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Abstract

La asignatura “Cargas en Vuelo” enmarcada en el Mdaster en Ingenieria Aeroespacial se
basa en los conceptos vistos en los cursos de Mecanica del Vuelo y Andlisis Estructural
del Grado en Ingenieria Aeroespacial. Por un lado, las ecuaciones involucradas no pueden
resolverse por métodos tradicionales pero por otro necesitamos que nuestros estudiantes
adquieran competencias especificas derivadas de la interpretacion de dichas ecuaciones.
En el presente articulo proponemos una herramienta numérica en forma de laboratorio
virtual, sencilla e intuitiva, desarrollada en el entorno del software Mathematica que per-
mite resolver interactivamente las ecuaciones de la Mecanica del Vuelo simétrico de un
avion y obtener resultados directamente relacionados con el diseno estructural. Se muestra
el funcionamiento del modelo con algunos ejemplos.

The subject “Flight Loads” framed in the Master in Aerospace Engineering is based largely
on the concepts seen in courses like Flight Mechanics or Structural Analysis of the Degree
in Aerospace Engineering. On the one hand, the equations involved can not be solved by
traditional methods but on the other hand we need our students to acquire specific compe-
tences derived from the interpretation of these equations. In the present article we propose
a simple numerical and graphic tool developed in the Mathematica software environment
that allows interactively solving the Flight Mechanics equations of an airplane and obtain
results directly related to the structural design. Several examples show how the presented
model works.
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1. Introduccion

La Mecdnica del Vuelo y el Analisis Estructural son dos materias fundamentales en cualquier titulacién ac-
tual de Ingenieria Aerondutica. Dentro del Master en Ingenieria Aerondutica por la Universidat Politeécnica de
Valencia existe una asignatura denominada “Cargas en Vuelo. Ensayos Estdticos y Dindmicos en una Aeronave”
en la que ambas materias cobran especial importancia. El objetivo de la primera parte de la asignatura, titulada
“Cargas en Vuelo” es la interaccion entre la Mecanica del Vuelo y el Célculo de Estructuras Aeroespaciales,
asignaturas pertenecientes al 42 curso del Grado de Ingenieria Aeroespacial de la misma Universidad. En este
curso se ponen en comun conceptos de ambas asignaturas y se explica de donde salen los esfuerzos que permiten
disenar la estructura. Un porcentaje importante de los mismos tiene su origen en un fenémeno que aparece
como consecuencia de las maniobras del avion: las aceleraciones. De ahi la enorme importancia de conocer cémo
se mueve el avién y comprender las relaciones de causa-efecto en la dindmica del vuelo.

Como referencia en espanol, el tratado (Tierno, Cortés, & Marquez, 2012) recoge de forma muy didéctica
los fundamentos de un curso de Mecdnica del Vuelo. El libro de Cook (Cook, 2007) es muy interesante por
su exposicion clara y concisa de las ecuaciones. Cuando buscamos bibliografia que fusione mecénica de vuelo
con andlisis estructural el abanico se reduce. Por ejemplo, un libro muy didactico es el de Wright y Cooper
(Wright & Cooper, 2007) en el que se presentan los problemas acoplados de dindmica de vuelo y deformabilidad
estructural sin recurrir a la rigurosidad de otros tratados, como por ejemplo (Schmidt, 2012). Con ello, Wright y
Cooper permite una lectura amena y fluida de sus capitulos y una interpretacién y compresién de los fenémenos
involucrados. Este iiltimo libro (Wright & Cooper, 2007) hace multiples referencias a dos tratados clésicos sobre
andlisis cargas en vuelo (maniobras y turbulencias) y en tierra (aterrizaje y rodaje entre otras): Lomax (Lomax,
1996) y Howe (Howe, 2004). Estos libros explican con detalle cémo aplicar las normativas de certificacién al
disetio estructural (CS-25, 2015; FAR-25, n.d.).

La motivacion que subyace detras de este articulo es presentar una herramienta computacional o laboratorio
virtual que sea sencilla que ayude a poner en comin los conceptos de las materias de Mecanica del Vuelo y
Anélisis Estructural. Para ello, proponemos una interfaz grafica sencilla desarrollada con el programa Wolfram
Mathematica (Mathematica, n.d.; Wolfram, 2003) implementado como un Documento de Formato Compu-
table(CDF Technology, 2015). El uso de laboratorios virtuales permite de forma interactiva asimilar modelos
matematicos tedricos de gran complejidad. Permiten visualizar resultados graficos directamente y manipular
pardmetros con resultados inmediatos. Algunos ejemplos de su aplicacién a la docencia son las referencias
(Mocholi, Giménez-Palomares, Lapuebla-Ferri, 2013; Lézaro, 2015). En nuestro caso, la herramienta se pone a
disposicion de los alumnos en las asignaturas indicadas més arriba. El objetivo principal es visualizar directa-
mente el efecto de una maniobra en la estructura del avién y para ello se facilita el laboratorio a los alumnos
para que practiquen de forma simultanea al estudio de la teoria. Por el momento, esta aplicaciéon debe mejorarse
y ampliarse para poder formar parte de una practica de laboratorio informatico, algo que esperamos hacer en el
futuro. Por un lado se analiza la trayectoria de un avién bajo ciertas condiciones y por otro evalia (en funcién
del tiempo) un pardmetro denominado factor de carga, fundamental para el célculo estructural del avién. A lo
largo del articulo se presentan las ecuaciones fundamentales de la dindmica del vuelo en el plano de simetria
del avidén, intentando hacerla comprensible para lectores con conocimientos en Ingenieria no necesariamente
procedentes del mundo aeroespacial. Para ello se han obviado detalles rigurosos del modelo y hemos enfatizado
la naturaleza y procedencia de las ecuaciones, dejando que sea el lector inquieto e interesado el que indague en
las referencias facilitadas para encontrar respuestas mas profundas.

2. Ecuaciones del modelo

Cuando hablamos de establecer las ecuaciones de la mecanica del vuelo de un aviéon y no tenemos una
formacién aeorndutica sélida, la primera sensacién (perfectamente 1égica) podria ser de rechazo. Sin embargo,
consideramos que no es necesario tener sélidos conocimientos en Ingenieria Aerondutica para poder seguir las
explicaciones que expondremos a continuacién, pues el objetivo es precisamente llegar a un lector méas general,
con un nivel de Grado o Méster en cualquier rama de Ingenieria. De hecho, las ecuaciones que subyacen detrés
del fenémeno son de naturaleza bien conocida: la 22 ley de Newton y las ecuaciones cinemdticas (aquellas que
relacionan aceleraciones y velocidades con posiciones) en funcién del tiempo. El conjunto de ecuaciones que
se obtienen son un sistema de ecuaciones diferenciales. Por lo que estrictamente para seguir las explicaciones
de este articulo bastara con conocer las ecuaciones de la dindmica de Newton junto con conocimientos a nivel
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de grado sobre anélisis matemdtico y ecuaciones diferenciales (dados en cualquier titulacién de ingenierfa).
Eso si, cuando se trate de establecer los vinculos entre campos puramente aeronduticos (como la aerodindmica
y propulsién) con nuestro problema, trataremos de hacer una presentaciéon diddctica que permita asumir la
veracidad de algunos conceptos sin, por ello, dificultar el desarrollo matemético

2.1. Definicion de fuerzas actuantes

Consideraremos un aviéon convencional volando a cierta altitud zg. Las ecuaciones de la dindmica de Newton
se basan en conocer en cada instante el conjunto de fuerzas y momentos en un cuerpo para predecir el com-
portamiento en el futuro. Asumiremos que nuestro avién estd sometido a 4 fuerzas que pasaremos a describir a
continuacion.

Peso (Weight), W. Todos los elementos del avién con masa obviamente tienen un peso asociado y como es
sabido, su resultante o peso total del avién pasa por un punto caracteristico: el centro de gravedad (CDG).
El peso siempre estara orientado hacia el centro de la tierra. Desde un punto de vista estatico se dice que
el momento de todas las fuerzas de peso respecto al CDG es nulo.

Empuje (Thrust), T. Los motores del avién son capaces de desarrollar una fuerza o empuje que (se puede
asumir) lleva la direccién del cuerpo del avién y pasa por el CDG. Por tanto desde un punto de vista
dindmico, no produce ningin momento en dicho punto. Su valor T' depende de las caracteristicas del
sistema de propulsion pero a efectos del presente documento basta con saber que va a depender de la
altitud z a la que nos encontremos, de la velocidad de vuelo V' y de un pardmetro de control 6, que
maneja el piloto: la palanca de gases (o si se desea llamar de otra forma, el acelerador). Este pardmetro
tiene un recorrido entre 0 y 1 (0 < §, < 1). §, = 0 significa motor parado y ¢, = 1 significa méxima
potencia. Asi en general podemos escribir T' = T'(z,V, §,).

Sustentacién (Lift), L. El avién es capaz de volar gracias a esta fuerza. Se denomina sustentacién porque su
direccién es perpendicular a la velocidad del objeto. Aparece en objetos con forma aerodindamica como el
ala principal y el estabilizador horizontal (a veces también llamado timén o empenaje horizontal). Para
entender bien esta fuerza serian necesarios conceptos de aerodinamica y no es nuestro objetivo entrar en
este campo y simplemente daremos una idea intuitiva de su naturaleza. Diremos que el origen de esta
fuerza estd en el cambio de direccién (sutil pero clave) que experimentan las particulas de aire al rodear
el ala. Como cambian de direccién (ledse cambio en la cantidad de movimiento), necesariamente aparece
una fuerza (proporcional a dicho cambio de velocidad o aceleracién). La fuerza resultante resulta tener la
siguiente expresién general

1
L:§pVQSwCL, (1)

donde p(z) es la densidad del aire a la altitud z (se asume que dicha densidad es variable con la altitud como
ocurre en la realidad, recordemos que a medida que ascendemos el aire es mds ligero); V es la velocidad
de vuelo, S, es la superficie del ala principal del avién. C7, es el llamado coeficiente de sustentacion del
que hablaremos un poco més abajo. Esta fuerza aparece en todas las superficies de sustentacién (ala y
timén horizontal) por lo que el momento de éstas alrededor del CDG del avién serd

1
M:ipVQSwaOM, (2)

donde ¢,, es la denominada como cuerda media aerodindmica, un valor representativo del ancho del ala
(cuerda), aunque no entraremos en su definicién estricta, para lo cual puede consultarse la referencia
(Tierno et al., 2012). Los coeficientes Cr, y Cjs del avién dependen de la incidencia de las alas respecto a
la velocidad (dngulo de ataque «) y de una magnitud controlada por el piloto, g o deflexién del timén
horizontal (ver fig. 1) que tiene la misma funcién que el timén en una embarcacién: desviar el flujo de aire
para controlar la direccién del avién. Bajo ciertos coeficientes que dependen de la geometria del avion y de
la forma del ala se tiene que ambos pardmetros pueden ser linealizados en términos del dangulo de ataque
y de la deflexién del alerén (recordemos que ésta tltima es impuesta por el piloto)

Cr = Cro+Craa+Crs,op
Cvy = Cuo+Cuaa+Chrsy o (3)
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Resistencia (Drag), D. El aire en el que se encuentra inmerso el avién es un fluido y como cualquier objeto
dentro de un fluido, va a experimentar una resistencia al avance fruto del rozamiento. Este rozamiento se
manifiesta en todos los puntos de la superficie del avién y por tanto se trata de una fuerza distribuida a
lo largo de todo el fuselaje y alas. Su resultante o valor total D es en general opuesta a la velocidad y
(asumiremos) que pasa por el CDG del avién y por tanto no produce momento en él. La modelizacién de
esta fuerza es muy complicada y para su correcta evaluacién son necesarios ensayos en tiunel de viento. Es
un campo de investigacién abierto y muy importante pues afecta directamente al consumo de combustible.
En general, su expresion se presenta con la siguiente forma

1
D:§pVQSwCD, (4)

y Cp es el coeficiente de resistencia que en general se puede expresar (bajo las hipdtesis del presente
trabajo) como una funcién cuadratica del coeficiente de sustentacién como

Cp = Cpo + K C}, (5)

donde C7, es el coeficiente de sustentacién, C'pg y K son dos parametros que dependen de la forma del
avion.

Timoén
(estabilizador horizontal)

Equilibrio dindmico

Bk Avién equilibrado (maniobra real)
antes de la maniobra ) o Vy
(vuelo rectilineo horizontal) w w n=cosY+ g
W / u ¢=0=7+ad
B+ Ay, v

Figura 1 — Diagrama de fuerzas en el plano vertical. Las magnitudes con subindice (e)y hacen referencia a
parametros antes de modificar nuestros controles para realizar una maniobra

2.2. Situacién de equilibrio inicial (Trim)

En la definiciéon de las fuerzas anteriores se han asumido implicitamente algunas hipdtesis que nos ayu-
dan a entender mejor el problema, como por ejemplo el hecho de que empuje y resistencia pasan por el CDG
del avién (produciendo momento nulo). Ademds la linealizacién vista en la Ec. (2) es equivalente a asumir
que los dngulos de incidencia de las alas sobre el flujo de aire son pequenos «, g < 1. Describiremos a conti-
nuacion otra hipétesis fundamental del problema relacionado con la forma en la que comienza nuestra maniobra.

El objetivo fundamental es describir una herramienta computacional elaborada en el software Mathematica
sencilla e intuitiva que nos ayudard a entender el comportamiento del avién en vuelo simétrico (vuelo en el plano
de simetria del avién). Veremos que el problema requiere la modificacién de los controles del avién a través de
los pardmetros dg (deflexién del timén) y d, (palanca de gases del motor). Estas variables erdn nuestro input
y activaran una maniobra. Veremos mas adelante cudles serdn todas las variables a calcular, pero desde luego
dentro de éstas debera estar la trayectoria, la velocidad y la inclinacién del aviéon, entre otras. Como solucién de
una ecuacién diferencial, necesitaremos unas condiciones iniciales y éstas seran dadas por el denominado equili-
brio inicial o trim. Asumiremos que antes de modificar nuestros controles para realizar una maniobra (ég, 6p),
nuestro avién esta volando en una trayectoria horizontal a una altitud dada zy bajo cierta velocidad constante
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Vo. La inclinacién del eje del avién no tiene que ser horizontal (ver fig. 1). De hecho el avién estard ligeramente
inclinado estableciendo el pequeno dngulo entre el cuerpo y la horizontal de avance (ver fig. 1) que ya hemos
introducido como 4ngulo de ataque y se representa por o (menor en general a 5%) por lo que apenas es notado
dentro del avién por los pasajeros.

En su trayectoria horizontal y rectilinea el avién no estd sometido a ninguna fuerza ni momento en su centro
de gravedad, por lo que la suma de fuerzas y momentos en G es nula. Esto no significa que no existan fuerzas
ni momentos aplicados en el CDG avion, pero si garantiza que unas fuerzas se equilibran con otras. Tendremos
entonces que en dicho vuelo rectilineo y uniforme se verifica el equilibrio

ZFJJ =0 — T(z0,V0,9p) cosa = D(z, Vo,a,dE)
ZFz =0 — T(z0,V,0p) senc+ L(z, Vo, 0, 0p) =W
> My=0 = M(z,Vy,a,6p) =0 (6)

Dado que conocemos la altitud zg y la velocidad Vj, la resolucién de estas tres ecuaciones nos permite conocer
los valores los controles (6,0,0g0) & imponer asi como el dngulo de ataque resultante ag compatibles con un
vuelo horizontal a esa altitud y velocidad. Dicho de otra forma, si queremos volar en linea recta a la altitud zg y
a la velocidad Vj entonces tenemos que deflectar el timén del estabilizador horizontal una magnitud dgg y tirar
de la palanca de cases un valor d,0. Bajo estas condiciones nuestro avién avanzard con un angulo de ataque de
valor aq. Las fuerzas de sustentacién, resistencia y empuje asociadas a estos valores seran entonces Lo, Doy Tj
y el momento de las fuerzas aerodindmicas alrededor del CDG serd My = 0 (ver fig. 1).

2.3. Ecuaciones del movimiento

El avién serd considerado como un sélido rigido y como tal su movimiento estd gobernado por las ecuaciones
de Newton. Al tratarse de movimiento plano (plano de simetrfa del avién) necesitaremos 3 grados de libertad
para definir la posicién del avién en cada instante:

z(t), z(t) Coordenadas del CDG del avién en el instante ¢. Inicialmente consideramos z(0) =0y z(0) = 2o.
0(t) Angulo de asiento del avién (angulo del fuselaje con la horizontal). Inicialmente 6(0) = ay.

Las fuerzas aerodinamicas no dependen directamente del dangulo de asiento 6 sino del angulo de ataque « por
lo que éste ultimo debe ser expresado en funcién de aquel. Esto es muy sencillo introduciendo el concepto de
pendiente de la trayectoria que todos conocemos. En efecto, la curva de la trayectoria definida por el vector
posicién r(t) = (z(t), z(t)) tiene en cada punto a la velocidad (vector) V(¢) = #(¢) como su vector tangente de
magnitud V' (¢) = |#(¢)|. El d4ngulo entre dicho vector y la horizontal es la pendiente y(¢) = arctan [2(t)/(t)].
Inicialmente se tiene vuelo horizontal de pendiente nula por lo que v(0) = 0. Después de comenzada la maniobra,
la relacién entre «, 6 y «v se obtiene de inmediato observando la fig. 1,

0(t) = at) + (). (7)

Destacar que no hay restriccién sobre 6 o -y, ambos dngulos pueden ser muy grandes; eso si, su diferencia
a = 6 — v debe mantenerse acotada en valores pequenos de lo contrario el aviéon podria entrar en pérdida
(excesivos dngulos de ataque) y perder toda la sustentacién, siendo esto causa de accidente.

Por 1ltimo, introduciremos una tultima variable en el problema: la velocidad de rotacién del avién como

q(t) = 0(t), cuyo valor inicial es ¢(0) = 0 al comenzar desde un vuelo rectilineo. Resulta 1til escribir y contar
todas las variables estado del sistema en un vector

E(t) = {(t), (), V(1), a(t), 6(¢), q(1)} " - (8)
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Ecuaciones dinamicas

Veamos en primer lugar las 3 ecuaciones de la dindmica que relacionan fuerzas y momentos con aceleraciones.
Estableceremos estas ecuaciones en los ejes que forman las direcciones tangente y normal a la trayectoria

ZFt =ma; — T(z,V,0p) cosa—D(z,V,a,6g) — Wseny=m % , (tangente) (9)
ZF =ma, — T(2,V,d,) sena+ L(z,V,«o,0E) chos'y:mVi—Z ,  (normal) (10)
Z My=1I,4 — M(zV,adg) =1, % ,  (momentos) (11)

donde se a; = V es la aceleracién lineal (en direccién tangente) y a, = V2/R = V 4 representa la aceleracién
centrifuga (direccién normal).
Ecuaciones cinematicas

Las tres ecuaciones anteriores se completan con un conjunto de relaciones cinematicas, algunas de las cuales
ya han sido presentadas

d

d—f = V cosy , (trayectoria vs pendiente vs velocidad) (12)

dz . . .

5 - V seny , (trayectoria vs pendiente vs velocidad) (13)

de

5 - 9 (velocidad de rotacién vs dngulo de asiento) (14)
v = 0—a , (pendiente-asiento-ang. de ataque) (15)

Las 7 ecuaciones mostradas (9)—(15) permiten resolver las 7 incégnitas del problema: las 6 mostradas en E(t)
mas (t). De hecho, eliminando «(t) se puede construir un sistema de ecuaciones diferenciales con la forma de
problema de valor inicial

dE

E = f(t,E) ) E(O) = EO = {07Z07 ‘/'07040706070}:’17 (16)

donde f(¢, E) es una funcién vectorial cuya dependencia explitica en ¢ se presenta a través de los controles del
piloto 05 (t) y 0,(t), cuyas funciones asumiremos como datos y serdan de hecho las perturbaciones que permitirdn
construir la maniobra y evaluar los efectos de ésta. Antes de pasar a explicar las herramientas computacionales
usadas para resolver este sistema de ecuaciones explicaremos con algo mas de detalle una variable derivada de
las anteriores con gran importancia en el calculo estructural del avion, el factor de carga.

2.4. El factor de carga en una maniobra

La Ec. (10) define el equilibrio dindmico en la direccién normal al avién. En general el término T sen o es
muy pequeiio respecto al resto de términos de dicha ecuacién y es aceptado (Wright & Cooper, 2007) escribirla
de forma aproximada como

d
L—mgcas*y%de—z. (17)
Llevando la parte proporcional a la masa m = W/g a la parte derecha la ecuacién se puede escribir como

L(t)=W (cos*y + % (Cilz) . (18)

El término dindmico (dependiente del tiempo) que aparece multiplicando al peso se define como factor de carga

n(t) = cosy + % (il—z (19)

Asi, en general se puede escribir que en todo instante el factor de carga relaciona la sustentacién del avién y
el peso, L(t) = n(t) W. El factor de carga n(t) (adimensional) tiene un significado fisico interesante: nos esta
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Figura 2 — Izquierda: Evolucién del factor de carga en una trayectoria formada por tramos curvos (circulos) y
rectas. Derecha: Efecto del factor de carga en la deformacion del avién (escala exagerada).

diciendo de alguna forma la cantidad de gravedad dentro del avidn. Asi, si n = 0 la situacién es de gravedad
cero y si estuviéramos dentro tendriamos sensacién de ingravidez. Si n < 0, nuestro cuerpo asciende respecto
al avién y nos golpeariamos contra el techo del fuselaje interior. Por contra, si n > 0 nuestro cuerpo pesara (o
tendremos la sensacién de que pesa) m veces mas que nuestro peso normal en tierra. Para un vuelo horizon-
tal y rectilineo se verifica v = 0y ¥ = 0, luego n = 1, es decir como si estuviéramos en tierra. Fisicamente
lo que estd ocurriendo es que los objetos se ven alterados por aceleraciones inducidas por la maniobra. De
la misma forma que los objetos no sujetos o apoyados tenderdn a moverse dentro de la cabina (hacia arriba
con n < 0 o pesardn més con n > 1). Desde un punto de vista estructural, también las componentes del
avién (alas y fuselaje) tienden a deformarse y en consecuencia a sufrir sobre-esfuerzos como consecuencia de
estas aceleraciones. Estos esfuerzos son proporcionales al factor de carga y se pueden evaluar para cada punto de
la maniobra. Desde una perspectiva del disefio, deben estar acotados para evitar la rotura o aparicién de grietas.

En la fig. 2 (Izda) se ha representado la evolucién del factor de carga en un vuelo simétrico formado por dos
tramos circulares y un tramo recto en pendiente. El recorrido se realiza a velocidad constante y los radios de
curvatura de cada tramo circular son R = V2/2g y se asume que el d&ngulo de ataque es constante por lo que la
velocidad de rotacién es 4 = § = V/R = 2¢g/V. Con estos datos se puede determinar cémo evoluciona el factor
de carga a lo largo del recorrido sabiendo la pendiente y la velocidad de rotacién. Tanto a la entrada como a la
salida el factor de carga es la unidad. Al realizar la primera ascensién el factor de carga asciende hasta n = 3. Los
saltos (finitos) el gréfico del factor de carga n(X) son debidos al segundo término de la Ec. (19), correspondiente
a la fuerza centrifuga: en un tramo curvo este término es finito constante en todo el tramo, pero al entrar a un
tramo recto, su valor automdticamente desciende a cero, produciéndose los saltos (discontinuidades de orden
finito) en la gréfica.

Durante todo el recorrido con n > 0 alas y fuselaje sufrirdn una deformacién como la mostrada en el esquema
de la fig. 2 (Decha). A partir del punto C el avién entra en una zona de factor de carga negativo; durante el
trayecto CD los pasajeros deberan llevar el cinturén abrochado pues de lo contrario saldrian disparados hacia
el techo de la cabina. Los vuelos que se usan para experimentar la ingravidez realizan maniobras de este tipo
ajustando el factor de carga en el tramo CD a cero proporcionando durante unos segundos la sensacién de levi-
tar como astronautas. La deformacion de los elementos estructurales (alas y fuselaje) cambia de sentido ahora
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Figura 3 — Interfaz grafica generada haciendo uso del Documento de Formato Computable (CDF) de Mathema-
tica.

respecto al tramo anterior, de acuerdo con el croquis de la derecha. La explicacién a la curvatura adoptada
por cada elemento estd en la direccion que adoptan las fuerzas en cada componente. Las alas sufren mayorita-
riamente sustentacién (fuerza aerodindmica) y esta va “hacia arriba” en maniobras con n > 0 mientras que el
peso se concentra en el fuselaje y este tiende a deformarlo hacia abajo. En una maniobra con n < 0 ocurre lo
contrario: las direcciones de las fuerzas se invierten y la sustentacién va “hacia abajo” y las fuerzas de inercia,
localizadas en el fuselaje se dirigen “hacia arriba”

Como curiosidad, esquemas gréficos como el mostrado en la fig. 2 (Izda) son elaborados para calcular el
factor de carga sufrido en las montanas rusas a lo largo de su recorrido. El nivel de mareo y malestar (o
adrenalina, depende de c6mo se mire) depende del factor de carga sufrido. Factores de carga por encima de 5
(coloquialmente hablamos de 5 g’s) durante varios segundos podrian hacernos perder el conocimiento. En los
aviones comerciales un orden de magnitud del intervalo al que se limitan los factores de carga es —1 < n < 2.5.
Mientras que en aviones acrobaticos puede llegar a —2.5 < n < 6. Los aviones deben ser capaces de resistir
estructuralmente todas las embestidas en términos de factor de carga, tanto negativas como positivas.

3. Desarrollo del laboratorio virtual

En la seccién anterior, se han presentado las ecuaciones (9)—(15) que modelizan el giro de una aeronave en
el plano vertical. Estas ecuaciones se pueden linealizar alrededor de un punto de equilibrio, vedse por ejemplo
la referencia Cook 2007). De esta linealizacién se deducen condiciones para la estabilidad del sistema. Si el
grado de perturbacién introducido por las funciones dg(t) y por 6,(t) no es relevante, la respuesta se puede
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Figura 5 — (Arriba): Caso 1. Vuelo nivelado. (Abajo): Caso 2. Empuje maximo desde la configuracién anterior
de vuelo equilibrado y dngulo de deflexion del estabilizador horizontal nulo - §, =1, 6 = 0.

obtener con aproximacién razonable mediante la integracién del sistema linealizado. Sin embargo, cuando se
desea predecir la respuesta del avion en un rango méas amplio de las variables, la respuesta es fuertemente
no-lineal y es necesario integrar paso a paso las ecuaciones. Para ello se pueden usar procedimientos numéricos
basados el métod de Runge-Kutta. El tipo de respuesta considerado en este articulo entra dentro este ultimo tipo.

Asi, cada condicién inicial de vuelo requiere la resolucién del sistema de ecuaciones no lineales, producien-
do unos resultados que pueden llegar a ser muy diferentes. Esta complejidad mateméatica puede dificultar la
comprensiéon de los fenémenos fisicos involucrados en la maniobra. Por este motivo, se ha diseniado una interfaz
grafica que resuelve el sistema de ecuaciones en tiempo real segun el usuario modifica los pardametros de entrada.
Desde un punto de vista didédctico, esta interfaz grafica es de gran utilidad para el usuario debido a que permite
entender e interiorizar, de una manera sencilla, las relaciones existentes entre cada uno de los parametros de
entrada y salida.

Dicha interfaz grafica ha sido disenada e implementada en el software Mathematica (Mathematica, n.d.), el
cual proporciona un tnico sistema integrado, en continua expansién, que cubre todos los dmbitos de la compu-
tacion. Ademsds, destaca por la posibilidad de trabajar en lenguaje simbdlico, lo que proporciona al usuario
enormes posibilidades.
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Dentro del software Mathematica, la interfaz grafica ha sido disenada haciendo uso del Documento de For-
mato Computable (CDF)(CDF Technology, 2015). Tal y como se indica en la pidgina web de Mathematica
(Mathematica, n.d.), el estdndar de CDF es un recipiente computable de conocimiento tan ordinario como un
documento, pero tan interactivo como una aplicacién. De esta manera, CDF ofrece a los creadores de contenido
interactividad facil de aplicar y practicas opciones de implementacién que alientan a los lectores a manipular el
contenido y a generar resultados en vivo.

La figura 3 muestra la interfaz grafica generada con CDF en Mathematica, en la que se puede observar la
estructura que se ha implementado.

Como se puede observar en la figura 3, las variables de entrada con las que puede interactuar el usuario son
los pardmetros de control que definen la trayectoria de la aeronave:

= Vp: Velocidad inicial de vuelo
» zp: Altura inicial de vuelo
» 0p: Deflexién del estabilizador horizontal

» §,: Potencia suministrada por la palanca de gases

Por otro lado, se ha incorporado un botén denominado Set Trim Values que permite al usuario equilibrar
la aeronave para cualquier condicién de vuelo seleccionada.

Finalmente, como parametros de salida se han implementado cuatro graficas que ofrecen la siguiente infor-
macién:

» Trayectoria de la aeronave: Permite visualizar facilmente si la aeronave mantiene un vuelo nivelado,
descendiente, ascendiente o si es capaz de realizar un loop.

s Factor de carga: Muestra la evolucién temporal del factor de carga a lo largo de la trayectoria.

» Diagrama V-n: Grafica la envolvente de vuelo de la aeronave considerada. Se trata de una envolvente
cerrada en el plano V-n (velocidad vs factor de carga) que determina las posibles maniobras caracterizadas
(por una velocidad V' y un factor n) compatibles con la seguridad estructural. En esta gréfica se monitoriza
la evolucién del factor de carga en funcién de la velocidad de vuelo a lo largo de la trayectoria para cada
caso. De esta manera, se puede verificar si los pardmetros de control seleccionados producen un fallo
estructural en la aeronave.

= Evolucién del momento en el encastre alar: Representa la evolucion temporal del momento en el encastre
alar a lo largo de la trayectoria. Es una medida de los esfuerzos de diseno en el ala.

4. Casos de estudio y resultados obtenidos

A continuacion, se iran presentando diferentes casos analizados, indicando los pardmetros de control que se
han tomado para cada uno de ellos, asi como los resultados obtenidos en los mismos. Se partirda desde una posi-
cion de vuelo nivelado y se ird incrementando el angulo de deflexién del estabilizador trasero progresivamente,
manteniendo la potencia del motor al maximo con J, = 1.

Cabe destacar que todos los pardmetros aerodinamicos, modelos de empuje, estructurales, de masas y de
medidas se han tomado del avion CASA-101 (ver fig. 4), una aeronave ampliamente conocida de la cual se
dispone de una gran cantidad de informacién, realmente 1til para la realizacién del presente documento.

Caso 1: Vuelo nivelado

Tal y como se ha indicado, el primer caso analizado corresponde a un vuelo nivelado desde las siguientes
condiciones iniciales:
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Vo=140m/s ; z9=1500m |, (20)

la aeronave ha sido equilibrada haciendo uso del botén Set Trim Values obteniendo los valores de dg y
dp mostrados en la figura 5. Los resultados obtenidos son los esperados en un vuelo equilibrado, la figura 5
muestra como el factor de carga es constante e igual a 1 a lo largo de la trayectoria, la cual es por supuesto
constante, y el momento en el encastre alar muestra también un valor constante a lo largo de toda la trayectoria.

Caso 2: Empuje maximo desde la configuracion anterior de vuelo equilibrado y angulo de deflexion
del estabilizador horizontal nulo - J, =1, g =0
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Figura 6 — (Arriba): Caso 3. Incremento leve del dngulo de deflexién del estabilizador horizontal - §g < §prrim-
(Abajo): Caso 4: Incremento del éngulo de deflexién del estabilizador horizontal - §g > dp7rim.

La figura 5 (abajo) muestra el segundo caso considerado, donde se puede ver que el piloto tiene la palanca de
gases al maximo, con la intencién de obtener también la méxima sustentacién posible. Sin embargo, el dngulo
de deflexién del empenaje es cero, lo que produce que el avidn sea incapaz de mantener un vuelo equilibrado,
produciéndose un giro sobre el eje transversal de la aeronave que aumenta en sentido negativo el dngulo de
ataque. Como consecuencia, la aeronave acaba estrellindose contra el terreno, con un resultado claramente
catastroéfico.

Caso 3: Incremento leve del dngulo de deflexién del estabilizador horizontal - g < dgrrim

Si se aumenta progresivamente el angulo de deflexién del empenaje, pero se situa todavia por debajo del
valor que mantendria la aeronave en un vuelo equilibrado, se puede observar como la aeronave es capaz de
recuperar altura antes de estrellarse contra el terreno, tal y como muestra la figura 6 (arriba). Esto es debido
a que cuando la aeronave desciende inicialmente convierte la energia potencial en energia cinética, aumentando
la velocidad de la aeronave hasta que es capaz de recuperar altura y volar ascendentemente.

Durante esta maniobra, se observa como el factor de carga evoluciona suavemente, manteniéndose todo el

tiempo dentro de la envolvente de vuelo y lejos de los limites estructurales.

Caso 4: Incremento del angulo de deflexion del estabilizador horizontal - §g > dp71rim

A continuacidn, se sigue aumentando el dngulo de deflexién del estabilizador horizontal, superando en este
caso el valor correspondiente a dg7.im, con el fin de incrementar el dngulo de ataque de la aeronave.
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Figura 7 — (Arriba): Caso 5. Incremento notable del dngulo de deflexién del estabilizador horizontal - 05 >
dETrim- (Abajo): Caso 6. Angulo de deflexién del estabilizador horizontal que produce un fallo catastréfico en
la estructura- g >> 0gTrim.-

Se puede observar en la figura 6 (abajo) como tras aumentar el dngulo de deflexién del empenaje por en-
cima de dgrim, la aeronave gana altura progresivamente, al contrario de lo que sucedia en los casos 2 y 3.
Sin embargo, el incremento es tan pequeno que la aeronave no es capaz de conseguir la sustentacién suficiente
para completar el loop de un modo satisfactorio. En lugar de eso, empieza a ganar altura por el incremento de
sustentacion, pero a continuacién pierde altura y comienza a descender por la falta de sustentacién hasta que
gana velocidad, se estabiliza y vuelve a ascender de nuevo.

Por otro lado, se verifica, tal y como se podia intuir en un primer momento, el comportamiento oscilante
del factor de carga durante la maniobra. Se puede observar como el factor de carga adquiere valores mas ele-
vados cuando el avion se encuentra en pendiente de ascenso y de descenso. Sin embargo, los valores alcanzados
son relativamente pequenos. El pequeno incremento en el angulo del estabilizador produce unos incrementos
reducidos en el angulo de ataque, conllevando factores de carga que no son relevantes para la estructura. Néte-
se como el valor mayor se produce en el primer 'pico’, tras introducirse el escalén en el estabilizador, a partir
de ahf el valor del mismo empieza a relajarse, pareciendo incluso que oscila alrededor del factor de carga unitario.

Ademsds, y tal y como sucede en los otros casos analizados, se puede observar que la evolucién del momento
en el encastre alar sigue en gran medida la forma obtenida por el factor de cargas en la maniobra. En los puntos
de mayor carga, se llega a momentos en el encastre de casi 100 kNm.

Caso 5: Incremento notable del angulo de deflexién del estabilizador horizontal - ég > dgrrim

Se continta incrementando el dngulo de deflexién del empenaje hasta que finalmente la aeronave es capaz
de realizar el deseado loop, tal y como se observa en la figura 7 (arriba).

Las limitaciones estructurales y de maniobra que se imponen en muchos aviones vienen dadas por el factor
de carga que pueden alcanzar los mismos. En este caso, los valores de factor de carga alcanzados son conside-
rablemente superiores al caso anterior, dandose el valor méximo tras introducirse el escalén en el estabilizador.
Estos valores podrian suponer fallos estructurales catastroficos, sin embargo, se verifica sobre la envolvente de
vuelo que no se superan en ningin momento los valores maximos, por lo que la aeronave no sufre dano estructural.
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Caso 6: Angulo de deflexién del estabilizador horizontal que produce un fallo catastréfico en la
estructura- ég >> Sgrrim

Finalmente, se sigue incrementando el angulo de deflexién del empenaje trasero hasta que el factor de carga
supera el valor maximo que es capaz de soportar la estructura de la aeronave. Tal y como se puede observar
en la figura 7 (abajo), el dngulo introducido en el estabilizador es tan pronunciado que la aeronave es capaz de
realizar dos loop en el mismo intervalo espacial en el que realizaba un tnico loop en el caso anterior. Como es
de esperar, las cargas a las que se verd sometido el encastre serdn mas que notables.

La figura 7 (abajo) muestra que los valores alcanzados por el factor de carga al principio de la maniobra,
son enormes, con un valor maximo de casi 8 g’s al comenzar la maniobra. La representacién del diagrama V-n
muestra como el factor de carga sobrepasa los limites de la envolvente de vuelo, indicando el fallo estructural de
la aeronave al superarse el factor de carga maximo. Después del primer pico, los valores oscilantes posteriores
siguen siendo muy grandes, por lo que se comprueba que la maniobra es la mas perjudicial posible. Con todo
esto, el valor del momento en el encastre alcanza un valor maximo de aproximadamente 250 kNm.

5. Conclusiones

La modelizacién de las ecuaciones en el plano vertical es un paso totalmente necesario para tener en cuenta
los efectos que pueden tener maniobras de este tipo en el conjunto estructural del aeronave. La simplificacién
de las ecuaciones del avién equilibrado es mas que necesaria para obtener las condiciones de vuelo previas
a cualquier maniobra en el plano vertical, sin las cuales no se podrian resolver las ecuaciones. La alta no-
linealidad de las ecuaciones del plano vertical hace que para poder obtener resultados de manera eficiente sea
necesario el uso de software informéaticos y computadoras, pues de otro modo seria imposible obtener resultados
precisos sin asumir hipétesis importantes. La automatizacién del las ecuaciones en Mathematica ha permitido
la obtencién de resultados de una manera rapida, visual y eficiente, siendo realmente intuitivo realizar cambios
en las mismas y ver los efectos producidos por dichos cambios. La posibilidad de realizacion del Documento de
formato computable ha facilitado mucho la integracién del archivo que resuelve las ecuaciones en un entorno
grafico manejable, interactivo e intuitivo. La facil implementacién de este tipo de archivos en contenidos web,
ha sido un impulso extra para el desarrollo del trabajo en dicho formato y puede servir como referencia para
futuros trabajos.
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