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RESUMO: Apresenta-se o modelo matemdtico que se desenvolveu para simular a pro-
pagagdo do escoamento superficial em condi¢oes de cheia natural em bacias hidrogra-
ficas representadas por malhas triangulares irregulares. O modelo utiliza os fundamentos
da teoria da onda cinemadtica e considera a equagdo da continuidade expressa em ter-
mos de volumes e variagoes de volumes. As equagdes diferenciais ordindrias a que con-
duz sdo resolvidas por diferen¢as finitas, com recurso ao método explicito de Euler e a
um método implicito deduzido a partir do método de Preissmann. Antecedendo a apli-
cagdo do método de Euler, estabeleceu-se uma condigdo de estabilidade que se considera
representar a condicdo de Courant para malhas triangulares irregulares. A aplicacdo do
modelo do escoamento superficial a duas bacias hidrogrdficas portuguesas conduziu a
hidrogramas com forma adequada ou com bom ajustamento a hidrogramas observados.
Comparativamente ao método explicito, o método implicito permitiu uma redu¢do de tal
modo significativa do tempo de processamento computacional do modelo do es-
coamento superficial que deixa antever a possibilidade da sua aplica¢do a andlise em

tempo real.

INTRODUCAO

Tendo por base a representacdo de uma bacia hidrografica
por meio de um modelo digital do relevo estruturado
numa malha triangular irregular, TIN (triangulated
irregular network), apresenta-se um modelo matematico
para a simulagdo do escoamento superficial com vista a
obten¢do de hidrogramas de cheia do escoamento directo
em secgdes de redes hidrograficas, quer seja a secgdo
terminal para que foi definida a bacia hidrografica, quer
sejam seccdes a montante, sem especificagdo explicita
das respectivas bacias hidrograficas.

Nos modelos do tipo TIN as superficies topograficas sdo
modeladas, Fowler e Little, 1979, por meio de conjuntos
de tridngulos continuos e ndo sobrepostos, definidos no
plano xy e com vértices apoiados nas projeccdes ho-
rizontals de pontos com coordenadas (planimétricas e
altimétricas) conhecidas e dispostos irregularmente por
forma a caracterizar as singularidades topograficas das
superficies a modelar. A partir dos modelos digitais do
relevo sdo gerados os modelos das redes de drenagem,
constituidos por redes descontinuas de elementos lineares
rectilineos —segmentos de recta correspondentes a
arestas comuns a tridngulos contiguos dois a dois e a que
se atribuiu a designacdo de arestas colectoras—, que
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promovem a captagdo e o transporte longitudinal para
jusante das afluéncias provenientes de montante sob a
forma de caudais concentrados nas extremidades das
arestas colectoras ou uniformemente distribuidos ao longo
das mesmas.

O modelo de simulagdo desenvolvido, a que se atribuiu a
designacdo de modelo do escoamento superficial, utiliza
as equagoes de Saint-Venant com as simplificagdes que
decorrem da teoria da onda cinematica (Lighthil e
Whitham, 1955) e ¢é suportado, na componente de es-
coamento a superficie do terreno, pelo modelo digital do
relevo e, na componente de escoamento canalizado, pelo
modelo da rede de drenagem que se deduz do modelo
digital do relevo.

A apreciagdo da validade da aplicacdo da teoria da onda
cinematica a modelagdo, no caso geral, de escoamentos
em superficie livre e, no caso especifico, de ondas de
cheias naturais, tem merecido a aten¢do de numerosos
autores, destacando-se Lighthill ¢ Whitham, 1955, Hen-
dersen, 1966, Woolhiser ¢ Liggett, 1967, Miller ¢ Cunge,
1975, Ponce e Simons, 1978, e Singh, 1996. No ambito
da utilizagdo de modelos digitais do relevo em associagdo
com outros modelos, entre os quais se incluem
hidrolégicos, Moore ef al, 1991, mencionam a
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utilizagdo da teoria da onda cinematica para a mode-
lagdo do escoamento suportada por modelos digitais do
relevo estruturados em malhas triangulares irregulares e
em isolinhas de altitude, embora ndo explicitem as res-
pectivas formulagdes.

A sintese apresentada por Goodrich et al., 1991, referente
a modelacdo do escoamento sobre malhas triangulares
irregulares, contempla unicamente modelos inseridos
no ambito da teoria da onda cinematica na qual se
fundamenta também o modelo que desenvolveram, ja
anteriormente referido em Goodrich e Woolhiser,
1989. Aqueles autores propdem a modelagdo bidimen-
sional do escoamento (segundo duas direcgdes ortogo-
nais) suportada por uma discretizagdo espacial baseada no
método dos elementos finitos aplicado a cada tridngulo da
malha. Goodrich et al., 1991, incluem a apresentagio
dos resultados da aplicacdo do modelo que propdem a
modelagdo do escoamento sobre uma malha triangular
irregular constituida por 15 tridngulos e englobando 3
trechos de canal.

Palacios-Veléz e Cuevas-Renaud, 1992, aplicam a teoria
da onda cinematica a formulacdo do escoamento sobre
cada tridangulo de uma malha triangular irregular para o que
utilizam as correspondentes equagdes considerando o
escoamento segundo uma tnica direc¢do: a de maior declive
do plano do tridngulo. Para o efeito, admitem que o
escoamento sobre cada tridngulo ocorre ao longo de um
comprimento médio segundo a direccao de maior declive
do trigngulo, comprimento que, contudo, ndo explicitam.
Por consideragdo deste comprimento e de urna largura,
contida no plano do trigngulo e normal a direccdo de
maior declive, definem um rectdngulo com area igual a do
triangulo a que respeita. Deste modo, Convertern cada
triangulo da malha num rectdngulo equivalente. O
escoamento sobre este rectangulo ¢ analisado em
sucessivas sccgoes transversais, distantes entre si de
incrementos de espago definidos ao longo do com-
primento médio. Tal analise utiliza a equacdo da conti-
nuidade expressa em fung@o de volumes e de variagdes de
volume. Os autores apresentam resultados da aplicagio
do seu modelo a uma malha triangular irregular
constitu/da por 81 tridngulos e 14 arestas colectoras.
Regista-se que, até¢ a data de elaboragdo do presente ar-
tigo, ndo se teve acesso a outros trabalhos cientificos
desenvolvendo o tema.

As equagdes utilizadas pelo modelo do escoamento su-
perficial, aplicado a um elemento do modelo digital do
relevo (triangulo) ou da rede de drenagem (aresta colec-
tora), sdo dadas pelo seguinte sistema:

av
dt =1-0 (1)
J=i

em que a segunda equagdo se obtém por simplificacdo da
equacdo da dindmica de acordo com a teoria da onda
cinematica e exprime a igualdade entre o declive do fundo
do elemento, i, e a perda de carga unitaria do escoa-
mento no mesmo, J; a primeira equacdo traduz o
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principio da continuidade em termos da variagdo do
volume armazcnado, V, no elemento sendo, também,
designada por equagdo de armazenamento (Yevjevich,
1975); I e O representam os caudais, respectivamente,
entrado na scc¢do de montante do elemento (caudal
afluente a que, eventualmente, se adiciona a contribuigdo da
precipitagdo efectiva) e saido na sua seccdo de jusante
(caudal efluente). Tais caudais sdo variaveis ao longo do
tempo.

HIPOTESESSIMPLIFICATIVAS. EXPRESSAO GE-
RAL DO MODELO DO ESCOAMENTO SUPERFI-
CIAL

A formulagdo matematica do modelo do escoamento
superficial pressupde as seguintes hipdteses simplifica-
tivas, para além das admitidas na teoria cinematica:

e O escoamento em cada elemento dos modelos é unidi
mensional e ocorre segundo a respectiva direc¢do de
maior declive, se 0o elemento pertencer ao modelo di-
gital do relevo, ou longitudinalmente, tratando-se de
um elemento do modelo da rede de drenagem;

¢ O declive do elemento ¢ pequeno pelo que o coseno do
angulo que o define é aproximadamente unitario; con-
sequentemente, o escoamento ¢ analisado em secgdes
verticais, apoiadas nos lados dos triangulos ou nas
extremidades das arestas colectoras;

e Em cada instante admitem-se constantes a altura e a
velocidade do escoamento no elemento.

Considera-se que os modelos digital do relevo e da rede de
drenagem que suportam o modelo do escoamento
superficial ndo exibem elementos de nivel nem depres-
sOes, singularidades a cuja remogdo automatica se pro-
cedeu previamente por aplicacdo dos procedimentos
computacionais descritos em Silva, 1996, (p. 62 a 90 ¢ p.
137 a 155), e em Portela e Hipolito, 1997°. Admitese,
ainda, que se dispde de hietogramas da precipitagdo
efectiva pelo que a bacia hidrografica ¢ interpretada
como impermeavel.

As descontinuidades e ramificagdes do modelo da rede de
drenagem ndo sdo consideradas singularidades pelo facto
de ndo se incompatibilizarem com a formulagdo
matematica do modelo do escoamento superficial. De
facto, as descontinuidades do modelo da rede de drena-
gem representanm apenas a transferéncia de escoamento
sob a forma canalizada para escoamento a superficie do
terreno o qual, mais a jusante, retoma aquela forma inicial.
Nesta optica, o escoamento proveniente de uma aresta
colectora descontinua ¢ entendido como um caudal
concentrado num vértice coincidente com a extremidade
de jusante da aresta de um dos triangulos nele apoiados.
No caso de ramificagdes, admite-se a repartigdo equitativa
do caudal em cada n6 de jusante de uma aresta colectora
pelos ndés de montante das arestas colectoras nele
apoiadas.

A cada elemento a que ¢ aplicado, o0 modelo do escoa-
mento superficial combina, fundamentalmente, expres-
soes que traduzem os caudais efluentes do proprio
elemento e dos elementos que lhe sdo contiguos e que
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Formula de resisténcia do escoamento uniforme I
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Quadro 1. Parametros e expoentes intervenientes nas formulas de calculo do caudal efluente do triangulo N da superficie e da aresta

colectora R da rede de drenagem.

para ele drenam, caudais que, adicionados a contribuigdo
da precipitagdo efectiva, sdo responsaveis pela variagdo
de volume no elemento.

As cxpressdes que fornecem o caudal efluente,
respectivamente, do tridngulo N, O,, e da aresta colectora
R, O, sdo dadas por:

Oy = Z@, NN (2)
)
Op =Er VR 3)

em que Vrepresenta o volume de agua armazenado no
elemento referenciado em indice; g*j,N eEy sao
parametros relativos, o primciro, ao lado j do triangulo N
sobre o qual existe escoamento para o exterior do
tridangulo e, o segundo, ao conjunto dos lados (no
maximo em nimero de dois) nas antereiores condicoes
(&f,;N ey sao iguais se escoamento sobre o tridngulo N
for dirigido para o seu exterior através de apenas um
lado) e Tz é também um parametro, mas referente a aresta
colectora R. Tais pardmetro dependem das caracteristicas
geométricas do elemento, da rugosidade da sua
superficie e da lei adoptada para traduzir a resistencia do
escoamento. Admitindo que ¢ constante o coeficiente
que, na formula de resistencia adoptada, decorre da
natureza da superficie em contacto com o escoamento,
0s pardmetro em questdo serdo também constantes e
caracteristicos do elemento a que se referem.

No Quadro 1 apresentam-se as formulas de calculo e as
dimensdes dos pardmetro x, bem como os valores dos
expoentes n,e n, que também figuram nas equagdes (2) e
(3), para as hipoteses de adopgdo das leis de resistencia
de Manning-Strickler e de Chézy. Conforme

esquematizado na Figura I, admite-se que a secgdo
transversal apoiada na aresta R ¢ triangular e com taludes
inclinados at 1:mp. (V:H).

O significado, ainda ndo referido, das variaveis
intervenientes nas formulas do anterior quadro é o que
seguidamente se apresenta, em que, ndao ocasionando

confusdo, se omitiram os indices N e R relativos,
respectivamente, ao triangulo N e a aresta colectora R
(Figura 1)

K e C coeficientes de Manning-Strickler e de Chézy

relativos ao escoamento no elemento;
2] angulo que define o declive do elemento;
Ay area em planta do tridngulo N;
—>

dy versor da direc¢do de maior declive do plano do
triangulo N
versor da normal horizontal exterior ao lado j do
W triangulo ,N (o lado j € tal que existe escoamento
para o exterior do triangulo sobre 0 mesmo);
Iy comprimento da projec¢do horizontal do lado j
do triangulo N;
Ix comprimento da projeccdo horizontal da aresta
colectora R.
Introduzindo as expressdes (2) e (3) que definem caudais
efluentes de elementos na primeira equacdo do sistema
(1) e designando por NTRI e NRIO o numero total,
respectivamente, de triangulos do modelo da superficie e
de arestas colectoras do modelo da rede de drenagem,
obtém-se, apds simplificago, a seguinte expressao geral
para o modelo do escoamento superficial aplicado ao
elemento genérico k:
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Planc xy | i

Plano xy

[Plano vertcal)

Figura 1. Variaveis associadas ao tridngulo N da superficie e a aresta colectora R da rede de drenagem.

dV g NTRIENRIO (\Vj ~ij )_ £ I 1P,
- j= (4)
Jj#l

O primeiro termo do segundo membro da anterior ex-
pressdo referese ao caudal afluente ao elemento prove-
niente de elementos contiguos, pelo que o parametro
restringe o parametro & a cada um dos elementos conti-
guos a k e dos quais, em condi¢des de disponibilidade
hidrica, provém caudal para k (y ¢ nulo se o elemento nao
¢ contiguo a k e igual a & se o elemento ¢ contiguo e drena
para k); o segundo termo do mesmo membro quantifica o
caudal efluente do elemento k e o ultimo, a contribuicdo da
precipitagdo efectiva, com intensidade P, sendo o
unitario se k£ for um triangulo da superficie (n,= ny)
com area em planta 4;, e nulo, se £ for uma aresta
colectora da rede de drenagem (n;, = ng). A apli-cacdo da
expresaso (4) a todos os elementos dos molos digital do
relevo e da rede de drenagem conduz a um sistema com
NTRI+NRIO equagdes.

Em Hipdlito e Portela, 1995, e Portela e Hipdlito, 1997°,
apresentam-se generalizagdes semelhantes a (4) e que
adcquam a aplicagdo das formulagdes desenvolvidas a
modelagdo do escoamento superficial suportada também
por modelos digitals do relevo do tipo raster.

O modelo do escoamento superficial que resulta da as-
sociagdo dos modelos digital do relevo ¢ da rede de dre-
nagem ¢ da equag@o (4) ¢ um modelo distribuido que
utiliza os principios da teoria da onda cinematica. A va-
riacdo espacial figura na formulagdo matematica por
meio do indice k que especifica os sucessivos elementos a
que, em cada instante, a equacdo ¢ aplicada e de cuja
localizagdo depende o caudal ao longo do tempo.

RESOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES DO
MODELO DO ESCOAMENTO SUPERFICIAL
Introducgdo

A aplicag¢do do modelo do escoamento superficial aos

elementos do modelo digital do relevo e do modelo da
rede de drenagem origina um sistema de NTR[+NRIO
equacdes diferenciais ordinarias do primeiro grau. A re-
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solug¢do numérica de tal sistema assenta na resolugdo das
equacdes que o constituent para o que se aplicaram dois
esquemas de diferengas finitas, um explicito, de-
signadamente o método de Euler, e outro implicito, es-
tabelecido a partir do método de Preissmann.

A resolugdo do sistema de equagdes do modelo do es-
coamento progride ao longo do tempo, a partir de con-
di¢des iniciais conhecidas, por incrementos ou passos de
célculo temporais sucessivos. Em cada novo instante de
calculo fornece os volumes annazenados nos elementos dos
modelos, a partir dos quais s3o calculados os
correspondentes caudais efluentes, expressdes (2) e (3).
Obtém-se, deste modo, os hidrogramas do caudal efluente
em sec¢des apoiadas em lados de triangulos ou em
seccdes de jusante das arestas colectoras e, neste Gltimo
caso, em particular na secgdo que define a bacia hidro-
grafica.

Meétodo explicito de Euler. Condi¢do de Courant

A integragdo numérica, de acordo com o método de
Euler, do modelo do escoamento superficial aplicado ao
elemento genérico k ¢ dada por:

NTRI +NRIO
>

Y.

i+l :vki +At

2 (\yj-vf;{ﬁ]-gk-vzl’.‘+cpjxlk (5)

VELS
em que os valores das variaveis nos dois instante conse-
cutivos iA ¢ e (i+ I)A t foram referenciados pelos indices 1
e i +1, representando Af o incremento de tempo ou passo de
calculo da discretizagdo temporal. Em cada novo passo
de calculo, a resolugcdo pelo método de Euler utiliza,
portante, volumes antecedentes conhecidos que
decorrem do passo de calculo precedente ou das con-
digdes iniciais. A ordern pela qual o sistema de equagdes é
resolvido isto é, pela qual sdo determinados os volumes
annazenados, é arbitrar  ia.

A forma matricial do sistema de equagdes que se obtém
da aplicacdo de (5) a todos os elementos dos modelos
pode ser dada por:

Vi ]=[vi]+ae-[1;] (6)



em que [ V,.;] representa o vector contendo as incogni-
tas, ou seja, os volumes armazenados no instante (i+7)A¢;
[V.], o vector contendo os volumes armazenados que
resultaram da iteragdo precedente (ou das condigdes ini-
ciais, para i = 0) e [T;], o vector que, de acordo com os
valores de , se obtém da especificagdo para todos os
tridangulos e arestas colectoras do segundo termo do se-
gundo membro de (5).0 método de Euler é convergente
e, para incrementos de tempo suficientemente peque-
nos, estavel (Conte e de Boor, 1983, p. 361 e 391). A
condi¢@o necessaria de estabilidade que limita o passo
de calculo dos métodos explicitos é dada pela condigdo
de Courant (Courant et al, 1928, e Liggett e Cunge,
1975) que, aplicada a teoria da onda cinematica, toma a
forma (Chow et al, 1988, p. 293):
As

A< — (7)
C
em que At e As s30 os incrementos, respectivamente, de
tempo e de espaco e ¢, a celeridade da onda cinematica.

A relacdo entre a velocidade média do escoamento, v,
calculada de acordo com a féormula de resisténcia de
Manning-Strickler, e a celeridade da onda cinematica ¢
dada por (Ponce, 1989, p. 147 e 287):

5 4
cy =?-vw e ¢ =;'VR ©)

referindo-se, a primeira das anteriores expressdes, ao
escoamento sobre o tridangulo N e, a segunda, ao escoa-
mento ao longo da aresta colectora R, elementos estes
identificados pelos indices. As expressdes corresponden-
tes as anteriores para o caso de aplicagdo da féormula de
resisténcia de Chézy sdo, respectivamente, dadas por
(Silva, 1996, p. 215 ¢ 216):

e CR:§.VR (9)

De acordo com as hipdteses simplificativas adoptadas,
o escoamento ¢ analisado em secgdes verticais a que se
referem vy e v, Introduzindo na condi¢do (7) as
expressdes que, para a aplicagdo da lei de resisténcia de
Manning-Strickler, fornecem a velocidade média
do escoamento através das anteriores secgdes, obtém-
se:

a. Para o tridngulo N:

As

IV A — (10)
5 (sen e;v)/ 'K;v 'h;;/
b Para a aresta colectora R:
3 As™
At<=. 11
4 (sen6,)”-K (1)

R 13
f Iz v[i‘
2/3
2 [— +MRJ
mR

em que /, ¢ a altura, medida na vertical, do escoamento
sobre o tridngulo N (Figura 1) e as restantes varidveis
tém significado ja apresentado.
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As inequagdes (/0) e (/1) particularizam, portanto, a
condigdo de Courant para o escoamento sobre o
tridngulo genérico N do modelo digital do relevo ou ao
longo da aresta colectora R do modelo da rede de
drenagem, no caso de se aplicar a formula de
resisténcia de Manning-Strickler. Tais inequagdes
admitem que, em cada instante, ¢ aproximadamente
constante a altura do escoamento no elemento.

Se na expressdo geral do método de Euler —expressao
(5)— figurasse o incremento de espago, As, seria facil
combinar o0 mesmo com o incremento de tempo Az, por
forma a observar a condigdo de Courant correspondente
a cada um tipos de elementos do modelo, expressdes
(10) e (iI1). Contudo, em (5) nao surge a
discretizagdo espacial por a mesma ser implicitamente
fornecida pelo elemento a que, individualmente, tal
expressdo ¢ aplicada.

Por forma a alcancar uma defini¢do para At que permi-
tisse aplicar o método de Euler, procedeu-se, com base
em hipoteses simplificativas, a urna analise mais detal-
hada do procedimento de calculo que se pode conside-
rar subjacente ao mesmo, analise que seguidamente se
apresenta.

Para o efeito, considerou-se que o modelo do escoamento
superficial aplicado a cada elemento descreve um siste-
ma que se admite aproximadamente linear. Nestas cir-
cunstancias, o anterior sistema ¢ estavel se "responde
de modo limitado a estimulos de grandeza limitada. Em
particular, um sistema ¢ estavel quando responde a qual-
quer entrada constante com uma saida que, pelo menos
assimptoticamente, tende para um valor constante.
Dir-se-ia em Hidraulica que um sistema seria estavel
quando, mantendo-se o caudal que nele entra, pudesse
atingir um estado de regime permanente" (Hipolito,
1988, p. 2).

Se tal sistema for sujeito a uma entrada, /, —caudal
afluente e, eventualmente, precipitagdo efectiva— cons-
tante por tempo indeterminado, a primeira equagdo do
sistema (/) aplicada ao elemento genérico k£ toma a
forma:

dv, y

d_t}\:[kiak.vk,‘ (12)
do que, sendo /; constante, resulta para o método de
Euler:

Y, = Y +At-(IA —&, -V ) (13)

O desenvolvimento de tal método a partir do volume
armazenado, Vy , no elemento no instante inicial, #) con-
duz a sucessﬁo{Vk“}:{vkﬂ,‘v’kl,...,Vk,,_l,vkl_, ka]___}

em que cada dois volumes consecutivos (desfasados de
At, portanto) verificam (/3). Esta ultima expressao pode

ainda ser escrita por meio de:

i, =8&(%) i=0,1.2.... (14)

em que g € a fungdo correspondente ao seu segundo
membro.

Vol. 6 « N°2 « junio 1999 p. 167


A

A


MODELO DE ESCORRENTIA SUPERFICIAL

As expressoes (/3) e (/4) traduzem também a relagdo
recursiva do método iterativo do ponto fixo ou das subs-
titui¢des sucessivas para a resolugdo de uma equagdo nio
linear a uma variavel (Carnahan ef al., 1969, p. 168). Perto
do ponto fixo ou da raiz, V , é condigdo necessaria para
garantir a convergéncia da sucessdo {vg ,} que se verifique:

g (Y1 (15)

em que g' representa a derivada de g em ordem a V,, ou
seja:

g (V) =l-ny &g A (16)

As condi¢des de convergéncia mondtona ou alternada
sdo, respectivamente, dadas por:

0<g'(Vp)<I (17)
—1<g'(V})<0 (18)

Se, em cada elemento k& dos modelos, se pretender asse-
gurar a convergéncia mondtona do método iterativo (que
parece melhor adequar-se a convergéncia nos elementos
contiguos) e se, consequentemente, se introduzir (/6) em
(17), obtém-se a seguinte condigdo para o passo de
calculo, At:

Ate— 1 (19)

ng &g
Para a hipotese de aplicagdo da formula de resisténcia de
Manning-Strickler, compara-se a explicitacdo da anterior
expressdo para um tridngulo da superficie e para uma
aresta colectora da rede de drenagem com a correspondente
inequacdo que traduz a condigao de Courant.

Para o efeito e considerando primeiramente o triangulo N
do modelo digital do relevo, atenda-se ao desenvolvimento
da expressdo de calculo do pardmetro &y, Quadro 1 e
expressao (2):

0112 2
é;N:%'KN' Z(dN'”j,N)'Ij,N (20)
Ay j=1

Para a hipdtese admitida do declive do elemento ser pe-
queno, pode aproximar-se o somatdrio que figura na
anterior expressao pela soma, Iy, dos comprimentos das

dn-iphNzcosQ NIy - ;

(dn -tip )b N= cosQ 5N To N e M

(Plano xy) T

Figura 2. Aproximagdo do comprimento (dy,* nmn)l;y pelo
comprimento da projecgdo de Iy segundo a normal a d, y
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(]

projecgdes segundo a direcgdo normal & projeccdo hori-
zontal do vector de maior declive, d,, dos lados do trian-
gulo N sobre os quais existe escoamento para o exterior do
triangulo, Figura 2:

Iy=1c0sQ;n-Ijny+ COSQy NIy 20
e, portanto:

- (sen GN)]/2

Ky -1y (22)

Introduzindo (22) em (/9) e atendendo a que n, = n, = 5/3
(Quadro 1) e que Vy = Ayhy, obtém-se, apds simplifi-

cagao:
An
3 Iy

At<—-
5 (senON)I/ZKN-hIZV/j

23)

Como representado na Figura 3, assimile-se o quociente
AnIy que aparece na expressido (23) ao comprimento do
lado de um rectangulo, contido no plano do triangulo N,
com area em planta igual a area, também em planta, deste
tridngulo e tal que o outro lado tem comprimento /y dado
por (21). O escoamento sobre este rectangulo ocorre
segundo a direccdo de maior declive, dy, do plano do
tridngulo N, ao longo do comprimento Ax/Iy .

Para as hipoteses simplificativas admitidas, a aplicag@o da
condigdo de Courant ao escoamento sobre tal rectangulo é,
também, dada por (/0). Considerando para a discretizagéo
espacial, As, o comprimento Ay/Iy; ao longo do qual
ocorre 0 escoamento, a inequagdo (/0) conduz, a menos
do sinal de igualdade, a inequagdo (23).

Verifica-se, assim, que, em termos do escoamento e da
defini¢do da condig¢do de Courant, ¢ possivel estabelecer
uma analogia entre o escoamento sobre o triangulo N e
sobre o rectangulo da Figura 3 e que o incremento de
tempo que, para o tridngulo N, se obtém da condi¢do de
convergéncia monotona do processo iterativo associado
ao método de Euler esta contido na condi¢cdo de Courant
estabelecida para o rectangulo da Figura 3.

Considerando que o escoamento sobre cada tridngulo ¢
equivalente ao escoamento sobre o rectingulo que, de
acordo com a assimilagdo apresentada, lhe corresponde
pode, assim, admitir-se que a verificagdo da inequacdo
referente a condicdo de

convergéncia mondtona do

Linhas da maior declive do processo iterativo

plano do rifingolo . ,
. fitistcan Rofzantal do associado ao método de
varsor fa dirangan dea

Euler assegura a verifica¢do
da condigdo de Courant.

maor declive do angolo

n, - normal horizontal extariar

T Ao |nsa 2 (Nl 08 wories
2 & 3} do tridngals N

I:, 5 comprimento da projeccan
haorizontal do lada 2

Angulo enfred, e n,,,

Para o escoamento ao longo
da aresta colectora genérica
R, estabelecese, em seguida,
a equivaléncia entre os
passos de calculo que
resultam da condicdo

o
=



- {Plang zy)

Rectingule com Tridngulo com
dreq N | drea
harizontal Ay, morzantal A,

Figura 3. Rectingolo horizontal definido a partir do
tridngulo N

de convergéncia mondtona do processo iterativo asso-
ciado ao método de Euler e da condicdo de Courant,
também para a aplicagdo da formula de resisténcia de
Manning-Strickler.

Para o efeito, introduza-se em (19) o valor de n; (n,=ng) c a
formula de calculo de & g, apresentados no Quadro 1:

4/3
At<i Tr

4 (sen@,)"’ - K,
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Adoptando para o incremento espacial, As, que figura
em (//) o comprimento da projec¢do horizontal, I, da
aresta colectora R, obtém-se, a menos do sinal de igual-
dade, a expressdo (24). Verifica-se, assim, que também
(19) esta estreitamente contido no passo de calculo for-
necido por (11).

24)

1/3
.VR

Tanto para um tridangulo da superficie, como para uma
aresta colectora do modelo da rede de drenagem, con-
clui-se, assim, que, para as hipoteses simplificativas
admitidas, a verificagdo da condigdo estabelecida para a
convergéncia monotona do processo iterativo associado ao
método explicito —expressao (19) particularizada por (23) e
(24)— assegura a verificagdo da condi¢ao de es-tabilidade
de Courant permitindo especificar o valor limite do passo
de calculo e, consequentemente, aplicar o método de Euler
ou outro método explicito de diferencas finitas a modelagdo
do escoamento superficial suportado por malhas
triangulares irregulares. Se, em vez da formula de
resisténcia de Manning-Strickler, se tivesse utilizado a de
Chézy alcangar-se-ia analoga conclusao.

Meétodo implicito

O esquema implicito aplicado a resolu¢do numérica do
modelo do escoamento superficial foi estabelecido a
partir do método de Preissmann (Preissmann, 1961) aten-
dendo ao facto de a variavel espago nao figurar nas
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equacdes do modelo por ser explicitamente fornecida
pelos elementos a que tais equagdes sdo sucessivamente
aplicadas.

Com efeito, a aplicagdo do método em causa a discreti-
zagao por diferencas finitas de uma fung¢ao continua,
g = g(t), e da sua Uinica derivada em ordem ao tempo,
dg/dt, conduz a

g:@'gi+1+(]_@)'gi (25)
g _g.,-8 _ 4 (26)
dt At At

em que o coeficiente ® ¢ um factor de ponderag@o para o
tempo, com valores entre zero ¢ um e que define o ponto
em torno do qual se procede a discretizagdo da fungéo g
e da sua derivada.

Embora, em rigor, as equacdes (25) e (26) ndo definam o
método de Preissmann para uma fungdo incognita de duas
variaveis independentes, decorrem directamente da sua
adequagdo as caracteristicas de uma fungdo g de uma
variavel independente e traduzem um método implicito
com ponderacdo para o tempo. Na Figura 4 esquemati-
zase a discretizagdo temporal da funcdo g em dois ins-
tantes consecutivos, iAf, com condigdes conhecidas, e
(i+l) At, com condi¢des desconhecidas, desfasados do

tj= it ti (i+1)at  Tampo, t

&= AL [ 1= A1

passo de calculo, Az.

Figura 4. Método implicito apenas com factor de ponderagio
para o tempo: discretizacdo e factor de ponderagdo

Se, de acordo com os procedimentos do método de
Preissmann, se aplicarem as expressdes (25) e (26) a
expressdo (/) do modelo do escoamento superficial
obtém-se, Cunge et al., 1986, (p. 92 a 96), e Silva, 1996,
(p- 235 € 236):

% _ NngRIO{l//,- -[@V;’H +(]_@)'Vj’?]}—
77k

~& lovi +(1-0)-vi |+
+0- A [OP,, +(1-0)-P]

i+1

(27)

Para além do indice de elemento que surge nas variaveis
n, y, e AV, indicam-se, por meio dos indices i e i+1, os
instantes entre os quais ocorre a variagao de volume ou os
instantes de célculo das varidveis. A anterior equacao
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pressupde que o valor da precipitagdo efectiva, embora
conhecido e espacialmente uniforme, também varia no
intervalo de tempo em causa.

Desenvolvendo as poténcias de volume no instante
(1+i)At em série de Taylor a partir do instante iA¢ e re-
tendo apenas os dois primeiros termos do desenvolvi-
mento resulta, para o elemento genérico m:

AV, .
v oyt Ap el L (28)
miz] o m e my At

—v''m ytm-1
—Vmi i le_ A\v/mi.i+1

em que se aproximou a derivada total pela relagdo in-
cremental (26). Introduzindo a expressdo precedente em
(27) e simplificando e reorganizando o resultado assim
alcangado, obtém-se, Silva, 1996, (p. 236):

NTRI+ NRIO ni_ 1 a

_ vV TTRAY B YK _
; (”J vV Av]i,i+1j+(® Ak S V}/Z, ]Avki,z‘H =

ik

L [Wj 4 J—ak W vaslo-y+1-0)£]
® = Ji i
J#k

(29)
A equagdo precedente ¢é linear nas incognitas em AV e
traduz a aplicagdo do método implicito com pondcragio
para o tempo a resolu¢do numérica da equagdo (7) do
modelo do escoamento superficial aplicado ao elemento
k.

A aplicacdo de (29) a todos os triangulos do modelo da
superficie ¢ a todas as arestas colectoras do modelo da
rede de drenagem conduz a um sistema de equagdes li-
neares algébricas com NTRI+NRIO incognitas, referentes
as variagdes de volume naqueles elementos entre dois
instantes consecutivos. Supondo os triangulos e as arestas
colectoras ordenados sequencialmente e designando por
(agp)i os coeficientes das incognitas e por bg, os termos
independentes, o sistema a resolver pode ser escrito na
forma matricial por:

(@ )} [Ava,-’ i+ 1] =[b @ ] (30)

em que, por meio dos indices i e i+ /se manteve a indi-
cagdo do intervalo ou do instante de célculo; [(axp)il,
[AV ;] e [by;] designam, respectivamente, a matriz quadrada
dos coeficientes das incdgnitas, o vector das incognitas e
o vector dos termos independentes. O indice a identifica
o elemento a que se aplica a equagdo (29) e o indice B, o
elemento que contribui para a variagdo de volume no
elemento a (incluindo o préprio elemento a devido ao
caudal dele efluente).

Conhecido o hietograma da precipitacdo efectiva e fixa-
dos o passo de calculo, 4¢, e o coeficiente de ponderacdo,
®, a resolu¢do do sistema (30) fornece as variagdes de
volume em todos os tridngulos e arestas colectoras entre
cada dois instantes consecutivos. Os volumes sobre os
elementos dos modelos no instante t+ At obtém-
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se a partir dos resultados do sistema (30) por meio de:

Viiss = Vi + AV, 1Sk<NTRI+NRIO (31)

Por aplicagdo das equagdes que fornecem os caudais
efluentes dos elementos do modelo em fungdo dos vo-
lumes armazenados nos mesmos —equagoes (2) e (3)—
sdo calculados aqueles caudais.

Em cada instante, os termos independentes, b, do sistema
(30) sao dados pelo segundo membro da equagdo (29).
Os elementos dos modelos digital do relevo e da rede de
drenagem que, sendo contiguos ao elemento genérico a,
intervém no cdlculo dos coeficientes a,g intervém
também no calculo do termo independente b, para cujo
valor final contribui ainda a precipitacdo efectiva, se o for
um tridngulo.

Embora cada linha da matriz [(a,g)i] contenha um ni-mero
de coeficientes que, igualando NTRI+NRIO, pode ser
muito elevado, o nimero de coeficientes ndo nulos € muito
pequeno por estar associado aos elementos que, por
razdes de contiguidade, podem contribuir para a variacdo
do volume no elemento com nimero de ordem igual ao
daquela linha. A matriz dos coeficientes das incognitas ¢&,
portanto, muito esparsa. Além deste aspecto, apresenta,
ainda, caracteristicas de antisimetria: se um elemento —
triangulo ou aresta colectora— pode receber caudais de
outro elemento contiguo, a este ultimo nao podem afluir
caudais provenientes daquele primeiro, ou seja, se o
elemento a,3 for ndo nulo o elemento ag, serd
necessariamente nulo Como ¢é evidente, se o elemento
a, g for nulo o elemento ag, podera ou ndo ser nulo.

O carécter esparso ¢ a grande dimensdo de [(a,p)i] tor-
nam esta matriz particularmente adequada a técnica de
armazenamento proposta por Key, 1973. De acordo com a
anterior técnica, a matriz dos coeficientes ¢ decom-posta
em duas matrizes, que se designam por 4* e ICOL, a
primeira contendo os valores ndo nulos dos coeficientes
das incognitas sequencialmente armazenados e a se-
gunda, os indices de coluna em [(anp)i] daqueles
elementos, indices estes, também sequencialmente ar-
mazenados.

Dado que o elemento genérico a,p de [(aqp)i] € o res-
pectivo indice de coluna, B, ocupara nas matrizes ICOL,
[(awp)] € A* a mesma linha, em /COL é apenas retido
aquele indice. Deste modo, A* e ICOL tém tantas linhas
quanto a matriz [(a,p);] € tantas colunas quanto o nimero
maximo de coeficientes das incognitas ndo nulos nas
linhas de [(a,z)i]. As linhas de 4* e de ICOL com um
namero de elementos nao nulos inferior aquele maximo
sdo completadas por zero.

Para o exemplo de aplicac@o incluido neste artigo, o ar-
mazenamento anteriormente descrito permitiu substituir a
matriz dos coeficientes das incognitas com dimensdo
19958 x 19958, contendo, portanto, cerca de 398 mil-
hdes de elementos, por duas matrizes com dimensdo de
19958 x 9, ou seja, cada uma constituida por cerca de
180 mil elementos, alcangandose, deste modo, uma eco-



nomia significativa na capacidade de annazenamento
computacional requerida. Além do mais, supondo que
todas as contribui¢des, em termos de candais afluentes
aos elementos dos modelos ou efluentes destes tltimos,
existem, a matriz /COL ¢ unica, contemplando todas as
possiveis contiguidades entre elementos e podendo ser
constituida previamente a aplicacdo do método implicito.
Ao longo dos succssivos passes de calculo deste método,
a pesquisa dos coeficientes das incognitas ndo nulos fica,
assim, restringida aos elementos cujo posi-cionamento
consta de ICOL, obtendo-se urna sensivel economia
também no tempo de processamento computacional.

RESULTADOS DA APLICACAO DO MODELO
DO ESCOAMENTO SUPERFICIAL

Bacias hidrogrdficas seleccionadas. Condicoes gerais
das aplicacoes

Para exemplificar a aplicacdo do modelo do escoamento
superficial seleccionaram-se as bacias hidrograficas do
rio Alenquer, afluente da margem direita do rio Tejo,
cerca de 8.5 km a montante da ponte Marechal Carmo-
na, nas estacdes hidrométricas de Penedos de Alenquer e

de Ponte de Barnabé com éareas de, respectivamente, 5,7
km? e 113,6 km?, Figura 5.

O modelo do escoamento superficial com resolugdo nu-
mérica pelo método explicito de Euler foi aplicado so-
mente a primeira das anteriores bacias hidrograficas,
pois o elevadissimo tempo de processamento
computacional requerido por tal método ndo foi
compativel com a sua utilizacdo na bacia hidrografica da
estacdo hidrométrica de Ponte de Barnabé. A aplicagdo
do modelo do escoamento superficial com resolugdo
numérica pelo método implicito foi efectuada apenas
para esta ultima bacia hidrografica.

Os resultados que se apresentam nos itens seguintes ad-
mitiram precipitacdo efectiva uniforme sobre qualquer
uma das bacias hidrograficas consideradas e ocorrendo
apos um longo periodo sem precipitacdo, pelo que os
volumes armazenados nos tridngulos e nas arestas co-
lectoras nos instantes iniciais foram considerados nulos.

Aio Diowso

iy Mandagn

Figura 5. Localizagdo esquematica das badas hidrogrdficas
do rio Alenquer analisadas.
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Considerou-se, ainda, que a secgdo transversal triangular
apoiada nas arestas colectoras do modelo da rede de
drenagem teria taludes com inclina¢do constante, definida
pormp = 1.5 (1V:1.5H), Figura 1.

As aplicagdes do modelo do escoamento superficial foram
sempre seguidas pelo calculo de erros na verificagdo da
continuidade dos sistemas. Para o instante genérico T, 0 erro em
causa, &, foi avaliado de acordo com:

NTRI T NTRI+NRIO NTRI+NRIO T 0 0
. z CAg z . . J=1%9) As
ZA] . Pj-Atj |+ VJO_ Z V‘/T— Zf.mj
j=I j=1 Jj=1 J=1 j=1
er =
NTRI T
ZA‘/' - E Pj-Atj
J=1 Jj=1

32)

A anterior expressdo transcreve o facto de o volume da
precipitagdo efectiva (sobre a area em planta do modelo
digital do relevo) verificada desde o inicio da contagem
do tempo, ¢y, até ao instante, T, acrescido do volume ar-
mazenado sobre os tridngulos e nas arestas colectoras
naquele instante inicial igualar, a menos do erro & o
volume total armazenado em t nos elementos dos mo-
delos, acrescido do volume do escoamento saido através
da secgdo terminal da rede hidrografica entre os instantes
ty e T, Vj, representa o volume armazenado sobre o
elemento j no instante inicial, 7, ¢ ®, o caudal efluente
na sec¢do terminal da bacia hidrografica, tendo sido ja
apresentado o significado das restantes variaveis.
Observa se que a expressdo (32) fornece o erro g como
fraccdo do volume total da precipitagdo efectiva ocorri-
da até ao instante T.

A analise da série temporal dos valores de ¢, permite,
ndo so6 detectar eventuais incorrecgdes na implementagdo
computacional dos métodos, mas tambéra aceder a pre-
cisdo dos resultados alcangados.

Resultados do método explicito de Euler

Na Figura 6, apresentam-se os modelos digital do relevo
e da rede de drenagem da bacia hidrografica da estacdo
hidrométrica de Penedos de Alenquer (area de 5,7 km?)
constituidos, respectivamente, por 1027 tridngulos e por
285 arestas colectoras, estas ultimas perfazen do o
comprimento de cerca de 30 km.

Na aplicacdo do modelo do escoamento superficial con-
siderou-sc a ocurréncia de uma precipitagdo efectiva,
uniforme sobre a bacia hidrografica, com intensidade de
0.01 mm s e com duracio suficientemente longa para se
alcancarem condigdes de escoamento na bacia
hidrografica praticamente permanentes. Nestas con-
digdes, o caudal maximo em regime permanente na se-
ccdo terminal da bacia hidrografica de Penedos de
Alenquer é de 57 m® s™".

Para os coeficientes de Manning-Strickler arbitraram se os
valores k= 15 m" s' e kz = 30 m'”® s, relativos ao
escoamento, respectivamente, a superficie do terreno e na rede
de drenagem.
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d 2 [k K

o

Figura 6. Bacia hidrogrdfica do rioAlenquer na estagdo hidrométrica de Penedos de Alenquer: a. Limite da bacia hidrogrdfica; b.

Modelo digital do relevo, c¢. Modelo da rede de drenagem.

Por forma a diminuir o tempo de resolu¢do computacio-
nal do modelo, cmbora continuando a assegurar a esta-
bilidade do método explicito, desenvolveramse dois
procedimentos para o método de Euler, um com passo de
calculo variavel e outro com passo de calculo fixo. O
primeiro dos anteriores procedimentos utiliza, em cada novo
instante de calculo, o menor dos passos de calculo
resultantes da aplicagdo da condi¢do de Courant a todos
os triangulos e arestas colectoras. Considerando a nu-
meracdo destes elementos sequencial e designando por
Atk; o passo de calculo que decorre da condi¢do de
Courant aplicada ao elemento k e por At, o passo de
calculo efectivamente adoptado entre os instante i e i+ 1,
obtémse para a expressdo do método de Euler:

[Vis1]=[v;]+ At -[13] (33)
em que:

At;=MINAt, | com I<k<NTRI+NRIO (34)

A resolucdo do anterior sistema progride ao longo do
tempo por incrementos de tempo que variam entre pas-
sos de calculo, embora em cada passo de calculo tenham
um valor Unico para toda a malha, definido pela
expressao (34).

No decurso da aplicagdo do anterior procedimento veri-
ficou-se, contudo, que a gencralidade dos tridngulos e
arestas colectoras permitiam, quando encarados isola-
damente, passos de calculo algumas centenas de vezes
superiores aos passos de calculo efectivamente adoptados
de acordo com (34) pelo que ndo se afigurou razoavel
(pelo maior tempo de calculo computacional que
determina) efectuar o calculo adoptando como incrementos
de tempo em cada instante os fornecidos por aquela
€Xpressao.

Desenvolvea-se, assim, o procedimento alternativo que
utiliza um passo de calculo, A, arbitrado e fixo. Tal pas-
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so ¢ aplicado sempre que for inferior aos passos de cal-
culo que resultam da condigdo de Courant. Se, num dado
instante, existir um elemento k para o qual o passo de
calculo, Atk;, que decorre da condi¢io de Courant ¢ infe-
rior ao passo de calculo At¢ (Atk;< At ) procede-se, para o
elemento em causa, a subdivisao do intervalo de tempo At
no menor numero exacto de intervalos de tempo com
amplitude Atk;., inferior a Atk;, ou seja:

At}:[. <Ay, (35)
At
* = 8
Atki

Caudal {m¥s)

R4 a
404
ut
E 304
E
G 10
0 — T
4] a0 3000 . CRCH 5000
TR ERPILE & M da simulacaa I.'_1'I
Caudal {m/s)
? = -
] b |
~.40
n Passo da
ean calculo fixo da: | |
E S
5 o B
= 201 105
&) 2=
o 10
vanavel
"D 1000 2000 000 4000 5000

Tempo apds o inicie da simulagho (s)

Figura 7. Hidrogramas do caudal efluente na sec¢do da
estacdo hidrométrica de Penedos de Alenquer
obtidos pelo método de Euler: a) Com passo de
calculo variavel e b) Com passos de calculo
variavel e fixos de 5, 10 e 20 s.



em que 3 é um niimero inteiro. Para o anterior elemento £,
o método explicito progride por meio de 9 iteragdes com
amplitude Az, ao longo das quais o caudal afluente ao
elemento ¢ considerado constante e igual ao calculado
para o instante ¢z. No final das iteragdes obtém-se, assim,
o volume armazenado no elemento k no instante A7 e,
consequentemente, o caudal efluente do mesmo.

Na Figura a 7 apresentam-se os hidrogramas do caudal
efluente na sec¢do da estagdo hidrométrica de Penedos de
Alenquer obtidos pelo método de Euler com passo de calculo
variavel, Figura a 7, a, e com passos de calculo fixos de 5,
10 € 20 s, Figura a 7, b. Para comparagdo, incluiramse nesta
ultima Figura a os resultados da precedente.

Na Figura a 8, a., ampliada na Figura a 8, b. para o
método de Euler com passo de célculo variavel e fixo de
5 s, apresenta-se o erro na verificagdo da continuidade no
sistema global, avaliado por aplicagdo da expressao (32).

As Figura as 7 e 8 permitem concluir que, ndo so é vero-
simil a configuracdo dos hidrogramas do caudal efluente
na secgdo terminal da bacia hidrografica—traduzindo a
tendéncia assimptotica para o caudal maximo de 57 m’
s, como também o erro inerente aos calculos é muito
pequeio: cerca de 0.01%, para passo de calculo variavel,
e sensivelmente 8% para o maior dos passos de calculo
fixos ensaiados (20 s).

A Figura a 9 fornece uma caracterizagdo sintética, quer
dos valores dos passos de calculo variaveis, quer da uti-
lizagdo pelos elementos dos modelos dos passos de calculo
fixos arbitrados.

Com base na figura a precedente conclui-se que os pe-
quenos passos de calculo exigidos pelo método de Euler
com passo de calculo variavel associados ao relativa-
mente modesto nimero de elementos ndo compativeis
com a utilizagdo de passos de calculo fixos, justificam,
por si s0, o interesse da utilizagdo do método de Euler
com passo de calculo fixo.

A finalizar, indica-se, no Quadro 2, o tempo de CPU
inerente as aplicagdes do modelo de escoamento com
resultados nas Figura as 7 a 9. Anota-se que, ndo obstante
se terem apresentado estes resultados apenas para 1.5 h de
simulagdo, o intervalo de tempo total simulado foi de 2.0 h,
conforme consta do Quadro 2.

Método de Euler Tempo de CPU num computador
LD de Digital DEC AXP  Workstation IBM
caleulo 7620 RS6000/320H
Variavel 20 min 30.70 s 1h51 min 12.69 s
5s 1 min 30.92 s 7 min 53.47 s
Fixo 10s 46.24 s 4min 0.85s
20s 24.06 s 2min5.17 s

Quadro 2. Método explicito com passos de calculo variavel e
fixos de 5, 10 e 20 s.
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Figura 8. Erro na verificagdo da continuidade do modelo do
escoamento superficial: a) Para passos de cadlculo
variavel e fixos de 5, 10 e 20 s e b) Ampliagdo para
passos de cdlculo variavel e fixo de 5.
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Figura 9. a. Passos de calculo utilizados no método de Euler
com passo de cdlculo varidavel. Numero e respectiva
percentagem: b. De triangulos e ¢ . De arestas
colectoras em que ndo é utilizado o passo de calculo
fixo arbitrado
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M

2 Km

Figura 10. Bacia hidrogrdfica do rio Alenquer na estag¢do hidrométrica de Ponte de Barnabé: a. modelo digital do relevo e b. modelo

da rede de drenagem

Os valores do anterior quadro e os representados nas
Figuras 7 e 8, evidenciam que o método explicito com
passo de célculo fixo conduz, para o passo de calculo de
5 s e também de 10 s, a resultados proximos dos forne -
cidos pelo método explicito com passo de célculo va-
riavel e, simultaneamente, reduz muito substancialmente
o tempo de CPU.

Resultados do método implicito

Na Figura 10 apresentam-se os modelos digital do rele-
vo e da rede de drenagem da bacia hidrografica do rio
Alenquer em Ponte de Barnabé, constituidos, respecti-
vamente, por 15 254 triangulos e por 4 704 arestas co-
lectoras, estas ultimas perfazendo o comprimento (no
plano horizontal) de cerca de 765 km.

A aplicagdo do modelo desenvolvido a simulagdo do
escoamento superficial na anterior bacia hidrografica foi
efectuada em simultdneo com a optimizagdo dos valores
dos parametros do modelo. Tal foi possivel dada a
grande rapidez de calculo a que utilizagdo do método
implicito conduziu. No presente artigo, incluem-se re-
sultados obtidos a partir do acontecimento pluviométri-
co que teve lugar em 11 de Fevereiro de 1991,
relativamente ao qual se especificaram, previamente, os
hietogramas da precipitacdo efectiva na bacia hidrogra-
fica e o correspondente hidrograma do escoamento di-
recto na secc¢ao terminal da bacia.

Os resultados agora apresentados contemplam duas al-
ternativas de definicdo do conjunto de pardmetros com
valores a optimizar. A primeira alternativa tem como
parametros A* ,, K, e Kz. O pardmetro K, representa o
valor do coeficiente de Manning-Strickler aplicavel ao
escoamento sobre os tridngulos da superficie e ao longo
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das arestas colectoras, estas Gltimas com area a montante
inferior ou igual a 4%, Ky respeita ao valor daquele
coeficiente para as arestas colectoras com area a mon-
tante superior a 4*,, representando, portante, 4*,, o valor
limite da area a montante das arestas colectoras que
diferencia entre a adopgdo de Krou de Kp.

A anterior definicdo do conjunto de parametros pretendeu
adequar as condi¢des de escoamento traduzidas pelo
modelo as que se julgam ocorrer na realidade. De facto,
afigurou-se que, como nas redes de drenagem reais, as
condigdes de escoamento nas arestas colectoras poderiam
ser muito diversas, aproximando-se, nas arestas colectoras
com area a montante muito pequena, das do escoamento a
superficie do terreno e representando a ocorréncia de uma
cheia num trecho de um curso de agua bem definido, nas
arestas colectoras com significativa area a montante.
Consequentemente, o valor do coeficiente de Manning-
Strickler mais adequado a forma incipiente do escoamento
canalizado nas primeiras das anteriores arestas colectoras
ndo deveria diferir significativamente do valor referente ao
escoamento sobre os tridngulos.

Contudo, em consequéncia das descontinuidades do
modelo da rede de drenagem, verificou-se que surgem
triangulos que, recebendo caudal de arestas colectoras
descontinuas, apresentam areas a montante significati-
vamente elevadas. Por forma a que, em termos da pro-
pagacdo do escoamento, se possa considerar que os
tridngulos nestas condigdes preenchem as descontinui-
dades do modelo da rede de drenagem, afigurou-se que se
lhes deveria atribuir um valor do coeficiente de Manning-
Strickler idéntico ao aplicavel ao escoamento canalizado
em trechos também com significativa drea a montante.
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Deste modo, ensaiou-se uma segunda alternativa para o
conjunto de parametros constituida pelos trés parame-
tros, A*);, K< e K>. O primeiro parametro respeita tam-
bém ao valor limite da area a montante do elemento,
embora independentemente de tal elemento serum trian-
gulo da superficie ou uma aresta colectora da rede de
drenagem, e ¢ tal que, consoante a area em causa ¢ inferior
ou igual a 4%, ou € maior do que 4%, assim o coeficiente
de Manning-Strickler toma o valor K< ou o valor K>.

Para determinar a area a montante de cada elemento,
sujeitou-se o modelo do escoamento superficial a uma
precipitagdo uniforme, com durag@o indefinida e inten-
sidade P. Quando, em consequéncia desta prccipitagdo,
as condigdes de escoamento possam ser consideradas
praticamente permanentes, a drea que contribui para o
escoamento em cada seccdo transversal iguala a area
localizada a montante de tal sec¢do, 4,, verificando-se,
portante:

0
Ay == (36)

Mo p
em que Q ¢ o caudal efluente do elemento. As areas a
montante dos elementos, assim obtidas, passaram a fa-
zer parte também dos dados do modelo do escoamento

superficial.

Na optimizacdo do ajustamento entre valores observados
e simulados pelo modelo do escoamento superficial
considerou-se como fungdo-objectivo, FO, a minimizar,
o somatorio do quadrado da diferenga entre caudais de-
duzidos a partir dos caudais observados na esta¢do hi-
drométrica de Ponte de Barnabé, O*, e calculados pelo
modelo do escoamento superficial, O, ou seja:

=

L]

20

Figura 11. Isolinhas (103 m® s?) da fung¢do-objectivo
calculada para A*;=20 km’ em pontos do espaga
(KiKz) equidistantes de 4 m"> s™ (equidistancia entre
isolinhas: 2.000 m® 7).
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FO=5(0"-0) (37)

Diskin e Simon, 1977, identificam a anterior fungao-
objectivo como a mais vulgarmente empregue em mo-
delos de simulagdo hidrologica e, de acordo com os
resultados alcancados por tais autores por meio da com-
paracdo de doze fungo-esobjectivo, também como a que
pode conduzir aos melhores ajustamentos.

A estratégia de optimiza¢do implementada considera a
anterior funcdoobjectivo e utiliza o programa de calculo
automatico desenvolvido por Monro, 1971, funda-
mentado no método de pesquisa directa do tipo local.
Este tipo de pesquisa é bastante robusto, sendo a sua
aplicagdo ao modelo do escoamento adequada pois ve-
rificouse que a fungdoobjectivo ¢ bem comportada e a
zona de pesquisa do ponto Optimo facilmente localizavel
(Silva, 1996, p.286 a 292).

A Figura 11 contém, a titulo de exemplo, desenvolvido
para A*), com valor fixo de 20 km? a caracterizagio da
fung@oobjectivo no espaco dos dois pardmetros K.7 e

O Quadro 3 contém os valores dos parametros resultantes
da optimizagdo do ajustamento obtidos para o passo de
calculo de 360 s, mediante a utilizacdo de um com-
putador Digital DEC AXP 7260.

Parametro
Identificagio Valor optimizado Valor da funcao-

objectivo

A%y 12.50 km®

Kr 3.25m" 5! 113m’s™

Kr 46.00m'" 5!

A%y 26.50 km?

K< 3.50m'? s 81 m®s?

K> 8.50m'” 5!

Kt Nas arestas colectoras com area a montante inferior a A*y e nos triangulos
Kgr Nas arestas colectoras corn area a montante superior a A*y
K< Nas arestas colectoras e nos tridngulos corn area a montante inferior a A*y

K. Nas arestas colectoras e nos triangulos com area a montante superior a A*y

Quadro 3. Valores optimizados dos parametros do modelo do
escoamento superficial

Para as duas alternativas consideradas para o conjunto de
parametros do modelo do escoamento superficial e para
o anterior passo de calculo, apresentam-se na Figura 12
os hidrogramas simulados correspondentes ao escoamento
directo, Figuras 12. a, e os erros na verificagdo da
continuidade, avahados por aplicagdo da expressdo
(32), Figuras 12.b. Para comparagdo, incluiram-se,
também, os hidrogramas do escoamento directo deduzidos
a partir dos caudais observados. O tempo apds o inicio da
simulagdo foi explicitado em relacdo ao respectivo
instante inicial da aplicacdio do modelo (inicio da
precipitagdo efectiva).
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‘ Hietograma da precipitagao efectiva

| = Hidrograma correspondente ao escoamento
directo calculado a partir do caudal observado
Hidrograma correspondente ao
escoamento directo simulado para:

I A*M=12.50 km?; KT=3.25 m'® s e Kg=46.00 m"® 51

‘ A*\=26.50 km?; K.=3.50 m"® s'! e K,=8.50 m'? s

Caudal (m?/s) Precipitacao efectiva (mm)

Tempo ap6s o inicio da simulacéo (h)

Erro na verificagdo da continuidade (-)

0.0010
[
| (b - 1
0.0008 j </
0.0006 1 .
0.0004 1
0.0002 1 = | ‘ . \ L
0.0000 T e )
0 5 10 15

Tempo apds o inicio da simulacgéo (h)

Figura 12. a. Hidrogramas correspondentes ao escoamento di-
recto observado e simulados e b. Erro na
verificagdo da equagdo da continuidade

A Figura 12 evidencia, que ndo obstante o relativamente
elevado passo de calculo adoptado (360 s), existe bastante
proximidade entre os hidrogramas observado e
simulados e que sdo reduzidos os erros na verificacdo da
continuidade.

Por fim, explicitam-se no Quadro 4 os tempos médios de
CPU em dois tipos de computadores referentes a ob-
tengdo, directamente a partir dos valores optimizados dos
parametros, dos resultados apresentados na figura anterior
(ndo incluindo, portanto, o tempo necessario a
optimizagdo do ajustamento).

Condicdes da aplicagio do Tempo de CPU num
modelo computador

Passo de Intervalo de |TDigital DEC Workstation IBM
cilculo tempo simulado| AXP 7620 RS6000/320H

360 s 18 h 30 min 3min38s 6 min 36 s

Quadro 4. Modelo do escoamento com resolugdo numeérica
pelo método implicito. Tempos medios de CPU.
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Observa-se que o tempo computacional necessario a re-
solu¢do numérica do modelo do escoamento superficial
aplicado a bacia hidrografica em Ponte de Barnabé é, em
consequéncia do elevado numero de incognitas que o
modelo contém, fortemente dependente do tempo de
resolucdo do sistema de equagdes lineares algébricas
simultaneas dado por (29) e (30). Consequentemente, &
importante aplicar um procedimento de resolugdo que
atenda a especificidade daquele sistema, concretamente a
especificidade da respectiva matriz dos coeficientes das
incognitas, por forma a diminuir o tempo em questdo.
Apds comparagdo de procedimentos, optou-se por
utilizar a biblioteca de subrotinas MA48 da Harwell
Subroutine Library, 1993, destinada a resolugdo, por
meio da eliminagdo de Gauss, de sistemas esparsos e
anti-simétricos de equagdes lineares. A anterior biblio-
teca foi aplicada na vcrsao de dupla precisdo.

RESUMO E CONCLUSOES

Apresenta-se 0 modelo matematico que se desenvolveu
com base na teoria da onda cinematica para simular o
escoamento superficial em bacias hidrograficas repre-
sentadas por malhas triangulares irregulares, com vista a
obtengdo de hidrogramas de cheia em condi¢des natu-
rais. Incluem-se as expressdes que permitem a resolucao
numérica do modelo pelo método explicito de Euler e
por um método implicito estabelecido a partir do método
de Preissmann.

Por forma a permitir a aplicagdo do método de Euler,
propde-se urna condicdo que se considera representar a
condigdo de estabilidade de Courant aplicada a malhas
triangulares irregulares e que permitiu especificar o
passo de calculo a adoptar.

Incluem-se resultados da aplicagdo do modelo do es-
coamento superficial a duas bacias hidrograficas com
areas de 5.7 km® e com 113.6 km”. A primeira bacia hi-
drografica foi representada por 1027 triangulos e por 285
arestas colectoras e a segunda, por 15 254 tridngulos e
por 4 704 arestas colectoras.

Devido ao maior tempo de processamento computacio-
nal requerido pelo método de Euler, a sua aplica¢do foi
exemplificada para a menor das anteriores bacias hidro-
graficas. Propdem-se dois procedimentos para fixa¢do do
passo de calculo do método explicito, um dos quais
permitiu reduzir muito significativamente o tempo de
calculo, mantendo a boa qualidade dos hidrogramas si-
mulados.

O modelo do escoamento superficial com resolu¢do nu-
mérica pelo método implicito foi aplicado & maior das
bacias analisadas. Nao obstante a grande dimensdo da
malha de célculo, o tempo de processamento computa-
cional do modelo foi de tal modo reduzido que, ndo s6
tornou possivel a optimizagdo dos valores dos parame-
tros do modelo, como deixa antever o interesse da apli-
cacdo do mesmo a analise de cheias em tempo-real.

Os resultados obtidos pelo método implicito para duas
possiveis constitui¢des do conjunto de parametros evi-
denciam o bom ajustamento entre hidrogramas simula-



dos e observados, sendo muito proximos os caudais de
ponta de cheia e os tempos correspondentes as suas ocu-
rréncias.

Regista-se, contudo, que, ndo obstante os valores obti-dos
por optimizagdo para o coeficiente de Manning-Stric-kler
se enquadrarem entre o0s que outros autores
registaram (Foster et al, 1980, e Williams ef al, 1990, p.
29), carecem de sistematizagdo suplementar, desig-
nadamente mediante a aplicacdo do modelo do
cscoamcento superficial a outros acontecimentos pluvio-
métricos associados, também, a outras bacias hidrogra-
ficas. De tal sistematizacdo devera resultar a identificacdo do
conjunto de parametros mais adequado, bem como
propostas para os seus valores.

Resta, alids, um ampio campo de investigagdo, em que se
destacam a compara¢do de resultados do modelo do
escoamento superficial com solug¢des tedricas, a inclusdo na
formulagdo matematica do mesmo de mais termos da
equacdo se Saint-Venant e a sistematizacdo, anteriormente
referida, do conjunto de pardmetros tendo em vista
possibilitar a aplicagdo do modelo a sintese de cheias em
bacias hidrograficas sem estagdes hidrométricas.
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