MODELACION ESTOCASTICA DE LLUVIAS HORARIAS

Ana Martinez' y José D. Salas?

Resumen:

En este articulo se presenta un modelo estocastico para analizar y simular lluvias horarias. El modelo
que genera la ocurrencia de lluvias es un modelo periddico discreto autoregresivo de orden 1, deno-
minado PDAR y aquél que genera las intensidades es uno estacionario autoregresivo (AR) de orden 1.
Este iiltimo requiere que las Iluvias se transformen a una variable normal. La estimacién de parametros
del modelo PDAR se hizo por el método de momentos mientras que para la estimacion del modelo AR
se utilizaron dos métodos: en el Método 1, las medias y desviaciones tipicas horarias de la variable
transformada (parametros del modelo) se estimaron a fin de preservar las medias y las desviaciones
tipicas horarias obtenidas de la muestra historica; en el Método 2, las medias y desviaciones tipicas
horarias de la variable transformada se estimaron directamente a partir de la muestra transformada. El
modelo y métodos descritos anteriormente se probaron utilizando los datos horarios de lluvias del mes
de Julio en una estacion de Denver, Colorado del periodo 1949-1990. Ademas se analizaron los datos
de 4, 6, 12,y 24 horas. La capacidad del modelo y métodos de estimacion se probaron sobre la base
de comparar estadisticas obtenidas del modelo ya sea directamente o por simulacion con aquéllas ob-
tenidas de la muestra historica. Dichas estadisticas incluyeron medias y desviaciones tipicas horarias
y las probabilidades horarias de periodos secos (0 aquéllas para la escala de tiempo considerada) asi
como la media y desviacion tipicas de las lluvias diarias. Los resultados obtenidos demuestran que
el modelo PDAR-AR con el Método 1 de estimacion es capaz de reproducir razonablemente bien las
estadisticas historicas de las lluvias para varias escalas de tiempo.
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INTRODUCCION

Los modelos matematicos para representar
la precipitacion dependen de la escala de tiempo
considerada. Para escalas de tiempo grandes, como
anuales o mensuales, se puede asumir que la autoco-
rrelacion de la precipitacion no existe o es despre-
ciable (Roesner y Yevjevich, 1966). En este caso,
basta con encontrar una distribucidn de probabilidad
que sea capaz de reproducir la variabilidad de la pre-
cipitacion en la escala de tiempo considerada.

Cuando la escala de tiempo es menor, o sea
semanas, dias u horas, la autocorrelacion de la pre-
cipitacion ya no es despreciable. En estos casos, se
requiere de modelos mas complejos que tengan en
cuenta no so6lo la periodicidad anual sino también
la dependencia en el tiempo. Modelos estocasticos,
como las cadenas de Markov, se han utilizado con

éxito para modelar la precipitacion diaria (Katz,
1977a, b). Dichos modelos reproducen los estados
de ocurrencia y no ocurrencia de la precipitacion
mediante una matriz de transicion de probabilidad
y la cantidad de lluvia, o intensidad, con una cierta
funcidon de probabilidad sesgada (generalmente
lognormal o gamma).

Para escalas de tiempo menores que 24 horas,
por ejemplo para lluvias horarias, también se han
usado procesos Markovianos estacionarios, sin em-
bargo los modelos mas comunes han sido aquéllos
basados en procesos puntuales (LeCam, 1961; Ka-
vvas y Delleur, 1975) que modelan la precipitacion
en tiempo continuo, o los modelos que parten de
una tormenta y desagregan la lluvia a una escala de
tiempo menor mediante un hietograma (Huff, 1967).
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Sin embargo, Obeysekera y col. (1987) encon-
traron que las lluvias horarias convectivas tienen
caracteristicas periddicas no s6lo relacionadas al
ciclo anual causadas por la rotacion de la tierra
alrededor del sol, sino también a un ciclo diario
causado por la rotacion de la tierra alrededor de
su eje. Por lo tanto, los modelos Markovianos y
aquéllos basados en procesos puntuales adolecen
de tales caracteristicas, sobre todo aquéllas rela-
cionadas al ciclo diario.

Katz y Parlange (1995) demostraron cdmo
los modelos Markovianos simples de dos estados
pero con matrices de transicion que varien cicli-
camente en el dia son capaces de reproducir la
precipitacion horaria de una manera mas realista
que los modelos estacionarios. En este articulo se
modela la precipitacion horaria siguiendo un pro-
cedimiento similar al de Katz y Parlange (1995)
pero usando un modelo matematico parametriza-
do en forma distinta y modificando la estimacion
de parametros a fin de que el modelo sea capaz
de reproducir no solo estadisticas a escala horaria
sino también a escala diaria.

BREVE REVISION BIBLIOGRAFICA

A lo largo de los afios se han aplicado satis-
factoriamente modelos estocésticos para represen-
tar series de lluvia diarias y horarias. Los modelos
mas utilizados se han basado en los procesos
puntuales y las cadenas de Markov. Los primeros
modelan la precipitacion en tiempo continuo, asu-
miendo por ejemplo que la llegada de tormentas
sigue un proceso de Poisson y que la cantidad de
agua asociada a cada tormenta sigue una cierta
distribucidén de probabilidad, como por ejemplo
la gamma. En cambio, en los segundos, se asume
que la ocurrencia de lluvias en el tiempo es de tipo
Markoviano y luego se modela la intensidad. Es-
tos modelos son mas sencillos que los primeros.
Gabriel y Neumann (1962) fueron los primeros en
utilizar una cadena de Markov estacionaria de pri-
mer orden para modelar los estados de ocurrencia
(Iluvia o no lluvia) a escala diaria. Afios mas tarde
Todorovic y Woolhiser (1975) utilizaron las cade-
nas de Markov como parte del modelo de lluvia
diaria para representar los estados de ocurrencia,
siendo la otra componente la cantidad de lluvia o
intensidad, normalmente representada por la dis-
tribucidén gamma.

Desde entonces diversos autores (ver por
ejemplo Katz, 1977; Roldan y Woolhiser, 1982;
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Mimikou, 1983, Wilks, 1998; Sanso y Guenni,
1999) han seguido utilizando este tipo de mode-
los, permitiendo la periodicidad anual al dividir el
aho en varios periodos de tiempo (meses, estacio-
nes), y estimando diferentes parametros para cada
periodo.

Sin embargo, la aplicacidn directa de las
cadenas de Markov a series de lluvia horaria no
fue tan satisfactoria, bien porque para simplificar
el modelo las suposiciones que se hacian no eran
realistas (como considerar las intensidades hora-
rias independientes, Nguyen y Rousselle, 1981),
o porque la estructura impuesta al modelo para
permitir dicha dependencia le hacia demasiado
complicado (Nguyen, 1984). En cambio, Katz y
Parlange (1995) demostraron como la cadena de
Markov periddica podia reproducir satisfactoria-
mente las estadisticas de la lluvia horaria, siendo
a la vez consistentes con los modelos convencio-
nales utilizados para la lluvia diaria. En su articulo
mostraron la habilidad del modelo para reproducir
los marcados ciclos diarios de la lluvia horaria,
permitiendo a los parametros variar en el dia me-
diante una cadena de Markov periddica de primer
orden, y autocorrelacionando las intensidades me-
diante un modelo autoregresivo de primer orden,
0 AR(1). También examinaron el comportamiento
de este tipo de modelos cuando la lluvia horaria se
agrega a lluvia diaria.

Islam y col. (1990) y Rodriguez-Iturbe y col.
(1987, 1988) mostraron como los modelos basa-
dos en procesos puntuales tienden a subestimar
la varianza de la lluvia diaria, asi como que no
pueden reproducir la frecuencia de dias de lluvia.
Ademas estos modelos puntuales han ignorado los
ciclos diarios (incluso cuando se sabe que existen,
como por ejemplo al final de la primavera y en
verano en Denver), en parte porque su incorpo-
racion complicaria mucho, e incluso en algunos
casos imposibilitaria, la estimacion de los para-
metros. Katz y Parlange (1995) encontraron fallos
similares con la cadena de Markov periddica, sin
embargo, demostraron su superioridad en cuanto
a su capacidad para reproducir los marcados ci-
clos diarios de la precipitacidon en determinadas
zonas y estaciones. Como mostraron en su arti-
culo, para reproducir adecuadamente estadisticas
como la duracidén de periodos secos o de lluvia,
es necesario poder tratar explicitamente estos ci-
clos diarios. Con relacion a la subestimacién de
la varianza cuando se agrega la lluvia horaria a
lluvia diaria, Katz y Parlange (1995) comproba-
ron que autocorrelacionar o no las intensidades,
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no contribuye a una mejora significativa en la es-
timacion de la varianza de la precipitacion diaria.
Alternativamente, proponen probar modelos ca-
paces de aumentar el grado de persistencia en los
estados de ocurrencia de la lluvia horaria, como
medida para mejorar las estadisticas del proceso
agregado.

En este articulo se sigue un procedimiento
similar al de Katz y Parlange (1995) pero con una
modelacidn del proceso de ocurrencia de lluvias
parametrizado de forma distinta. Ademas se en-
cuentra un método de estimacidon de parametros
mas eficiente en términos de reproducir estadisti-
cas a escala diaria.

MODELO MATEMATICO DE LA LLUVIA
HORARIA

Como se dijo anteriormente, la precipitacion
horaria se puede asumir como la combinacion de
dos procesos: (1) aquél que determina la ocurren-
cia de la precipitacion (o sea la secuencia de horas
de lluvia y horas secas) y (2) el de la intensidad
(cantidad de agua en las horas en que llueve).
Ademas se asume que ambos procesos son mutua-
mente independientes.

En este articulo, por razones de simplicidad y
compacidad, el modelo de la precipitacidén horaria
se expresa igual que el modelo producto introduci-
do por Chebaane y col. (1995). La ecuacidn basica
de dicho modelo es

Y, =X,.Z

v,T vt

v=1_2,...; 71=12,..,0 (1)
donde {Y, }es una variable positiva intermitente
que representa la precipitacion horaria, v represen-
ta los dias, T la escala de tiempo dentro del dia (por
ejemplo horas), ® es el niimero de periodos en el
dia, es decir, =24 para lluvias horarias, {X_} es
una variable periddica binaria (0,1) que representa
el proceso de ocurrencia, y {Z } es una variable
periodica continua que representa la intensidad.
Los procesos {X } y {Z, .} se suponen indepen-
dientes. Esta suposicion puede no ser valida pero
el no suponerla conduciria a una modelacion mu-
cho més compleja.

Alternativamente, la ecuacion (1) se puede
reescribir como ) ) .
fve S Xyg=l

Ademas se asume que este modelo es valido
durante una estacion del afio (periodo de tiempo
dentro del afio que puede ser de uno o mas meses).
Entonces para la descripcion completa del modelo
sera necesario modelar cada componente, es de-
cir, X,y Z, . Estas se describen en las siguientes
secciones.

MODELACION DE LA OCURRENCIA DE
LLUVIAS HORARIAS, {X| .}

El proceso que define la ocurrencia de las
lluvias horarias se representa por
-.!'l.-| r = U st e dag howa T del diawv ha Hondide

; (3)
X, T =} ol cowrtranrio

Un modelo periddico discreto autoregresi-
vo de primer orden, o PDAR(1), se define como
(Chebaane y col. 1995)

Xpr =W g Xy F(1=F, W, -

@)

v=1_2,...; 1=12,..,0

donde {X _} es un proceso binario peridodico
dependlente que toma valores {0,1}, y con la
convencidn X=X, . . Ademas {V, }y {W_}
SOn procesos Bernoulh 1ndependlentes con pro-
babilidades

AW, =1l=71¢; O=m =1 O

AW,  =0]=mg, =1l=x; 6)

PV, . =1]=A;;

Por lo tanto, el proceso {X }también se pue-
de representar de la siguiente manera

0<i <1

ey conm  probabilidad A,
F. g )
Wy . can  probabilidad  1- 4,

Al mismo tiempo, se puede demostrar que
el proceso PDAR(1) es equivalente a una cadena
de Markov periodica con matriz de transicion P_
cuyos elementos estan definidos por

peli )= PLXy ;= fl Xy,
=0, 1

|_f]f
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la cual depende de la hora T, permitiendo por lo
tanto tener en cuenta el ciclo diario.

Combinando las ecuaciones (5) - (9) la matriz
de transicion se puede expresar en funcion de los
parametros del modelo (Chebaane y col. 1995)

] I

0] A (1= A )wq, (=4 )my .
P. - (10)

"'.-: Wiy "" +(1 ""- Mo r

La probabilidad de 1lluvia en la hora T, 0 sea
PLX ¢ =1]=E[X, ¢ ]= g (X] se puede de-
terminar teniendo en cuenta la ecuacion (8) como

PlXy e =11=p: (XY= Appip _((X)+(1= A0 hay s
r=1..,» (an

El sistema de ® ecuaciones se puede resolver para
W (X) en funcion de los pardmetros del modelo 7%
y T, .(Chung, 1999)

. ) 114
.| L .
A |+ L | &mpgll=40

I ] i=ra] II.':-|

o -4 T
ju=l] o=y

g [Xh
1 I]"'.'

r

Asi mismo, la duracidén de periodos secos o
Iluviosos (secuencia de horas secas o de lluvia,
respectivamente) refleja la presencia del ciclo dia-
rio en las probabilidades de transicidon. Definiendo
Tl.’T como la duracion del periodo seco (i=0) o ha-
medo (i=1) originado en la hora 71, la probabilidad
de que uno de los periodos, por ejemplo el seco,
originado en la hora T dure por lo menos 7 horas,
se puede obtener facilmente mediante

FiTy, =al= ALY, - L LI L)
g =1 X i X 1]
, (13)
I |
“ |":|.“:'-':I| pxl
.. L
| n=]

Para estimar los parametros del modelo, es decir
A,y m,_, primeramente se calculan las probabilida-

des de transicion y luego se utiliza la ecuacion (10).
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Las probabilidades de transicion se estiman de la
muestra mediante

Peli iy= no (i, Nfnc(i);
(14)

i f=0l1; r=\..@

donde n (i,j) representa el nimero de veces que la
lluvia pasa del ‘estado i’ en la hora t—1 al ‘estado
J enlahorat,yn(i) =n(i,0) + n(i,]) representa
el niimero de veces que en la hora tla lluvia esta
en el ‘estado i’. Dado que generalmente los esti-
mados p_(i,j) muestran cierta variabilidad o fluc-
tuacion ademas de una variacion perioddica, uno
podria utilizar las series de Fourier para eliminar
dichas fluctuaciones y al mismo tiempo mantener
la periodicidad. Por ejemplo, Katz y Parlange
(1995) siguieron este procedimiento. En este caso
la representacion paramétrica de p_(i,j) usando
series de Fourier es (Salas y col. 1980)

hoo.
P = (L) + E[AL, cos(2mmr /) 4
m=|
'+ By, sin{ 2am /@) (13)
i=01r=l..e

donde p (i,1) es la media de p_(i,1), A’ y B! son
los coeficientes de la serie de Fourier, m es el ar-
monico y 4 es el nimero total de armonicos, que
es igual a ®/2 cuando w es par y (w—1)/2 cuando
es impar. Notar que en la practica generalmente se
utiliza un niimero menor de armdnicos A* < h.

Lamedia, p (i,1) y los coeficientes de Fourier, A’ ,
B! , se calculan mediante

]
plidy= X p i) i=0l (16)
r=|
{2 r-i-.li_fl_.tl.ln.‘r--—l Zomr o, m=1...h i=01 (17)
=l
[ .--:pE.l.-l.n.'In-\.ml."!.'.':lll.' e mw ]k J s L) (18)

r=]
Cuando o es par, los Gltimos coeficientes vienen
dados por

. [
A =1 ) E o)) cos(2oh s w); i=00 (19)

8= i=0l (20)
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Una vez conocidos P (i,1), y , los estimados de las
probabilidades de transicion se obtienen mediante
la ecuacion (15).

Finalmente, teniendo en cuenta la ecuacion (10) y
usando las probabilidades de transicion obtenidas
de la ecuacion (15) los parametros k yT, . del mo-
delo PDAR(1) vienen dados por

r = Pe(00)— p(L0) = p (L1} — p (O1) 21)

pe(00)

1-4,

Tir 22)

y el parametro T _ se determina por la ecuacion (6).
MODELACION DE LA INTENSIDAD DE
LLUVIAS, {Z }

El proceso Z, _representa la cantidad de lluvia
en las horas que llueve es decir, si X =1 entonces
Z,.>0.Lavariable Z _es generalmente sesgada 'y
autocorrelacionada. Primero examinaremos algu-
nas de sus propiedades y luego una forma de trans-
formarla a una variable normal a fin de que sea
mas facil el modelar su dependencia en el tiempo.

Las medias y varianzas de las intensidades
horarias se definen como
(23)

HAZ)Y=E[Z, . | Xy r =1]

cHZy=VarlZ, | X, =11  Qa
y al igual que en el proceso de ocurrencia, las me-
dias y varianzas no dependen del dia. Debido a la
distribucién sesgada de las intensidades conviene
normalizarlas, eleviandolas a una determinada po-
tencia (Katz y Garrido, 1994). Por ejemplo, dado
que X =1,

.= é'f.l._.‘ para algun ¢, ¢>= 1 (25)
donde la variable aleatoria N 51gue una distri-
bucion normal con media [t (N ) y varianza (52(N ).
Por lo tanto, la media y la varianza de Z,., W (Z)

GZ(Z) se pueden expresar en funcion de U (N ),
62(N ), y c. El parametro c se supone mdependlente
de las horas y toma el valor que minimice el indice
de simetria de Hinkley (Katz y Parlange, 1993),
o dicho de otra manera, aquél que minimice el
sesgo. Para series de precipitacion los valores de ¢
que normalmente se tantean son 2, 3,4, 5, 8 y 10.

Her

Para nuestra serie de precipitacioén horaria el me-
nor indice se obtuvo para ¢ = 8.

Para relacionar la distribucién de la precipi-
tacion horaria Z, v CON la de la variable transfor-
mada N, , se lleva a cabo un cambio de variable
(Lmdgren 1968, p. 70). La variable estandarizada
QVT =[N, . — u(N)]/c (N) 31gue una distribucion
normal con media cero y varianza uno y sus mo-
mentos se pueden expresar como

£ F £% INASE

2+ ol (26)

H F £ JuF

Entonces las relaciones entre los momentos
de las variables Z _y N, _se pueden obtener de

E[Z};]= EINJ,] =

= Ef[pr AN)+eaANO, 17}

(27)

Por ejemplo, para el caso ¢ = 8, las medias y
varianzas de la precipitacion horaria en funcion de
aquellas de la variable transformada son:

p L)

_n':'t."-: } + I[Jﬂr‘.l'f[."-"] i EH,&:?I .".']n'_,zi_-"l.'] :
42020 (N RN+ 21062 (N et V) 283)

cr,]h-'.‘:l
(28b)
= 20160000 8 (N} + 6420 (N )a 2 (V) +
+ 42560 Mo TN ) + 1075200 (N e 2 (W) +

C128352000 (N )L (N ) + TI8S280u (N e,

+ 186984007 (M) 12 (N) +

A escala horaria es importante tener en
cuenta la dependencia en el tiempo entre las in-
tensidades. Para ello la variable estandarizada Q| e
se modela utilizando el modelo autoregresivo de
primer orden, AR(1). En este articulo se presentan
directamente las ecuaciones, sin entrar en cOmo se
obtienen. Para una descripcion méas detallada el
lector puede referirse por ejemplo a Salas (1993).
Entonces el modelo AR(1) escrito para las varia-
bles N, .y O, . estan dadas por

|' Ny r =g (N o (NIQ, -
(29)

|. L""L'.:' i 'iﬁ'.l' ":-]r.r-.l' tEy ¢
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donde € _es una serie independiente que sigue
una distribucién normal N[0,1- 0] y ¢, es el co-
eficiente de autoregresion.

Los parametros del modelo son [ (N), Gi(N )
y 0,. La media y la varianza de las intensidades
transformadas, W (N), Gi(N ) se estiman resolvien-
do el sistema de ecuaciones no lineales, ecuacio-
nes (28a) y (28b), reemplazando W (Z) y of(Z), la
media y la varianza de las intensidades de lluvia
horaria por sus estimados a partir de la muestra
historica. Estas estadisticas varfan con la hora y
generalmente fluctian alrededor de una variacion
periodica. Entonces como se hizo con las probabi-
lidades de transicion, se pueden utilizar las series
de Fourier para representar dichas variaciones
periodicas y eliminar el ruido. Asf{ las ecuaciones
toman la misma forma que aquellas numeradas de
la (15) a la (20), con los cambios correspondien-
tes. Este método de estimacion de W (N) y Gi(N )
a partir de las estadisticas de la muestra L (Z) y
6%(Z) y ecuaciones (28) se refiere como Método 1
de estimacion.

En cambio, Katz y Parlange (1995) siguieron
el proceso inverso, es decir, obtuvieron la media
ﬁT (N) y la varianza 61(N ) a partir de las intensida-
des transformadas (ecuacion 25), luego ajustaron
las series de Fourier a dichas estadisticas, para ob-
tener WL (N) y oi(N ) y a manera de comprobacion
utilizaron las ecuaciones (28) para determinar las
estadisticas W (Z) y Gi(Z ). Este método alternati-
vo de estimacion de W (N) y GZT(N ) a partir de la
muestra transformada se refiere como Método 2
de estimacidn. Mas adelante, cuando se calculan
las estadisticas del proceso agregado, se muestra
la ventaja de seguir los pasos descritos en este arti-
culo (Método 1) al comparar los resultados con los
obtenidos por los citados autores (Método 2).

Por altimo, el coeficiente de autoregresion, ¢, se
estima mediante la funcion de autocorrelacidon
del modelo (conocida como la ecuacion de Yu-
le-Walker), p,= ¢, p,_, = ¢,*; k = 0. Aplicando el
Meétodo de los Momentos y pa;rticularizando para
k =1 tenemos

b=r, (30)

donde r, es el coeficiente de autocorrelacion de re-
tardo 1 que se estima de la muestra (Salas, 1993).
Luego, la varianza de la serie independiente {8 o
se estima por

=(1-¢» (1)

RESULTADOS

Los modelos se aplicaron a una serie de pre-
cipitacion horaria de 42 afnos, correspondiente al
periodo 1949-1990, del mes de Julio en la estaciéon
del Aeropuerto de Denver, Colorado. En esta zona,
la precipitacion durante el verano es normalmente
de origen convectivo, por lo que se puede antici-
par ciclos diarios en las estadisticas horarias.

Lluvias horarias

Como se muestra a continuacién el modelo
PDAR(1) reproduce satisfactoriamente los esta-
dos de ocurrencia de la Iluvia horaria. Una vez
estimadas de la muestra las probabilidades de
transicion p (i,j), €stas se ajustaron mediante las
series de Fourier. La tabla 1 da los parametros (de
las series de Fourier) con 6 armonicos para p (0,1)
y 2 armonicos para p (1,1). Luego los pardmetros
del modelo PDAR(1) estimados por las ecuacio-
nes (21) y (22) se resumen en la tabla 2.

Tabla 1. Parametros de las series de Fourier para las probabilidades de transicion del proceso de los

estados de ocurrencia de lluvias horarias.

Probabilidad de transicién p (0,1): media p (0,1) =0.00170

Armonicos: m

3 4 )

Probabilidad de transicién p (1,1): media p (1,1) =0.4931

Armonicos: m 1 2
Ao 0.0718 | -0.0471
B 0.0326 | -0.0122

INGENIERIA DEL AGuA - VoL. 11 - N2 1 MaArzo 2004



p0.1)

Ur(X)

MODELACION ESTOCASTICA DE LLUVIAS HORARIAS

Tabla 2. Parametros del modelo PDAR(1)-AR(1) para la serie de lluvias horarias.

. Parametros . Parametros
Tiempo Tiempo
T (horas) Tcl,r !J'T(N) GT(N) 19 (horas) TCM “r(N) GT(N)
1 0.5106 | 0.0147 | 0.6338 | 0.0907 13 0.3640 | 0.0162 | 0.6674 | 0.1000
2 0.5205 | 0.0072 | 0.6248 | 0.0832 14 0.3416 | 0.0408 | 0.6684 | 0.1106
3 0.5346 | 0.0061 | 0.6158 | 0.0800 15 0.3372 | 0.0654 | 0.6685 | 0.1201
4 0.5505 | 0.0093 | 0.6089 | 0.0807 16 0.3575 | 0.0773 | 0.6681 | 0.1276
5 0.5656 | 0.0106 | 0.6065 | 0.0827 17 0.3952 | 0.0773 | 0.6673 | 0.1327
6 0.5733 | 0.0107 | 0.6098 | 0.0834 18 0.4337 | 0.0779 | 0.6662 | 0.1352
7 0.5679 | 0.0112 | 0.6182 | 0.0817 19 0.4638 | 0.0817 | 0.6644 | 0.1351
8 0.5486 | 0.0096 | 0.6294 | 0.0785 20 0.4885 | 0.0754 | 0.6619 | 0.1324
9 0.5170 | 0.0052 | 0.6412 | 0.0761 21 0.5087 | 0.0534 | 0.6585 | 0.1274
10 0.4768 | 0.0016 | 0.6516 | 0.0767 22 0.5180 | 0.0313 | 0.6541 | 0.1200
11 0.4341 | 0.0003 | 0.6595 | 0.0813 23 0.5148 | 0.0231 | 0.6485 | 0.1108
12 0.3957 | 0.0031 | 0.6647 | 0.0896 24 0.5089 | 0.0212 | 0.6418 | 0.1006
0,=0.327
0.06 . .y
- o -Muestra . En la Elgl}ra 1(a) se muqstra la probabili-
0.05 1 PDAR(1) dad de‘ transicion p (0,1) obtenida de la muestra
o/ e (ecuacion 14), asi como la del modelo PDAR(1)
004 - N (ecuacion 10). Es evidente que existe un ciclo dia-
] \ rio en las probabilidades, con una amplitud de dos
0.03 - J \ ordenes de magnitud aproximadamente, 0.0002 a
/ ; las 10 hasta 0.049 a las 15 horas. La amplitud de
0.02 - 4 . la probabilidad de transicion, p (1,1), es menor (no
] Xy se muestra), variando entre 0.368 a la 13 y 0.579
0.01 - b 1 alas 5 horas. Ademas la Figura 1(b) da la compa-
M J racion de la probabilidad de lluvia en cada hora,
Y L B e e e W (X), estimada de la muestra historica y aquélla
0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24  del modelo PDAR(1) obtenida de la ecuacidn (12).
Hora Aqui nuevamente se comprueba la existencia del
ciclo diario con un minimo de 0.002 a las 10 y un
0.09 maximo de 0.080 a las 19 horas.
008 4° ¢ -Muestra Joe
. L J . oqe
PDAR(1) . \ La Figura 2 da la probabilidad P(T, = n)
0.07 1 F . de que un periodo seco originado en la hora T
0.06 o . dure por lo menos n horas, tanto para el modelo
0.05 - J ‘ PDAR(1) (ecuacion 13) asi como para la muestra.
0.04 | 1 "o\ Se puede ver como el ciclo diario en las probabi-
f 103 lidades (por ejemplo ver Figura 1(a) para p (0,1))
0.03 - f produce variaciones en P(T, > n) que dependen de
0.02 1 & / la horat en la que el periodo seco comienza. Para
001 - et i periodos secos cortos, por ejemplo de 3 y 6 horas,
o S ‘T * -?' o el modelo sobreestima aquellas derivadas de la

O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Hora

Figura 1. Probabilidades observadas y modeladas del
proceso de ocurrencia de las lluvias horarias: (a) proba-
bilidad de transicion, p (0,1) y (b) probabilidad de lluvia
cada hora, p (X).

muestra especialmente en las horas del dia donde
la intensidad es mayor (después del medio dia). A
medida que la duracidn del periodo seco aumenta,
por ejemplo a 9 y 15 horas, vemos que el modelo
reproduce mejor los periodos observados.
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Figura 2. Variacion de la probabilidad de periodos secos

en funcién de la hora en la que comienzan para el modelo

PDAR(1) y para la muestra observada.
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Figura 3. Estadisticas de lluvias horarias Zv’T (a) media
W(Z) y (b) desviacion tipica G (Z). La linea quebrada
corresponde a las estimadas de la muestra y la continua a
aquellas ajustadas con las series de Fourier.

Con respecto a la modelacion de la intensidad,
como ya se adelant6 en la introduccion, s6lo se mues-
tran los resultados de aplicar el modelo AR(1) ya que
los otros dos modelos que se probaron, AR(2) y AR-
MA(1,1), no mejoran los resultados del primero.
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Las curvas de las Figuras 3(a) y 3(b) representan
la media, W (Z), y la desviacion tipica horaria,
0(Z), de la muestra junto con aquéllas ajustadas
mediante las series de Fourier con dos armonicos,
respectivamente. Una vez conocidas W (Z)y 63(Z),
las estadisticas de las intensidades transformadas,
W(N) y o (N) se obtienen al resolver las ecuacio-
nes (28) y se muestran en las Figuras 4(a) y 4(b),
respectivamente.
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Figura 4. Estadisticas horarias de las intensidades de llu-
vias transformadas: (a) media M,(N) y (b) desviacion tipica
G (N).

T

Como se puede observar en la Figura 4(a)
la media de la muestra | (N) se reproduce ade-
cuadamente. Para la desviacion tipica de las
intensidades transformadas, si bien es cierto que
la tendencia ciclica es reproducida, hay una ligera
sobreestimacion. Esto ocurre por el efecto de la
transformacion de las intensidades de lluvias. Sin
embargo, como veremos mas adelante tal sobre-
estimacidon mas bien tiene un efecto positivo en la
reproduccidon de estadisticas a escalas de tiempo
agregadas.
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Lluvias Agregadas

Otra manera de sancionar cualquier modelo
estocastico para la precipitacion horaria es com-
probar su capacidad de reproducir las estadisticas
para escalas de tiempo mas grandes, como por
ejemplo dias. Ain mas, para comprobar la apli-
cabilidad del modelo PDAR(1)-AR(1) a otras
escalas de tiempo, a partir de los datos de lluvias
horarias ya descritos anteriormente, se obtuvieron
datos de lluvias a escalas de 4 hr., 6 hr., 12hr., y
24 hr., y luego se modelaron siguiendo el mis-
mo procedimiento descrito antes en detalle para
las lluvias horarias. Los pardmetros del modelo
PDAR(1)-AR(1) obtenidos en cada caso se dan
en la tabla 3. Notese que para el caso de datos de
escala de 24 horas (datos diarios) el modelo es mas
bien estacionario pero con la misma estructura, es
decir, DAR(1)-AR(1).

Para verificar el comportamiento del modelo
y métodos de estimacion referidos para lluvias ho-
rarias y lluvias de escalas de tiempo de 4, 6, 12 y
hasta 24 horas (diarias), se simularon en cada caso
100 series de 4000 dfas y se estimaron a partir de
ellas la media y la desviacion tipica de las lluvias
diarias. Estas se compararon respectivamente con
aquéllas estimadas de la muestra historica. Los
resultados se muestran en la tabla 4. Se puede
notar que en general la media diaria es reprodu-
cida satisfactoriamente con ambos métodos de
estimacién. Sin embargo éste no es el caso para la
desviacion tipica. Por ejemplo, para la escala de 1
hora (lluvias horarias), el Método 2 subestima sig-
nificativamente la desviacion tipica de las lluvias
diarias. En cambio, con el Método 1 la subestima-
cién es menor o despreciable. Ademas como era
de esperar, se puede notar que la referida subesti-
macion disminuye cuando la escala de tiempo se
incrementa o se aproxima a la escala diaria.

COMENTARIOS FINALES

En este articulo se ha examinado la capa-
cidad de un modelo estocastico para representar
series de precipitacion horaria. El modelo tiene en
cuenta el hecho de que en algunas épocas del afo
las 1luvias varfan en forma ciclica a lo largo del
dia, es decir que la ocurrencia de la lluvia asi como
su intensidad dependen de la hora. Por ejemplo,
las lluvias convectivas generalmente ocurren des-
pués de medio dia. Asi, el modelo de lluvias se ha
conceptualizado como el producto de dos procesos
componentes, el primero que genera la ocurrencia

de lluvias dentro del dia (o sea si hay o no hay llu-
via) y el segundo que genera la intensidad cuando
llueve.

El modelo que genera la ocurrencia de lluvias
es un modelo periodico discreto autoregresivo de
orden 1, denominado PDAR y aquel que genera
las intensidades es un modelo estacionario auto-
regresivo (AR) de orden 1. Este Gltimo requiere
que las intensidades de lluvia se transformen pre-
viamente a una variable normal. La estimacién de
parametros del modelo PDAR se hizo por el mé-
todo de momentos haciendo previamente un ajuste
de las matrices de transicion de probabilidades
horarias mediante las series de Fourier. En cuanto
a la estimacion de pardmetros del modelo AR se
utilizaron dos métodos. En el primero (Método
1), las medias y desviaciones tipicas horarias de la
variable transformada (parametros del modelo) se
estimaron a fin de preservar directamente las me-
dias y las desviaciones tipicas horarias obtenidas
de la muestra historica. En el segundo (Método
2), las medias y desviaciones tipicas horarias de la
variable transformada se estimaron directamente a
partir de la muestra transformada.

El modelo y métodos descritos anteriormente
se probaron utilizando los datos horarios de lluvias
del mes de Julio de la estacion del aeropuerto
de Denver, Colorado, en el periodo1949-1990.
Ademas de analizar los datos horarios, el modelo
se aplico para datos de 4, 6, 12, y 24 horas. La
capacidad del modelo y métodos de estimacion se
probaron sobre la base de comparar estadisticas
obtenidas del modelo ya sea directamente o por
simulacidn con aquellas obtenidas de la muestra
histérica. Dichas estadisticas incluyeron medias y
desviaciones tipicas horarias y las probabilidades
horarias de periodos secos (o aquellas para la esca-
la de tiempo considerada) asi como la media y des-
viacion tipica de las lluvias diarias. Los resultados
obtenidos demuestran que el modelo PDAR-AR
con el Método 1 de estimacion es capaz de repro-
ducir razonablemente bien las estadisticas histori-
cas de las lluvias para varias escalas de tiempo.

Por @ltimo, cabe hacer notar que el modelo
utilizado en este articulo podria modificarse utili-
zando modelos que sean capaces de reproducir una
mayor persistencia tanto en la ocurrencia de las
lluvias asi como en las intensidades. Por ejemplo,
utilizando el modelo PDARMA para la ocurrencia
y modelos AR(p) para las intensidades. Sin em-
bargo, en el caso de las lluvias de Julio en Denver,
el modelo utilizado dio un buen resultado.
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Tabla 3. Parametros del modelo PDAR(1)-AR(1) para lluvias agregadas a escalas de tiempo de 4, 6,
12y 24 horas.

ESCALAS DE TIEMPO DE LLUVIAS AGREGADAS

4 horas 6 horas 12 horas 24 horas

AR(1) ¢, = 0.300 ¢, = 0.269 ¢, =0.116 ¢, =0.079

T\
PDAR(1) A T, LN o (N) A T uN) oN)

| 0.213 | 0.015 | 0.672 | 0.101 | 0.135 | 0.015 | 0.687 | 0.097 | 0.096 | 0.021 | 0.688 | 0.113 | 0.213 | 0.298 | 0.751 | 0.128
0.382 | 0.021 | 0.633 | 0.111 | 0.211 | 0.014 | 0.674 | 0.116 | 0.175 | 0.322 | 0.751 | 0.130
0.319 | 0.006 | 0.698 | 0.088 | 0.188 | 0.230 | 0.740 | 0.125
0.335 | 0.158 | 0.715 | 0.117 | 0.309 | 0.148 | 0.708 | 0.134
0.335 | 0.213 | 0.720 | 0.136
0.206 | 0.057 | 0.708 | 0.131

N A wm, wMN) oMN A =  u(N) o

T T

T 1 T T 1T

QA WN

Tabla 4. Estadisticas de lluvias diarias estimadas de la muestra histérica y de aquéllas que resultan de
modelar y simular lluvias a escalas de tiempo de 1, 4, 6, 12y 24 horas.

Método 1 de estimacion Muestra historica 1 hora 6 horas 12 horas 1 dia
Media diaria (pulgadas)

Desviacion tipica diaria (pulgadas)

Método 2 de estimacion Muestra historica

Media diaria (pulgadas) 0.0602 | 0.0638 0.0555 0.0570

Desviacion tipica diaria (pulgadas) 0.1924 0.1452| 0.1775 | 0.1865 | 0.1906 0.1890
AGRADECIMIENTOS. A yB : coeficientes de la serie de Fourier utili-
zados para ajustar estadisticas ya sea de
Se agradece la financiacion de los proyectos X, odeZ .
“Uncertainty and Risk Analysis Under Extreme v, 14w, 3. (U, y;procesos Bernoulli independientes.
Hydrologic Events” de la Fundacion Nacional de 7‘1,1’7%: parametros del modelo PDAR(1).
Ciencias (NSF) de los Estados Unidos de América W(Z): media de las intensidades horarias.
y “Predictability of Extreme Hydrologic Events 03(2): varianza de las intensidades horarias.
Related to Colorado’s Agriculture” de la Esta- ot intensidades horarias transformadas.
cion Experimental de Agricultura para Colorado, uT(N ): media de las intensidades horarias trans-
que hicieron posible la investigacion materia de formadas.
este articulo. Tambien se agradece a R. Kaz y M. o%(N): varianza de las intensidades horarias
Parlange por habernos proporcionado los datos de transformadas.
Iluvias horarias. Q. variable normal estandarizada, N[0,1].
l:’ coeficiente de autoregresion del modelo
AR(D).
LISTA DE SIMBOLOS €, variable independiente con distribucion
’ normal N[0, 1 - ¢ 7.
r: coeficiente de autocorrelacion de retar-
{Y, }: serie de la precipitacion horaria. do 1.

{XV’T}: serie del proceso de estados de ocurrencia.

{ZV’T}: serie de las intensidades.

v dfas.

: horas.

p(ij):  matriz de transicion de probabilidad para el
proceso de los estados de ocurrencia.

W (X):  probabilidad de lluvia en la hora 1.

T : duracion en horas de los periodos secos
(i=0) o de lluvia (i = 1) en funcidn de la
hora T en la que empieza.
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