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A. Garćıa-Maŕın
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Resumen: Se analizan en este trabajo datos históricos de lluvia registrados en Córdoba (Andalućıa) durante el peŕıodo

1980-2003, utilizando la teoŕıa de la criticalidad auto-organizada (del inglés self-organized criticality, en adelante SOC).

Según esta teoŕıa, la distribución del tamaño de los eventos de lluvia puede describirse mediante una ley potencial. Para

el caso analizado esta ley exhibe dos reǵımenes de escala diferentes. Las distribuciones de las duraciones extremas de

los eventos de lluvia y de los peŕıodos secos, también siguen leyes potenciales. La agrupación temporal de la lluvia se

analiza mediante la estimación de los factores de Fano y Allan. Todos los resultados obtenidos muestran que la teoŕıa

SOC puede utilizarse como una herramienta para describir tanto el fenómeno general de la precipitación en Córdoba,

como aspectos más concretos de la misma: tormentas y seqúıas.

INTRODUCCIÓN

La criticalidad autoorganizada es un concepto
introducido por Bak et al. (1987) para explicar el
patrón de comportamiento de diversos sistemas
o fenómenos complejos existentes en la naturale-
za. Estos sistemas complejos evolucionan hacia
estados “cŕıticos”, donde pequeñas alteraciones
que se producen sin la intervención de ningún
agente externo, pueden desencadenar una serie
de eventos de cualquier tamaño conocidos como
avalanchas. Estas avalanchas se dan a todas las
escalas a las que se observa el sistema, lo que
determina una de las principales caracteŕısticas
de los sistemas SOC: la invarianza de escala.

La dinámica de los terremotos ha sido am-
pliamente descrita mediante la teoŕıa de la cri-
ticalidad autoorganizada (e.g. Bak, 1997). Las
grietas que se producen en la corteza terrestre
se propagan dando lugar a terremotos, donde se
libera una gran cantidad de enerǵıa. El núme-
ro de terremotos de una determinada magni-
tud sigue una distribución conocida como ley

de Gutenberg-Richter. La representación de esta
ley en escala doblemente logaŕıtmica es una ĺınea
recta. Según esta ley, un terremoto de magnitud
6 es 10 veces más fuerte que uno de magnitud 5,
y uno de magnitud 4 diez veces más fuerte que
uno de magnitud 3. De la misma forma, cada vez
que hay 10x terremotos de una magnitud L, hay
10x−1 terremotos de una magnitud L+1. Puede
concluirse que los grandes terremotos siguen la
misma ley que los pequeños: la dinámica de un
sistema complejo, sigue una ley de extremada
sencillez.

Por lo tanto, la descripción de los sistemas
SOC se puede hacer mediante leyes potenciales,
que aparecen como ĺıneas rectas al representar-
las en escala doblemente logaŕıtmica. Los expo-
nentes de las leyes potenciales se utilizan para
explicar las propiedades estad́ısticas de sistemas
complejos.

Algunos trabajos han demostrado que la teoŕıa
SOC puede ser útil a la hora de describir la lluvia
(e.g. Andrade et al. 1998). Peters y Christiansen
(2002) y Peters et al. (2002), afirmaron que la
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lluvia podŕıa considerarse un sistema SOC, ya
que la enerǵıa proporcionada lentamente por el
sol para la evaporación del agua, se libera re-
pentinamente durante un evento de lluvia. Los
mismos autores, al analizar datos de lluvia regis-
trados en una localidad alemana situada a orillas
del mar Báltico, comprobaron que tanto la distri-
bución de tamaños de eventos de precipitación,
como la duración de los mismos, segúıan leyes
potenciales.

Los sistemas cŕıticamente autoorganizados al-
canzan su estado estable mediante fluctuaciones
temporales de sus eventos, caracterizados por la
enerǵıa que liberan. Para detectar la presencia
de agrupación de dichos eventos en la serie tem-
poral, se pueden utilizar entre otros, los factores
de Fano y de Allan. Según autores como Teles-
ca et al. (2004), dichos factores pueden usarse
como estad́ısticos que caracterizan a sistemas
formados por secuencias de eventos que son el
resultado de un proceso puntual definido por el
conjunto de sus tiempos de ocurrencia. Los fac-
tores de Fano y Allan son también estimadores
del exponente fractal del espectro de potencia,
por lo que también pueden usarse como indica-
dores del grado de multifractalidad de un proce-
so.

El principal objetivo de este trabajo es com-
probar si se puede utilizar la teoŕıa SOC para
describir el tamaño y la duración de eventos de
lluvia, aśı como la duración de los peŕıodos sin
lluvia, en una región semiárida como Córdoba
(Andalućıa).

MÉTODOS

Siguiendo la estructura propuesta por Peters y
Christensen (2002), un evento de lluvia se puede
definir como una secuencia de cantidades de llu-
via, q(t), no nulas, y su tamaño se calcula según
la expresión:

M =
tfi∑
t0i

p(t)∆t (1)

donde ∆t es 1 hora en este trabajo, ya que se
analizan datos horarios de precipitación. Los in-
tervalos sin lluvia se consideran eventos secos.

Formalmente una ley potencial implica que
una cierta cantidad R puede expresarse como
potencia de otra cantidad s:

R(s) ∝ s−τ (2)

Según la teoŕıa de la criticalidad autoorgani-
zada, si una serie de datos se ajusta a una ley

potencial, esto implica que no existe una esca-
la t́ıpica que describa los eventos representados.
Esta caracteŕıstica se conoce como invariancia
de escala.

Según Andrade et al. (1998), para analizar
R(s) es conveniente utilizar la función de dis-
tribución acumulada N(s):

N(s) =
R̄(s)

s
∝ 1

τ − 1
s−τ

[
1−

( s

Max

)τ−1]

(3)
donde Max es el evento máximo en la serie de
datos analizada. La única condición de la teoŕıa
SOC es que la serie de datos pueda ajustarse a
la ec.(3).

Si la secuencia de eventos de lluvia se supone
como la realización de un proceso puntual, los
estad́ısticos FF (t), Factor de Fano, y AF (t),
Factor de Allan, son muy útiles para caracteri-
zar dicho proceso. Para calcularlos hay que con-
tabilizar el número de eventos de lluvia en cada
intervalo z de longitud Ez(t), en los que se divi-
da el eje de tiempos, aśı como su valor esperado
〈Ez(t)〉:

FF (t) =
〈E2

z (t)〉 − 〈Ez(t)〉2
〈Ez(t)〉 (4)

AF (t) = 2FF (t)− FF (2t) (5)

El factor de Fano para un proceso fractal y
un tiempo t elevado, se puede expresar también
según (Lowen y Teich 1995):

FF (t) = 1 +
(

t

t0

)αFF

(6)

para 0 < αFF < 1, y siendo t0 el tiempo que
determina el ĺımite inferior a partir del cual se
detecta la invarianza de escala. El valor de αFF

equivale al exponente fractal α de procesos de-
finidos por la ley potencial S(f) ∝ f−α, siendo
f la frecuencia con la que ocurren (e.g. Lowen
y Teich, 1995; Lowen et al., 2001). El factor de
Fano no es útil para estimar exponentes mayores
que la unidad. En ese caso es recomendable usar
el factor de Allan, que puede expresarse también
de la forma:

AF (t) = 1 +
(

t

t1

)αAF

(7)

siendo t1 definido de la misma forma que t0.

DATOS

En este trabajo se analizan los datos horarios
de precipitación registrados en la estación me-
teorológica de Córdoba Aeropuerto desde 1980
hasta 2003. La altitud de la estación es de 117 m
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y el clima del área en la que se encuentra empla-
zada se define como subcontinental semihúme-
do, con veranos secos y calurosos e inviernos
húmedos y fŕıos (Estudio agrobiológico de la pro-
vincia de Córdoba, 1971). La precipitación me-
dia anual es de 600 mm y se caracteriza por ser
de tipo frontal de octubre a mayo y convectiva
desde finales de verano a principios de otoño,
siendo inapreciable en julio.

RESULTADOS

La Figura 1 muestra la representación del
número de eventos de lluvia de una determina-
da cantidad N(M) frente al tamaño del evento
M . La función de distribución (3) se ajusta tan-
to para los eventos pequeños como para los de
tamaño elevado, con exponentes τM1 = 1,17 y
τM2 = 2,87, respectivamente. Este comporta-
miento bimodal de escala fue también detecta-
do por Andrade et al. (1998) al usar la teoŕıa
SOC para analizar datos de lluvia en diferen-
tes áreas del mundo. Según los mismos autores,
se puede extraer cierta información del cociente
σ = τM2/τM1 sobre la relación entre la lluvia de
tipo convectivo y frontal en un lugar concreto.
En nuestro caso σ = 2,45, lo que concuerda con
los valores de σ ≈ 2−3 encontrados por Andra-
de et al. (1998) para zonas europeas donde la
precipitación de tipo convectivo es frecuente en
verano y a principios de otoño.
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Figura 1. Número de eventos de lluvia N(M) fren-
te a su tamaño M

El valor obtenido para τM2 al ajustar los even-
tos de lluvia extremos, es superior a 2. Este he-

cho sugiere que para describir el comportamiento
de la lluvia horaria en Córdoba es necesario un
modelo multifractal (e.g. Lovejoy y Mandelbrot,
1985; Tessier et al., 1996), frente a un modelo
monofractal que requeriŕıa τM2 < 2. Este resul-
tado puede también tomarse como base a la hora
de realizar futuros estudios, como el análisis del
comportamiento de datos de lluvia de diferente
resolución temporal (por ejemplo, a escala dia-
ria), o para validar un modelo que genere datos
sintéticos de lluvia. En el primero de los casos, si
la multifractalidad y la criticalidad autoorganiza-
da son caracteŕısticas del proceso de la precipita-
ción, deben estar presentes con independencia de
la escala de los datos analizados. En el caso del
modelo de lluvia, los datos generados deberán
reproducir también dichas caracteŕısticas.

En la Figura 2, al representar la relación del
número de eventos de lluvia N(TE) frente a
su duración TE mediante la ec.(3), se observa
un único régimen de escala para valores de TE

comprendidos entre 9 y 34 horas, con un valor
τE = 4,19(r2 = 0,99885). Todos los eventos de
lluvia de duraciones comprendidas dentro de este
intervalo de valores pueden considerarse simila-
res desde el punto de vista del mecanismo que
los desencadena. Para las duraciones más cortas
estaŕıamos hablando de eventos básicamente de
tipo convectivo, mientras que las mayores dura-
ciones correspondeŕıan a eventos de tipo frontal,
si bien hay que resaltar que la duración no es un
factor suficiente a la hora de discriminar ambas
tipoloǵıas.
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Figura 2. Número de eventos de lluvia N(TE) fren-
te a su duración TE
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El número de peŕıodos sin lluvia N(TD) frente
a su duración TD se muestra en la Figura 3. Nue-
vamente se observa un único régimen de escala
con τD = 2,37(r2 = 0,99736), para un inter-
valo de valores de TD que oscilan entre 400 y
2500 horas. Se comprueba por lo tanto, que los
peŕıodos secos en la localidad analizada no tie-
nen una única duración caracteŕıstica, sino que
vaŕıan en función de la época del año. Aśı, las
mayores duraciones caracterizan la época más
seca, coincidente con el verano. Sin embargo, el
resto de peŕıodos seŕıan representativos del resto
de estaciones, desde las más húmedas y por lo
tanto con duraciones de intervalos secos más pe-
queñas (primavera y otoño), hasta las de menos
precipitación (invierno). Andrade et al. (1998)
encontraron resultados similares para los datos
de precipitación de zonas semiáridas considera-
dos en su estudio. Los valores ḿınimos para TE

y TD en las Figuras 2 y 3, son similares a los
detectados por Veneziano y Iacobellis (2002).
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Figura 3. Número de eventos sin lluvia N(TD) fren-
te a su duración TD

Los resultados obtenidos al calcular los facto-
res de Fano y Allan se muestran en las Figuras 4
y 5. Los exponentes αFF = 0,47 y αAF = 0,50,
permiten estimar el exponente fractal . Dichos
exponentes son mayores que cero en el interva-
lo de tiempo en el que la invarianza de escala
es detectada, evidenciando de esta forma la pre-
sencia de agrupación temporal en el proceso de
la lluvia.

Al mismo tiempo, los exponentes menciona-
dos anteriormente tienen valores inferiores a uno

y similares a los obtenidos por diversos autores
al realizar análisis multifractal de la precipita-
ción utilizando el método del espectro de poten-
cia (e.g. Ladoy et al., 1993; Fraedrich y Lardner,
1993; Svensson et al., 1996; Tessier et al., 1996).
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Figura 4. Análisis del factor de Fano para la serie
horaria de precipitaciones
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Figura 5. Análisis del factor de Allan para la serie
horaria de precipitaciones

CONCLUSIONES

Del estudio realizado utilizando datos de llu-
via horaria de 23 años de duración en Córdoba,
se puede concluir que la teoŕıa de la criticalidad
autoorganizada es válida para describir la preci-
pitación en esta zona semiárida.
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Los ajustes a leyes potenciales obtenidos al
analizar el tamaño de los eventos de lluvia, la
duración de los mismos y la duración de los
peŕıodos secos, cumplen con los requisitos de la
citada teoŕıa y son similares a los resultados ob-
tenidos por Andrade et al. (1998). La distribu-
ción del tamaño de los eventos de lluvia propor-
ciona dos ajustes diferentes caracterizados por
exponentes cuyo cociente es similar al ya obte-
nido para otras zonas de Europa. La información
obtenida de la distribución de las duraciones tan-
to de los eventos de lluvia como de los peŕıodos
secos, permite caracterizar por un lado la preci-
pitación desde el punto de vista del mecanismo
predominante, y por otro, determinar la dura-
ción de los peŕıodos más secos en la localidad
analizada.

Igualmente, el análisis realizado mediante los
factores de Fano y Allan, sugiere la presencia de
agrupación temporal en el proceso de la lluvia
y la naturaleza multifractal de la misma, carac-
teŕısticas que pueden relacionarse con la critica-
lidad autoorganizada de un proceso. Por todos
estos resultados, puede concluirse que la teoŕıa
de la criticalidad autoorganizada puede utilizarse
para describir la dinámica de la precipitación ho-
raria en Córdoba, aśı como para trabajos futuros
relacionados con la obtención de datos de lluvia
sintéticos o con la elección de la resolución tem-
poral de los datos de lluvia más adecuada para
describir el proceso de la precipitación en una
localidad.

LISTA DE ŚIMBOLOS

AF (t): estad́ıstico factor de Allan para detectar
agrupación de datos en series temporales;

Ez(t): número de eventos de lluvia en cada in-
tervalo de z de longitud t en los que se divide el
eje de tiempos;

〈Ez(t)〉: valor esperado de Ez(t);

f : frecuencia de ocurrencia de un proceso;

FF (t): estad́ıstico factor de Fano para detectar
agrupación de datos en series temporales;

N(M): número de eventos de lluvia de un de-
terminado tamaño M ;

N(s): función de distribución acumulada de la
variable s;

N(TD): número de eventos secos;

N(TE): número de eventos de lluvia de una du-
ración determinada;

M : Tamaño del evento de lluvia, mm;

Max: evento máximo de la serie de datos ana-
lizada;

q(t): cantidad no nula de lluvia en una unidad
de tiempo, mm;

t0: tiempo que determina el ĺımite inferior a par-
tir del cual se detecta invarianza de escala con
el factor de Fano, h;

t1: tiempo que determina el ĺımite inferior a par-
tir del cual se detecta invarianza de escala con
el factor de Allan, h;

TD: duración de los eventos o peŕıodos secos

TE: duración de un evento de lluvia, h;

τ : exponente de una ley potencial;

α: exponente fractal;

σ: relación entre los exponentes τM2 y τM1;

αAF : exponente de Fano;

αFF : exponente de Fano;

τM1, τM2, τE, τD: exponentes de ajuste del núme-
ro de eventos, duración de eventos y duración de
periodos secos, a la función N(s);

∆t: intervalo de tiempo considerado, h.
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