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Resumen

Este trabajo propone un método de ajuste adaptativo para la metodologia de control cuadratico lineal con accién de control por
adelanto (LQ-FF, por sus siglas en inglés, Linear-Quadratic FeedForward). El método tiene como objetivo rechazar las perturba-
ciones al mismo tiempo que mantiene el desempefio de seguimiento a referencias del controlador LQ convencional. El mecanismo
adaptativo se formula analizando cada elemento de la sefial de control LQ-FF en relacion con la regulacién de estados, el cambio de
referencia y la compensacién de perturbaciones. Ademds, el rechazo de perturbaciones se basa en los controladores Proporcional-
Integral-Derivativo y el anélisis teérico para controladores predictivos, los cuales tienen como objetivo obtener la dindmica inversa
de las perturbaciones y las entradas del proceso. Se presenta una comparativa entre un modelo de espacio de estados aumentado y
un modelo con aproximacién de retardo polinomial para el tratamiento de los retardos asociados a las perturbaciones y las entradas
del proceso en la formulacion del controlador. El método propuesto demuestra su eficacia en el control de un sistema de tempe-
ratura no lineal validado, manteniendo el rendimiento similar al controlador LQ convencional en el seguimiento de referencias y
rechazando por completo los efectos de las perturbaciones. Para el escenario de simulacién presentado, la sintonia propuesta logra
un 10 % menos de error de salida, con un incremento de solo un 18 % en el esfuerzo de control en comparacién con la sintonia
convencional.
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Performance study of disturbance rejection in linear quadratic controllers: A practical adaptive tuning method
Abstract

This paper proposes an adaptive tuning method for the Linear-Quadratic FeedForward (LQ-FF) optimal controller. The procedure
aims to reject disturbances while maintaining the reference tracking performance of the conventional LQ controller. The adaptive
mechanism is formulated by analyzing each element of the control signal LQ-FF concerning state regulation, reference change, and
disturbance compensation. The disturbance rejection mechanism is based on the classical strategy used in Proportional-Integral-
Derivative controllers and the theoretical analysis studied in previous works for predictive controllers, which aim to obtain the
inverse dynamics of the disturbances and process inputs in relation to the outputs. In addition, a comparison is presented between
an augmented state space model and a model with a polynomial delay approximation for treating delays associated with disturbances
and process inputs in the controller formulation. The proposed method effectively controls a validated nonlinear temperature system,
maintaining performance equivalent to the conventional LQ controller for reference tracking while entirely rejecting disturbance
effects. The proposed tuning achieves 10 % less output error, with an increase of only 18 % in the control effort compared to
conventional tuning in simulations.
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1. Introduccion

El control 6ptimo es un componente fundamental de la teoria de
control moderna. En esta metodologia, el comportamiento del
sistema en bucle cerrado, su estabilidad y las propiedades de
ancho de banda se contemplan simultineamente en una funcién
de coste especifica (Athans, 1971). Dentro de este campo, los
controladores lineales cuadraticos (LQ, por sus siglas en inglés,
Linear Quadratic) son aquellos que consideran un sistema li-
neal, un controlador lineal y una funcién de coste formada por
indices de rendimiento cuadraticos. En la literatura, estos con-
troladores han sido objeto de diversos estudios relacionados con
la formulacién de controladores robustos y con una alta compo-
nente de estabilidad, los cuales resultan en leyes de control con
mdrgenes de ganancia de 0.5 a infinito y margenes de fase de
+ 60° (Franklin et al., 2006; Anderson and Moore, 1990; Sco-
kaert and Rawlings, 1998; Chmielewski and Manousiouthakis,
1996).

En la mayoria de aplicaciones desarrolladas hasta el momento,
los controladores LQ se proponen como reguladores de esta-
do para escenarios de seguimiento a referencias, en los que la
formulacion de la ley de control asume modelos en espacio de
estados observables o estimadores de estado en el caso de que
solo algunas salidas estén accesibles (Castillo et al., 2022; Ca-
balleria et al., 2020). No obstante, en la literatura también se ha
demostrado cémo el desempefio de estos controladores se pue-
de mejorar notablemente al considerar las perturbaciones acce-
sibles en la formulacién del modelo en espacio de estados y, por
ende, en la ley de control. Este hecho permite a los controlado-
res LQ rechazar los efectos de la perturbacion al incluir en el
problema de optimizacién del LQ la dindmica de las perturba-
ciones respecto a la salida, mejorarando asi el desempefio del
controlador (Castillo et al., 2022; Arévalo-Castiblanco et al.,
2018; Gao et al., 2017; Lemos and Pinto, 2012).

Centrandose en la accién de control por adelanto (FF, por sus
siglas en inglés, Feedforward), aunque su inclusién en contro-
ladores LQ ha sido bien motivada en la literatura, tal y como se
ha comentado anteriormente, su sintonia y desempefio ha sido
poco estudiada. En trabajos previos de los autores se han reali-
zado andlisis tedricos para controladores clasicos Proporcional-
Integral-Derivativo (PID) y controladores predictivos basados
en modelo (MPC, por sus siglas en inglés Model Predictive
Control), con el objetivo de rechazar las perturbaciones hacien-
do uso de la relacién dindmica entre las perturbaciones medi-
bles y las entradas (Guzman and Hégglund, 2021; Pataro et al.,
2022). Para este propdsito, la dindmica inversa de las perturba-
ciones y las entradas del proceso debe incluirse en el controla-
dor para eliminar idealmente los efectos de las perturbaciones.
Ademais, en Pawlowski et al. (2012) se demuestra que para el
caso de los controladores MPC, la estructura inversa solo se
logra cuando el peso de sintonia de las entradas se aproxima
a cero, resultando en la misma respuesta que el FF cldsico en
estrategias PID. Estas conclusiones motivan el estudio de este
fenémeno para la estrategia LQ-FF y serdn unas de las bases
del método de sintonia adaptativo propuesto en este trabajo.

También es de destacar que los efectos de los retardos de las
entradas del proceso, asi como los de la perturbacién, afectan

notablemente la implementacion practica de la accién FF, la
cual puede culminar en una estructura de controlador causal
o no causal. En concreto, el caso no causal en controladores
predictivos se puede abordar introduciendo la prediccion de las
perturbaciones cuando esta esté disponible. Sin embargo, pa-
ra las estrategias clasicas, el rendimiento se ve comprometido
debido a la ausencia de la funcién de prediccidn, lo que impo-
sibilita la implementacion préctica de la dindmica no causal del
controlador. De una forma similar a las estrategias de control
comentadas, los controladores LLQ también deben lidiar con los
retardos del proceso en la representacion del modelo para abor-
dar el rechazo de perturbaciones. Hasta el momento, se han pre-
sentado diferentes soluciones en la literatura, como estructuras
descompuestas (Srivastava et al., 2016), estrategias basadas en
el predictor de Smith (Zhang et al., 2015), o aproximaciones
polinomiales de los retardos (Rubio et al., 1996). Sin embargo,
en la mayoria de casos, el tratamiento de los retardos se reali-
za con estructuras externas al controlador LQ y su inclusién de
forma intrinseca en el propio controlador apenas ha sido tratado
en la literatura, reclamando asi una investigacién més profunda.

Sobre estas bases, este trabajo propone un método de ajuste
adaptativo para el rechazo completo de perturbaciones en con-
troladores LQ-FF. El mecanismo propuesto se basa en el ajuste
del controlador para lograr la dindmica inversa de las entradas
y perturbaciones del proceso. Asi, en primer lugar, se presenta
un estudio de la sefial de control del controlador LQ-FF respec-
to a las componentes de regulacién de estados, seguimiento de
referencia y rechazo de perturbaciones. Posteriormente, se pro-
ponen dos modelos para abordar los retardos del sistema para la
entrada y la perturbacidn, los cuales se basan en implementacio-
nes tipicas usadas en ingenieria de control, como un modelo en
espacio de estados aumentado y un modelo basado en la apro-
ximacion de retardos de Padé (PDA, por sus siglas en inglés
Padé Approximant) (Milano, 2016). Una vez formulado el con-
trolador, y siguiendo los resultados de Pawlowski et al. (2012),
se investiga el desempefio del controlador LQ-FF frente al re-
chazo de perturbaciones, asi como las sefiales de control que
este genera en relacion con el ajuste del peso de ponderacion
de las entradas. Este andlisis se realiza usando como referencia
sistemas estables en bucle abierto. Finalmente, se presenta el
método adaptativo propuesto para sistemas causales con retar-
do y estables en bucle abierto con perturbaciones accesibles, en
el que se establece una solucién adecuada para el ajuste 6ptimo
del control, manteniendo el mismo rendimiento de seguimiento
de referencia que un controlador convencional. Destacar que,
aunque la robustez es un tema crucial, su discusion sera consi-
derada en futuras investigaciones y no se aborda ampliamente
en este estudio.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: La Sec-
cién 2 resume la formulacién LQ-FF y detalla los términos de
la sefial de control. En la Seccién 3 se analiza el desempeiio
del LQ-FF para el rechazo de perturbaciones y el manejo de
retardos del sistema. Posteriormente, en la Seccién 4, se pre-
senta el método practico de sintonia LQ-FF para el rechazo de
perturbaciones. En la Seccién 5, se plantea un caso de estudio
basado en un sistema real para demostrar la eficacia del método
de sintonia propuesto. Finalmente, la Seccién 6 presentan las
conclusiones del trabajo.
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2. Formulacion del LQ-FF

En esta seccién se resume la formulacion del LQ-FF con el ob-
jetivo de analizar las componentes de la ley de control resul-
tante. Para ello, considere el modelo en espacio de estados en
tiempo discreto, para k > 0, con perturbaciones medibles y for-
ma incremental de las entradas que se presenta a continuacion:

x(k+1) =Ax(k) + BAu(k) + BuAd(k)

1
y(k) = Cx(k), M

donde x € R es el estado, u € R es la variable manipulable, y € R
es la salida, d € R es una perturbacion medible, y A € R™"*,
B e R™™ C € RW"™ y B, € R™*nd gon las matrices de
la representacién en espacio de estados, siendo A la matriz de
estados, B la matriz de entradas, B, la matriz de perturbacio-
nes, y C la matriz de salidas. Obsérvese que esta solucién de
control se basa en la disponibilidad de medidas de las perturba-
ciones, lo que, como se ha presentado ampliamente en la litera-
tura, es la base de la accién de control por adelanto (Astr’dm and
Hiagglund, 1995; Visioli, 2006; Guzméan and Hagglund, 2021).

De esta forma, el sistema se puede controlar minimizando, en
cada instante k, la siguiente funcién cuadrética:

min Jy,
Au(k)

1 2
Ji =

N

DO+ ) = yrep ) + Auk + ]
j=1

donde R > 0 es la matriz de ajuste relacionada con la accién
de control e y,. s es la referencia de salida. Se debe destacar
que en este trabajo se propone seguir la formulacién original
presentada en Lemos and Pinto (2012) para mantener la misma
nomenclatura y un andlisis sencillo sin pérdida de generalidad.
De esta forma, la funcién de coste propuesta utiliza inicamente
la matriz R en lugar de utilizar otro pardmetro de ajuste adicio-
nal para el seguimiento de referencia. Asumiendo que todos los
estados y perturbaciones son medibles, y aplicando las Condi-
ciones Necesarias para Optimalidad y el Principio Maximo de
Pontryagin, el problema cuadratico en Ec. (2) para la dindmica
del sistema en Ec. (1) se puede resolver analiticamente, dando
como resultado la siguiente ley de control:

Autopi(k) = =Kpox(k) + Kga(k), 3

en la cual:

Kio =—(R+B"PB)Y(B")PA,

4
Koa(k) =R+ B"PB)"'(BT)[g(k) — PB;Ad(K)]. @

La matriz P es la solucién de la Ecuacion de Riccati:

P=@ATP)|I+R'BBHP| A+ CTC, (5)

y g(k) es la solucién de la expresion algebraica:

Tg(k) = —(ATP)[I + R‘I(BBT)P]_I BuAd(k) + yrof(K)CT, (6)

donde la matriz I" se define como:

F=1+@AP)[1+R'(BBHP| R'BE -A". (1)

Como se puede apreciar en las Ec. (3) y Ec. (6), las compo-
nentes de la ley de control se pueden analizar por separado,
asignando sefiales medibles del sistema a cada componente. De
esta forma, Ec. (3) se puede interpretar como:

Ko =—(R+ B"PB) ' (B")PA,
Kyp(k) = (R+B"PB)'(B")g(k), ®)
Ksp(k) =-(R+ B"PB)"'(B")PB,Ad(k).

Nétese que en la formulacién anterior, Kz estd relacionado
con el desempefio de la regulacién de estados. Por otro lado,
el término K, se asocia con el vector g(k), el cual se encarga
de conducir los estados del sistema al nuevo estado estaciona-
rio originado por los efectos de un cambio en la referencia o
los de una perturbacion. Por su parte, el término Ky puede in-
vestigarse por separado para la accién FF, ya que relaciona las
matrices dindmicas del proceso y las perturbaciones, B'y By,
con la matriz Py el factor de ajuste R. El diagrama de bloques
del sistema de bucle cerrado se muestra en la Figura 1.

Ad(K) - mmmmmmmmmmm .
: T : Bg [
E K E
YrorlK) & Auk) ! x(k+1) _ x(k) v(k)
_E, Kref T : B #G)—»E Ch
: -Kia E A f—
E LQ-FF T .

Figura 1: Diagrama de bloques del controlador LQ-FF.

En la siguiente seccidn, usando como referencia la estructura de
control resultante propuesta, se analizard el desempefo del LQ-
FF en diferentes escenarios, considerando el comportamiento
de bucle cerrado, diferentes enfoques para abordar el retardo,
asi como su rechazo de perturbaciones.

3. Estudio del desempeiio del LQ-FF

Para realizar los diferentes andlisis del controlador LQ-FF, se
considera un modelo matemadtico genérico de un sistema esta-
ble en bucle abierto con dindmica de perturbaciones medible.
La funcién de transferencia de este modelo en el dominio de
Laplace s viene dada por:

_oY® S
6= 5T 05516 ©
psy= 2010 s

dis) 15s+1°
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donde d,, y d,; son los retardos asociados a la entrada y pertur-
bacidn del sistema. Para transformar la funcién de transferencia
en la representacion en espacio de estados se eligen dos tipos de
representaciones con el objetivo de compararlos: i) el modelo
en espacio de estados aumentado basado en la parametrizacion
de la curva de respuesta escalonada (OPOM, por sus siglas en
inglés Output Prediction Oriented Model) (Pataro et al., 2022)
y ii) la forma incremental convencional usando la metodologia
PDA (Rubio et al., 1996).

La representacién del modelo OPOM se puede definir como

xg(k+1) 0 B BZ x5(k) B,’:
wk+ D=0 I, 0 ||za®)|+ |Lum|Auk)
zalk +1) 0 0 I;]lzatk) 0

i (10)
+ Od Ad(k),
Ind
~——
By
x5(k)
yky =@, 0 0]|zh0)], (1)
— za(k)

donde el estado aumentado x estd formado por los estados del
sistema x; y los retardos del sistema relacionados con las en-
tradas Au y las perturbaciones Ad, es decir, z, y Z4, respecti-
vamente. Las matrices concatenadas A, B y C estdn formadas
por matrices auxiliares @, BZ , B;, y @, cuya construccién estd
definida por la parametrizacién de la respuesta a escalén del
modelo del sistema original. Ademas, las matrices I, y I son
matrices identidad cuyas dimensiones estdn asociadas con los
retardos del sistema en las entradas y las perturbaciones me-
dibles, respectivamente. Finalmente, las matrices I, y I4 son
matrices identidad relacionadas con el nimero de entradas y
perturbaciones accesibles. Las construcciones de matrices se
detallan en Pataro et al. (2022).

En el caso del modelo en espacio de estados incremental, se
puede obtener una formulacién similar para la descripcién am-
pliada del sistema dindmico considerando la siguiente forma de
modelo:

x(k+1) Ay By Bdo x(k) By
uk) [={0 I 0 |lutk-D|+ |Lu|Aukk)
d(k) 0 0 Iyg|ldk-1) 0
—_—— —,————,——— — —~
x(k+1) A x(k) B
(12)
By,
+| 0 |Ad(k),
Ind
——
By
x(k)
y(k):[CO 0 0] utk - 1|, (13)
*—'\Cf—" dk-1)

donde las matrices Ao, By y By, son el modelo original del sis-
tema definido en la representacidn del espacio de estados. En

esta formulacién, para considerar los retardos del sistema, se
puede emplear la aproximacién de Padé basada en la expansion
de la serie de Taylor y la reduccion del modelo de Padé (Wei
et al., 2016). Siguiendo esta metodologia, el retardo del proce-
so con relacion a su entrada se puede formular como:

e—d“s _ 90 + ql(dus) +oee CIm(duS)m

= , 14
Do+ P1(duas) + - Paldus) (9
donde
- D!m!
Qi:(_l)(l/’/l+n—).n1.,i€{oal,2,3,"',m},
(m+n)l(m—1i)!i! 15)
- 1D!n!
py= ()DL 01,23, ).

(m +n)l(m— ;!

De esta manera, es posible hacer el producto de la funcién de
transferencia P(s), ver Ec. (9), y del polinomio aproximado del
retardo, Ec. (14) y, por lo tanto, obtener una funcién de transfe-
rencia aproximada de todo el sistema y su retardo.

Notese que para el desarrollo del controlador LQ-FF, el modelo
en espacio de estados se puede obtener por la transformacion
de la funcién de transferencia resultante de los modelos descri-
tos anteriormente, bien sea utilizando la formulaciéon OPOM o
el modelo de aproximaciéon PDA. Ademas, es importante tener
en cuenta que ambos enfoques presentados anteriormente pue-
den representar el sistema bajo la forma en Ec. (1), usando una
aproximacion de dimension finita adecuada de los retardos.

3.1. Andlisis de desemperio frente al rechazo de perturbacio-
nes

En este primer andlisis, se considera el estudio LQ-FF para la
compensacion de perturbaciones. Se debe remarcar que solo se
tendra en cuenta el LQ-FF formulado como el modelo OPOM,
sin considerar retardos, es decir, d, = d; = 0.

El LQ-FF se compara con el LQ convencional sin FF, y el LQ
con FF externo dinamico disefiado de forma clasica mediante
la expresion P(s)/G(s). Como resultado, el FF externo clasico
se obtiene de la siguiente dindmica

_PG) 105+ g,

clas — ~, N — 16
las = G(s) ~ 155+ 1 (16)

Para esta simulacién, se elige un valor de ajuste conservador
R = 10 para todos los casos. Las Figuras 2 y 3 representan la
respuesta del sistema y las sefiales de control para el cambio
de referencia y el rechazo de una perturbacion en forma de es-
caldn, respectivamente.
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Figura 2: Comparativa de desempefio considerando los controladores LQ-FF,
LQ clasico, y LQ con accién FF externa.
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Figura 3: Senales de control generadas por el LQ-FF, LQ clésico y LQ con
accion FF.

De esta simulacidn, es posible observar como el LQ-FF y el
LQ con FF dindmico externo funcionan de manera equivalen-
te. De esta forma, se puede concluir que las sefiales de control
K.y y Kyr (ver Figura 1) del LQ-FF logran un rendimiento si-
milar a la estructura FF externa. Ademas, estas simulaciones
ponen de manifiesto los beneficios de incluir la accion FF en la
formulacion LQ, ya que el rechazo de perturbaciones se puede
integrar en una tnica formulacién 6ptima, descartando la nece-
sidad de agregar estructuras externas. Igualmente, en el LQ-FF,
los retardos del proceso pueden tratarse directamente mediante
la formulacién en espacio de estados, lo que simplifica la nece-
sidad de disenar compensadores FF externos.

Por otra parte, basandose en los resultados de las Figuras 2y
3, se puede notar que el LQ-FF usa principalmente dos compo-
nentes para rechazar la perturbacion, K,.r y Kyr, y una pequefia
contribucién de la componente K;o. Los estudios previos so-
bre el rechazo de perturbaciones sefalan que los controladores
predictivos deben lograr la dindmica inversa entre las contribu-
ciones a la salida del proceso de la perturbacion y la entrada
para rechazar la perturbacién por completo (Pataro et al., 2022;
Pawlowski et al., 2012). Siguiendo estas evidencias, al analizar
las sefales de control en la Figura 1 y la Ec. (8), se puede obser-
var como la dindmica inversa para el rechazo de perturbaciones
solo se logra cuando R — 0; de manera similar a estrategias de
control predictivo para sistemas estables en lazo abierto (Paw-
lowski et al., 2012). Este hecho conduce a la siguiente sefial
FF:

Kyk) =—(B"PB) (B"PB,)Ad(K). (17)

En este caso, Kr(k) es la sefial de control 6ptima relacionada
con la dindmica inversa del sistema y los efectos de perturba-
cidn en la salida. Para demostrar este efecto, en las Figuras 4y
5 se representan la respuesta del sistema y las sefiales de control
para diferentes valores de ajuste de R.

1F T T T —— — T
s 1
=0.5r 0.9 —R=10*"—R=10"—R=102 -+
E’. 0 . 0.8 —R=10°%—R=10° - Referencia|
05 I L, 9 100 110 RE102—R=10" |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
— 2F A T T T T T T T T .
= ol—2= ]
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T 1r
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Figura 4: Desempefio del sistema para el rechazo de perturbaciones con dife-
rentes valores de sintonia de R.
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Figura 5: Sefiales de control LQ-FF para el rechazo de perturbaciones con dife-
rentes valores de sintonia de R.

Observe que a medida que R tiende a cero, mayor es el efecto
de la sefial de perturbacién Ky y menor K,.r. Asi, utilizando
un factor de peso pequefio R, es posible separar las contribucio-
nes de cada sefial de control del LQ-FF de forma que, K; ¢ se
encarga de regular los estados, y K, se encarga de calcular el
nuevo ajuste de estado estable debido a cambios de referencia,
y Ky se responsabiliza del rechazo de perturbaciones. Sin em-
bargo, es esencial notar que las contribuciones de K¢y y K,.r
son estaticas, lo que aln requiere una contribucién parcial de la
sefial de control K; . Por otro lado, la eleccién de un peso de
control pequefio da como resultado una variacion abrupta de la
entrada, como se puede observar en la Figura 4, que puede no
ser deseable en escenarios practicos debido a las incertidumbres
del modelo, la robustez sensibilidad y limites de los actuadores
de proceso. Este asunto serd tratado apropiadamente en la Sec-
cién 4 con un método de ajuste adaptativo.

3.2.  Desempeiio del LQ-FF para sistemas con retardos

El propésito de esta seccion es analizar el desempefio de LQ-FF
respecto a los modelos en espacio de estados propuestos para el
tratamiento de los retardos, es decir, el OPOM y el PDA. Para
ello, se consideraran tres escenarios: i) d, = d; > 0 (retardos
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iguales), ii) d, < d; (sistema causal), y iii) d, > d,; (sistema no
causal).

Para el primer caso, considere las funciones de transferencia de
laEc. 9 cond, = d; =5, lo que implica un retardo de la mitad
de tiempo que la constante de tiempo del sistema. La primera
simulacién considera un PDA de primer y tercer orden y un pe-
so para el LQ-FF de R = 10. La Figura 6 muestra el desempeiio
del sistema para los modelos en espacio de estado propuestos,
y la Figura 7 detalla las sefiales generadas por las componentes
de la ley de control del LQ-FF.
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Figura 6: Desempeifio del sistema para el caso de retardos iguales asociados a
la entrada y perturbacion.
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Figura 7: Componentes de la sefial de control de la simulacién mostrada en la
Figura 6.

Para el caso de seguimiento de referencias, las diferentes for-
mulaciones de modelos propuestas dan un desempefio idéntico.
Ademas, el modelo PDA funciona de manera similar utilizan-
do tanto la aproximacién de primer orden, mds simple, como
la aproximacién de tercer orden, la cual es mas compleja. Sin
embargo, analizando el rechazo de perturbaciones, se puede ver
como el desempeifio del modelo PDA se ve comprometido, ya
que el efecto de las diferentes dindmicas de las entradas y sali-
das se combinan, produciendo una situacién donde hay diferen-
cias entre el modelo interno del controlador y el sistema. Este
comportamiento se evidencia en las sefiales de control de la Fi-
gura 7, en las que se produce una sefial FF diferente para el
controlador LQ-FF con el modelo PDA. Por el contrario, con
la formulacion OPOM, no se crean dindmicas adicionales, ya
que se emplea un modelo en espacio de estados aumentado con
retardos y, por lo tanto, el controlador mantiene el desempeio
del caso convencional.
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Figura 8: Desempefio del controlado para un escenario causal, d, =3y dy = 5.
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Figura 9: Desempeiio del sistema para un escenario no causal, d, =7y dg = 5.

A continuacidn, se presenta un analisis similar considerando las
situaciones causales y no causales. La Figura 8 muestra el es-
cenario causal para d, = 3y d; = 5, mientras que la Figura 9
muestra el caso no causal parad, = 7y d; = 5. Para ambas si-
mulaciones, el peso de ajuste R se elige inicialmente igual a 10.
Como se puede ver, ambos enfoques de modelado funcionan de
manera similar para el caso causal, y solo se pueden apreciar
diferencias en el LQ-FF con el modelo OPOM para el caso de
rechazo de perturbaciones no causal. Estas diferencias se de-
ben a que la aproximacién de los retrasos de la representacion
PDA cambia considerablemente la dindmica del sistema para el
caso no causal, y, por lo tanto, el rendimiento del LQ-FF. Por
el contrario, con el modelo OPOM, la dindmica del modelo re-
fleja fielmente la del sistema real, con la diferencia de que la
actuacion de la entrada estd retardada con la perturbacién, lo
que impide de rechazar por completo ésta.

Con el objetivo de estudiar los efectos del parametro de ajus-
te R en el rechazo de perturbaciones en escenarios causales y
no causales, como se trata en la Seccién 3.1, las Figuras 10 y
11 detallan el desempefio del LQ-FF cuando R — 0. A diferen-
cia de los casos con sintonia conservadora, el LQ-FF formulado
con el modelo OPOM funciona mejor que los modelos PDA, ya
que el efecto de los desajustes ahora es mas evidente, lo que se
puede notar tanto para el caso de seguimiento de referencia co-
mo para el rechazo de perturbaciones. Para expresar el andlisis
de desempeiio de forma analitica, la Tabla 1 detalla los indices
de rendimiento de los sistemas Suma del Error Absoluto (SEA)
y Suma de los Incrementos de Control (SIC), definidos como



154 Pataro, IM.L., et al. / Revista Iberoamericana de Automatica e Informatica Industrial 21 (2024) 148-158

Tabla 1: Indices de desempefio para el anlisis del LQ-FF en sistemas con retardos.

Casos
Retardo Causal No causal Causal No causal
Igual R=10 R=10 R=10" R=10"

Indice OPOM PDA 3¢ OPOM PDA3* OPOM PDA3* OPOM PDA3* OPOM PDA 3¢

SEA 63.55 77.61 55.56 55.64 98.49 111.75  24.00 29.21 69.25 72.39

SIC 12.47 12.53 12.45 12.49 21.48 13.66 38.94 73.97 108.36  130.08

4. Método practico de sintonia LQ-FF para rechazo a per-

ety ety turbaciones

SEA = kZ_; |y (k) = Yres (k)| » SIC = k;1 k) = (ke = 1] (18) En base al estudio realizado en la seccidn anterior sobre el re-

Notese que para estas simulaciones, las sefiales de control fue-
ron omitidas con el objetivo de mejorar la visualizacién y anali-
sis. Sin embargo, el esfuerzo de control para todos los casos se
resume en Tabla 1.
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Figura 10: Desempeifio del sistema para un escenario causal de la Figura 8 con
LQ-FF paraR = 1074
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Figura 11: Desempefio del sistema para un escenario no causal de la Figura 9
con LQ-FF para R = 1074,

Por tanto, el andlisis presentado ha demostrado que al utilizar
un modelo en espacio de estados aumentados adecuado en lugar
del enfoque de retardos aproximados, la dindmica del sistema
se mantiene y no se producen escenarios de desajustes tanto pa-
ra casos causales como no causales. En conclusion, el modelo
en espacios de estados aumentado proporciona un mejor recha-
zo de perturbaciones y un mejor rendimiento de seguimiento de
referencia con un menor esfuerzo de control para el controlador
LQ-FF.

chazo de perturbaciones en controladores LQ-FF, cuando el sis-
tema tiene retardos en la entrada y en la perturbacién idénticos,
el controlador puede eliminar el efecto de las perturbaciones ca-
si perfectamente con una sintonia conservadora de R. Sin em-
bargo, el rechazo completo solo se logra usando R — 0. En este
sentido, se debe remarcar que esta sintonia puede producir un
pico alto en las entradas en el problema de seguimiento a refe-
rencias, lo que puede generar dificultades en la implementacién
real de la estrategia de control. Por lo tanto, se propone un ajus-
te de control adaptativo, considerando mantener el rendimiento
convencional del LQ-FF para el seguimiento de referencias y
el rechazo completo de perturbaciones. Cabe mencionar que la
presente propuesta es valida exclusivamente para procesos cuya
dindmica pueda ser aproximada por sistemas de primer orden;
nétese que en sistemas de orden superior que no cumplan este
requisito pueden aparecer dindmicas diferentes que requieran
redisefiar la ganancia feedforward K asociada a la ley de con-
trol LQ-FF.

El método de sintonia se define como:

sild(k) —d(k —1)| > 6a Y |y(k) = ysp(k)| < dy
Rk+71)=R; YT =10,(d; —d,)]

si no (19)
R(k) = R,

fin.

En este método, R; es el pardmetro de la matriz de sintonia pa-
ra el rechazo de perturbaciones y R, es el parametro de sintonia
convencional. El método propuesto permite ajustar el LQ-FF
para la variacién de perturbacién deseada y el esfuerzo de con-
trol adecuado eligiendo 0,4, 6, y Ry. Noétese que la condicién
[y(k) = ysp(k)| < 6, y ld(k) — d(k — 1)| > 84 se convierte en una
condicion de disefio en el algoritmo de control. El objetivo de
los parametros es: i) identificar cuando la perturbacién afecta
considerablemente al sistema, de forma que se pueda emplear
el método de sintonia propuesto, e ii) identificar si el sistema
esta en estacionario. Por lo tanto, la sintonia recomendada de
estos parametros debe proceder del conocimiento del compor-
tamiento del sistema, teniendo en cuenta el ruido, el efecto de
la perturbacién y la dindmica.

De esta forma, se recomienda emplear el mecanismo de ajuste
solo cuando el sistema esté en estado estacionario (es decir, pro-
blemas de regulacién) para que el ajuste de sintonia no afecte a
la respuesta del LQ-FF frente a los cambios de referencia. Asi,
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este método de ajuste requiere un nuevo calculo de las ganan-
cias LQ-FF solo si la contribucién de la perturbacién es mayor
que el parametro de disefio ¢, y el sistema estd en estacionario.
En caso contrario, las ganancias de control son las calculadas
previamente fuera de linea. Notese que el tiempo en el cual el
nuevo valor de la ganancia R, se aplica al LQ-FF contempla
desde el momento en el que se satisfacen las condiciones, hasta
el tiempo k + (d; — d,), momento en el que se garantiza que el
controlador 6ptimo rechaza completamente la perturbacion.

A continuacién, el método de sintonia propuesto se prueba en
un escenario en simulacién considerando el caso causal del sis-
tema presentado en la Seccion 3.2. La Figura 12 muestra el des-
empeno del método adaptativo propuesto para el LQ-FF for-
mulado con el modelo OPOM, usando R, = 10, R; = 1074,
64 = 0,25y 6, = 0,1. Ademas, este enfoque se compara con
una sintonia convencional con R = 10 en todos los instantes.
Como se puede ver en la Figura 12, para el cambio de referen-
cia y el rechazo de la primera rampa de perturbacién, ambos
controladores presentan el mismo desempeio, ya que la con-
dicién de adaptacion para el rechazo de perturbaciones no se
cumple para §,. Sin embargo, cuando se introduce una segunda
perturbacién con una pendiente mas grande, de forma que se
cumple la condicién de adaptacién para el rechazo de pertur-
baciones, el controlador LQ-FF puede rechazar la perturbacion
mejor que la sintonia convencional. Ademas, se puede observar
cOmo no se requieren fuertes movimientos de las entradas, y el
esfuerzo de control no se incrementa debido a la aplicacion del
método adaptativo propuesto.

Finalmente, la Figura 13 presenta las sefiales de control de ca-
da método. Obsérvese como la ganancia LQ-FF solo cambia
cuando se cumple la condicién de adaptacion para el recha-
zo de perturbaciones y, posteriormente, se restablece una vez
transcurrido el tiempo especificado en 7 = d; — d,,.

El desempeiio de ambos controladores se pueden comparar
analiticamente mediante los indices de rendimiento SEA y SIC.
La Tabla 2 detalla los indices para la sintonia adaptativa y con-
vencional. Se puede apreciar cémo el esfuerzo de control esti-
mado por el indice SIC es solo un 8 % mayor para el método
adaptativo, el cual, a su vez, proporcioné un indice de error casi
un 50 % menor en comparacion con el ajuste convencional.
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Figura 12: Desempeio de los controladores para perturbaciones en escalén y
rampa.

N T T T T T T
%50 A
=<-110 L—LQ-FF + sintonia adap. 4
LQ-FF + sintonja nominal
_1 5 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
4 T T T T T T
.L:- 2 i l \ ]
] |
N pletend -
L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
T T T T T T T T
-0
Sl i
-2 C 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
tiempo [-]

Figura 13: Sefiales de control para perturbaciones en escalén y rampa.

Tabla 2: Indices de rendimiento LQ-FF.

Tuning
Indices Adaptive Convencional
SEA 13.60 29.47
SIC 43.52 40.24

Se debe destacar que en este ejemplo se considera que todos los
estados del modelo propuesto son medibles. Sin embargo, es
crucial considerar también escenarios en los que los estados del
sistema real no se puedan medir directamente. En tales casos, la
implementacion de un estimador de estados resulta esencial pa-
ra permitir la aplicacién de la estrategia LQ-FF presentada. El
estimador de estados desempefia un papel crucial en la estima-
cién de los estados no medibles del sistema, permitiendo que el
controlador LQ-FF funcione eficazmente incluso en situaciones
donde las mediciones de estados sean limitadas o inexistentes.
Estos escenarios se consideran en la siguiente seccién para el
caso de estudio propuesto.

5. Caso de estudio - Control de temperatura

En esta seccién se demuestra la eficacia del método de sintonia
propuesto mediante la aplicacion del controlador LQ-FF para el
control de un sistema de temperatura no lineal estable con retar-
dos. Para ello, se emplea el LQ-FF para controlar el sistema AP
Monitor Temperature ControlLab (TCLab) (APMonitor, 2016),
un dispositivo portétil comercial de bajo coste utilizado amplia-
mente como herramienta de referencia para la identificacion de
modelos y la prueba de estrategias de control. El kit TCLab
es un sistema multivariable con dos calentadores (transistores)
y dos sensores térmicos (termistores). El principal objetivo de
control del sistema TCLab es regular la temperatura de sus tran-
sistores ajustando la corriente que pasa a través de ellos. Cada
par sensor-actuador estd unido a un disipador en contacto per-
manente y pegado con un material termocrémico, como se ilus-
tra en la Figura 14. El objetivo principal de la prueba realizada
es comparar la sintonia convencional para el LQ-FF y la solu-
cién propuesta desarrollada en la seccidn anterior. Para ello, el
estudio se realiza en un escenario de simulacién, considerando
las mismas condiciones para ambas aplicaciones.



156 Pataro, IM.L., et al. / Revista Iberoamericana de Automatica e Informatica Industrial 21 (2024) 148-158

Temperature Control Lab
htcps://apmon_i tor-com/heat-htm

Figura 14: Imagen de un kit TCLab (APMonitor, 2016).

El ensayo se ha desarrollado en este trabajo teniendo en cuenta
la metodologia presentada en Hoyo et al. (2023), en la que se
han realizado ensayos en lazo abierto tipo escaldn para obtener
un modelo lineal aproximado. Asi, tanto el modelo de proceso
como el de perturbacién se han aproximado a sistemas de pri-
mer orden con retardo para el punto de operacién y(t) = 33 °C,
u(t) = 18,3%, y d(t) = 5 %, siendo la funcién de transferencia
obtenida:

ys) 05 o128
u(s) 667s+1 ’
) _ 0,08 o~ 7765
d(s) 4465+ 1 ’

G(s) =
(20)
P(s) =

Los modelos presentados se utilizan para desarrollar la estrate-
gia LQ-FF, considerando la formulacién basada en modelos li-
neales. Sin embargo, para validar la solucién de control, el con-
trolador se pone a prueba frente al modelo no lineal del TCLab.
En este escenario, la evolucién de las temperaturas de ambos
transistores estd gobernada por las siguientes ecuaciones:

@ =m%p<U-A (Tu(t) ~ Ta()
+e 0 A (T, =Ti(O) + U - Ay - (Ta(t) - Ty (1))
+e-0- Ay (D' = Ti(OY) + a1 - u(t))

Mo L woa-am-rm)

dt m-Cp

te-0-A- (T = To()*) = U - Ay - (To(t) — T\ (1))

—e 0 Ay (L) =TI + ar - d())
21)

donde U = 10,0 [W/m2K] es la conductividad térmica, m =
0,0004 [kg] es la masa de los transistores, Cp = 500,0 [J/kgK]
el calor especifico, A = 0,001 [m?] el drea de los transistores,
A; = 0,002 el area de contacto de los transistores con los di-
sipadores, a; = 0,0100 [W/ %] el factor de calentamiento del
transistor 1, @, = 0,0075 [W/ %] el factor de calentamiento del
transistor 2, € = 0,9 la emisividad, y o = 5,67 - 1078 la cons-
tante de Stefan-Boltzman. Obsérvese que la salida del sistema
es la temperatura del transistor 1, 7(f), mientras que la sefial

de control es la corriente que pasa por ese transistor, definida
como u(f). Finalmente, la perturbacidn del sistema se define co-
mo la corriente que pasa por el transistor 2 d(¢), lo que hace que
haya un efecto de transmisioén de energia entre los transistores
donde se varian sus temperaturas T(¢) y T>(¢), respectivamen-
te. Ademads, en este escenario la temperatura ambiente T,(f) se
mantiene constante en toda simulacién como T,(7) = 23 °C.

Para esta comparacion entre controladores, los controladores
LQ-FF se ajustan como sigue. El ajuste convencional se esta-
blece para toda la simulacién con R, = 0,1. Para la sintonia
adaptativa, R; = 103, Ademds, teniendo en cuenta las con-
diciones del sistema, los parametros adaptativos para la varia-
cién de la perturbacién y entrada son 65 = 5y 6, = 0,5. Estos
pardmetros se determinan de modo que el sistema se encuentre
en estacionario (6,) y la perturbacién medible tenga una magni-
tud suficiente para que el método de sintonia sea aplicado (d,).
Finalmente, considerando la aplicacién del LQ-FF en un siste-
ma real, para el cdlculo de las acciones de control es necesario
estimar los estados del sistema. Por lo tanto, se propone un filtro
de Kalman como estimador de estados. La sintonia de este fil-
tro se obtuvo después de varias pruebas en simulacion, llegando
finalmente a los valores Ry = 200y Qg = 0,1.

La Figura 15 ilustra los resultados del controlador LQ-FF para
las dos sintonias presentadas. Como se muestra, los resultados
son muy similares a los presentados en la Seccién 4. Para el
escenario de seguimiento de referencia, ambos controladores
presentan rendimientos idénticos. La principal diferencia ocu-
rre para el rechazo de perturbaciones, donde el LQ-FF con sin-
tonia adaptativa supera al LQ-FF con sintonia convencional. Es
esencial reconocer que, a pesar del mejor rendimiento, el re-
chazo de perturbaciones no es perfecto debido a la naturaleza
inherente del LQ-FF, es decir, debido a que el LQ-FF es una
ley de control lineal que se emplea para controlar un sistema no
lineal. De esta forma, el modelo interno del LQ-FF no coinci-
de exactamente con la dindmica real del sistema. Ese error del
modelo puede generar pequefias sobre oscilaciones cuando se
implementa el cambio de sintonia debido a la mayor ganancia
de la realimentacién de los estados. No obstante, merece la pena
destacar que el LQ-FF con ajuste adaptativo mejora considera-
blemente al ajuste convencional, incluso cuando se enfrenta a
un sistema no lineal. Ademads, el rendimiento del LQ-FF sigue
siendo muy satisfactorio, a pesar de no disponer de medidas di-
rectas de todos los estados del sistema. La implementacion del
filtro de Kalman para estimar los estados del sistema demuestra
ser un enfoque practico, permite aplicar con éxito la sintonia
adaptativa propuesta en escenarios en los que no todos los esta-
dos son directamente medibles. La comparacién cuantitativa de
los controladores se presenta en la Tabla 3. Se puede observar
como el LQ-FF con el método de sintonia propuesto obtiene
una mejora del 6 % para el error absoluto en comparacién con
el controlador LQ-FF convencional.

Tabla 3: Indices de rendimiento LQ-FF para el control del TCLab.

Sintonia
Indices Adaptativo Convencional
SEA 650.74 690.04
SIC 116.15 80.72
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(b) Seiiales de control para perturbaciones en escalén en el sistema no lineal TCLab.

Figura 15: Comparacion entre el método de sintonia propuesto y la sintonfa convencional para controladores LQ-FF en el control del sistema no lineal TCLab.
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6. Conclusion

Este articulo presenta un andlisis de desempeiio para el contro-
lador LQ-FF considerando escenarios de rechazo de perturba-
ciones y seguimiento a referencias. Primero, se analiza la for-
mulacién del LQ-FF presentando una la ley de control dividida
en las contribuciones de la parte relacionada con la regulacién
de estados, el cambio de referencia y el rechazo de perturba-
ciones. Posteriormente, con base a trabajos previos en la lite-
ratura, se estudia el LQ-FF para el rechazo de perturbaciones,
observandose como el pardmetro de sintonia R debe aproximar-
se a cero para lograr el desempefio deseado. Ademads, se estu-
dian dos enfoques de modelo en espacio de estados siguiendo
el ajuste de control propuesto para diferentes retardos de entra-
da y perturbacion.Los resultados obtenidos demuestran que al
usar un modelo en espacio de estados aumentado para LQ-FF,
el controlador se desempefia mejor que si se emplean métodos
de aproximacion de retardos polinomiales, los cuales pueden
producir escenarios de desajuste. Se debe tener en cuenta que
los modelos en espacio de estados aumentado incrementan con-
siderablemente el nimero de estados a medida que aumenta el
retardo, lo que debe tenerse en cuenta para el esfuerzo compu-
tacional en una aplicacién real.

Finalmente, y sobre la base de todo el anélisis realizado, el tra-
bajo propone un controlador éptimo LQ con FF intrinseco en
el propio modelo en espacio de estados, el cual mejora nota-
blemente el desempefio del control 6ptimo respecto al LQ con
una estructura FF externa. Ademas, se propone un método de
sintonia prictico que permite rechazar completamente las per-
turbaciones al mismo tiempo que se mantiene un desempeio
en el seguimiento de referencias idéntico al control LQ conven-
cional. El método es evaluado considerando tanto un modelo
genérico como en un caso de estudio en el que se contempla un
sistema no lineal real. Ademds, se demuestra cdmo ajustando
el pardmetro de sintonia LQ-FF solo para el rechazo de per-
turbaciones se puede lograr un mejor desempefio sin aumentar
considerablemente el esfuerzo de control. Trabajos futuros pre-
tenden estudiar la robustez y sensibilidad del método propuesto
para LQ-FF considerando incertidumbres en los modelos.
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