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Resumen: En este articulo se describe la aplicacién, a sistemas discontinuos
o multivaluados, de una metodologia de diseno de observadores basada en la
disipatividad, por medio del uso de la teoria de inclusiones diferenciales y de
una generalizacion del teorema del circulo. Los sistemas susceptibles de ser
tratados por medio de este método son aquellos que pueden ser expresados
en la forma de Lur’e, y en los que se permite la inclusién de no linealidades
discontinuas o multivaluadas, y en general no Lipschitz. El método presentado
elimina restricciones que otros métodos imponen en cuanto a la monotonia y
la igualdad de ntimero de entradas y salidas de las no linealidades permitidas.
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1. INTRODUCCION

Muchos sistemas fisicos comunes se modelan por
medio de mapeos discontinuos o multivaluados.
Para citar algunos ejemplos se puede mencionar
a los sistemas mecdnicos con friccién estética
0 juego, o a los sistemas electromecanicos con
histéresis. Otro caso es el de los sistemas hibridos,
que estan siendo estudiados con mucho interés
en los ultimos anos (Teel et al., 2006). Es muy
comun que se utilicen aproximaciones continuas
a la hora de analizar sistemas con caracteristicas
discontinuas o multivaluadas, en parte, porque las

1 En estancia de estudios doctorales en la UNAM

herramientas matematicas tradicionales no garan-
tizan la existencia y unicidad de soluciones de
ecuaciones que incluyen no linealidades de ese
tipo. Sin embargo, ahora es posible utilizar para
su tratamiento la teoria de inclusiones diferen-
ciales, que ha sido desarrollada en las iltimas
décadas y que permite darles un tratamiento
matematico adecuado a las no linealidades dis-
continuas o multivaluadas, considerandolas como
funciones que pueden tomar valores de conjunto.
(Aubin and Cellina, 1984; Filippov, 1988; Bacciot-
ti and Rosier, 2001; Yakubovich et al., 2004).

La observacién de sistemas discontinuos o multi-
valuados ha sido poco explorada. Se encuentran
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28 Disefio Disipativo de Observadores para Sistemas No Lineales Discontinuos o Multivaluados

trabajos en los que se anaden discontinuidades
a los observadores para mejorar su desempeno,
obteniéndose observadores por modos deslizantes
(Haskara et al., 1998; Drakunov and Utkin, 1995;
Xiong and Saif, 2001). Su aplicabilidad no se
garantiza si la discontinuidad proviene del sis-
tema a observar, pues solamente se consideran
alli sistemas lineales o que incluyen no linealida-
des suaves. Ijltimarnente, estos observadores se
aplican también a sistemas con incertidumbres
acotadas en el modelo (Davila et al., 2005; Davila
et al., 2006). Existen muy pocas publicaciones
sobre obtencién de observadores para plantas que
incluyan de manera explicita no linealidades dis-
continuas o multivaluadas (Juloski, 2004; Heemels
et al., 2005; Juloski et al., 2006). Estos autores se
inspiran en los observadores por criterio del circu-
lo propuestos en (Arcak and Kokotovic, 2001).
La clase de sistemas que pueden ser tratados por
métodos como el de Juloski y el de Arcak esta res-
tringida fundamentalmente por dos condiciones:

i) Las no linealidades involucradas deben ser
maximamente mondnonas, lo que implica que
tienen que ser cuadradas (con el mismo nimero
de entradas y salidas).

ii) Se exige unicidad a las soluciones del obser-
vador disenado, esto a pesar del hecho de que el
sistema sea no lineal discontinuo o multivalua-
do y por ende, pueda llegar a tener multiples
soluciones.

En (Moreno, 2005; Moreno, 2006) se propuso una
Técnica de Diseno Disipativo para observadores
destinados a sistemas que contienen no lineali-
dades suaves expresados en la forma de Lur’e.
Esa técnica generaliza el método propuesto en
(Arcak and Kokotovic, 2001) y elimina la restric-
ci6n de monotonia i) que éste impone. Ademsds,
otras estrategias de diseno de observadores, tales
como el diseno de Alta Ganancia (Gauthier et
al., 1992; Khalil, 1999) y el observador cldsico
Lipschitz de Thau (Thau, 1973) pueden unificarse
bajo el Diseno Disipativo.

En este nuevo trabajo, el objetivo es extender la
metodologia a sistemas en la forma de Lur’e o que
puedan llevarse a ella mediante transformaciones
de estado y/o de salida, y que incluyan no linea-
lidades no suaves, esto es, discontinuas, multiva-
luadas, y, en general, no Lipschitz. Asi mismo, se
elimina la exigencia de unicidad de soluciones del
observador, de manera que se descarta la restric-
cién ii). Los sistemas no Lipschitz no suelen tener
soluciones unicas (Deimling, 1992), por lo que es
razonable que una teoria que los incluya admita
soluciones multiples.

El procedimiento de diseno resultante incluye re-
gularmente la solucién de ecuaciones que pueden
expresarse mediante desigualdades matriciales, las
cuales, bajo ciertas condiciones, pueden ser con-
sideradas lineales (LMI por sus siglas en inglés)

para las que existen métodos numéricos muy efi-
cientes.

El articulo esta organizado de la siguiente forma:
En la seccién 2, se lleva a cabo la descripcién de las
nociones basicas necesarias para el entendimien-
to del método, como son las funciones multiva-
luadas, el procedimiento de convexificacién y las
definiciones fundamentales de disipatividad. En la
seccién 3 se explica la filosofia de la técnica de
Diseno Disipativo aplicado a sistemas multivalua-
dos. Luego, en la seccién 4, se da un ejemplo del
método. Al final, se encuentran las conclusiones
obtenidas en el trabajo.

2. PRELIMINARES
2.1 Inclusiones Diferenciales

Para sistemas dindamicos de la forma

dx

) 1)
no es posible asegurar la existencia y unicidad de
las soluciones cuando f es no localmente Lips-
chitz, discontinua o multivaluada en x (Filippov,
1988; Deimling, 1992).
Cuando f es multivaluada, f (z,t) es un subcon-
junto no vacio de R™ para cada t en RT y z
en R™ y (1) se convierte en una inclusién dife-
rencial, cuya solucién se considerard, para efec-
tos de este articulo, en el sentido de Filippov
(Aubin and Cellina, 1984; Filippov, 1988; Deim-
ling, 1992; Yakubovich et al., 2004).

dx

e S e

Las funciones multivaluadas aparecen en muchos
casos para representar el comportamiento de sis-
temas fisicos. En la Secciéon 4 hay un ejemplo de
este caso: Un sistema de movimiento en el que se
considera el efecto de la friccion estdtica. Cuando
la masa estd en reposo, la friccion opone una
fuerza igual a la aplicada, dentro de cierto rango,
y la condicién de movimiento no cambia. Esto im-
plica que la fuerza opuesta por la friccién estatica
no es unica, sino que determina un conjunto, en
el caso del ejemplo, por el intervalo [—Fm, Fm].

Funciones de este tipo no son continuas ni lo-
calmente Lipschitz, asi que la existencia y unici-
dad de las soluciones no se asegura en el sentido
cldsico. La existencia (aunque no la unicidad) de
soluciones para sistemas como (2) puede ser ase-
gurada cuando f (z,t) satisface las condiciones,
no muy restrictivas, que se estipulan a contin-
uacién (Bacciotti and Rosier, 2001; Yakubovich
et al., 2004):

Suposicion 1. f (z,t) es tal que:
(I) f(x,t) es un subconjunto de R™, no vacio,
compacto y convexo para cada t € RT y cada
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rz e R™.

(II) f (x,t), como funcién multivaluada de z, es
semicontinua por arriba para todo t. Una funcién
f(x,t) es semicontinua por arriba en un punto
(zo,to) si para cualquier e > 0 existe (e, zg, to)
tal que el conjunto f(x1,t1) estd contenido en
la e-vecindad del conjunto f(xg,to), dado que un
punto (z1, 1) pertenece a la d-vecindad del punto
(.’ﬂo, tO)'

(III) f(x,t) es medible en = en el sentido de
Lebesgue.

(IV) f(x,t) es localmente acotada.

Conceptualmente hablando, una funcién multiva-
luada f(x,t) es semicontinua por arriba en un
punto (zg,to) si, a medida que (z,t) tiende a
(zo,t0), €l limite del conjunto f(x,t) estd con-
tenido en la cerradura del conjunto f(xg,to)
(Yakubovich et al., 2004). En la Figura 1 se ilus-
tran las propiedades de convexidad y semicon-
tinuidad por arriba de algunas funciones multiva-
luadas. Todas las funciones mostradas son semi-
continuas por arriba con excepcién de la sena-
lada b). Esta es, ademas, no convexa. De entre
las funciones semicontinuas por arriba, la c) es
no convexa, y a) y d) cumplen las condiciones
de semicontinuidad por arriba y convexidad re-
queridas para la existencia de soluciones de una
inclusién diferencial.

a) () b) f(x)
f(x)

c) f(x) dy

Figura 1. Ilustracién de propiedades de convexi-
dad y semicontinuidad por arriba

Si f es discontinua, es posible modificarla de
manera que en los puntos de discontinuidad la
funcién sea determinada por medio de un con-
junto definido mediante los valores de la funcién
en el punto de la discontinuidad. Este proce-
so se denomina converificacion y no afecta las
propiedades globales de la funcién, pero per-
mite asegurar la existencia de soluciones de ecua-
ciones (inclusiones) diferenciales que la incluyan
(Bacciotti and Rosier, 2001; Filippov, 1988).

Para ilustrar el procedimiento, puede considerarse

la conocida funcién Signo. Su versién univaluada
tradicional se define
0x<O
ro={1550 3)

Convexificindola, se obtiene una funcién Signo
multivaluada

0 z <0
F(z)=¢[0,1]] =0 (4)
1 z >0

En la Figura 2 se puede observar la diferencia
entre las funciones.

0 ¥

Figura 2. Funcién Signo en versiones univaluada
y multivaluada

El proceso de convexificaciéon asegura la semicon-
tinuidad por arriba de la funcién convexificada, y
por ende, la existencia de soluciones.

No sobra anotar que la unicidad de soluciones de
una inclusion diferencial esta sujeta a condiciones
bastante maés restrictivas que la existencia, como
por ejemplo la méxima monotonicidad de f (z,t).
En el presente trabajo, a diferencia de en (Juloski
et al., 2006), no se exige la unicidad de las solu-
ciones, lo que elimina la necesidad de la monotoni-
cidad.

Es importante establecer adecuadamente el con-
cepto de estabilidad que se usard en lo que sigue:
El origen del sistema (2) se considera Uniforme,
Global y Asintéticamente Estable (UGAE) cuan-
do cada una de las trayectorias de (2), que,
en general, pueden ser miltiples, cumple con la
definicién clasica de estabilidad uniforme, global
y asintética en el sentido de Lyapunov (estabilidad
en sentido fuerte) (Bacciotti and Rosier, 2001):

Teorema 1. SEGUNDO TEOREMA DE LYA-
PUNOV: Sea f : [0,4+00) x R" — R™ una funcién
multivaluada (mapa) de x, de manera que la exis-
tencia (local) de soluciones de (2) esté asegurada.
Astimase que existe una funcién C' de Lyapunov
V (z,t) tal que, para algunas funciones a y b
€ K,y ¢ € K, y para todo ¢ € [0,400), todo
x € R", y todo v € f(x,t), se satisface que:

a(llz]) <V t) <b([ll)) , (5)
ov
ot

donde (-, -} denota el producto escalar usual en R",

T
y V.,V = <8V oV ) . Bajo estas condiciones

Oz’ """ Oxy,

(z,t) + (Vo V(z,t),0) < —c([z]]) . (6)
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el origen es Uniforme Global y Asintéticamente
Estable (UGAE).

2.2 Sistemas Disipativos

La metodologia de diseno propuesta en el pre-
sente trabajo se basa en la teoria de disipatividad
(Van der Schaft, 2000; Willems, 1972a; Willems,
1972b; Hill and Moylan, 1980) y en el hecho de que
ésta puede aplicarse a los sistemas multivaluados,
tal como se verd en esta seccion.

Definicion 1. Un sistema lineal dindmico X es
Estrictamente Disipativo en los Estados (EDE)
con respecto a una tasa de alimentacion w (y,u)
si existen una funcion de almacenamiento positiva
definida V (x) = 27 Pz, y una constante ¢ > 0, de
tal manera que a lo largo de cualquier trayectoria
del sistema se satisface que

v (z (1))

dt

Si la funcién de tasa de alimentacién se define

=[] [83][2) o

se dice que X1, es (@, S, R)-EDE.

<w(y@),u) —etPx. (7)

En ese caso, la condicién (7) se puede escribir en
la forma matricial
PA+ATP+eP PB] _[CTQC CTS] _
B'P 0 stTc R | =7
(9)
con P simétrica y positiva definida, y e > 0 (Hill
and Moylan, 1980).

Para una clase de operadores estaticos definidos
por medio de funciones multivaluadas:

Definicion 2. Una no linealidad sin memoria,
multivaluada, variante en el tiempo ¢ : [0, 00) X
RY — R™,

yEY(tu), (10)
tal que 0 € ¥ (¢0), es (Q,S,R)-Disipativa
((Q,S,R)-D), si para toda t > 0, y u € R? se
cumple la desigualdad de disipatividad:

w(y,u) =y'Qy+2yTSu+u'Ru>0. (11)
Nota 1. La Definicion 2 incluye las condiciones
clasicas de sector para no linealidades cuadradas,

esto es, cuando el niimero de entradas es igual al
de salidas (Khalil, 2002):

(y — Kiu)" (Kau—y) > 0 (12)

Es de interés, para lo que sigue, considerar la
relacion entre la disipatividad y la estabilidad en

sistemas interconectados que incluyen no lineali-
dades multivaluadas, para lo que se propone el
siguiente Lema.

Lema 1. Considere el sistema realimentado en la
forma de Lur’e:

t=Ax+ Bu, z(0)=xg
y = Cu, (13)
u € _QZ} (t7y) )

y suponga que 1 (t,y) es una funcién vectorial
multivaluada de dimension ¢ que se asume depen-
diente de o, semicontinua por arriba, medible en
el sentido de Lebesgue y localmente acotada. El
conjunto al que pertenece la salida de 1 es no
vacio, compacto y convexo. Si el sistema lineal
(C,A,B) es (—R, ST, —Q)—EDE, yves (Q,S,R)-
D, entonces el punto de equilibrio z = 0 de (13)
es Uniforme, Global y Exponencialmente Estable

(UGEE).

Prueba. De la hipétesis sobre v (t,y) se sigue
facilmente que (13) satisface la Suposicién 1 y
se puede asegurar la existencia de soluciones.
Supéngase que (9) se satisface con (—R, ST, Q).
Sea V(z) = 2T Px una candidata de Lyapunov
para el sistema en lazo cerrado. La derivada con
respecto al tiempo de V(z) a lo largo de las
trayectorias solucién de (13) es V = (Az +
Bu)T Px+a2T P(Ax+ Bu), lo que también se puede
escribir, con (9) y la dltima ecuacién en (13):

v "TPA+A"P PB] [x
T lu BTP 0 U
T T T oT
x -C"RC C*S T T
T T o

Como u € —1p y y = Cz, lo anterior se puede
escribir:

= 18 2]

de lo que se sigue que
V< —€V (2) (14)

dado que ¥ es (Q,S,R)-D. Del Teorema 1 se
concluye que el sistema es UGAE.
Para probar que la estabilidad del sistema es
ademds exponencial, se recuerda que V(z) es una
funcién positiva definida cuadratica =’ Pz que
satisface siempre

Amin (P)2Tx <V (t,2) < Mpae (P) 2Tz (15)
Utilizando el conocido Lema de Comparacion
(Khalil, 2002) con (14) y (15) se puede concluir

/\'maw —\€ -

que 2] < (3222(f) o (to) ]| e~ /2=,y que
por ende, el origen de (13) es UGEE. m
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El Lema 1 es una generalizacién del teorema del
circulo para sistemas multivaluados y establece
las condiciones que permiten determinar su es-
tabilidad, con base en condiciones de disipativi-
dad, cuando los sistemas se pueden expresar en
la forma de Lur’e. Dado que el sistema incluye
no linealidades multivaluadas, es posible que la
inclusion diferencial que lo representa tenga multi-
ples soluciones, en cuyo caso el Lema 1 implica que
todas tienden a cero.

3. OBSERVADORES DISIPATIVOS PARA
SISTEMAS NO LINEALES MULTIVALUADOS

Sea una planta:

) §€(o),
P Y= Cx,
o= Hrz,

(16)
donde z € R™ es el estado, u € R™ es una
entrada conocida, y € RP es la salida medida, y
o € R” es una funcién lineal de los estados, que
no tiene que ser medible fisicamente. ¢ (¢,y,u)
es una funcién no lineal univaluada de (t,y,u),
que se asume localmente Lipschitz en y, continua
en u, y continua a tramos en t. ¥ (o) es una
funcién vectorial multivaluada de dimensién g¢
que se asume dependiente de o. Es semicontinua
por arriba, medible en el sentido de Lebesgue y
localmente acotada, y el conjunto al que pertenece
la salida de v es no vacio, compacto y convexo.
Es bueno anotar que 1 (o) puede ser la versién
convexificada de una funcién discontinua en z.

Interesa disenar un observador para el sistema
(16), esto es, un sistema dindmico 2 que tiene
como entradas la entrada u y la salida y de X, y
como salida Z, que es una estimacién del estado
x de X, tal que & — x. Se propone un observador
completo como el propuesto en (Moreno, 2004):

&= Ai+L(j—y)+GC+olt,y,u)

7 (0) = i
Q:40Cev(6+NG—1y)

§=C2

6= H#,

(17)
donde L € R™"*P, y N € R"*P son matrices que
deben disenarse. Se define el error en la estimacién
del estado por medio de e £ & — x, el error
en la estimacién de salidas § £ § —y, y 6 =
6 — 0. La dindmica del sistema que representa el
comportamiento del error e estd dada por:

é=(A+LC)e—G(E—(),
§€(o)
Cep(@+N(G—y)

Qi &

e
He,

con e(0) = eg = Tg — xp. Nbtese que 6 + Ny =
Hi+NCe=Hx+He+NCe=o0+(H + NC)e.
Definiendo z £ (H+ NC)e = & + Ny, una
funcién del error de estimacién, y una nueva no
linealidad, en general multivaluada:

¢(2,0) 24 (0) =¥ (o +2) , (19)
la dinamica del error puede ser escrita como:
é=Are+Gn
=.)¢€ (O) = €0
=03 L Hye (20)
ne 7¢ (Zv 0) )

donde Ay, £ A+LC,y Hy £ H+ NC. Obsérvese
que debido a (19), 0 € ¢(0,0) para todo o, y por
ende, e = 0 es un punto de equilibrio de (20). En
general (20) es no auténomo, dado que la planta
(16) lo controla a través de la funcién lineal de los
estados o. ¢ es entonces una no linealidad variable
en el tiempo, cuya variacién depende del estado de
la planta.

Si el origen de = es UGEE, las trayectorias del ob-
servador convergen exponencialmente a las trayec-
torias de X. Esto se cumple a pesar de que en
ningin momento se exige la unicidad de soluciones
ni para el observador ni para la planta. Cuando en
vez de soluciones tnicas se consideran soluciones
determinadas por los conjuntos que satisfacen la
inclusién diferencial (20), la convergencia puede
verificarse a través de criterios de convergencia de
conjuntos (Dontchev and Lempio, 1992).

Una posibilidad para disenar el observador es
obtener las matrices L y N de manera que el
sistema que representa la dindmica del error =
(20) satisfaga las condiciones del Lema 1. Para
esto, es necesario que la no linealidad satisfaga la
condicién de disipatividad, esto es:

Suposicion 2. Existen matrices constantes (@, S, R)

tales que ¢ (19) satisface la  desigualdad
w(p,2) =T Q¢ + 297 Sz + 2T Rz > 0.

Entonces el disenio del observador se puede enun-
ciar asf:

Teorema 2. Astimase que las Suposiciones 1 y 2
son ciertas. Si hay matrices L y N tales que el
subsistema lineal de E es (—R, ST, —Q)-EDE, es
decir, existen una matriz P = P7 >0, yune > 0
tales que

PApL + ATP 4¢P+ HLRHy,
GT'P - SHy,

PG — HLST 1)

<0,

entonces 2 es un observador UGEE de X, esto es,
existen constantes x,y > 0 tales que para todo
e(0) ytodot>0

le I < & lle (0)] exp (=7t) - (22)
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Prueba. Con (21), la aplicacién del Lema 1 lleva
inmediatamente a V < —€eV (e) y ya que V (e) =
Amax (P) €

e’ Pe. (22) se obtiene con k = /32255, y 7 =

El diseno del observador consiste entonces en la
obtencién de L y N, tales que se satisfaga la
desigualdad matricial (21). Para ello, es necesario
primero hallar matrices @, S y R que satisfagan
la desigualdad de disipatividad (11), teniendo
cuidado de que la matriz en (8) no sea positiva
semidefinida.

Hallar L, N, e y P, de manera que (21) se satis-
faga, es un problema, en general, de solubilidad
de una desigualdad matricial no lineal. Se pueden
manipular los términos de esta desigualdad, de
manera que el problema se convierta en una LMI
(Linear Matriz Inequality). Por ejemplo, reem-
plazar e P por €l, no altera el problema y permite
obtener un término lineal en e. La desigualdad
es cuadrética en N. Si se fija IV, se obtiene una
desigualdad lineal en los términos P, PL y e.
Obsérvese que si R = 0, es posible dejar libre NV,
obteniéndose (21) lineal en P, PL, ey N.

El método aqui propuesto generaliza y mejora
algunos métodos expuestos previamente en la li-
teratura. Incluye el caso en que las no lineali-
dades son suaves, tal como fue propuesto ori-
ginalmente en (Moreno, 2004). En ese articulo
se puede ver que el método incluye como casos
especiales el observador por criterio del circulo
propuesto en (Arcak and Kokotovic, 2001), el ob-
servador Lipschitz cldsico de Thau (Thau, 1973),
y el observador de Alta Ganancia (Gauthier et
al., 1992; Khalil, 1999). El enfoque disipativo de
las no linealidades multivaluadas que se utiliza en
este trabajo permite ademaés incluir como un caso
especial, y generalizar, el método de diseno de
observadores propuesto en (Heemels et al., 2005) y
(Juloski et al., 2006; Juloski et al., 2007), para sis-
temas discontinuos y multivaluados. En esos tra-
bajos, se exige la monotonia de las no linealidades
involucradas, las cuales deben tener igual ntimero
de entradas y de salidas, y las soluciones de los
sistemas deben ser unicas, restricciones que son
eliminadas en el presente trabajo. Es de anotar
que la inyeccién no lineal de la salida a través de
la matriz N y la introduccién en el disefio de la
caracteristica de disipatividad de la no linealidad
a través de las matrices @, S y R, generan grados
adicionales de libertad en el diseno, que pueden
ser utilizados para mejorarlo, obteniendo resulta-
dos menos conservativos, u optimizando alguna
funcién de costo.

4. EJEMPLO

Para una ilustraciéon muy simple, que permite
apreciar algunos aspectos interesantes del método,
considérese el sistema de masa en movimiento, con
friccién estatica y viscosa, esquematizado en la
Figura 3. Sus ecuaciones en espacio de estado son:

Friccion
Fm 2
-Fm
s il x=x
+\&/ ms v=Xx: | 8

Figura 3. Sistema de movimiento con friccién
estatica y viscosa

$.1:£L'2

¥ ¢2:%(F+§), £ € (o),

Y=o, 0=123.

m es la masa del cuerpo, x; es su posicion y xo es
su velocidad. F es la fuerza aplicada al sistema y 1
es el negativo de la no linealidad, multivaluada en
x9 = 0, mostrada en la Figura 3, que representa la
fuerza de oposicién al movimiento ejercida por el
cuerpo, debida a la friccién viscosa y estética. El
coeficiente de friccién viscosa es p,,, y corresponde
a la pendiente en la grafica de la Figura 3 para
z2 # 0. En forma matricial:

i = Ax + BF + G¢
Y4 (o),
y=Cx ,0 =Hrz,

donde:
01 0
A:{OO},B:[I],C:[lo],

G= {ﬂ H=1[01]
Para los valores numéricos se ha considerado que
la masa m= 1.

El observador se define con la estructura propues-
taen (17). El sistema que describe la dindmica del
error es, a la manera de (20),

é=(A+LC)e+ Gy

—. Je(@=e

B ne _d) (270) (23)
z=(H+ NCQ)e,

¢(z,0) =9 (0) =¥ (o +2) . (24)

El mapa ¢ que resulta en este caso, para varios
valores de o, se puede ver en la Figura 4.
La condicién previa para el diseno del observador
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cuando el sistema incluye funciones multivaluadas
es que = cumpla con las condiciones del Teorema
2, lo que implica que la no linealidad ¢ debe
cumplir con la Suposicién 1.

Cuando o es diferente de cero, la no linealidad
es univaluada y continua en todas partes excepto
en z = —o. En este punto, la no linealidad tiene
valores en un conjunto no vacio, compacto y con-
vexo. La funcién cumple con la semicontinuidad
por arriba pues el conjunto incluye los valores
limite de la funcién cuando z tiende a —o. Cuando
o = 0, ¢ es multivaluada para todo z. El conjunto
que define a ¢ para cada valor de z cumple con las
condiciones dadas en la Suposicién 1, y por tanto,
es posible afirmar que la solucién del sistema dado
por (20) existe.

Una vez se asegura la existencia de soluciones, es
necesario disenar L y N de manera que el origen
de = sea estable segtiin el Lema 1. Para usarlo
es necesario identificar las matrices ), S'y R que
determinan la disipatividad de ¢. En la Figura 4
se grafica ¢ (z,0) para varios valores de o.

#(z) #(z)

_J-o >0
o<0 z

#(z)

o =

Figura 4. ¢(z,0) para diferentes valores de o

w2z + 2F,,Signo(z) |z| > |o|,0 #0

i 2 < o0 #0
) ppz 4+ 2k8Signo(z), z=o0,0#0
¢(z0) = k € [0, F,] v
c=0,2#0
[—2F, 2F,,] c=0,2=0
(25)

En este caso, hallar @), S y R equivale a encontrar
los valores (k1, k2) que definen el sector determina-
do por la desigualdad (12) cuando la no linealidad
es escalar: (¢ — k12) (k2z — ¢) > 0. La Figura 4
sugiere que ¢ € [k1,00], con k1 = p,,. La desigual-
dad anterior quedarfa entonces (¢ — pyz)z > 0.
Verificando esto para cada intervalo de la funcién:

w |z| > o], 0 #0

(¢ — nyz) z = 22F,,Signo (z) > 0
|zl <|o|,0#0

(p—ppz)z2=0

= 2=0,0#0Vo=0,2#0
(¢ — ppz) z = 2zKSigno (z) > 0,

ya que k > 0.
n 0=0,2=0
(¢ —pwz)z2=0

De la desigualdad ¢z — 1,22 > 0 se puede identi-
ficar @ = 0,5 =1/2y R = —p,. Para hallar L
y N se resuelve la desigualdad matricial en (21).
Dado que Q = 0, PG = (H + NC)T ST Fijando
N =0,5:

PG = (H+ NC)'s”
P12 110,5
=3 1]
se obtienen pi3 = 0,25 y pa2 = 0,5. Con esta condi-

cién, la desigualdad (21) se cumple asegurando
que

PA+LC)+(A+LC)" P
+(H+NC)"R(H+NC) <0,

lo que se satisface con L = [-2 —1]T, N =05

5 0,25
y b= {0,25 0,5
El observador se simulé utilizando Matlab®, para
lo cual, la planta se estimulé con una fuerza que
va desde un valor dentro del rango de la friccion
estatica, a uno positivo que logra vencerla. En la
Figura 5 se puede ver el comportamiento de los
estados del sistema y del observador en el tiempo,
considerando diferentes valores iniciales, cuando
el estado inicial del observador es nulo.

} cuando R = —pu,, = —1.

101

Velocidad
°

] 1 2 3 4 5 6 7 8

Linea sélida: Estados reales

_|Linea Punteada: Estados
observados

@
-
=)

\

Posicién

Tiempo

Figura 5. Comparacién de esta dos reales y ob-
servados para varios valores iniciales de la
velocidad y la posicion

Por via de comparacién, se disené un observador
de alta ganancia (Boizot and Busvelle, 2007).
Dado que, como la mayoria de los observadores,
el de alta ganancia no esta definido cuando en
el sistema existen no linealidades multivaluadas,
se utiliz6 una estrategia similar a la de (Vargas
and Moreno, 2005), en donde se usan funciones
Lipschitz para aproximar no linealidades conti-
nuas, pero no Lipschitz, existentes en el sistema a
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observar, de manera que se obtienen observadores
aproximados desde el punto de vista de las trayec-
torias. Alli, las aproximaciones no se aplican a
funciones multivaluadas, como se hace aqui, pero
el procedimiento que se utiliza es aplicable. La
no linealidad asociada a la friccién en el presente
ejemplo se aproximé entonces mediante una fun-
cién Lipschitz ¢ (6) = F,, tanh (AG) + 6, defi-
niéndose F,,, como en la no linealidad v, y siendo
A un parametro que determina la precisién de la
aproximacién, mayor a medida que A crece. La
estructura del observador de alta ganancia es:

0— {3§:A£+BF+A@K(C£—y)+19(&)
6=Hz.

(26)
Z es el estado estimado por el observador. Ag
es la matriz de alta ganancia diag (@,@2) que
permite manipular la velocidad de convergencia,
y K se define de tal forma que la matriz A +
KC sea Hurwitz. Se utilizé6 K = [—1 —1]T.
Se simul6 el comportamiento del observador con
© = 5, ante una entrada que pasa de 4.8 a 5.8,
cuando el maximo del valor absoluto de la fuerza
de friccién estética es |Fy,| = 5 y el coeficiente
de friccién viscosa es p, = 1. Se definié6 A = 10.
Se observa en la Figura 6 la comparacién con
el resultado del observador disipativo bajo las
mismas condiciones. Para la prueba mostrada en
la Figura 6, las condiciones iniciales del sistema
son £1(0) = 0 y z2(0) = 1, y las condiciones
iniciales de ambos observadores son nulas.

1
3
b=
° .
N I8 W SRS N N
0 0.5 1 15 2 25 3
Tiempo
——Estados del sistema
085 Estados del Observador de Alta Ganancia i
04|--|--— Estados del Observador Disipativo
i=
Q03
L
802
o
0.1
0 e mE T I 1 L L
] 0.5 1 15 2 25 3
Tiempo

Figura 6. Comparacién de estados reales y ob-
servados con observador de alta ganancia y
disipativo

El observador de alta ganancia presenta una ade-
cuada convergencia en la zona lineal, la cual se
puede hacer més rdpida incrementando ©, a costa
de incrementar la magnitud del transitorio, tal
como es usual en este tipo de observadores. Se
presentan también transitorios cada que la senal
de entrada al sistema cambia abruptamente. La
convergencia del observador disipativo puede ser
mas lenta, como se puede ver en el caso de la
posicién, pero una vez se alcanza error nulo, éste

se mantiene.

Es interesante considerar la situacién que se pre-
senta en la zona correspondiente a la multiva-
luacién (z2 = 0). Con la masa en reposo, como
se puede ver en la Figura 6, los estados del
observador de alta ganancia no convergen a los
del sistema original, en tanto los del observador
disipativo si lo hacen. Esto es debido a que la
no linealidad multivaluada puede tomar diferentes
valores, segin sea la senal de entrada, cuando ésta
se encuentra en el rango de la friccién estéatica.
Por ello, se realizaron ensayos mas detallados
de esa zona y pueden observarse en la Figura
7 las respuestas de ambos observadores cuando
la fuerza de entrada se encuentra en el rango
estatico F' = —4,9. Las condiciones iniciales del
sistema son x1(0) = 0 y 22(0) = 2, y las condi-
ciones iniciales de ambos observadores son nulas.
El observador de alta ganancia presenta error de
estado estable, a diferencia del observador disi-
pativo, cuya estados convergen exactamente a los
del sistema observado. Es cierto que el error de
estado estable del observador de alta ganancia
puede llegar a reducirse incrementando ©, pero
nunca desaparece realmente, presentandose siem-
pre el consabido incremento en la magnitud del
transitorio, que puede llegar a ser muy apreciable.

N

—— Estados del sistema

15
3\
% ! \ """" Estados del observador de Alta Ganancia
% 05 AN --—-Estados del observador disipativo q
> / \\\ ; ; ; ; ; ; ;
R
05 i | i | i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo
0.2
PR A D
c / e
2 04 Lol
e f /o
8 005
o 1
0
-0.05
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo

Figura 7. Comparacién de estados reales y ob-
servados con observador de alta ganancia y
disipativo

Para este sistema en especial, bajo ciertas condi-
ciones, podria haberse usado un observador para
sistemas hibridos, tal como los propuestos en
(Alessandri and Coletta, 2003), (Alessandri et
al., 2007) o (Juloski et al., 2002), pero el método
presentado tiene la ventaja de no requerir infor-
macién sobre el modo vigente de funcionamien-
to, tal como se exige en (Alessandri and Colet-
ta, 2003), ni linealidad en las zonas de operacién
fuera de la regién multivaluada o de conmutacion.
Por ejemplo, si en vez de un modelo lineal para
la friccién viscosa, se hubiera usado un modelo
cuadratico, como (o) = F,,Signo (o) + p,o +
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ko |o|, habria podido utilizarse exactamente el
mismo diseno presentado.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha aplicado con éxito la
metodologia de diseno de observadores llamada
Técnica de Diseno Disipativo a sistemas con no
linealidades multivaluadas, o discontinuas, previa
convexificacion. Esta técnica generaliza y mejora
algunos métodos de diseno de observadores y, en
particular, elimina las restricciones del método
propuesto en (Heemels et al., 2005) y (Juloski
et al., 2006). Puede ser aplicada a sistemas con
no linealidades discontinuas, no mondtonas, no
cuadradas, y no requiere unicidad de soluciones
del observador. En el caso de soluciones multiples,
la respuesta del observador converge a la solucién
especifica que se presente en el sistema.
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