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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo se obtendrd la expresidon de las funciones de desplazamiento por
axil y por flector de una barra, ademds de sus correspondientes funciones de
deformacién, suponiendo un comportamiento eldstico y lineal de la estructura.
Estas expresiones se deducirdn, en cada caso, mediante integracién sucesiva de
las ecuaciones de campo, a las que se impondrdn las condiciones cinemdticas
correspondientes.

2 Introduccidn

Sea una barra en la que se ha definido un sistema de ejes dexirégiro, siendo X el
que va desde su extremo inicial (extremo i) hasta su extremo final (extremoj), e Y, Z
los ejes principales de la seccidon. Las funciones de desplazamiento longitudinal,
u(x), transversal, v(x), y giro, 6(x), caracterizan cinemdticamente cada una de las
secciones de la barra, ya que definen el movimiento longitudinal, fransversal y de
giro en una seccién cualquiera de la misma como suma de las deformaciones
efectivas y de los movimientos de sdélido rigido hasta la seccidén considerada.

Las funciones de deformacién longitudinal, u'(x), y transversal o ley de curvaturas,
v''(x), relacionadas con las solicitaciones correspondientes (N(x) y M(x)) mediante
el factor de rigidez EA o El, se obtienen, respectivamente, derivando las funciones
de desplazamiento.

3 Objetivos

EL alumno, tras la lectura de este documento, serd capaz de:

® determinar la expresion de las funciones de desplazamiento longitudinal,
transversal y giro de una barra a partir de las cargas que actian sobre la barra
y de los movimientos de sus extremos

® identificar las funciones de forma del axil y la flexion

® obtener las funciones de deformacién de la barra y relacionarlas con las
solicitaciones

4 Funciones de desplazamiento y deformacion

4.1 Concepto, nomenclatura vy criterio de signos

Definidos los ejes de la barra, los movimientos en el extremo inicial (i) son dxi, dyiy
0iy en el extremo final (j) son dxj, dyjy 6, (Figura 1).

Liamamos u(x), v(x) y 8(x) a las funciones de desplazamientos longitudinales,
fransversales y de giros, expresadas en ejes locales de la barra.



2320 UNIVERSITAT
INE;) POLITECNICA
=%/ DE VALENCIA

L [ dyi u(x)
dxi dx;j

Figura 1. Movimientos en la barra

Si particularizamos para los extremos inicial y final, es decir, para x=0 y para x=L:

dxi = u(0) dxj =u(L)
dyi=v(0) dy;j = v(L)
0i = 6(0) 8j=0 (L)

Liamamos u'(x) y v’ (x) respectivamente a las funciones de deformacion
longitudinales y tfransversales, expresadas en ejes locales de la barra.

4.2 Funciones de desplazamiento por axil

La ecuacién de campo del axil de una barra para una carga axial variable pa(x),
siendo L, su longitud, A, el drea de la seccién transversal y E, el mddulo de
elasticidad longitudinal es [1]:

ECUACION DE CAMPO DEL AXIL  [EAU"(X)=—p,(X) (1)

CARGA AXIAL CONSTANTE POSITIVA: pa(x)=p (kN/m)

Se obtendrd, inicialmente, la expresidn para una barra sobre la que actia una

carga axial constante pa(x)=p, figura 2, generalizando, posteriormente la expresion
para carga variable.

A

Y _
: PA(X)=p «
—>—>—>—>—>——p . 5
b= q------- »>

Figura 2. Barra con carga axial constante positiva

Integraremos sucesivamente dos veces para llegar a la expresion de la funcidn de
desplazamiento u(x):

EA u'(x)=-px + C, (2)
2
EA u(x)=—pX?+ C, X+¢, 3)
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Aplicando las condiciones cinemdticas en los extremos i, j (figura 3) obtendremos
el valor de las constantes c1 y cz:

A

S u®) |
dxi dx;j
Figura 3. Condiciones cinematicas del axil

Para x=0: u(0) = dxi Para x=L: u(L) = dxj
pL EA EA
G == dei + dej c, = EAdx;

Sustituimos en la ecuacién (3), agrupando términos y despejando u(x):

Funcién de desplazamientos:

—pxt | pLx] (1- %) dx; + (%) dx;

u®) = |5Ea t 284

La parte de la expresidon entre corchetes depende de la carga, mientras que los
otros dos sumandos dependen de los movimientos de los extremos.

Llamamos funciones de forma del axil a la forma que adopta la funcién de
desplazamientos cuando su movimiento asociado es 1 vy los demds 0. Asi en el
axil tenemos dos funciones de forma:

Funciones de forma axil: N{(x) = (1 — %) N3 (x) = (E)

Sustituyendo en la ecuacidon 2 tendremos la expresion de la funcién de
deformacioén:

Funcién de deformacion:

W) = [— + ﬂ + N2(0dx; + N2 (x)dx,

wo= () wo- ()

BARRA SIN CARGA AXIAL: pa(x)=0

Funcidn de desplazamientos:

u(x) = N{(x) dx; + N3 (x)dx;

Mo = (1-3) o= ()
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Funcién de deformacion:

u'(x) = NFF(x)dx; + N (x)dx;

o= (1) o= ()

CARGA AXIAL GENERICA [1]: pa(X)

Funcién de desplazamientos:

u(x) = EA f pr(x)dx - —f pr(x)dx] + N§(x) dx; + N3 (x) dx;

Funciones de forma axil: Ni(x) = (1 - %) N3(x) = (E)

Funcién de deformacién:

u'(x) = —[f pax)dx — —f pr(x)dx] + NP )dx; + N2 (%) dx;

o= () 0= ()

4.3 Funciones de desplazamiento por flexion

La ecuaciéon de campo de la flexidn de una barra para una carga fransversal
variable pn(x), siendo L, su longitud, I, el momento de inercia de la seccidon
fransversal y E, el mddulo de elasticidad longitudinal es [1]:

ECUACION DE CAMPO DE LA FLEXION ‘EI v"(x) = pN(x)| (4)

CARGA TRANSVERSAL CONSTANTE POSITIVA: pn(x)=p (kN/m)
Se obtendrd, inicialmente, la expresidn para una barra sobre la que actla una

carga Transversal constante pn(x)=p. figura 4, generalizando, posteriormente la
expresion para carga variable.

Y PN(x)

A

Figura 4. Barra con carga transversal constante positiva

H

Integraremos sucesivamente cuatro veces para llegar a la expresién de la funcién
de desplazamiento v(x):
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Elv™(x)=px + c, (5)

i ©)

EIv"(x)=pX7+ C, X+¢C,

x° X’

ElV'(X):p?-f- G/ +C, X+Cy (7)
4 3 2

EIv(x):p)Q(—4+ CWXZ+CQX7+C3X+C4 (8)

Aplicando las condiciones cinemdticas en los extremos i, j (figura 5) obtendremos
el valor de las constantes ¢1, C2, C3 y Ca:

4

Figura 5. Condiciones cinematicas de la flexion

Para x=0: v(0) = dy;j v'(0)=8i Parax=L:v(L) =dyi  V'(L) = 6;
pL 12EI 6EI 12EI 6EI
G-t it oAt
pl?  6EI 4EI 6EI 2EI

CER TSt WY
C3 = EIGI Cy = Eldyl

Sustituimos en las ecuaciones (7) y (8), agrupando términos y despejando v(x) y v'(x)

Funcién de desplazamientos (ley de flechas):

1 [px* pLx® pl2x?
v(x) == PE_PELP
El| 24 12 24

+ Ni(x)dy; + NE(x)6; + NS (x)dy; + N (x)6;

Funciones de forma flexion:

; 2x%  3x? . x3 2 ; —-2x3  3x? ; x3  x?
Nl(X)ZF_?"_I NZ(X)ZE—L—'FX N3(X)=?+? N4(X)=§—L—
Ley de giros:
’ 1 pX3 p]-‘X2 pLZX If f f "f
V() == |—- + N'1(x)dy; + N3 (x)6; + N3 (X)dy]' + Ny (X)@l-
EI|l 6 4 12
6x% 6x 3x?  4x —6x%  6x 3x? 2x
"f _ ”f _ f _ f —
N =T o ME=goptl M= pedn M=oy




POL[TE(;N]C/.\
DE VALENCIA

Ley de curvaturas:

V(X)) == "%_"TLX PL L NJT() dy; + NYT(X) 8; + N3T(x) dy; + N;(x) 6

12x 6 6x 4 12x 6 6x 2
M= (o) MW= (Fop) W= (-grp) W= (57

BARRA SIN CARGA TRANSVERSAL: pn(x)=0

Funcién de desplazamientos (ley de flechas):

v(x) = Nf(x)dy; + NE(x)8; + N§(x)dy; + N5 (x)6;

Funciones de forma flexion:

2x3  3x? x3  2x? —-2x3  3x? x3  x?
Froy — fro) — fro) — _
Nl(X)—F—F+1 N(X) ——L—+X NS(X)_T-FF N4(X) ——L—
Ley de giros:
v'(x) = Nf(x)dy; + N4 (x)6; + N4 (x)dy] + N} (X)G
6x> 6% 3x?  4x —6x%  6x 3x?  2x
N = - M=o -TH1 M@= ot N = -

Ley de curvaturas:

v (x) = N/i(x) dy; + N5f(x) 8; + N5(x) dy; + N5 (%) 9; ‘

12x 6 6x 4 12x 6 6x 2
M= (o) MW= (Eop) W= (-prp) W= (57

CARGA TRANSVERSAL GENERICA [1]: pn(x)

Funcién de desplazamientos (ley de flechas):

(x) == U f f pr(X)dX +—= A(SL XZ—Z) 2B (Z - X;)] + Nf(®)dy; + N5 (x)6; + Ng(x)dyj + N4f(x)0j

=f0 ffpr(x)dx B= foLfpr(x)dx

Funciones de forma flexion:

<

2x3  3x? x3  2x? —-2x3  3x? x3  x?
fro) — fro) — fro) — —
Nl(X)—F—F+1 N(X) ——L—+X NS(X)_T-FF N4(X) ——L—
Ley de giros:
2 3X2 ,
V' (x) = [f J- f py (x)dx + A (T - x) T(I — x)] + Nf(x)dy; + N5 (x)6; + N4 (x)dy] H N4f(x)9j

" 6x% 6% " 3x?  4x " —6x% 6% " 3x?  2x
N®=7-17 N®=|-T+1 Ns() = —]+17 Ne®) =7 -
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Ley de curvaturas:

v'(x) = U pr(x)dx +— A(——1)— E (3—1) N (x) dy; + N5 (x) 6; + N5 (x) dy; + N (x) 6

o= (B-8) ww= (@) wioo- (Bep) - (F-)

4.4 Ejemplo
2 kKN/m

WLV L

A 1
b \& L |

Figura 6. Ejemplo.

En este ejemplo (figura 6) se expresardn las funciones de desplazamiento y las
funciones de deformacién de las barras.
BARRAS 1y 2:

Para el estado de cargas propuesto, las barras 1y 2, no tendrdn axil, por lo que la
deformacion por axil serd nula. Como ademds el desplazamiento dxB es nulo, también
lo serdn dxC y dxD, es decir, la funcién de desplazamiento por axil de ambas barras es
nula y también su funcién de deformacién por axil

u1(x)=0 ur'(x)=0 u2(x)=0 u2'(x)=0

Funcion de desplazamientos por flexion (ley de flechas):

_1[(=2)x* (—2)L1x3 (=2)L,*x? 2x3 3)(2 N x3 2xZ 0 —2x3 3x? d x3 3 x? 0
Vil =15, Y + L —+ Y11+( L —+x)0; + 2 +L_12 Y11+(L—12 L_l) 1
1[(=2)x* (=2)L,x3 (=2)L,%x? 2x3  3x2 x3  2x2
=— - — ——+1)dy; — 6;
VZ(X) El 24 12 24 + Lz3 L22 + Yi2 + (LZZ LZ + X) i2
Ley de giros:

, 1[(=2)x3 (=2)L;x* (—=2)L,%x 6x> 6% 3x?  4x —6x% 6% 3x?  2x
vi'(x) = -

- 2 Iy + (e — Z 4 10 4 (—— + —)dys 4 (= — e,
El 6 ) 12 L13 le)dYH + (le Ll + )ell + ( L13 + le)dYJl + (le Ll)ell
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Xy + O - 2 L 136
LZZ) Yiz (Lzz L )6,

s 1[(E20x3 (=2)Lx?  (—2)L°x] | 6x?
Z(X)_ﬁ[ 6 4 12 ] %

Ley de curvaturas:

(=2)x? (—2)L1x+(—2)L12 L(12x 6oL (6x 4\ o (12 6
> > 12 TR Vi1 L2 L i1 L° L2 Yj1

+ 6x 2 6
L12 Ll j1

. 1[(=2)x* (=2)L;x (=2)L,2 12x 6 6x 4
v O=glmS St |t L2 L2 dyiz + L L Biz

n 1
vi"(®) = Bl

BARRA 3:

Para el estado de cargas propuesto, al ser la barra 3 biarticulada, no tendré ni
cortante ni momento por lo que su deformacién por flexién (ley de curvaturas) serd
nula:

vs''(x)=0

Funcién de desplazamientos por flexion (ley de flechas): v;(x) = 0;3 x

Ley de giros: 05(x) = 0;3

Funcidn de desplazamientos (por axil): uz(x) = (Li) dx;js

3
Funcion de deformacion (por axil): u;'(x) = (%) dxjs
5 Cierre

A lo largo de este tfema hemos obtenido las funciones de desplazamiento y de
deformacién de una barra, necesarias para la resolucidn cinemdtica de una
estructura de barras, relaciondndolas con la carga exterior y con los movimientos
de extremo de barra. Mediante estas expresiones queda definida
cinemdticamente la estructura.

Se propone la siguiente cuestion:

1. Determinar las funciones de desplazamiento y deformacién para una carga
friangular (orientada en sentido del eje Y negativo), pn(x)=-2 X, a partir de la
expresion genérica.

Solucién:

1[( x®>  3L%x3 —213x?

O =g\"s 20 T 20

o )] + Nf()dy; + N§(x)8; + NS (x)dy; + N/ (x)6;
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1] x* 9L2x*> —L3x ,
[— 5t 0t ] + N (x)dy; + NF(x)8; + Nf(x)dy; + N, ()6,

14 8 2x —L3 14 1 " "
v'i(x) = —[—X?+91L—O+T] + Nyf(x) dy; + Ny (x) 6; + NY*(x) dy; + N, (x) 6;
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