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Resumen

En la presente Tesis se utilizan las herramientas de la teoria de grupos discretos,
de la fisica del estado solido y de la dindmica no lineal para estudiar los nuevos
fenémenos que se pueden obtener al combinar la periodicidad y la no linealidad para
controlar el comportamiento de la luz. Los modelos matematicos obtenidos consisten
en ecuaciones diferenciales no lineales en derivadas parciales tipo Schrodinger que
presentan variaciones periddicas en la parte lineal y no lineal. En los sistemas con
simetria rotacional discreta el estudio de estos modelos se ha centrado en el concepto
clave de pseudomomento angular mientras que en los sistemas periédicos se ha
explotado la analogia con los sistemas estudiados en la fisica del estado sélido.

Adicionalmente, se han desarrollado métodos de resoluciéon numérica capaces
de simular la propagacion electromagnética en sistemas no lineales periodicos bi-
dimensionales. Ademés se han simulado manipulaciones de propiedades de la luz
que sirvan como base a dispositivos micrométricos pasivos (como memorias neta-
mente Opticas) o activos (capaces de realizar operaciones booleanas) basadas en
estructuras solitonicas sobre las que se pueden definir propiedades y dindmica mag-
nética. El objetivo ultimo es la simulacion de dispositivos capaces de ser fabricados
experimentalmente.






Resum

En la present Tesi s’utilitzen les eines de la teoria de grups discrets, de la fisica
de 'estat solid i de la dinamica no lineal per a estudiar els nous fenomens que es
poden obtindre quan es combina la periodicitat i la no linealitat per a controlar el
comportament de la llum. Els models matematics proposats consisteixen en equa-
cions diferencials no lineals en derivades parcials, del tipus Schrédinger no lineal,
que presenten variacions periodiques en la part lineal i no lineal. En els sistemes
que presenten simetria rotacional discreta 1’estudi s’ha basat en el concepte clau
de pseudomoment angular. En els sistemes periodics s’ha explotat ’analogia en els
sistemes estudiats en la fisica de I’estat solid.

Addicionalment, s’han desenvolupat métodes numeérics per a simular la propa-
gacio de la llum en sistemes no lineals periodics i bidimensionals. A més a més,
s’han simulat algunes manipulacions de les propietats de la llum, les quals poden
ser ttils per a desenvolupar dispositius micrométrics passius o actius basats en es-
tructures solitoniques. El darrer objectiu de la Tesi es la simulacié de dispositius
que es poden obtindre experimentalment.






Abstract

New optical phenomena can be obtained if light is propagated in periodic or
discrete rotational symmetry media in the nonlinear limit. In this work, to study
these phenomena arising from the combination of symmetry and nonlinearity, the
mathematical tools provided by discrete group theory, solid state and nonlinear
dynamics are used. The behavior of light is modeled by a partial differential equation
of the Schrédinger type, with a linear and nonlinear periodicity or discrete rotational
symmetry. For the systems showing discrete rotational symmetry the study is based
on the key concept of angular pseudomomentum. For the systems showing discrete
translational symmetry the analogy with solid state physics is deeply explored.

Additionally, numerical methods to solve that partial differential equation in
two-dimensions and in the nonlinear limit have been developed. These methods have
been used to simulate the control of light by using discrete symmetry and other
phenomena. New optical devices based on these effects related to discrete rotational
symmetry or in solitonic periodic structures can be designed. The ultimate goal
of this work is to simulate experimentally feasible optical devices based on these
phenomena.
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CAPITULO 1

Introducciéon

Durante el Siglo XIX y hasta principios del Siglo XX, la luz dejé de ser un
fenémeno intrigante o misterioso y proporcioné algunas de las sorpresas més revo-
lucionarias de la historia de la ciencia. En la primera mitad del siglo XIX Michael
Faraday, un quimico-fisico sin formacién académica (se inicié de manera autodidac-
ta leyendo textos cientificos y asistiendo a las conferencias de la Royal Institution
hasta que logré un puesto como auxiliar de laboratorio de su maestro, Sir Humphrey
Davy) y empefiado en la unidad de todas las fuerzas como principio filoséfico, logréd
demostrar que las fuerzas eléctricas y magnéticas estaban intimamente relacionadas,
mas alla de las relaciones matematicas y las teorias basadas en fluidos eléctricos o
magnéticos que habian desarrollado otros investigadores como Ampére [1]. Un ad-
mirador de sus teorias, William Thomson (Lord Kelvin) intent6 sin éxito desarrollar
las leyes enunciadas cualitativamente por Faraday y transmitioé este interés a Ja-
mes Clerk Maxwell [1]. Fue este tltimo quien introdujo el concepto fundamental de
Desplazamiento Eléctrico y enunci6 sus famosas ecuaciones. De ellas se desprendia
no so6lo que los fendmenos eléctricos y magnéticos estuvieran relacionados, sino que
la luz era un fendmeno electromagnético de caracter ondulatorio que viajaba a una
velocidad constante en el vacio (lo cual encajaba con los experimentos previos de
Thomas Young). Sin embargo, aunque fueron una gran sintesis de buena parte del
conocimiento fisico de la época, albergaban atn sorpresas que generarian muchos
de los avances cientificos del Siglo XX. En particular, la catastrofe del infrarrojo,
es decir, el incremento infinito de la cantidad de energia transmitida a frecuencias
pequenas, hizo que Max Planck en 1900, para explicar el espectro de emision de un
cuerpo negro, tuviera que introducir en las ecuaciones una pequena constante, la
constante de Planck, que significaba en definitiva una discretizacién de la energia
transmitida por cada onda. Ademas, la vision corpuscular de la luz propugnada por
Newton y dominante hasta los trabajos de Maxwell estaba esperando una buena
explicacion. Hubo que esperar hasta Einstein y a la introduccion del concepto de
dualidad onda-corpiuisculo para dar sentido a los resultados de Planck y, al mismo
tiempo, para lanzar a la humanidad a conocimientos mucho mas profundos sobre
la naturaleza que nos rodea.

Conforme fue conociéndose la naturaleza de la luz, y se fueron entendiendo
muchos de los fenémenos naturales que la tenian como protagonista, nacio el in-
terés por manipularla. Sin embargo, asi como otros fenémenos electromagnéticos
encontraron utilidad préctica rapidamente (motores y generadores eléctricos, comu-
nicaciones por radio, radares, etc), la tecnologia basada en la luz sigui6é un proceso
mucho més lento. Una vez entendido el comportamiento de la luz en el vacio, la po-
sibilidad de manipularla pasaba por comprender bien su interaccién con los medios
materiales, tanto en la interfase entre dos medios distintos como en la propagacion
dentro de un medio material. Hasta la segunda mitad del siglo XX la tecnologia no
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16 1. INTRODUCCION

fue capaz de generar luz suficientemente centrada en torno a una tnica frecuencia
(es decir, de un unico color) mediante los ldseres, o bien de transportarla de manera
controlada mediante las fibras 6pticas. Los logros en esta direccién han contribuido
a grandes avances tecnologicos que se disfrutan en la actualidad. Ambos avances
se basan, precisamente, en la naturaleza de la interaccion de la luz con la materia,
la cual fue resumida por Maxwell en el concepto fundamental de Desplazamiento
Eléctrico.

Pero la imaginacion aun llevé a los cientificos un paso mas alla, jpodremos en-
contrar algin material capaz de permitirnos controlar completamente la luz? ;jhay
algin modo, por ejemplo, de conseguir realizar con ella operaciones logicas tal y
como lo hacemos con los electrones? Curiosamente, la analogia entre mecénica y
optica ha estado presente en el desarrollo de la fisica de los ultimos dos siglos.
Lo estuvo cuando Maxwell escribié sus ecuaciones (conocian bien el método de
las analogias y estaba pensando en términos mecanicos), también cuando Einstein
formul6 su dualidad onda-corptisculo, pero mucho més lo estuvo en los desarrollos
posteriores de la fisica cudntica y, en particular, en la ecuacién de ondas obtenida
por Schrodinger. Esta ecuacién permite, por ejemplo, modelizar el comportamiento
de los electrones dentro de un potencial. En particular, permite estudiar el compor-
tamiento de los electrones dentro de cristales periodicos, lo cual es la base fisica que
sustenta la tecnologia electronica. Entonces, si dentro de un cristal periédico po-
demos conseguir que a determinadas energias los electrones se propaguen y a otras
no, ;se comportard de un modo anélogo la luz dentro de un medio cuyo indice de
refraccion tenga cierta periodicidad? La respuesta fue que, efectivamente, dentro
de estos materiales, conocidos como cristales foténicos, se podian lograr bandas de
propagacion y bandas prohibidas para la frecuencia de las ondas electromagnéticas.
Este excepcional fenomeno abrio la puerta a nuevas aplicaciones tecnoldgicas de la
luz [2].

Paralelamente, desde la segunda mitad del siglo XX, en diferentes ramas de
la ciencia ha crecido el interés por los fenomenos no lineales (es decir, aquellos
fenémenos cuyo resultado depende de la propia magnitud estudiada). En oOptica,
los fenémenos no lineales, ligados de nuevo a la propagacion de la luz dentro de
un material, han atraido un gran interés en las ultimas décadas. Al igual que en el
caso de los medios periodicos, las propiedades no lineales de los materiales pueden
permitir el control del flujo luminoso, abriendo nuevos caminos para las aplicaciones
tecnologicas. Hay diferentes fendmenos no lineales relacionados con la propagacion
de luz, tal y como se recoge en referencias como las [3, 4, 5]. En la presente tesis
nos vamos a ocupar unicamente de los efectos no lineales que originan solitones, es
decir, paquetes de ondas que no cambian de forma a lo largo de la propagacién,
en oposiciéon a la tendencia a ensancharse de cualquier paquete de ondas en el caso
lineal [6, 7, 8, 9, 10].

Un pulso es un paquete de ondas planas con distintas frecuencias, cada una de
las cuales, en el caso lineal, viaja a distinta velocidad de fase dentro del medio, lo
cual provoca el ensanchamiento del mismo. Este efecto se conoce como dispersion
cromdtica. En Optica, es posible formar otro tipo de paquetes de ondas: si supo-
nemos que la luz se emite casi a una unica frecuencia (y de este modo toda la
dinadmica temporal estd determinada por esta frecuencia, lo cual es una hipo6tesis
bastante restrictiva), podemos generar un paquete de ondas planas con distintas
frecuencias espaciales. En este caso, para ondas quasi-monocromaticas, el paquete
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esta formando por un conjunto de ondas planas que se propagan formando distintos
angulos respecto a cierto eje. Por lo tanto, cada una de las ondas se propagaré a una
velocidad de fase diferente respecto a este eje, dando lugar a un ensanchamiento de
este paquete de ondas, que en este caso denominaremos haz en lugar de pulso. Este
efecto se conoce como difraccion del haz. En presencia de materiales no lineales,
la propagaciéon de la luz modifica el indice de refraccién del medio, lo cual permite
compensar los efectos de la dispersion o de la difraccion, de modo que todas las
componentes del paquete viajan a la misma velocidad de fase y el pulso o el haz
no cambia de forma a lo largo de la propagacion. En el caso de que el paquete de
ondas sea un pulso, se dice que la luz ha formado un solitén temporal, mientras
que en el caso de que el paquete de ondas sea un haz, se dice que ha formado un
soliton espacial. En la presente tesis nos vamos a ocupar tinicamente de los solitones
espaciales.

En 1964 se propuso, para explicar como la luz genera su propia guia en la que
se propaga sin difractar en materiales donde la constante dieléctrica aumenta con
la intensidad, que la propagacién del campo electromagnético podia modelizarse
mediante una ecuaciéon de Schrodinger no lineal, donde la no linealidad es de tipo
cibico (véase apéndice A)[11]. En este trabajo se resolvio analiticamente la ecua-
cién en una dimensién y se obtuvo una solucién numérica con simetria cilindrica
en dos dimensiones (en el caso de un campo picado en una frecuencia), siendo la
primera predicciéon tedrica de la existencia de solitones espaciales. Sin embargo,
aunque permitia explicar una observacién experimental realizada ese mismo ano
(véase cita en [11]), no se trataba profundamente la dindmica de las soluciones.
Un ano después se analizé semianalitica y numéricamente la tendencia de la luz en
estas condiciones a alcanzar intensidades catastroficamente grandes, efecto bauti-
zado como auto-enfoque [12] y observado ya en el experimento de Hercher (véase
cita en [11] y [12]'). Una continuacién del trabajo de Kelley permitié observar
numéricamente que en el caso de que se consideren no linealidades mas complejas
en la ecuacién tales que permitan que el efecto de autoenfoque sea compensado,
no linealidades conocidas como saturables, se puede lograr estabilizar las solucio-
nes [13]. Esta prediccion numeérica se confirmé6 algunos anos mas tarde cuando se
observaron solitones en medios saturables [14]. Por otro lado, un par de anos antes
se habia resuelto el problema unidimensional completo en el caso autoenfocante
sin saturacién, mostrandose que para este caso las soluciones debian ser estables
[15]. En este mismo trabajo se demostrd también que las soluciones bidimensio-
nales debian ser inestables, incluso aquéllas uniformes en una direccién espacial
y con forma de soliton unidimensional en la otra, conocidas como solitones-linea
(soliton stripes). A partir de aqui la comunidad cientifica centré su atenciéon en
los efectos no lineales temporales y el campo de solitones espaciales tuvo que es-
perar hasta la tdltima década del siglo XX para ver nuevos resultados, quedando
los trabajos realizados en medios saturables como contribuciones aisladas. Entre
1990 y 1991 aparecieron algunos trabajos donde se observaron experimentalmente
solitones espaciales unidimensionales en guias de onda y se estudié su interaccién
[16, 17, 18, 19]|. También en esos afios aparecieron nuevos trabajos teoricos que
demostraron que las soluciones bidimensionales en medios saturables podian ser
estables, basandose nuevamente en la idea de que es el propio campo el que crea

TObsérvese que el titulo de este ultimo trabajo Self-focusing of optical beams contrasta casi
humoristicamente con Self-trapping of optical beams, titulo del trabajo de Chiao et al.
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su guia de ondas y en el hecho de que en el caso de no linealidades saturables
hay un méximo para el indice de refraccion inducido por la fibra [20]. Fue en es-
ta linea donde se obtuvieron los resultados mas prometedores en anos sucesivos.
En 1992 se demostré que los materiales fotorrefractivos pueden soportar solitones
espaciales [21], aunque so6lo quasi-estacionarios, y al ano siguiente se obtuvieron
experimentalmente [22], presentando estos materiales la ventaja de que se podian
obtener los solitones con bajas intensidades. En anos siguientes se predijo numeérica
y tedricamente la existencia de solitones espaciales estacionarios sobre materiales
fotorrefractivos en presencia de un campo externo y se denominé a estos solitones
screening solitons [23, 24, 25]. Nuevamente, el sistema se modeliz6 mediante una
ecuacion del tipo Schrédinger no lineal que presentaba no linealidades con formas
mas complejas que en el caso autoenfocante. La observacion experimental de soli-
tones en este tipo de sistemas esta referenciada en [26, 27]. Otro tipo de solitones
sobre materiales fotorrefractivos fueron los solitones fotovoltaicos. En la generacion
de estos solitones deja de utilizarse un campo externo y la modificacion del indice
de refraccién se debe al efecto fotovoltaico en un material fotorrefractivo. Este ti-
po de solitones fueron predichos tedricamente en la ref. [28], donde se demuestra
que, ademés de los solitones convencionales en medios autoenfocantes introducidos
hasta este punto, existian otro tipo de solitones espaciales, los solitones oscuros, de
los que hablaremos mas adelante. Este tipo de solitones oscuros sobre materiales
fotorrefractivos debido al efecto fotovoltaicos fueron observados experimentalmente
durante 1995 [29, 30].

Mencién aparte merecen una nueva clase de solitones, basados en mecanismos
muy diferentes a los obtenidos sobre medios saturables, fotorrefractivos o autoen-
focantes, denominados solitones cuadraticos. Aunque fueron predichos en los anos
setenta del pasado siglo, no fue hasta 1995 cuando fue estudiada en detalle su esta-
bilidad [31] y se obtuvieron experimentalmente en una y dos dimensiones [32, 33].
En la presente tesis nos vamos a ocupar de sistemas que puedan modelizarse me-
diante una ecuacién de Schrodinger no lineal con una no linealidad dependiente de
la intensidad del campo. Dado que la modelizacion de los solitones en medios cua-
draticos no se reduce a una ecuacion de este tipo, no nos ocuparemos de solitones
de este tipo.

Hasta este punto, todos los solitones considerados son escalares, ya que al mo-
delizarlos se puede considerar que la polarizaciéon permanece constante durante la
propagacion, de modo que se desprecia el caracter vectorial de la onda electromag-
nética (para mas detalles véase apéndice A). En un medio lineal y homogéneo los
dos estados de polarizacion perpendiculares son independientes. En el caso no lineal,
sin embargo, estos dos estados no son independientes a lo largo de la propagacién.
En el ano 1974 se obtuvieron las condiciones que se deben cumplir para poder asu-
mir que un haz con dos componentes con polarizaciones perpendiculares se guie
sin difractar [34]. Se denominé a estos modos autoconfinados solitones vectoriales
o de Manakov. En términos de auto-consistencia se puede entender que cada po-
larizacion es el modo fundamental de una guia generada por ambas componentes
y el estudio de las soluciones estacionarias se realiz6 a finales de los anos ochenta
[35]. Sin embargo, no fueron observados experimentalmente hasta la ultima déca-
da del pasado siglo [36], cuando se obtuvieron los materiales capaces de cumplir
con las condiciones fijadas por los modelos teoricos. Adicionalmente, se obtuvieron
nuevos solitones vectoriales en los que se permitia el intercambio de potencia entre
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ambas componentes a lo largo de la propagacion [37]. En ambos casos se observo
el caso unidimensional dentro de una guia de ondas plana. Este tipo de solitones se
puede modelizar mediante un sistema de dos ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales no lineales tipo Schrédinger, donde la no linealidad implica las intensida-
des de ambas polarizaciones y por tanto, en esta tesis no nos vamos a ocupar de
ellos. Notese que los solitones cuadraticos son un tipo de solitones vectoriales pues
involucran mas de una polarizacion [8].

Otro tipo de solitones se obtuvo a partir de haces en los que la variacion de
la amplitud en cada punto no estaba correlacionada con la de otros puntos, de
manera que la difraccion sigue mecanismos muy diferentes a los convencionales.
A partir de este tipo de haces incoherentes se obtuvieron experimentalmente los
solitones incoherentes por primera vez en 1996 [38], en los que, en definitva, la
fase variaba de manera aleatoria en el tiempo y en el espacio, llegandose incluso a
guiar luz blanca, incoherente en el espacio y en el tiempo [39]. Los modelos tedricos
que explicaban estos solitones incoherentes, basados en un conjunto infinito de
ecuaciones tipo Schrédinger no lineal o basados en aproximaciones multimodales,
fueron desarrollados en diferentes trabajos, como por ejemplo en las refs. [40, 41].

Hasta ahora s6lo hemos hablado de solitones espaciales que aparecen como
concentraciones de luz en una cierta region del espacio y que se deben a la compen-
sacion de un efecto de autoenfoque (originado por diferentes mecanismos fisicos)
y la difraccion del haz luminoso. Sin embargo, ya en los afos setenta del pasado
siglo se introdujo otro tipo de solitones de naturaleza completamente diferente a
los introducidos hasta aqui, los cuales se pueden obtener en medios en los que la
no linealidad es tal que la luz reduce el indice de refracciéon en los puntos ilumina-
dos. En el caso lineal, si se propaga un haz uniforme espacialmente con una zona
central de baja o nula iluminacién, este minimo de intensidad tendera a difractar
al igual que lo hace un haz Gaussiano. Sin embargo, en el caso no lineal, cuando la
no linealidad es desenfocante, el indice de refraccién serd menor en las zonas ilumi-
nadas, mientras que en la zona oscura permanecerd invariable. Por lo tanto, la luz
tendera a ocupar las zonas con mayor indice, compensando el efecto de difraccion y
formando un solitén oscuro, que se propagaré sin deformarse |8, 42]?. Solitones os-
curos tipo soliton stripes o redes de solitones fueron observados experimentalmente
en dos dimensiones a principios de la altima década del siglo pasado [44, 45, 46].
Algunos anos mas tarde, conforme se desarrollaron los experimentos para solitones
brillantes antes descritos, también se obtuvieron los solitones oscuros en materiales
fotorrefractivos [47], fotovoltaicos [29] y los screening solitons [48, 49]. Todos estos
solitones oscuros son en definitiva solitones unidimensionales y presentan un punto
(o linea) en el que la intensidad se anula y el campo a ambos lados presenta un
desfase de 7 radianes. Si la intensidad no va a cero se habla de solitones grises, y
en este caso la diferencia de fase es diferente de 7. En el caso de oscuros o grises,
si no hay diferencia de fase a ambos lados, a lo largo de la propagacion se separan
desde el centro dos solitones oscuros que se repelen y este efecto, conocido como
Y-junctions, ha sido observado nuevamente en medios fotovoltaicos [30] o en el caso
de screening solitons [50].

2Como se describe en estas referencias, para que el soliton oscuro sea estable es necesario que
el background (la zona con iluminacion constante) sea estable. S6lo como curiosidad destacamos
aqui que, a principios de este siglo, se demostrdé que utilizando haces incoherentes es posible
generar un background estable en medios autoenfocantes, sobre el que propagar solitones anti-
oscuros (antidark-solitons) [43].
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Los solitones oscuros bidimensionales en medios homogéneos fueron objeto de
estudio tinicamente teérico hasta los primeros anos de la ultima década del siglo
pasado. Este tipo de soluciones presenta una singularidad de fase en el punto donde
se sitta el cero de intensidad correspondiente al soliton oscuro, donde se anula tanto
la parte real como la parte imaginaria del campo, y la fase experimenta incrementos
de 27l con | € Z, si se evaltia en un circuito cerrado en torno a dicho punto. Es
decir, cerca de dicho punto, el campo es proporcional a e?donde 6 es el angulo
azimutal en coordenadas cilindricas. Si [ = £1, cuando se evalua la fase a lo largo
de lineas rectas que pasan por el origen, ésta experimenta un salto de 7 en el origen,
al igual que sucedia en el caso de soluciones unidimensionales. Al entero [ se le de-
nomina carga topoldgica de la singularidad de fase y se denomina wvdrtice a cualquier
solitén espacial (oscuro o brillante) que presente una singularidad de fase de carga
arbitraria, si bien dado que en medios homogéneos sélo son estables en el caso desen-
focante, es comun que se identifiquen con los solitones oscuros bidimensionales. De
hecho, en general, un vortice es cualquier onda que posea una singularidad de fase
y un flujo rotacional en torno al punto singular [8, 42, 51, 52|. Estas estructuras
de fase aparecen en miiltiples ramas de la fisica. Los estudios tedricos y numéri-
cos permitieron estudiar su comportamiento cerca de la singularidad y obtenerlos
numéricamente [53], o predecir su estabilidad [54]. Los vortices fueron observa-
dos experimentalmente a principios de la década pasada en medios desenfocantes
[65, 56], en no linealidades desenfocantes pero saturables [57, 58, 59|, medios
fotorrefractivos [47], fotovoltaicos [60], o como screening solitons [61]. Aunque to-
dos estos solitones oscuros tenian carga topolégica [ = £1, también se propusieron
vortices con cargas topologicas | # +1, los cuales fueron obtenidos numéricamente
y se propuso una aproximacion analitica a su forma funcional [62]. Sin embargo, se
demostro que un voértice de carga [ # 41 era menos favorable energéticamente que
l vortices de carga unidad. La desintegraciéon de vértices con cargas superiores en
vortices de carga unidad fue observada experimentalmente con posterioridad [63].

Los vortices en medios autoenfocantes homogéneos fueron predichos tedrica-
mente en la década de los anos ochenta y se denominan vértices brillantes. Sin
embargo, los estudios de estabilidad mostraron que estos solitones eran inestables
incluso en medios saturables, por lo que presentaban algiin otro tipo de inestabili-
dad, ademas de la inestabilidad por colapso. La obtencion de estas soluciones y su
inestabilidad puede consultarse en la ref. [64], donde se completaron trabajos de la
década de los anos ochenta de los mismos autores. La inestabilidad que presentan
este tipo de soluciones se conoce como inestabilidad azimutal, y estd asociada a
perturbaciones a lo largo de la coordenada azimutal . Ademas, mientras que para
la inestabilidad por colapso se pudo establecer un criterio, el criterio de Vakhitov-
Kolokolov |7, 52], para este tipo de inestabilidad no se ha obtenido ningtn criterio
universal, lo que hace necesario realizar un estudio numérico de estabilidad lineal
para cada sistema, como los ofrecidos en las refs. [65, 66, 67]. Por lo tanto, los es-
tudios tedricos y experimentales se encaminaron hacia el estudio de nuevos sistemas
donde se pudieran estabilizar este tipo de soluciones, como veremos més adelante.

Por otra parte, al mismo tiempo que se estudiaban los vortices brillantes, se in-
trodujeron otro tipo de soluciones caracterizadas, al igual que estos, por la presencia
de anillos brillantes de intensidad. Estas soluciones podian presentar un méximo
en el centro [68, 69] o bien un punto oscuro [70, 71| y, al igual que los vortices
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brillantes, también mostraron inestabilidad azimutal. Las soluciones con un maxi-
mo de intensidad en el centro fueron predichas y obtenidas numéricamente en el
decenio de los sesenta [72].

La busqueda de medios o sistemas donde los vortices brillantes fueran estables
y, por tanto, observables experimentalmente, siguié diversas lineas de investiga-
cion. Por un lado, se obtuvieron resultados en medios cuadréticos [73, 74, 75, 76]
y se realizaron estudios sobre vortices vectoriales, multimodales y otros solitones
vectoriales y multimodales con estructuras de fase complejas [77, 78, 79], de los
que no nos vamos a ocupar en la presente Tesis. Por otro lado, se estudiaron siste-
mas escalares con no linealidades complejas. En este sentido, se intent6 estabilizar
vortices en sistemas que alternaban secciones con no linealidad autoenfocante y
desenfocante a lo largo de la coordenada axial [80] o se propusieron vortices esta-
bles en medios con no linealidades cibico-quinticas (véase apéndice A), predichos
tedricamente por el grupo del Prof. Michinel de Ourense [81]. En estos sistemas se
obtuvo una transicion, dependiente de la potencia, desde vortices inestables en un
régimen de autoenfoque a vortices estables en un régimen desenfocante [82, 83] y
se obtuvieron analogias formales con el comportamiento de un fluido [84].

Otra linea de investigacion que perseguia la estabilizacion de vortices brillantes
combind resultados provenientes del estudio de la interaccion entre solitones con
los estudios del momento angular del sistema y de los mecanismos de la inestabi-
lizacion de vortices. Veremos que esta linea llevo a la obtencion de solitones con
estructuras de fase no triviales, como los clusters de solitones o los necklace beams.
Pero para entender estos solitones, es necesario comentar los estudios realizados
sobre interacciones entre solitones, sobre el momento angular y la desintegracién de
vortices.

La idea de interaccion entre solitones estd incluida en el propio concepto de
soliton desde los primeros articulos de los anos setenta, ya que estas soluciones
no difractivas eran equivalentes en muchos aspectos a particulas [8, 9]. El interés
en sus interacciones en una y dos dimensiones es evidente desde el punto de vista
de la manipulacion de la luz y sus posibles aplicaciones tecnologicas, por lo que
los estudios relacionados con las interacciones entre solitones fueron, en muchos
casos, la continuacion logica de las investigaciones sobre existencia o estabilidad de
solitones. Se puede entender la interacciéon de solitones en términos de interferencia:
cuando dos solitones en un medio autoenfocante interfieren constructivamente, para
lo cual es necesario que compartan la misma fase, en la zona donde ambos se
superponen la amplitud se ve incrementada. Debido a la no linealidad en esta zona
el indice de refraccién aumenta, con lo que més luz tiende a concentrarse en esta
zona. De este modo, el efecto global es que es como si los solitones con la misma fase
tendieran a atraerse. Si ambos solitones estédn en oposicién de fase la interferencia
es repulsiva, por lo que el efecto es el contrario y los solitones se repelen [8]. Si
la fase relativa es un valor entre 0 y 7, la interferencia es mas complicada, y en
general se produce un trasvase de energia entra ambos solitones [8]. Obviamente,
en un medio desenfocante el escenario es justo el contrario. Si los solitones son
incoherentes, entonces la interferencia es siempre constructiva, pues sélo depende
de la intensidad, por lo que los solitones espaciales siempre se atraen.

En medios autoenfocantes en una dimension, dado que el sistema es integrable,
todas las interacciones (por ejemplo, las colisiones de solitones) son elasticas, es
decir, se conserva el niimero de solitones, la energia y los solitones recuperan sus
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velocidades previas a la colisién. En el caso de que los solitones estén en fase pueden
formarse estados ligados donde los solitones se combinan y separan periédicamente
[8]. Interacciones en medios autoenfocantes unidimensionales, como repulsion y
atraccion en funcién de la fase relativa o division de un soliton en dos solitones
repulsivos, fueron observadas experimentalmente a principio de la década de los
noventa [17, 18, 19].

Las interacciones entre solitones en dos dimensiones sélo podian ser observa-
das experimentalmente en el caso de solitones espaciales estables, por lo que su
observacién tuvo que esperar hasta la obtencion de estos en medios saturables, fo-
torrefractivos, etc. segiin hemos visto con anterioridad. En este caso, la interaccion
debia ser ineldstica debido a la no integrabilidad del modelo, y efectos como la
fusion, fisién o aniquilacién de solitones fueron predichos teérica y numéricamente
a principios de la década de los noventa [85, 86]. Estos estudios utilizaron nueva-
mente el concepto de guia autoinducida y de las condiciones para el guiado de un
soliton en la guia generada por otro, con lo que, por ejemplo, si la guia puede guiar
més de un modo ambos pueden fundirse. Estas predicciones fueron seguidas por
observaciones experimentales en medios saturables [87], en medios fotorrefractivos
en el caso incoherente [88], coherentes en una [89, 90] o dos dimensiones [91, 92].
También se demostraron interacciones anémalas o repulsivas en el caso incoherente
[93]. Pero las interacciones entre solitones no tenfan por qué reducirse a choques
o fisiones, ya que si existia una ’fuerza’ de atraccion entre ellos, era posible pensar
en trayectorias més complejas. De este modo se obtuvieron trayectorias espirales,
en las que dos solitones siguen trayectorias curvadas semejantes a las de los ob-
jetos celestiales o las particulas cargadas. Este tipo de interacciones también se
estudiaron tedrica y numéricamente desde principios de la década de los noventa
[94, 95, 96]. Posteriormente se obtuvo experimentalmente en medios fotorrefrac-
tivos que las trayectorias de los solitones, que en ausencia del otro solitéon serian
lineas rectas, pueden curvarse. De este modo, un solitén puede alejarse de otro inde-
finidamente, acercarse a otro hasta fundirse con éste o bien atraparse mutuamente
con otros solitones en una trayectoria espiral [97]. En este tltimo caso es necesario
que la fuerza de atraccion compense de modo exacto la ’fuerza centrifuga’ debida
a la rotacion. Este sistema fue estudiado en profundidad desde el punto de vista
tedrico un ano después [98].

El estudio de las interacciones entre solitones en dos dimensiones, y en parti-
cular de este tipo de trayectorias espirales, conecté directamente con las otras dos
lineas de investigacion que fueron la base de los clusters de solitones o los necklace
beams, es decir, el estudio del momento angular y de la desintegracion de vortices.
De hecho, este tipo de trayectorias espirales ya habian sido observadas en el estudio
de la ruptura de vortices inestables, en particular, al estudiar la inestabilizacion
de un vértice con carga topoldgica [ = 1, ligeramente eliptico y por tanto sin si-
metria rotacional, en dos solitones en oposicion de fase que se alejaban siguiendo
trayectorias ligéramente curvadas [99]. En el caso de cargas superiores se observo la
generacion de mas solitones con distintas estructuras de fase relativa e interaccio-
nes mas complejas [87]. La inestabilizacion de vortices de distinta carga topoldgica
también fue observada experimentalmente en la referencia [100]. En estos trabajos,
dado que el voértice inicial tenfa momento angular coincidente con su carga topo-
logica, se relacionaron las diferentes trayectorias con la conservacién del momento
angular a lo largo de la evolucion. Un estudio detallado de la relaciéon entre la carga
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topoldgica del vortice inicial y el namero y fase de los solitones en que se rompia
éste fue desarrollado en las refs. [66, 67]. Obviamente los trabajos sobre ruptura de
solitones debian estar relacionados con los trabajos sobre movimientos espirales de
conjuntos de solitones espaciales. En particular, las trayectorias espirales obtenidas
en [97] y predichas de modo teorico a principio de la década de los noventa [94], de-
bian estar relacionadas con un momento angular existente en el sistema compuesto
por dos o més solitones, aunque individualmente no presentaran carga topolégica®.

Los conceptos anteriores sobre interacciéon entre solitones en medios bidimen-
sionales homogéneos, momento angular del vortice y trayectorias espirales fueron
utilizados para sugerir nuevos tipo de soluciones observables en medios autoenfo-
cantes o en medios saturables: los optical necklace beams y los soliton clusters. Dado
que, como hemos visto, en medios autoenfocantes tanto los vortices como soluciones
con anillos de intensidad pero con carga topolégica nula presentaban inestabilidad
azimutal, se intent6 estabilizar los vortices introduciendo una modulacion azimutal
de la intensidad. Los optical necklace beams, por lo tanto, estaban compuestos por
conjuntos de gquasi-solitones o 'perlas’ situados formando un collar, y de ahi el
nombre de este tipo de soluciones, que fueron predichas teérica y numéricamen-
te en la ref. [103]. En este trabajo la diferencia de fase entre ’perlas’ vecinas era
de 7 radianes, por lo que, debido a la repulsion, los collares tendian a ensanchar-
se - difractar - lentamente. La condiciones para reducir, invertir o eliminar este
ensanchamiento fueron estudiadas en [104], donde se obtuvieron numérica y semi-
analiticamente soluciones quasi-estacionarias. Posteriormente se estudiaron optical
necklace beams tipo vortice, es decir, en los que la fase se modulaba de modo que la
soluciéon presentaba carga topologica no nula [105], cuya dindmica mostro efectos
normalmente relacionados con so6lidos rigidos, como por ejemplo una rotacion del
‘collar’ relacionada con el momento angular de la solucién®. Resultados similares
se obtuvieron desde un planteamiento ligeramente distinto a principios del presen-
te siglo: dado que los solitones interaccionan en funcién de su fase y grupos de
solitones pueden presentar momento angular o fuerzas centrifugas, se planted que
podian encontrarse configuraciones de solitones con cierta estabilidad. Estas con-
figuraciones fueron bautizadas como soliton clusters, y a diferencia de los optical
necklace beams, estan formados por solitones estacionarios [107, 108], por lo que
para que estos sean estables fueron propuestos en medios saturables. Los soliton
clusters presentan momento angular no nulo, y al igual que los optical necklace
beams experimentan rotacion del anilllo de solitones [107]. En esta linea, el estudio
de las interacciones entre solitones permitio, ademas de la obtencion de estas solu-
ciones quasi-estacionarias, estudiar cuando los solitones se alejan indefinidamente o
cuando convergen a un tnico punto y eventualmente se funden para recomponer un

3al y como se apunta en la ref. [52] se distingue entre el momento angular de espin (asociado
a la polarizacion de la luz) y el momento angular orbital [101, 102|, asociado a la estructura
espacial del haz. Sin embargo, es habitual el uso del concepto de momento angular de espin para
referirse al momento asociado a un conjunto de solitones interaccionando (spinning solitons) y
este concepto no debe confundirse con el asociado a la polarizacion.

4En los trabajos sobre optical necklace beams no se utilizo el término solitéon, sino el término
’perla’, pues los componentes de este tipo de collares no eran estables aisladamente y su potencia
individual era inferior a la de un soliton estacionario.

5Esto estaba en relacion con un resultado obtenido tedrica y numéricamente algunos anos
antes, cuando se propuso la existencia de solitones quasi-estables con anillos de amplitud y cargas
topologicas no nulas que tendian a mostrar rotaciéon de la amplitud incluso cuando el haz de
entrada estaba en reposo [106].
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vortice [109]. Finalmente, una version con estructuras de fase més compleja de estas
soluciones son los azimutones [110]. Adicionalmente, se profundizé en la analogia
entre solitones en particulas, desarrollandose estudios de potenciales efectivos de
interaccion entre solitones coherentes [111] o incoherentes [112], o estudios sobre
la conservacion del momento angular [101, 102, 113, 114, 115, 116].

Al margen de los clusters de solitones o los necklace beams, una linea de inves-
tigacion alternativa que permitié obtener solitones estables con estructuras de fase
no triviales fue el estudio de sistemas donde el indice de refracciéon presenta una
modulacion periodica, lo cual afecta a la difraccion y modifica la propagaciéon dina-
mica de la luz y la localizacion de soluciones (véase apéndice A). Como veremos, el
uso de estos sistemas periddicos permitié obtener, por ejemplo, vortices discretos
estables. Para entender este tipo de solitones vamos a introducir previamente los
resultados obtenidos en las redes de guias de onda (waveguide arrays), que son, en
definitiva, sistemas periddicos unidimensionales (para una revision de los resultados
en redes de guias de onda, véase [117, 118]).

En estos sistemas se predijo la existencia de solitones, conocidos como solitones
discretos, a final de la década de los ochenta [119]. En este trabajo se modelizo
dicho sistema como un conjunto de ecuaciones discretas acopladas, cada una de las
cuales describia la propagacion del campo en una de las guias de ondas de la red. La
interaccién con las guias vecinas se modelizé mediante un término de acoplamiento
en el que se consideraba solo las guias méas cercanas (aproximacion de enlace fuer-
te) y se incluy6é un término de autointeracciéon dependiente del modulo del campo
en cada guia. Este sistema, conocido como la ecuacion discreta de Schrodinger no
lineal, puede reducirse a un sistema continuo para la envolvente del campo en cada
guia, el cual puede presentar soluciones estables tipo soliton espacial, conocidas
como solitones discretos [119]. En los siguientes anos un gran desarrollo teorico
permitié predecir otros tipos solitones, como por ejemplo solitones discretos an-
tisimétricos (con diferencias de fase de 7 radianes entre guias vecinas) en medios
desenfocantes [120]. Asimismo se estudi6 la inestabilidad modulacional en medios
discretos, su relacion con la existencia de solitones brillantes u oscuros, la dindmica
y las interacciones de los solitones en las redes de guias de ondas [121, 122].

Pese a la existencia de resultados teéricos, hubo que esperar hasta el final de la
década para observarlos experimentalmente [128] y a partir de aqui se estudiaron
multitud de propiedades relacionadas con estos solitones y su dinamica [129]. Para
entender este tipo de solitones es necesario entender los efectos de la difraccion
discreta, ya que como en el caso de los solitones espaciales en medios homogéneos,
estas soluciones localizadas aparecen cuando se compensa esta difraccion [117]. Al
igual que en el caso lineal existen dos regimenes de difraccién, normal y anémala,
dependiendo de las condiciones del haz de entrada, por lo que el estudio de la
difraccién no lineal tuvo una gran repercusién, con trabajos teérico-experimentales
sobre oscilaciones de Bloch [130, 131]| o gestion de la difraccion [132]. Esto se
tradujo en el caso no lineal en que fue posible observar experimentalmente efectos
autoenfocantes y desenfocantes [182, 133], con lo que en un mismo material se
pueden observar solitones discretos oscuros o brillantes.

Por otra parte, se estudi6 la formacién de solitones en medios donde el indice
de refraccion varia de manera periodica en la direccion de propagacion [123, 124].
Un ejemplo de estos medios son las fibras conocidas como fiber Bragg gratings.
Los solitones que se forman en estos medios se conocen como Bragg Solitons o
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gap solitons. Se demostré tedricamente utilizando la teoria de modos acoplados
que, debido a la periodicidad, en estos casos existia una estructura de bandas de
conducciéon y prohibidas, y que los solitones se obtenian en las prohibidas. Mas
adelante se estudio la existencia de estos solitones en bandas superiores [125] y la
propagacion de estos solitones cuando la periodicidad del medio no se encuentra en
la direccién de propagacion, sino que el haz se lanza con un cierto d4ngulo respecto
a la fiber Bragg grating o incluso perpendicularmente a la misma. Se llamé a estos
solitones, que también aparecian en la banda prohibida, spatial gap solitons [126]
y, evidentemente, estdn muy relacionados con los solitones discretos en waveguide
arrays. En estos trabajos los solitones se movian con cierta velocidad transversal, de
modo que en un trabajo posterior se estudi6 el control de la velocidad e intensidad
de un gap soliton espacial en redes oOpticamente inducidas unidimensionales [127],
las cuales seran introducidas mas adelante.

La extension a sistemas periodicos bidimensionales se basé en la tecnologia
desarrollada para obtener solitones en medios fotorrefractivos homogéneos. A prin-
cipios del siglo XXI fueron predichos tedricamente [134] y se obtuvieron experimen-
talmente solitones espaciales discretos estables en sistemas periddicos bidimensio-
nales [135, 136, 137|. Para ello se utilizaron redes 6pticamente inducidas, donde
la red es creada por la modificacion del indice de refraccion del medio mediante
un haz mas débil que se propaga con la polarizacion ortogonal al haz que forma el
soliton. Este tipo de soluciones también fueron propuestos tedrica y numéricamente
en modelos discretos de cristales foténicos [138, 139] y en modelos continuos de
cristales fotonicos [140], de redes 6pticamente inducidas [141, 142, 143, 144, 145]
y de fibras de cristal fotonico [146] (para una definicion de fibras de cristal fotonico,
véase apéndice A). En esos anos, los vortices discretos fueron igualmente predichos
tedrica y numéricamente en modelos basados en la ecuacion de Schrodinger no lineal
discreta [147, 148, 149, 150, 151]5. Asimismo se obtuvieron vortices discretos en
modelos continuos de redes 6pticamente inducidas [141, 143, 144, 145, 153]” o de
fibras de cristal foténico [154]. Estos vortices fueron observados experimentalmen-
te en redes Opticamente inducidas [155, 156, 157]|. En la ref. [158] se estudio la
relacion entre estos vortices discretos y los soliton clusters, ya que aquellos pueden
considerarse una variacion de estos tltimos, con la restriccion de que, en los prime-
ros, los solitones individuales deben estar situados en ciertas posiciones en la red.
De este modo se utiliz6 la teoria desarrollada en el ambito de los soliton clusters
para predecir nuevos tipos de solitones simétricos y asimétricos con estructuras de
fase no triviales. Ademés se encontré un efecto basado en la asimetria entre so-
litones individuales: si la amplitud de un solitén era algo inferior a la de otro en
la posicién opuesta en una red cuadrada, se producia una variacién de la fase que
finalmente podia dar lugar a una inversiéon de la carga topolégica del vortice. Es-
te efecto se conocia como charge fliping. Este trabajo se basd adicionalmente en
estudios tedricos previos de la interaccion de solitones en funcién de la modifica-
cion de la amplitud del soliton individual debida a la presencia de otros solitones
[159, 160, 161]|. En estos trabajos se obtuvo las condiciones que debia cumplir

6Teéngase en cuenta la ref. [152] al considerar la ref. [149].

7Algunos de estos trabajos, en particular los de Baizakov et al., fueron desarrollados o son de
aplicabilidad en el campo de los condensados de Bose-Einstein (BEC). Como veremos més ade-
lante, en el estudio de los BEC se modeliza la dinamica de condensados de atomos frios mediante
una ecuaciéon de Schrodinger no lineal, la ecuacion de Gross-Pitaevskii.
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la fase para obtener propagacién estable de superposiciones de solitones o soliton
clusters, las cuales se satisfacian trivialmente para solitones en fase o en oposicion
de fase.

En los dltimos anos, en sistemas peridédicos han sido encontrados una gran di-
versidad de solitones estables, como por ejemplo los dipolos, parejas de solitones en
oposicion de fase, que fueron estudiados numeérica y teéricamente en redes 6ptica-
mente inducidas [143, 162, 163] y en fibras de cristal fotonico [164], y obtenidos
experimentalmente en el primer sistema [163]. Dipolos y conjuntos de tres solitones
fueron estudiados en la ref. [165] utilizando la ecuacién de Schrédinger no lineal
discreta. En la ref. [162] se introdujeron también cuadrupolos, es decir, conjuntos
de cuatro solitones en oposicion de fase. Adicionalmente se estudiaron complejos de
solitones en oposicion de fase con diversas estructuras espaciales, por ejemplo con
la forma de la letra Y mayuscula [166]. Otro tipo de solitones, relacionados con los
dipolos, son los soliton trains, formados por redes de solitones extendidas en una de
las direcciones espaciales [167, 168]. Estos se obtuvieron al lanzar un haz semejante
a un soliton stripe (es decir, cuya fase experimenta un salto de 7 radianes a ambos
lados del méximo de intensidad) en una red 6pticamente inducida y estudiando las
condiciones para obtener formacién de un solitén o difraccién, al igual que se hacia
en las redes de guias de onda [167] o bien, estudiando la existencia y estabilidad de
este tipo de soluciones en funcion de la fase relativa entre solitones vecinos [168].
Adicionalmente se estudio la posibilidad de mover este tipo de estructuras a lo largo
de la red [169]. En la ref. [170] se estudiaron soluciones semejantes a los soliton
trains en una dimensién, y se relacionaron con ondas de Bloch no lineales truncadas
en el caso unidimensional. Al extender este tipo de soluciones a dos dimensiones se
observo que eran semejantes a otro tipo de redes de solitones, los pizel solitons, de
los que hablaremos méas adelante y al aplicarlas a ondas de materia en condensados
de Bose-Einstein se obtuvieron redes de solitones con estructuras de fase no triviales
[171].

Finalmente, se observaron experimentalmente distintos tipos de solitones loca-
lizados en redes hexagonales 6pticamente inducidas [172], y en particular se obser-
varon estructuras de vortices conocidas como multivortices [173].

Otra técnica para estabilizar solitones con fases no triviales utilizaba otro tipo
de redes, las inducidas por haces de Bessel. En este tipo de sistemas se estabilizaron
solitones rotantes como los necklace beams [174], dipolos rotantes [175], otros com-
plejos de solitones en oposicion de fase [176] y vortices con invariancia rotacional
[177] o discretos [178]. Solitones discretos en redes de Bessel fueron observados
experimentalmente en las refs. [179, 180] mientras que solitones rotantes en redes
de este tipo se presentaron en [180].

Como hemos visto mas atras, en medios homogéneos se estudiaron soluciones
con anillos concéntricos de intensidad y momento angular nulo. Estas soluciones
fueron identificadas con excitaciones del soliton fundamental [68, 72]. Este concepto
fue extendido a los medios discretos valiendose de la teoria de bandas desarrollada
para el caso lineal y utilizando conceptos de la teoria matematica de bifurcaciones
[181]. Se predijeron solitones discretos en bandas superiores desde el punto de
vista tedrico y numeérico [142]. La existencia y estabilidad de vortices en bandas
superiores fue estudiada en 2004 [182] y fueron demostrados experimentalmente
durante el ano siguiente [183].
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Al margen de las soluciones con fase no trivial en medios periddicos presenta-
das, como los vortices o los dipolos, a mitad de la década de los noventa se inicié
el interés por el estudio de la propagacion en paralelo de redes solitones espaciales
en medios homogéneos. En los primeros trabajos, realizados en sistemas diversos
como cavidades opticas, medios cuadraticos, etc., se bautiz6 a este tipo de estruc-
turas como pizel solitons [184, 185, 186, 187, 188, 189|. El problema de la
inestabilidad modulacional y de la interaccién entre solitones hizo que hasta 2002
no fueran observados experimentalmente en medios fotorrefractivos, para lo que se
utiliz6 tanto haces incoherentes [190] como coherentes [191]. En ambos trabajos se
estudio, no sélo como usar estas estructuras para guiar otro haz a distinta longitud
de onda, sino también como modificar la red de solitones mediante un haz adicio-
nal, produciendo fusiones o movimientos de los solitones que forman la red. Este
tipo de estructuras, sin embargo, requerian que los solitones en la red interaccio-
naran débilmente, por lo que debian estar suficientemente separados. En trabajos
posteriores se obtuvo numérica y experimentalmente que, en el caso coherente, se
obtenian estructuras maéas estables y con menores distancias entre solitones si, en
vez de utilizar redes de solitones con la misma fase relativa, se utilizaba redes de
solitones en oposicion de fase [192]. Al igual que las redes épticamente inducidas,
los pizel solitons fueron utilizados para generar redes 6pticas bidimensionales sobre
las que generar los solitones discretos descritos mas arriba, como por ejemplo los
soliton trains [167]. La diferencia entre los pizel solitons y las redes épticamente
inducidas es que, mientras que los primeros se obtienen para intensidades elevadas
para las que se forman los solitones individuales que conforman el pizel soliton, las
redes 6pticamente inducidas se obtienen a intensidades pequenas. También fueron
estudiadas las deformaciones o dislocaciones de un pizel soliton debido a las posi-
bles aplicaciones tecnologicas de estos efectos [193] asi como la interaccién entre
soliton stripes y pixel solitons formados por haces incoherentes, donde se obtuvo
un nuevo tipo de solitén compuesto por acoplamiento entre la red no lineal y el
haz localizado [194]. Finalmente, se relaciono estas soluciones con ondas de Bloch
no lineales, se obtuvieron experimentalmente diferentes tipos de estructuras exten-
didas, se estudiaron estructuras de este tipo en redes hexagonales y se obtuvieron
estructuras mas complejas, como redes de vortices [195, 196].

Muchos de los resultados obtenidos suponian grandes avances en la manipula-
cién controlada de la luz. Se habia podido localizar luz dentro de diferentes sistemas
en una y dos dimensiones, se habia logrado hacer interaccionar los condensados de
luz entre si, logrando fusiones, fisiones y movimientos en trayectorias complicadas,
se habian obtenido redes de solitones sensibles a la introduccién de un haz externo,
etc. Para muchos de estos efectos se propusieron algunas aplicaciones tecnolégicas
de las que vamos a hablar a continuacion.

La aplicacion fundamental perseguida en muchos trabajos fue reproducir dis-
positivos existentes en la actualidad con tecnologias electronicas o mixtas (elec-
tronicas y oOpticas) en un dispositivo tunicamente 6ptico. Los solitones brillantes
unidimensionales fueron propuestos con este fin [16] y especialmente las interac-
ciones estudiadas se propusieron como posibles dispositivos capaces, por ejemplo,
de realizar la conmutacién entre dos estados (switching) [17, 18, 85, 86]. Algunos
autores propusieron dispositivos especificos basados en las colisiones entre solito-
nes espaciales [197]. Este tipo de dispositivos también se propusieron en sistemas
con solitones oscuros en una y dos dimensiones, del tipo soliton stripe [20, 44].
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Incluso se propusieron puertas logicas XOR y AND basadas en solitones oscuros
unidimensionales y bidimensionales como extension de este tltimo trabajo [198].
Finalmente, en relacion con los solitones espaciales y sus interacciones, se propuso
una serie de puertas logicas basadas en las interacciones de solitones espaciales tri-
dimensionales o light bullets [199]. Méas adelante se reprodujeron las interacciones
en medios autoenfocantes en los nuevos medios, como los fotorrefractivos, propo-
niéndose aplicaciones tecnolégicas como las anteriores tanto en una como en dos
dimensiones [89, 90, 91, 92, 93]. También se propusieron acopladores basados en
solitones incoherentes [200].

Por otra parte se explor6 la posibilidad de utilizar solitones para guiar so-
bre ellas otros haces, y en por ejemplo, se obtuvieron experimentalmente inter-
conexiones en Y (Y-junction) basadas en la interaccion entre solitones oscuros
[30, 50, 201, 202]. También se propusieron aplicaciones basadas en las posibi-
lidades de guiado mediante el uso de solitones brillantes unidimensionales [203] y
bidimensionales [204, 205]. Igualmente los solitones oscuros bidimensionales fueron
propuestos para guiado de otras ondas o control de un solitén oscuro bidimensional
mediante otro haz méas débil [55, 198, 206, 207]. Finalmente, se propuso el control
y guiado en redes de solitones oscuros unidimensionales [208], un tipo de soliton del
que no hemos hablado mas arriba y que esta relacionado con las redes de solitones
brillantes o pizel solitons.

Posteriormente, el estudio de las inestabilizacion de estos soliton stripe y la
formacién correspondiente de vértices permitioé suponer que se podria utilizar para
implementar puertas logicas o interconexiones [56]. Sin embargo, en los trabajos so-
bre desintegracién de vértices brillantes, trayectorias espirales, etc. no se encuentran
facilmente referencias a posibles aplicaciones tecnologicas. Tampoco se encuentran
muchos comentarios sobre aplicaciones en los trabajos sobre necklace beams y soli-
ton clusters.

Por otra parte, los solitones discretos en redes de guias de ondas fueron pro-
puestos como fundamento para la obtencién de dispositivos todo 6pticos, como
interruptores y otros. En particular, se estudi6 su dindmica, sus interacciones y
como moverlos a lo largo de la red de guias de ondas [122, 129, se estudio los regi-
menes de difraccion en funcion de las condiciones de entrada [133] o se estudiaron
sistemas con difraccion gestionada [132], y en todos estos casos se comentaron las
posibles aplicaciones tecnologicas de los resultados. También se propusieron inte-
rruptores, enrutado, funciones logicas, etc. basados en solitones discretos en redes
de guias de onda [209, 210]. Para una revisién de las aplicaciones tecnologicas
basadas en redes de guias de onda véase [118].

En otros sistemas peridédicos como las fibras de cristal foténico, las aplicaciones
tecnolégicas estaban muy relacionadas con el caso lineal, por lo que eran buenos
candidatos para el control completamente 6ptico de la senial [138, 139], en par-
ticular por la existencia de bandas de propagacion permitidas y prohibidas. Sin
embargo, en los trabajos sobre vortices discretos u otras estructuras de solitones
en redes Opticamente inducidas hay pocas referencias a las posibles aplicaciones
tecnolégicas de estos. El escenario es completamente diferente en relacion a los pi-
zel solitons, donde practicamente todos los autores hacen referencias a sus posibles
aplicaciones para el almacenamiento y tratamiento de la informacién en dispositivos
completamente Opticos [184, 185, 186, 187, 189, 190, 191, 192].
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Por ultimo, gran parte de los trabajos sobre solitones en medios periddicos,
en particular en redes épticamente inducidas o redes de Bessel, hacen referencias
no s6lo a su aplicabilidad en la 6ptica no lineal, sino también en el campo de los
condensados de Bose-Einstein. Esto se debe a que el modelo teérico es formalmente
idéntico, esto es viene dado por una ecuacién de Schrodinger no lineal®, por lo
que muchos de los resultados obtenidos en uno de los campos son de aplicabilidad
practicamente directa en el otro. Por lo tanto, los resultados que se van a presentar
en la presente Tesis son de aplicabilidad en el estudio de los condensados de Bose-
Einstein, lo cual extiende las posibles aplicaciones tecnolégicas de los resultados
obtenidos a las aplicaciones tecnologicas de estos condensados. Sin embargo a lo
largo del texto no vamos a hacer comentarios sobre condensados de Bose-Einstein
o sobre su aplicabilidad.

En la presente Tesis vamos a ocuparnos de estudiar mateméaticamente los fen6-
menos no lineales dentro de sistemas periddicos o con simetria rotacional discreta,
asi como de modelizar y simular los nuevos efectos dinamicos que predeciremos y
que sean susceptibles de servir como base para posibles aplicaciones tecnolégicas
futuras en el &mbito de la 6ptica no lineal. Veremos que todos los solitones discre-
tos presentados més arriba pueden caracterizarse mediante una nueva variable, el
pseudomomento angular, y podremos predecir a partir de ella nuevos tipos de soli-
tones. Asimismo, demostraremos que en medios discretos esta variable se conserva
y obtendremos cémo se transforma cuando a lo largo de la propagacion la simetria
discreta varia. Simularemos dindmicamente los efectos obtenidos, los cuales permi-
tiran obtener un ’algebra’ del momento y pseudomomento angular, la cual puede ser
utilizada para disefiar nuevos dispositivos completamente opticos. A continuaciéon
extenderemos los conocimientos desarrollados para sistemas con simetria rotacional
discreta a sistemas con simetria traslacional discreta, lo cual nos permitir& obtener
nuevos tipos de solitones. En este caso el pseudomomento lineal sera la variable
caracteristica de los solitones y, nuevamente, demostraremos que se conserva a lo
largo de la propagacién. Con el fin de profundizar en estos sistemas y encontrar
nuevas propiedades dindmicas, mas alld de las conocidas para sistemas con sime-
tria rotacional discreta, desarrollaremos en profundidad la analogia con la teoria
del estado so6lido o de la materia condensada. El estudio de la dinamica de estos
sistemas, mediante las herramientas de estado s6lido, nos permitird deducir nuevos
tipos de soluciones asi como nuevas propiedades dindmicas y abriré el camino para
estudiar nuevos efectos dinamicos sobre estos sistemas, capaces de servir como base
a nuevas tecnologias fotonicas.

En el capitulo 2 estudiaremos en profundidad las soluciones estacionarias simé-
tricas con simetria rotacional utilizando las herramientas de la teoria de grupos y
de las funciones de Bloch. Definiremos el pseudomomento angular de las soluciones
y obtendremos las propiedades de esta variable, y en consecuencia de las posibles
soluciones simétricas. El trabajo realizado supondra una extensiéon del presentado
en las refs. [211, 212, 213, 214] al caso no lineal escalar. En el tercer capitulo utili-
zaremos esta teoria para calcular soluciones estacionarias de manera sistemaética en
sistemas con distintas simetrias discretas. Algunas de estas soluciones son conocidas
en la literatura y otras son nuevos tipos de solitones. En el cuarto capitulo estudia-
remos la dindmica de las soluciones con simetria rotacional discreta. Demostraremos

8Para una demostracion de la obtencion de esta ecuacion en el campo de los condensados de
Bose-Einstein se puede consultar la ref. [7].
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la conservacién del pseumomento angular y obtendremos las reglas de transforma-
ciéon de éste y del momento angular cuando la simetria del sistema cambia a lo largo
de la propagacion. Ofreceremos simulaciones numeéricas de los distintos escenarios
de cambio del momento o pseudomomento angular. Adicionalmente estudiaremos la
relacion entre la vorticidad, el namero de voértices y el pseudomometno angular. En
la segunda parte, en el capitulo 5 estudiaremos las soluciones con simetria trasla-
cional discreta. Demostraremos la existencia del pseumomento lineal, calcularemos
numéricamente distintos tipos de soluciones, demostraremos la conservacion del
pseumomento lineal y estudiaremos numéricamente la estabilidad de las soluciones
obtenidas. Finalmente, en el capitulo 6 escribiremos una teoria para la dinamica
de las soluciones con invariancia traslacional discreta basada en la teoria de estado
solido, lo cual nos permitira predecir nuevos tipos de soluciones, como las soluciones
con dominios magnéticos, y nuevos efectos dindmicos, como la interaccién con un
campo exterior. En el altimo capitulo presentaremos las conclusiones més relevantes
del trabajo realizado.



Parte 1

Solitones espaciales e invariancia
rotacional continua o discreta






CAPITULO 2

Teoria Matematica del Pseudomomento Angular

2.1. Introduccién

En el presente capitulo vamos a definir y estudiar, en el contexto de la ecua-
cién no lineal de Schridinger, las soluciones estacionarias simétricas con simetria
rotacional continua o discreta. Veremos que, al igual que las soluciones con simetria
rotacional continua presentan momento angular bien definido, las soluciones con
simetria rotacional discreta presentan una cantidad, que denominaremos pseudo-
momento angular, que juega un papel andlogo. Para estudiar dichas soluciones y
entender profundamente la utilidad del concepto de pseudomomento angular, uti-
lizaremos dos enfoques alternativos, aunque complementarios: la teoria de grupos
discretos y la teoria de las funciones de Bloch. Comprobaremos que el pseudomo-
mento angular tiene una importancia fundamental en el estudio de las soluciones
estacionarias con simetria rotacional discreta. Dado que, como veremos, para solu-
ciones en un grupo de simetria discreta dicha variable sélo puede tomar un conjunto
finito de valores, podremos, por ejemplo, clasificar las posibles soluciones en funcién
del valor del pseudomomento. Ademas, seremos capaces de predecir a priori ciertas
condiciones que deben cumplir las soluciones con distinto pseudomomento, como,
por ejemplo, si éstas deben ser funciones reales o complejas. Mas aiin, seremos ca-
paces de deducir la forma funcional de cualquier solucién cerca del eje de simetria
rotacional, teniendo en cuenta el pseudomomento angular que presente. Finalmente,
introduciremos los conceptos de singularidades de fase, carga de una singularidad,
vorticidad y lineas nodales, y los relacionaremos con el pseudomomento angular.

La teoria del pseudomomento angular servird como base tedrica sobre la que
desarrollaremos los dos siguientes capitulos. En el primero de ellos, explotaremos
la teoria presentada en este capitulo para obtener y caracterizar soluciones esta-
cionarias con simetria rotacional discreta o continua en distintos sistemas y con
diferentes propiedades. En el segundo de ellos extenderemos los resultados a solu-
ciones no estacionarias, pero simétricas, de la ecuaciéon de Schrodinger no lineal.
Esto nos permitird relacionar, por ejemplo, el concepto de vorticidad con el de
pseudomomento angular y con el nimero de singularidades de fase que presente la
solucién.

El presente capitulo se organiza del siguiente modo. En el primer apartado
utilizaremos los conceptos de la teoria de grupos para clasificar las soluciones con
simetria rotacional discreta o continua. Definiremos el concepto de pseudomomento
angular y clasificaremos las soluciones en funcién de su valor. Asimismo obten-
dremos las cotas sobre el valor minimo y méximo de éste y deduciremos algunas
conclusiones sobre la forma funcional de las soluciones con distinto pseudomomen-
to. En el segundo apartado obtendremos el concepto de pseudomomento angular
desde el punto de vista de la teoria de la funciones de Bloch. Esto nos permitira
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entender desde otro punto de vista por qué los pseudomomentos sélo pueden tomar
un nimero finito de valores distintos, podremos entender las soluciones con simetria
rotacional discreta como funciones de Bloch en la variable angular y deduciremos
una estructura de bandas similar a la que se obtiene en el caso lineal para sistemas
con invariancia traslacional. En el tercer apartado extenderemos los resultados a
un operador diferente al que se obtiene para las soluciones estacionarias de la ecua-
cién de Schrodinger no lineal y que presenta la peculiaridad de no ser real, lo cual
permite la existencia de soluciones estacionarias que denominaremos soluciones ro-
tatorias. En el cuarto apartado estudiaremos cémo los anteriores resultados pueden
ser utilizados para obtener una prediccion sobre el comportamiento de la funcién
cerca del eje de simetria rotacional. A continuacion, en el quinto apartado, utili-
zaremos este resultado para relacionar los conceptos de singularidad de fase, carga
de una singularidad y lineas nodales con el pseudomomento angular. Finalmente,
en el dltimo apartado se resumen todos los conceptos introducidos a lo largo del
capitulo con el fin de ofrecer una visién compacta asi como la interpretacion fisica
de la teoria del pseudomomento angular presentada.

2.2. Teoria de grupos aplicada a un operador no lineal real

Sea Lo(x) = A=V (x), donde x = (z,y) € R? A es el operador Laplaciano A =
88—:2 + 88—;2 y V(x) es una funcién de R? — R, cuyo grupo de simetria G es isomorfo
al grupo de simetria rotacional O(2), a un grupo con simetria rotacional discreta C,,
de orden n 0 a un grupo con simetria rotacional y especular C,,. Denotemos como
7; al elemento i-ésimo perteneciente al grupo G (para un resumen de los conceptos
de teoria de grupos, véase apéndice B). Sea Li(|%]?) = F(|¢|?), donde ¢ = 1)(x)
es una funcién de R? — C y F es una funcién real cuyo grupo de simetria G’ es el
mismo que el de la funcién |¢|%. Es decir, V7, € G’ se cumple que si T/ [1)|? = [ |* T/
entonces T, F(|1|?) = F(|¢|*)7T;. Sea L(x, [¢|?) = Lo + L1. Bajo estas condiciones,
vamos a estudiar propiedades de soluciones de la ecuacién:

(2:2.1) L(x, [0 )¢ = w.

NOTACION 2.2.1. Denominamos soluciones estacionarias a las soluciones de la
forma ¢(x, z) = e"*1)(x) de la ecuacion no lineal de Schrédinger presentada en el
apéndice A. La parte espacial de estas soluciones, ¢ (x), cumple la ecuaciéon 2.2.1.

OBSERVACION 2.2.2. El operador L(x, |¢|?) es hermitico, ya que L = LT, y por
lo tanto sus autovalores son reales, u € R. Ademas L = L* ya que V(x) es una
funcion real y F(]1|?) también lo es.

NOTACION 2.2.3. Denominaremos G al grupo de simetria de V (x). Supondre-
mos siempre que G es isomorfo a O(2), C,, 0 Cp,. Denominaremos G’ al grupo de
simetria de [4]? y, por lo tanto, de F(|1]?).

DEFINICION 2.2.4. Sea v, = 1, (x). Se denomina operador generado por v, a
L(x, |1, |?). Al igual que en el caso lineal, ¢ es una autofuncién de L(x, |1, |?) con
autovalor p, si cumple que L(x, [1,]?)y = u. El conjunto de todos los autovalores
posibles es el espectro de L(x, |1, |?). La funcion v, (x) es una solucion autoconsis-
tente si se cumple que L(x, [¢,|?)Y, = u,, es decir, si ¢, es una autofuncién del
operador generado por ella misma. Decimos que ¢, es una solucion autoconsisten-
te simétrica si es una solucién autoconsistente y ademas se impone que [, |? sea
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invariante bajo el grupo G de transformaciones de V' (x) o alguno de sus subgrupos,
es decir, si G’ C G. Finalmente, decimos que v, es una solucién no autoconsistente

si se cumple que L(x, [¢,|?)1, = p, pero no se cumple que L(x, ¢, |*)h, = ptby, -

OBSERVACION 2.2.5. Sean v, y 9, dos soluciones autoconsistentes que com-
parten el mismo autovalor, es decir, que cumplen que L(x,[¢,|*)1, = piy, y
L(x, s ]?)ts = uiby. Es facil ver que, en general, la superposicion de ambas no es
solucién autoconsistente con el mismo autovalor, L(x, [aty, + ¢4 |?) (), + B),) #
(o, +0v,), o, § € R. Es decir, para las soluciones autoconsistentes no se cumple
el principio de superposicion. Sin embargo, sea 1, tal que L(x, |1, |?), = ui,.
Supongamos ahora que 1, y ¥, son dos autofunciones no autoconsistentes de
L(x,|1y|?) que comparten el mismo autovalor p. Es decir, L(x, [, |[*), = by,
y L(x, |9 |*)hs = pt)s. Evidentemente, L(x, |1/),/|2)(o¢1/),7 + BYs) = plarpy + Bio).

Nota 2.2.6. Notese que nada impide que F(x) = 0 en cuyo caso la ecuacion
2.2.1 es lineal. Todos los resultados que se van a presentar son igualmente validos
en el caso lineal y algunos son bien conocidos en este caso.

LEMA 2.2.7. Si, es una solucion autoconsistente con autovalor u, 1), también
lo es del mismo operador con el mismo autovalor.

DEMOSTRACION. Se cumple que Lotb, + L1 (|th,]?)1, = pab,. Ademas se cumple
que L1 (|, |?) = Li(J17|?) ya que F una funcion real y |1, |? = |¢%]?. Como V (x) es
una funcién real, si tomamos el complejo conjugado de la anterior ecuacién tenemos:
Loi + Ly (J9k|?)¢k = p*iy. Luego 1) es también autofuncién con autovalor p* del
mismo operador y del operador generado por ella misma. Finalmente, se cumple que
= p* debido a que, como hemos visto méas arriba, L = Lt y por tanto p € R. O

LEMA 2.2.8. Si, es una solucion autoconsistente con autovalor p y se cumple
que L(x, |1, |*) e = i)y, es decir 1, es una autofuncion del operador generado por
¥y, con el mismo autovalor, entonces: i) P, = ki, o bien, ii) 1, = k%, con k € C
y k> =1.

DEMOSTRACION. Se cumple que L(x, [, 2t = e ¥ L(x, 002V = p1ths.
Luego restando estas dos expresiones se tiene:

F(|¢V|2)¢a - F(|¢U|2)¢a = 0, VX.

Para que esta igualdad sea cierta, debe cumplirse i) o ii). O

COROLARIO 2.2.9. Bajo las condiciones del lema 2.2.8, las funciones ¢, y ¢},
son también soluciones autoconsistentes.

DEMOSTRACION. Si se cumple que 1, = ki), se obtiene que L(x, |1, |*)y, =
i, y por lo tanto ¥, es solucién autoconsistente. Por otra parte, si se cumple que
, =k se obtiene que L(x, [t )0y = mp y como L(x, [0,[2) = L(x, [v7]%)
la funcién 1}, es solucion autoconsistente. Teniendo en cuenta el lema 2.2.7 los
correspondientes complejos conjugados también lo son. 1

Podemos reescribir el lema 2.2.8 del siguiente modo:

LEMA 2.2.10. Sit), es una funcion que cumple que L(X, |V, |*)s = piby, donde
P, es una solucion autoconsistente con el mismo autovalor, entonces 1, es solucion
autoconsistente si y solo si i) 1, = ki, o bien, i) Y, = k%, conk € C y |k|* = 1.
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DEMOSTRACION. Si i) ¢, = ki, o bien, ii) ¢, = ki, despejando ), y sus-
tituyendo se obtiene que v, es solucién autoconsistente. Si suponemos que v, es

solucion autoconsistente se obtiene el resultado procediendo como en la prueba del
lema 2.2.8. O

PROPOSICION 2.2.11. Sea v, = 1, (X) una solucién autoconsistente simétrica
de L(x, [1,|?). Entonces, si T, € G, la funcion transformada T}, es una solucion
autoconsistente simétrica si y solo si es proporcional a 1, o a ;},.

DEMOSTRACION. Notese en primer lugar que por definicién de solucion auto-
consistente simétrica se cumple que G’ C G, donde G es el grupo de simetria de
V(x)y G el de |1, |2 Sea 7, un elemento cualquiera de G’. Se cumple que

T/ L, [0 [*) 00 (%) = T3 b (%),
o bien,
T/ L, [0 )T 7T (%) = wT o ().

Veamos que L(x, |1,,|?) conmuta con todos los elementos del grupo G’. Es sabi-
do que el operador A es invariante bajo todos los elementos del grupo O(2). Luego
lo es bajo los elementos del resto de grupos considerados, pues son subgrupos de
éste. Por otra parte las funciones V(x) y F(|1,|?) son invariantes bajo los elemen-
tos del grupo por hipétesis y se cumple que 7, F([¢,|2)7/ " = F(|1,|?). Luego
T/ L(x, [¢,|>) T ™" = L(x, |[¢.|?) y por lo tanto:

L(x, [ )T (x) = n T4 (x).
Es decir, 71, (x) es también autofuncion con el mismo autovalor. Si p es un
autovalor no degenerado se cumple que 7,9, (x) es un maltiplo de ¥, (x):

,Tilwl/ (X) = Dui(,Ti/)wu (X),
donde hemos escrito la constante como D,;(7;) para enfatizar que el valor de la
constante depende del elemento i-ésimo del grupo considerado y de la autofuncién
v. Si u es un autovalor con multiplicidad p > 1, se debe cumplir que:

(2.2.2) T/$u(x) = Y Dai( T (x),
a=1

donde, nuevamente, D, ;(7;) son coeficientes que dependen del elemento ¢ consi-
derado y de la autofuncién « correspondiente. Veamos que estas funciones no son
cualquier funcion debido a la no linealidad del operador. Si 71, (x) es también
una solucién autoconsistente con el mismo autovalor, se cumplen las condiciones
del lema 2.2.8 para ¢, = 71, a saber, T/, (x) es simultdneamente autofuncion
de L(x, |¢,]?) vy de L(x,|7/1.,|?), con el mismo autovalor. Luego se cumple que
i) 7/, = ki, o bien, ii) T/, = ki), con k € C y |k|* = 1. Nétese que para
los grupos considerados la dimensién de los subespacios asociados a cada autovalor
es a lo sumo dos [218]. Por lo tanto, debemos tomar p = 2 funciones en la ec.
2.2.2 como ! = 1, y 1% = ¢%. En el primer caso la ecuacién 2.2.2 se reduce a
T/, (x) = D14(7T) )1, (x). En el segundo caso se reduce a 71, (x) = Do (T )1 (x).
Consecuentemente, en todo caso se expresa en funcién ¢, o de . Ademas ¥} es
también solucion autoconsistente con el mismo autovalor debido al lema 2.2.7. Segiin
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el lema 2.2.10 éstas son las tinicas ecuaciones posibles para que v, sea autoconsis-
tente y presente el mismo autovalor p. O

OBSERVACION 2.2.12. De la proposicién anterior se deduce que si ¢, es una
solucién autoconsistente, su transformada por 7; € G pertenece al subespacio ge-
nerado por ella misma o por su compleja conjugada y se expresa en funcién de
soluciones autoconsistentes.

TEOREMA 2.2.13. Sea ¢, = ¥,(X) una solucion autoconsistente simétrica y

supongamos que G' C G. Entonces 1, pertenece a alguna de las representaciones
irreducibles de G'.

DEMOSTRACION. Tal y como se demostré en le prop. 2.2.11, si 7/ € G’, la
funcién transformada 7;'¢,, es autoconsistente con el mismo autovalor 4 si y sélo si
es proporcional a 1, 0 a 9. En particular, si © es no degenerado, necesariamente
T/, (x) sera un multiplo de 1, (x):

7;'/1/111 (x) = Dy (7;/)1/)1/ (x).

Y si p es un autovalor con multiplicidad p > 1, se cumple que

Do i(T )9 (x).

M=

(2.2.3) T, (x) =

a=1

Y en particular,

(2.2.4) Ty (x) = Dai(T} )" (%),

donde %,, a = 1,2 coincide con 1, y con 1}, respectivamente. Por lo tanto, pode-
mos obtener a partir de estas expresiones una representacion irreducible del grupo
en cada uno de los subespacios de multiplicidad 1 < p < 2 (para una definicién de
representacion irreducible, véase apéndice B). A cada una de las representaciones
irreducibles del grupo G’ le asignamos el indice j € N. En el caso lineal, para obtener
la j-ésima representacion irreducible se pueden utilizar las autofunciones pertene-
cientes al j-ésimo subespacio. En el caso no lineal, si obtenemos las autofunciones
del operador L(x,[1,|?), la autofuncién v, (que es una soluciéon autoconsistente)
debe aparecer en uno de los subespacios, por ejemplo en el j-ésimo. Como la funcién
1, se puede expresar en términos de las funciones en este subespacio, y en parti-
cular, como es proporcional a si misma o a su conjugada, siendo ambas soluciones
autoconsistentes simétricas, (tal y como hemos visto en esta demostracion mas arri-

ba y en los lemas anteriores) decimos que 1, pertenece a la j-ésima representacion
irreducible. O

OBSERVACION 2.2.14. Notese que en los grupos con simetria C,, todas las re-
presentaciones son unidimensionales y por lo tanto todos los autovalores son no
degenerados. Sin embargo, en los grupos con simetria C,, hay representaciones bi-
dimensionales. En este caso, bajo los elementos de rotacion CP siempre se cumple
que CP1 = k,ip donde k, € C es una constante de médulo unidad. Pero bajo los
elementos de reflexiones II,, se cumple que 11,9 = k,%* o bien II,¢) = k, 4, donde
ky, € C es una constante de médulo unidad. Es decir, que el sumatorio 2.2.2 de la
demostraciéon de la proposicion 2.2.11 sélo implica a la autofuncién o a su comple-
jo conjugado, siendo ambas soluciones autoconsistentes simétricas. Por lo tanto la
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ecuacion 2.2.2 sélo puede implicar a la misma funcién o a su conjugado, lo cual es
consistente con la proposicién 2.2.11.

Nota 2.2.15. Notese que si G’ C G las soluciones autoconsistentes simétricas
1, pueden pertenecer a subgrupos del grupo de simetria de V(x), ya que deben
pertenecer a alguna de las representaciones irreducibles de G'.

NOTACION 2.2.16. En adelante, denotaremos por j al indice de la representa-
cion irreducible asociado a las rotaciones. El grupo de rotaciones discretas de orden
n (Cp) cuenta con § + 1 representaciones irreducibles si n es par y ”Tfl + 1 repre-
sentaciones irreducibles si n es impar (véase apéndice B). Cuando se consideran
adicionalmente las reflexiones (C,,,,) algunas de estas representaciones se desdoblan,

y para éstas consideramos el mismo indice j.

2.2.1. Condiciones sobre las soluciones autoconsistentes simétricas.
El teorema 2.2.13 implica que una condicién necesaria que deben cumplir las solu-
ciones de la ecuacién 2.2.1 para ser soluciones simétricas es que deben pertenecer
a alguna de las representaciones irreducibles del grupo al que pertenece V(x), o
a alguno de sus subgrupos. Esto permite imponer condiciones sobre las posibles
soluciones simétricas de la ecuacion. De hecho, se puede obtener una predicciéon
sobre la forma funcional que deben tener las soluciones autoconsistentes simétricas,
teniendo en cuenta que pertenecen a alguna de las representaciones irreducibles
del grupo y, por tanto, deben transformarse bajo la accién de los elementos de las
clases del grupo considerado segtn la tabla de caracteres correspondiente (para una
definicion de los conceptos de clase y de tabla de caracteres, véase apéndice B).

CAs0 1. Si V(x) y |, ]? son invariantes bajo los elementos del grupo O(2), la
forma funcional de las soluciones es ¥(r,6) = e’ g(r), donde (r,#) son las coorde-
nadas polares, g(r) es una funcion cualquiera de R = Ry [ € Z.

LEMA 2.2.17. El mddulo de la variable |l| nos sirve para clasificar las soluciones
y cumple que j = |l| + 1, donde j es el indice de la representacion, j = 1,2, ...

DEMOSTRACION. El grupo O(2) es de orden infinito. Se observa que cada va-
lor de |I] se corresponde con la representacion irreducible j = (|| + 1)-ésima, ya
que las funciones con |I| se transforman segtin los caracteres correspondientes a la
representacion irreducible j-ésima. (]

NOTACION 2.2.18. Denotaremos | = |I]. Denotaremos también s = sg(1), donde
sg(+) denota la funcion signo. Por lo tanto, [ = sl.

Nota 2.2.19. La variable [ es también autovalor del operador momento angu-
lar R, = e‘io‘(%), donde « es un angulo de giro, ya que si aplicamos el operador
momento angular a la funcién, obtenemos e‘ia(%)ewlg(r) = 1e"g(r). Consecuen-
temente, se denomina a la variable [ momento angular.

CAs0 2. Si G =C,0Ch, G C G, es decir, si V(x) y |[t,]? son invariantes
bajo los elementos del grupo C,, 0 Cpy, 0 bien G = O(2), ' = C,, 0 Cpy, G’ C G,
es decir si s6lo |1, |? es invariante bajo los elementos del grupo C,, o Cp,, cuando
V(x) es invariante O(2), tomaremos como base las funciones ¥ (r, ) = e®™u(r, 0),
donde u(r, ) es una funcion cualquiera de R? — R periédica en 6 con periodo 27”,
es decir, cumple que u(r,0) = u(r,0 + 27”) ym=0,+1,£2,..., &5 si n es par o
m=0,+1,+2,..., 21 si n es impar.
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Las funciones definidas de esta forma cumplen con todas las transformaciones
de la tabla de caracteres del grupo correspondiente. Para m’ € Z distintos de los
considerados no se obtienen las transformaciones adecuadas bajo la accion de los
elementos del grupo, a no ser que la funcion u(r, §) contenga un término adecuado de
la forma "% de modo que m = m’ +m” tome valores en el intervalo permitido.

LEMA 2.2.20. El mddulo de m sirve para clasificar las soluciones y cumple que
j = |m|+1, donde j es el indice de representacion ' y, por tanto, j = 1,2, ..., 7+1
sinparoj:1,2,...,"7_l—|—1 si m impar.

DEMOSTRACION. Los grupos C,, y Cn, son de orden finito. Se comprueba que
cada solucion con |m| diferente se transforma segun los caracteres de una repre-
sentacion irreducible y por lo tanto este valor nos permite indiciar las soluciones
pertenecientes a distintas representaciones. Ademaés, se observa que, con la ordena-
cion convencional de las representaciones irreducibles, este valor difiere del indice de
representacion j en una unidad. Notese que, como los grupos considerados son de
orden finito, al realizar la identificaciéon de |m| con j se obtiene de forma inmediata
los valores permitidos para m. (I

NOTACION 2.2.21. Denotaremos m = |m|. Denotaremos también s = sg(m).
Por lo tanto, m = sm. Denominaremos a la variable m pseudomomento angular.

Notese que las funciones en ambos casos cumplen con las proposiciones expues-
tas mas arriba y que se transforman bajo rotaciones y reflexiones de acuerdo a las
tablas de caracteres de cada uno de los grupos considerados. De acuerdo con todo
lo anterior, m presenta una cota maxima, tal y cémo se enuncia en el siguiente
teorema.

TEOREMA 2.2.22. (de valor mdzimo para m). El médulo del pseudomomento
angular m (caso 2) presenta un mdzimo, en particular, m < % st moes par y

m < "T_l sin es impar. Bl médulo del momento angular [ (caso 1) no estd acotado.

DEMOSTRACION. Segtn 2.2.20 m cumple que m = j — 1. Por lo tanto, debera
presentar un valor maximo ya que el nimero de representaciones irreducibles de un
grupo de orden finito es, igualmente, finito. Consecuentemente, m < 5 si n es par
ym < ”Tfl si n es impar, ya que éste es el nimero de representaciones irreducibles
en ambos casos. Por otra parte, segin 2.2.17 [ cumple que [ = j — 1. Como O(2) es
un grupo de orden infinito y por lo tanto con infinitas representaciones, I no esta
acotado. (I

Ademas, si tenemos en cuenta también que el operador L es real, tal y como
hemos visto en 2.2.2, aiin podemos obtener nuevas conclusiones sobre la forma
funcional de las soluciones autoconsistentes simétricas.

NOTACION 2.2.23. En adelante denotaremos como p, a la multiplicidad del
autovalor u, asociado a la autofuncién v, del operador L.

LEMA 2.2.24. Supongamos que G' = C, y G’ C G. Entonces p, < 2, para
cualquier autofuncion 1, de L.

LComo hemos visto mas arriba (véase nota 2.2.16), este indice esta asociado a las rotaciones.
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DEMOSTRACION. Todas las representaciones irreducibles de C,, son unidimen-
sionales. Sin embargo, algunos pares de representaciones unidimensionales son mu-
tuamente complejo conjugados, es decir, si una funcién pertenece a una de estas
representaciones irreducibles, su compleja conjugada necesariamente pertenece a la
representacion irreducible cuyos caracteres son complejos conjugados de la primera.
Debido al lema 2.2.7 ambas soluciones comparten el mismo autovalor y por lo tanto
su multiplicidad es dos. (I

NotA 2.2.25. En lo que sigue, consideraremos al par de representaciones irre-
ducibles unidimensionales cuyos caracteres son mutuamente conjugados como una
dnica representacion bidimensional.

LeEMA 2.2.26. Supongamos que G' = Cpy y G € G 0 bien que G = O(2) y
G' = G. Entonces p, < 2 para cualquier autofuncién 1, de L.

DEMOSTRACION. Se debe a que las representaciones irreducibles de C,, y de
O(2) son, a lo sumo, bidimensionales. O

LEMA 2.2.27. Una solucion autoconsistente simétrica pertenece a una represen-
tacion irreducible unidimensional si y solo si es real, salvo una fase global { = €',
s €R.

DEMOSTRACION. Noétese que consideramos aquellos pares de representaciones
irreducibles en C,, que son mutuamente conjugadas como una tinica representacién.
Vamos a demostrar que una solucién autoconsistente simétrica que pertenece a una
representacién irreducible unidimensional es real por reduccién al absurdo. Supon-
gamos que una solucién @ cuyo autovalor tiene multiplicidad p = 1, no es real.
Segun el lema 2.2.7, su complejo conjugado ¥* también serd soluciéon autoconsis-
tente simétrica con el mismo autovalor. Luego es degenerada, lo cual contradice
que pertenezca a una representacion irreducible unidimensional. Por lo tanto debe
cumplirse que ¥ = ¥*. Es facil ver que si 1 es una solucién autoconsitente simé-
trica, 1) también lo es, con el mismo autovalor. Luego hay una fase global que
puede multiplicar a la autofuncion.

Probemos que una solucién v autoconsistente simétrica real debe pertenecer a
una representacion irreducible unidimensional. Supongamos que v, es una solucién
autoconsistente simétrica real que debe pertenecer por el teorema 2.2.13 a algu-
na de las representaciones irreducibles del grupo. Las soluciones pertenecientes a
representaciones irreducibles bidimensionales se deben transformar, bajo la accién
de rotaciones C? en un ntimero complejo €” con € = ei%, es decir, se cumple que
CPap, = €Pep, con p € Z. En cambio, las soluciones pertenecientes a representaciones
irreducibles unidimensionales se transforman bajo todos los elementos Cf € G s6lo
por un cambio de signo, es decir, CE1,, = £1,,. Esto se puede observar de las tablas
de caracteres de cada uno de los grupos considerados (véase apéndice B). La prime-
ra condicién no puede cumplirse con funciones reales, mientras que la segunda si.
Por ello, toda soluciéon autoconsistente real debe pertenecer a una representacion
irreducible unidimensional. Nétese que una fase global e no implica ningtin cam-
bio del comportamiento de la funcién frente a la accién de los elementos de grupo,
luego si la funcién ¢ no es real, pero et € R para algiin ¢ € R, la conclusién
anterior es igualmente vélida. 0
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LEMA 2.2.28. Una solucion autoconsistente simétrica pertenece a una repre-
sentacion irreducible bidimensional si y sélo si no es real y tampoco lo es tras
mutiplicarla por alguna fase global { = €', ¢ € R.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del lema 2.2.27. O

LEMA 2.2.29. Sea v, una solucion autoconsistente simétrica y p, el autovalor
correspondiente. Supongamos que G = O(2), Cp, 0Cpy. Supongamos que p,, es de-
generado (y por tanto su multiplicidad es dos). La base adecuada para expresar la
representacion irreducible del operador en el subespacio de 1, es el par (,,1%).

DEMOSTRACION. Debido al lema 2.2.7 si una solucién v, pertenece a una re-
presentaciéon bidimensional, 1 es también solucién con el mismo autovalor. Se
deduce de los lemas anteriores o bien directamente de la forma del operador. [

2.2.2. Tipos de soluciones autoconsistentes simétricas.

PROPOSICION 2.2.30. Sea 1, una solucion con | =0 en sistemas con simetria
O(2) 0 con m = 0, :l:% stn espar o m =0 st n es impar en sistemas invariantes
bajo los elementos de los grupos C,, 0 Cpy. Supongamos que p, = 1. Entonces ¢, es
una funcion real salvo una fase global ¢ = e, ¢ € R.

DEMOSTRACION. En el caso de sistemas con simetria O(2) la unica representa-
cion irreducible unidimensional es la correspondiente a j —1 = [ = 0. Debido al lema
2.2.27 la solucion debe ser real, salvo una fase global. También se observa que la
funcion presentada en el caso 1 debe ser real si I = 0 por lo que teniendo en cuenta
2.2.27 debe pertenecer, a su vez, a representaciones irreducibles unidimensionales.

En el caso de sistemas con simetria C,,,, o C,, las soluciones con m = 0 pertenecen
a la primera representacion irreducible, que es también unidimensional. Si n es
par, las soluciones con m = £4 corresponden a soluciones con j —1 = 3. De la
inspeccion de las tablas de caracteres se deduce que la representacion irreducible
a la que pertenecen estas soluciones es unidimensional. De nuevo, debido al lema

2.2.27 la solucién correspondiente debe ser real, salvo una fase global. ([

DEFINTCION 2.2.31. Denominaremos a las soluciones autoconsistentes simétri-
cas con ! = 0om = 0 soluciones tipo soliton fundamental del grupo correspondiente

(O(2), Cp, 0 Cpyy)-

DEFINICION 2.2.32. Se denomina a las soluciones autoconsistentes simétricas

de grupo de orden par con |m| = 5 soluciones tipo solitén nodal.

En capitulos posteriores veremos que las soluciones de este tipo deben su nom-
bre a que presentan lineas nodales donde la amplitud de 1 se anula y su fase no
esta definida.

PROPOSICION 2.2.33. Sea v, una solucién con | # 0 en sistemas con simetria
O(2) o conm = 1,...,5—1sin espar om = 1,...,"7_1 st n es impar en sistemas
invariantes bajo los elementos del grupo C, o C,,. Entonces 1, no puede ser real

y tampoco lo es tras mutiplicarla por cualquier fase global ¢ = €', ¢ € R.

DEMOSTRACION. En el caso de sistemas con simetria O(2), p, = 1 si y solo si
1, es una solucién con j — 1 =1 = 0, mientras que en otro caso p, = 2. Debido al
lema 2.2.28 deben presentar estructura de fase no real (incluso tras multiplicarlas
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por una fase global). También se obtiene que estas funciones no pueden ser reales
por inspeccion de la forma de las funciones del caso 1.

En el caso de sistemas con simetria C,, o C,, las soluciones consideradas se
corresponden con indices de la representacion del grupo correspondiente j — 1 =
IL...,5 —1sinesparoj—1= 1,...,”771 si n es impar. En las tablas de
caracteres se observa que estas soluciones pertenecen a representaciones irreducibles
bidimensionales (teniendo en cuenta la nota 2.2.25 en el caso de C,) y que, por
tanto, comparten el mismo autovalor. De nuevo, debido al lema 2.2.28, la solucion

correspondiente no puede ser real. ]

DEFINICION 2.2.34. Se denomina soluciones tipo vortice a las soluciones au-
toconsistentes simétricas con [ # 0 en sistemas con simetria O(2) e invariancia
rotacional completa o con m = 1,...,5 —1si n es par o m = 1,...,"7_1 sin es
impar en sistemas invariantes bajo los elementos del grupo C,, 0 Cpy -

En el dltimo apartado del presente capitulo veremos que los solitones bidimen-
sionales simétricos obtenidos en la literatura, tanto en medios homogéneos como
periodicos, pueden ser clasificados en uno de los tres tipos considerados, es decir,
fundamental, nodal o vortice, siempre que el sistema en el que se han obtenido pue-
da modelizarse mediante una ecuacion de Schrédinger no lineal con no linealidad
dependiente de la intensidad [1|?.

OBSERVACION 2.2.35. Las formas funcionales obtenidas para los casos 1 y 2 son
determinadas tinicamente por las propiedades ante rotaciones de cada uno de los
grupos considerados. Si tenemos en cuenta también las propiedades ante reflexiones
en el caso del grupo Cp, podemos obtener nuevas propiedades de las funciones. En
particular, si bien tanto en O(2) como en C, solo existe una tnica representacion
conl=0ym=0,yenC, una tnica representacion con m = 3 si n es par, en Cp,
existen varias representaciones con m = 0 o m = 5 si n es par. Esto se debe a que
en este caso las soluciones pueden transformarse de distinta forma respecto a los
distintos ejes de simetria especular del grupo, por lo que habra tantas representacio-
nesconm=0o0m = % si m es par, como ejes de simetria especular no equivalentes
presente el grupo. Por tanto, ademas de la forma funcional presentada en 2 hay que
anadir restricciones derivadas de las transformaciones frente a reflexiones. Veremos
ejemplos de funciones con comportamientos diferentes frente a las reflexiones y el

mismo pseudomomento angular en el capitulo 3.

2.3. Teoria de Bloch aplicada a un operador no lineal real

Los resultados anteriores pueden obtenerse desde una perspectiva diferente a
partir de la Teoria de las funciones de Bloch. Tal y como se observa en la ref.
[215] la forma funcional del caso 2 es la de una funcién de Bloch (los conceptos
basicos de la teoria de Bloch se pueden consultar en el apéndice C) en la variable
angular compacta 6. A partir de esta observacion se pueden obtener algunos de los
resultados anteriores, lo cual nos permitird no sélo entender mas profundamente
lo presentado hasta ahora sino también extraer algunas conclusiones nuevas, por
ejemplo, sobre la naturaleza fisica del pseudomomento angular m.

DEFINICION 2.3.1. Definamos una transfomaciéon entre una variable lineal s € R
y una angular 6 € [0, 27], de modo que a cada 6 le corresponde un s dado por s = %,
con d € R. Sin pérdida de generalidad, tomaremos d = 1.
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TEOREMA 2.3.2. (Teorema angular no lineal de Bloch). Sea un operador de
la forma L(x,||?) como el introducido en la ecuacion 2.2.1. Supongamos que
G = 0(2), Cy, 0Cpy. Entonces las autofunciones autoconsistentes simétricas de di-
cho operador cuando G' = O(2) tienen la forma

¢(T= 9) = eileg(,,,),

donde | € Z, o bien, cuando G’ =C,, 0Cp, son

w(r,0) = e u(r, ),
donde m € Z y u(r,0) = u(r,0 +¢) con e = 27” y n igual al orden del grupo.

DEMOSTRACION. Si el grupo de simetria considerado es O(2), basta con tener
en cuenta que L conmuta con el operador de rotaciones infinitesimales R, = et (Fp)
y por tanto las soluciones autoconsistentes simétricas deben ser simultaneamente
autofunciones de este operador, por lo que deben tener momento angular [ bien
definido y consecuentemente la forma funcional descrita.

Demostrémoslo para el caso en que la simetria rotacional sea discreta. Suponga-
mos que ’JJ(T‘, 0) es una solucion autoconsistente simétrica expresada en coordenadas
polares (r,6), sea L((r,8), [0 (r,0)[2) el operador L y V(r,#) la funcion V escritos
en coordenadas polares. Tanto el potencial lineal V(r,8) como la parte no lineal
F(|4(r,0)1?) cumplen que V(r,6) = V(r,0 +¢) y F((r.0)[2) = F([d(r,0 + o)),
luego son periddicos en 6 con periodo € = 27’7 (notese que G' C G, por lo que 174
siempre tiene la simetria de [¢|?). Si realizamos la transformacion definida en 2.3.1
obtenemos la solucién (r, s) y el operador L((r,s), [t(r,s)|?) en las nuevas coor-
denadas. Tanto V(r,s) como F(|1(r, s)|?) son periodicos en la variable s, es decir,
Vir,s)=V(r,s+a)y F(|¢(r,s)]?) = F(|¢)(r, s + a)|?), con periodo a = = = %

Podemos definir una red de Bravais (para una definicién, véase apéndice C) a
lo largo de la variable lineal s. Cada punto de la red vendrd determinado por un
escalar S; = j-a, con j € Z ya que el periodo de la red lineal es a y dicho escalar
juega el papel del vector primitivo de la red.

Definamos la transformacion de traslacién Pg; del modo convencional, es decir,
de modo que se cumpla que Pg, f(r, s) = f(r,s+5;)*. El operador L((r, s), [¢(r, s)|?)
es invariante bajo esta transformacion, es decir, L((r,s + S;), | (r,s + S;)|?) =
L((r,s), |¥(r,5)]?) ya que V y |¢|? lo son, y por lo tanto:

Ps, L((r, 8), [ (r, $)[*)ib(r, s) = L((r, s + S;), [ (r, s + S;)[P)(r, s + S;) =

= E((Ta S)a |1Z)(T7 S|2)1Z)(Ta s+ Sj) = E((Ta S)a |1Z)(T7 S|2)PSJ‘1/;(T7 S)
Como la anterior expresion es vélida para cualquier v simétrica, se cumple
necesariamente que:

Ps, L((r, ), [0(r.5)[2) = L((r, s), [6(r, s|*)Ps,.

Ademas, el efecto de aplicar dos traslaciones distintas S; y Sj no depende del

orden en que se realice la operacién, ya que Pg;Ps,,1(r,s) = ¢p(r,s + S; + Sj) =

2Notese que si se deshace la transformacion de coordenadas, el operador Pgr es equivalente a
una rotacion CJ.



44 2. TEORiA MATEMATICA DEL PSEUDOMOMENTO ANGULAR

st,+5j1/_)(r,s) = st,ngi/j(r,s). Por lo tanto®, Ps, Ps; = Ps, +s;- En definitiva,
como cualquier Pg, conmuta con el operador L y los distintos operadores Pg;,
conmutan entre s, decimos que el conjunto de los Pg, y el operador L forman un
conjunto de operadores conmutativo. Por lo tanto, como Pgs, Ly = Ps,utp y por
tanto, debido a la conmutatividad, D/; = m/; con 1/; = Ps, 1, los autovectores de L
pueden ser elegidos de modo que sean simultaneamente autoestados de todos los

Ps;, es decir,
L = i,

Ps; v = c(Sj)Y VS;.
Debido a la gonmutatividad se cumple que Psg; st,1/_) =c(S;)e(Sj ) = P5j+5j/1/_) =
¢(S; + Sj)¢. Por lo tanto, los autovalores también cumplen que ¢(S;)e(S;) =
C(Sj + Sj/).

Como S; = ja, si aplicamos la conmutatividad de los autovalores obtenida an-
teriormente obtenemos que ¢(S;) = ¢(a)?. Supongamos que escribimos el coeficiente
correpondiente al vector primitivo de la red como c(a) = 7% eligiendo k € C de
forma que se cumpla dicha expresion. Entonces podemos escribir ¢(S;) = e??™ % Si
ahora definimos pp = kby b= 27” y sustituimos en la anterior expresiéon obtenemos
c(S;) = i@k = ¢iSiPr_ Por lo tanto,

(231) fPSﬂE(Ta S) = ’JJ(T7 S+ S]) = eisjpkw(’f', S).

La anterior condicién es equivalente a:

(2.3.2) Y(r,s) = e"“Pea(r,s), con u(r,s+S;) = u(r,s).

En general, k£ puede tomar cualquier valor y, por lo tanto, los pi no tienen por
qué ser reales y estar discretizados. A partir de las condiciones de periodicidad de las
funciones ¢ se puede deducir que py, debe ser real y se puede obtener una condicion
sobre los valores permitidos para este escalar. Notese que, dado que la variable
angular 6 es una variable compacta, V(r,0) = V(r,0 4 27) y z/;(r, 0) = 1/3(7“, 0+ 2m),
tanto V como v son periodicas en la variable lineal s, V(r,s) = V(r, s+1) y 9(r,s) =
1&(7‘, s+1), con periodo 1, dado que hemos tomado d = 1 en la transformacion 2.3.1.
Luego la condicién de contorno sobre ¢ impone que ’JJ(T‘, s+ na) = ’JJ(T‘, s), ya que
na = 1. Por lo tanto, aplicando la ec. 2.3.1 a la condicién de contorno, se obtiene:

U(r, s +na) = M PEY(r, 5),
lo cual requiere que e!** = 1. Sustituyendo la expresién pr = kb, se obtiene
emakb — 1 v como ab = 27, se obtiene ™% = 1. Luego nk = m con m € Z. Por

lo tanto py = 7*b, de donde se deduce que p, € R. Ademas los p;, permitidos (para
distintos m) se hallan separados un Apy, = % = i—z

Si ahora deshacemos la transformacion, la ecuacion 2.3.2 da lugar a:

3Esta propiedad es evidente si consideramos que los distintos Pg. son los elementos del
S]
subgrupo de traslaciones. Sin embargo, en la presente demostracion no vamos a utilizar estos
conceptos, sino que vamos a considerar los ’st tinicamente como operadores.
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(2.3.3) P(r,0) = P 3= u(r, 6).
Como b = %’T ya= 45 = %7 se puede expresar b = 27n. Por lo tanto,
pr = b= 2mn = 2wm y substituyendo en la ecuacién 2.3.3, obtenemos:
(2.3.4) O(r,0) = e™u(r,0),
con u(r,0) =u(r,0 +¢)y m € Z. O

Veamos una forma alternativa de demostrar el anterior teorema:s:

DEMOSTRACION. Definamos una red de Bravais angular unidimensional en la
variable . Cada punto de la red vendra determinado por una variable discreta
@a-:jeconjEZye:%”.

Definamos la transformacion de rotacion Ce; del modo convencional, es decir, de
modo que se cumpla que Cg, f(r,0) = f(r,0 + ©;). El operador L((r,0), |4 (r, 0)|?)
es invariante bajo esta transformacion, es decir, L((r,60 + ©;), [{)(r,0 + ©,)]?) =
L((r,0),|¢(r,0)2), ya que V(r,8) y |1|? lo son. Razonando del mismo modo que
anteriormente en el caso de las traslaciones Ps;, para esta transformacion angular
Ce,, se obtiene que

Co, ¥ = c(©;)Y VO,
donde los ¢(©;) cumplen que ¢(0;)c(©;) =c(O; + O ).
Teniendo en cuenta esta propiedad podemos escribir C(©;) = c(e)’, ya que
O, = je. Si escribimos el autovalor correspondiente a C. como ¢(e) = €27k para
algiin k € C se cumplird que C(0;) = ™ ¥, Definamos my, = k k con ex = 27.
Notese que dado que € = 27”, necesariamente, k = n. Entonces se puede escribir el

coeficiente C'(©;) como C(0;) = e«®)ik = ¢™xOi Por lo tanto,

(2.3.5) Co, W (r,0) = (r,0 + ©;) = ™ 4(r, ),

lo cual es equivalente a:

(2.3.6) gE(r, 0) = ewm"u(r, 0), con u(r,0+ €)= u(r,0).

Hasta aqui, sin embargo, los my no tienen por qué estar discretizados ni ser
reales. Veamos que esto se deduce de la compacidad de la variable angular, ¥ (r, 6 +

2m) = (r,0 +ne) = (r, 0), que se traduce en una condicion de contorno periddica
en esta variable. Utilizando la ecuacion 2.3.5 en la condiciéon de contorno se obtiene:

C@j:mi;(r, 0) = 1@(7‘, 0 + ne) = emémkg[;(r, 0).
Como ne = n%’ﬂ se debe cumplir que 15(7‘,9 + ne) = ei%mki;(r, ). Por lo tanto,
debido a las condiciones peridédicas e??™* = 1 lo cual implica que my, € Z. O

OBSERVACION 2.3.3. (Red reciproca). En la primera demostracion, el escalar b
juega el papel de vector primitivo de la red reciproca cuyos nodos Pj se obtienen
para k € 7 ya que entonces se cumple que e*% % = 1, lo cual es la condicion
que sirve para definir red reciproca (véase apéndice C). Por lo tanto, los nodos
de la red reciproca vienen definidos por P, = kb (con k € Z) y se cumple que
P = i + Py ya que ePwSi = k%P = ¢rSi Del mismo modo, en la
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segunda demostracién, si k € Z los nodos My = kx donde el escalar kK = n, son
los de la red reciproca, ya que en este caso, se cumple que ¢*®Mk = 1. El papel de
vector primitivo lo juega ahora el escalar k. Ahora se cumple que mg = my + My,
Vmy ya que eimi O = ik O oiMn©; — ¢imr®; Fp adelante denotaremos los my
simplemente como m.

NOTACION 2.3.4. Previamente a deshacer el cambio de variable en la primera
demostracion, pi se conoce en la teoria de Bloch convencional como pseudomomento
lineal, tal y como hemos visto mas arriba. Esta es la razén por la que denominamos
pseudomomento angular a la variable m.

Veamos que el teorema 2.2.22 aparece ahora como un corolario del anterior
resultado.

COROLARIO 2.3.5. (de valor mdximo para m) El médulo del pseudomomento
angular m = |m| presenta un valor mdzimo, en particular, m < 5 sin es pary
m < ”Tfl si n es impar. El mddulo del momento angular I = |l| no estd acotado.

DEMOSTRACION. Como hemos visto, la red reciproca viene definida por los
escalares My = kx con k € Z'y k =n, y por lo tanto cualquier punto m’ se puede
expresar como m’ = m + My, donde m pertenece a la celda de Wigner-Seitz o

primera zona de Brillouin (véase apéndice B), ya que ¢M*® = 1. Por lo tanto, la
primera zona de Brillouin se puede definir en el intervalo [—%, %] ya que si m esta

fuera de este intervalo se puede expresar como un punto del intervalo mencionado.

Por lo tanto, m < 2 si n es par y m < "T’l si n es impar. En consecuencia,

podemos tomar so6lo lealores de la variable m en cualquier intervalo de longitud n.
Los definiremos, por tanto, entre [—%, %}

En el caso de O(2) los [ estan discretizados pero no estan acotados, pues no se
puede definir una red de Bravais ya que no existe periodicidad en V(x).

Veamos adicionalmente que las funciones con m’ fuera de este intervalo son las
mismas que aquellas con m definido dentro del mismo ya que cumplen la misma
ecuacion. Sea P, (r,0) = ™ Cup (r,6). Como m/ = m+ My (con My, =kny k €
Z) se cumple que Y (1, 0) = ™0 Mrly,, (1,0) = ™04, (r,0) donde iy, (r,0) =
eMify,(r,0). La funcién ¥, cumple que L((7,0), [/ |))m: = fms U, Tuego
U (1, 6) cumple la ecuacion:

m2  2im 0] .

7 o2 .
L((Tv 9)7 |um/| ) - + 2 90 um/(rv 9) = HmUm/ (Ta 0)

r2
Sea Y (r,0) = e™u,,(r,0). De nuevo, se cumple que L((r,6), [thm|?)thm =
Um®m ¥ por lo tanto,
Pi(r0 5. m%  2im 9
[L((r, 0), [um|”) — P + T—Q%]
Luego cumple la misma ecuacién con las mismas condiciones de contorno. Por
lo tanto, necesariamente w,, (r,0) = i,/ (r,0) y cualquier funcién con m’ = m+ My,
se puede reducir a la misma funcién con m. Consecuentemente, los m distintos
estan acotados. O

Um, (Tv 9) = HmUm (Tv 9)

OBSERVACION 2.3.6. En adelante, vamos a considerar siempre la primera zona

de Brillouin para m en [—%, %]
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COROLARIO 2.3.7. Para cada valor de m en la primera zona de Brillouin y VI
hay un nimero infinito de soluciones con autovalores distintos separados entre si
un cierto valor discreto.

DEMOSTRACION. Sea (r,0) = ¢, (r,#) una solucién de Bloch expresada
en coordenadas polares de la ecuacion 2.2.1. Entonces u,,(r, #) cumple la ecuacion:

2im 0 |
r2 00
con la condicién de contorno uy, (r, 0) = u,(r,0 +€) y ¢ = 2X. Este problema tiene

n
una familia infinita de soluciones wy, o (7, @) con autovalores distintos i, ., donde el

(1.6, lum]?) = =5 + i (1,6) = it (1 0),

subindice « sirve para ordenar las soluciones v, , con distintos autovalores fi,, q.

Sea 1@(7‘, ) = €9g,(r) una soluciéon de Bloch expresada en coordenadas polares
de la ecuacion 2.2.1 en el caso de simetria rotacional completa. Entonces g;(r)
cumple la ecuacion:

- 12
(L' (r,|g:)*) — T—Q]gl(T) = mgi(r),

donde ahora L’ solo incluye derivadas respecto a r. Igual que antes, este proble-
ma tiene una familia infinita de soluciones g; () con autovalores distintos p,q.
Nuevamente, el subindice « se utiliza para diferenciar las soluciones con el mismo
momento angular [ y distinto autovalor p 4. O

OBSERVACION 2.3.8. Los anteriores corolarios significan que las soluciones au-
toconsistentes con simetria rotacional discreta de la ecuacién 2.2.1 se ordenan segin
una estructura de bandas dentro de la primera zona de Brillouin. En el caso lineal,
podemos escribir el operador L, = [Lo((r, 0)) — z—z + %%], donde Ly es el operador
Ly expresado en coordenadas polares, y calcular los autovalores variando de modo
continuo el valor del pseudomomento g. De este modo, podemos obtener la relacion
entre q y jiq, lo cual permite obtener los intervalos de ji, para los que no se obtiene
solucién, conocidos como bandas prohibidas*. Por otra parte, en el caso no lineal,
puede variar no s6lo m sino también [)|2, lo cual da lugar a una relaciéon adicional
entre [t o ¥ la potencia, definida como

(2.3.7) P:/|1/)|2dx2.

En el capitulo 3 veremos que se pueden calcular numéricamente este tipo de curvas
y que las soluciones no lineales aparecen en las bandas prohibidas que se obtienen
en el caso lineal.

2.4. Aplicacién a un operador no lineal no real

Los resultados anteriores se modifican si el operador considerado no es real,
como vamos a ver a continuacién. Sea Ly = iw% y denotemos como Lo, L; los
operadores Lg, L expresados en coordenadas polares. Vamos a estudiar las propie-
dades de simetria de las soluciones autoconsistentes de la ecuacion:

4Notese que s6lo los valores que cumplen que ¢ = m pueden ser solucién de la ecuaciéon con
condiciones periodicas.



48 2. TEORiA MATEMATICA DEL PSEUDOMOMENTO ANGULAR

(2'4'1) Ew((’r’ 0)) |1/~)|2)1/; = ,Uﬂ/;,

donde L, = Lo+ L1 + L. Al igual que anteriormente suponemos que G = 0(2), C,
0Cpny y que, G’ CG.

Podemos definir una solucién autoconsistente simétrica del mismo modo en que
se hizo en el apartado anterior. Para este tipo de soluciones es facil ver que el teore-
ma 2.2.13 y sus corolarios siguen siendo validos. Basta con observar que el operador
L, también es invariante bajo los elementos de los grupos de rotacion y reflexion
considerados. Por lo tanto, la forma funcional de estas soluciones seguira siendo la
presentada en los casos 1 y 2 para los grupos O(2) y C,, 0 Cpy, respectivamente.
Por consiguiente, seguimos denominando a las variables [ y m momento angular y
pseudomomento angular. Ademas, debido a que un grupo de orden finito tiene un
numero finito de representaciones irreducibles, el teorema 2.2.22 de valor maximo
de m es también vélido.

Sin embargo, ya no se cumple el lema 2.2.7. En su lugar podemos obtener el
siguiente resultado:

LEMA 2.4.1. Sit, es una solucion autoconsistente con autovalor y de operador
Ly, ) es solucion autoconsistente del operador L_,, con el mismo autovalor.

DEMOSTRACION. Se cumple que Emﬁ,,—i—il(x, |1E,,|2)1E,,+iw%1;,, = ), Como
anteriormente, L (x, |4, |2) = L1(x, |¢*|?) ya que F es una funcién real y [, |> =
|g[~1,’§|2 Como V(x) es una funcién real, si tomamos el complejo conjugado de la
anterior ecuacion tenemos: Lot + Ly (x, [¢F]?)* — iw%d};ﬁ = p*p*. Luego oF
es autofuncién con autovalor p* del operador L_,, = Lo + Ly (x, [{F]?) — iw%.
Finalmente, se sigue cumpliendo que todos los autovalores son reales, debido a que
L=1L". O

LEMA 2.4.2. Si el grupo de simetria de |1,|* es C,, necesariamente la multi-
plicidad de todos los autovalores es p = 1.

DEMOSTRACION. Todas las representaciones irreducibles de C,, son unidimen-
sionales. Aunque algunos pares de representaciones unidimensionales son complejo
conjugados, ya no se cumple que 9, y v}, sean soluciones del mismo operador con
el mismo autovalor. Por lo tanto esta degeneracion ya no existe, y las funciones de
distintas representaciones irreducibles pertenecen a subespacios distintos y tienen,
por tanto, distintos autovalores. (I

LEMA 2.4.3. Si el grupo de simetria de |1,|? es Cpy, la multiplicidad de los
autovalores es p < 2.

DEMOSTRACION. Se debe a que las representaciones irreducibles de C,, son a
lo sumo bidimensionales. O

LEMA 2.4.4. Si el grupo de simetria de |1,]* es O(2), entonces sus autofuncio-
nes son unidimensionales o bidimensionales.

DEMOSTRACION. Se debe a que las representaciones irreducibles de O(2) son
a lo sumo bidimensionales. g
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Ademés, en este caso deja de ser cierto el lema 2.2.27 debido a que ya no se
cumple el lema 2.2.7. Sin embargo, si que se cumple la siguiente versiéon del lema
2.2.28:

PROPOSICION 2.4.5. Las soluciones autoconsistentes simétricas pertenecientes
a representacion irreducibles bidimensionales son no reales.

DEMOSTRACION. Demostremos que una solucién autoconsistente simétrica que
pertenece a una representacion irreducible bidimensional debe ser no real. Basta con
observar que, las soluciones pertenecientes a representaciones irreducibles bidimen-
sionales se deben transformar, bajo la accién de rotaciones C,,, en un nimero no
real € = e P con p € Z, es decir, si 7; es una rotacién del grupo considerado, se
cumple que 7;1,, = €P1),,. En cambio, las soluciones pertenecientes a representacio-
nes irreducibles unidimensionales se transforman bajo todos los elementos 7; € G
solo por un cambio de signo, es decir, 7;1,, = +,,. Esto se puede observar en las
tablas de caracteres de cada uno de los grupos considerados. La primera condicién
s6lo puede cumplirse con funciones no reales. ]

También deja de ser cierto que las soluciones con [ = 0 en sistemas con simetria
O(2) e invariancia rotacional completa o con m = 0,+% si n es par o m = 0 si
n es impar en sistemas invariantes bajo los elementos de los grupos C,, o C,, sean
reales. Sin embargo se sigue cumpliendo la proposicién 2.2.33, aunque solo para las
soluciones con simetrias O(2) o C,, ya que solo éstas presentan representaciones
bidimensionales (en este caso ya no se puede considerar los pares de representacio-
nes irreducibles C,, cuyos caracteres son mutuamente conjugados como una tnica
representacion bidimensional).

Dado que el operador L., conmuta con el operador de rotacion Cg, se puede
demostrar siguiendo los mismos pasos el teorema de Bloch angular y sus corola-
rios. Sin embargo, las ecuaciones que cumplen las funciones u(r, 8) son ligeramente
distintas. Repitamos pues el razonamiento final del corolario 2.3.5.

Veamos ahora que las funciones con m’ fuera de este intervalo son las mis-
mas que aquellas con m definido dentro del mismo, salvo en el caso de O(2). Sea
O (7,0) = €™ Ouppys (7, 0). Como sigue siendo cierto que m’ = m+M, con M = 0,,n
y 0,, € Z, se cumple que 1y, (r,0) = emPei¥mnfy .\ (r,0) = €™, (r,0) don-
de Gy (r,0) = €m0,/ (r,0). La funcion ¢, cumple que L((r,0), [t |*) b =
Loam? Ut 10O Ty (r,0) cumple la ecuacion:

2
- ~ R m (2m ol.
|:L0+L1(('I", 9), |um/| )— (7"_2 —|—wm) +Z (7‘_2 +'LLU> %] Um! =
:,U,m’&m/.

Sea Y (r,0) = €™y, (r,0). De nuevo, se cumple que L((r,6), |tm|?)m =
WU, y por lo tanto,

~ ~ 2
Lo+ Lal(r O funl?) = (B ) i (2 i) ] =
= U

Luego cumple la misma ecuacién con las mismas condiciones de contorno. Por
lo tanto, necesariamente u,, (r, ) = @, (r,0) y cualquier funcién con m’ = m + M
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se puede reducir a la misma funcién con m. Consecuentemente, los m distintos
estan acotados.

Para las funciones con simetria O(2), el razonamiento es idéntico y, por lo tanto,
los valores de [ no tienen cota maxima.

COROLARIO 2.4.6. Para cada valor de m ol en la primera zona de Brillouin
hay un nimero infinito de soluciones con autovalores distintos separados entre si
un cierto valor discreto.

DEMOSTRACION. Sea 9(r, 0) = €™, (r,§) una solucion de Bloch de la ecua-
cion 2.2.1. Entonces u,,(r,0) cumple la ecuacion:

2

- - ) m (2m 0 -

Lo+ L1i((r,0), |um|®) — (T—2 +wm) +1 (r_2 +W> %] tm =
= ,Ufmum(rv 9)7

con la condicion de contorno w,(r,0) = um,(r,0 + €). Este problema tiene una
familia infinita de soluciones u,, (7, 0) con autovalores distintos fim, - O

OBSERVACION. Sea el operador L., = [Lo((r,0))— (g—z + wm) +i (3 +iw) 2]
con g € R. Si fijamos w y variamos de modo continuo el valor del pseudomomento ¢,
podemos calcular los autovalores de cada operador iq,w que reproduce la obtenida
en el apartado anterior para w = 0. Nuevamente, para cada w podemos obtener la
relacion entre ¢ y pg4, lo cual permite obtener los intervalos de pg,, para los que no
se obtiene solucién que daran lugar a las bandas prohibidas®. Sin embargo, podemos
variar la estructura de bandas variando w, que tiene el efecto neto de una variaciéon
en ¢, con lo que hay una relacién adicional entre w y fig,a,w-

En el caso no lineal puede variar no sélo m y w, sino también [¢|?, lo cual da
lugar a otra relacién entre fi,, o, ¥ la potencia.

2.5. Propiedades cerca del eje de simetria rotacional

Veamos que se pueden obtener predicciones sobre la forma funcional de las
soluciones autoconsistentes simétricas cerca del eje de simetria rotacional.

NOTACION 2.5.1. Denotamos por x5 € 2 a la interseccion entre el eje de si-
metria rotacional y el plano x = (x,y). En adelante denotaremos la funcion en
coordenadas polares sin tilde, ¥(r, #), para no recargar excesivamente la notacion.

PROPOSICION 2.5.2. Sea 1(r,0) una solucion de la ecuacion 2.2.1 o de 2.4.1
con simetria rotacional discreta o continua perteneciente a la j-ésima representa-
cion con momento angular I o pseudomomento angular m, con m # 5 y m # 0.

r—0

Supongamos que (i) |W(r,0)] = |g| + d, donde pg € R y ¢ < by, (i)
Lnp(6]) "= Lnr(lwol) + 0L, donde F(lwol) € R y 6Ly, < F(|tol) , y (i)

Vr,0) i~ Vo + 0V, donde Vo € R y 6V < V. Entonces se cumple que I > 0,
e € R, tal que Vr < &, (r,0) es proporcional a r'e® + O(r'*1) en el caso O(2) o
a rmetm? 4 O(r™*1) en los casos Cp, 0 Cpy.

5A1 igual que en el apartado anterior, sélo los valores que cumplen que ¢ = m pueden ser
solucién de la ecuacién con condiciones periddicas.
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DEMOSTRACION. Vamos a estudiar primero el caso con simetria rotacional dis-
creta. Sea 1)(r, 0) una solucion autoconsistente simétrica de la ecuacion 2.2.1 o de
2.4.1 con simetria rotacional discreta que pertenece a la representacion j-ésima del
grupo correspondiente, es decir, C,, 6 Cy,,. En este caso la funcion presenta pseudo-
momento angular m bien definido.

Estudiemos en primer lugar las soluciones simétricas de la ecuaciéon 2.2.1. Si la
funcion presenta invariancia rotacional discreta, debe tener la forma ¢y, o(r,0) =
MU, o (7, 0), donde up, o(7,0) = U or, 0 + t2n—”), t € N, m es el pseudomomento
angular y « es el indice de la banda. Tal y como se vié en 2.3.5 las funciones w,
cumplen:

0? 1 8 m2 2m 0 1 0°

+F([1)] )] Um,a(rv 9) = ,Um,aum,a(rv 0).

Como las funciones wy, o(r,0) son periddicas en 6 podemos desarrollarlas en
serie de Fourier:

(2.5.2) U a(r,0) =Y e*0uk, ().
k

Podemos hacer lo propio con la funcién V(r,6):

(2.5.3) V(r,0) = Zeik,”er/(r).

k!

Notese que U, o puede pertenecer a un subgrupo G C G, si G es el grupo
de invariancia de V(r,0). En este caso, el indice n hace referencia al orden de
simetria del subgrupo G’ y desarrollamos ambas funciones segun la periodicidad
correspondiente al grupo de simetria G’. Introduciendo los desarrollos 2.5.2 y 2.5.3
en la ecuacion 2.5.1 se obtiene:

o Z eiknGa_zuk (T‘) _ Z eikn@ 10 k + Z ezkn@ (’I")

- or2 ™ - ror”
_|_2T‘_Tzkneikn9uicn ZkQ 2 giknd k +Z zkneF |1/}| ) ( )
+ ZZ ezk ner// k:( ) = flm.o Zezknﬂ k

L

donde k" = k' 4+ k. Podemos obtener una ecuacion para cada momento k si mul-
tiplicamos la anterior ecuaciéon por e~*"Y e integramos la coordenada angular 6
entre 0 y 27
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B 2
- [ ane I 1) = 3 [ a0 )

k

2
i(k—k)no Mk i(k—k)nb k

+§/d96( ) r_zuvma(r)_" r—22kn /d@e( ) umﬂ(r)

1
s Yok [aneit e, +Z/d926 DY (1) (1)

k k//

—|—Z/d96i(k_g)"9F(|¢|)ufn,a(7") — Mm,aZ/d%i(k_k)"‘gufn’a(r).

k k

Resolviendo las integrales se obtiene:

2 1 _ 2 2m — -
—%ufn,a(vﬂ) )+ %uz,a<r> + Dk ufn,a<r>
1 —
P 0) 4 T Vs 0) 4 S 0) = ot )
k

donde se ha definido
i . or
FFF(gf?) = (B [F ()| k) = / A8 E=F0 B[y (1, 0) ).

Reagrupando términos se obtiene el conjunto de ecuaciones acopladas:

d2 1 d (m —|— lgn)Q i k
g L o) S Verslr 1)

(2.5.4) + D PR, (1) = ity o (1)
k

Utilizando los supuestos (i), (ii) y (iii) cuando r es suficientemente peque-
no se puede escribir V(r,0) ~ Vo, [¢(r,0)] = ¢o y F(|¢]*) = F(|o|*), donde

Vo, ¥, and F(|1]?) € R. Esto permite resolver Vi_,(r) vy FEK=%(|¢|?) cerca de
r=0:

I r
Veoslr) = 5= [ om0 (r,0) "R 6 Vi Vi (),
™ Jo ?
Y 2
_k 1 4 —i(k—k)n r—0 _
PRR(ol) = 5= [ s E O o) R g (o) + 0Lk
Con lo que el conjunto de ecuaciones 2.5.4 se comporta cerca de r = 0 como:
d2 1 d (m + /%n)z k r—0 A
_W - ;dT + T um,a(T) ~ (Nm,a - Vo— LNL(|¢0|)) um,a(T)

= Ol Fnl) = Kuf, . (r),
cuya solucion es:

’U,Ema(’l”) rzo CLT|m+En| + O(T|m+15n|+1)'

Tenemos que analizar el comportamiento de n(k) = |m + kn| para diferentes m
y k, con el fin de determinar la contribucién dominante cuando r — 0. Para ello,
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vamos a tener en cuenta el teorema 2.2.22; segtn el cual _T" <m< % Utilizando
esta propiedad podemos obtener las siguientes condiciones:

i)m>0.Parak =1,2,3,..., n(k) = |m+ kn| = kn+ m dado que kn >0y
m > 0. Adicionalmente, n(—k) = |m — kn| = kn —m, ya que kn > § > m. Por lo
tanto [n(—k) < n(k), k=0,1,2,3,... | (nétese que n(k) = n(~k) si m = 0).

Por otra parte, para k = 0,1,..., n(—(k + 1)) = |m — (k+ )n| = (k +
Dn —m ya que (k+ 1)n > 5 > m. Ademas, kn +m < kn + (n —m) =
(k+ 1)n —m ya que para m < &, 2m < n — m < n — m. Por lo tanto
‘n(k) =kn+m<(k+1)n—m=n(—(k+1)) ‘ La igualdad se obtiene si m = %.

Combinando ambas condiciones:

(2.5.5) (=) <nk) <n(=(k+1)); £=0,1,2,3,... |

ii) m < 0. Para k = 1,2,..., n(k) = |m + kn| = kn +m ya que kn > § >
—m > 0. Ademas, como —kn < 0y m < 0 se cumple que m — kn < 0y n(—k) =
|m — kn| = kn — m. Entonces, dado que kn > 0, ‘n(k) <n(-k), k=0,1,2,3,... ‘
(Notese de nuevo que para k = 0, n(k) = n(—k)).

Por otra parte, para k = 0,1,..., n(k+1) = |m+ (k+ 1)n| = (k+ 1)n + m,
porque (k+1)n > § > —m. Teniendo en cuenta que 0 < —
n — —m < n + m se obtiene que kn —m < kn + (n + m)

<
m

En definitiva,

(2.5.6) [n(k) <n(—k) <n(k+1); k=0,1,2,3,...|

Analizaremos los casos con m = 0 y m = +3 en resultados posteriores. Si
m # 5 y m # 0 el signo de igualdad nunca se obtiene en las desigualdades 2.5.5
0 2.5.6 (salvo, evidentemente, si k = 0), y por tanto, la contribuciéon dominante se
obtiene si k = 0.

Luego sim # 5 y m # 0, la contribucién dominante a v se produce para k = 0.
Por lo tanto, la funcién se comporta como

P(r,0) emOplml

en el limite r — 0.

En el caso de que 9 (r, #) sea una solucion autoconsistente simétrica de la ecua-
cion 2.2.1 o de 2.4.1 con simetria rotacional O(2), se obtiene el resultado repitiendo
el razonamiento y teniendo en cuenta que V (r,0) y F(]1|?) son periodicos en 6 con
periodo 2.

En el caso de soluciones simétricas de la ecuacion 2.4.1 se puede razonar de
modo anélogo pues el término Ly en el operador no modifica la linea de razona-
miento. O

COROLARIO 2.5.3. Bajo las mismas condiciones que el teorema anterior, si
m = g, n par, lanfuncién cumple que Je > 0, ¢ € R, tal que Vr < e, ¥(r,0) es
proporcional a 2r'%| cos(£20) + O(ri+1).

DEMOSTRACION. Si m = £%, se cumple que n(£k) = kn+m = kn+ 5 y

n(F(k+1)) = (k+1)nFm = kn+ 5. Por lo tanto, el signo de igualdad se obtiene
entre £ky F(k+1), es decir, n(£k) = n(F(k+1)) mientras que n(Fk) < n(tk). Es
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decir, n(0) = n(F1) < n(£1) = n(F2) < ... Por lo tanto, las contribuciones domi-
nantes se obtienen para k = 0y k = F1, si m = +5. Consecuentemente, para k = 0

. . 4ing |n ing |n| n eii%9+e;i%9 o
y k = F1 se obtiene que ¥(r,0) x e**2 rlzl 4 eFis r|2‘—2r‘2‘(f =

2rl3 cos(+£50). Notese que las soluciones con m = +% son la misma pues esta
representacion es unidimensional y, por lo tanto, basta con considerar m = 5. [

Luego la funcién en el origen no se comporta como en el caso de soluciones tipo
vortice, pero si se puede concluir que tiende a una funciéon real. Notese que si no
se comportara como una funcién real en xg, habria contradiccién con la proposi-
cion 2.2.27, ya que las soluciones con m = 3 son soluciones tipo solitén nodal y
pertenecen a representaciones irreducibles unidimensionales.

COROLARIO 2.5.4. Bajo las mismas condiciones que el teorema anterior, si
m =0, la funcion cumple que Je > 0, ¢ € R, tal que Vr < e, ¥(r,0) es proporcional
a cte + O(r), cte € R.

DEMOSTRACION. Sim = 0, se cumple que n(+k) = kn+m = kny n(Fk) = kn.
Por lo tanto, el signo de igualdad se obtiene entre +k y Fk, es decir, n(+k) =
n(Fk) mientras que n(£k) < n(F(k + 1)). Es decir, n(0) < n(F1) = n(£l) <
7n(F2) ... Por lo tanto, la contribucién dominante se obtiene para k = 0, si m = 0.
Consecuentemente, ¥ (r, 0) o< 710 = 1. O

Luego la funcién en el origen también tiende a una funcién real, en particular
a una constante. Nétese que si no se comportara como una funcién real en xg,
habria contradiccion con la proposicion 2.2.27, ya que las soluciones con m = 0 son
soluciones tipo soliton fundamental y pertenecen a representaciones irreducibles
unidimensionales.

OBSERVACION 2.5.5. Noétese que cuando m = 2 nada impide que el coeficiente

2
i%B-i-e:Fi%B
2

+
. . ~ " . n
de proporcionalidad que acompana al término 27zl ( € se anule. En

ese caso, los siguientes términos dominantes son para k = +1 y k = F2 y entonces
. . +i32 0 320

W(r,0) o eFBFOPBE] 4 FBEOLE] = 9pPB3| (o Z 4T B ) = 2rP3% 1 cos(£329).

En general esto puede suceder para todas las parejas de coeficientes que dan lugar

iy TV iy T
ei1p§9+e;1p§9
2

a términos de la forma 2rP%! , p € N e impar. Como la solucién

es simétrica siempre se deben anular los coeficientes que dan lugar a este tipo
de té:minos. Por lo tanto, en general v (r,#) es proporcional 2r/P3| cos(£pz0) +
O(rPz*1), p € N e impar.

Si m = 0 y el coeficiente de la constante se anula, los términos con k = +1
dan lugar a contribuciones de mismo orden y en consecuencia t(r,6) oc 7!l +

. n in@ —in@ .
e 0rl3z1 = 9plnl (%) = 271"l cos(nf). Del mismo modo, en general pode-

mos escribir que 9(r,0) es proporcional 2r/P%| cos(£p26) + O(rPE+!), p € Ny, en
este caso, par.

Estas conclusiones tienen gran relevancia al estudiar el comportamiento de
la solucién frente a reflexiones especulares. Veremos en el capitulo 3 ejemplos de
soluciones tipo solitén fundamental donde el primer término se anula y los términos
dominantes se obtienen si k = +1.
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2.6. Singularidades de fase, carga, vorticidad y lineas nodales

Supongamos que 9(x), con x € 2 C R? es una funcién compleja que es solucién
de las ecuaciones 2.2.1 0 2.4.1. Se dice que dicha funcién presenta una singularidad
de fase en xg, si en dicho punto Re(y(x¢)) = Im(¢(x¢)) = 0 [51, 52|. Si la
singularidad de fase aparece a lo largo de una linea continua v € €2, es decir, Vx €
se cumple que Re(i(x)) = Im(i(x)) = 0, entonces decimos que « es una linea
nodal. Denotaremos por x; con j = 1,...,V y por v con j/ = 1,..., V' a las
singularidades y lineas nodales, respectivamente, que presenta la funcion .

A cada singularidad se le puede asignar la siguiente cantidad:

DEFINICION 2.6.1. Llamamos vorticidad o carga topoldgica de la singularidad

j-ésima a v; = % fc_ Vds, donde ¢ = arctan (;"Z((;p)))es la fase de 1 y s recorre
J

un circuito cerrado ¢; € R? suficientemente cercano a x;, de modo que encierra
Unicamente esta singularidad.

Por otra parte, la vorticidad, denotada por v, se define como v = % ngpds,
donde s recorre un circuito cerrado ¢ cualquiera. Nétese que, dado que ¢ es una
variable compacta, v; € Z y v € Z. Veamos que el valor de la vorticidad v esta en
relacion con el nimero de singularidades x; que encierra el circuito ¢ y la vorticidad
o carga v; de cada una.

LEMA 2.6.2. Sea  un circuito cerrado que encierra en su interior V singula-
ridades de carga vj, j = 1,...,V y que no corta lineas nodales. Si calculamos la

vorticidad v a lo largo de dicho circuito se cumple que v = Z;;l vj.

DEMOSTRACION. Denominemos el drea encerrada por ¢ como €,. Dividamos

2, en V éreas ()¢,, cada una de las cuales contiene una tnica de las singularidades
xj, j = 1,...,V. Sea (; la frontera de €,,. Evidentemente, los ¢; son circuitos
cerrados que encierran una tnica singularidad, y por tanto la carga calculada a lo
. . . a1 e 1 o

largo de estos circuitos es v, Vj. Por tanto, podemos escribir v = 5- fc Vds =

v %
>t = fcj Vpds =33, vj. O

Vamos a analizar tnicamente lineas nodales que sean curvas cerradas o bien
que comiencen y terminen en algin punto de la frontera 2. Por lo tanto, en adelante
denotaremos como 2 y €25 las dos regiones en las que las lineas nodales consideradas
dividen el dominio €2. Sea ¢ una curva que corta a la linea nodal en x¢. La fase
¢ evaluada a lo largo ¢ presenta una discontinuidad tipo escalén en x¢ cuyo valor
denotamos por d({). Vamos a ocuparnos tnicamente de lineas nodales que cumplan
que d({;) = d con d constante V(; que corte a la linea nodal desde ; hacia Q5 y
—d si la corta en sentido contrario. En general, nos ocuparemos de lineas nodales
para las que d = +.

2.6.1. Singularidades de fase en el eje de simetria rotacional.

PROPOSICION 2.6.3. Bajo las mismas condiciones que la proposicion 2.5.2,
existe siempre una curva cerrada ¢ en torno a Xs para la que la vorticidad es igual
al momento angular | o al pseudomomento angular m, siempre que m # 5 ym # 0.

Es decir, para algtin ( suficientemente cercano a x4 se cumple que

(2.6.1) Ux, = ?(V(p -dl=mol,
¢
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donde ¢ es la fase de una solucién simétrica con simetria rotacional continua o
discreta.

DEMOSTRACION. Tal y como se demostro en 2.5.2 se cumple que:

T—

U(r,0) =0 grlmlgime +

donde
5y = O(rImIFL,
Podemos escribir
U(r,0) = [Ple?
ar™ (cosmb + isinm) + du + idv,

donde du, dv = O(rI™I+1) y

[9]e’® = [|(cos p + isin ).
Por lo tanto,

arl™ sinmb + sv

t =
e arlm cosmé + ou
ov ou ou dv
= tanmf + - tanmb — —————
arl™ cosm®  arlml cosmb (ar!ml cosm@)?
= tanméf+ 4t ot = O(r)
¢ = tan ! [tanmb + 6t

Si se realiza la expansion en serie de Taylor de la anterior funcién en torno a tan mé
se obtiene

e=mb+3dp O(dp) = O(t) = O(r).
Sin pérdida de generalidad, evaluamos la integral tomando como circuito ¢ una
circunferencia de radio € (C,):

1
Ux, =m+2—j{ (Vo) -dl = m + O(e).
Ce

T
Con lo que se obtiene, cuando ¢ — O:

Vg = M.

s

De un modo anélogo se puede razonar en el caso que la solucién presente
simetria rotacional continua y, por tanto, momento angular [. ]

OBSERVACION 2.6.4. La anterior proposicién equivale a afirmar que siempre
existe una singularidad de carga [ o m situada en el eje de simetria.

COROLARIO 2.6.5. Las soluciones simétricas de la ecuacion 2.2.1 o de 2.4.1 con
simetria rotacional discreta o continua de tipo vortice presentan una singularidad
de carga vy =1 6 vs =m en X, y, ademds, o = [Y(r =0,0)| = 0.

DEMOSTRACION. Segin la definicién de soluciones tipo vortice 2.2.34, [ #£ 0 o

bien m = 1,...,5 —1sinespary m = 1,...,"7_1 si n es impar. Por lo tanto,

segin 2.6.3 deben presentar una singularidad de fase con carga | # 0 o m # 0 en
Xs. Dado que hay una singularidad en x, la amplitud debe anularse. 0
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2.6.2. Lineas nodales en el eje de simetria rotacional.

PROPOSICION 2.6.6. Supongamos que m = % con n par. Entonces, bajo las
mismas condiciones que en la proposicion 2.5.2 existe siempre una curva cerrada ¢

en torno a X para la que la vorticidad se anula.

DEMOSTRACION. Como vimos en el corolario 2.5.3, si m = +3 la funcién
cumple que para algin circuito suficientemente cercano a xs se comporta como
¥(r, 0) o 2rl 2l cos(£26) (o bien ¥(r,0) o 2rP%| cos(£p20), p € N e impar). Como
ésta es una funcion real y periddica en 6 con periodo 3, al calcular la integral de
linea que define vy_ se obtendra vk, = 0+ O(e). O

COROLARIO 2.6.7. Las soluciones simétricas de la ecuacion 2.2.1 o de 2.4.1
con simetria rotacional discreta de tipo soliton nodal presentan al menos n nodos
a lo largo de circuitos ( que encierran a X5 y, ademds, vy = |(r = 0,6)] = 0.

DEMOSTRACION. En este caso m = 4 con n par, segtn la definicion 2.2.32.
Segun la proposicion 2.5.2, en una region en torno a x la funciéon es proporcional
a cos(50) y segtn la proposicién 2.6.6 la vorticidad en torno a este eje se anula.
Sin embargo, debido al comportamiento cosenoidal, se debe cumplir que ¥y =
|(r =0,0)] = 0, ya que en este limite, la fase no puede estar definida. Por otra
parte, como el periodo del coseno es 5, la funcién en un circuito en torno a x5 debe
anularse en n puntos. Si la solucién es proporcional a cos(pg0), p € N e impar,

entonces presentard p3 nodos. (]

OBSERVACION 2.6.8. En los ejemplos numeéricos presentados en el capitulo 3
observaremos que estos n nodos dan lugar a 5 lineas nodales que se cortan en el
origen.

PROPOSICION 2.6.9. Supongamos que m = 0. Entonces, bajo las mismas con-
diciones que en la proposicion 2.5.2 existe siempre una curva cerrada ¢ en torno a
Xs para la que la vorticidad se anula.

DEMOSTRACION. Como vimos en el corolario 2.5.4, si m = 0 la funcién cumple
que para algn circuito suficientemente cercano a x, se comporta como w(r, 0) x
cte € R (o bien 9(r,0) oc 2rP3] cos(£p50), p € Ny par). Como ésta es una funcion
real y periodica en 6, al calcular la integral de linea que define vy, se obtendra
vx, = 04 O(e). O

COROLARIO 2.6.10. Las soluciones simétricas de la ecuacion 2.2.1 o de 2.4.1
con simetria rotacional discreta o continua de tipo soliton fundamental no presen-
tan vortices en el origen en X5 y, ademds, o = |(r = 0,0)| puede tomar cualquier
valor real, si la solucion no presenta lineas nodales que se corten en el eje de sime-
tria.

DEMOSTRACION. La no existencia de vortices en el eje de simetria es consecuen-
cia inmediata de la proposicion 2.6.9. Si ¢(r,6) « cte € R la solucién no presenta
lineas nodales que se corten en x; y, evidentemente, 19 = [¢(r = 0,0)| puede tomar
cualquier valor. En cambio en el caso en que ¢(r, ) 2rlpzl cos(:l:p%@)7 conp €N,
p # 0y par la funcion en un circuito en torno a x,, debe anularse en pn puntos. [

OBSERVACION 2.6.11. En los ejemplos numeéricos presentados en el capitulo 3
observaremos que ejemplos de soluciones tipo fundamental con y sin lineas nodales.
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2.7. Interpretaciéon de la teoria de pseudomomento angular

Vamos a resumir e interpretar fisicamente los resultados obtenidos anteriormen-
te para soluciones con simetria rotacional discreta de 2.2.1. Hemos definido estas
soluciones como aquellas para las que la amplitud |+|? es invariante bajo la accion de
los elementos del grupo de rotaciones discretas. Esto significa que si C!, es una rota-
cién de angulo t2%, t € Z, se cumple que C. [ (r, 0)[? = [1(r, 6+ t2Z) > = [4(r, 0)|2.
En el siguiente capitulo analizaremos diferentes casos en los que se cumple esta
condicion. Por ejemplo, en las figuras 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 se observa que la
amplitud cumple esta propiedad bajo los elementos de rotaciones de los grupos
Cous Cay, Csy y Coy- En las figuras 3.2.6, 3.3.2 0 3.4.1 se muestran estructuras mas
complicadas de la amplitud que también cumplen esta propiedad.

Hemos deducido que, en este caso, la solucién presenta una cantidad, el pseu-
domomento angular m, que cumple que ¥ (r,6) = eim‘gu(r, ) donde se cumple que
u(r,0) = u(r,0 + t%’r) para que sea cierta la restriccién anterior sobre la amplitud.
Una funcién con esta forma funcional cumple que Cf1p = €™1p con € = '

Esto significa que si m = 0, frente a cualquier rotaciéon C! la funcion cumple
que Clep = 1. Por lo tanto si en un punto cualquiera de coordenadas xo = (rg, 6p)
escribimos la fase como p(xg) = arg(1)(xg)), se cumple que en los puntos de coor-
denadas x; = (ro,0p +t2Z), t = 1,...,n — 1 la fase es ¢(x¢) = ¢(x¢). En las
figuras 3.2.2(b), 3.2.3(b), 3.2.4(b) y 3.2.5(b) se puede comprobar esta propiedad y
que ademas, dado que la fase en un cuadrante completo es nula, también lo es en
el resto de cuadrantes. Por otra parte, dado que si m = 0 las funciones pertenecen
a representaciones unidimensionales, todas estos ejemplos son funciones reales, tal
y como se deduce en 2.2.27.

Por ofra parte, cuando el orden de simetrfa del grupo n es par y m = &3
se cumple que Clyp = e3¢ = ™) ya que ¢ = ¢ . Obsérvese que el mismo
resultado se obtiene para m = 3 y para m = —3, por lo que consideraremos s6lo
m = 5. En este caso, por tanto Cly = £1 y de hecho se cumple que Clyp = —1)
C2p = 1, C3¢p = —1p,... Esto se traduce en que para las fases de puntos x,
t=0,1,... se cumple que ¢(x;) = p(x0) + t7 0 en definitiva que la fase cambia en
7 cada vez que se realiza una rotacién en las coordenadas de 27’7 En las figuras 3.2.2,
3.2.3 y 3.2.5 para las soluciones con m = £3 se observa que si elegimos un punto
cualquiera xg y observamos la fase en puntos x; definidos como anteriormente, la
fase cambia de signo alternativamente para cada punto x;. De hecho, si la fase
en una regién definida por el eje las abcisas y una recta que pase por el origen
con angulo 27’7 es nula, hay n — 1 regiones semejantes con fases alternadas. Estas
soluciones cumplen con 2.2.27, ya que todas son reales.

Sin embargo, cuando m = +1y m # % (es decir, grupos distintos de Ca,) la
representacion es bidimensional y las soluciones son complejas (véase lema 2.2.28).
En este caso, Ch ) = €X' y por tanto ¢(x;) = ¢(xo) £ ¢2Z. Consecuentemente no se
obtiene el mismo resultado para m = +1 que para m = —1, tal y como corresponde
a una representacion bidimensional. En las figuras 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 se muestran
casos con m = 1, en los que se puede comprobar que la fase experimenta variaciones
de 27” cuando se parte de un punto cualquiera xg y se realizan rotaciones a puntos
Xt t= 1, N

Finalmente, si en general m # 4§ y m # 0, la representacién es bidimensional
y las soluciones son complejas (2.2.28). En este caso, Ci1y = €™ y por tanto

3
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¢(x¢) = p(x0) = mZE. Por ejemplo, si m = 2 se cumple que @(x;) = (xq) + 22
lo cual se puede comprobar en las figuras 3.2.4 y 3.2.5 para este tipo de soluciones.

Ademas, por el teorema 2.2.22 hemos deducido que los valores de m que una so-
lucion simétrica puede presentar en cada grupo estan acotados lo que significa que,
si bien pueden existir infinitas soluciones, todas ellas deben cumplir con ciertas res-
tricciones en su fase si son simétricas. Por otra parte, si consideramos las reflexiones
podemos observar que las soluciones con m = 0 o m = 3 en las figuras 3.2.2, 3.2.3,
3.2.4 y 3.2.5 se comportan de acuerdo con la tabla de caracteres correspondientes.
Para el resto de valores de m las reflexiones mezclan las funciones dentro del subes-
pacio bidimensional. Por lo tanto es necesario representar las funciones con valores
del pseudomomento negativos —m pues si I, es el elemento de reflexién respecto
al eje v se cumple que I, Y™ = £1p~"™, donde ¢™ y »~™ son dos funciones de
la misma representacién idénticas pero con distinto signo en el pseudomomento, es
decir, Y™ = e™0u(r,0) y ™™ = e'~™y(r,0). En las figuras citadas no se han
representado las soluciones con pseudomomento —m, aunque basta con conjugar
las soluciones representadas para obtenerlas.

Las proposiciones 2.6.3 y 2.6.6 junto con sus corolarios 2.6.5, 2.6.10 y 2.6.7
permiten deducir como se comporta la fase cerca del eje de simetria rotacional (que
se encuentra situado en el origen de coordenadas). Por ejemplo, en las figuras 3.2.2,
3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 se puede observar que para m = 0 no existe ninguna singularidad
en el eje de simetria rotacional, para m = § existen 3 lineas nodales que se cruzan
en el origen y para m # 5 y m # 0 existe una singularidad de fase de carga m en
el eje de simetria rotacional.

Como hemos visto en la introduccién, la modelizacién de solitones espaciales
en medios homogéneos autoenfocantes, saturables o fotorrefractivos da lugar a una
ecuacion de Schrodinger no lineal cuya no linealidad es una funcién de la intensidad
del campo [)|? (véase apéndice A). Los solitones espaciales con simetria rotacional
O(2) obtenidos en la literatura se pueden caracterizar como soluciones tipo funda-
mental sin momento angular, es decir, con [ = 0. Asimismo las excitaciones con
simetria rotacional continua e intensidad en el eje de simetria [68, 72] también se
pueden clasificar como soluciones tipo fundamental sin momento angular (I = 0).
En medios desenfocantes homogéneos, donde el sistema también se puede modelizar
mediante una ecuacion de Schrédinger no lineal cuya no linealidad es una funcion
de la intensidad del campo []?, los solitones oscuros con dependencias de la fase
en la coordenada 6 del tipo e??, se pueden clasificar como soluciones tipo vortice
con momento angular [ # 0.

Analicemos algunos solitones presentados en la literatura en sistemas periodicos
a la luz de la teoria del pseudomomento angular. Los solitones espaciales obtenidos
en las refs. [135, 136, 137| y predichos numérica y tedricamente en [146, 141]
son soluciones tipo solitén fundamental con pseudomomento m = 0. Los vortices
discretos obtenidos en [155, 156, 157] y modelizados en [141, 153, 143, 144, 145,
154] se pueden clasificar como soluciones tipo vortice con pseudomomento m = +1.
Finalmente, los dipolos o solitones nodales presentados en [143, 162, 163, 164]
son soluciones tipo solitén nodal. En este caso, aunque la simetria del sistema era
Cyy en las refs. [143, 163] y Cg, en la ref. [164], los solitones obtenidos presentaban
amplitudes con simetria Ca,. Es, por tanto, un ejemplo de soluciones cuyo grupo de
simetria es un subgrupo del grupo de simetria del medio, es decir, G’ C G. En todas
las referencias el pseudomomento de los dipolos es m = =1, que se corresponde
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con un soliton nodal en Ca,. En la ref. [162] se obtuvieron, ademaés, cuadrupolos
en redes cuadradas. Luego en este caso, se trata de soluciones para las que G’ y
G coinciden. En particular, son soluciones tipo solitéon nodal con pseudomomento
m = 2 en Cy4,. Por otra parte, en redes de Bessel también se obtuvieron solitones
discretos tipo vortice y nodal [178, 179, 180], que en nuestro caso se corresponden
con soluciones tipo vortice con m # 0 y m # %, donde n es el orden de simetrfa de
la amplitud del solitén o bien con solitones con m = 5 cuando la diferencia de fase
entre solitones vecinos es de 7. Las excitaciones obtenidas en [183, 182] se pueden
clasificar como soluciones tipo vortice con m = +£1.

Finalmente, solitones rotantes como los azimutones [110] han sido modelizados
con ecuaciones cuyas soluciones estacionarias son soluciéon de 2.4.1. Los azimutones,
los soliton necklace beams y los soliton clusters son idénticos desde el punto de vista
de la simetria, y cuando los sistemas en los que se presentan pueden modelizarse
con ecuaciones como ésta, se pueden clasificar también de acuerdo a la teoria de
pseudomomento angular®. En particular, los necklace beams presentados en las refs.
[103, 104] o los soliton clusters obtenidos en [107] son solitones con simetria ro-

n

tacional discreta con m =0 o m = 5, donde n es el orden de simetria bajo cuyos

elementos es invariante la intensidad de la solucién. El valor del pseudomomento
n

es m = 0 cuando los solitones vecinos tienen la misma fase y m = 5 si estédn en
oposicién de fase. Igualmente, los necklace beams y los soliton clusters con momento
angular distinto de cero presentados en las refs. [107, 108, 109, 105] y los azimu-
tones presentados en la ref. [110] son solitones con simetria rotacional discreta con
m # 0y m # 5, donde n es el orden de simetria bajo cuyos elementos es invariante
la intensidad de la solucién. Finalmente, los solitones obtenidos en redes de Bessel
con simetria rotacional O(2) cuya amplitud es similar a los necklace beams, como
los presentados en [174, 175, 176, 180], son solitones discretos con m = 0 (si los
vecinos tienen la misma fase) o m = % (si tienen fases opuestas), donde n es el
orden de la simetria discreta de la amplitud. Solitones discretos tipo voértice con
m # 0y m # 5 en estos sistemas se obtuvieron en [177].

En el siguiente capitulo vamos a mostrar ejemplos de soluciones obtenidas te-
niendo en cuenta, por un lado, que las soluciones simétricas pueden presentar singu-
laridades fuera del origen y, por otro, que tal y como se ha obtenido anteriormente,
existe una estructura de bandas. Esto nos permite suponer que existen soluciones
en bandas superiores de las que, en todo caso, sabemos como se comportan en el
eje de simetria rotacional y podemos extraer conclusiones a priori sobre el aspecto

de su fase.

6Veremos en el capitulo 4 que soluciones no estacionarias simétricas también presentan pseu-
domomento angular, y por lo tanto, la teoria sera aplicable a este tipo de solitones no estacionarios.



CAPiTULO 3

Singularidades, lineas nodales, carga y vorticidad:
soluciones simples y compuestas

3.1. Introduccién

Vamos a utilizar los resultados presentados en el capitulo 2 para calcular numé-
ricamente soluciones simétricas de la ecuacion 2.2.1. Distinguiremos entre soluciones
simples y compuestas o clusters, donde las primeras presentan, a lo sumo, una tnica
singularidad de fase mientras que las ultimas presentan méas de una. Ademés es-
tudiaremos soluciones con lineas nodales radiales y angulares, asi como la relacién
entre este tipo de soluciones y la existencia de una estructura de bandas asociada
a la presencia de una estructura periédica y/o con simetria rotacional discreta.

El capitulo comienza con un apartado dedicado a las soluciones simples, donde
se define este tipo de solucién y se ofrecen ejemplos numéricos en sistemas con
diferentes simetrias rotacionales discretas para todos los pseudomomentos distintos
posibles en cada caso. Veremos en este caso que la cota sobre el pseudomomento m
se traduce en una cota sobre la vorticidad que pueden presentar estas soluciones.
En el segundo apartado se ofrecen ejemplos numéricos de soluciones con lineas
nodales radiales y angulares con todos los pseudomomentos posibles en sistemas
con simetria Cy4,. Veremos la relacién de estas soluciones con la existencia de bandas
superiores y obtendremos un ejemplo de una solucién no lineal que pertenece a la
segunda banda y existe en la segunda banda prohibida. Finalmente, en el tltimo
apartado se presentan ejemplos de solitones compuestos o clusters de vortices, es
decir, soluciones que presentan singularidades en puntos x diferentes del eje de
simetria rotacional. Estas soluciones se obtienen en sistemas con simetria Cq, y
para pseudomomento m = —1. Se obtiene ademés la relacién que existe entre
todas las singularidades situadas fuera del eje de simetria rotacional y se interpreta
detenidamente la estructura de fase de estas soluciones en el contexto de la teoria
del pseudomomento angular.

3.2. Soluciones simples
Algunos de los resultados del presente apartado fueron publicados en [216].

DEFINICION 3.2.1. Llamaremos soluciones simples a las funciones 1(x) que
verifican las siguientes condiciones:

1. Son soluciones simétricas de la ecuacion 2.2.1 o de 2.4.1 con simetria ro-
tacional discreta o continua (que presentan, por tanto, momento angular
[ o pseudomomento angular m bien definido).

2. Presentan a lo sumo una tnica singularidad de fase en x, o, si existen
lineas nodales, todas ellas pasan por xs y no se cruzan en ningin otro
punto.

61
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Teniendo en cuenta la definicién 3.2.1 y la clasificacién de las soluciones introducida
en las definiciones 2.2.31, 2.2.32 y 2.2.34, podemos diferenciar los siguientes tipos
de soluciones simples:

1. Soluciones simples tipo soliton fundamental (solitones fundamentales). Se-
gun 2.2.31, este tipo de soluciones presentan momento angular [ = 0 o
pseudomomento angular m = 0, es decir, pertenecen a la primera repre-
sentacién irreducible del grupo correspondiente. Segin el corolario 2.6.10
estas soluciones no presentan ninguna singularidad en el origen. Luego,
segin la definicion 3.2.1 no presentan ninguna singularidad y si presentan
lineas nodales, éstas se cortan en xg.

2. Soluciones simples tipo vdrtice (vortices). Segin 2.2.34, para este tipo de
soluciones [ # 0 o bien m # 0 y m # 5 si n es par. Segin el corolario
2.6.5, estas soluciones presentan una singularidad en x4 de vorticidad [ en
el caso de simetria rotacional continua o m en el caso de simetria rotacional
discreta. Segun la definicién 3.2.1, ésta es la Gnica singularidad de fase que

presentan.
3. Soluciones simples tipo soliton nodal (solitones nodales). Segun la defini-
cion 2.2.32, en este caso m = 3 con n par. Segin 2.6.7 y la observacion

2.6.8, estas soluciones presentan lineas nodales que se cortan en x4. Segun
la proposicion 2.6.6 en este caso la vorticidad calculada en torno a x4 se
anula, luego no puede haber singularidades de fase en el origen. Por lo
tanto no hay més singularidades ni lineas nodales, salvo las lineas nodales
que se cortan en Xg.

Nota 3.2.2. Los solitones fundamentales presentados en las refs. [135, 136,
137, 146, 141] son soluciones simples tipo soliton fundamental. Los vértices intro-
ducidos en las refs. [141, 154, 155, 156, 157] son soluciones simples tipo vortice.
Finalmente, los solitones nodales o dipolos introducidos en las refs. [143, 163, 164,
162] son soluciones simples tipo soliton nodal.

Para las soluciones simples se cumple la siguiente proposicion:

LEMA 3.2.3. Sea ¢(x) una solucion simple simétrica de la ecuacion 2.2.1 o de
2.4.1 con simetria rotacional discreta o continua con momento angular | € N o
pseudomomento angular m = 0,+£1,..., % stinparom=20,..., :E"Tfl St nimpar.
Calculemos v en circuitos ) que encierren a Xs. Entonces se cumple que v =v; =1
en el caso de simetria rotacional o bien que v = v; = m en el caso de simetria

n

rotacional discreta, siempre que m # 5 ym # 0. Sim = 5 o m = 0, entonces

v =0 para cualquier circuito que encierre a Xg.

DEMOSTRACION. Como los tipos de soluciones 1 y 2 no presentan mas singu-
laridades de fase que la que puede haber en el origen si m # 0 o [ # 0, cualquier
integral en un circuito cerrado que encierre a x, da como resultado v = m o bien
v =1, ya que la carga de la singularidad en x4 es v; = m o bien v; = [ segtn 2.6.3.
Si la solucion es de tipo 3, segun 2.6.6, la vorticidad calculada en un circuito en
torno a x, es nula. Lo mismo sucede si es de tipo fundamental debido a la proposi-
cién 2.6.9. Luego por la definicién de solucién simple, sigue siendo nula cuando se
calcula a lo largo de cualquier circuito que encierre a X. O
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Ficura 3.2.1. Potencial con invariancia rotacional discreta
V(x) con simetria (a) Cay, (b) Csy, (¢) Cap y (d) Csyp. Los casos
(¢) vy (d) son, ademas, periodicos.

OBSERVACION 3.2.4. Los resultados presentados en [216, 217] se referian a
soluciones simétricas para las que se cumple que v = v; V1 que incluya a x, lo cual
es en definitiva un modo alternativo de definir las soluciones simples tipo voértice.

PROPOSICION 3.2.5. (de vorticidad mdxima). Sea 1p(x) una solucion simple
simétrica de la ecuacion 2.2.1 o de 2.4.1 con simetria rotacional discreta con pseu-
domomento angular m. Entonces el valor mdzimo de la vorticidad es 5 —1 sin es
par o ”Tfl st n es impar y el valor minimo es —% + 1 sin es par o —”Tfl st n es

impar. Es decir, se cumple que |v| < § sin es par o [v| < "T_l si n es impar.

DEMOSTRACION. Para dichos grupos se cumple que (véase teorema 2.2.22)
m:07:|:17:|:27...,:t% sines par om = 07:|:1,:|:2,...,:t"771 si n es impar. Luego
Im| < 2 sines par o m| < 251 si n es impar. Como por el lema 3.2.3 se cumple
que v = m, la vorticidad estd acotada por los mismos valores, siempre que m # 5
(si m = 0, en todo caso v = m = 0). Por tdltimo, segtn el mismo lema 3.2.3, en
el caso de soluciones simples tipo solitén nodal con pseudomomento m = +3, la
vorticidad es nula. Por lo tanto, los valores distintos de cero que puede tomar la
vorticidad son v = £1,£2,...,£5 Flsines par o v = :i:l,:i:2,...,:|:"T_1 si nes
impar. (]

COROLARIO 3.2.6. Supongamos que V(x) es invariante bajo traslaciones de
periodo a > 0. Entonces v < 2.

DEMOSTRACION. Los tinicos grupos de simetria rotacional compatibles con al-
guna simetria traslacional en el plano de cierto periodo son Ca, C3, C4 0 Cs [218].
Por lo tanto, el orden méximo de un grupo con simetria rotacional con esta carac-
teristica es n = 6. Debido al teorema 3.2.5 se cumple que v < 2. O

Obtengamos las soluciones simple:i para los casos ggv, C4v, Cs50 v Cgp cuando
el potencial periédico es V(x) = V- V(x), Vo > 0y V(x) es una funcion R? —
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(a) (b)

FiGurA 3.2.2. Soluciones simples con simetria Co, cuando p =
0,06. La amplitud de las soluciones con pseudomomento m = 0, 1
se representan en (a) y (c), respectivamente. Los minimos del po-
tencial lineal V'(x) se representan mediante circulos intermitentes
de color cyan. En (b) y (d) se representan las fases correspondien-
tes.

[0,1] que tiene alguna de las formas funcionales presentadas en la figura 3.2.1.
Las funciones V' presentadas en fig. 3.2.1 (a) y (b) son de la forma V(x) = 1 —

Z;:Ol exp (%) donde (z;, y;) = d (cos 2=, sin 2Z%) con n = 2, w = 8,

n " n

yd=4ren (a) yn=>5,w =10,y d = 107 en (b). Las funciones V presentadas
en fig. 3.2.1 (¢) y (d) son iguales a 1 en circulos de radio R = £, con R = 8000 y
A = 1064, y se anulan fuera de ellos. Los centros de los circulos estan situados en una
red cuadrada o hexagonal, es decir, en posiciones r = a(k; + cos(a))i + ak, sin(o)j,
donde 1i,j son dos versores perpendiculares, k;,k, € Z y a = 5 0% en cada caso.
El parametro a toma el valor a = %, donde A = 23000. Este tipo de potenciales
pueden modelizar las fibras de cristal foténico, definidas al final del apéndice A.

Las soluciones simétricas de la ecuacion 2.2.1 que se van a presentar en lo que
sigue han sido obtenidas con el método numérico descrito en el apéndice D.

= Simetria Cy,. Si la solucion ¢ es tal que |1 es invariante bajo Cay y
el potencial lineal V(x) es como en 3.2.1 (a), se cumple que n = 2 y
por lo tanto los valores permitidos para el pseudomomento angular son
m = 0,1. En la figura 3.2.2 se representan la amplitud y fase de las
soluciones simples con pseudomomentos m = 0, 1. Se puede observar que
las soluciones pertenecen a las representaciones j = 1,2 en cada caso y
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por lo tanto cumplen con los elementos del grupo correspondientes. La
solucion con m = 0 cumple que Il,, ¢ = 1, donde Il,, , representa las
reflexiones especulares respecto a los ejes de simetria especular horizontal
(op) y vertical (0,). De acuerdo con esto, se cumple necesariamente que
cerca del origen ¥(r,0) o cte € R. La solucién con m = 1 cumple que
I, % = =t y I, ¢ = 4. Por lo tanto, ¥(r,0) o 2r!z| cos(20) = 2r cos()
cerca de x¢ y presenta una linea nodal horizontal que pasa por el eje de
simetria xs. En el primer caso es una solucion tipo fundamental y en el
segundo es un solitén nodal y, por lo tanto, » € R en ambos casos, tal y
como se dedujo en 2.2.27.

Simetria Cy4,. Si la solucién ¢ cumple que |¢|2 es invariante bajo Cyy, y €l
potencial lineal V' (x) es como en 3.2.1 (¢), entonces n = 4 y por lo tanto los
valores permitidos para el pseudomomento angular son m = 0,+1,2. En
la figura 3.2.3 se representan la amplitud y fase de las soluciones simples
con pseudomomentos m = 0, —1, —2. Se puede observar que las soluciones
pertenecen a las representaciones j = 1,2,3 en cada caso y por lo tanto
cumplen con los elementos del grupo correspondientes. Al igual que en
Cay, la solucion con m = 0 cumple que Il,, ;4 = 1, donde Il,, , son las
reflexiones especulares respecto a un eje horizontal e inclinado 7 radianes,
respectivamente, con lo que ¥ (r, 0) « cte € R cerca de x;. La solucién con
m = 2, en cambio, cumple que Il,, v = —¢ y II,,¢ = 1. Consecuente-
mente 1(r,0) o 2r!2l cos(260) = 2712l cos(26) cerca de x, y presenta dos
lineas nodales perpendiculares que pasan por el eje de simetria x. Las
soluciones con m = 0,2 son tipo solitén fudamental y nodal, respectiva-
mente, y son funciones reales, tal y como se dedujo en 2.2.27. La solucién

con pseudomomento m = —1 es un vortice y presenta una singularidad
de fase de carga vx, = —1 en x,. La vorticidad calculada a lo largo de
cualquier circuito que incluya a x5 es v = vx, = —1. En este caso pertene-

ce a una representacion bidimensional, por tanto 1) € C, de acuerdo con
2.2.28. Ademas, la compleja conjugada es también solucion con m =1y
las reflexiones especulares involucran a ambas funciones.

Simetria Cs,. En este caso la solucion simple ¢ cumple que |¢|2 es in-
variante bajo Cs, y el potencial lineal V' (x) es como en 3.2.1 (b). Por lo
que los valores de pseudomomento permitidos son m = 0,+1,+2. En la
figura 3.2.4 se representan las amplitudes y fases para las soluciones con
pseudomomento m = 0,—1,—2. Se puede comprobar que las soluciones
pertenecen a las representaciones correspondientes utilizando rotaciones
que sean multiplos de %’T Como siempre, si m = 0 la solucién es de tipo
fundamental y por lo tanto es real, tal y como se dedujo en 2.2.27. Como
se observa Il 1 = 1 donde II,, es una reflexién especular respecto al
eje vertical, con lo que ¥(r,0) « cte € R cerca de x4. Por otra parte,
las soluciones con pseudomomento m = —1, —2 son soluciones complejas
tipo vortice. Ambos casos presentan singularidades de fase en x4 de carga
vx, = —1, —2, respectivamente, y la vorticidad cumple que v = v, si se
calcula a lo largo de circuitos que encierren a xs. Ambas soluciones son bi-
dimensionales y por tanto complejas, de acuerdo con 2.2.28. Sus complejos

conjugados son soluciones con pseudomomento m = 1, 2, respectivamente,
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Ficura 3.2.3. Soluciones simples con simetria C4, cuando
= 0,04. La amplitud de las soluciones con pseudomomento
m = 0,—1,—2 se representan en (a), (c) y (e), respectivamente.
El potencial lineal V(x) se representa mediante circulos de color
azul claro. En (b), (d) y (f) se representan las fases correspondien-
tes.

(=)

y las reflexiones especulares involucran tanto a la funcién como a su com-
plejo conjugado. En este caso no hay soluciones reales tipo soliton nodal
ya que n es impar. No6tese que la vorticidad maxima es vpar =2 < 5.

Simetria Cg,. En este caso la solucién ¢ cumple que |¢|2 es invariante
bajo Cg, y el potencial lineal V(x) es como en 3.2.1 (d). Los valores del
pseudomomento permitidos son m = 0,£1,+£2,3. En la figura 3.2.5 se
representan las amplitudes y fases para las soluciones con pseudomomento
m = 0,—1,—2,3. Se puede comprobar que las soluciones pertenecen a la
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Ficura 3.2.4. Soluciones simples con simetria Cs, cuando
pn = 0,16. La amplitud de las soluciones con pseudomomento
m = 0, —1, —2 se representan en (a), (c) y (e), respectivamente. Los
minimos del potencial lineal V(x) se representa mediante circulos
intermitentes de color cyan. En (b), (d) y (f) se representan las
fases correspondientes.

representacion correspondiente utilizando rotaciones que sean miiltiplos de
%’r. Cuando m = 0 o m = 3 las soluciones son tipo fundamental o nodal,
respectivamente. Por lo tanto pertenecen a representaciones irreducibles
unidimensionales y segin 2.2.27 son reales. Ademaés, la solucion m = 0
cumple que I, 1 = ¢, donde Il,, , representa las reflexiones especulares
respecto a los ejes de simetria especular horizontal y vertical, o), v oo,
respectivamente. Por consiguiente cerca del origen ¢(r,0) o« cte € R.
La solucién con m = 3 cumple que Il,, ¢ = ¢ y II,, ¥ = —¢. Por lo
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(b)

FiGura 3.2.5. Soluciones simples con simetria Cg, cuando p =
—0,06. La amplitud de las soluciones con pseudomomento m =
0,—1,—2,3 se representan en (a), (c), (e) y (g). La funcion V(x)
se representa mediante circulos de color azul claro. En (b), (d), (f)
y (h) se representan las fases correspondientes.
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tanto, ¥(r,0) o 2rl3l cos(30) = 2rcos(f) cerca de x,. Como se observa
presenta tres lineas nodales que pasan por el eje de simetria. Por otra
parte, las soluciones con pseudomomentos m = —1,—2 son soluciones
bidimensionales tipo vortice, que seran complejas de acuerdo con 2.2.28.
Ademas, sus complejos conjugados son también solucion y las reflexiones
especulares involucran tanto a la solucién como a su compleja conjugada.

Ambos casos presentan una singularidad de fase de carga vy, = —1, —2,
respectivamente, y la vorticidad cumple que v = vy, si se calcula a lo largo
de circuitos que encierren a x,. La solucion con pseudomomento m = —2 es

el vortice con mayor vorticidad que se puede obtener en cualquier sistema
que presente simetria traslacional ademés de la simetria rotacional, tal y
como se obtuvo en 3.2.6.

Ademas de las soluciones previamente expuestas pueden existir otro tipo de
soluciones simples para las cuales la amplitud se extiende por minimos del potencial
periddico mas alejados del centro. En la figura 3.2.6 se muestra un ejemplo de
este tipo de soluciones en un sistema con simetria C4, para los pseudomomentos
m = 0,—1,2. Al contrario que la solucion presentada en 3.2.3 (e) y (f), la solucion
con m = 2, que es de tipo solitén nodal, cumple que Il,, ¢ = ¢ y Il,,% = —¢
donde Il,, , son las reflexiones especulares respecto a un eje horizontal e inclinado
7 radianes. En todo caso, 9(r,0) o 2712l cos(26) cerca de x, y presenta dos lineas
nodales perpendiculares que pasan por el eje de simetria X;.

Algunos solitones presentados en la literatura pueden entenderse como solucio-
nes simples extendidas. Por ejemplo, algunos de los vértices obtenidos en la ref.
[173] en redes hexagonales son soluciones tipo vortice con pseudomomento m = 1
donde la amplitud se extiende por diferentes minimos del potencial. Otras solucio-
nes presentadas en este trabajo son soluciones compuestas, de las que hablaremos
mas adelante. También se pueden entender como soluciones simples extendidas tipo
fundamental y voértice en Cy4, con pseudomomento m = 0, —1, respectivamente, las
presentadas en la ref. [171].

NotA 3.2.7. Nétese que se observa en todos los casos que, para los solitones
nodales, el nimero de lineas nodales coincide con 7 y se cruzan en xg, tal y como
apuntamos en la observacién 2.6.8.

Como vimos en 2.3.8, en el caso no lineal existe una relacién entre p y la
potencia P = [ [¢[*dx?, tal y como se defini6 en 2.3.7. Es decir, las soluciones
no lineales existen para un rango de p y la potencia P es distinta para diferentes
valores de p. Ademas, la relacion P = P(u) es distinta para cada solucién no lineal
con distinto pseudomomento angular m y diferente estructura de la amplitud. En
la figura 3.2.7 (a) y (c) se representa esta curva para las soluciones con simetria
rotacional discreta de orden n = 2 y n = 5, para todas las soluciones simples del
tipo de las presentadas en las figuras 3.2.2 y 3.2.4 con todos los pseudomomentos
permitidos. En estos casos las curvas para distintos pseudomomentos practicamente
se superponen. En la figura 3.2.7 (b) y (d) se representa la curva P = P(u) para las
soluciones con simetria rotacional discreta de orden n = 4 y n = 6, para todas las
soluciones simples con distintos pseudomomentos del tipo de las presentadas en las
figuras 3.2.3 y 3.2.5. En estos casos se observa claramente que las curvas P = P(u)
son distintas para cada pseudomometo angular representado.
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(a) Amplitud y potencial (b) Fase

(c) Amplitud y potencial (d) Fase

pi
pii2
-pif2

-pi
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(e) Amplitud y potencial (f) Fase

Pi X
FIiGURA 3.2.6. Soluciones simples extendidas con simetria Cg,

cuando p = —0,02. La amplitud de las soluciones con pseudomo-

mento m = 0, —1, 2 se representan en (a), (c) y (e), respectivamen-

te. El potencial lineal V' (x) se representa mediante circulos de color

azul claro. En (b), (d) y (f) se representan las fases correspondien-
tes.

=]

Los casos representados en la figura 3.2.7 (b) y (d) han sido calculados con los
potenciales presentados en la fig. 3.2.1 (c) y (d). A diferencia de los potenciales pre-
sentados en la fig. 3.2.1 (a) y (b), estos potenciales son periddicos, es decir, no s6lo
presentan simetria rotacional discreta sino también invariancia traslacional discreta.
En el caso lineal, las soluciones en medios periddicos se pueden caracterizar me-
diante combinaciones de funciones de Bloch con distintos pseudomomentos lineales
y se observa que solo para cierto rango de u se pueden propagar soluciones (véase
apéndice C). Estos rangos de u en los que se obtienen soluciones se conocen como
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F1GURrA 3.2.7.  Relacion entre la potencia P = [, dx* [ y el
autovalor p para soluciones como las presentadas anteriormente.
En (a) se representa esta relacion para soluciones como las de la
figura 3.2.2, en (b) para soluciones como las de la figura 3.2.3, en
(c) como las de 3.2.4 y (d) como las de 3.2.5.

bandas de conduccion mientras que los rangos en los que no se propagan soluciones
en el caso lineal se conocen como bandas de prohibidas. Este analisis en términos de
funciones de Bloch es similar al presentado en [2] para el caso lineal. Tal y como se
presento en la introduccion a la presente Tesis, se demostrd que en medios periodi-
cos las soluciones localizadas no lineales aparecen en las bandas prohibidas, por lo
que denominaron gap solitons a estas soluciones localizadas [123, 124, 126, 127].
En la fig. 3.2.7 (b) y (d) se ha representado con una banda de color rosa la primera
banda de conduccién asociada a la periodicidad del medio mientras que en la fig.
3.2.7 (a) y (c) no se representan bandas pues el medio no es periodico. Como se
observa, los solitones aparecen, efectivamente, en la banda prohibida, de acuerdo
con los desarrollos tedricos presentados en la literatura.

Es importante destacar que el pseudomomento angular no esta asociado a la
periodicidad en las variables transversales, sino a la periodicidad en la variable
angular. Por tanto, las bandas obtenidas en la teoria desarrollada en el anterior
capitulo estan asociadas a esta variable angular. Mas adelante, en el capitulo 5,
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desarrollaremos la teoria para las soluciones localizadas no lineales con invariancia
traslacional.

OBSERVACION 3.2.8. Notese que los autovalores p de las soluciones no lineales
presentadas en los casos C4, y Cg, tienden a los del caso lineal si P — 0, es decir,
para los valores de @ més a la derecha.

3.3. Soluciones simples con lineas nodales radiales y angulares

3.3.1. Soluciones simples con lineas nodales angulares. Sea ¢(r,6)
una solucion de 2.2.1 con simetria rotacional discreta de orden n y pseudomomento
angular m. Tal y como se mostré en el Capitulo 2, dicha solucién puede expresar-
se como una funcién de Bloch en la variable angular v (r,0) = ¢™%g,,(r, ). Sea
L(r,0,]1|?) el operador generado por esta solucién y sean fy,/(r,6) las funciones
de Bloch (no lineales) asociadas a dicho operador no lineal, donde « es el indice de
la banda a la que pertenece cada funcion de Bloch. Por la definicion de solucion
autoconsistente, una de estas funciones coincide con v si m’ = m y « se corres-
ponde con la banda a la que pertenece 1. Las funciones f,, , forman un espectro
completo de autofunciones.

Dado que hemos podido expresar las soluciones con invariancia rotacional como
funciones de Bloch con pseudomomento angular m, vamos a tratar de predecir la
forma funcional y obtener numéricamente soluciones en bandas superiores.

NOTACION 3.3.1. Denominamos potencial completo a la suma del potencial
lineal y no lineal, V(r,0) + F(|1)|?). Este potencial es periodico a lo largo de la
variable angular, con periodo 27” Vamos a ocuparnos de soluciones con simetria
rotacional discreta para las que este potencial presenta n minimos de potencial en
la variable angular. Vamos a denotar mediante el indice P = 1,...,n cada uno de
estos minimos.

Notese que las funciones fy,,/ , son las asociadas a este potencial no lineal en la
variable 6.

DEFINICION 3.3.2. Denominamos Funcién de Wannier angular a la funcion
. —q / - .
definida como Wy (r,0—0;) =3, e~ Y% f.., o(r,0), donde f,,/ o son las funciones

introducidas anteriormente.

LEMA 3.3.3. Las funciones de Wannier angulares son ortogonales,

/ndGWE(r,G = 0;) Wa(r,0 — 6;) = dap 03;

donde 1 es un circuito cerrado en la variable angular y 0; = 2ng.

DEMOSTRACION. Se puede demostrar de modo andlogo a como se hace para
las funciones de Wannier bidimensionales (véase apéndice C):
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/d9W5(9—93)Wa(9—92) = Z /deei(m,%*m”%) f::z’,a(ru 9) fm”,a(ra 9) =
n

m/m’ 7N

=Y e / 40 £ 0 (7,0) frr (1, 0) =
n

m’'m/’’

_ Z ol (m'0;—m"'6;) Omimr 0o =

m’m/’’

= 5a55
donde 0., es la delta de kronecker. O

17

Se puede, por lo tanto, expresar cualquier funcién de Bloch angular en funcién
de estas funciones de Wannier como:

fa(T NZ”’”’ o(r, 0 —6:).

Las soluciones en la primera banda angular aparecen como funciones que se
pueden expresar como desarrollos de funciones de Wannier angulares en la primera
banda. Las soluciones simples tipo solitén fundamental, vértice o nodal como los
presentados en las figuras 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 cumplen esta propiedad. Se puede es-
perar que existan soluciones que se expresen en funcién de desarrollos de Wannier
angulares en bandas superiores angulares. Las funciones de Wannier angulares en
estas bandas presentan nodos en la variable angular, por lo que dichas soluciones
también presentaran nodos en dicha variable, que se traducen en la existencia de
otro tipo de lineas nodales que denominamos lineas nodales angulares. En la figura
3.3.1 se presentan soluciones de este tipo cuando las funciones de Wannier pertene-
cen a la segunda banda angular, es decir, presentan una tnica linea nodal. Se han
presentado las soluciones cuando el sistema tiene simetria C4, y para los pseudo-
momentos (m = 0,—1,2). Estas soluciones cumplen con la tabla de caracteres de
la representacion correspondiente cuando se realizan rotaciones que sean miltiplos
de QI Las soluciones de este tipo con m = —1 son soluciones tipo vortice y se han
presentado en [219]. Nétese que, al contrario que las soluciones de la primera banda
angular con m = 0 presentadas en la fig. 3.2.3 (a) y (b), la solucién con m = 0 de la
segunda banda angular cumple que Il,, v = = y 5,9 = ¢, donde Il,, , son las
reflexiones especulares respecto a un eje horizontal (05) o un eje inclinado § radia-
nes (o4). Por lo tanto, en este caso no se cumple que que ¥(r, 6) x cte € R cerca de
X, sino (1, 0) oc 2r!23 ! cos(226) = 2r!*l cos(46). Por consiguiente, la solucién tipo
soliton fundamental presenta lineas nodales en el origen. Sin embargo, la solucion
con m = 2 sigue cumpliendo que 1(r, 0) oc 2%l cos(26) = 2r!?l cos(26) cerca de x;
y presenta dos lineas nodales perpendiculares que pasan por el eje de simetria x.
La solucién con pseudomomento m = —1 presenta una singularidad de fase de carga
vx, = —1 en X,. La vorticidad calculada a lo largo de cualquier circuito que incluya
a Xs es v = vx, = —1, pese a la presencia de saltos de 7 radianes a lo largo de la
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FiGura 3.3.1. Soluciones con lineas nodales angulares con sime-
tria C4p y = —0,03. La amplitud de las soluciones con pseudomo-
mento m = 0, —1, 2 se representan en (a), (c) y (e), respectivamen-
te. El potencial lineal V' (x) se representa mediante circulos de color
azul claro. En (b), (d) y (f) se representan las fases correspondien-
tes.

coordenada angular debido a las lineas nodales angulares. Como siempre, pertenece
a una representacién bidimensional, por tanto ¥ € C, de acuerdo con 2.2.28 y la
compleja conjugada es también solucién con m = 1.

NOTACION 3.3.4. Denominamos solitones dipolares a las soluciones de tipo
soliton fundamental, nodal o vértice que presentan lineas nodales angulares.

Los resultados del presente apartado se pueden extender al caso de soluciones de
la ecuacién 2.4.1, puesto que tal y como se ha demostrado, también estas soluciones
se pueden clasificar en las diferentes representaciones irreducibles y todas tienen las
forma de funciones de Bloch angulares.
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3.3.2. Soluciones simples con lineas nodales radiales. En el caso lineal
en un medio homogéneo, las excitaciones radiales de una solucién con simetria
rotacional O(2) son soluciones con mayor autovalor que ésta y que presentan nodos
en el perfil radial, lo cual se traduce en lineas nodales radiales. Como hemos visto,
en el caso lineal en un medio periddico las soluciones pueden expresarse como
combinaciones de funciones de Bloch con pseudomomentos lineales distintos (véase
apéndice C). Ademas, existen soluciones sélo para un cierto rango de p, generandose
una estructura de bandas permitidas y prohibidas. Estas funciones de Bloch pueden
expresarse en términos de funciones de Wannier W, (x — x;), las cuales se han
definido en el apéndice C, y dependen no s6lo de la posicion en la red periddica,
dada por x; sino también de la banda de indice . Nétese que en este caso no son
funciones de Wannier angulares. Estas funciones de Wannier pueden ser asimiladas a
la solucién en un tnico pozo de potencial, la cual, al igual que en el caso lineal, puede
presentar excitaciones caracterizadas por lineas nodales radiales. Podemos construir
funciones de Bloch en diferentes bandas utilizando funciones de Wannier en distintas
bandas. Por ejemplo, podemos obtener funciones de Bloch en la segunda banda a
partir de funciones de Wannier de la segunda banda en diferentes posiciones x; de la
red. Estas soluciones presentaran, por tanto, estructuras de fase complicadas, y las
funciones construidas a partir de funciones de Bloch de este tipo son las excitaciones
en las redes periddicas.

El escenario anterior se ha extendido parcialmente al caso no lineal, F(|¢|?) # 0,
utilizando aproximaciones analiticas y numéricas. Uno de los métodos utilizados
para ello se basa en la teoria de bifurcacion [181]. Mediante dicha teoria se intenta
obtener soluciones no lineales a partir de las conocidas en el caso lineal, estudiando
como varia la estabilidad de estas soluciones conforme la no linealidad se hace
mayor. También se utiliza este método para obtener numéricamente soluciones en
el caso no lineal a partir de las conocidas en el caso lineal. Es importante notar que
en ningin momento se ha hecho uso de la teoria del pseudomomento angular ni de
las bandas asociadas a periodicidades angulares.

En el presente apartado vamos a estudiar soluciones no lineales con simetria
rotacional O(2) y momento angular [ = 0 y [ # 0 y soluciones no lineales con
simetria rotacional discreta con momentos m = 0y m # 0. Adaptaremos los resul-
tados conocidos en la literatura al lenguaje utilizado a lo largo de la presente Tesis,
mientras que algunos de los resultados presentados seran originales.

Estudiemos en primer lugar el caso de soluciones de la ecuaciéon 2.2.1 con si-
metria rotacional. En el capitulo 2 se demostré6 que dichas soluciones presentan
momento angular [ bien definido y tienen la forma 1 (r,0) = ¢?g,(r), donde g;(r)
cumple la ecuacion

(0 lgiP) ~ Slar(r) = (),

2
donde L'(r,g:*) = &= + + 4= + F(lg1]?).
= Soluciones con lineas nodales radiales y [ = 0. En los anos sesenta se
demostré que la ecuacién anterior, en el caso de F(|g;|?) = |g:|?, presenta

miltiples soluciones para cada valor de pg si se cumple que % =0 si

r — 0 o r — oco. Cada una estas soluciones presenta n nodos en el perfil
radial. Es comin etiquetar estas soluciones como g, con n = 0,1,...
el nimero de nodos de la solucién. Dichas soluciones se han obtenido
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numéricamente en [72] y su estabilidad se ha estudiado en [68] para no

lge|®
g [?
= Soluciones con lineas nodales radiales y [ # 0. En [220], en el con-

texto de condensados de Bose-Einstein, se obtienen numéricamente las
excitaciones radiales de vortices con simetria rotacional en el caso de no
linealidad autoenfocante F(x) = |g;|? y desenfocante F(x) = —|g;|? utili-
zando un método de disparo [221]. En este trabajo se obtienen soluciones

linealidad saturable, es decir, cuando F(|g;|?) =

que cumplen que % =0sir — 0o0r — ooy soluciones que cumplen que
% =0sir — 0 pero % # 0 si r — oo, denominadas solitones anulares,

para diferenciarlos de los vortices, debido a su comportamiento asintoti-
co diferente. Estas solitones muestran un comportamiento periodico en el
perfil radial cuando r — oco. Nuevamente las excitaciones muestran lineas
nodales radiales, mientras que la solucién con menor autovalor es aquella
que no presenta lineas nodales.

= Soluciones con simetria rotacional discreta y lineas nodales ra-
diales. En la literatura se han obtenido soluciones con m # 0 tipo vortice
a partir de soluciones en bandas superiores en el caso lineal [182, 183]
haciendo uso de la teoria de bifurcaciones [181]. También han sido obteni-
das experimentalmente [183]. Dichas soluciones presentan lineas nodales
radiales semejantes a las que presentan las excitaciones en el caso de solu-
ciones con simetria rotacional continua y estructuras de fase complejas. En
la figura 3.3.2 se muestran soluciones con lineas nodales radiales situadas
entre dos celdas vecinas en un sistema con simetria C4, y con los pseudo-
momentos m = 0, —1, 2. Como se observa, la fase de ¢ cambia en 7 entre
maximos de amplitud situados a lo largo del mismo radio. En todos los
casos es facil comprobar que las soluciones pertenecen a la representacion
correspondiente y que, por tanto, se cumple con la tabla de caracteres.
Las soluciones tipo vortice (m = —1), son las obtenidas en [182, 183].

La linea radial puede encontrarse también dentro de la misma celda. En la
figura 3.3.3 se muestran este tipo de soluciones en sistema con simetria Cy,.

OBSERVACION 3.3.5. Nétese que pueden existir soluciones de este tipo con si-
metria rotacional continua, pero no excitaciones angulares, ya que las lineas nodales
angulares rompen la simetria rotacional.

En la figura 3.3.4 se representa la curva P = P(u) para las soluciones de
los tipos presentados en las figuras 3.2.6, 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3. En las figuras se ha
representado el limite de la primera banda de conduccién asociada a la periodicidad
del medio. Como se observa todas estas soluciones aparecen en la primera banda
prohibida. Es importante destacar que no se han encontrado estas soluciones entre
la primera banda y la segunda banda de conduccién.

En la figura 3.3.5 se representa una solucion obtenida en la segunda banda
prohibida. Dicha solucién presenta lineas nodales en todas las celdas del potencial
lineal V' (x). Por lo tanto, esta solucion, a diferencia de las presentadas mas arriba,
puede obtenerse a partir de funciones de Wannier en la segunda banda. En la fig.
3.3.6 se presenta la curva P = P(u) de esta solucion. Se han presentado como
bandas de color rosa la primera y la segunda banda de conduccién. Se observa
que la solucién existe en la segunda banda prohibida. De hecho no se ha obtenido
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FiGura 3.3.2.  Soluciones con lineas nodales radiales con sime-
tria C4, cuando pu = 0 y la linea nodal esta entre celdas distintas.
La amplitud de las soluciones con pseudomomento m = 0, —1, 2 se
representan en (a), (c) y (e), respectivamente. El potencial lineal
V(x) se representa mediante circulos de color azul claro. En (b),
(d) y (f) se representan las fases correspondientes.

numéricamente esta solucion en la primera banda prohibida, sino inicamente para
valores de p entre la primera y la segunda banda permitidas.

Notese que, en términos de la teoria desarrollada en el capitulo anterior, esta
solucién tienen pseudomomento m = 0 y como no presenta lineas nodales angulares,
pertenece a la primera banda angular.



78 3. SINGULARIDADES, LINEAS NODALES, CARGA Y VORTICIDAD

. (b)
pl i .
0
_ (d
pi
pir2
-pif2
-pi
_ 0
pl i -‘!

FiGura 3.3.3.  Soluciones con lineas nodales radiales, situadas
dentro de la celda con simetria C4q,, y ¢ = 0. La amplitud de las
soluciones con pseudomomento m = 0, —1, 2 se representan en (a),
(c) y (e), respectivamente. El potencial lineal V(x) se representa
mediante circulos de color azul claro. En (b), (d) y (f) se represen-
tan las fases correspondientes.
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3.4. Soluciones compuestas

DEFINICION 3.4.1. Decimos que una solucién simétrica con simetria rotacio-
nal discreta es un solitébn compuesto o cluster de vortices si presenta vértices en
posiciones x # Xg.

OBSERVACION 3.4.2. Noétese que los clusters no pueden ser soluciones simples.
Por otra parte, los clusters de vortices que son soluciéon de la ecuaciéon 2.2.1 pueden
ser s6lo soluciones tipo vortice ya que si presentan singularidades, la solucién no
puede ser real, como debe serlo en el caso de soluciones tipo soliton fundamental o
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FIGURA 3.3.4.  Valores de P = [ |4 dx? para cada autovalor
1 para las soluciones con pseudomomento m = 0, —1,2 (a) exten-
didas presentadas en la Fig. 3.2.6, (b) con lineas nodales radiales
en la siguiente celda, (c) soluciones con lineas nodales radiales en
la misma celda y (d) solitones dipolares.
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Figura 3.3.5.  Solucién con lineas nodales radiales tipo excita-
cion con p = 0,121 y pseudomomento m = 0. La amplitud y la
fase de la solucion se representa en (a) y (b), respectivamente. Los
minimos del potencial lineal V' (x) se representan mediante circulos
intermitentes de color azul claro.
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Figura 3.3.6. Curva P = P(u) de la solucion presentada en la
Fig. 3.3.5.

nodal segiin la proposicion 2.2.27. En el caso de soluciones simétricas de la ecua-
cion 2.4.1 esta condicion se relaja y permite la existencia clusters de vortices tipo
fundamental y nodal como los obtenidos en [110].

NOTACION 3.4.3. Al igual que en el capitulo anterior, denotamos como G al
grupo bajo cuyos elementos es invariante V(x) y como G’ al grupo bajo cuyos
elementos es invariante [1)(x)|?, siendo 9 una soluciéon de 2.2.1 o de 2.4.1. Como
vimos se cumple que G’ es siempre un subgrupo de G. A lo largo del capitulo

denotaremos como z € C a z = = + iy, donde x = (z,y).

Nota 3.4.4. A lo largo del presente apartado nos vamos a ocupar de soluciones
autoconsistentes simétricas para las que G’ es C,, 0 Cp,,. Evidentemente, en este caso
puede suceder que G sea O(2), o bien un grupo de simetria rotacional discreta del
cual G’ sea un subgrupo, o bien coincidir con G’.

LEMA 3.4.5. Sea v una solucion simétrica para la que se cumplen las condi-
ciones de la nota 3.4.4. Asumamos que v se anula en un punto Xg # Xs. En-
tonces |(x)|? debe anularse en otros n — 1 puntos localizados en z = zoett
t=1,....n—1yz=a+1iy, x=(x,y).

DEMOSTRACION. Supongamos que en Xg se cumple que [¢(xg)[? = 0. Vamos
a proceder por reducciéon al absurdo. Supongamos que en los puntos z; = zge® |
t=1,...,n— 1 la amplitud es distinta de cero. Debido al teorema 2.2.13 1) debe
pertenecer a alguna de las representaciones irreducibles. Al aplicar los elementos del
grupo de rotaciones discretas CL, dados por ¢ con t = 1,...,n — 1, el modulo
de la soluciéon no podria pertenecer a alguna de las representaciones irreducibles
de C,, o C,,. Por lo tanto, la amplitud debe anularse en puntos z; = zoe“%ﬁ7
t=1,...,n—1. ]

LEMA 3.4.6. Sea v una solucion simétrica para la que se cumplen las condicio-
nes de la nota 3.4.4. Asumamos que la fase de ¥(x) no estd definida en un punto
X9 # Xs. Entonces deben existir otros n — 1 puntos localizados en z; = zoe”%ﬂ,
t=1,...,n—1 donde la fase no estd definida.
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DEMOSTRACION. Supongamos que en X se cumple que la fase de ¢, arg ¥ (xg),
no esta definida. Sean (rg, ) las coordenadas polares de dicho punto. Vamos a
proceder, de nuevo, por reduccion al absurdo. Supongamos que en los puntos z; =
zoeit%7 t =1,...,n— 1 la fase estuviera determinada y tomara los valores ¢,
t = 1,...,n — 1. Debido al teorema 2.2.13 1 debe pertenecer a alguna de las
representaciones irreducibles. Pero para ello al aplicar los elementos del grupo de
rotaciones discretas CL, la fase debe transformarse entre puntos situados en el mismo
radio r y angulos 6 = 6"+t27’7, t=1,...,n—1. Por lo tanto, si en (rg,6p) la fase no
esta definida, en todos los puntos con radio rg y angulos 6 = 90+t27”, t=1,...,n—1
la fase no debe estar definida o se contradice que la solucién pertenezca a una
representacion irreducible. 1

NoOTA 3.4.7. Sea 1(x) una funcién compleja R? — C. Supongamos que en un
punto X existe una singularidad de vorticidad vg. En ese caso, debido a la defini-
cion de vorticidad 2.6.1, para circuitos cerrados ¢ suficientemente cercanos la fase
debe incrementarse en vo2m. Es decir, para algin dominio B C R? suficientemente
pequeno que contiene a xg, al calcular la vorticidad a lo largo de cualquier circuito
cerrado 7 contenido en B y que encierre a X( se obtiene v (véase definicion 2.6.1).

PROPOSICION 3.4.8. Sea 1 una solucion simétrica para la que se cumplen las
condiciones de la nota 8.4.4. Supongamos que la solucion simétrica (x) pertenece
a la j-ésima representacion irreducible del grupo correspondiente y sea m su pseu-
domomento angular. Asumamos que ¥ (x) presenta una singularidad en un punto
Xg # Xs de carga vy. Entonces deben existir otras n — 1 singularidades localizadas

o i
en puntos z; = zoe''= , t =1,...,n— 1 con la misma carga.

DEMOSTRACION. Supongamos que en X existe una singularidad. En este punto
[¥(x0)|? = 0, y ¢ = arg1(xg) no esta definido. Por lo tanto segiin los lemas 3.4.5
y 3.4.6 en los puntos z; = zoe“%, t=1,...,n— 1 la amplitud también se anula
y la fase no esta definida. Ademas, debido a la nota 3.4.7, en un entorno By de xg
la carga de la singularidad, calculada a lo largo de circuitos cerrados 7y contenidos
en By y que encierren a Xg, es vg. Sean X,, = (ry,,0y,) los puntos de cualquiera
de estos circuitos. Apliquemos las rotaciones elementales del grupo, C! = e“%ﬁ7
t=1,...,n—1, a ¥(x,,). Esto transforma la funcién en ¢(x,,), donde x,, son
tales que z,, = znoe“%ﬂ, t =1,...,n — 1y, evidentemente, forman curvas ny,
t=1,...,n—1 que encierran a los puntos z;. Por tanto, la fase ¢(x,,) cumplird que
o(xn,) = p(xp,) + M2t Vx,, debido ala aplicacion de los elementos del grupo. En
consecuencia, al evaluar la vorticidad en torno a los puntos x; en cualquier circuito

7¢, se obtendra vy, ya que el término €™t no contribuye a la integral. 0

NOTACION 3.4.9. Sea xg = (r0,00) # X5 el punto en el que existe una singula-
ridad de vorticidad vy. Al conjunto de vortices situados segiin 3.4.8 en puntos con
el mismo radio r¢ y en angulos § = 6y + t%”, t=0,...,n—1 con vorticidad vy lo
denominaremos anillo de vortices de radio rg y vorticidad vyg.

Por lo tanto, los clusters definidos en 3.4.1 deben obedecer la propiedad (3.4.8)
y deben presentar anillos de vortices.

OBSERVACION 3.4.10. Si la funcién cerca de x¢ se comporta como o evo?
entonces la funcién cerca de los puntos x; se comportara como 1) oc et eivof
t=1,...,n— 1. Los ejemplos numéricos de soluciones simétricas que vamos a ver

a continuacién cumplen esta propiedad.
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En la figura 3.4.1 se presenta la amplitud y fase de soluciones simétricas com-
puestas o clusters en sistemas con simetria Cy,,, donde el potencial lineal V' (x) es
como el introducido en la figura 3.2.1 (¢). Se ha comprobado que los ejemplos pre-
sentados cumplen con la tabla de caracteres de la representacion correspondiente
(m = —1, j =2) y que los vortices situados fuera del eje satisfacen los lemas 3.4.5
y 3.4.6 y la proposicién 3.4.8.

En lafigura 3.4.2 se representa la posicion de las singularidades en los clusters de
vortices de la figura 3.4.1. Analicemos cuidadosamente cada una de estas soluciones.
Para ello utilizaremos la siguiente notacion:

NOTACION 3.4.11. Sea D x D el tamano de un dominio  C R2. En este
dominio, la celda unidad de tamafo a x a se repite N2 veces (al igual que en
3.2.1 (c), a denota el periodo de la red cuadrada). Denotemos como j = (ji, jy),
Je,y = 0,1,..., N, el centro de los agujeros de radio R situados en las coordenadas
(z,y) = (—% +jza, —% +jya). El centr9 de estos agujeros coincide con los maximos
del potencial V(x). Denotemos como ¢ = (iz,%y), iz,y = 1,...,NN, al minimo de
potencial situado en las coordenadas (z,y) = (-2 +i,a+ %, -2 +ia+ £).

En todos los casos presentados las singularidades situadas en puntos diferentes
del eje de simetria xg, se encuentran sobre méximos de potencial j mientras que
los maximos de la amplitud se sitian en los minimos de potencial :.

Con esta notacion, en j = (%, %) se encuentra el eje de simetria rotacional
y hay una singularidad de carga vx, = —1. Debido a este antivortice central de
carga vx, = —1, la fase correspondien‘re a los méximos de amplitud situados en
los minimos del potencial i1 = (8L — 1, 821 — 1) 4y = (ML — 1, ML) gy =
(%, M) Y s = (%, % 1) es, para los tipos 1y 3, m, 37”, 0,y % y para los
tipos 2y 4,0, 5,7,y 37”, respectivamente. Analicemos detalladamente el resto de
vortices que aparecen:

1. Clusters de vortices tipo 1. Aparecen singularidades en los maximos de
potencial j; = (&1, N L), g0 = (%4—1,%) g3 = (&L ML)

2, 2 02
yoja= (82 -1, 8 ), con N =9. Si analizamos la fase de los maximos
de la amplitud en torno a 31 = (% M +1), es decir, en las posiciones

212(%,¥),7§2=(%—+1) —(%-1,%""1)}’;4:
(% -1, %) se observa que la fase es, respectivamente, 0, 3,7, y 37”
Como hemos girado en sentido inverso a las agujas del reloj, la carga de
esta singularidad es +1, es decir, es un vortice. La fase de los maximos de
amplitud en torno a cada uno de los otros tres vortices esté relacionada
con estos cuatro méaximos por las rotaciones correspondientes dado que
m = —1, de acuerdo con 3.4.8. Por lo tanto se trata también de tres
vértices. En la figura 3.4.2 se presenta un esquema de la estructura del
cluster tipo 1.

2. Clusters de vortices t'ipo 2. Aparecen singularidades en los méximos
del potencial situados en zl = (M +2, 814 2), iy = (L -2, 14 9)
i3 = (E—2, AL _9)y ig = (ML ~L+2, 7—2) con N = 9. Si anahzamos
la fase de los maximos de amplitud en torno a il = (N_1 + 2,81 4 2),
se observa que en las posiciones 31 = (2L 42, 2 49y, jz = (M +
1L,ASL 4 9) gy = (AL 41, ML +1)y]4:(N1—|—2 L +1), la
fase es 0, 2,71', y 32 , respec‘rlvamen‘re. Igual que an‘rerlormen‘re, se trata
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Ficura 3.4.1. Clusters de vortices con simetria Cqy y g =
0,02 con pseudomomento m = —1. La amplitud de las soluciones
se representa en (a), (b), (e) y (g). El potencial lineal V(x) se
representa mediante circulos de color azul claro. En (b), (d), (f) y
(h) se representan las fases correspondientes.

83



84

3. SINGULARIDADES, LINEAS NODALES, CARGA Y VORTICIDAD

Tipo 1 Tipo2

Tipo 3 Tipo 4

? ¢ ¢

I

FiGura 3.4.2. Posiciones de los vortices y antivortices en cada
una de las soluciones presentadas en 3.4.1. Los vortices con carga
positiva se representan mediante flechas rojas girando en el sentido
contrario al de las agujas del reloj, mientras que los antivortices
(carga negativa) se representan mediante flechas azules girando en
el sentido de las agujas del reloj. Las flechas azules salientes desde la
singularidad representan las lineas de ruptura en los antivortices
y las flechas rojas sefialando hacia la singularidad las lineas de
ruptura en los vortices.

de un vortice. De acuerdo con 3.4.8, la fase de los maximos de amplitud
en torno a cada uno de las otras tres singularidades esté relacionada con
estos cuatro méaximos, teniendo en cuenta que m = —1. Se trata también,
por tanto, de tres vortices. En la figura 3.4.2 se presenta un esquema de
la estructura de este cluster.

. Clusters de vortices tipo 3. Aparecen vortices en las mismas posiciones

relativas que en los clusters tipo 1, pero las coordenadas iy = (872, XL 4

5. da = (A2 43,850 — (322,570 5y iy — (S =320,

donde N = 9. Ademés aparecen otras cuatro singularidades de fase en
las posiciones i5 = (852 + 3, 8L 4+ 3), ig = (ML — 3,82 1 3) iy =
(B -3, 82 -3)y ig = (7L + 3,82 — 3). Si analizamos la fase de
los maximos de la amplitud en torno a 15 = (N2_1 + 3, % + 3), esto es,

en las coordenadas j; = (B2 42,85 4+ 9), J2 = (B2 42,851 4+3),
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J3 = (L 43,81 43) Yy Ja= (8L +3, 221 4 2) se observa que la fase
es 0, 5,7,y 37”, respectivamente. Como hemos girado en el sentido de las
agujas del reloj, la carga de esta singularidad es v = —1. Nuevamente las
otras tres singularidades son también de carga —1 y la fase en los méaximos
de amplitud en torno a todos ellos cumple con 3.4.8. En la figura 3.4.2 se
presenta un esquema de la estructura de este cluster.

4. Clusters de vortices tipo 4. Aparecen vortices en las mismas posiciones

relativas que en los clusters tipo 2, pero en las posiciones il = (% +

LAY, (——1 —I—l) (——1 A1)y :(—N2_1+
1, T_l —1)7 on N = 11. Ademas aparecen smgularldades en las posiciones
i5 — ;1,N;1+2)= iﬁ _ (N71+2 N*l) i7 — (N;l’Nfl _2)

ig = (X2 —2, N2y Analicemos la fase de los max1mos de la amplitud en

—|—2) La fase en las posiciones Jl = (N2 1 N— 1_|_2)

(
o= (B, Xty 1) o — (B S M)y gy — (M D1, MLy
es 0, 5,7,y 37”, respectivamente, con 10 que se trata de una singularidad
de carga vs = —1. Las tres singularidades relacionadas con esta segun la
proposicion 3.4.8 son también de carga —1. En la figura 3.4.2 se presenta

un esquema de la estructura de este cluster.

NOTACION 3.4.12. Denominamos linea de ruptura a la linea que se origina en
cada singularidad y que cumple que al evaluar la fase a lo largo de trayectorias que
la cortan, ésta cambia entre 0 y k27 con k € Z.

Se ha observado en los resultados numéricos que la posicién de estas lineas presenta
ciertas restricciones en los clusters y, por lo tanto, debe ser tenido en cuenta en las
semillas iniciales utilizadas para obtener las soluciones de 2.2.1 mediante el método
numérico descrito en el apéndice D. En particular se ha observado en los resultados
numéricos que las lineas de ruptura son lineas que unen el vértice del que parten
con otro extremo puede estar localizado en alguna de las siguientes posibilidades:

1. En la frontera de dominio.

2. En un vértice con la misma carga en valor absoluto pero signo contrario.

3. En otro vortice con la misma carga, siempre que previamente han cortado
con la linea que se origina en un vértice con a misma carga en valor
absoluto pero signo contrario.

En los clusters de vortices mostrados en la figura 3.4.1 se observan de las tres posibi-
lidades. La estructura de vortices y antivortices correspondiente se ha representado
en la figura 3.4.2. Debido a que si no hay cruces de lineas de ruptura, las lineas de
ruptura que empiezan en un antivortice terminan en una voértice o en infinito, se
han representado estas como flechas salientes azules y las asociadas a vértices como
flechas rojas entrantes. Analicemos cada uno de los clusters por separado:

1. Clusters tipo 1. Presentan tres lineas de ruptura asociadas a vortices que
van hasta infinito, y una que termina en el antivortice central

2. Clusters tipo 2. Dos lineas de ruptura asociadas a vértices van a infinito
y las otras dos terminan en el otro vortice, tras cruzarse con la linea de
ruptura asociada al antivortice central.

3. Clusters tipo 3. Hay un anillo de vortices y otro de antivértices. Una de
las lineas de ruptura asociadas a un vértice va al antivortice central, y las
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FIGURA 3.4.3.  Valores de P = [ |¢|*dx? para cada autovalor
1 para las cuatro tipos de clusters presentados.

otras dos a sendos antivortices del anillo de antivortices. La tltima va a
infinito al igual que las dos asociadas a los antivortices restantes.

4. Clusters tipo 4. Nuevamente, hay una anillo de antivértices y otro de
vortices. Dos de las lineas de ruptura del anillo de vértices terminan en
el anillo de antivortices. Las otras dos terminan en el otro vortice, tras
cruzarse con la linea de ruptura que se origina en el antivortice central y
va a otro de los antivértices del anillo de vortices. La tnica linea asociada
al anillo de antivértices restante va a infinito.

Finalmente, se ha calculado la vorticidad en un circuito que incluye todas las sin-

gularidades y se ha obtenido v = 3 para los clusters tipo 1 y 2 y v = —1 para
los clusters 3 y 4. Por lo tanto, existen contraejemplos de soluciones simétricas no
simples con pseudomomento m = —1 y vorticidad distinta de —1. Mas adelante,

en el ultimo apartado del capitulo 4, analizaremos la relaciéon entre vorticidad y
pseudomomento en estos casos. Obsérvese también que hay una relacién entre la
vorticidad calculada en la frontera del dominio y el nimero de lineas de ruptura
que llegan hasta éste.

En la figura 3.4.3 se representa la curva P = P(u) de los clusters presentados en
3.4.1. Se ha representado la primera banda de conduccién como una banda de color
rosa. Por lo tanto todas estas soluciones aparecen en la primera banda prohibida.



CAPITULO 4

Dinamica de soluciones con simetria rotacional

4.1. Introduccién

El estudio realizado en los dos capitulos previos se centra en soluciones es-
tacionarias o solitones. Es decir, soluciones ¢(x,2) = e#*¢(x) de la ecuacién de
Schrédinger no lineal deducida en el apéndice A. Vamos extender estos resultados
a la propagacion de soluciones no estacionarias. Para ello, definiremos de nuevo las
soluciones autoconsistentes simétricas, les asociaremos un momento [ o pseudomo-
mento m angular y estudiaremos la conservaciéon de estas cantidades a lo largo de
la propagacion y el efecto de cambios en la simetria del medio sobre la simetria de
la solucién. También estudiaremos la relacion entre la vorticidad v, el momento [ o
pseudomomento m angular y el nimero de singularidades que presente la solucion
a lo largo de la propagacion.

En el segundo apartado fijaremos la notacién y las ecuaciones a estudiar. En el
tercer apartado demostraremos que las soluciones con simetria rotacional discreta
no sélo presentan pseudomomento angular bien definido, sino que éste se conserva
a lo largo de la evolucion. En el cuarto apartado obtendremos qué pasa con el mo-
mento o pseudomomento angular cuando, a lo largo de la propagacion, se reduce
la simetria de V' (x). Ademaés, cuando podamos asumir que las soluciones obtenidas
para longitudes de propagacion elevadas tienen caracter simple, esto se traducira
en una prediccién sobre la vorticidad y podremos obtener distintas transformacio-
nes de vorticidad, como inversiones de la misma cuando ésta cambia de signo, o
borrados, cuando la vorticidad se anula. Se presentaran ejemplos numeéricos de es-
tas transformaciones en distintos sistemas. En el quinto apartado se profundizara
en la relacién entre pseudomomento angular y la vorticidad en el caso general en
el que la solucién no es simple, obteniendo una regla semiempirica que relaciona
ambas cantidades con el nimero de singularidades de fase que presenta la solucion
simétrica en cada z dentro de un circuito cerrado.

4.2. Soluciones estacionarias y no estacionarias

Consideremos la ecuacién

(4.2.1) L (x, |p(x, Z)|2) P(x,2) = _Z.W’

donde L se define como en la ecuacion 2.2.1 y z € R. En este caso, V puede ser
también funcion de z y lo escribiremos como V(x, z). En este capitulo denotaremos
por G al grupo de simetria de V(x, z) y por G’ al grupo de simetria de |$(x, 2)|?
en un determinado z. Notese que el grupo simetria de V (y de |¢(x, 2)|?) puede
cambiar a lo largo de z.
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NoOTACION 4.2.1. Se denomina solucion estacionaria de la ecuaciéon 4.2.1 a
las soluciones de dicha ecuacion cuando V(x,z) = V(x), cuya dependencia en
z es de la forma ¢(x,2) = e#*1)(x). Dichas soluciones cumplen la ecuacién de
autovalores 2.2.1. Se denomina solucion estacionaria rotatoria de la ecuacion 4.2.1
a las soluciones de dicha ecuacion cuando V' (x,z) = V(x), cuya dependencia en z
es de la forma ¢Z(r, 0,z) = e”‘zd;(r, 0 4+ wz). Dichas soluciones cumplen la ecuacion
de autovalores 2.4.1.

Consideremos la ecuacion:

,8(;3(7“, 0,z)

~ 2\ -
¢(T,9,Z)‘ ) ¢(T7972) = _ZTu

donde L, se define como en el apartado 2.4 y z € R (nuevamente V = V(x, 2)). En

(4.2.2) L, (x,

este caso las soluciones estacionarias no rotatorias de la forma ¢(r, 6, z) = e#*4(r, §)
son solucion de la ecuacién no lineal de autovalores 2.4.1 con V(x, z) = V(x).

En adelante vamos a razonar inicamente para soluciones de la ecuacion 4.2.1.
Sin embargo, los resultados son igualmente validos para las soluciones de la ecuacion
4.2.2.

NoTAcION 4.2.2. Al igual que en capitulos anteriores denotaremos por G al
grupo de simetria de V(x, z). Notese que ahora el grupo de simetria G puede variar
a lo largo de la evoluciéon. Asimismo denotaremos por G’ al grupo de simetria de
|#(x,2)|%, el cual cumple que coincide con G o es un subgrupo de este, G’ C G.
Evidentemente G’ también puede variar a lo largo de la propagacion.

Supongamos que ¢(x, zp) es una solucion de 4.2.1 en un zy determinado. Su-
pongamos que G = O(2) y que G’ = O(2). Siguiendo argumentos similares a los
utilizados en el capitulo 2 se puede deducir que ¢(x,zp) debe presentar momen-
to angular [ bien definido, con | € Z. Estas soluciones tienen por tanto, la forma
o(x,2) = e“eg(r, z) aunque la dependencia en z no tiene por qué ser de la forma

e'r®,

Por otra parte, si suponemos que G = C,, 0 Cpy, con G’ C G 0 bien que G = O(2)
pero que G’ = C,, 0 Cpy, €l operador no lineal L tendra simetria C, o C,,. Por lo
tanto, mediante argumentos similares a los utilizados en el capitulo 2 se puede
deducir que la solucion presenta pseudomomento angular m bien definido, donde
m puede tomar los valores permitidos segin el orden de simetria obtenidos en el
teorema 2.2.22. En consecuencia, la solucion ¢(x, zg) también debe pertenecer a
alguna de las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones discretas de or-
den n considerado, siempre que su médulo, |¢(x, z9)|?, presente simetria rotacional
discreta. Estas soluciones tienen, por tanto, la forma ¢(x, z) = e"™%u(r,0,2), con
u(r,0+4¢,2) =u(r,0,z), e = 27” Sin embargo, la dependencia en z no tiene por qué
ser de la forma e®Z.

NOTACION 4.2.3. A estas soluciones con simetria rotacional discreta o continua
las denominaremos soluciones simétricas no estacionarias.

Para definir las soluciones simétricas no estacionarias hemos impuesto la sime-
tria del operador, lo cual da lugar a la existencia de un momento o pseudomomento
angular. Sin embargo, no hemos demostrado que, a lo largo de la evolucién con z,
la simetria se conserve, y en consecuencia las cantidades [ o m se conserven. Vea-
mos que en los sistemas con simetria rotacional el momento angular se conserva,
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mientras que en los sistemas con simetria rotacional discreta, aunque ya no se con-
serva el momento angular, podemos obtener conclusiones sobre el pseudomomento
angular.

4.3. Simetria rotacional y cantidades conservadas

Las soluciones con momento angular bien definido son aquellas que son auto-
funciones de la ecuacién R¢ = e"?¢, donde I representa el momento angular y el
operador de rotaciones infinitesimales es R = e_i‘g(a%), con # la coordenada angu-
lar en polares. En sistemas cuyo operador de evolucién L sea invariante bajo los
elementos del grupo O(2), | se conserva ya que coincide con la componente z del
momento angular j. definido como:

e

(cuando ¢ es una autofuncion de R) debido al teorema de Noether, %J: = 0. Por
lo tanto, en un sistema cuyo operador sea invariante bajo los elementos del grupo
O(2), si la solucién inicialmente presenta momento angular bien definido, éste se
conserva.

Esto deja de ser cierto en sistemas con simetria rotacional discreta, es decir,
si G = C, 0 Cpy- En el caso no lineal, F(|¢|?) # 0, tampoco es cierto en medios
con simetria rotacional, es decir cuando G es O(2), si la funcion ¢(x, zg) al inicio
de la propagacion cumple que |¢(x, 29)|? es invariante bajo C,, 0 Cpy, es decir, si
G’ =C,, 0 Cpyp. Este es el caso, por ejemplo, de los azimutones [110]. En estos casos,
como hemos visto, la solucién presenta pseudomomento angular bien definido y es
facil ver que el momento angular no se conserva, ya que el operador de rotaciones
infinitesimales no conmuta con el operador L.

Sin embargo, es posible demostrar que el pseudomomento angular si que se
conserva. El siguiente teorema se introdujo en [215] con una demostracion basada
en la transformacién 2.3.1 y operadores traslacionales. La demostracién que se va a
presentar a continuacion esti basada en ésta, pero se usan directamente operadores
de rotaciones discretas, sin que haya necesidad de hacer uso de la transformacion
2.3.1.

NOTACION 4.3.1. Sea zgp la posicion en z a partir de la cual se estudia la
propagacion de una funcion ¢(x, z) descrita por la ecuacion de propagacion 4.2.1.
Denominaremos condicion inicial a ¢(x, zp).

TEOREMA 4.3.2. (de conservacion del pseudomomento angular). Sea ¢(x, z)
una solucion de 4.2.1 y supongamos que G = O(2), Cp, 0 Cpy. Supongamos que
la condicion inicial ¢(x,z0) es tal que G' = C,, 0 Cpy y que G' C G. Entonces
el pseudomomento angular m de la condicion inicial se conserva a lo largo de la
evolucion con z.

DEMOSTRACION. Para las soluciones estacionarias en las que la evoluciéon con
z es de la forma e#, la demostracion es trivial. Veamos que también se cumple en
el caso de que la condicion inicial g9 = ¢(x, zo = 0) sea una solucion no estacionaria
con m definido, es decir, cuando ¢ pertenezca a alguna representacion irreducible

(y por lo tanto sea de la forma (;3(7‘,6‘,0) = e%(r,0,0), con m = .., G st
n par o m = _"2“,...,"7_1 si n impar y u(r,0 + ¢,0) = u(r,0,0), ¢ = 271—”) Para

demostrarlo vamos a proceder por induccion.
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Como sabemos el operador L(x,|¢o|’) = Lo + Ly es invariante frente a los
elementos de rotacion Cy del grupo C,, o Cpy, ya que V(x) lo es y |(;50|2 también lo
es. Por lo tanto, CgLCﬂ_1 =L, donde ¢ = t%”, teZ.

Consideremos la evolucién de zp = 0 a z como una sucesiéon de pasos infinite-
simales de longitud A con h — 0. En una ecuacioén de primer orden en la variable
de evolucion, la solucién en z; se transforma en z;1; = 2; + h segn la ecua-
cion ¢y = eii(x"¢f‘2)h¢j , donde j € N es un indice tal que z; = 290 +j*h y
¢ = d(x, 7).

Vamos a demostrar el teorema por inducciéon. Se cumple que Cy L(x, |(;50|2)C19_1 =
L(x, |¢0|2), por lo que CﬂeiL(x"¢0|2)hC;1 = eiL(x’|¢0‘2)h, ya que con h — 0, y ha-
ciendo el desarrollo de la exponencial, se obtiene que Cy (1 +iL(x, |¢0|2)h) Cyt =

1+iL(x, |¢o|*)h. Por lo tanto, Cogy = Cyeilal@olh gy — cil(xlool)hey g0 v tenien-
do en cuenta que Cygo = eV ¢y, se obtiene Cypy = eiL(x"‘bOF)heimﬂ%. Consecuen-
temente Cyp = eimﬁm, con lo que ¢, es también una funcién con pseudomomento
angular bien definido e igual al correspondiente a ¢g

Supongamos ahora que ¢; es una funcién con pseudomomento angular bien defi-
nido y que por tanto cumple que Cyd; = €™’ ¢;. Por otra parte, Cy L(x, |¢; |2)C1;1 =
L(x, |¢)j|2). Como anteriormente, si usamos la ecuacion de evolucion discreta junto
con estas dos ecuaciones se obtiene que Cypji1 = eimﬂquﬂ y por lo tanto ¢4
conserva el mismo pseudomomento angular que ¢;.

En el limite continuo, A — 0, los anteriores resultados se preservan, demos-
trando asi que si la condicién inicial en z = 0 tiene pseudomomento angular bien
definido, para z > zg = 0 la soluciéon mantiene el mismo pseudomomento angular.
Por lo tanto si é(r, 0,0) = €%, (r,0,0), con wuy,(r, 0+ ¢,0) = u,(r,0,0) entonces
la solucion tiene la forma qg(r, 0,2) = ™0, (1,0, 2), con Uy, (r,0+¢€,2) = U (r, 0, 2)
para z > 0. ]

OBSERVACION 4.3.3. Si aplicamos la definicion de j, a una funcién con pseu-
domomento angular definido como ¢(r, 0, z) = €™%u,,(r, 0, 2), con 1w, (r,0 +¢€,2) =
um(r, 0, 2), y operamos, se obtiene:

Jz=m+ /R2 Uy, (—z%) U drdf.

De esta condicién se deduce que la conservacién de m para estas soluciones aparece
como balance de dos cantidades no conservadas: j,, definida mas arriba y j7* defi-
nida como ;7" = [o, us, (—i%) U drd, ya que m = j, — [o, ul, (—i%) U drdl =
jz - ];n

NoTA 4.3.4. j7 es el momento angular asociado a la funcion u,(r, 0, z), que
es periodica en 6.

4.4. Reduccion de la simetria de V(x)

4.4.1. Reglas de Paso. Vamos a analizar las soluciones de la ecuacién de
evolucién 4.2.1 cuando la condicién inicial es una funcién con momento angular [
bien definido y V(x) tiene una dependencia en z de la siguiente forma:
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B V(r) siz <z
(4.4.1) V(r,0,2) = { V(r,0) / V(r0)=V(r0+23) siz>z
Es decir, hasta cierto z; el potencial lineal V' (r,0,2) es invariante bajo los
elementos del grupo O(2) y a partir de z; es invariante bajo los elementos de un
grupo de simetria rotacional discreta, C,, 0 Cyy.

OBSERVACION 4.4.1. Notese que, si la condicién inicial de la ecuaciéon 4.2.1 es
una funcién con momento angular [ bien definido y V tiene la forma 4.4.1, a par-
tir de z; la solucién es una funcién con pseudomomento angular m bien definido.
Como ¢(x,z < z1) cumple que |¢(x,2 < 21)|? es invariante bajo O(2) se cumple
que Ro(x,z < z1) = e?p(x, 2 < z1), donde R es el operador de rotaciones infini-
tesimales. Como ademés cualquier grupo de simetria rotacional discreta, Cy,, 0 Cpy,
es subgrupo de éste, se cumple que CLo(x,z < 21) = eimﬂqﬁ(x, z < z)contd = t%’ﬂ
t € Z y donde CL es uno de los elementos de rotacién de C,, o Cy,,. Razonando tal y
como se hizo en la demostracion del teorema de conservacion del pseudomomento
angular 4.3.2, se obtiene que en z = 27, cuando la simetria de V(x) se reduce,
la soluciéon es una funcion con pseudomomento angular bien definido, pues sigue
transformandose correctamente bajo los elementos de los grupos de simetria rota-
cional discreta C,, o Cp,. A partir z > 21, segtn el teorema 4.3.2, el valor de m se
conservara. Sin embargo, con este tipo de razonamientos no podemos predecir el
valor de m a partir de [ y el orden de la simetria discreta. Vamos a obtener una
regla que relaciona el valor de [ con el de m.

LEMA 4.4.2. Supongamos que la condicion inicial de la ecuacion 4.2.1 es una
funcion con momento angular 1 bien definido. Supongamos que V tiene la forma
4.4.1. Entonces, a partir de z1, el valor de m estard determinado por la ecuacion:

l—m=kn, conk€Z,

donde n es el orden del grupo de simetria rotacional discreto considerado.

DEMOSTRACION. Sea ¢;(x,z0 = 0) una funcién con momento angular bien
definido. Como éste se conserva se cumple que ¢;(x, 2), 2o < z < z1, tiene el mismo
momento angular. Segtn la observacion 4.4.1 se cumple que ¢(x, z1) = ¢ (X, 21), €s
decir, es una funcién con pseudomomento angular bien definido. Veamos que m no
puede tomar cualquier valor. El coeficiente de proyecciéon de ¢; sobre ¢y, €s ¢ =
Jre @ (%, 21) (%, 21 )d®x, donde ¢(x,27) es la funcién evaluada en z;. Sabemos
que ¢ (r, 0+ 2=, 21) = eim%ﬂ@n(r,ﬁ,zl) y que ¢(r,0+2Z, 277) = 6“27”@(7“,6‘,21_).
Luego si realizamos el cambio de variable § — 6 + 27” en la definicién de ¢,y
obtenemos la siguiente relacion: ¢,,; = ei(l’m)%ﬂcml. Luego el coeficiente debe ser
cero para todos los valores de m salvo para aquellos que cumplan que [ — m = kn
con k € Z. O

PROPOSICION 4.4.3. Supongamos que la condicion inicial de la ecuacion 4.2.1
es una funcion con momento angular | bien definido. Si V(x) tiene la forma 4.4.1,
se cumple que a partir de zg la solucion es una funcion con pseudomomento angular
m bien definido y el valor de m estard determinado por la ecuacion:

n —

l—m=kn, conk€e€Z con |m|§§sznespary|m|§ sin es impar
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donde n es el orden del grupo de simetria rotacional discreto considerado.

DEMOSTRACION. Basta con tener en cuenta el lema anterior, la observacion
4.4.1y el teorema de valor maximo del pseudomomento angular 2.2.22. ([

Estudiemos el caso en que V(x) tiene una dependencia en z de la siguiente
forma:

V() ) V() =V(r0+2) siz<z
(4.4.2) V(r.0,2) = { V(r,0) / V(r,0)=V(r,0+ =) siz>z
Con 7 € Z. Es decir, hasta cierto 2 el potencial lineal V' es invariante bajo
los elementos de los grupos C,, o Cp,, y a partir de z; pasa a ser invariante bajo
los elementos de cierto grupo de simetria discreta C,» o C,,,, donde se cumple que
Cps CCp 0o Cpiy CChpy-
Es facil comprobar que en este caso se cumple un teorema analogo al anterior:

PROPOSICION 4.4.4. Supongamos que la condicion inicial de la ecuacion 4.2.1
es una funcion con pseudomomento angular m bien definido. Si V tiene la forma
4.4.2 se cumple que, a partir de z1, la solucion es una funcion con pseudomomento
angular m’ bien definido y el valor de m’ estard determinado por la ecuacidn:

m—m' = kn/
’ . /_ . .
conk € Z ycon |m/| <% sin espary |m'| < 25t sin' es impar donde n' es
el orden del grupo de simetria rotacional discreto final.

DEMOSTRACION. Basta con razonar como en el caso de 4.4.1, pero para una
condicion inicial con pseudomomento angular m bien definido. O

OBSERVACION 4.4.5. Podemos obtener una cota para k a partir de la regla de
transformaciéon presentada en 4.4.3. Escribamos k = l_Tm y tomemos el médulo de

esta expresion, |k| = @ < L(i| + |m|). Utilizando el teorema 2.2.22 para la cota
de m obtenemos, k| < 1(I+ %), sea n par o impar. Por lo tanto, |k| < 1(20 + n).

’
m—m

n/
y operando, |k| = % < 2 (Im| + |m/]). Utilizando, de nuevo, el teorema 2.2.22,

k| < L (2 + ). Por lo tanto, |k| < (1 + %),

Podemos operar igualmente con la regla obtenida en 4.4.4. En este caso, k =

4.4.2. Transformaciones de vorticidad. Supongamos que para z < 23
tenemos una solucién simple estacionaria o no, con momento angular [ bien definido
en el medio homogéneo, y por lo tanto con vorticidad v bien definida (ya que en este
caso v = [ segtn el lema 3.2.3). Teniendo en cuenta la condicion presentada en 4.4.3,
hay tres tipos de transformaciones de vorticidad para las soluciones estacionarias o
no cuando z > z1 entre O(2) y C,, 0 Cpy:

1. Si el valor de m que corresponde al valor inicial de [ de acuerdo con la pro-
posicién 4.4.3 es tal que la solucién se corresponde con una solucién tipo
soliton fundamental o nodal el fenémeno se llama borrado de vorticidad.

2. Si el valor de m que corresponde al valor inicial de [ de acuerdo con la
proposicion 4.4.3 es tal que la solucion se corresponde con una solucion
tipo vortice el fenémeno se llama transmutacion de vorticidad. Este caso
ademas se subdivide en i) reduccion de vorticidad, sily m tienen el mismo
signo e ii) inversion de vorticidad si tienen signo contrario.
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3. Si|l| < § con n par o impar, se cumple que [ = m y no se produce ninguna
transformacion de vorticidad.
Si ¢(x,z) cuando z < z; es una solucion simple con pseudomomento angular m
bien definido y el potencial lineal es como en 4.4.2, también se cumple que v = m
y la transformacion de vorticidad que se produce se puede clasificar de acuerdo con
alguno de los tres tipos de transformaciones introducidas en el parrafo anterior,
teniendo en cuenta esta vez la condicion introducida en la proposicion 4.4.4.

NoTA 4.4.6. Como sabemos por 3.2.3, inicamente para las soluciones sim-
ples se cumple que v = [ o m. Por lo tanto, las transformaciones anteriores son
transformaciones sobre la vorticidad tnicamente si para longitudes de propagacion
suficientemente elevadas, la solucién obtenida es una solucién simple. En otro caso
la transformacion afecta tinicamente al pseudomomento angular, sin que podamos
afirmar nada sobre la vorticidad. Mas adelante profundizaremos en la relacién entre
la vorticidad v y el pseudomomento angular m.

En la ref. [217] se estudi6 el caso en el que para z < z; la funcién era una
solucién simple tipo voértice estacionaria del medio homogéneo que daba lugar,
para algn z > 21, a una solucién simple estacionaria de tipo vortice del medio con
simetria discreta. Este proceso se conoce como transmutacion de vortices. En la ref.
[217] se analizaron los casos en los que momento angular de entradaeral = 3,5, 7 en
una simetria Cy,, dando lugar a vortices estacionarios con pseudomomento angular
m = —1,1, —1 respectivamente, de acuerdo con la regla 4.4.3. En la ref. [222] se
presentaron ejemplos de borrado e inversion de vorticidad cuando F(|1(x)%) = 0,
en sistemas con interfases entre O(2) y medios con simetria rotacional discreta
C3y, C4v, v Csy, cuando no se requiere que la solucién para z > z; sea estacionaria.
Finalmente, algunas de las transformaciones de vorticidad han sido recientemente
observadas en experimentos en redes 6pticamente inducidas [223].

Vamos a presentar ejemplos de inversiéon, borrado y reduccién de vorticidad
en distintas interfases en el caso no lineal con F([¢(x)[*) = ~|w(x)[>, v > 0. Se
ha simulado la ecuacion de evolucion 4.2.1 con un método de paso dividido (split
step) [5]. Se omite la simulaciéon para z < 21, puesto que antes de la interfase, en
un medio con simetria O(2) el momento angular se conserva y en un medio con
simetria rotacional discreta C,,, €l pseudomomento angular también se conserva,
tal y como se demostré en 4.3.2. Por lo tanto, en cualquiera de los dos medios, antes
de la interfase, la evolucion s6lo va a cambiar la forma de la solucién, pero no su
momento o pseudomomento angular. Podemos, por tanto, suponer que la evolucion
antes de z7 es tal que da lugar a una funcién en z; con el momento o pseudomomento
angular determinado y una forma funcional arbitraria. Utilizaremos esta funcion
como condicién inicial en z; = 0 y simularemos la ecuacién para z > 2.

El dominio transversal  es una caja de tamano [—%, % — €y X [—%, % — €y,
y se ha tomado un mallado transversal con x, = —% + Qg€ 1, =0,1,...,N —1
y €p = % ey, = —% + iy€y, 2y = 0,1,...,N =1y ¢, = ¢,. El método de paso

dividido utiliza condiciones periédicas en los limites del dominio y se han utilizado
paredes absorbentes mediante un potencial imaginario puro que sélo es distinto de
cero cerca de la frontera del dominio. Se ha simulado la evolucién para z; = hj, con
j=0,1,... y h =1073. A lo largo de la evolucién se han calculado las siguientes
variables:

1. La potencia P(2) = [ |4(x, z)|” dx>.
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Fiaura 4.4.1.  Evolucion de P(z) y (u(z)) con z en el plano
P — {u) para soluciones con condiciones iniciales con ro = 2,1, [ =
+3 y distintos valores de c. En color negro se representa P = P(u)
para soluciones estacionarias con m = —1.

_ a7 02) (CV ) +92) 9 062) 1 (62|
o P(z) :
3. El pseud to angul d 0,2) = — i log (L0t E.2)

. El pseudomomento angular en cada x, m(r,0,z) = —5~ log i)
donde n es el orden del medio con simetria discreta. Como m es una
cantidad fija para campos con simetria discreta, m(x, z) debe ser el mismo

Vx y como es una cantidad conservada, debe ser constante Vz.

2. El valor esperado de p, (u(z))

Estas cantidades se han obtenido para cada z; y cada x;_ ;,, y las integraciones en
x se han realizado numéricamente.

4.4.2.1.  Inversion de vorticidad. Supongamos que el sistema presenta sime-
tria O(2) para z < z; y simetria discreta C4, para z > z;. En particular, para
z > z1 el potencial es de la forma:

(4.4.3) V(x) =V (cos®(z) + cos®(y)) ,

con Vy = 2. La solucién en z; es:

22492

(4.4.4) Y(x,27) =crle 8 €
y presenta, por tanto, momento angular [. Si el momento angular inicial es [ = 43,
de acuerdo con laregla4.4.3, m = [—kn = 3—4 = —1. En este caso, necesariamente
k debe ser igual a 1, pues para cualquier otro valor, |m| > 5, lo cual no esta
permitido por el teorema de pseudomomento angular maximo 2.2.22.

En la figura 4.4.1 se representa la evolucion de P(z) y (u(z)) en el plano P—(u)
para distintos valores de la amplitud ¢ de la condicién inicial 4.4.4 y momento
angular inicial [ = 4+3. En todos los casos la potencia inicial es muy superior a la

de las soluciones estacionarias. A lo largo de la evolucion la solucion va perdiendo
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F1Gura 4.4.2.  Amplitud (a) y fase (b) de la condicién inicial
con | = +3 y amplitud (c) y fase (d) de la solucion para z = 200
cuando ¢ = 0,424 y rg = 2,1.

o

potencia y la (u) oscila y se reduce. Algunas de las condiciones iniciales no dan lugar
a soluciones estacionarias, bien porque difractan a una funcién nula, bien porque
se inestabilizan por autoenfoque. En 4.4.1 se ha representado un ejemplo cuando
c=0,422 y rg = 2,1 en el que la solucion difracta, pero se han omitido ejemplos de
soluciones que se inestabilizan por autoenfoque. Sin embargo, para cierto rango de
las constantes ¢ y ro la solucién tiende a una soluciéon simple estacionaria cuando
z — o00. En la figura 4.4.1 se representan algunos ejemplos. No se ha representado
la evolucién de m, puesto que se ha obtenido m = —1, Vz > 0.

En la figura 4.4.2 se representan la condicion inicial y la solucién para z = 200.
Como se observa la solucién final tiene la fase correspondiente a un vortice de
pseudomomento angular m = —1. La vorticidad de la condicién inicial es v = [ =
+3, mientras que la vorticidad de la solucién para z = es v = m = —1, con lo que
se ha producido la inversién de vorticidad. Ademés se ha logrado para z — co un
vortice estacionario con p definida.

4.4.2.2.  Borrado de vorticidad. Supongamos que el sistema presenta simetria
Cev para z < z1 y simetria discreta Co,, para z > z1. En particular, para z > z; el po-
tencial es de la forma presentada en la figura 3.2.1 (a) con w = 8,y d = 4x. La condi-

ci6n inicial es de la forma ¢(x, 2z = z; ) = CZ;L:_()l exp (W) exp(ijmb)
0
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Fiaura 4.4.3.  Evolucion de P(z) y (u(z)) con z en el plano
P—(p) para una solucion con condicion inicial con pseudomomento
angular m = +2. En color negro se representa P = P(u) para
soluciones estacionarias con m’ = 0 en el potencial con simetria

Coy.

donde (z;, y;) = d(cos %, sin 2%) conn = 6y d = 4w, por lo que presenta

simetria Cg,. Por lo tanto se trata de una interfase Cg, — Ca,. El pseudomomento
angular inicial es m = 42y, de acuerdo con laregla4.4.4, m' =m—kn=2-2=0.
Nuevamente, k debe ser igual a 1, pues para cualquier otro valor, |m’| > 5, lo cual
no esta permitido por el teorema de pseudomomento angular maximo 2.2.22. Por
lo tanto, este serd un caso de borrado de vorticidad.

En la figura 4.4.3 se representa la evolucion de P(z) y (u(z)) con z en el plano
P — {u) cuando la condicion inicial presenta ¢ = 1,7, w = 1 y pseudomomento
angular inicial m = +2. La solucién tiende a la estacionaria, pero cuando z es
elevado la simetria se pierde y la solucién se inestabiliza, observandose, ademas,
que la evolucion de P(z) y (u(z)) con z corta la curva de soluciones estacionarias.

En la figura 4.4.4 se representan (a) la amplitud y (b) la fase de la condicion
inicial y (c¢) la amplitud y (d) la fase de la solucion para z = 650. Se ha calculado el
pseudomomento de la solucién final para comprobar que la fase es la correspondiente
a un solitéon fundamental en Co, (m = 0). La vorticidad de la condicion inicial es
v = m = 2, mientras que la solucién para z = 650 no es una solucién tipo vortice
ya que m’ = 0. Las soluciones con m’ = 0 son soluciones tipo soliton fundamental,
con lo que se ha producido un borrado de vorticidad. Para z > 900 la solucién se
desestabiliza y la simetria se pierde. Esta desestabilizacion se ha observado en todos
los casos simulados.

4.4.2.8.  Reduccion de vorticidad. A diferencia que en la inversion de vortici-
dad, en este caso, la vorticidad v para z < z; y la vorticidad final v’ coinciden en
signo, aunque v’ < v. En este caso no vamos a presentar ejemplos numéricos porque
las soluciones se inestabilizaban por autoenfoque. Veamos algunos razonamientos
que justifican por qué se complican estas simulaciones.
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(b)

Ficgura 4.4.4.  Amplitud (a) y fase (b) de la condicién inicial
con m = +2 y amplitud (c) y fase (d) de la solucion con m’ = 0
para z = 650 cuando ¢ = 1,7y wo = 1.

Por un lado, en el caso O(2) — Cy, necesitariamos que el momento angular |
de entrada cumpliera que |I| > n. Si el medio es C3, (que es el grupo discreto de
menor orden para el que se forman vortices) para z > z1, el momento angular debe
ser al menos [ = +4 (o bien, como méaximo, [ = —4) y el pseudomomento angular
seria m = +1 (o bien m = —1). Se ha observado en las simulaciones numéricas que
condiciones iniciales con estos momentos tan elevados tienden a inestabilizarse por
colapso antes de formar el nuevo solitéon. En la ref. [217] se utilizaron dos medios
diferentes, con v distintas a ambos lados de z;, para evitar este efecto.

Por otro, se puede pensar que la utilizacion de dos medios con simetria discreta,
es decir, una interfase C, — Cyr, como la descrita en 4.4.2 puede permitir observar
esta transformacién. Vamos a obtener condiciones sobre el valor minimo del orden
de simetria n para z > z1, dado el orden de simetria n’ para z > z; para obtener
esta reduccion de vorticidad.

Por un lado se cumple que |m| < & por el teorema 2.2.22. Por otro lado, la
condicion para que haya reduccion de la vorticidad es que |m| > n’, para obtener
un m’ del mismo signo que m (téngase en cuenta la regla 4.4.4). En consecuencia,
n’ <|m| < 4. Ademas, se cumple que = € Z, tal y como se impone en la forma de
V(x, z) descrita por 4.4.2. Sea p = . Entonces n’ < [m| < an’ con lo que p > 2
o bien n > 3n’. Por lo tanto, si n’ = 3, al menos necesitamos utilizar un medio
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con orden de simetria n = 9, y partir de un pseudomomento m = 4. En este caso
tampoco se han podido observar esta transformacion en las simulaciones numeéricas.

4.5. Relaciéon entre vorticidad y momento o pseudomomento angular

Como sabemos, una solucién simple definida en 3.2.1 con pseudomomento m no
presenta singularidades situadas fuera del eje de simetria rotacional x, al contrario
que una solucién compuesta o cluster, definida en 3.4.1. Las soluciones no estacio-
narias, dado que el momento o el pseudomomento angular se conserva durante la
evolucién, también pueden ser clasificadas en simples o compuestas. Sin embargo, a
lo largo de la propagacién el niimero de singularidades puede cambiar, y por tanto
su caracter de solucién simple o compuesta. Como vimos, para las soluciones sim-
ples pudimos obtener una relacién entre el pseudomomento y la vorticidad (lema
3.2.3), lo cual nos permiti6 extender el teorema de valor méximo de aquel, a una
proposicion sobre el valor maximo de la vorticidad (proposicién 3.2.5). Vamos a
estudiar el pseudomomento y la vorticidad en el caso de soluciones compuestas, con
el fin de obtener una relacién entre ambos. Veamos, en primer lugar, que si para
cierto z la solucién presenta pseudomomento angular bien definido, debe cumplir
con el siguiente lema:

LEMA 4.5.1. Si el sistema presenta simetria rotacional discreta, a lo largo de
la evolucion con z las posiciones de las singularidades siempre estan relacionadas
a través de las condiciones de simetria.

DEMOSTRACION. Basta con tener en cuenta el teorema de conservacién de
pseudomomento angular 4.3.2 y la proposicién 3.4.8. O

NoTA 4.5.2. Este resultado se puede extender a las lineas nodales si tenemos
en cuenta que podemos aplicar la proposicion 3.4.8 a todos los puntos de la linea
nodal, los cuales son puntos singulares.

Como hemos visto, cuando en la ecuacién 4.2.1 el potencial lineal V' tiene la
forma 4.4.1 0 4.4.2 y la condicién inicial es una funcién con momento o pseudo-
momento angular bien definido, se produce una transformacion en la funcion que,
como veremos, puede afectar al nimero de singularidades o lineas nodales de la
solucion y al valor de las vorticidades v; asociado a cada singularidad individual.
Hasta el momento sélo hemos obtenido la regla de paso que relaciona el momento o
pseudomomento angular [ o m de entrada con el pseudomomento angular de salida
m o m/, y lo hemos aplicado al caso particular en el que podemos obtener para
un valor de z > z; suficientemente grande una soluciéon simple. En las simulacio-
nes numeéricas presentadas en el apartado anterior y en las que presentaremos a
continuacion, se ha observado que en z = z; se produce una solucién compuesta o
cluster. Es decir, cuando se producen inversiones, reducciones o borrados de vor-
ticidad, en z = 21 se observa la apariciéon de singularidades, que a lo largo de la
propagacion se mueven hacia la frontera del dominio y cuyas trayectorias se encuen-
tran relacionadas a través del anterior lema. Cuando se calcula la vorticidad a lo
largo de circuitos que encierren a todas estas singularidades o que no las contengan
en su interior, se obtienen distintos resultados. Vamos a ofrecer sin demostracién el
siguiente resultado:

PROPOSICION 4.5.3. Supogamos que G' = C,, 0 Cpny. Sea ¢(X, z) una solucion

con pseudomomento m < 5. Supongamos que en un z determinado presenta K
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anillos de singularidades de carga vi. Entonces la vorticidad calculada en circuitos
¢ que encierren todas las singularidades es:

K
v=m+ E n V.
k=1
n

, .y . K
Sim = % cuando n es par, la vorticidad serd v =", | nv.

Aunque no vamos a demostrar el resultado, podemos ofrecer algunos razona-
mientos que lo sostienen. En primer lugar, por la proposicion 2.5.2 sabemos que en
el origen hay una singularidad de carga m < § (evidentemente, si m = 0 no hay
singularidad). Ademaés, por la proposicion 3.4.8 si el eje de simetria pasa por x5 y
hay un vértice de carga v; situado en x # x;, entonces hay n — 1 vortices mas con
la misma carga. Por lo tanto podemos descomponer el circuito cerrado n en Kn+1
circuitos cerrados, donde Kn de ellos encierran cada una de las n singularidades
de los K anillos y el altimo circuito encierra la singularidad central. La integral de
linea en cada uno de los Kn circuitos ofrecerd como resultado v mientras que la
ultima integral serd m, con lo que se deduce que v = m + Eiil nvk.

NoTA 4.5.4. Se puede extender facilmente al caso de soluciones nodales (m =
n par), teniendo en cuenta que la integral en torno al eje de simetria es vy,

3

0, (véase la proposicion 2.6.6) y por tanto, para este caso, el resultado es v =
K
E k=1 nuvg.

COROLARIO 4.5.5. Si, bajo las condiciones de la proposicion anterior, se calcula
la worticidad en un circuito ¢ que incluye sélo K' < K anillos de vortices, la
vorticidad serd

n
2

K,
v =m+ g n g,
k=1

sim# g yv':Ziilnvk sim = 3.

Los clusters estacionarios presentados en el capitulo 3 cumplen con esta regla.
Los clusters tipo 1 y 2 presentaban una vorticidad calculada a lo largo de la frontera
del dominio de célculo v = 3. Estos clusters de m = —1 presentaban una anillo de
vortices de carga v1 = +1 en un sistema con simetria rotacional de orden n = 4.
Luego, segun la proposicion 4.5.3, v = —1+4(+41) = 3. Por otra parte la vorticidad
calculada a lo largo de la frontera en los clusters tipo 3 y 4 era v = —1. En
este caso los clusters de carga m = —1 presentaban dos anillos de vortices, unos
de carga v; = —1 y otros de carga v = 1. Luego, segin la proposicion 4.5.3,
v=—-1+4(+1)+4(-1) = -1

Veamos algunos ejemplos de soluciones no estacionarias en las que se cumple
la proposicion 4.5.3, a lo largo de la evolucién. Para ello vamos a analizar algunas
transformaciones de vorticidad.

En la fig. 4.5.1 se presenta la evolucion de un campo con momento angular
Il = +4 en z; cuando el sistema presenta simetria rotacional discreta de orden
n =5 a partir de z; = 0. Se representa la fase y el dual del gradiente de la fase del
campo. Obsérvese que el dual del gradiente de la fase de la solucién es un campo
vectorial cuyos vectores senalan hacia las singularidades de carga positiva y son
flechas salientes de las singularidades de carga negativa. Ademas se ha representado
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Figura 4.5.1.  Simulacién de una interfase O(2)-Cs, cuando la
condicién inicial tiene momento angular [ = +4. En (a), (d) y (g)
se representa la fase de la solucién para z = 0, 0,3y 0,6 respectiva-
mente. En (b), (e) y (h) se representa al dual del gradiente de la
fase en cada nodo del mallado numérico en los mismos z. En (c),
(f) e (i) se representa la fase a lo largo de un circuito ¢ que rodea
el dominio Q¢ = [-0,42,0,42] x [—0,42,0,42].

la fase a lo largo de un circuito ¢ que sigue la frontera del dominio cuadrado Q¢ =
[—0,42,0,42] x [—0,42,0,42]. Este circuito ¢, por tanto, encierra al eje de simetria.
En las figuras 4.5.1 (a), (b) y (c) se representa el campo en z; , es decir, antes de
evolucionar. En este caso la vorticidad es v = +4, y en el centro hay una carga de
valor vx, = +4. No esta en contradicciéon con ninguno de los resultados anteriores
pues atn no se ha entrado en el sistema con simetria rotacional de orden n = 5.
En las figuras 4.5.1 (d), (e) y (f) se representa el campo en z = 0,3. Tal y como
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FIGURA 4.5.2.  Simulacion de una interfase O(2)-Cy, cuando la
condicién inicial tiene momento angular [ = +4. En (a) y (d) se
representa la fase de la solucion para z = 0,25y 0,4 respectivamen-
te. En (b) y (e) se representa al dual del gradiente de la fase en
cada nodo del mallado numeérico en los mismos z. En (¢) y (f) se
representa la fase a lo largo de un circuito ¢ que rodea el cuadrado
Q¢ = [~0,42,0,42] x [~0,42,0,42].

se aprecia en el centro hay un antivértice de carga m = —1, en consonancia con la
regla 4.4.3 (m =1—kn =4—5= —1,con k = 1) y el corolario 2.6.5. Ademas,
aparece un anillo de 5 vortices de carga v; = +1. La vorticidad calculada en el
circuito representado (f) es v = +4, de acuerdo con 4.5.3 ya que v = —1+5 = +4.
En 4.5.1 (g), (h) e (i) se representa el campo en z = 0,6. Se observa que en el centro
permanece el vortice de carga m = —1. Sin embargo, el anillo de 5 vortices de carga
v1 = +1 se ha alejado lo suficiente como para salir de la regién encerrada por (.
Ahora, la vorticidad calculada en este circuito es v = —1, de acuerdo con 4.5.3,
v =m = —1, ya que no hay anillos de vortices dentro del circuito. Notese que este
es un caso de inversién de vorticidad.

En la figura 4.5.2 se presenta la evolucion de un campo con momento angular
Il = +4 en z; cuando el sistema pasa a presentar simetria rotacional discreta de
orden n = 4 a partir de z; = 0. Se representa, de nuevo, la fase, el dual del gradiente
de la fase del campo y la fase a lo largo de un circuito ¢ descrito anteriormente y
que encierra al eje de simetria. La condicién inicial es la misma que en las figuras
4.5.1 (a), (b) y (c). En las figuras 4.5.2 (a), (b) y (c) se representa el campo en
z = 0,25. Ahora no hay ningun vortice en el centro, tal y como predicen la regla
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FIGurRA 4.5.3.  Simulacion de una interfase O(2)-Cs, cuando la
condicién inicial tiene momento angular [ = +4. En (a) y (d) se
representa la fase de la solucion para z = 0,2y 0,6 respectivamen-
te. En (b) y (e) se representa al dual del gradiente de la fase en
cada nodo del mallado numeérico en los mismos z. En (¢) y (f) se
representa la fase a lo largo de un circuito ¢ que rodea el cuadrado
Q¢ = [~0,42,0,42] x [~0,42,0,42].

443 (m=1—kn=4—-4=0,con k = 1) y el corolario 2.6.10. Ademas, aparece
un anillo de 4 vortices de carga v; = +1. La vorticidad calculada en el circuito
representado (c¢) es v = +4, de acuerdo con 4.5.3 ya que v = 0+ 4 = +4. En
4.5.2 (d), (e) v (f) se representa el campo en z = 0,4. Se observa que el anillo
de 4 vortices de carga v; = +1 ha salido de la region encerrada por (. Ahora, la
vorticidad calculada en este circuito es nula, de acuerdo con 4.5.3 segun la cual
v =m = 0, produciéndose un borrado de vorticidad.

En la figura 4.5.3 se presenta la evolucion de un campo con momento angular
Il = +4 en z; cuando el sistema pasa a presentar simetria rotacional discreta de
orden n = 3 a partir de z; = 0. Se representan las mismas cantidades que en los
casos anteriores y la condicion inicial es la misma que en las figuras 4.5.1 (a), (b)
y (c). En las figuras 4.5.3 (a), (b) y (c) se representa el campo en z = 0,2, donde
se observa que en el eje de simetria hay un vortice de carga vg = m = +1, tal y
como predicen 4.4.3 (m =1 —kn =4—3 = +1, con k = 1) y el corolario 2.6.5.
Adicionalmente se observa un anillo de 3 vortices de carga v; = +1. La vorticidad
calculada en el circuito representado (c) es v = +4, de acuerdo con 4.5.3 ya que
v =143 = +4. En las figuras 4.5.3 (d), (e) y (f) se representa el campo en
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FiGura 4.5.4.  Simulacién de una interfase O(2)-Ca, cuando la
condicién inicial tiene momento angular [ = +4. En (a), (d) y (g)
se representa la fase de la solucién para z = 0.4, 0,45y0,5, respec-
tivamente. En (b), (e) y (h) se representa al dual del gradiente de
la fase en cada nodo del mallado numérico en los mismos z. En (c),
(f) e (i) se representa la fase a lo largo de un circuito ¢ que rodea
el cuadrado Q¢ = [—0,42,0,42] x [—0,42,0,42].

z = 0,6, cuando el anillo de 3 vértices de carga v; = +1 ya ha salido de la regién
encerrada por (. Ahora, la vorticidad calculada en este circuito es, de acuerdo con
la proposicion 4.5.3, v = m = +1, produciéndose una reducciéon de vorticidad.

En la figura 4.5.4 se presenta la evolucion de un campo con momento angular
Il = +4 en z; cuando el sistema pasa a presentar simetria rotacional discreta de
orden n = 2 a partir de z; = 0. En las figuras 4.5.4 (a), (b) y (c) se representa el
campo en z = 0,4, donde se observa que en el eje de simetria no hay ningtna vortice,



104 4. DINAMICA DE SOLUCIONES CON SIMETRiA ROTACIONAL

tal y como predice la regla de transmutacion 4.4.3 (m =1—kn =4 —2=+2, con
k = 1) y el corolario 2.6.6. Por otra parte, se observan dos anillos de 2 vortices de
carga v; = +1. Estas dos parejas se encuentran situadas a distancias ligeramente
diferentes, en concordancia con 3.4.8 y la simetria Cs,,. La vorticidad calculada en el
circuito representado (c) es v = +4, de acuerdo con 4.5.3 ya que v = 0+2+2 = +4.
En las figuras 4.5.4 (d), (e) y (f) se representa el campo en z = 0,45, cuando el
primer anillo de 2 vértices de carga v; = +1 ya ha salido de la region encerrada por
¢. Ahora, la vorticidad calculada en este circuito es v = 0 + 2 = 42. Finalmente,
en las figuras 4.5.4 (g), (h) y (i) se representa el campo en z = 0,5, cuando ambos
anillos de vortices ya han salido de la region encerrada por (, siendo por tanto la
vorticidad calculada a lo largo de ¢ nula. De nuevo se ha producido un borrado de

vorticidad.



Parte 2

Solitones espaciales e invariancia
traslacional discreta






CAPiTULO 5

Teoria matematica del pseudomomento lineal y
dindmica de soluciones no lineales con invariancia
traslacional

5.1. Introduccién

En el presente capitulo vamos a extender los resultados obtenidos en los capi-
tulos 2, 3 y 4 a sistemas invariantes bajo un grupo de traslaciones discretas. En
los sistemas que vamos a estudiar, el potencial, V(x), puede ser invariante bajo
los elementos de un grupo de traslaciones discretas, Pr (véase apéndice C). Los
potenciales periddicos presentados en las figuras 3.2.1 (¢) y (d) son de este tipo.
Pero ademés la amplitud de las soluciones dindmicas, |¢|?, o estacionarias, [1|?, es
también invariante bajo los elementos del mismo grupo. Esta es la diferencia con los
sistemas estudiados hasta este punto, donde la amplitud s6lo mostraba invariancia
rotacional. De hecho, como veremos, los resultados que presentamos son igualmen-
te validos si V(x) caracteriza un medio homogéneo, es decir, es invariante bajo los
elementos del grupo F(R?), pero la amplitud de las soluciones es invariante bajo
los elementos de un grupo de traslaciones discretas, Pr.

En el segundo apartado obtendremos que las soluciones estacionarias en siste-
mas periodicos también se pueden clasificar en funcién del pseudomomento lineal,
que en este caso tiene dos componentes. Para ello aplicaremos elementos de la teoria
de las funciones de Bloch al caso no lineal. Obtendremos de nuevo que hay cotas
sobre los posibles valores del pseudomomento lineal y que las soluciones se organi-
zan seglin una estructura de bandas. Asimismo se calculan numéricamente algunos
ejemplos con distintos pseudomomentos lineales en el caso de redes cuadradas. En
el tercer apartado se estudia la dindmica de este tipo de soluciones. En primer lugar
se demuestra que el pseudomomento lineal se conserva con la evolucion y a conti-
nuacion se realiza un estudio de estabilidad numérica de las soluciones estacionarias
presentadas en el segundo apartado.

NoTaciON 5.1.1. Como en los capitulos anteriores, denotaremos por ¢(x, z) a
las soluciones dinamicas de 4.2.1 y por 1(x) a las soluciones de la ecuacion 2.2.1
para las que se cumple que ¢ es ¢(x, z) = e#*1)(x). Asimismo, denotaremos por G
al grupo de simetria de V(x) y por G’ al grupo de simetria de |¢|? o de |2

5.2. Soluciones estacionarias con simetria traslacional discreta

Sea R € R? de la forma R; = i1a; +izaz, con a; y ap los vectores primitivos
de una red de Bravais y i1, i € Z (para una definicion de red de Bravais, véase
apéndice C). Supongamos que el grupo de simetria G de V(x) es isomorfo a E(R?)
0 Pr, donde Pr representa el grupo de traslaciones discretas en el plano de dis-
tancia R. En el presente capitulo nos vamos a ocupar tnicamente de soluciones
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autoconsistentes que sean invariantes traslacionales, es decir, vamos a estudiar so-
luciones que cumplen que el grupo de simetria G’ de || es isomorfo a un grupo
con simetria traslacional Pr/, siendo G’ C G. Por lo tanto, a lo largo del presente
capitulo denominaremos soluciones autoconsistentes traslacionalmente simétricas a
las soluciones con este tipo de simetria.

NOTACION 5.2.1. Supongamos que x € ), donde 2 es un dominio finito de

dimensiones Dy x Dy con Dy, Dy € RT, es decir, Q = {x/:z: E}*Dl &[ e

2 02
Yy € } _QDZ , % [} Denominaremos dominio bdsico a esta region. En principio, nada

impide que Q = R2. Supondremos que la funcién 7 cumple condiciones periédicas en

la frontera de este dominio, es decir, (=21, y) = (5, y) y ¥(x, =22) = ¢(x, £2).

Aunque los resultados que se van a presentar a continuacion se pueden obtener
también desde el punto de vista de la teoria de grupos, en el caso de simetria
traslacional resulta méas facil razonar directamente con las herramientas de la teoria
de las funciones de Bloch (véase apéndice 3). Ademas los resultados son igualmente
vélidos para el caso en que la funcién F(|¢|?) fuera idénticamente nula, es decir, el
caso lineal.

Vamos a demostrar en primer lugar que las soluciones de este tipo de operador
tienen la forma de funciones de Bloch no lineales.

TEOREMA 5.2.2. (Teorema no lineal de Bloch). Sea un operador L (x, |¢|2) taly
como se define en la ecuacion 2.2.1, con V(x+ R;) = V(x) donde R; es un vector
de la red de Bravais. Entonces las soluciones autoconsistentes traslacionalmente
simétricas 1 tienen la forma:

»(x) = P up(x),

donde up(x) = up(x+R;) y p = (p1,p2) € Z* (si Q C R?).

DEMOSTRACION. Sea Pr. el operador de traslacion!, definido de modo que
se cumpla que Pr.f(x) = f(x + R;), donde los R; = ija; + igay con iy, iz €
Z, provienen de una red de Bravais de vectores primitivos a; y as. El operador
L(x, |1 (x)|?) es invariante bajo esta transformacion, puesto que L(x + R, [1)(x +
R;)|?) = L(x, [1'(x)|?) y tanto el operador Laplaciano A como V(x) y F (|¢[?) lo
son. Aplicando lo anterior a la ecuacion de autovalores 2.2.1 se obtiene:

Pr, L(x, [ (x)[*)9(x) = Lx + Ry, [ (x + Ry) ") (x + R;) =

= L{x, [ (x)[)(x + Ry) = Lx, [ (%)) Pr, ¥/(x).
Como la anterior expresion es valida para cualquier ¢ (simétrica) necesaria-
mente se cumple que:

Pr, L(x, [$(x)]*) = L(x, [¢(x)*)Pr,
Ademas el efecto de aplicar dos traslaciones distintas R; y R; no depende
del orden en que se realice la operacion. Efectivamente, Pr.Pr. 1(x) = (x +
R;+R;) = Pr., Pr.9(x). Por lo tanto, Pr., Pr. = PRr., +Rr,- Como cualquier Pr.
conmuta con el operador L(x, [¢)(x)[?) y los distintos operadores Pr. conmutan

INotese que denominamos Pr al grupo y Pr. a los elementos que representan diferentes
k3

traslaciones para distintos vectores R.
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entre si, decimos que el conjunto de los Pr. y el operador L(x, |1(x)]?) forman un
conjunto de operadores conmutativo. Por lo tanto los autovectores de L(x, [1)(x)[?)
pueden ser elegidos de modo que sean simultaneamente autoestados de todos los
PR, es decir,

L(x, [¢(x) )y = w,

Pr.¢y = c(R)y VR;.
Debido a la conmutatividad se cumple que Pr. Pr., ¥ = c(R;)c(R; )¢ = Pr.4Rr, ¥ =
c¢(R; + R;)v. Por lo tanto, los autovalores también cumplen que ¢(R;)c(R;) =
C(Rg + R%,).

Escribamos el coeficiente correspondiente al vector a; como c(a;) = €271 don-
de j; € C . Del mismo modo c(az) = €?2™2 donde j, € C. Se han elegido j; y j2 de
manera que se cumplan ambas expresiones. Aplicando la conmutatividad de los au-
tovalores obtenida anteriormente y la definicion de la red de Bravais (en particular,
que R; = ija; + izay), se obtiene que C(R) = c(a;)" c¢(az)™. Consecuentemente,
C(R;) = e®?m1i1ei2mi232 ¢ bien, C(R;) = ePRi con p = jiby + jobs, donde los
vectores (b, by) satisfacen que b;a; = 27d;5, con i, j = 1, 2 (4;; es la funcion delta
de Kronecker). Para una red de Bravais rectangular (a; = a1i y as = asj, con i, j
los versores de una red cartesiana), los vectores b; son by = i—’lri y by = i—;rj. Por lo
tanto,

(5.2.1) Pri(x) = ¥(x + R;) = ePRigp(x),

lo cual es equivalente a:

(5.2.2) P(x) = e u(x), con u(x+ R;) = u(x).

Hasta aqui, el vector p no tiene por qué tomar valores reales y estar discretizado,
va que j; € C, ¢ = 1,2. Vamos a deducir esta restriccién sobre p a partir de las
condiciones de periodicidad de las funciones . Sea N; el entero para el que se
cumple que a;N; = D; con i = 1,2 . Sea D = Nja; + Nsas. La periodicidad de
1 impone que ¥ (x + D) = 9(x). Si aplicamos 5.2.1 a la condicién de contorno, se
obtiene:

PRy, wpy ¥ = (X + D) = (x + Nay + Noag) = PPy (x).

Para que se cumpla la condicion de contorno, necesariamente e’PP = 1. Sustitu-
yendo la expresién para D se obtiene 2™Vt = 1 y ¢?2™N2j2 = 1. Luego N;j; = m;
con m; € Z, i = 1,2. Por lo tanto Pi (i) = %—llal + %82, de donde se deduce
que p;_j, i) € R? y esta discretizado.

En el caso de que la red de Bravais original sea cuadrada (a; = ai y as = aj),
cada vector p esta separado de los vectores vecinos en R? en las direcciones de z e

y una distancia Ap = 3—;{, O

OBSERVACION 5.2.3. (Red reciproca). Los vectores by, bs son los vectores pri-
mitivos de la red reciproca cuyos nodos se obtienen a partir de vectores P; =
Jiby + Joby cuando Ji, Jo € Z, ya que entonces se cumple que e®FJj =1, lo cual

es la condiciéon que sirve para definir red reciproca (véase apéndice 3). Notese que
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para los vectores p; se cumple que ji, jo € R. Es fécil ver que todo vector p; se
puede escribir como P; =Pp; + P;, ij,. Basta con observar que se cumple que,
elRpjl tRp; cRP; esz; ya que ¢RP

=e 7 =1, por la definicion de red reciproca.

DEFINICION 5.2.4. Se denomina a p pseudomomento lineal dado que cumple el
mismo papel en las funciones de Bloch que el momento lineal en las ondas planas.
En adelante se omite el subindice j.

NoTA 5.2.5. Noétese que la anterior demostraciéon es igualmente valida pa-
ra soluciones no autoconsistentes ,, del operador generado por una solucién
autoconsistente traslacionalmente simétrica, . Es decir, las soluciones ,, de
L(x,|%(x)|?)tna = pna tienen la forma de funciones de Bloch y por tanto, to-
do el espectro de L(x, |¢(x)|?) son funciones de Bloch. En particular la solucién
que coincide con 1) es la solucion de la ecuacion.

COROLARIO 5.2.6. Sean 1p(x) y ¢p (%) dos soluciones autoconsistentes tras-
lacionalmente simétricas con pseudomomentos lineales p y p’. Supongamos que
pP=p+ Pj. Entonces ambas funciones son idénticas y sus autovalores, lip y fip/,
coinciden.

DEMOSTRACION. Como sabemos la red reciproca viene definida por los vectores
P; = Jib1 + J2by con Jy, J2 € Z, donde by = i—’:i y by = i—’;j si la red de Bravais
original es rectangular o bien los b; se definen de modo que cumplan b;a; = 274;;,
con i, j = 1, 2 para otra geometria. Luego podemos expresar cualquier vector p’
como combinacién un vector en la primera zona de Brillouin p y un vector de la red
reciproca P ;, que no afecta a la forma de la onda de Bloch, es decir, pP=p+ P;.

Veamos ahora que las funciones con p’ fuera de esta celda son las mismas que
aquellas con p definido dentro del mismo. Por el teorema 5.2.2, podemos escribir
Vp(X) = ePXup(x), con up(x+R;) = up(x). Asimismo, ¥y (x) = ¢ *up, (x), don-
de la funcion ups es igualmente periodica. Se cumple que ¢y (x) = eip/xeipf"up/ (x) =
eP*{ip (x) donde tp (x) = eF7*uy (x). La funcion ¢, cumple que L(x, [1p/ |*)thp =
HpYpr, luego g (x) cumple la ecuacion:

. \2 - - -
(V4 D) + V) + F (Jigs )] g () = gy ().
Por otra parte, la solucién estacionaria ¢, (x) = eP*up(x) cumple que L(x, |p|?)p =
Hpp v por lo tanto,

{(V +ip)’ +V(x)+F (|up|2)} up(x) = ppup(x),
Luego cumple la misma ecuacién con las mismas condiciones de contorno y por lo
tanto, necesariamente up(x) = 7p (x), con lo que cualquier funcién con p’ = p+P;
se puede reducir a la misma funcién con pseudomomento p. Consecuentemente, los
p distintos estén acotados. Ademads, necesariamente pp = ppr = pp4p,, €s decir,
los autovalores son una funcién periodica de p. (]

OBSERVACION 5.2.7. Por lo tanto, los valores de los pseudomomentos p pueden
ser confinados siempre en la primera zona de Brillouin.

COROLARIO 5.2.8. Supongamos que la red de Bravais original es cuadrada
(a1 = ai y ag = aj). Entonces la primera zona de Brillouin tiene un tamano

(27”)2 y en ella hay N2 momentos distintos.
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DEMOSTRACION. Sia; = aiy ap = aj, como |b;| =b= 2% i =1,21a celda de

a ’
. . ) - 2
Wigner-Seitz de la red reciproca es tamano (27”) . Como los pseudomomentos se
2

expresan como p = “tbi+ {2 bj, se encuentran separados una distancia Ap = =%

Por lo tanto hay N? momentos distintos en este 4rea. O

COROLARIO 5.2.9. Para cada valor de p en la primera zona de Brillouin hay
un numero infinito de soluciones con autovalores distintos separados entre si un
cierto valor discreto.

DEMOSTRACION. Sea 1)(r,0) = e’P*up(x) una solucion de Bloch de la ecuacion
(2.2.1). Como hemos visto, up(x) cumple la ecuacion:

(V+ip)* + V() + f (Jupl?) | up(x) = ppuup (),

con la condicién de contorno up(x) = up(x + R). Este problema tiene una familia
infinita de soluciones up o(x) con autovalores distintos pp. «, para cada valor de

|up|?. 0
NoTACION 5.2.10. Dado que |b;| = i—7, 1 = 1,2, vamos a expresar el pseudo-
momento como p = mlAplﬁ + mzAP2|'§—§|= donde Apy 2 = $7 mig €LY

m = (my, ms).

DEFINTICION 5.2.11. Denominaremos a m pseudomento lineal entero, para dis-
tinguirlo del pseudomomento lineal p.

NOTACION 5.2.12. En adelante tomaremos sé6lo redes de Bravais cuadradas, es
decir, a; = a1i y az = aoj con a3 = az = a. El dominio 2 puede ser dividido
en N x N celdas de tamano a X a que denominaremos celdas elementales. Sea
P = (iz,1y) con iz, = 1,..., N. Denotaremos a cada celda elemental como €2;, es
decir, ; = {x/x € | =P + (ix — )a, =2 + iza[ U] =2 + (iy — 1)a, =52 +iya[}. La
red reciproca de R; se define por P ; = (P, P)) = 2T”chi + 2T”Jyj con Jy, Jy € Z.

En estas redes cuadradas escribiremos el pseudomomento lineal es p = m, Api+

myApj, donde Ap = 3—;{, y el pseudomomento lineal entero es m = (m,, m,) con
Mgy € Z. También podemos escribir el pseudomomento lineal como ,

o bien p = (pg,py) = (MxAp, myAp,) = (mwf—x,muf—]’{,) = (mm%,my%), donde

b= 2

COROLARIO 5.2.13. (de valor mdzimo para p,,) El pseudomomento lineal p
estd acotado. En el caso cuadrado, cada una de las componentes p, . estd acotada
por |pzyl < T luego el pseudomomento lineal entero m cumple que [my | < % s1
N es par y |my | < % si N es impar.

DEMOSTRACION. Como hemos visto el pseudomomento lineal p puede ser con-

finado a la primera zona de Brillouin, que vamos a definir en el cuadrado [%’T 1] X

’a
[*T’T,ﬂ en el que, como hemos visto, se definen N? momentos con espaciado
_ 27 _ T . . N -
Ap = . Luego [pgy| = |meyApl < Z. De aqui se obtiene que |mg,| < 5 si

N es pary |my | < % si N es impar. O

OBSERVACION 5.2.14. En el caso lineal puede escribirse el operador L como
LP

Tineal = [(V +ip)” + V(X)}, y calcular los autovalores variando de modo con-

tinuo el valor del pseudomomento p. De este modo, podemos obtener la relacion
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Ficura 5.2.1.  Amplitud (a), fase (b) y representacién esque-
matica de la fase a lo largo de la fila inferior (¢) para una solucion
simétrica con p = —0,01 y m, = m, = 10.

entre p y tp, lo cual permite obtener los intervalos de pi, para los que no se obtiene
solucion, conocidos como bandas prohibidas. Por otra parte, en el caso no lineal,
puede variar no sélo p sino también [|?, lo cual da lugar a una relacién adicio-
nal entre jip o y la potencia P, definida como en 2.3.7. Esta estructura de bandas
es la utilizada en las curvas P = P(u) de las soluciones estacionarias presentadas
en el capitulo 3. Notese que la estructura de bandas deducida en 2.3.8 esta liga-
da al pseudomomento angular y a la periodicidad en la variable angular, y no al
pseudomomento lineal p y la simetria traslacional.

Vamos a presentar algunos ejemplos de soluciones estacionarias de 2.2.1 con
simetria traslacional con distintos pseudomomentos m calculadas con el método
numérico descrito en el apéndice D. Para calcular estas soluciones en un dominio
finito con condiciones de contorno tipo Dirichlet (el campo se anula en la frontera),
es necesario realizar consideraciones relacionadas con la naturaleza de las soluciones,
que explicaremos en el ultimo apartado del siguiente capitulo. En particular es
necesario simular el flujo definido en el apartado 6.6 mediante un campo externo
adicional.

Todas las soluciones se han calculado en una red cuadrada como la presentada
en la figura 3.2.1 (b). Se ha tomado un nimero de celdas en cada direccion N, =

N, = 20. Por lo tanto, tal y como se obtiene en el corolario 5.2.13 se debe cumplir
que |my | < %

My 4 > 0.

= 10. Nos vamos a restringir a los casos en que mg; = my y
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Ficura 5.2.2. Amplitud (a), fase (b) y representacién esque-
matica de la fase a lo largo de la fila inferior (c¢) para una solucion

simétrica con p = —0,06 y m; = my = 9. El valor de la diferencia
de fase entre celdas vecinas, Ay = 19—07T se ha representado con la
letra t.

En la figura 5.2.1 se presenta la amplitud y la fase de una solucién autoconsis-
tente traslacionalmente simétrica cuando m, = m, = 10. De acuerdo con el teore-
ma 5.2.2, la funciéon debe tener la forma 1 (x) = eP*u(x), con u(x + R) = u(x) y
pP= mmj—;:[ —|—my3—17:[. Luego, en este caso, p, = py = 7. Por lo tanto la diferencia de
fase entre celdas separadas una distancia a en la direcciéon z o y es de Ap = 7, tal
y como se puede observar en las figuras 5.2.1 (b) y (¢). En esta ultima se representa
esquematicamente la fase en el centro de cada celda como una flecha sobre el plano
del papel que senala hacia arriba si la fase es cero, y donde el resto de fases se
representan como angulos contados en sentido levdgiro (contrario al de las agujas
del reloj). Se ha representado tinicamente la fase a lo largo de la fila inferior.

La figura 5.2.2 presenta la amplitud y la fase de una solucién autoconsistente

traslacionalmente simétrica de pseudomomento lineal entero m, = m, = 9. En
: _ _ 2 9 27
este caso, el pseudomomento lineal es p, = py, = m.2x = 555 v por lo tanto la

diferencia de fase entre celdas separadas una distancia a en la direccion x o y es de
Ny = %w. Nuevamente se puede observar este comportamiento de la fase en las
figuras 5.2.2 (b) y (c), donde esta tltima, construida como en 5.2.1 (c), representa
la fase a lo largo de la fila inferior.

En la figura 5.2.3 se presenta una solucién autoconsistente traslacionalmente
simétrica cuando el pseudomomento lineal entero es m, = m, = 8 y por tanto

Dy = Dy = 2%27”, es decir, Ap = 1%71 La amplitud se representa en la figura 5.2.3
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Ficura 5.2.3. Amplitud (a), fase (b) y representacién esque-
matica de la fase a lo largo de la fila inferior (c¢) para una solucion
simétrica con p = 0,03 y m; = m, = 8. El valor de la diferencia
de fase entre celdas vecinas, Ay = %w se ha representado con la
letra t.

(a) y la fase en las figuras 5.2.3 (b) y (c), donde esta tltima se ha construido como
en las anteriores figuras.

En la figura 5.2.4 se presenta la amplitud y la fase de una solucién traslacional-
mente simétrica con m, = my, =7, es decir, p, = py = 2—7027” y ANy = %w. La fase
se representa en las figuras 5.2.4 (b) y (c¢), donde esta ultima se construye como en
las anteriores figuras.

La figura 5.2.5 presenta amplitud y fase de una solucion traslacionalmente
simétrica con pseudomomento m, = m, = 6. En este caso, p, = p, = é%%}
Np = 1%71'. La figura 5.2.5 (c) se ha construido como en las anteriores figuras.

La figura 5.2.6 representa una solucién autoconsistente traslacionalmente simé-
trica con pseudomomento m, = m, = 0. En este caso, como p, = p, = 2%277’ y por
tanto, Ay = 0, la fase es homogénea en todo el dominio, tal y como se representa
en las figuras 5.2.6 (b) y (c).

En la figura 5.2.7 se presenta la relacién entre la potencia P y el autovalor u
para distintos valores del pseudomomento. Las lineas negras verticales representan
los limites inferior y superior de la primera banda de conduccion. Como se observa
la curva para la solucién con pseudomomento lineal entero m, = m, = 10 tiende
al limite superior de la banda mientras que la curva de la solucién con m, =
my = 0 tiende al limite inferior. Ambos limites se han obtenido en el caso lineal

para funciones de Bloch precisamente con esos pseudomomentos lineales. Estas
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FiGura 5.2.4.  Amplitud (a), fase (b) y representacién esque-
matica de la fase a lo largo de la fila inferior (c¢) para una solucion
simétrica con p = 0,03 y m; = m, = 7. El valor de la diferencia
de fase entre celdas vecinas, Ay = %w se ha representado con la

letra t.

soluciones se pueden obtener, por lo tanto, a partir de las soluciones en el caso
lineal, tal y como se hace desde el punto de vista de la Teoria de Bifurcaciones
[181].

Por otra parte, la existencia de estas soluciones es independiente de la presencia
de un potencial lineal con invariancia traslacional. En la figura 5.2.8 se presenta una
solucién con pseudomomento lineal entero m, = m, = 10 cuando V) = 0. En la
misma figura se representa la curva P = P(u) para esta solucion y para la solucion
con el mismo pseudomomento y V; = 2. Las lineas negras representan los limites
inferior y superior de la primera banda de conduccién cuando Vy = 2. Cuando
Vo = 0 no existe estructura de bandas lineal, y es la solucién la que crea su propio
potencial con invariancia traslacional en el caso no lineal.

NotTA 5.2.15. Noétese que, para distintas soluciones autoconsistentes trasla-
cionalmente simétricas con parejas p, « distintas, el autovalor es distinto, es decir,
1= A(p, @). En el siguiente capitulo obtendremos una relacion entre los autovalores
1 de las soluciones estacionarias de la primera banda con distintos pseudomomentos.

OBSERVACION 5.2.16. Podemos obtener los resultados anteriores desde el punto
de vista del teorema de autoconsistencia utilizado en el capitulo 2. Supongamos que
1, es una solucién simétrica de la ecuacién 2.2.1 y que |1, |? presenta invariancia
traslacional, es decir G = Pr. Aplicando el teorema de Bloch lineal al operador
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Ficura 5.2.5.  Amplitud (a), fase (b) y representacién esque-
matica de la fase a lo largo de la fila inferior (c¢) para una solucion
simétrica con p = 0,02 y m; = m, = 6. El valor de la diferencia
de fase entre celdas vecinas, Ay = %w, se ha representado con la
letra t.

generado por dicha soluciéon L (x, |z/11,|2), se obtiene que el espectro de este opera-
dor estd constituido por funciones de Bloch f(x) = eP*u(x), donde p € R? es el
pseudomomento lineal y u(x) = u(x + R). Estas soluciones pueden pertenecer a
distintas bandas, que denotaremos con letras griegas, y presentan distintos pseu-
domomentos, p. Por lo tanto, las denominaremos fp o(x) y denotaremos a cada
autovalor como como fip, . Dichas funciones funciones son, en general, no autocon-
sistentes, es decir, no son autofunciones del operador generado por ellas mimas. Tal
y como hemos demostrado en el teorema 5.2.2; la solucién simétrica 1, también
tiene la forma de una funcién de Bloch. Denotaremos su pseudomomento como p,
y su banda como «,. Como dicha funcién debe aparecer en el espectro de Bloch del
operador generado por ella misma, para alguna de las fp o se cumple que p = p,
y @ = a,,. En definitiva, una de las funciones de Bloch coincide con la solucién no
lineal con invariancia traslacional 1) que genera el operador y para la que se cumple
que fip.o = lp,,aq, - Bl resto de soluciones son soluciones no autoconsistentas ya que

L(|1/)u|2)fp7a = ip,afp,a PErO L(|fp-,a|2)fp-,a # Hp.afp.a-

5.3. Dinamica de soluciones con invariancia traslacional

5.3.1. Conservacion del pseudomomento lineal. Sea ¢(x,z) una solu-
cion de la ecuacion 4.2.1, donde V(x + R) = V(x) para todos los R; = i,ai +iyaj,
pertenecientes a la red de Bravais descrita en 5.2.12 o bien V(x + R) = cte € R.
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Supongamos que |¢|? cumple que |p(x + R/)|? = |p(x)

Amplitud (a), fase (b) y representacién esque-
matica de la fase a lo largo de la fila inferior (c¢) para una solucion
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Potencia P en funcién de p para las soluciones
con my, =my =m = 10,9, 8, 7,6, y 0. Las lineas verticales en
color negro representan el limite inferior y superior de la primera
banda permitida.

, para R/ = i,ai 4 i,d'j,

pertenecientes a una red de Bravais cuadrada definida como en 5.2.12. Sea, como
hasta ahora, G el grupo de simetria de V(x) y G’ el grupo de simetria de |¢|?. Su-
pondremos, de nuevo, que G’ es un subgrupo de G. Por lo tanto, G es E(R?) o Pg,
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(c)

FiGura 5.2.8.  Amplitud (a), fase (b) para una solucién simétri-
ca con = —0,01 y my = m, = 10. En (c) se representa las curvas
P = P(u) de la solucion con Vy = 0y con Vy = 2. Las lineas
verticales en color negro representan el limite inferior y superior
de la primera banda permitida cuando Vj = 2.

donde Pr representa el grupo de traslaciones discretas en el plano de distancia R
y G’ invariante bajo Pr/, donde Pr- representa el grupo de traslaciones discretas
en el plano de distancia R’. Por simplicidad si G es Pr, supondremos que G’ es
igualmente Pgr. Utilizando los mismos argumentos que en el apartado anterior se
puede demostrar que si |¢(x)|?> cumple estas condiciones, se le puede asignar un
pseudomomento lineal p y un pseudomomento lineal entero m.

Como sabemos las soluciones estacionarias de la ecuacién 4.2.1 tienen la forma:

B(x, 2) = e h(x).

Por lo tanto, si ¢(x, z) es una solucion estacionaria de la ecuacion 4.2.1, 1(x) debe
ser una solucion autoconsistente traslacionalmente simétrica de la ecuaciéon 2.2.1
y su moédulo, [1(x)[?, presenta la misma invariancia traslacional que |¢(x)[>. En
definitiva, el operador generado por 1) presenta, a su vez, invariancia traslacional,
es decir, L (x,]1(x)|?) = L (x + R;, [¢(x + R;)[?), donde L es el operador definido
en la ecuaciéon 2.2.1.

Veamos que el pseudomomento lineal entero m (y, por tanto, el pseudomomento
lineal p) se conserva a lo largo de la propagacion:

TEOREMA 5.3.1. (de conservacion del pseudomomento lineal entero). Supon-
gamos que la condicion inicial de la ecuacion 4.2.1 presenta pseudomomento lineal
bien definido. Entonces éste se conserva a lo largo de la evolucion.

DEMOSTRACION. Para las soluciones estacionarias, en las que evolucién con z
esta determinada, la demostracion es trivial. Veamos que también se cumple en el
caso de que la condicion inicial ¢y = ¢(x,z = 0) sea una solucion no estacionaria
con psedomomento lineal p definido. Se cumple que Pr.¢o = ePRi ¢ es decir,
¢o es autofuncion del operador Pr.. Como sabemos L(x, |¢o|®) es invariante bajo
traslaciones discretas, ya que Lo = V2 + V(x) y L1 = F (|¢|?) lo son, pues V? es
invariante bajo traslaciones discretas y tanto V(x) como |(;50|2 lo son por hipoétesis.
Por lo tanto, Pr. LPR' =1L

Consideremos la evolucién de 0 a z como una sucesion de pasos infinitesimales
de longitud h con h — 0. En una ecuaciéon de primer orden en la variable de
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evolucién, la solucién en z; se transforma en z;11 = z; + h segin la ecuacién
Gjp1 = eiL(x*Wz)hgbj, donde j € N es un indice tal que z; = zo+j*h y ¢; = ¢(x, 2;).

Vamos demostrar el teorema por induccién. Evidentemente se cumple que
IPREL(X, |¢)0|2)731;1 = L(x, |¢0|2) para zg. Luego PR%eiL(x"“bO'z)hPﬁ} = eiL(x*W“'Q)h,
ya que con h — 0 esto se traduce en que Pr, (1 +iL(x, |¢0|2)h> Prl = 1+
iL(x, |¢o|*)h. Por lo tanto, Pr.o1 = prgeiL(x,IqﬁoF)h% = eiL(x’|¢°‘2)h’PRg¢o. Como
’PR2 P = eipro, se cumple que PR%qSl = ¢'PR; eiL(x’Wo‘z)h(bo y, consecuentemente,
Pr.¢1 = ePRig, con lo que ¢, es también una funcién con pseudomomento lineal
bien definido igual al correspondiente a ¢

Supongamos ahora que ¢; es una funcién con momento lineal bien definido y que
por tanto cumple que Pro; = e’PRig;. También sabemos que Pr. L(x,[9; |2)Pf_l~.1 =

L(x, |¢,]?). Procediendo de manera ansloga a como hemos hecho con anterioridad, si
usamos la ecuacion de evolucion discreta junto con estas dos propiedades, obtenemos
que Pr.¢j+1 = eipR%d)jH y, por lo tanto, ¢;41 posee el mismo pseudomomento
lineal que ¢;.

Luego, si h — 0, cuando la condicién inicial en z = 0 tiene pseudomomento
lineal bien definido, para z > 0 la solucion mantiene el mismo pseudomomento
lineal. Por lo tanto, si ¢(x,0) = eipxyp(x, 0) con up(x + R;,0) = up(x,0) entonces
la solucion tiene la forma ¢(x, z) = e"P*up(x, 2), con up(x+ R;, 2) = up(x, z) para
z > 0. (]

Evidentemente, este resultado también es valido para el pseudomomento lineal
entero m, ya que p = Apm.

5.3.2. Estudio de estabilidad. Para estudiar la estabilidad de las solucio-
nes presentadas en el anterior apartado se ha simulado la ecuacion 4.2.1 utilizando
como condicién inicial:

¢(X, 0) = te - eiT(x),

donde . es una soluciéon estacionaria de 4.2.1 con pseudomomento lineal entero
definido m, como las introducidas en el anterior apartado y T(x) es una funcion
de numeros aletorios que cumple Vx que Y(x) € [—4,d]. En las simulaciones que
presentaremos d = 0,025. Por lo tanto se trata de una perturbacion de la fase de una
solucion estacionaria del 5 %. Las soluciones perturbadas de partida no tienen, en
consecuencia, pseudomomento definido. Para cada z se han calculado las siguientes
cantidades:

1. La Potencia P = [ |¢[*dx.

2. El autovalor esperado de la solucion (i), tal y como se defini6 en el apartado
4.4.2.

3. El valor del pseudomomento en la direccién x, m, en cada x definido como

my(x,2) = — 57 log (%)

También se ha calculado el pseudomomento en la direccién y. Como se parte de
soluciones con m, = m, el comportamiento de ambos pseudomomentos es similar.
Como m(x,z) esta definido en cada x, para obtener un valor que recoja cuél es
pseudomomento de la solucién, se ha calculado la media y varianza de todos los
pseudomomentos. Denominaremos a esta media m..

En la figura 5.3.1 se presenta la evolucion de Py (u) con z en el plano P — (u)
para condiciones iniciales distintas para .. En particular para 1. con distintos
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Ficura 5.3.1.  Evolucion de Py (u) con z en el plano P —
(u), para soluciones con condiciones iniciales 1. definidas por los
pseudomomentos lineales enteros m, = m, = 10,9,8,7,6,y 0y

= —0,08.
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Ficura 5.3.2. Evoluciéon de m,(z) con z para soluciones con

condiciones iniciales 1. definidas por los pseudomomentos lineales
enteros m, = m, = 10,9,8, 7,6,y 0y p = —0,08.

pseudomomentos lineales iniciales, aunque el autovalor de las soluciones estaciona-
rias 1, es el mismo para todos los casos, = —0,08. Como se observa la solucién
mas estable es la que corresponde a una perturbacion de la solucién estaciona-
ria con pseudomomento lineal entero m, = m, = 10. Su trayectoria en el plano
P — (u) tiende a la curva de estados estacionarios, mientras que las del resto la
cortan y tienden a otro tipo de soluciones. La trayectoria cuya condicion inicial es
una perturbacién de la solucién estacionaria con pseudomomento m, = m, = 9
también se mantiene un largo periodo de z sobre la curva de estados estacionarios,
pero finalmente también la corta y se desestabiliza. En la figura 5.3.2 se observa
como el pseudomomento medio m,(z) de la soluciéon cuya condicién inicial es una
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Ficura 5.3.3. Evolucion de Py (u) con z en el plano P —
(u), para soluciones con condiciones iniciales 1. definidas por los

pseudomomentos lineales enteros m, = m, = 10,9,8, 7y 0y
w=0,05.

——m=10
7k m=09
———m=08
m=07
m=00

media de m(z)
a
T

0 L L L L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
z

FicurA 5.3.4.  Evoluciéon de m,(z) con z para soluciones con
condiciones iniciales 1. definidas por los pseudomomentos lineales
enteros m, =m, =10,9,8, 7y 0y pn=0,05.

perturbacién de una solucién estacionaria con pseudomomento m, = m, = 10 os-
cila en torno a ese valor. El de la soluciéon donde . presentaba pseudomomento
my, = my, = 9 se mantiene en torno a ese valor hasta un z ~ 5000. Por otro lado,
los 9. con pseudomomentos m;, = m, = 8, 7, 6 se alejan antes de los valores de la
condicién inicial. Sin embargo, es la solucién cuya condicién inicial presenta pesu-
domomento cercano a m, = m, = 0 la que més rapidamente pierde la condicién
de onda de Bloch no lineal con pseudomomento definido.

En la figura 5.3.3 se presenta la evolucion de P y (u) con z en el plano P — (u)
para condiciones iniciales en las que 1. presenta distintos pseudomomentos lineales
iniciales. A diferencia de los ejemplos presentados anteriormente, en estos casos
el autovalor de las soluciones estacionarias . es positivo y cercano a la banda
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de conduccion. En particular, p = 0,05. Al igual que en los casos anteriores, se
observa que cuando 7). tiene pseudomomento lineal entero m, = m, = 10, la
solucion es mas estable, ya que tiende a la curva de estados estacionarios. En el resto
de casos las trayectorias cortan la curva de estados estacionarios. Si 1. presenta
pseudomomento lineal entero m, = m, = 9, también se mantiene durante un
determinado rango de valores de z sobre la curva de estados estacionarios, aunque
finalmente también la corta y se desestabiliza. En la figura 5.3.4 se observa un
comportamiento similar al observado en la figura 5.3.2. Sin embargo en este caso la
soluciéon no cruza tan claramente la curva de estados estacionarios. Para entender
la diferencia entra ambos casos, estudiemos la amplitud y la fase de las soluciones
para z suficientemente grandes.

En las figuras 5.3.5 y 5.3.6 se representa la amplitud y fase de soluciones ¢(x, z)
para diferentes valores de z cuando la condicion inicial es una perturbaciéon de una
solucion v, con p = —0,08 y distintos pseudomomentos lineales. En particular, se
han representado la amplitud y fase en z = 750 para m, = m, = 0, en z = 1800 para
my = my = 6, en z = 3600 para m, = my, = 7, en z = 3000 para m; = m, = 8
y en z = 7200 para my = my = 9y m, = my = 10. Todas las soluciones se
inestabilizan, salvo en el dltimo caso, es decir, si m, = m, = 10. En primer lugar la
fase se desordena y se pierde la invariancia traslacional, tal y como se muestra en las
figuras 5.3.5 y 5.3.6. Para z mayores, estas soluciones presentan una inestabilizacion
por autoenfoque, ya que la amplitud crece de manera sostenida a lo largo de la
propagacion en algunas de las celdas del dominio. En la figura 5.3.1 se observa
que esta inestabilizacion se traduce en que la (u) tiende a valores cada vez mas
negativos. La solucién cuya condicién inicial es una pertubacién de una solucién
con pseudomomento m, = m, = 0 es la que se inestabiliza mas rapidamente.
La solucion que se inestabiliza més tarde es aquella cuya condicion inicial es una
perturbacién de una solucién con m, = m, = 9. Esto también puede observarse en
las figuras 5.3.1 y 5.3.2. Finalmente, si m, = m, = 10 no se observa inestabilizacion.

En las figuras 5.3.7 y 5.3.8 se representa la amplitud y fase de soluciones ¢(x, z)
para diferentes valores de z cuando la condicién inicial es una perturbacién de
una solucién . con p = 0,05 y distintos pseudomomentos lineales. En particular,

se han representado la amplitud y fase en z = 1200 para m, = m, = 0, en
z = 4200 para my; = my = 7y my = my = 8,y en z = 7200 para m, =
my = 9y m; = my, = 10. Nuevamente, todas las soluciones se inestabilizan,

salvo en el ultimo caso, es decir, si m, = m, = 10. Notese que en este caso el
autovalor es positivo y la potencia P de estas soluciones es muy inferior. De hecho,
cuando las soluciones se desestabilizan, la fase se desordena y se pierde la invariancia
traslacional, pero no se observa inestabilizacién por autoenfoque. En la figura 5.3.3,
donde se muestra la evoluciéon de Py (i) con z en el plano P— (1), se observa que las
trayectorias de las soluciones que se inestabilizan no se mantienen sobre la curva de
estados estacionarios. Al igual que anteriormente, la soluciéon cuya condicion inicial
es una pertubacién de una solucién con pseudomomento m, = m, = 0 es la que
se inestabiliza mas rapidamente mientras que la solucién que se inestabiliza mas
tarde es aquella cuya condiciéon inicial es una perturbaciéon de una solucién con
mg = my = 9. Nuevamente, si m; = m, = 10 no se observa inestabilizacion.
Finalmente, el estudio de estabilidad cuando V5 = 0 y m = (10, 10), realizado
en las mismas condiciones que cuando V) = 2, se presenta en la figura 5.3.9. Como se
observa las soluciones se inestabilizan salvo para valores de p iniciales muy positivos.
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FiaurA 5.3.5. Amplitud - (a), (¢), (e) - y fase - (b), (d), (f)
- de ¢(x,z) en diferentes valores de z cuando la condicién inicial
es una perturbacién de una soluciéon con u = —0,08 y distintos
pseudomomentos lineales. En (a) y (b) se muestra la amplitud y
tase cuando z = 750 y my; = my = 0, en (¢) y (d) cuando z = 1800

y Mg =my =6,y en (e) y (£) cuando z = 3600 y m, = m, = 7.
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FIiGurA 5.3.6.  Amplitud - (a), (¢), (e) - y fase - (b), (d), (f)
- de ¢(x,z) en diferentes valores de z cuando la condicién inicial
es una perturbacién de una soluciéon con u = —0,08 y distintos
pseudomomentos lineales. En (a) y (b) se muestra la amplitud y
tase cuando z = 3000 y m, = m, = 8, en (c) y (d) cuando z = 7200
ymgy=my =9,yen (e)y (f) cuando z = 7200 y m, = m,, = 10.
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Ficura 5.3.7. Amplitud - (a), (c), (e) - y fase - (b), (d), (f) -
de ¢(x, z) en diferentes valores de z cuando la condicion inicial es
una perturbacion de una solucién con p = 0,05 y distintos pseu-
domomentos lineales. En (a) y (b) se muestra la amplitud y fase
cuando z = 1200 y my = m, = 0, en (c¢) y (d) cuando z = 4200 y
my =my =7,y en (e)y (f) cuando z = 4200 y m, = m, = 8.
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Ficura 5.3.8. Amplitud - (a), (c), (e) - y fase - (b), (d), (f) -
de ¢(x, z) en diferentes valores de z cuando la condicion inicial es
una perturbacion de una solucién con p = 0,05 y distintos pseu-
domomentos lineales. En (a) y (b) se muestra la amplitud y fase
cuando z = 7200 y m; = my = 9 y en (c¢) y (d) para el mismo
valor de z y mg; = my = 10.

El estudio de los campos de salida permite observar que en los casos en los que
la solucion se desestabiliza se produce la pérdida de invariancia traslacional, es
decir, la solucion autoenfoca en algunas de las celdas del dominio. Cuando p =
0,04 la solucién se mantiene estable, esto es, mantiene la invariancia traslacional
y el pseudomomento y, ademas, tiende a una solucién estacionaria. Por lo tanto,
podemos concluir que la existencia de un potencial lineal V(x) peridédico no es
imprescindible para obtener soluciones estacionarias con invariancia traslacional.
Sin embargo, dado que cuando Vy = 2 las soluciones con pseudomomento lineal
entero m = (10, 10) son todas estables y cuando Vj = 0, no todas lo son, podemos
afirmar que el potencial periddico si que contribuye a mejorar la estabilidad de este
tipo soluciones.
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En (a) se representa la evolucion de m,(z) con

z para soluciones ¢(x, z) cuando la condicién inicial es una per-
turbaciéon de una solucién estacionaria 1. con pseudomomento
mg, = my = 10 y distintos valores de p iniciales, en el caso de
Vo = 0. En (b) se representa la evolucion de Py (u(z)) con z en

el plano P — (u(z)) para los mismos casos.
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CAPiTULO 6

Propiedades de la luz en sistemas con invariancia
traslacional

6.1. Introduccién

Las soluciones estudiadas en el capitulo 5 siguen siendo funciones de Bloch
no lineales, incluso en ausencia del potencial periodico V(x). Su existencia no es
consecuencia de la presencia de este potencial periddico, sino que se debe a que
el campo ¢(x, z), en el caso no lineal, crea su propia estructura cristalina. Tal y
como se ha presentado en el apartado 5.3.2, la existencia de un potencial periédico
permite la estabilizacion de este tipo de soluciones hasta valores de z muy elevados,
aunque la existencia de soluciones con invariancia traslacional no es consecuencia
de la presencia de dicho potencial. A lo largo de este capitulo, vamos a ver que
las propiedades del campo ¢ cuando adopta la forma de una funcién de Bloch no
lineal son semejantes a las de un sélido cristalino. De hecho, dado que las soluciones
poseen invariancia traslacional, ¢ presenta una ordenacion de largo alcance en las
variables espaciales x, lo cual es la caracteristica distintiva de los sélidos cristalinos.

La teoria que vamos a desarrollar es valida para soluciones en redes de Bravais
generales, aunque en lo que sigue vamos a particularizar para soluciones en redes
cuadradas de la forma R = ngai + nyaj, con i, j los versores de una red cartesia-
na, a € Ry ng, € Z. Como en los capitulos precedentes denominamos ¢ a las
soluciones de la ecuacion de propagacion 4.2.1 y 1) a las soluciones de la ecuacion
de estados estacionarios 2.2.1, de modo que ¢(x, z) = e#*1)(x). Como hemos visto
en la observacion 5.2.16, si 1 es una solucién estacionaria autoconsistente trasla-
cionalmente invariante, es decir, es solucién de L (x,[¥]?) 1) = ptp y [¢|* presenta
invariancia traslacional, el espectro de L (x, |z/1|2) es un conjunto de funciones de
Bloch, fp.a(x) = €P*uy, o(x) con diferentes pseudomomentos p y pertenecientes a
distintas bandas. Una de estas autofunciones cumple que p =qy o = 3, donde q y
0 son el pseudomomento y el indice banda, respectivamente, de 1. El resto son, en
general, soluciones no autoconsistentes. Lo mismo puede ser aplicado a una solu-
cion dinamica ¢(x, z) traslacionalmente invariante, y por tanto con pseudomomento
lineal p definido.

NoTa 6.1.1. Hemos visto que existe una relacion entre la potencia P de la
solucién y el autovalor pip o, P = P(lp,o). En adelante supondremos que esta curva
es continua y monétona decreciente cuando F(|$|?) = |¢|%. Los resultados numeéricos
obtenidos para soluciones estacionarias traslacionalmente invariantes indican que en
medios autoenfocantes esta curva tiene este comportamiento (véase la figura 5.2.7).

129



130 6. PROPIEDADES DE LA LUZ EN SISTEMAS CON INVARIANCIA TRASLACIONAL

Por otra parte, por conveniencia, vamos a normalizar las funciones de Bloch
no lineales! por el ntmero de celdas elementales en el dominio, es decir, fp.alx) =
1 ipx
5P Up o (X).

NoOTACION 6.1.2. En lo que sigue, denotaremos al par p, a simplemente por p.

En el segundo apartado vamos a escribir la acciéon, el hamiltoniano y las ecua-
ciones de movimiento del sistema estudiado. En el tercer apartado los vamos a
expresar en funcién de los coeficientes de Wannier, que se obtienen del desarrollo
de la funcién en términos de las funciones de Wannier que introduciremos en el
mismo apartado, con el fin de mostrar que estas soluciones presentan ordenacion de
largo alcance, al igual que los sélidos cristalinos. En el cuarto apartado, se introduce
una hipoétesis mediante la cual podremos expresar el hamiltoniano del sistema de
un modo andlogo al que se obtiene en sistemas magnéticos en soélidos cristalinos.
En el quinto apartado explotaremos dicha hipétesis para obtener cémo puede ser la
fase de las soluciones en estos sistemas, para lo cual expresaremos el hamiltoniano
y las ecuaciones de movimiento en términos de la fase. Obtendremos las soluciéon de
las ecuaciones de movimiento y observaremos que de este modo recuperamos una
variable analoga al pseudomomento lineal obtenido en el capitulo anterior, para
la que se obtendran las mismas cotas. Ademas, obtendremos una relacion entre el
valor de este pseudomomento y el autovalor u de las soluciones estacionarias y com-
probaremos numéricamente esta prediccion. En el sexto apartado introduciremos el
concepto de flujo, el cual nos permitird proponer una estrategia para obtener estas
soluciones en dominios finitos fisicamente realizables. Esta estrategia es la misma
que ha sido utilizada en el capitulo 5 para calcular numéricamente las soluciones
estacionarias. Asimismo explotaremos la analogia encontrada con los sistemas de s6-
lidos magnéticos para predecir la existencia de soluciones con dominios magnéticos
y obtendremos numéricamente una soluciéon de este tipo en el altimo apartado.

6.2. Soluciones estaticas y hamiltoniano

En adelante vamos a considerar la ecuacién:

_ - - O0P(x, 2
(6.2.1) L (x, |p(x, z)|2) o(x,2) = —Z%,
donde L = L + p y, como siempre, L(x,|q§(x,z)|2) = Lo+ L; donde Ly =
V2 —V(x) y Li(x]¢(x,2)*) = F(x,]é¢(x,2)*). En lo que sigue tomaremos

F (x, Ifb(x,Z)l ) =1(x)[d(x, 2)[?, donde v(x) = £V (x).

DEFINICION 6.2.1. Llamamos solucion estdtica de la ecuaciéon 6.2.1 a las fun-
ciones ¢(x, z) que cumplen que w =0.

Las soluciones estaticas de la ecuacion 6.2.1 son soluciones estacionarias de la
ecuacion 4.2.1. Para evitar un notaciéon demasiado recargada denotaremos a las
funciones ¢ como ¢.

Sea £ una funcion lagrangiana con la forma:

9¢

(6.2.2) L= [82

0 = Go| o[- 00 - 1o

IEvidentemente, las funciones de Bloch no lineales fp o(x) = eP*up o(x) del espectro de L
son ortogonales. Notese que en este conjunto hay funciones autoconsistentes y otras que no lo son.
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Se puede comprobar que la ecuacién 6.2.1 aparece como la ecuacién de movi-
miento que se obtiene a partir del lagrangiano 6.2.2 utilizando la formulaciéon de
Lagrange convencional [225, 226].

La accion asociada a este lagrangiano, teniendo en cuenta que S = fd3:10£7
[225, 226] es:

(6.2.3) S = /d%«&{% {%w - % }
+ 0 VI (V) - () 6] o

El hamiltoniano correspondiente se obtiene a partir del lagrangiano £ [225,
226] y viene dado por la expresion:

H=—¢" V2~ (V(x) - )] 6 — 7(x) ¢]*.

6.3. Ordenacion de largo alcance y coeficientes de Wannier

Sabemos que las soluciones estaticas con invariancia traslacional son funciones
no lineales de Bloch en las coordenadas espaciales (véase teorema 5.2.2). Al igual
que las lineales, las funciones no lineales de Bloch pueden expresarse en términos
de las funciones de Wannier (para una definicion véase apéndice C) localizadas en
cada celda i del dominio, tal y como se hace en el caso de cristales convencionales.
Tal y como se describe en este apéndice, estas funciones se construyen a partir del
espectro de funciones no lineales de Bloch. Por lo tanto, no se trata de las funciones
de Wannier asociadas a las funciones de Bloch lineales, y en consecuencia las de-
nominaremos funciones de Wannier no lineales. Debido a que las hemos construido
a partir del espectro de funciones no lineales de Bloch asociadas al operador no
lineal, vamos a utilizarlas para estudiar el comportamiento de funciones prozimas
a la solucién autoconsistente traslacionalmente invariante con la que se genera el
operador no lineal, ya que esperamos que éstas estén mejor descritas en términos
de funciones de Wannier no lineales.

En el presente apartado, vamos a utilizar las funciones de Wannier no lineales
para entender mas profundamente la ordenacion de largo alcance que presentan las
soluciones con invariancia traslacional, asi como para reescribir el hamiltoniano de
modo que pueda ser utilizado en los siguientes apartados del capitulo para extraer
conclusiones acerca de la dindmica del sistema considerado.

6.3.1. Representacion de Wannier de las funciones de Bloch. Las
funciones de Wannier se pueden obtener a partir de las de Bloch en la banda « y
con distintos pseudomomentos p, como:

1 .
Walxe =) = 5> e P fpo ()
P

Como se observa, cada funcién de Wannier se construye en una de las celdas ¢ del
dominio €. En el apéndice C se demuestra que las funciones de Wannier, en distintas
bandas y celdas, son ortogonales, por lo que podemos desarrollar cualquier funcién
en términos de las de Wannier [227, 228]. En particular, una funcién de Bloch de
pseudomomento p en la banda a se puede construir a partir de las funciones de
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Wannier de la misma banda y localizadas en cada una de las celdas ¢ del dominio
como:

1 1pX:
foalx) = 5 20 W x—x,)

donde el sumatorio se extiende a todas las celdas del dominio. Por lo tanto, pode-
mos, en general, escribir cualquier funcion ¢(x, z) en el dominio 2 como ¢(x,z) =
1 . . — 3
~ Zi)a Caﬂ-Wa(x X;).
Si ¢ es una funcién estética traslacionalmente simétrica y, por tanto, es una fun-
cion no lineal de Bloch, los coeficientes serdn C' ; = ¢'P*i. Para estas soluciones, los
;

. . . C1pl ok
coeficientes del desarrollo de Wannier pueden escribirse como C(’l’% = N~ 1P2¢P%;

(véase apéndice C). En lo que sigue, en los desarrollos de Wannier utilizaremos
siempre esta normalizacion de los coeficientes, ya que permiten introducir una pro-
piedad de las soluciones no lineales, la potencia P, en los coeficientes, lo cual va
a ser de gran utilidad en los razonamientos que vamos a desarrollar. En adelante
escribiremos los coeficientes C” simplemente como C.

En general, para una funcion ¢ solucion no estatica de 6.2.1, los coeficientes del
desarrollo de Wannier serdn funcién de z, es decir, C,, ; = C,, ;(2).

NOTACION 6.3.1. Denotaremos por 7; y ¢; la amplitud y fase, respectivamente,
del coeficiente C, ; . Ademds, definiremos

=

(6.3.1) no(p) = N

Con esta notacion, los coeficientes de las soluciones estaticas pueden expresarse
como C; = no(p)e™i, es decir, n; = no(u), Vi. Nétese que la amplitud de la solucion
estacionaria es la misma en todas las celdas ¢ y esta determinada por 7(p) (que
depende de la potencia) mientras que su fase ¢ depende de p.

Por lo tanto una solucion estatica con invariancia traslacional ¢, aparece como
una superposicién de funciones idénticas localizadas en cada celda  de la red,
P(x,2) = >; C;(2)Wa(x — x;), con coeficientes de la expansion C;(z) = no(u)e™P*i.
Estas funciones localizadas juegan el papel de las funciones de onda en los cristales
convencionales [227, 228]. Los coeficientes C; forman una red discreta de ntimeros
complejos con idéntico médulo, |C;| = 1, garantizando de este modo la invariancia
traslacional y, en consecuencia, la ordenacién de largo alcance. Por lo tanto, la
solucion estatica ¢ puede ser entendida como una distribuciéon simétrica de iones
de luz con ordenacién de largo alcance.

6.3.2. Hamiltoniano en términos de los coeficientes de Wannier. Su-
pongamos que ¢ es una solucion de 6.2.1 y expresémosla en funcion de la base de
Wannier, tal y como hemos visto en el apartado anterior, con el fin de escribir
la accién, el hamiltoniano y las ecuaciones de movimiento en términos de estos
coeficientes.

Si escribimos la accién 6.2.3 en términos estos coeficientes, obtenemos para el
primer término de la misma:
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| o6 . o8]
/ /QdQX? [W ~ ¢] -

[Z3]

al.f1
/Z i [CaiCli = CaiCail

donde se ha tenido en cuenta las propiedades de ortogonalidad de las funciones de
Wannier.
El segundo término de la accién 6.2.3 proporciona:

/dex¢* [v? ( ( (b_ Z QJ az ﬁj;a%’

a,zﬁ]

o i

2 * N vl —
ﬁ_J 92 /Qd rWi(x—x3) Wa(x —x;) =

donde,

Lgjiai = _/QdQXWE(X_Xﬁ)(LO + )Wa(x — x;).

Y el tercer término de la accién 6.2.3 es

/dexv(x)|¢|4= S O CCui O i i

,138,557,k; 8,1
donde,

Tﬁﬁ Shaiad = /Q d2x7(x) Wi (x — xj-) Wi (x —x;) Wo(x —x;) Wy (x — x;).

Por tanto, la accion se puede expresar como

(6.32) |S= / —z cc* eie] ] Y LiCiCi+ Y TiyjuC; CiCrCi
ij ijkl
con
Lij=— [ W/ (Lo+wp)W; y Tiju = / d*z Y(x) W W Wi W
Q w

donde, para simplificar la notacion, se ha denotado (o, 1) — 4, (8,7) — 4, (7, IAC) —
k, (6,1) = 1y Wo(Z — ;) simplemente como W;. En adelante se adoptara siempre
esta notacion.

A partir de la accion 6.3.2, se puede expresar el hamiltoniano en funcién de los
coeficientes de Wannier como

(6.3.3) H =Y Li;C;C; = > T;juC; C;CrCi

ij ijkl

Las ecuaciones de movimiento, obtenidas a partir de lagrangiano [225, 226], son
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(6.3.4) iC; = Z Li;Cj — 2ZTi,j,k,lC;OkCl
J

jkl

6.4. Fluctuaciones en torno a una soluciéon estatica. Magnetismo

Si la soluci6n ¢j, es una solucion estética de la ecuacion 6.2.1 caracterizada por
11, los coeficientes de su desarrollo de Wannier tendrén la forma C; = N1 P2 % =
no(1)e™Xi | con lo que éstos no presentaran ninguna dependencia en z. Sin embargo,
en general, para soluciones no estaticas, los coeficientes seran funciones de z y
escribiremos C; = C;(z). Vamos a estudiar fluctuaciones pequenias en torno a una

solucién estatica ¢y, es decir, cuando los coeficientes toman la forma

(6.4.1) Ci(2) = (no(p) + 5n€(z))eip’<;+i5¢;(2)7

con |15, [6p;] < 1. Si @5, es estable, debe ser un minimo del funcional de energia
(para una p dada) asociado al hamiltoniano 6.3.3, ¢[¢] = fd2xH. Por lo tanto,
una fluctuacién pequena (como la definida por 6.4.1) en torno a este minimo debe
mantenerse cerca de este estado ¢,. Con la evolucién en z dicha fluctuaciéon debe
reducir su energia y potencia P debido las pérdidas radiativas asociadas a las ondas
que escapan a través de la frontera del dominio €. Por lo tanto, la dinamica es-
ta dominada asintoticamente por fluctuaciones de baja energia que, eventualmente,
pueden desaparecer dando lugar a una nueva solucion estética. Las simulaciones nu-
méricas presentadas en el apartado 5.3.2 presentan este comportamiento dindmico
en el caso de las soluciones estables.

Por otra parte, se observa que la ecuacién 6.2.1 es invariante bajo transforma-
ciones globales de fase arbitrarias, ¢ — eV¢, ¥ € R. En cambio la amplitud, no
esta fijada a cierto valor 79 # 0 por la ordenacion de largo alcance. En términos
energéticos, variaciones globales de la fase no cambian la energia del sistema. Sin
embargo, variaciones globales de la amplitud si que pueden producir variaciones
considerables de la energia del sistema. Este hecho determina una diferencia esen-
cial entre las fluctuaciones de la amplitud, dn; y las de la fase, d¢;, que se traduce
en que la dindmica a energias cercanas a la correspondiente a una solucién estética
estable estd dominada por las fluctuaciones de fase. El anterior razonamiento nos
permite utilizar de ahora en adelante la siguiente hipétesis:

Ax10MA 6.4.1. (Dominancia de fase en las fluctuaciones en torno a soluciones
estdticas estables). Suponemos que las variaciones de la amplitud on;(z) son des-
preciables frente a las variaciones de la fase dp;(z) . Por lo tanto, podemos asumir
que, para z suficientemente grande (energias suficientemente proximas a las de la
solucion estdtica):

(6.4.2) Ci(2) B o (u)ei#i )

donde p;(z) = px; + d¢;(2).

Nétese que hemos considerado g en p” distinto del p de la solucion estatica o
Debido a que las fluctuaciones dan lugar a ondas radiantes que salen del dominio
Q, en la evolucion con z necesariamente la norma decrece con z (no hay flujo hacia
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el interior del dominio €2). Debido a que P(u) es mondtona decreciente con u (véase
nota 6.1.1) se cumple que ¢’ > p (para el caso en que P sea monétona creciente,
1 < ). Es decir asintoticamente, la amplitud queda fijada por un nuevo valor de
la potencia inferior al de la solucion estatica sobre la que se calcula la pertubacion,
que esta asociado a un nuevo autovalor g/ mayor que el autovalor de la solucién
estatica inicial. Como la perturbacién se supone pequena, podemos considerar que

i =~ p con lo que ng = 1o (1) = no(i) y por lo tanto C;(z) ~ no(p/)e'#: ).
NOTACION 6.4.2. Denotaremos S = (cos p;, sin ;) y S; = (sin ¢;, — cos ;)

Vamos a obtener el hamiltoniano que describe las fluctuaciones pequenas cerca
de una solucion estatica. En primer lugar, sustituimos los coeficientes 6.4.2 en 6.3.3,
con lo que obtenemos el siguiente hamiltoniano para z > 1:

Z>>1 i P i R L P
H R 7732 :Lije i(p; saj)_774§ :Tijkle (35— —¢7)
ij ijkl

NortA 6.4.3. En lo que sigue nos ocuparemos de soluciones estaticas en la
primera banda. Podemos suponer que W = W* ya que, debido a las propiedades de
las funciones de Wannier, en el caso de que exista poca interaccién entre la funcién
en distintos pozos, se puede hacer la aproximacion W; &~ ¢;(x—x;), donde ¢;(x—x;)
es el modo fundamental de un tnico pozo de potencial. Esta es la aproximacion
conocida como tight binding approzimation (aproximacion de enlace fuerte). En
todo caso, en los desarrollos siguientes vamos a utilizar las funciones de Wannier
no lineales calculadas a partir del espectro del operador, y no la funcién del soliton
individual en un tnico pozo de potencial. Por lo tanto, los resultados seran validos
tanto para la aproximacion de enlace fuerte como en otro caso, pero supondremos
que las funciones de Wannier son reales. En definitiva, estamos suponiendo que
éstas se corresponden con funciones de Bloch en la primera banda. Debido a esto se
cumple que L;; = — fQ Wi(Lo+2nop)W; € Ry que T, € R. Ademaés, en este caso
la fase de la solucién en cada una de las celdas i es constante y esta determinada
por ¢; .

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, el hamiltoniano se transfor-
ma en:

H~no Y Lijeos(g; — ;) =16 > Tijra cos(; + 5 — @7, — 1)

@ ijkl

NoTA 6.4.4. Podriamos considerar igualmente soluciones en bandas superiores
y entonces ¢p(xz — x;) # ¢*(x — x;) por lo que tendriamos funciones con W; # W
En este caso el hamiltoniano no podria reducirse a esta forma. Sin embargo, no
vamos a considerar este caso en la presente tesis.

Teniendo en cuenta que

cos(p; + 95 —¢p — ;) = cos [(% —op) + (0; — 9p)
= cos(p; — ;) cos(ip; — ¢;) — sin(p; — ¢p) sin(p; — ¢;)
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: : , cos 5
cos(p; — ;) = cosp;cosp; +sing;sing; = (cosp;,sin ;) sin @,
j

ST

y que:
. . . . Cos @7
sin(p; — ;) = sing; cos g — cosp; sinp; = (sing;, — cos ;) < sin @ff >
Pk
donde 5_‘; = (5z,8y) = (cosg;,sing;) y S; = (S‘x, S’y) = (sinp;, — cos ¢;), podemos

escribir el hamiltoniano como:

(6.4.3) H 3> LSS5 =10 Y Tijwa [(S; 51)(S5:5) + (S;8)( ;})}
ij ijkl

Obtengamos las ecuaciones de movimiento que describen la dinamica de las
fluctuaciones cerca de las soluciones estaticas. Si sustituimos los coeficientes 6.4.2
en las ecuaciones de movimiento 6.3.4 se obtiene:

—noie' i =no ¥ Lije'?i —2nong Y Tijre it ¢i) =
J jkl

—@; =Y Lije i) — o N Ty el rt e eimes)
J jkl

Como L;;y Tijii € R, si tomamos parte real e imaginaria de la anterior ecuacion
se obtiene:

S = 0=3; Lijsin(p; —¢;) — 215 250 Tigre sin(ey, + ¢; — 5 — 95)

R — —; =, Lijcos(p; — ;) — 208 3 53y Tijwt cos(w; + 95 — @ — ¢1)

6.4.1. Eliminacion de los términos de autointeraccién. Veamos como
podemos simplificar la anterior expresion, absorbiendo los términos de autointerac-
cion en una variacion del autovalor g de modo que podremos considerar solo las
interacgionﬁs entre celdas distintas.

Sii=j =k =1la primera ecuacién se cumple de modo trivial ya que sin(yp; —
©;) = 0y sin(p;, + ¢; — ¢; — ¢;) = 0. Luego, la ecuacion para la parte imaginaria
se puede escribir como:

0=">""Lijsin(e; — ;) — 205 > Tyt sin(e + 97 — 5 — ;)
J jkl

’
donde Y indica sumatorios que excluyen los términos de autointeraccion.
Para obtener un resultado anélogo para la ecuacién de la parte real, veamos
que ésta se puede escribir como:
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—¢: =Ly — 212 Tisis + (términos de interaccion con otras celdas),

donde se ha tenido en cuenta que cos(p; — ¢;) = 1. Denotemos por TIOC a los
términos que implican interacciones entre distintas celdas. Vamos a denotar por

A‘L_I,Z a

Ajfi; = Ly — 203 T
= - / Wi(x —x;)(Lo + p)W(x —x;) — g /7W4(x - X;).
Dicho término es independiente de la posicion x; debido a la invariancia tras-
lacional y por lo tanto omitiremos el indice de la celda Af; = Af. Luego
—nop; = Afi+ (TIOC).
Consecuentemente, si definimos <p§ = ¢; — Afi z entonces:
—¢; = —¢; — A= Ap+ (TIOC) — Ap = (TI0C),

Por lo tanto, si tenemos en cuenta ¢’ podemos considerar solo interacciones
entre distintas celdas €2;. Considerando que los términos de interaccién entre celdas
distintas son invariantes traslacionales, es decir, p; — ¢; + Ay la ecuacion para ¢’
es la misma que para ¢, pero sin los términos de autointeraccién. Por lo tanto, la
ecuacion de movimiento para la parte real queda:

(6.4.4) —@h = Z Lij cos(¢} — cp;) —2n3 % Tijw1 cos(g; + 803- — ¢} —¢7)
J 2

Notese que los términos de autointeracciéon suponen una variaciéon en la fase
. ;L - i .

(ya que hemos definido @ = ¢; — Afi z). Veamos como, para las fluctuaciones, se
puede absorber dicha variacién en el autovalor. Como hemos visto la fluctuaciéon
., . . . ;!
respecto a la solucion estacionaria tiene la forma ¢ (x,z) = e #*¢(x) con ¢(x) =
> noe’?i(*)W;. Como hemos escrito la fase como p; = cpg—i—Aﬂ z, podemos reescribir

., . . (0 LA ! i
la soluci6n estacionaria como (x, z) = !’ TAM= 3. noe?i W, = €2 ¢/ (x) con
.

" __ ! = / _ 10 (2 A . - ..
=+ ARy ¢'(x)=>,me€ ?: (2, con lo que los términos de autointeraccion
quedan absorbidos en una variacion del autovalor.

Razonando de modo andlogo a como se ha procedido con las ecuaciones de
movimiento, el hamiltoniano se puede simplificar aiin mas. Para ello escribamoslo
como:

H = Har+ Hy,
donde H; = término de autointeraccién, viene dado por

3 o ) <

m {Z [Lii = n5 Tiii] } ;
y donde H; = término de interaccion, se puede expresar como:

2 -
Har Sg S%

U

2
— 1y Lisii

i
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(645) |Hr =Y LySi8 —nd S T [(5:50(5:5) + (555

—~
~—

o en términos de la fase (y teniendo en cuenta de nuevo que consideramos funciones
de Wannier reales):

(6.4.6) Hr =13y 'Lijcos(; —¢3) =16 Y Tijm [COS(% — ¢3) cos(p; — ¢;)

@j ijkl
—sin(; — ) sin(p; — 9]

donde Z' indica sumatorios que excluyen los términos de autointeraccion.

El término de autointeraccién puede eliminarse del mismo modo que se hizo
en las ecuaciones de movimiento. Como ), [L“- —n3 ””] > Al = NAf dicho
término puede absorberse mediante la transformacion del autovalor p/ — p' —
Ap = p”. Consecuentemente, el término de autointeraccion H,; desaparece del
hamiltoniano y H = H; si consideramos .

6.4.2. Magnetlsmo en cristales de luz. Modelo zy y magnetizacion.
Escribamos los vectores S’ como S" = noeil®) = 7705' = 1o (cos; +isiny;), de
modo que el hamiltoniano 6.4.5 queda

U

S
o~
S~—

(6.4.7) = % T8 -3 T [(ﬁgs,gxsjs;) (35

que podemos identificar con un modelo de magnetismo en sélidos cristalinos, ya
que

(6.4.8) H =Y '1;88 +0 (§’)4

j

en el que los vectores Si{ representan el momento magnético o espin del i6n localizado

en la celda i-ésima de la red.

Los valores de L;; y de T}, dependen de integrales en las coordenadas trans-
versales x que involucran funciones de Wannier en distintas celdas en el caso del
hamiltoniano 6.4.7 o de 6.4.8. Por lo tanto, se trata de integrales de superposicién
entre las funciones de Wannier en distintas celdas. Para funciones de Wannier sufi-
cientemente localizadas podemos suponer que L;; = —J # 0 si las celdas iy j son
las mas cercanas en la red (vecinos prozimos) y L;; = 0 en otro caso. Tomar funcio-
nes de Wannier suficientemente localizadas es equivalente a hacer la aproximacion
de enlace fuerte (tight binding approzimation) introducida en la nota 6.4.3. En estas
condiciones el hamiltoniano 6.4.8 se transforma en el modelo xy de magnetismo:

(6.4.9) Hy=-Y J§5 +0 (S)
(i.3)
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donde Z<Z ;) se extiende Gnicamente a vecinos proximos. Los calculos numéricos de

soluciones estacionarias cuando F (|1|*) = [¢|?, permiten observar que las solucio-
nes estan més localizadas cuanto menor es el valor del autovalor i, y en consecuencia
cuanto mayor es la potencia P. Por lo tanto, el modelo xy es mas vélido cuanto
menor es el autovalor p.

Como sabemos, las soluciones estaticas tienen la forma ¢, (x, z) = e"**1)(x) con
P(x) = ePuy, (x) y las fluctuaciones en torno a esta solucién se pueden expresar
como 1(x) = Y, no(1')e¥iEW; con p;(2) = px; +d¢;(z). Para la solucion estética

1
¢; = px; es independiente de z, 4/ = py no(u) = £=. Como se ha mencionado

mas arriba, vamos a estudiar sélo aquellas soluciones estaticas que cumplen que la
fase en cada celda €2; es constante, es decir, para las que las funciones de Wannier
W; son reales.

DEFINICION 6.4.5. Denominaremos solucion estdatica tipo antiferromagnético a
una solucién en la que la fase en la celda €2; se puede expresar en funcion de la fase
en la celda Q; como:

(6.4.10) 0; = o; + mdy

donde d,, = (ng +ny), 1 = (} —i) a=ngai+nyajyngy €[5, 5] €N

DEFINICION 6.4.6. Denominaremos solucidn estdatica tipo ferromagnética a una
solucién en la que la fase en la celda ; es igual a la fase en la celda Q;, es decir,

DEFINICION 6.4.7. Diremos que una solucién estatica es una ezcitacion del
estado antiferromagnético si la fase en la celda 2; se puede expresar en funcion de
la fase en la celda ; como:

(6.4.11) @; = @; +Tdn — Anp(;)

donde Aj ¢ representa una variacion de fase en la direccion del vector 7.

DEFINICION 6.4.8. Igualmente, se puede hablar de excitaciones del estado fun-
damental ferromagnético si la fase en la celda €); se puede expresar en funcién de

la fase en la celda Q; como | p: = ¢; — Asp(z;) |

La solucion tipo antiferromagnético definida con estructura de fase como 6.4.10
se present6 en la figura 5.2.1 y se corresponde con una solucion con pseudomomento
lineal entero m = (10, 10), mientras que la de tipo ferromagnético se ha presentado
en la figura 5.2.6, y su pseudomomento lineal entero es m = (0,0). Igualmente,
algunas excitaciones fueron obtenidas en el capitulo anterior (figuras 5.2.2, 5.2.3,
5.2.4 y 5.2.5). En el caso de soluciones ferromagnéticas todos los espines estan
alineados en la misma direccién S; = 7ou donde u es un versor en una direcciéon
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arbitraria. En el caso de soluciones antiferromagnéticas, los espines esté alineados
de modo alternado, S; = no(—1)" .

En un modelo zy el hamiltoniano H dependera de los espines de la forma
S’% S’} = cos(p; — gpj) cuando ¢ y j son celdas vecinas. Para un estado antiferromag-
nético, la diferencia de fases ¢; — ¢; es siempre 7 entre celdas vecinas. Mientras
que para un estado ferromagnético es siempre 0. Por lo tanto, cuando el estado
fundamental es de tipo antiferromagnético, si J es negativo el hamiltoniano 6.4.9
es negativo y todas las excitaciones tienen energias mayores. Sin embargo, si J es
positivo, entonces este hamiltoniano es positivo y las excitaciones tienen energias
menores. En este dltimo caso, para obtener la ordenacién adecuada de las ener-
gias basta con tomar el hamiltoniano con el signo cambiado, lo cual no afecta a la
dindmica del sistema.

En sistemas en los que el estado fundamental es de tipo ferromagnético, el
hamiltoniano es positivo si J < 0 y negativo si J > 0 (notese que en este caso
el término S’; S’} = cos(p; — ;) es positivo). Por lo tanto, en el primer caso seria
necesario invertir el signo del Hamiltoniano para obtener la ordenacién adecuada
de las energias.

El estudio de estabilidad numérico realizado en el apartado 5.3.2 del capitulo
5 indica que el estado fundamental debe ser de tipo antiferromagnético en medios
autoenfocantes, F' (|1)|?) = [1|?, pues esta es la solucién més estable. Esto se puede
demostrar rigurosamente utilizando las herramientas de la teoria de campos, tal y
como se hace en la ref. [224]. En este trabajo se calcula L;; a vecinos proximos
y se obtiene que es L;; < 0. Luego J > 0 ya que se ha elegido L;; = —J. Por lo
tanto, con el convenio de signos tomado hasta ahora el hamiltoniano seria positivo.
En consecuencia, para obtener la ordenacion adecuada de las energias de las ex-
citaciones sobre el estado fundamental antiferromagnético, tomaremos en adelante
el hamiltoniano 6.4.7 con el signo invertido, lo cual no afecta a la dindmica del
sistema.

Por lo tanto, debemos considerar la siguiente nota:

NoTa 6.4.9. Con la adecuada eleccion del signo del Hamiltoniano, el estado
fundamental del sistema es la solucion de tipo antiferromagnético en sistemas con
no linealidad autoenfocante, F ([1|*) = [|2, y la solucién de tipo ferromagnético
en sistemas con no linealidad desenfocante, F (|¢)[*) = —[¢[%. Por lo tanto, como
vamos a estudiar especialmente el primer caso, en adelante invertiremos el signo del
hamiltoniano 6.4.7.

Vamos a introducir las siguientes cantidades utilizadas en los sistemas magné-
ticos:

DEFINICION 6.4.10. Denominamos magnetizacion a M = ). S; y magnetiza-
cion alternada a M, = ) :(—1)"=*"S;.

En el caso ferromagnético |[M| = N?n9 # 0 y |[M,| = 0, mientras que en el
antiferromagnético M| = 0y |[M,| = N?ny # 0.

6.5. Dinamica de fase

Los resultados anteriores nos llevan a preguntarnos si realmente podemos en-
tender las soluciones ferromagnética, antiferromagnética y las excitaciones como
ondas de espin del sistema considerado. En ese caso, deberiamos poder obtenerlas
como soluciones de ecuaciones de movimiento caracteristicas de las ondas de espin.
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6.5.1. Hamiltoniano y rigidez. Para resolver esta cuestion, vamos a es-
cribir el hamiltoniano para las excitaciones en términos de las diferencias de fase
entre celdas Ay p(z;) a partir de 6.4.6. Escribamos este hamiltoniano, con el signo
cambiado segun la nota 6.4.9, como H = — (Hy + Hy + Hs), donde

Hy = 3 Lijcos(p; — ¢;),
ij
Hy = —n0Y Tyw [COS(@ ) cos(ip; wl)}
ijkl
Hy = —nt Y T |=sin(p; — vp) sine; — o)
ijkl

y vamos a reescribir cada uno de los tres términos de manera que sea més sencillo
conseguir nuestro propo6sito. Introduzcamos, en primer lugar, la siguiente notacién:

NOTACION 6.5.1. Denotemos por 7 al anillo de vectores n centrado en el origen
(es decir, en i = (0,0)) con el mismo mo6dulo |7]. Denotemos por 7 € N un indice que
denota los distintos anillos de vectores 7 con diferente médulo cuando se ordenan
dichos anillos de menor a mayor valor de |i|. En adelante, vamos a utilizar los
indices 7 en lugar de los indices . Por ejemplo, r = 1 si |#| = a, 7 = 2si |F| = a2 y
r =4 5si |f| = av/5. Denotaremos d,. y lo denominaremos degeneracion del anillo de
indice r, al nimero de vectores 7 pertenecientes al anillo r, es decir, al nimero celdas
que pertenecen a dicho anillo. Por ejemplo, d, = 4 para r = 1,2, y3 pero d, = 8
para r = 4. Para diferenciar entre celdas distintas del mismo anillo utilizaremos el
indice s. Finalmente, sea ¢ = (—1)9" = (—1)"*" donde (n,,n,) determinan el
vector n considerado. Es fécil ver que o es el mismo para todos los puntos del anillo
r, por lo que denotaremos este pardmetro como o,..

Veamos que los L;; se puede expresar en términos de los vectores 7t para cada i.
Como sabemos, Lij = [, ®>x Wi(x—x;)(Lo+p)Wa (x—x;). Como Ly es invariante
bajo traslaciones podemos hacer la transformacién x — x + x;, con lo que

Ly = [ W= xg) Lo+ mWalx - (5 - x)
Q

- /Qd2XWa*(X—X@)(LO+/L)W (x —x;_3))

NOTACION 6.5.2. Denotaremos Ly = Lg 5_; = Lij.

Asimismo, debido a la invariancia rotacional?, , Lij es el mismo para todos los
vectores n del mismo anillo r en torno a 1, por lo que denotaremos a L;j;, para
todos los _7 pertenecientes al anillo r en torno a ¢, por L, y por tanto Ly = L., Vn
perteneciente al anillo 7.

Nota 6.5.3. En el limite continuo, es decir cuando a < 1, Azp tiende a la
derivada direccional Az = (ﬁw . ﬁ) + O(a)?, ya que

Aﬁ%"(x%) = QD'L - 805 = Spimﬂly - Spja:yjy = Spimﬂly - Spja:viy - Spja:yjy + Sojzyizﬂ

2EI sistema considerado no solo presenta invariancia traslacional, sino también invariancia
rotacional Cygy.
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o bien,

Piasiy = Plasiy Piwriy — Piz,jy — R
az + ay =~ Ve-(j—ia,
Qg ay

donde ayy = (Ju,y — tz,y)a luego App(x;) = Vg - i + O(a). Para justificar esta
aproximacion debemos tener en cuenta que las soluciones presentan ordenacion de
largo alcance y por lo tanto la longitud de correlacion 7 (la longitud para la que la
solucion de dos celdas distintas esté correlacionada) es muy elevada. Por lo tanto,
2 —0.

Para simplificar el término Hj tengamos en cuenta la expresién que relaciona
las fases en distintas celdas (ec. 6.4.11). De esta manera podremos escribir este
término en funcién de Apjp. En primer lugar, tengamos en cuenta que para las
excitaciones se cumple que

cos (i, = ;) = cos (10 = 1) = cos (= Aagp) = (~1)% cos (Aag).

Si desarrollamos en serie de Taylor el término cos (Azp) obtenemos:

o 1\k
1+> (2;,) (Amp)%} :
k=1 '

En el limite continuo (a¢ < 1) podemos sustituir la diferencia de fases por la
derivada direccional:

cos (; = ;) = (1)

a1l k

cos (<p; — <p5> R (1)

= (~1
Y

k=1

(Vo) + o<a>2)ﬂ .

Las excitaciones de baja energia se caracterizan por variaciones suaves de la
fase respecto de la del estado fundamental y, en consecuencia, estaran caracterizadas
por las derivadas de menor orden. Cualquier excitacién con valores significativos de
derivadas superiores mostrara variaciones de la fase méas abruptas, lo cual implica
energias mayores. Por tanto, podemos despreciar todas las derivadas de mayor orden
en el desarrollo anterior:

akl 1 /- 2 _
(6.5.1) cos (cpj — go;) S (—1)dn [1 -3 (Vgo(fl)ﬁ) ] +O(Vp)t.
En el apéndice E, apartado E.1 se muestra cémo, utilizando la ecuaciéon 6.5.1, la
notacion 6.5.2 y las propiedades de simetria, se puede expresar Zij /Lij cos(¢; —@3)
como:

i 2
(6.5.2) Z Lij COS((pg — ('03) ~ 778 (+A1 — a2A2 (Vgo) )
J

donde A1 =Y d.L,o,, A = >, LiCrop y Cr = 2kb2, para un anillo de dege-
neracion d, = 4k, k € Z y |#| = bya. Por otra parte, notese que O(Vy) = O(a) ya
que Vo ~ 2(p; — ¢;)-

Con esto podemos escribir el primer término Hy del hamiltoniano 6.4.5 como
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a1
z>1

Hy=n Z "Lij cos (gp; - gpj) ~ 0 Z [—!—Al —a%A, (6@(@))2] .
ij i

Si consideramos que en el limite continuo @ < 1 se puede sustituir a? . —
| d*z, se obtiene:

- 2
Hy ~ 77(2) /Q A’z [—i—Al —a’A, (Vgo(f)) ] ,

o bien,
_ ) ) L o\2
(6.5.3) Hy~ —H, —/ d”x[+n; As] (V%’)
Q
donde, por conveniencia hemos invertido el signo de Hy, es decir, Hy = —n(Q)AlN?.

Teniendo en cuenta la ecuacion 6.5.1 y la notacion introducida en 6.5.1, se
puede escribir H; como:

H = -3 Z Tiji cos (p; — ¢3,) cos (903 - @[) ~
ijkl
4 ! dnAd,, Lia 1 \2
=m0y D Tty (—1) T [1— 3 (Vsﬁ(l‘i)-n) } :
17 n,n’

[1 _ % (w(fj).ﬁ'ﬂ +O(Ve),

donde fijamos las celdas 7, j y recorremos los vectores n =1 — ky 7/ = 57 — [, con
. i / . a1
lo que el sumatorio ) 7}, se transforma en > ;. >, -, v permite escribir el tensor
Tijrr como Tij(i1n)(j4n)-
En el apéndice E, apartado E.2 se muestra como escribir, en el limite continuo,
el término Hy como:

(6.5.4) Hy = —H, — /Qd%c [n6B1] (ﬁp)rz

donde B, = ), T,Crop, 0p = (—1)% de acuerdo con la notacion 6.5.1 y T se
obtiene en dicho apéndice. Se ha tomado H; = nj E;J Enn, Tij(i4n)(j+n’) POT
conveniencia, es decir, se ha invertido este signo respecto al obtenido en el apéndice
E.

Por ultimo, para aproximar el tltimo término observemos que, para las excita-
ciones:

sin (¢}, — ¢;) = sin (7d,, — Anp;) = (=1)%*lsin (Angp;) =
= (-1t i CUP Mg | e (1)1 Aspr + O(Anpy)?
> A i+ Ol

En el limite continuo podemos tomar:
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sin (g, — ;) RN (—1)dnt (6(/);.&) + O(a)?.

Analogamente, sin (9"[ - cpj-) st (—1)dn+1 (6@17%') + O(a)3. Introduciendo

esta aproximacion del seno en el tercer término del hamiltoniano 6.4.6 tenemos:

Hy = > (=) 40 Ty (Vi) (Vs ) + O(Vg)!
ijkl

donden=k—iyn =1—j.
Se demuestra en el apartado E.1 del apéndice E que

(6.5.5) [H:=0]

Teniendo en cuenta las ecuaciones 6.5.3, 6.5.4 y 6.5.5 se obtiene que el hamil-
toniano de las excitaciones en el limite continuo es:

a1

z>1 _ _ -
H ~ —Ho—Hi +0(a)’=Hy+ M +/ d*x [n3 Az + mo B1] (Vep)? + O(a),
0

es decir,
_ N 2
(6.5.6) HzH+/fﬂ%W0+O@3
Q
donde
(6.5.7) @=%&+%&‘
con

Ay = %ZLT‘OTUT y| B = ZTrOrUr

siendo C,. = 2kb?, y

H = Hy + H;
donde Ho = n3 A1N?, Ay =3 dpLeor y Hy = =03 320030 a0 Tijtien) (4n) -
NOTACION 6.5.4. Denominamos a (s rigidez de la onda de espin.

El hamiltoniano 6.5.6 define la dinaAmica de las ondas de espin, que como ve-
remos se corresponden con las soluciones ferromagnética, antiferromagnética y con
las de las excitaciones. Las particularidades de la dindmica del sistema se recogen
en la rigidez (.
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6.5.2. Accidn, lagrangiano y ecuaciones de movimiento. Vamos a ob-
tener la accién para las excitaciones de mas baja energia. Segin las ecuaciones 6.3.2
y 6.3.3,

Sy, = /dz {Z %z [Cic; - C;Ci] - H} .

Consideremos fluctuaciones en los coeficientes como anteriormente, C;(z) =

[n6 + 0mi(2)] eileotoeix)] 2t n(z)e’?i?) — net¥i(*). La hipotesis de invariancia
de fase se traduce en que consideramos despreciables las variaciones de amplitud
frente a las de fase en las direcciones transversales, es decir, Ayn:(2) < Any;, pero
las variaciones en las direcciones axiales si estdn permitidas, aunque cumplen que
n(z) < ¢(2). Por lo tanto, como C;CF = 7ei?i(Hpe=i#i(2) 4 jpmeivi(Hpeiei(z) =
M+ ip;n? y, andlogamente, CZ* C; = 1m — i¢psm? se obtiene que:

1
Sp = /dz{25i[ﬁn+isbin2—7'777+isbi772]—H}

%

= /dz{—zi:n2¢i—H}.

En el limite continuo, a® Y7, — [, ¥

St —/dz{/ﬂdzx (—g—f(xw)z—z —H>}

y sustituyendo la ecuacién 6.5.6

agt /dz/QdQ { az)gf(x 2)+ [ (2)A2 + 1" B1] (@P)Q}
(65.8)  + Ofa

2 z2>1
NoOTA 6.5.5. Notese que el factor 25 es convergente cuando a — 0 ya que 15 "~
2
Z—% = # = ﬁ < 00, donde se ha tenldo en cuenta la expresion 6.3.1. También es

2
convergente cuando D — oo después de ser integrado [, >z ~ D*L; = P < o0,
donde D define el tamano del dominio €2, tal y como hemos visto en 5.2.12.
Por lo tanto, el lagrangiano para las excitaciones de més baja energia es:

T3 52 4 s+ '] (F) + 0@

Vamos a obtener las ecuaciones de movimiento para las excitaciones de més
baja energia. Tal y como se muestra en el apartado F.1 del apéndice F tomando
variaciones respecto a ¢ se obtiene:

(6.5.9) L=—

1
—2—7777 +2(n 2 Ay + 774B1)V2 =0.

Si ahora tenemos en cuenta que asintéticamente, z > 1, se cumple que 1 ~ 0
debido a la dominancia de fase, entonces obtenemos:



146 6. PROPIEDADES DE LA LUZ EN SISTEMAS CON INVARIANCIA TRASLACIONAL

Vip=0

dado que ps = —ng Ay —ng By # 0.
También se prueba en el apartado F.1 del apéndice F que tomando variaciones
respecto a 7 se obtiene:

2 . S\ 2
——ne + (217A2 + 477331) (Vgo) =0
a
Notese que hemos tomado variaciones respecto a 7 porque ésta es variable con z,

pese a la hipotesis de invariancia de fase. Como en cualquier caso asintoticamente

z>1
se cumple que = 1), tenemos:

1. N2 ] L N2
_E‘P ~ —(As + 277331) (Vgﬁ) =+ =k (Vw)

donde | k = a? (A2 + 217331) . Notese que k = —a2ﬁg—f£ involucra a L, y T.

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para las excitaciones son:

N
(6.5.10) V=0 and ¢ =k (Vgo)

Tal y como se demuestra en el apartado F.2 del apéndice F, se puede obtener
el mismo resultado razonando del modo similar a como se hizo para obtener el
hamiltoniano 6.5.6 para simplificar las ecuaciones de movimiento 6.4.4.

6.5.3. Solucion de las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones de
movimiento para las excitaciones 6.5.10 son vélidas asintéticamente (z > 1) debido
a que las fluctuaciones de amplitud son mucho menores que las de fase. Ademas,
dichas ecuaciones se han obtenido en el limite continuo (a < 1). Solucionando
dichas ecuaciones obtendremos cémo se comporta la fase asintéticamente en el
limite continuo. Estas ecuaciones admiten diferentes tipos de soluciones, pero nos
vamos a centrar en aquellas que dan lugar a ondas de espin de tipo excitacion
topoldgica, en el sentido de que la fase varia continuamente en periodos de k2,
k € Z. Dejamos otro tipo de soluciones para estudios posteriores. Este tipo de
soluciones de las ecuaciones de movimiento 6.5.10 tienen la forma:

(6.5.11) ‘ o(x,2) = Apz + px‘ y | Ap = kp?

con Ap € Ry p € R2. Basta con notar que ﬁgp =p, Vip= ﬁﬁw = 6p =0y que

2
O =Ap=rp?=k (ﬁg@) . Notese que Ap no tiene que ver con el incremento en
1 introducido en 6.4.4 para absorber los términos de autointeraccién. La cantidad
A representa una variacion sobre la constante de propagacion p de la solucion
antiferromagnética o ferromagnética sobre la que se esta calculando la excitacién.
Veamos que asintéticamente estas soluciones tienden a ondas de Bloch no lineales de
pseudomomento p y constante de propagacion pu+ Apu. Para ello vamos a obtener la
version discreta de 6.5.11 para una excitacion sobre una solucion antiferromagnética
(en lo que sigue no vamos considerar excitaciones sobre soluciones ferromagnéticas).

En la nota 6.5.3, se demuestra que Azp = (ﬁcpﬁ) + O(a)? y consecuentemente
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Ampj ~ Ven = pn. Por tanto, considerando la ecuacién 6.4.11, la fase de una
excitacién sobre una solucién antiferromagnética cumple que:

5 = ¢; +mdn — PN

donde, como anteriormente, 7 = (j — 1) a, # = a(jo — in,jy — iy) = a(ng,ny) y
d, = (ns + ny). Finalmente, se puede expresar la fase en la celda j—ésima en
funcion de la fase en la celda 0-ésima a partir del valor de p. Basta con tomar ¢ = 0
en la anterior ecuacion:

(6.5.12) 05 =g + (s +jy) —a-jp

Por tanto las excitaciones sobre un estado antiferromagnético tienen asintoti-
camente la forma ¢(x) = 3, no (i )eieotm(Ga i) =aiP) W, con constante de propa-
gacion igual a u+ Ap.

Veamos que p tiene el significado de un pseudomomento lineal. Para ello, supon-
gamos que las condiciones de contorno son peridédicas en los extremos del dominio
Q. Se debe cumplir que:

P(N,0) = P(0,0) T 2TMg }
P0,N) = P(0,0) T 2mmy

con my, € Z. En el caso de excitaciones sobre el estado antiferromagnético, si

comparamos con la ecuacion 6.5.12 tenemos que j, = N, j, = 0 en el primer caso

y J» = 0 j, = N en el segundo, con lo que se obtiene:

P(N,0) = P00 + TN = pzNa = ¢,0) + 27y } = { apy = m — 2 } =

P,N) = P0,0) T TN —pyNa = ¢,0) + 2mm, apy =7 — e
N 2T
ap = pr — —m
P=Pr =7y

donde pr = (m,7) y m = (my, m,). Como la fase del estado fundamental antiferro-
magnético cumple con la definicion 6.4.10, la periodicidad impone que N sea par,
luego se puede expresar como N = 2N con N € N. Esto permite expresar ap de
otro modo:

ap = ~ = % [27N,27N) — 27(mgy, my)| =
27 o~ =
:N[(NJN)_(mwvmy)] :%[(%_mw%_my)]é
21
ap = —-m
con m = (Mg, My) = (% My, 5 my), o bien,
m = N m
= 27Tp71'

Por lo tanto, la fase de las excitaciones en el caso discreto puede escribirse
como:
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~ 27 o

. . 2T _ 4 _

N pr—m, la anterior ecuacion se puede escribir

o bien, teniendo en cuenta que m = o

COmao:

- 27T ~
P;=votymed

Notese que m vale (0,0) para el estado antiferromagnético y va creciendo para
excitaciones mayores, mientras que m no tiene este sentido. Veremos la interpreta-
cién de m més adelante.

Tal y como definimos més arriba una solucion estatica tiene la forma ¢, (x) =

eP*up o(x) y por lo tanto cumple que %‘i‘*‘ = 0. Para las excitaciones se cumple

que ¢s(x) = e'2HFePXy, (x) ya que su fase se expresa como (X, z) = Apz + px.

Luego cumplen que 8;;5 = Au. Es decir, son soluciones estacionarias de la ecuacion:

[Lo+ Li] ¢ = (BAp+ p)o.

Asi pues podemos obtener predicciones para Ay y consecuentemente para las
energias de las excitaciones. Dado que A5 ~ kp? vy considerando las expresiones
de m y m para el caso antiferromagnético se puede expresar la variacion Ay sobre
la constante de propagacién p de la solucién antiferromagnética en funcién de p
como:

2 2 2
a? \ N a> \ N 27

Por otra parte, introduciendo las expresiones de m y m en 6.5.6 se obtiene:

Em

R

2\ 1
Eo+/ d*x¢,p* = Ey + (. D? <—7T> —m? =

N 2
= FEy+ 4772<s (%pﬂ- - m) = Em,

en el caso antiferromagnético (se ha tenido en cuenta que D? = N2a?).

OBSERVACION 6.5.6. Para que el hamiltoniano sea negativo y las excitaciones
tengan una energia mayor que la del estado fundamental antiferromagnético, debe
cumplirse que (; < 0. Como vimos en el estudio del modelo zy, en la ref. [224] se
demostré que L;; es negativo y para obtener que las energias se ordenan adecua-
damente fue necesario invertir el signo del hamiltoniano (véase nota 6.4.9). En la
expresion de la rigidez (5 6.5.7 se observa que su signo es el mismo que L;; y por
lo tanto la eleccion de los signos es la correcta.

OBSERVACION 6.5.7. En el caso antiferromagnético m tiene el sentido de un
vector de excitacion, ya que cuanto mayor es |m| mayor es la energia. Ademaés, en
este caso, la variable m juega el papel de la variable pseudomomento lineal entero m



6.5. DINAMICA DE FASE 149

introducida en el capitulo anterior, por lo que la denominaremos carga topolégica o
pseudomomento lineal entero. Esta cantidad presentaba una cota méxima segtn el
teorema 5.2.13. Vamos a obtener de otro modo la cota maxima para m y, consecuen-
temente, para m. Como ¢; es una variable angular, m es equivalente a m F %pm
ya que ambos vectores dan lugar a la misma solucion ¢s(x, z) = eP*up o(x) y, por
tanto, en la ecuacién 6.5.13 se verifica que:

27T _ N ~ “ . .

w7 (M F —Pr) 7 = @5 £2Png = 95 £ 270 +5y) = ¢5-
Los mismos argumentos pueden aplicarse a m. En consecuencia, E y /Au son funcio-
nes periodicas de mg y m, (o de my y my) con periodo N. Esto es consistente con
los resultados del capitulo anterior respecto a este tipo de soluciones estacionarias.
Por lo tanto,

5 = o+ Prj —

E(m, F N,my ¥ N) = E(mg,my) vy A p(me FN,my FN) = Ap(mg,my).

Igualmente, /'y Ap son funciones periédicas de m, y m, con periodo N:

E(mg FN,my FN)=E(mg,my) v O wplmg FN,my FN) = Ap(mg, my).

Vamos a definir £'y Ay en el intervalo de m:

_? < Mg, My < 5

Como m = (mg my) = (% %

en el intervalo:

— My, 5 — My), esto significa que M esta definida

‘Ogmw,mygN‘

Ademas, en el apéndice G se demuestra que tanto la energia como la variacion
del autovalor, Ap, dependen del moédulo de m, es decir, podemos escribir:

N 2
Em = EO —+ 47T2<s |:—qﬂ- — m:|
2
K 2T N 2
A m — (=) | — T
b = (2 [%q m} |

donde ahora m denota m = (|mg|, |my|) y ms,y € [-5, 5]
Si el estado fundamental es ferromagnético, se puede razonar de manera analo-
ga. En este caso la m juega el papel tanto de carga topologica como de vector de

excitacion y se obtiene que (s > 0.

6.5.4. Comprobacién numeérica. En el caso autoenfocante, F (|¢[*) =
|#?, donde el estado fundamental es de tipo antiferromagnético, el vector carga
topologica m = (|my|,|m,|) juega el papel del pseudomomento lineal entero tal
como fue definido en el capitulo anterior. En dicho capitulo se obtuvo, en el marco
de las funciones de Bloch no lineales, las cotas para los valores permitidos de m, es
decir, se obtuvo la condicion —% <mg,my < %

Para el caso presentado en el anterior capitulo elegimos N = 20 y, por lo
tanto, —10 < mg,m, < 10. En adelante vamos a considerar que m, = m,. Luego
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‘ My ‘ My ‘ 0 ‘ 7Z:::53 m2 ‘ error (%) ‘
0 | 10 | -0.13354985633424 0 0 0
1 9 |-0.13337851681737 1 1 0
2 8 | -0.1328548668358 4.06 4 1.40%
3 7 1-0.13203000824346 | 8.87 9 1.44 %
4 6 |-0.13097684114802 | 15.02 | 16 6.14 %
CuAaDRO 1. Autovalor p en funcién del pseudomomento para

potencia P = 4500 en un sistema con N = 20.

T i B [ [emor (0]
0 | 15 | -0.15227744654643 0 0 0
1 | 14 |-0.15218319759774 1 1 0
2 | 13 | -0.15190375897473 | 3.96 4 1.00 %
3 | 12 | -0.15144884278230 | 8&.79 9 2.30%
4 | 11 |-0.15083504526524 | 15.30 | 16 4.38%
5 | 10 | -0.15008415567150 | 23.27 | 25 6.69 %
CUADRO 2. Autovalor p en funcién del pseudomomento para

potencia P constante en un sistema con N = 30.

los valores permitidos para m = (|mg|,|my|), son m = (0,0),...,(10,10) y se
corresponden con valores del vector de excitacion m = (10, 10),...,(0,0), si my, >
0y m = (20,20),...,(10,10), si mgy, < 0, ya que m = % — m. Notese que el
caso aniferromagnético presenta pseudomomento lineal entero m = (10, 10), que se
corresponde con el vector excitacion m = (0, 0).

Utilizando las soluciones estacionarias presentadas anteriormente, vamos a com-
brobar numéricamente la expresiéon 6.5.14. Para ello se ha fijado la potencia P y se
ha calculado la p de las soluciones con distinto pseudomomento. Como m, = my,

podemos escribir:
ko[2m\° K (2m\° 26 (212
~ 2 2 | 2 _2
a? <N> m a? (W) (mm +my) a? (W) Ma:

Luego, para m, > 1, tenemos:

Aty ~

o 26 (2m\2 (=2
(6.5.15) Ap, = Bpo _ 35 (5) (7;% 0) _ .
A=A 2 (3)" -0

En el cuadro 1 se presenta el autovalor p para distintos pseudomomentos lineales
enteros a P fija. Se ha obtenido la relacién % y, como se observa, se obtiene
aproximadamente m?2. Ademas, se aleja tanto més de este resultado cuanto més
alejadas estan las excitaciones del estado fundamental antiferromagnético.

En el cuadro 2 se presenta el autovalor p a P fija, para las soluciones estacio-
narias de distinto pseudomomento de un sistema con N = 30, es decir con 30 x 30
celdas. En este caso la solucién antiferromagnética presenta pseudomomento lineal
entero m = (15,15). Nuevamente, la relacion 2fze—S40 2

m de aproxima a 'ITL;E7
mentando el error conforme crece m,,.

au-
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6.6. Flujo de las soluciones estaticas

En este apartado vamos a definir una variable, el flujo, que nos permitira enten-
der una diferencia fundamental entre las soluciones ferromagnética o antiferromag-
nética y el resto de excitaciones. Concluiremos que en la realidad fisica, es decir,
en un dominio finito €, sélo las dos primeras son realizables en ausencia de fuen-
tes externas. Sin embargo, es posible simular las excitaciones en un caso realista
acoplando el sistema a un campo exterior, tal y como veremos mas adelante.

DEFINICION 6.6.1. Se define el flujo de una solucién con densidad constante
como:

V(x) = Vp(x),

es decir, V= (V,,V,) = (g_i’ g_fj)'

Notese que esta cantidad es proporcional al flujo definido como
)
3(x) = 5 (6V6 - 6V6").

Efectivamente, para soluciones con invariancia traslacional de la forma ¢ = n,e*?
se cumple que J(x) = 72V, luego V(x) = %
0

En adelante, vamos a considerar que la solucién esti definida en un dominio
unidimensional, inicamente para x € [%, %] Los resultados anteriores se aplican
a este caso de manera trivial. En estas condiciones, consideremos el modelo zy 6.4.9
en el caso unidimensional y teniendo en cuenta que J es una cantidad real y que
por tanto podemos escribirlo como®:

(6.6.1) H~J Z cos (¢i, — ¢j.)
(i +Ja)
donde, como antes, Zw ja) S€ extiende tinicamente a vecinos proximos, es decir, a

celdas contiguas. Si utilizamos la definicion 6.6.1 en el hamiltoniano 6.6.1, obtene-
mos, Vig:

OH . .
(6.6.2) Ve = Do Jsin(gi, 11 — ¢i,) — J sin(i, — @i, —1)-
e
Para una solucion estacionaria se cumple que 88751 = 0, pues no hay radiacién
fuera del dominio, por lo que:
(6.6.3) sin(pi, +1 — i, ) = sin(gs, — @i, -1)-

Denominemos a ¢;,+1 — @i, = A¢. Como sabemos, para las soluciones ferro-
magnéticas Ay = 0, para las soluciones antiferromagnéticas Ay = 7 y, en general,
para una excitacion de pseudomomento lineal entero m, es Ap = 2mmy

La condicién 6.6.3 se puede cumplir para todas las soluciones si consideramos
condiciones de contorno periédicas, y por lo tanto, ¢g, = ¢n,. Sin embargo, en
los casos més reales, en los que la solucién se encuentra en un dominio cerrado §2
y, por tanto, no podemos considerar condiciones periddicas sino solo condiciones

3Notese que L;; = —J y que se invierte el signo del hamiltoniano 6.4.9, en consonancia con
la nota 6.4.9.
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sobre el valor de la funcién o de su derivada, esta condicién sélo es realizable
para las soluciones ferromagnéticas y antiferromagnéticas. En estos casos sin(py, —
©n,—1) = 0 o bien sin(¢g, — ¢—1,) = 0 en la frontera, dado que en el exterior
suponemos que el campo se anula. Debido a estas condiciones en la frontera y a la
condicion 6.6.3 se cumple que sin(p;, +1 — @i, ) = 0, Vi . Sin embargo, para el resto
de excitaciones sin(p;, +1 — @i, ) # 0.

Veamos co6mo podemos mimetizar las condiciones de contorno periédicas en un
contexto fisico. Vamos a considerar que el sistema anterior se encuentra acoplado
a un campo externo no nulo en las celdas de los extremos del dominio, es decir,
en i, = 0 o bien en i, = N — 1, lo cual puede modelizarse mediante el siguiente
hamiltoniano:

x

(6.6.4) H = Jo,ho, S0, + Jon-1),hv-n), Sv-n), + > IS, 5.

donde S’;x = (cos @i, ,sinp;, ), Jo,, Jn—1), € R, ho, = ho (cosa,sina), hiy_y), =

h(n—1), (cos B,sin ), a, B € R. Si tenemos en cuenta que todas las cantidades son
reales, podemos escribir el anterior hamiltoniano como:

H = Jo,ho(cos(po, — a)) + Jn-1),h(n-1), (cos(ﬁ — cp(N,l)I))
+ Y Jeos(pi, — i, 1)
(iz, jo)

Notese que Jo, ho, y Jnv_1),hv-1), juegan el papel de S’le y gNz respec-
tivamente y pueden ser fijados externamente mediante un campo que es no nulo
unicamente en las celdas 0, y (N —1),. Por lo tanto, si utilizamos la ecuacion 6.6.2
en estas celdas se obtiene:

0H
= Jsin(Ap) — Jo, ho, sin(pg, —a) =0
o,
y
OH . .
Yoo = Jov—1), h(n-1), sin(B — ¢(n-1),) — Jsin(Ay) = 0.
P(N-1),
De donde se obtienen las siguientes condiciones:
Jo, h
sin(Ap) = O—JO sin(o, — @),
. Jov-1,hin-1), .
(6.6.5) sin(Ayp) = S (NZD)e sin(B — ¢o(n-1),)-

J
Un hamiltoniano como el definido en 6.6.4 da lugar a una ecuacion de estados
estacionarios de la forma:

Lz, [¢*)p = p + j(x),
donde j(z) es una funcion compleja distinta de cero tinicamente en las celdas 0, y
(N —1)g, cuya amplitud [j(x)| = ho, en la celda 0, y [h(x)] = h(y_1), en la celda
(N — 1), mientras que su fase arg (j(z)) = o en la celda 0, y arg (j(z)) = 5 en la
celda (N —1),, de modo que se cumple con la condicion 6.6.5.
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Ficura 6.7.1.  Amplitud (a) y fase (b) de las soluciones con
dominios magnéticos. Los méaximos de V(x) se han representado
mediante circulos blancos. En (b) se han superpuesto flechas que
representan la fase en el centro de cada celda, estando el origen de
los angulos en el eje y.

Los resultados anteriores se pueden generalizar facilmente al caso bidimensional
y han sido utilizados en el capitulo anterior para el cadlculo numérico de las soluciones
estacionarias distintas de las ferromagnéticas o antiferromagnéticas.

6.7. Dominios magnéticos

Finalmente, haciendo uso de los conceptos desarrollados hasta el momento y
basandonos en la analogia con los sistemas magnéticos, introduciremos un nuevo
tipo de soluciones en donde se puede observar un fenémeno 6ptico analogo a los
dominios magnéticos en materiales magnéticos. En cristales electrénicos con propie-
dades magnéticas un dominio magnético esté caracterizado por una magnetizacién
global comtn a todos los puntos que lo forman. En medios magnéticos es posible
encontrar diferentes regiones en las que aparecen dominios de este tipo. La magne-
tizacion en cada uno de estos dominios puede ser completamente distinta a la del
resto. Puesto que el hamiltoniano magnético del tipo del encontrado con anterio-
ridad permite la existencia de este tipo de soluciones, es natural preguntarse si es
posible obtener soluciones soliténicas con estas caracteristicas. Efectivamente, estas
soluciones son féciles de calcular en los casos ferromagnético y antiferromagnético.
Sin embargo, para las excitaciones seria necesario introducir campos externos no
solo en la frontera del dominio € sino también en las fronteras de los dominios mag-
néticos, pues se deben cumplir las condiciones del anterior apartado. En la figura
6.7.1 se ha representado una solucién de este tipo, calculada con el método numeé-
rico descrito en el apéndice D, cuando F(|1|?) = |¢|? y Vo = 2. Esta solucién esta
formada por cuatro dominios con fases independientes. Dichos dominios tienen for-
ma triangular y estan separados entre si por algunas celdas en las que la amplitud
se anula. Dentro de cada dominio la solucién es de tipo antiferromagnético. La fase
se ha representado no sélo con un cédigo de colores, sino por flechas situadas en el
centro de cada celda, con el fin de resaltar el aspecto de los dominios magnéticos.
Nétese que la magnetizacion alternada definida en 6.4.10, M, = > :(—1)%=TS;,
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Ficura 6.7.2. Amplitud (a) y fase (b) de ¢(x,z) en z = 900
la condicién inicial es una perturbacién de una solucién con p =
—0,10 como las presentadas en 6.7.1.

es diferente de cero y distinta en cada dominio. La direccién del vector de mag-
netizacion es la misma que la de las flechas utilizadas para representar la fase en
cada dominio. Puesto el medio es antiferromagnético, la magnetizacion ordinaria
definida en 6.4.10, M = ) : S;, se anula exactamente en cada dominio.

Se ha realizado la simulacién numeérica de la evolucién de estas soluciones cuan-
do se perturba del mismo modo en que se hizo en el apartado 5.3.2 del capitulo 5.
A lo largo de esta simulaciéon no se ha observado ningun tipo de inestabilizacion en
la amplitud o en la fase, cuando se evoluciona hasta valores de z muy elevados. En
la figura 6.7.2 se presenta el campo cuando z = 900.

Las soluciones con dominios magnéticos son un primer ejemplo de los resulta-
dos y nuevos efectos que se pueden obtener utilizando la analogia, desarrollada en
profundidad en el presente capitulo, entre la modelizacion de la luz en sistemas con
invariancia traslacional tipo cristal de luz y los modelos de magnetismo utilizados
en estado solido.



CAPiTULO 7

Conclusiones

En la primera parte de la Tesis se han estudiado los solitones cuya amplitud
es invariante bajo los elementos de un grupo de simetria rotacional discreta. El
resultado bésico se ha obtenido utilizando herramientas de la teoria de grupos (teo-
rema 2.2.13) y, alternativamente, mediante la extension de la teoria de Bloch al
caso angular y no lineal (teorema 2.3.2). Gracias a este resultado hemos podido
asignar a los distintos solitones con simetria rotacional discreta una cantidad, el
pseudomomento angular, la cual nos ha permitido deducir una serie de interesantes
resultados. En primer lugar hemos podido establecer algunas condiciones sobre la
forma funcional de las soluciones con simetria rotacional discreta (véase el caso 2
en el capitulo 2). Se ha demostrado que el médulo de esta cantidad presenta un
valor méaximo relacionado con el orden de simetria del grupo (teorema 2.2.22). A
continuaciéon hemos visto que los solitones con simetria rotacional discreta pueden
agruparse en tres grandes grupos: los solitones tipo fundamental (2.2.31), vortice
(2.2.34) o nodal (2.2.32). Hemos deducido que tanto los solitones tipo fundamental
como los nodales se distinguen de los solitones tipo vortice en que aquellos son
necesariamente funciones reales, mientras que estos ultimos deben ser funciones
complejas (proposiciones 2.2.30 y 2.2.33). Gran parte de estos resultados se han
extendido a soluciones con simetria rotacional discreta en medios homogéneos cuya
amplitud experimenta un movimiento de rotacién, descritas por la ecuacion 2.4. A
continuacion se ha estudiado cual es el comportamiento de la funciéon que describe
el solitén cerca del eje de simetria. Se ha deducido que los solitones tipo vorti-
ce presentan necesariamente una singularidad de fase de carga m, donde m es el
pseudomomento angular, situada en dicho eje (proposicion 2.5.2), mientras que los
solitones fundamentales y nodales no presentan ninguna singularidad de fase en este
punto (corolarios 2.5.3 y 2.5.4). Posteriormente se ha deducido que esto implica que
la vorticidad calculada a lo largo de circuitos en torno a este punto y muy cercanos
al mismo es igual a m en el caso de los solitones tipo vortice (2.6.3 y corolario
2.6.5) y se anula en los otros dos casos (proposiciones 2.6.6, 2.6.9 y corolarios 2.6.7,
2.6.10). Los resultados expuestos hasta este punto permiten catalogar y entender
todas las soluciones con simetria rotacional discreta expuestas en la literatura. En el
apartado 2.7 se han interpretado las soluciones con simetria rotacional discreta en
redes 6pticamente inducidas o fibras de cristal fotonico, solitones en redes de Bessel,
necklace beams, soliton clusters o azimutones, en términos de la teoria expuesta.

A continuacién se ha intentado explotar esta teoria para predecir otros tipos
de solitones. Para ello se han dividido todos los solitones con simetria rotacional
discreta en simples o compuestos, segin presenten a lo sumo una tnica singularidad
o méas de una (definiciones 3.2.1 y 3.4.1). Se ha demostrado que, para las prime-
ras, pseudomomento y vorticidad son indistinguibles (proposicién 3.2.3) y que, en
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consecuencia, la vorticidad hereda las restricciones sobre el médulo del pseudomo-
mento (teorema 3.2.5). Se han calculado numeéricamente solitones de este tipo para
todos los pseudomomentos permitidos en sistemas con diferentes simetrias discre-
tas (Cay, C3v, Cav y Cov). Se ha mostrado que las soluciones obtenidas concuerdan
con los resultados anteriores. Adicionalmente, se ha observado que el nimero de
lineas nodales que presentan las soluciones tipo solitéon fundamental o nodal estén
relacionadas con el comportamiento frente a los elementos de reflexion del grupo
considerado. A continuacién, se han buscado soluciones con estructuras de fase mas
complicadas, en particular con lineas nodales radiales y angulares. Se ha demostra-
do que estas ultimas aparecen debido a la existencia de una estructura de bandas
asociada a la periodicidad del sistema a lo largo de la variable angular. Se han obte-
nido soluciones en la segunda banda prohibida asociada a la variable angular para
todos los pseudomomentos permitidos, las cuales presentan lineas nodales angula-
res. Finalmente, se ha observado que los solitones en medios periddicos aparecen
en las bandas prohibidas (esta vez no a las asociadas a una variable angular, sino
lineal), y se han obtenido soluciones en la segunda banda prohibida asociada a esta
periodicidad lineal.

Posteriormente se han estudiado las soluciones compuestas. Se ha demostrado
que en sistemas con simetria rotacional discreta las posiciones de las singularidades
de fase se encuentran restringidas por la simetria. En particular se ha mostrado que
las singularidades situadas fuera del eje de simetria aparecen en grupo, y que dada
la posicion y la fase en una de ellas, se halla determinada la posicién y fase en torno
al resto de singularidades del mismo grupo (proposicién 3.4.8). Se han calculado
numéricamente ejemplos de diferentes tipos de solitones compuestos y se ha mos-
trado que cumplen con todos los resultados teoricos expuestos. Se ha mostrado que
para estas soluciones la vorticidad no es igual al pseudomomento. Ademés se ha
introducido el concepto de linea de ruptura y se han conjeturado algunos resultados
en relacion a su posicion, basados en observaciones en los resultados numéricos.

La teoria del psedomomento angular no sélo ha sido utilizada para estudiar las
soluciones estacionarias, sino que se ha utilizado para obtener nuevos resultados
relacionados con la dindmica de los solitones. Se ha mostrado que las soluciones no
estacionarias cuya amplitud presenta simetria rotacional discreta presentan igual-
mente pseudomomento angular. Consecuentemente los resultados expuestos son
aplicables a soluciones simétricas no estacionarias. Ademaés se ha demostrado que
el pseudomomento angular es una cantidad conservada a lo largo de la propagacion
(teorema 4.3.2). Posteriormente se ha deducido que se pueden hacer predicciones
sobre el pseudomomento si la simetria rotacional del sistema cambia a lo largo de
la propagacion. Se han estudiado dos casos: (i) que la simetria del sistema pase de
continua (O(2)) a discreta Cy, (medio descrito por la ecuacion 4.4.1) y (ii) que la
simetria cambie entre dos grupos de simetria discreta, C,,, y Cn/, (medio descrito
por la ecuacion 4.4.2) . En el primer caso se ha obtenido la regla de transformacion
entre el momento angular en O(2) y el pseudomomento angular en C,,, (proposi-
cion 4.4.3). En el segundo caso se ha obtenido la regla de transformacion entre el
pseudomomento en el primer medio con simetria C,, y el pseudomomento en el
segundo medio con simetria C,, (proposicién 4.4.4), y se ha demostrado que, en
este caso, la regla presenta una restriccion adicional sobre los posibles valores del
pseudomomento en el segundo medio en funcién de la relacion entre los ordenes de
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ambos grupos de simetria (observacion 4.4.5). Para traducir estas reglas en con-
clusiones sobre la vorticidad es necesario estudiar el caracter simple o compuesto
de la solucion a lo largo de la propagacién. Si se puede asumir que la solucion es
de tipo simple, entonces estas reglas son aplicables directamente a la vorticidad.
En este caso podemos introducir un algebra de vorticidad basada en varios tipos
de transformaciones de vorticidad, tal y como se introduce en el apartado 4.4.2. Se
han presentado ejemplos numéricos de este tipo de transformaciones. Los métodos
numeéricos utilizados se describen en el apéndice D, donde ademas se obtiene un
método que permite generalizar el método de diferencias finitas a mallados irregu-
lares. Finalmente se ha estudiado la relacion entre la vorticidad y el pseudomomento
angular en el caso mas general de soluciones compuestas. Se ha observado que am-
bas cantidades se hallan relacionadas a través del ntimero de singularidades de fase
encerradas por el circuito a lo largo de cual se calcule la vorticidad (proposicion
4.5.3). Se han mostrado ejemplos numeéricos en los que se ha comprobado numeéri-
camente esta relacion y en los que se observa que las transformaciones de vorticidad
se producen mediante la generacién de vértices en el eje de simetria. También se
observa que las posiciones de estas singularidades a lo largo de la propagacién se
hallan relacionadas por las propiedades de simetria, tal y como se predecia en la
proposicion 3.4.8. Dejamos para trabajos posteriores el estudio de como se produce
esa transformacion de una soluciéon simple con momento o pseudomomento angular
bien definido a otra funciéon cuyo nimero de singularidades desconocemos y de la
que s6lo conocemos el valor de su pseudomomento angular y, por tanto, sus propie-
dades de simetria. Estudiaremos también las trayectorias de estas singularidades y
como se pueden modificar estas trayectorias mediante el uso de distintos medios.
Asimismo dejamos para trabajos posteriores el estudio de la relacion entre las ban-
das asociadas a la periodicidad en la variable angular y las bandas asocidas a la
periodicidad en variables lineales. Finalmente, dejamos para investigaciones futuras
el efecto de la velocidad de rotaciéon de la amplitud de los solitones en las soluciones
rotatorias sobre su pseudomomento angular.

En la segunda parte de la Tesis se han estudiado las soluciones no lineales cuya
amplitud es periddica, es decir, invariante bajo los elementos de un grupo de sime-
tria traslacional discreta. Se ha obtenido que estas soluciones no lineales también se
pueden caracterizar mediante un pseudomomento, en este caso asociado a las coor-
denadas transversales (véase teorema 5.2.2 y definicion 5.2.4). Nuevamente se ha
logrado imponer algunas condiciones sobre la forma funcional de estas soluciones,
siempre que su amplitud cumpla con la condicion de simetria traslacional (teorema
5.2.2). También se han establecido las cotas sobre el valor del pseudomomento lineal
(corolario 5.2.13) y se han presentado ejemplos numeéricos de soluciones en sistemas
periodicos cuadrados con algunos de los pseudomomentos permitidos. A continua-
cién se ha estudiado la dinamica de estas soluciones. Por un lado se ha demostrado
que el pseudomomento lineal se conserva a lo largo de la propagacién (teorema
5.3.1). Por otro se ha estudiado la estabilidad de estas soluciones en funcion del
pseudomomento (apartado 5.3.2).

La semejanza de estos solitones a un sistema de electrones en un cristal invitaba
a ser mas ambicioso, extendiendo su estudio mas alld de una simple extensiéon de los
resultados obtenidos en el caso de invariancia rotacional. Por lo tanto se ha inten-
tado profundizar en el estudio de ellas utilizando las herramientas del estado solido
y la materia condensada. En primer lugar se ha demostrado que estos solitones
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presentan la propiedad fundamental de los sélidos cristalinos, es decir, ordenacion
de largo alcance. En este sentido, en la seccion 6.3 se ha obtenido formalmente las
funciones que juegan el papel de la funcién de onda de los iones en una red (las
funciones de Wannier no lineales) y se ha mostrado que se puede escribir la accién
(ec. 6.3.2), el hamiltoniano (ec. 6.3.3), las ecuaciones de movimiento (ec. 6.3.4), etc.
en términos de una red discreta de coeficientes de idéntico modulo. A continua-
cién se ha dado un paso mas, mostrando en el apartado 6.4 que se puede expresar
el hamiltoniano, accién, etc. del sistema de manera andloga a como se expresan
en el caso de solidos magnéticos. Y se ha reproducido el modelo xy de este tipo
de sistemas (ec. 6.4.9). En este punto es importante determinar cuial es el estado
fundamental y como se ordenan las excitaciones de éste. Basandonos en el estudio
de estabilidad realizado en el apartado 5.3.2 y en el célculo de los coeficientes, se
ha deducido que el estado fundamental es el antiferromagnético. Se ha continuado,
pues, estudiando la dinamica de la fase de las excitaciones sobre el estado fudamen-
tal. Se han obtenido las ecuaciones que describen las ondas de espin (ecs. 6.5.10)
y se han resuelto para las excitaciones (ec. 6.5.11). De este modo se ha vuelto a
obtener una cantidad relacionada con el pseudomomento lineal obtenido anterior-
mente. Ademas se ha podido obtener una relacion entre la constante de propagacion
asociada al estado fundamental y la de las excitaciones (ec. 6.5.14), la cual se ha
podido comprobar numéricamente. En el apartado 6.6 se ha estudiado el concepto
de flujo en este tipo de soluciones (véase definicion 6.6.1) y como interaccionan con
un campo externo. La teoria presentada sirve como base para obtener predicciones
sobre nuevos efectos, de los que se ha mostrado un ejemplo en el tdltimo apartado:
las soluciones con dominios magnéticos.

El trabajo realizado esta siendo difundido en diversos articulos cientificos, algu-
nos de los cuales ya han sido publicados en revistas internacionales de alto indice de
impacto. En la ref. [248] se han incluido las demostraciones detalladas de los teo-
remas de clasificacion de las soluciones con simetria rotacional discreta (th. 2.2.13),
de valor méaximo del pseudomomento angular (th. 2.2.22), de la conservacion del
pseudomomento angular (th. 4.3.2) y de la regla de paso de m entre medios con
distintas simetrias (prop. 4.4.3). También se han incluido los célculos de soluciones
simples con todos los pseudomomentos en Cy, y Cg, presentados en el capitulo 3. El
estudio del comportamiento de las soluciones cerca del eje de simetria rotacional en
el caso de vortices (resultados 2.5.2 y 2.6.3 de los apartados 2.5 y 2.6) serd publica-
do en la ref. [249]. El estudio de las excitaciones angulares en el caso de soluciones
tipo vortice descritas en el apartado 3.3 han sido publicadas en [219]. El estudio
del comportamiento de la funcion cerca del eje de simetria en los casos fundamental
y nodal (apartados 2.5 y 2.6), combinado con el estudio del comportamiento de la
solucion cuando el sistema es también simétrico respecto a las reflexiones y con el
estudio de las excitaciones angulares en estos casos (apartado 3.3) se incluira en
la ref. [250]. El estudio de las excitaciones en la segunda banda en medios perio-
dicos se publicard en [251], mientras que su extension a soluciones tipo vortice se
publicard en [252]. Dado que los sistemas periddicos pueden presentar defectos, se
estd desarrollando el estudio de las soluciones estacionarias no lineales en presencia
de estos defectos [253]. Por otra parte, la presencia de bandas angulares asociadas
a la simetria rotacional discreta y el pseudomomento angular (véase apartado 2.3)
dara lugar al estudio de gap solitons angulares [254|. En la ref. [255] se recogera
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el estudio de los clusters de vortices, o soluciones compuestas, desarrollado en el
apartado 3.4.

El teorema de valor maximo de la vorticidad (th. 3.2.5) aplicado a fibras de
cristal fotonico fue publicado en [216], mientras que la transmutaciones de vortici-
dad incluidas en la regla 4.4.3 y descritas en el apartado 4.4.2 fueron publicadas en
[217], en el caso de inversiones de vorticidad aplicadas a 6ptica no lineal, y en la
ref. [222], en el caso de reducciones e inversiones de vorticidad lineales y aplicadas
a condensados de Bose-Einstein. En la ref. [256] se incluira el estudio de las trans-
formaciones entre medios discretos y se disefiard un dispositivo capaz de controlar
la carga topolégica a lo largo de la propagacion basado en cascadas de interfases
entre medios con distinto orden de simetria discreta. En la ref. [257] se incluird un
estudio detallado de generacién de singularidades de fase en interfases entre medios
con distinta simetria, utilizando conceptos desarrollados en el apartado 4.5. El es-
tudio de las trayectorias de fase en medios formados por secciones alternadas con
distintos 6rdenes de simetria y no-linealidades autoenfocantes o desenfocantes sera
descrito en [258]. Finalmente, en [259] se recogeré el estudio de las trayectorias de
los vortices generados en interfases entre medios con distintas simetrias en presencia
de potenciales de tipo parabdlico.

Por otra parte, el estudio de los sistemas formados por solitones con invariancia
traslacional también dara lugar a una serie de publicaciones. Entre estas, citamos la
ref. [224], en la que se demuestra que en estas condiciones la luz se comporta como
un superfluido, y la ref. [260], en la que se estudian las propiedades magnéticas de
estos sistemas, tal y como se hizo en el capitulo 6.

Por tultimo, se han realizado contribuciones en el campo de las diferencias fi-
nitas generalizadas, tal y como se describe en el apéndice D. En particular se ha
demostrado que, en dos dimensiones, la interpolacién necesaria para desarrollar es-
tos métodos es factible si la malla se basa en redes de Coatmeélec [245]. Finalmente,
en la ref. [244] se desarrollé un método de diferencias finitas generalizadas basado
en este tipo de interpolacion.






APENDICE A

Obtencién de las ecuaciones y notaciéon

Con el fin de fijar la notacion, vamos a mostrar como la ecuacion de Schrodinger
no lineal puede modelizar el comportamiento de la luz, bajo ciertas hipotesis. La
derivacion de esta ecuacion se puede consultar en libros como [7].

Las ecuaciones de Maxwell se pueden reescribir para el campo eléctrico E(x, z, t)
como la siguiente ecuacion:

2 2
(A.0.1) V2E—%8E: ! aP,
2 012 goc? Ot?

donde c es la velocidad de la luz, g9 es la permitividad dieléctrica del vacio y P
es la polarizabilidad. Esta ecuaciéon describe el comportamiento en las coordenadas
espaciales! (x,2) y el tiempo del campo vectorial E asociado a una onda electro-
magnética. Vamos a estudiar la propagacion de esta onda en el interior de un medio
distinto del vacio. La descripcion de la interaccion entre el medio y la onda puede
involucrar mecanismos fisicos complejos, pero de manera efectiva se ha recogido en
la variacion de la polarizabilidad P o momento dipolar inducido por el campo elec-
tromagnético por unidad de volumen. En el caso lineal esta polarizabilidad puede
ser descrita en términos del campo como:

P(x,2,t) = Pr(x,2,t) = EQ/X(l)(t —t"E(x, 2z,t')dt,

donde la constante x(!) es la susceptibilidad lineal del medio y donde se ha supuesto
que la respuesta del medio es local, es decir, no involucra al campo en otras posi-
ciones del espacio. Sin embargo, en 6ptica no lineal la respuesta del medio es més
complicada, y se modeliza generalizando la anterior ecuacion [3]. En este apéndice
vamos a tomar la polarizabilidad como P(x, z,t) = Pr(x, 2,t)+ PN (X, 2, t), donde
P se ha expresado en la anterior ecuacion y:

PNL(X,Z,t) =

60///X(3)(t —t1,t —ta,t —t3) X B(x, 2,11)E(X, 2, t2)E(X, 2, t3)dt  dt2dts,

donde x® es el tensor de susceptiblidad de tercer orden, x representa el producto
tensorial y donde de nuevo se supone que la respuesta del medio es local. El tensor
de susceptibilidad de segundo orden se puede despreciar en medios centrosimétricos,
es decir, en los que exista simetria de inversion [3]. Este tensor es muy relevante,
sin embargo, en el estudio de los solitones cuadraticos. Ademas supondremos que
la contribucion de tensores de susceptibilidad de mayor orden es despreciable.

TEscribimos las coordenadas transversales x = (z,y) y la axial z separadas explicitamente
porque vamos a estudiar medios con simetria axial.
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Si se supone que la respuesta del medio es instantanea se pueden escribir la
susceptibilidad de tercer orden como [7]:

Par(x,2,t) = cox®) x E(x, 2, ) E(x, 2, ) E(x, 2, 1).

Supongamos ahora que la onda electromagnética es quasi-monocromética cen-
trada en la frecuencia wg, de modo que podemos escribir el campo eléctrico como:

1 .
E(x,z,t) = 55{ [E(x, z,t)e”wol ¢ c.c.] ,

donde %X es un vector unitario que indica la polarizacion y F(x, z,t) es una funcién
compleja con una dependencia suave en ¢t. Supongamos también que el campo man-
tiene su polarizacién a lo largo de la propagacién en z, es decir, que X es constante.
Ademas, suponemos que Py no involucra frecuencias distintas de wy. En estas
condiciones se puede escribir:

Pyr(x,2,t) = eoenp E(x, 2, t),
donde enp = %ch?;)m|E(x,z,t)|2, segin [7], y Pyr es ahora una variable escalar.
Asimismo se puede escribir Pr(x, z,t) = soxgm)E(x, z,t). La parte lineal de la po-
larizabilidad puede ser reescrita en términos de un indice de refraccion lineal ng

como ng = %(Xilz)) mientras que la parte no lineal de la polarizabilidad da lugar a

un indice de refraccion nyy = na|E(x, z,t)|? donde ns se obtiene a partir de X_Ef;)m
Si el medio no es homogéneo en las variables transversales, tanto xy(*) como y®)
dependeran de x. Esta dependencia se traducird en que tanto ng como ns dependen
de x, es decir, ng = no(x) y ne = na(x). Los medios para los que se cumplen estas
hipétesis, en particular, que se pueden despreciar todas las susceptibilidades de or-
denes mayor a la de tercer orden y que las interacciones no involucran a frecuencias
distintas de wq, se conocen como medios Kerr.

Consideremos el caso monocromaético, es decir, supongamos que la dependencia
del tiempo estd completamente definida por wy y por tanto E(x,z,t) = E(x, 2).
En medios con simetria axial, donde el haz de luz se propaga a lo largo del eje z
(como, por ejemplo, al caso de fibras 6pticas) podemos escribir esta variable como:

E(x,2) = U(x, z)et?,
donde By = kong, ko = 2{, A= i—”oc y U(x, z) es la envolvente del haz luminoso. De
este modo hemos separado una parte de variacion rapida con z en el término e*%0*
de la parte de variacion suave ¥(x, z).
Introduciendo el campo E(x, z) en la ecuacion A.0.1 y bajo todos los supuestos
anteriores se puede obtener la ecuacién no paraxial:

0%V (x, 2)
022

donde V7 = 88—;2 + 59—;2 y v(x) se obtiene a partir de x(3). Si realizamos un cambio

= — (Vi + kgng (x) + kgy ()9 (x, 2)[*) ¥(x, 2),

de variables de modo que (x', 2") = ko(x, z) podemos escribir la anterior escuacion
como:

0?W(x/,2")

T = (V) + OB, ) B )
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Supongamos ademéas que W(x’,2’) varia lentamente con z, de modo que se
puede escribir como U(x',z') = ¢(x',2')ei™ =" donde fijaremos la constante n,
mas adelante. Introduciendo esta expresion para ¥(x', z’) en la ecuacion anterior, y
despreciando la derivada de segundo orden de ¢(x’, z’), dado que como esta cantidad
varia suavemente con z’ podemos considerar solo derivadas de primer orden, se
obtiene:

0p(x, 2z
20, 2855 (92 1 (nd) 1) + 10160, 2)?) 6. 2).
donde se han eliminado las primas de las variables espaciales para simplificar la
notacién. Si escribimos V(x) = —(n3(x) — n?), y realizamos el cambio de variable
2" = 52— la anterior ecuaci6n en términos queda:
09(x, 2")
20T (2 V(0) +10lolx 2)P) 60, 2),

que es la ecuacion de Scrédinger no lineal que estudiaremos a lo largo de la Tesis.
Tomaremos el valor de n,. de modo que V(x) sea positivo. Por ejemplo, las fibras de
cristal fotonico son fibras de un material de indice de refraccion n,, en las que se
han practicado agujeros longitudinalmente de modo que la estructura transversal es
una red como las presentadas en las figuras 3.2.1 (¢) y (d). En este caso tomaremos
n, igual al del aire, de modo que V(x) sea positivo.

Para medios Kerr autoenfocantes v(x) > 0, Vx mientras que para medios Kerr
desenfocantes y(x) > 0, Vx. Se puede obtener que la anterior ecuacion es vélida

en medios saturables si la parte no lineal es W, con s € [0,1] y en sis-

x,2""
temas fotorrefractivos la parte no lineal tiene una expresién similar. Por lo tanto,

consideraremos en general la ecuacion:

’Lﬁgi’ D (Vv + F (% 16(x, 2)) 6lx, 2),

donde eliminamos las primas de la variable z para simplificar la notacién y donde
F (x,]¢(x, z)|*) puede tomar una de estas formas funcionales o incluso involucrar
términos no lineales de 6rdenes superiores, como en el caso de la no linealidad
cubico-quintica.






APENDICE B

Conceptos previos de teoria de grupos

Los conceptos presentados en la presente apéndice se pueden consultar en libros
generalistas sobre teoria de grupos, como los que se recogen en las referencias [218,
229, 230, 231].

DEFINICION B.0.1. Se denomina grupo G a un conjunto de elementos a, b, ¢, ...
y a una ley de composicién o tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. SiaeGybe G ,entoncesaob e G

2. La composicion es asociativa, es decir, ao (boc) = (aob)ocsia, b, ¢ € G.

3. El conjunto contiene un elemento identidad e, tal que Va € G se cumple
aoe=-eoa=a.

4. Ya € @ existe un elemento inverso b € G tal que aob = boa = e. Se

denota b = a~ 1.

Se denomina orden del grupo g al nimero de elementos que forman el grupo. El
orden del grupo puede ser finito o infinito. Los grupos se denominan finitos o infi-
nitos segin su orden sea finito o infinito. Los grupos infinitos cuyos elementos son
funciones continuas de una serie de pardmetros se denominan grupos continuos.

Notese que la operacion de composicion no es en general conmutativa. Los
grupos para los que se cumple que aob = bo a para todos los elementos del grupo
se denominan grupos abelianos. Un grupo cuyos elementos son la identidad e y
las potencias de un tinico elemento, es decir, a,a?,... se denomina grupo ciclico. Si
para algin p € N se cumple que a? = e el grupo sera de orden finito. Evidentemente
los grupos ciclicos son abelianos.

Sea a,b € G. Al elemento ¢ = boao b~ ! se le denomina elemento conjugado
de a. El conjunto de todos los elementos mutuamente conjugados se denomina
clase de conjugacion o simplemente clase. Todo grupo de orden finito puede ser
descompuesto en clases de elementos conjugados.

Sea GG un grupo de orden g. Sea G’ un conjunto de g’ < g elementos de G. Si
todas las combinaciones de composicién de los elementos de G’ pertenecen a su vez
a (G, decimos que aquel conjunto es un subgrupo de G y lo denotamos como G’ C G.

Un movimiento 7' en R es una transformacién geométrica! que asigna a cada
x € R¥ otro vector T(x) € R¥ conservando las distancias entre puntos. Es decir,
sean x,x € RF y d(x,x’) la distancia entre ambos vectores, para el movimiento
T se cumple que d(x,x’) = d(T(x),T(x')). Se puede definir una aplicacion lineal
o afin asociada a cada movimiento. Los movimientos cumplen que la aplicacion
inversa de un movimiento es, a su vez, un movimiento y que la aplicacion sucesiva
o composicién de dos movimientos es también un movimiento. Denotaremos la

ILa definicion de transformacion geométrica de un espacio afin euclideo se puede consultar
en cualquier libro de introduccion al algebra lineal. Se especifica aqui la definicién de movimiento
por claridad.
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operaciéon de composicién de dos movimientos Ty S, simplemente como 7T'S. Es
facil ver que el conjunto de todos los movimientos en el plano forma un grupo bajo
la operacion de composicion. A este grupo se le denomina grupo de movimientos en
el plano y se denota como E(R?).

Por otra parte se pueden obtener las ecuaciones vectoriales de un movimiento
T en R*. Dichas ecuaciones son de la forma T(x) = B + Mx donde B es un vector
de dimensién k y M es una matriz de dimensiéon k x k. La aplicacion es lineal si B
es idénticamente nulo y es una afinidad en otro caso.

Supongamos que x = (x,7y) € R?. Cualquier movimiento en el plano se puede
construir realizando la composicion de los siguientes tres tipos de movimientos:

1. Rotaciones de un angulo determinado en torno a un eje perpendicular al
plano y que lo corta en x5. Denotamos este tipo de transformaciones por
C,, donde el angulo girado es «. Si el angulo girado es p%’r con n € N,
p € NUO, denotaremos las rotaciones como C?.

2. Reflexiones en el plano respecto a un eje dado. Denotamos por o este
tipo de transformaciones, donde s es el eje respecto al que se realiza la
reflexion.

3. Desplazamientos paralelos o traslaciones de todos los puntos una distancia
a € R determinada una direcciéon dada por el versor de norma unitaria
u,. Los denotaremos como P, donde a = au,.

Las traslaciones son afinidades y cumplen que M es la matriz identidad y B es
distinto de cero. Las rotaciones y reflexiones son aplicaciones lineales cuya matriz
M tiene una expresion bien conocida. Se denomina transformaciones fundamentales
a estos tres tipos de transformaciones.

Se denota como O(2) al conjunto de todas las rotaciones posibles en torno a
un eje que corta en xg y todas las reflexiones en planos que contienen dicho eje.
Este grupo es de orden infinito y se demuestra que las matrices asociadas a dichas
aplicaciones son todas las matrices reales ortogonales posibles de dimensién k£ = 2
y determinante igual a +1. Se denota como SO(2), o bien OT(2), al grupo que
incluye solo las rotaciones y los determinantes de las matrices correspondientes son
siempre +1 (logicamente las matrices asociadas a reflexiones tienen determinante
—1).

En el caso de las rotaciones de dngulo p%’r conn € N, p e NUQO, se cumple
que CECY4 = CP*T4 y que CECP = C;PCP = E donde E es la transformacion
identidad. Noétese también que C]' = E. Es facil ver que también se cumple la

propiedad asociativa. Luego el conjunto de las rotaciones C¥ conp =1,...,n—1
junto con la identidad es un subgrupo del grupo O(2) de orden g = n. Se denota
este grupo como C,,, siendo sus elementos E,C}, ... C"~1 y se conoce como grupo

de rotaciones de orden n. Se dice entonces que el eje de rotacion es de orden n.

Es facil demostrar que la reflexion o, junto con E también forman un subgrupo
de O(2) de orden g = 2.

Asimismo, el conjunto de las rotaciones y las reflexiones forman también un
subgrupo de orden finito de O(2). Se denota este grupo como C,s. Si se consideran
n reflexiones en n planos que contienen al eje de rotacién de orden n y separados
un angulo 7 entre si, el grupo se denomina C,,.

Por dltimo, dado que la aplicaciéon sucesiva de dos traslaciones de distancias d;
y d2 es a su vez una traslacion de distancia d; + d2 y como la composicién de una

traslacion de distancia d; y otra de distancia —d; es la identidad y se cumple la



B. CONCEPTOS PREVIOS DE TEORiA DE GRUPOS 167

propiedad asociativa, las traslaciones junto con la identidad E también forman un
grupo. En este caso su orden g es infinito.

Sea H una figura en el plano. Un movimiento aplicado a los puntos de H tal que
genera una figura H' idéntica a la inicial se denomina transformacion de simetria.
Se conoce como grupo de simetria de la figura al conjunto de las transformaciones
de simetria de una figura.

Notese que los movimientos de tipo traslacion sélo pueden ser transformaciones
de simetria si la figura es infinita. Por lo tanto, el grupo de simetria de una figura
finita solo puede incluir movimientos de rotaciéon y/o reflexiones. Por otra parte,
dichos movimientos lineales (rotaciones, reflexiones y rotaciones-reflexiones) dejan
fijo al menos un punto de la figura. Por esta razén, los grupos de simetria de figuras
finitas se denominan grupos puntuales. Dichos grupos son los subgrupos de orden
finito del grupo O(2).

Sean G'y G’ dos grupos distintos de orden g. Se dice que G 'y G’ son isomorfos
si existe una correspondencia uno a uno entre sus elementos tal que se preservan
las operaciones de composicion. Asimismo, si existe una correspondencia tal que a
cada elemento de G le corresponde un tinico elemento de G’, pero a cada elemento
de G’ le corresponden varios elementos del grupo G, y la composicion de elementos
se mantiene, entonces ambos grupos son homomorfos.

Sea f(x) una funcién definida en R?. Sea T; una transformacién cualquiera
perteneciente al grupo de transformaciones G. Se define el operador 7; como:

(B.0.2) Tif(x) = f(T; @),

donde Tfl es el inverso de la transformacion. Se demuestra que el conjunto de
operadores 77,75, ... forma un grupo G que es isomorfo a G bajo la operacion de
composicion de aplicacion sucesiva de los operadores.

Se denomina grupo de simetria de una funcion al conjunto de operadores defi-
nidos de este modo bajo los que se cumple que:

Tif(x) = f(x)

Sea G un grupo de orden finito g. Si el grupo de operadores lineales 7 definido
en un espacio vectorial L,, de dimensién n, es homomorfo a G entonces se dice
que 7 es una representacion de G. Sea D un conjunto de matrices de la misma
dimensién. Si, bajo la operacién de composicién de producto matricial, forman un
grupo homomorfo a G entonces D es una representaciéon matricial de G. Si en el
espacio L,, elegimos una base y expresamos los operadores de 7 matricialmente, a
partir de una representacién obtenemos una representaciéon matricial. Denotamos
esta representacion matricial como D(7). Noétese que para cada elemento de T
obtenemos una matriz. Las matrices correspondientes a distintos elementos del
grupo no tienen por qué ser distintas.

Supongamos que en el espacio L, existe una representacion 7 del grupo G.
Evidentemente, para todo vector ¢,, € L, se cumple que 7;¢,, € L, donde 7; € T
es uno de los elementos de 7. Decimos, por lo tanto, que L,, es cerrado o invariante
frente a 7. Si elegimos una base de L,,, a partir de 7 podemos obtener una repre-
sentacion matricial D(7). Supongamos que en el espacio L,, existe un subespacio
L,,, m < n, tal que sus elementos son invariantes frente a D(7). Es decir, se cumple
que si ¢, € L, entonces D(T)¢,, € L,,. Entonces decimos que la representacion
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matricial es reducible. En caso contrario decimos que es irreducible. Podemos elegir
una base en L,, de modo que las matrices de la representacion irreducible D®) (7))
sean de dimension m. Si el grupo es finito y la representacion matricial D(7) es
reducible, entonces ésta se puede expresar como suma directa de matrices cuya
dimension es la de los subespacios invariantes en los que se puede descomponer
L,,. Es decir, si L,, se puede descomponer en k subespacios invariantes, entonces
D(T) = Zle émixmi)(T), donde el simbolo de sumatorio se refiere a suma di-
recta de matrices y las Démixmi)(T) son las matrices que actiian en el subespacio
invariante i-ésimo de dimensién m; < n. En este caso decimos que la representacion
D(T) es totalmente reducible. En general, pueden haber matrices repetidas en este
sumatorio. La dimension de la representacion i-ésima es igual a la dimension del
subespacio invariante correspondiente.

En teoria de grupos se demuestra que el niimero de representaciones irreducibles
posibles de un grupo es igual al niimero de clases de conjugacién de un grupo. Como
el nimero de clases en un grupo de orden finito es a su vez finito, se cumple por lo
tanto que su nimero de representaciones irreducibles distintas también es finito.

Se define caracter x(D(7)) de una representacion como la traza de la matriz
correspondiente, esto es, x(D(7)) = >, D;(7T) . Es facil ver que los caracteres de
los elementos de la misma clase coinciden.

Sea 7 un grupo de operadores de orden g con k clases distintas. Para cada
una de las representaciones irreducibles D;(7), j = 1,...,k, tenemos g matrices
con k caracteres distintos. La variable j € Q sirve, por lo tanto, para denotar a
cada una de las posibles representaciones irreducibles distintas. A esta variable se
la denomina indice de la representacion.

Ademas los caracteres de las distintas matrices cumplen ciertas relaciones de
ortogonalidad, que se pueden consultar en las referencias [218, 229, 230, 231]. Por
lo tanto, estos caracteres estin completamente determinados para cada una de las
matrices de las representaciones irreducibles.

Con todo lo presentado méas arriba es ttil obtener y presentar la informacién
sobre los grupos de orden finito en tablas de caracteres, donde se representan los
caracteres de todas las matrices asociadas a las k clases del grupo de las k repre-
sentaciones irreducibles. Se pueden consultar estas tablas [218, 229, 230, 231].
Generalmente, se denota con los simbolos A o B a las representaciones unidimen-
sionales y con el simbolo E a las bidimensionales.

En el caso de grupos abelianos, como necesariamente el ntimero de clases es
igual al ntimero de elementos del grupo, las representaciones irreducibles deben ser
unidimensionales. Por lo tanto, para estos grupos, matriz y caracter coinciden.

El grupo de simetria C,, es isomorfo a un grupo ciclico de orden n por tanto se
cumple que:

D(C) = x(D(Cy)) = e,

conl = 0,...,n— 1y donde C; es alguno de los elmentos de C,. Es decir,
los caracteres coinciden con la raiz [-ésima de la unidad y estos nimeros definen la
representacion irreducible correspondiente. Sin embargo, el grupo C,,, no es abeliano
y contiene n — 2 representacion bidimensionales.

En la figura B.0.1 se presenta, para cada representacién irreducible j de los gru-
pos Cz, ¥ C4y cOmo se transforma la funcién ante los elementos de rotaciones, CF,

del grupo correspondiente. El grupo Cs, presenta una representaciéon irreducible
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.

Ficura B.0.1. Representaciéon de la tabla de caracteres de los
grupos (a) Cs, y (b) C4y bajo los elementos de rotacion del grupo.
En (a) e = exp(iZ) y en (b) € = exp(i3).

unidimensional y dos bidimensionales, mientras que C4, presenta dos representa-
ciones irreducibles unidimensionales y dos bidimensionales. Las flechas representan
rotaciones del angulo correspondiente, es decir, 0, 5y %’T paraCsy 00,5, Ty 37” pa-
ra Cy,. Junto a estas se representa el autovalor k que cumple que C¥ 1) = ki). Este
valor, da idea de cémo se transforma la funcién ante la accién del elemento del
grupo. Para Cs, los valores de k son siempre multiplos de ¢ = exp(z’%’r), mientras
que para Cyq, los valores de k son siempre multiplos de e = exp(i%”) (en general

son multiplos de ¢ = exp(i%”)). Las representaciones donde k # 1 para todas las
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@c,  (bc, (©c,

Ficura B.0.2. Esquema de las representaciones irreducibles
para los grupos (a) Cs, (b) Cay y (¢) Csp. Las flechas representan
cada una de las representaciones irreducibles y se representa junto
a ellas como se comportan ante una rotacion de 27”, n=3,4,6. En
(a) e = exp(iZF) , en (b) e = exp(iZ) y en (c) € = exp(i%).

rotaciones son bidimensionales. En este caso, para los grupos C3 y C4 esta repre-
sentacion se comporta como dos representaciones unidimensionales, en las que los
correspondientes caracteres son mutuamente conjugados. En el caso Cs, y Cy, estas
auqellas dos representaciones se comportan como una tnica bidimensional. Para
los elementos de rotaciéon las matrices 2 x 2 correspondientes son diagonales, y en
la diagonal presentan los k presentados en la figura para cada rotacion. La tabla
de caracteres, en este caso, muestra la suma de esta diagonal. En este caso, los
elementos de reflexién mezclan ambas funciones, es decir, 0,1 = £19’ donde ¢ y
" se transforman frente a las rotaciones con 1, ey €2 o 1, —e y —€?, respectiva-
mente. Por lo tanto, las matrices de dimension 2 x 2 asociadas a las reflexiones solo
tienen elmentos fuera de la diagonal. En el caso de C4, hay tres representaciones,
de las cuales una es bidimensional. Para j = 1 la representaciéon se comporta como
en el caso de Cs, cuando j = 1. Como se observa para las funciones de la primera
representacion el valor de k es siempre la unidad, mientras que en el caso de la
segunda representacion este valor es 1, € y €2 o bien 1, —e y —€2. En el caso de la
tercera representacion, todos los autovalores son +1, es decir, puede tomar valores
negativos, a diferencia de la primera representacion.

En la figura B.0.2 se presenta para los grupos Cs,, Cy4 ¥ Cg, cOmo se transforma
la funcién ante una rotacién de un angulo igual a 27’7 En este caso cada flecha
representa como se comportan las autofunciones pertenecientes a cada una de las
representaciones irreducibles. Las representaciones irreducibles unidimensionales se
representan mediante flechas horizontales. Es facil observar que las bidimensionales
presentan autovalores mutuamente conjugados. Esta representacion utiliza el hecho
de que todo grupo de rotaciones de orden n es isomorfo al grupo formado por las
raices n-ésimas de la unidad.

El grupo de traslaciones en el plano P, y grupo O(2) son grupos abelianos, y
por tanto todas sus representaciones irreducibles son unidimensionales.

Sea ¥(x) y ¢(x) dos funciones de R*> — C y H(x) un operador lineal tal que
d(x) = H(x)1(x). Sea T un grupo de g operadores que es isomorfo a un grupo T
de transformaciones en el plano. Si 7;, i = 1,..., g es un elemento de este grupo,
se llama operador transformado a H'(x) = H(T; 'x). Ademas se cumple Vi que
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H' (x) = ZH(X)?Tl.
Veamos que la anterior propiedad es cierta. Si aplicamos un elemento de grupo
ala funcion ¢(x) obtenemos T;p(x) = ¢(T; 'x) = T;(H(x)1)(x)). Ademas se cumple
que ¢(T; 'x) = H(T; 'x)¢ (T, *x). Por otra parte,

TH(x))(x) = TH(X)T, ' Tib(x) = THX)T, (T %) = Tig(x) = ¢(T7'x).

Luego, necesariamente 7;H(x)7Z;, " = H(T; 'x).

Decimos que un operador es invariante si se cumple que H(T; 'x) = H(x).
Evidentemente, esto implica que 7;H(x) = H(x)7;, es decir, si un operador conmuta
con todos los elementos de cierto grupo, decimos que el operador es invariante frente
a dicho grupo.

Consideremos la ecuacién de autovalores:

(B.0.3) HE)$(x) = p(x).
Si ‘H es invariante frente a los elementos de cierto grupo de operadores G,
entonces aplicando un elemento cualquiera G; € G a la ecuacion B.0.3 obtenemos:

GiH(x)p(x) = GiH(x)G; ' Gith(x) = H(x)Gib(x) = pGith(x).
Por lo tanto, G;1(x) es también una autofunciéon con el mismo autovalor. Si
este autovalor es no degenerado se cumple que:

Gi(x) = Mp(x).

Si es degenerado con multiplicidad v, se cumple que:

Giy(x) = _Z Aithi(x).

Este resultado sugiere que en el espacio de Hilbert correspondiente, podemos
elegir las autofunciones que lo diagonalizan como bases de una reprentacién irre-
ducible, donde los coeficientes D(G;) = A;. Esta base es irreducible porque los
subespacios de dimensién igual a la multiplicidad del autovalor son invariantes
frente a todos los operadores del grupo, que es la condicién necesaria para obtener
una representacion irreducible. Si elegimos, por tanto, la base que diagonaliza el
operador obtenemos una matriz quasi-diagonal, como las necesarias para obtener
representaciones irreducibles.

Ademas, debido a que, tal y como hemos visto més arriba, el nimero de repre-
sentaciones irreducibles de un grupo finito es a su vez finito y podemos caracterizar-
las a través de las relaciones de ortogonalidad, podemos obtener expresiones para
los coeficientes D(G;) . Es decir, podremos clasificar las autofunciones del operador
como pertenecientes a distintas representaciones irreducibles de indice j del grupo y
caracterizarlas a través de los coeficientes correspondientes. Esto permitira obtener
predicciones sobre su forma funcional, ya que deben transformarse segtin estos coe-
ficientes cuando se apliquen los operadores correspondientes a cada una de las clases
del grupo. Finalmente, podremos tener informacion a priori sobre la dimensiéon de
los subespacios, y por lo tanto sobre la multiplicidad de los autovalores.






APENDICE C

Invariancia traslacional, funciones de Bloch y
teorema de Bloch

C.1. Teoria de las funciones de Bloch

Los conceptos del presente apéndice se pueden consultar en referencias como
[232].

Se llama red de Bravais (bidimensional) sobre el plano x € R? a todos los
puntos R € R? que cumplen R = nja; +nsas, con a; y as dos vectores no alineados
conocidos como vectores primitivos y nq, ne € Z. Una traslacién Pgr se obtiene como
composicion de las traslaciones correspondientes en las direcciones de cada uno de
los vectores primitivos de la red, es decir, Pr = P! P2, donde Pgi es la traslacion
en la direccion de a; una distancia n; |a;| con ¢ = 1,2. Supongamos que una figura
periodica en el plano determinada por D1 = nja; y Do = nisag, con nq,ny de
modo que Pg = Py, i = 1,2. En este caso el grupo es el producto directo de dos
grupos ciclicos en cada una de las direcciones. Nuevamente, las representaciones
irreducibles de cada uno de los grupos Pa, se definen por los nimeros ™ con
m; =0,1,...,n; — 1y +=1,2. Por lo tanto, las representaciones irreducibles del

grupo Pr cumplen que Pr1 = prv, donde pr es una potencia de:

exp <i27r <m + @>) ;
ni o na

con lo que la pareja de niimeros my, mo definen las representaciones irreducibles
en este caso.

En una red de Bravais bidimensional definida por los puntos R = nja; +
ngag, con vectores primitivos a; y as y ni, ny € Z, se denomina celda primitiva a
aquella area que trasladada a las posiciones de todos los vectores de la red permite
reproducir todo el plano sin superponerse sobre si misma. Un tipo de celda primitiva
es la conocida como celda de Wigner-Seitz en torno a un punto de una red de
Bravais, a la region del plano que estd mas cerca de ese punto que de cualquier otro
punto de la red.

Consideremos una onda plana f(x) = e’**, donde k € R? se denomina momento
lineal. Aquellos vectores k que dan lugar a ondas planas con la misma periodicidad
que la red de Bravais definida por los vectores R constituyen la red reciproca.
Por lo tanto, los vectores de la red reciproca cumplen que e®E&TR) — ¢iKx  hien
™R — 1 Es facil ver que estos vectores forman una red de Bravais K = 711b; +fiabs
con iy, Ng € Z donde los b; cumplen que a;b; = 274;; siendo 6,5 la funcion delta de
Kronecker (6;; = 1sii=jyd;; =0sii# j). Seaniy jlos versores que definen unos
ejes cartesianos. Si a; y as forman un angulo o podemos expresarlos como a; = |a;|i
y az = |ag| (cosai + sin ). Consecuentemente, para que se cumpla la condicion

173
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anterior b; = Ii_TI (i—<525) y by = % (=j).- Sia=Zylal = |az] = a
entonces by = %’Ti y by = %’rj.

Se conoce como primera zona de Brillouin a la celda de Wigner-Seitz de la
red reciproca. Cualquier vector k’ dentro de esta celda se puede expresar como un
vector de la primera zona de Brillouin k mas un vector de la red, reciproca es decir,
k'’ = k + K. Si tenemos en cuenta la simetria de esta celda podemos reducir el
drea necesaria que ofrece todos los valores de k distintos, es decir, que cualquier
vector k’ se puede expresar en funcion de pseudomomentos sélo de esta area, que
se denomina zona irreducible de Brillowin.

Se dice que una funcion de R? — C es de Bloch si tiene la forma

(C.1.1) f(x) = e®P*u(x),

donde p € R?, u(x) = u(x+R), VR perteneciente a una red de Bravais con vectores
primitivos a; y as.

TreOREMA C.1.1. (de Bloch) Los autoestados 1 de un operador de la forma
A +V(x) donde A\ es el operador Laplaciano A\ = 68—:2 + %22 yV(x)=V(x+R),
para todos los R pertenecientes a la red de Bravais, tienen la forma funcional de

Bloch.

Cororario C.1.2. Si ¢ cumple condiciones de contorno periddicas en un do-
minio de lados Dy y Do, es decir, v(x + D1,y) = ¥(x,y) y ¥(z,y + D2) = ¢(z,vy),
con D1 = Ny l|ay| y D2 = Na|as|, los momentos permitidos estin discretizados,
estdn separados un Ak = Jl:[—lljt\’[—"; y solo hay momentos distintos en la primera zona
de Brillouin.

Las demostraciones correspondientes se pueden consulta en libros de estado
s6lido como [232]. La variable p es analoga a un momento lineal, ya que es propia
del operador de traslaciones Ppr isomorfo a la transformaciéon Pr, definida como
Prx = x + R. Por lo tanto, Prf(x) = f(Pg'x) = f(x — R). Sin embargo, como
el operador no presenta invariancia traslacional continua, no se puede decir que
sea un momento lineal. También se observa que es la extension del momento lineal
en potenciales homogéneos al caso de potenciales peridédicos. Consecuentemente,
como no se trata realmente de un momento se denomina pseudomomento lineal.
Los valores de p siempre se pueden reducir a la primera zona de Brillouin, aplicando
los razonamientos sobre k que hemos realizado anteriormente.

C.2. Elementos de materia condensada

Las funciones y el teorema de Bloch se utilizan, por ejemplo, en el ambito del
estudio de la estructura electronica de cristales, para representar las funciones de
onda de los estados de un sistema que esté caracterizado por un operador como el
presentado més arriba. En dicho contexto, se intenté relacionar la funcién de onda
global del sistema con las funciones 'atomicas’ que describen el comportamiento de
cada uno de los electrones en cada una de las celdas individuales. Sin embargo, estas
funciones individuales no eran ortogonales entre si, por lo que no eran adecuadas
para descomponer la funcién de Bloch que describia el sistema. Gregory Wannier
[227] encontrd la forma de las funciones localizadas en cada uno de las distintas
celdas elementales que permitian este tipo de descomposicion de la funcién de onda.
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Se denomina funciones de Wannier a las funciones de R? — C definidas a partir
del espectro de funciones de Bloch':

1 .
Walxe =) = 5> e fpa ()
P

Este tipo de funciones permiten la expresion de una funcién de Bloch individual
como:

1 ,
fpa(x) = N Z ePXiW,(x — x;).

Veamos que las funciones de Wannier son ortogonales tal y como se demuestra
en [227, 228]:

* 1 i (p'x-—px- *
[ @ewsx—x)Wabx—x) = 553 [ o ®5P 10 fale) =
Q pp’ Q
1 7 'x:—px; *
= Ja e [ g0 foa0 =
pp’ @

1 i(p'x:—px;
B mze(p 3P 61 p O =
pp’

_ s e P —x3) —
N2 £
— 2y
- [n2gn
{ 2 PG —x)= =
T G[nm(lm — Jo) + ny(zy - ]u)]
_ i;y_g S e ane Gamia) g e (i) —
S
dap
= 2 Noij Nbiyj, =dapdi,j, 0,5,

2 * _
:>/Qd xWﬁ(x—XﬁWa(X—X;)—‘Saﬁéﬁ

donde hemos usado las condiciones de normalizacion de las funciones de Bloch. Por
lo tanto, dichas funciones sirven como base para expandir cualquier funciéon definida
en ():

(C.2.1) P(x) = %ZCQ,;WCY(X—X;)

LComo consideramos condiciones periddicas basta con considerar el sumatorio de los mo-
mentos discretos en la zona de Brillouin irreducible. Si no consideraramos condiciones periodicas
tedriamos que definirlas mediante la integral en esta zona.
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Esta base presenta la ventaja de que si ¢ es una funcién de Bloch, entonces

C,:= e’PXi_ Veamos otras posibles normalizaciones. Si tomamos coeficientes C’(; ;=
. :

N~'C, ; entonces cualquier funciéon ¢(x) definida en Q se puede expresar como:

(C.2.2) 6(x) = 3 Cl Walx = x;)

Con esta convencion, si ¢ es una funcién de Bloch, entonces C' = N~ leiPx;,

Una ultima posibilidad es, dada una de las funciones de Bloch del espec‘rro o(x) =
fp,a(x) tomar la funcion P((b) definida como

= 20 0% (x) d(x) = 2o fr L (x alX
_/Qd & (x) 6(x) /Qd £ 0(%) fo.a(¥)

y definir los coeficientes C’” = P2 C” . Con esta definicion de los coeficientes,
cualquier funcién ¢ puede ser expresada como:

(C.2.3) Zc/’ - x;)

Es facil comprobar que

/dex o(X) fxalx N2Zeﬂpx7x /W x—x;)Wa(x—x;) =P

ya que fQ (x — XJ)WQ (x—x;) = d;5. En este caso, si ¢ es una funcion de Bloch,
entonces C’(’l’% — N-1Pz¢®%i. En particular, puede tratarse de la funcién usada
para definir P.



APENDICE D

Métodos numéricos

D.1. Introduccién

La teoria presentada requiere dos tipos de métodos numéricos diferentes: mé-
todos capaces de obtener soluciones aproximadas de las ecuaciones de estados es-
tacionarios como 2.2.1 y métodos capaces de simular la dindmica modelizada por
ecuaciones como 4.2.1 . En ambos casos hay una extensa literatura disponible. Pa-
ra estudiar la dindmica el método més extendido es el método de paso dividido
(split-step) [5] basado en la resolucion de las derivadas en el espacio de Fourier y
del resto en el espacio de posiciones, utilizando una serie de aproximaciones para
poder combinar ambos resultados. En la presente Tesis se ha adaptado el método
para poder utilizarlo en mallados con distintos potenciales V' (x), incluido algunos
con saltos de indice abruptos, los cuales han requerido de una cuidadosa implemen-
tacion en los bordes de los escalones del potencial. Asimismo se ha programado el
método para que calcule durante la evolucién distintas variables como la energia,
el valor de (u), la potencia P, el pseudomomento angular o lineal, etc. Todos ellos
han sido definidos a lo largo de la Tesis.

Para estudiar las soluciones estacionarias se ha planteado un método conven-
cional de diferencias finitas adaptado al caso no lineal y se ha modificado para
poder aplicarlo a dominios no rectangulares y mallados distintos del rectangular,
con el fin de poder estudiar una mayor variedad de casos. Este método se decribe
en los siguientes apartados ya que no es convencional en la literatura y su genera-
lizacion en términos de mallados y dominios es todavia una cuestion abierta en la
investigacién de métodos numeéricos.

D.2. Meétodo para la ecuaciéon de estados estacionarios

La ecuacién de estados estacionarios 2.2.1 suele definirse en Q = R? utilizando
las condiciones de contorno lim, 4 %(x) = 0y lim, 4 9 (x) = 0. Para resolver
numéricamente esta ecuaciéon se suele definir x en un dominio finito y se utilizan
otro tipo de condiciones de contorno. En la presente tesis utilizaremos condiciones
de contorno nulas en los extremos del dominio, es decir, ¥ (z, £L) = ¢(+L,y) = 0.

Supongamos que 2 es un dominio cuadrado de dimensiones D x D, es decir, ) =
{x/x € } %, %[U]i, Q[}. Sea N € N. Definamos el espaciado h como h = £

2 072 N*
Construyamos un mallado rectangular sobre ) cuyos nodos son los puntos de coor-

denadas x; ; = (z;,y;) donde z; = ihy y; = jh, coni = —%, —%—Fl, e %
yj= —%, —% +1,..., % si N es impar. En adelante tomaremos siempre [N
impar para asegurarnos que tenemos un nodo en xg, = (0,0). Denotaremos como
Vij = P(Xij).

Vamos a tomar diferencias centradas para aproximar las derivadas parciales de
la ecuacién 2.2.1:
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O i1y — 205+ iy

o2~ h?
>y ~ Yig+r1 = 2% + Yij
dy? 12 :
El término V(x)y(x) lo aproximaremos como Vj;1;; = V(x; ;)¢ (xi;) vy el

P . 2 2 - .
término no lineal como |¢(x; ;)|” ¥(xi,;) = |9 ;]” 1:,;. Asimismo fijaremos el auto-
valor 1 a un valor arbitrario u € R. Con estas aproximaciones la ecuacién diferencial
2.2.1 se transforma en un conjunto de ecuaciones no lineales que para un punto (i, j)
interior al dominio tienen la forma:

Yig1,5 — 2955 + i1 " Yiga1 — 295 + i1
h? h?
2

+Viithig + il i = mbi s
Se debe tener en cuenta que para _ N1 J,z/) 1 J,z/) N1y 1/) N_1 es nece-
sario definir las condiciones de contorno adecuadas. Vamos, por tant07 a analizar
por separado los dos tipos de condiciones de contorno nulas, es decir, 1(x,+L) =
Y(£L,y) = 0 y por lo tanto 1/}7uj:1/)N71 —1/) N-1 1/) N1 = 0. El sis-

2 2

tema de (N — 2)? ecuaciones no lineales constara de (N - 4) ecuac10nes como la
siguiente:

(D.2.1) ¢i+1,j*21£;,j+1/1i—1,j + wi,j+1*21£;,j+¢i,jfl
2
+Vijtig + Wil iy = mibij,
paraiz—%—i—Q ———|—3 Tfl—Qyjz—%-i-Q ——+3 %—2.

Ademés tendremos los 51gu1entes cuatro grupos de N — 2 ecuaciones:

P N-1 —2¢Y_N-1 P N1 —2¢_ No1y +1/J N—1
P p)

+2.5 +1,5 +1,5+1 +1,5—1

h? h2

2
TV Ny Y v+ ’1&_%“7]» CER SRR RS EPNT

s N—-1 N—-1 N—-1
conj=—=5=+2,—=5=+3,..., /5 — 2,
wi+1,7N*1+172wi,7N2 +1/1171 _No1y 7ﬂyiN271+2*2111i171\7271+1
h?2 + h?2

2
+‘/;-17N271+1’¢,L-17N2—1+1 + "l/iiﬁNglJrl‘ ¢i77N;1+1 = Mwi,nglJrl’

. N—1 N—1 N—1
coni=—"5=+2, -5 +3,..., 55 —2,

PN-_1

—21/JN271711J.+1Z1N27172J E
h? h?

2
+V¥_1)jw¥_l)j + W]¥_1J

—2¢N— FYN—
N2171Y1 N21

VN1 = PN

con j=-NA49 N1 3. -2y
¢N—*“N—+¢N— 4 Rt N
h2 hZ
2
+Vin_ 711/’ a7t ‘w ‘ wi,N; 1= Nwi,%ﬂv
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con i = —% + 2, —% +3,..., N2_1 — 2. Y por ultimo las siguientes cuatro
ecuaciones:

¢7N2—1+’ Noi, —2¢ N Nolyg Ny, 7»ZLN;lJr Noi, —2¢_ Nl N-oly,
h2 + h2
+V_ Nolyg 71+1’t/1 N_1ig 11
2
1/)_ —1 ) _N-19q 1/) N—1 IU/IZJ_N—I
Y N-1 , No1 =2 Nl N-1_, “2¢_N-1 g, Noa Y N1 N_L_,
h2 + h2
+V7N271 N1 1’(/1 1,¥-1
+ N-1 N-1
Yoy |
—2Yny_1 N1 PN o, N1 *2¢N2—171’N2—171+¢N2—171,N2—172
h2 + h2
+Vn_1 LN 1WYN_1_ No1 g
2
+ |[YN-1 N-1 N-1 N-1 = N-1 N-1
¢T—1,T—1 1/’T—l,T—l /“/)T—I,T—l’
T2N_1 g N1 FYN_L  No1y, YN_L g No1,m2YNoL g N1,
h2 + h2
+VN2—17177N2—1+1wN2—17117N2—1+1
2
—‘r‘ N-1 N-1 ’ N-1 N-1 = N-1 N-1
‘/’T—l,— ~Lly1 UJT—l —N_lyg W/’T—l,— .

Para poder escribir las anteriores ecuaciones matricialmente utilizaremos un
indice contraido k definido como k =i+ 82+ (j—14+22)« (N —-2), coni=

—1 N—1 o

S+l 5-1lyj= Nl T_l Con este indice construyamos el
vector ¥ = [wl, Yo, ., w(N,Q)z] . Ordenando las anteriores ecuaciones de acuerdo
con el nuevo indice se obtiene la siguiente ecuacién matricial no lineal:

AV + B(D)W = 0,

donde
ANXN) ‘?J\?XN Onxw Onxnv  Onxw
Exwn Anxy Enxw Onxn)y Onxw
Anxm = ;
Oyxy  Onxw  Onxw Exxn Anxy
siendo N = (N —2), M = (N —2)% | A la matriz de tamano (N — 2) x (N — 2)
siguiente
=+ 1 0 ... 0 0
. 1 H+V 1 .00 0
A= ) )

0 0 0 ... 1 ZF+Vy
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Y E(n—2)x(N-2) ¥ O(N—2)x (n—2) las matrices indentidad y nula de tamafio (N —2) x
(N — 2) respectivamente. Por otra parte, B(V) es la matriz de dimension M x M
siguiente:

> 0 0 ... 0
0 |w* 0 ... 0
pay—| 0 |
0 0 0 ... |om)?

Si denominamos F(V) = A+ B(¥) — uEp« p obtenemos

F(U)¥ = 0,

que puede ser resuelto utilizando los métodos convencionales de resolucion de ecua-
ciones matriciales no lineales, de los que el método méas convencional es el método
de Newton-Raphson. Para los problemas que se resuelven en la presente Tesis basta
con utilizar el método de Newton-Raphson dado que la velocidad de convergencia
es lo suficientemente rapida y podemos obtener condiciones iniciales aproximadas
a la solucion utilizando la forma funcional que obtuvimos en capitulos anteriores
mediante consideraciones de teoria de grupos.

D.3. Generalizacion a mallados y dominios no rectangulares

En ocasiones resulta interesante resolver la ecuacién 2.2.1 en dominios no rec-
tangulares y mallados no cuadrados. Los métodos de diferencias finitas genera-
lizados (MDFG) permiten resolver ecuaciones diferenciales lineales en derivadas
parciales cuando el mallado, el dominio o ambos son no rectangulares o incluso
irregulares [233, 234]. Sin embargo, los MDFG presentan una desventaja funda-
mental en sus aplicaciones practicas [235, 236, 237, 238|. En general, es necesario
obtener los coeficientes de las formulas de diferencias finitas en cada nodo de la
red y, bajo ciertas condiciones, para obtener dichos coeficientes se deben resolver
sistemas lineales de ecuaciones que involucran matrices singulares o mal condiciona-
das. En la actualidad hay dos alternativas para superar dicho problema: i) utilizar
sistemas de ecuaciones sobredeterminados y una estrategia de promediado [236] o
de minimizacion [239] o ii) tomar sistemas determinados de ecuaciones e imponer
una condiciéon geométrica, similar a las utilizadas en los problemas de interpolacion
polindmica [240, 241], sobre el conjunto de nodos utilizado. La primera estrategia
ha sido ampliamente adoptada [242, 243]|, pero presenta la desventaja de que di-
ficulta el control del orden de aproximacién y la estabilidad. La segunda estrategia
ha recibido poca atencién, debido a que se asumia que la caracterizaciéon geométrica
se traducia en una fuerte restriccion sobre la posicion de los nodos que finalmente
hacia dicha estrategia inhabil en mallados irregulares.

En [244] se presenta un MDFG basado en imponer ciertas condiciones geomeé-
tricas sobre el conjunto de nodos utilizado para obtener los coeficientes de la formula
de diferencias finitas correspondiente a cada nodo del mallado. Estas condiciones
geométricas se obtuvieron en [245]|, y se basan en las redes de Cotmélec, defini-
das en [246]. Cuando se calculan las derivadas utilizando una red de Coatmeélec
se eliminan los problemas de singularidad en el sistema de ecuaciones que permite
obtener los coeficientes. Dicho método permite utilizar mallados muy irregulares
manteniendo el control sobre el orden de aproximacion. En [244] se presenta un
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meétodo para generar mallados irregulares con la propiedad de que se satisfagan las
condiciones geométricas adecuadas y un algoritmo que permite obtener los coefi-
cientes. El MDFG desarrollado en [244] se basa en la utilizacion de este método de
generacion de mallados y del algoritmo de busqueda de redes de Cotmélec.

El método introducido en [244] se aplica facilmente a ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales no lineales como la ecuacién 2.2.1. Para ello se discretiza
el operador diferencial siguiendo el método presentado en [244] y se aproxima
la funcién no lineal en cada nodo. Es decir, sea un mallado con N nodos sobre
el dominio  generados con la estrategia descrita en [244|. Para dicho mallado,
escribamos la siguiente ecuacion:

L+ Fp=0
donde L y 1 son una matriz y el vector de dimension N x Ny N x1y F =
(f (1, [1]?), .o f(x, |¢N|2))T. La matriz L se construye aplicando el algoritmo
descrito en [244] sobre el mallado. Este sistema de ecuaciones no lineales puede
ser resuelto con cualquier método convencional, de los que el mas sencillo es el
método de Newton-Raphson. Las condiciones de contorno consideradas son de tipo
Dirichlet, es decir 1(x) = 0, Vx € 692 donde 092 es la frontera de Q.

Para ilustrar el método se resolvio la ecuacion de estados estacionarios 2.2.1
para un soliton fundamental en diferentes mallados. Los resultados, presentados en
[247], mostraron la validez del método en los mallados considerados. En el futuro se
aplicara este método en dominios y potenciales lineales V' (x) irregulares, de modo
que permita modelizar sistemas méas proximos a la realidad fisica.






APENDICE E

Hamiltoniano de las excitaciones de baja energia

E.1. Simplificaciéon del término H; del hamiltoniano 6.4.5

Vamos a simplificar la siguiente expresion:

cos (303 — go;) (—1)dn [1 — % (ﬁgo(fl)ﬁ)z} +O(Vp)*.

Utilizando la ecuacion 6.5.1 y la notacién 6.5.2 podemos escribir, para un i
cualquiera:

;Lij cos (90; - <P5) ~ zn: La(=1)% {1 - % (6%7(51)&)2] =
= 2 o,d. L, — % Z oy (ﬁg@.ﬁs)z L,.

7,8

akl

Ademas, para un radio r fijo se cumple que

(E.1.1) Z (ﬁg@.ﬁs)z =aC, (ﬁg@) (ﬁs@) ;

donde C,. = 2kb?, para un anillo de degeneracion d, = 4k, k € Z y |f| = b,a. Para
demostrar este resultado hay que tener en cuenta que:

Z (ﬁcp.ﬁsy = Z <Z—i |7] cos(au) + g—j 7] sin(ar))2

T T

8@ 2 12 2 (990 690 ~12 .
; <<8_x) |7]” cos?(au) + 9z 3y |7]” cos(a) sin(a.)

(g—;’) 72 sin2<ar>>

Teniendo en cuenta la simetria rotacional, para un anillo de degeneracion
d, = 4k, con k € Z, hay k puntos de la red situados en angulos del primer

+

cuadrante, o, ...,aff, otros k puntos situados en el segundo cuadrante, con an-
gulos al + 5 ...,a’,f + 5, k puntos situados en el tercer cuadrante, con angulos
al +m, ...,af + 7 y, finalmente, k puntos situados en el cuarto cuadrante, con
angulos ol + 37”, s ak 4 37” Por lo tanto, el anterior sumatorio queda
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Oy co in2 (o %8_@ A12 (9 cos(on) sinle:
2(( ) 1 (2cos? (o) + 25 (1))+ax8y||(2 s(u) sin(a)
~ 2eos(an)sinfa) + (5 ) 17 (2ot + zsmz(m») |

es decir:
k

i=1

: (2 (%)2 7+ 2 (%‘:)2 |f~|2> =217 k (V) (Vo).

Y, como podemos escribir |#| = b.a , se obtiene que C,. = 2kb2. Por lo tanto,

L oN\2
(E.1.2) Z Lij cos(p; — ¢3) = n <—|—A1 —a?Ay (Vgp) >
J

donde 4; =), dyLyo,y Ay = % >, LyCro,. Por otra parte, nétese que O(Vy) =
O(a) ya que Vo ~ %(903 — ;).
E.2. Simplificacion del término H; del hamiltoniano 6.4.5

Vamos a simplificar la ecuacién:

1 N A 2
~ _’702 Y Tijtiamy (g (1) [1 S 2 (Vsﬁ(zi)'n) } '

n,n’

[1——(W( )1 )}JrO(W)

Operando y absorbiendo todos los términos de orden superior en O(V¢)?* ob-
tenemos,

Hl = T Z Z 1113 (i+n)(G+n’)
4 dn+d, — A~ 2 — A/ 2
_ Z Z =T (i4n) J+n’)( 1)4ntdn (Vgp;.n) + (Vgpj.n)

n,n’
+ O(Vgﬁ) .
Denotaremos H; = —n Z;J > i Tij(itn)(j+nr)- En el dltimo término pode-

mos cambiar el indice 7 por el ¢ y el indice 7' por 7 con lo que se obtiene:

2

— ’ 1 — N
Hy = Hi— ’732 Z 5 Ditiam) ) (= 1) (W%'")

— 4 Z Z 2T]z(]+n/)(z+n)( )dner", (6@;7%)2 + O(V(p)4

n,n’

Dado que debido a la invariancia traslacional se cumple que Ti(j 1) (i4n) =
Tij(i4+n)(j+n’), Obtenemos:
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_ , = . 2
Hy = Hi=m3) Y Tijtiemygenn (1) (V%-”) +0(Ve)!
i AR

= Hi-nyy (-1 (6805-75)2 D D)™ Ty ey + O(Vip)*
in 7,n’
= El - 773 Z ,Un (6()0{7%’)2 ﬁ,(i+n) + O(VQP)47

donde o, = (—1)9 (véase la notacién 6.5.1) y

Tiitn = ZTij(i-i-n)(j-i-n’)(_l)dn, =

Jn’

_ /Q X (OW (x =3 W (x = X ) | (D)% W (= 3) W (x = x5,.)

- /Q Xy (X)W (x — %)W (x — X;..5),

donde ¥(x) = Zjn,(—l)dn/W(x — x;)W(x — x;,,,). Veamos que 7 es invariante
traslacional, J(x) = J(x + x;):

Y(x+x;) = Z(—l)dn/W(x—i—x; —xa.)W(x—i-x; —xj.Jrﬁ/)
= Z(—l)dn’W(x - xjfg)W(x — x5+ﬁ,7;)
_ [] —j- z} - Z(_ndmvv(x — W (X = X0 0) = F(%).

Por lo tanto, si hacemos la transformacion x — x + x;, , se obtiene:

Tiivn = / d*xy(x + ) (x +x) W)W (x — (%55 — X;)),
Q
donde W (x) = W(x —xg). Como ¥(x +x;) = ¥(X), X;,, —X; = Xa y V(X +X;) =
(%),

T ivn = / d*xy(x)7 (X)W (x)W (x — x3) = Ty.
Q
Por lo tanto:

H, = Hl - 17320” (69027%)211" + O(V(p)‘l

Como existe invariancia rotacional, || = r y podemos escribir T;, para las
celdas del anillo r-ésimo:

H, = Hl — 773 ZZUT‘T’F (64/72"&5)2 =+ O(V@)Lla

i T8
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donde nuevamente el indice s recorre las celdas de un mismo anillo. Utilizando la
relacién E.1.1:

H,y

—npa? Z Z o, 1,.C, (V(p ) +O0(Vy)!

— nta? (Z o, T,C ) Z (wz) +O(Vp)t.

En el limite continuo, (a? Y, — [ d?x):

Hy ~ Hy — o <ZUTTC>/Q (ﬁgp)2,

y, finalmente,

(B.2.1) H, = H, — /Qd% () B1] (Wﬁ)2

donde By =Y T,C,0,.

E.3. Simplificacion del término Hs del hamiltoniano 6.4.5

Veamos cémo se puede escribir de manera maés sencilla el término:

=y Y (=1 Ty (ﬁ%ﬁ) (6903'73/) +0(Vp)*

ijkl

donde o =k — i yn' = - . Debido a la invariancia traslacional podemos hacer la
transformacion x — x + x; y se obtiene que :

Tijki = /d2x7(x)W(x)W(x — xa.f;)W(x X )Wi(x—x;_3)
T 5 i i—ti—i = Tonnrar

~ -V A 1 S =
dondeAn =j—i,n =k—tyn'= =]—1. Expandamos T}/ -~ en torno a n =n' =
~I/ 0
A ~ TN ~ 0T or ~11 0T /N2
Tomrar = Topon + Morlo + W aarlo T 7 garlo T+ O(n,n',n")

Debido a que las celdas son de lado a se cumple que n,n/,

Tossrin = Tonoo + Ola),

y por lo tanto, Tg555 = i = 1, es decir, es independiente de la celda debido a la
invariancia traslacional. Teniendo en cuenta que O(Vy) = O(a) y que el término
de mayor orden en Hs es O(a)?, se obtiene que los términos distintos de Tjg55
contribuyen como O(a)®. Consecuentemente,
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Hy = ngT;;’(—ndﬁdn' (wg.ﬁ) (Wj.ﬁ’)JFO(a)?’

Ty 3 (—1ytt (W;.ﬁ) (wﬁ..ﬁ') +0(a)?®
ij anl

noT Z(—l)d" (6‘P1ﬁ> Z(—l)d"' (ﬁcp;—.ﬁ') + O(a)®.

Por otra parte, teniendo en cuenta la invariancia rotacional y utilizando la
notacién introducida en 6.5.1 (en particular recuérdese que o = (—1)d" y que g, €s
el mismo para todos los vectores 7 del mismo anillo r),

Z(—l)dn (ﬁ%ﬁ) = Zan (ﬁ%ﬁ) = ZZUT (ﬁgplﬁs)

in in i TS
= E o g (Vgp;.ns) .
7,7 s

De nuevo, debido a la invariancia rotacional en el anillo r-ésimo, para cada
posicién s, se cumple que ng — —ng , con lo que

Zan (ﬁcp;.ﬁ) =— ;UT ; (ﬁpg-fls) ;

mn

por lo que,

Z On (ﬁgplﬁ) = — ZUﬁ (ﬁ%ﬁ) = Zaﬁ (ﬁ%ﬁ) =0,

y consecuentemente:

(E.3.1)






APENDICE F

Ecuaciones de movimiento de las excitaciones de
mas baja energia

F.1. Obtencién de las ecuaciones de movimiento a partir del
lagrangiano

Vamos a obtener las ecuaciones de movimiento para las fluctuaciones en torno
a las excitaciones a partir del lagrangiano 6.5.9. Para ello, tomemos en primer lugar
variaciones respecto a ¢

y por tanto,

0 oL 0 0L

1
G L 9 O o 420 Ag + 0t By V20 = 0.
0209 04 OV az (" Az 07 B1) Ve = 0

En segundo lugar, tomemos variaciones respecto a 7, ya que ésta es variable
con z, pese a la hipotesis de invariancia de fase, tal y como hemos visto mas arriba.
Se obtiene:

oL __
o7 =0

N2 g,
O = _Znp+ (242 + 41°B) (w)

y entonces,
d (0L\ oL 2 . Lo\2
E(5) -5 = 0 amr rteran) (%) =0

F.2. Simplificacién de las ecuaciones de movimiento 6.4.4

Veamos que podemos obtener las ecuaciones de movimiento de las excitaciones
de més baja energia a partir de las ecuaciones de movimiento 6.4.4 y utilizando los
mismos razonamientos que los utilizados para simplificar el hamiltoniano. Para el
primer término se obtiene, utilizando la ecuacién 6.5.2:

, L \2
t, = Z Lij cos(¢} — (p;) ~ —a’A, (Vw) ,
J

donde se ha eliminado A; ya que j # i. Para el segundo término se obtiene:

189
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ta =Y Tiju cos(¢ + oh = — ) =
Kl

=Y Ty [COS(% — ) cos(¢f — ) — sin(@} — ) sin(p; — soé)} :
Gkl
Por un lado,

> Tiusin(l = ¢p)sin(e —¢f) = TY DD (Vo) (Vi) =
Kl Y
= Z (ﬁcplﬁ) Z (ﬁg@aﬁ’) =0,

gn

ya que Zjﬁ, (ﬁg@aﬁ’) = 0, como hemos visto mas arriba. Por otro lado,

Z Tijwi cos(p; — ¢7) cos(cp; 2
jkl

~ X (G T (£ 7.0, ) (9) - (9)"

Por lo tanto, la ecuacién 6.4.4 se expresa, asintoticamente como:

—p~ —a’A, (630)2 —2nta®B, (630)2 = —a® [As + 2n3a’ By] (690)2 =

¢ = a? [AQ + 277§B1} (6<p)2 =K (6@)2




APENDICE G

Dependencia de ' y Au del médulo de m.

Si, como hemos visto, F(m) es una funcién periédica de m, podemos represen-
tar esta relacién como se hace en la fig. G.0.1, donde se representa esta relacién para
la componente x de m. Evidentemente, los puntos m,, m/ y m/ en la fig. G.0.1
tienen todos la misma energia, F(m,) = E(m!) = E(m!). Tal y como se ha toma-
do my, (my € [—%, %]), se cumple que m/, = —m,, por lo que E(m,) = E(—m,).
Por otra parte, m// es equivalente a m/, en el intervalo [—%, %] Se puede razonar
del mismo modo con m,,. Por lo tanto,

E(mg,my) = E(=my, —m,) } - { E(mg,my) = E(lmg|, |m,|) }
Ap(mg, my) = Ap(=my, —my) Ap(mg, my) = Ap(lme], [my|)
Por lo tanto,

2 m = (|mg|, |m
B = B+ 47 (o -] | oo ()
K (2T N
Btm = (R Lzer — o] ~X <my,m, < ¥

Se ha incluido también Apu, puesto que los razonamientos anteriores son validos
para esta cantidad.

1 \ \ 1 i -
-N/2 m'X m N/2 m"x N m

Ficgura G.0.1. Energia en funcién de la componente del pseu-
domomento lineal en la direccion z, m,.
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