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ResumenEn la presente Tesis se utilizan las herramientas de la teoría de grupos dis
retos,de la físi
a del estado sólido y de la dinámi
a no lineal para estudiar los nuevosfenómenos que se pueden obtener al 
ombinar la periodi
idad y la no linealidad para
ontrolar el 
omportamiento de la luz. Los modelos matemáti
os obtenidos 
onsistenen e
ua
iones diferen
iales no lineales en derivadas par
iales tipo S
hrödinger quepresentan varia
iones periódi
as en la parte lineal y no lineal. En los sistemas 
onsimetría rota
ional dis
reta el estudio de estos modelos se ha 
entrado en el 
on
epto
lave de pseudomomento angular mientras que en los sistemas periódi
os se haexplotado la analogía 
on los sistemas estudiados en la físi
a del estado sólido.Adi
ionalmente, se han desarrollado métodos de resolu
ión numéri
a 
apa
esde simular la propaga
ión ele
tromagnéti
a en sistemas no lineales periódi
os bi-dimensionales. Además se han simulado manipula
iones de propiedades de la luzque sirvan 
omo base a dispositivos mi
rométri
os pasivos (
omo memorias neta-mente ópti
as) o a
tivos (
apa
es de realizar opera
iones booleanas) basadas enestru
turas solitóni
as sobre las que se pueden de�nir propiedades y dinámi
a mag-néti
a. El objetivo último es la simula
ión de dispositivos 
apa
es de ser fabri
adosexperimentalmente.
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ResumEn la present Tesi s'utilitzen les eines de la teoria de grups dis
rets, de la físi
ade l'estat sòlid i de la dinàmi
a no lineal per a estudiar els nous fenòmens que espoden obtindre quan es 
ombina la periodi
itat i la no linealitat per a 
ontrolar el
omportament de la llum. Els models matemàti
s proposats 
onsisteixen en equa-
ions diferen
ials no lineals en derivades par
ials, del tipus S
hrödinger no lineal,que presenten varia
ions periòdiques en la part lineal i no lineal. En els sistemesque presenten simetria rota
ional dis
reta l'estudi s'ha basat en el 
on
epte 
laude pseudomoment angular. En els sistemes periòdi
s s'ha explotat l'analogia en elssistemes estudiats en la físi
a de l'estat sòlid.Addi
ionalment, s'han desenvolupat mètodes numèri
s per a simular la propa-ga
ió de la llum en sistemes no lineals periòdi
s i bidimensionals. A més a més,s'han simulat algunes manipula
ions de les propietats de la llum, les quals podenser útils per a desenvolupar dispositius mi
romètri
s passius o a
tius basats en es-tru
tures solitòniques. El darrer obje
tiu de la Tesi es la simula
ió de dispositiusque es poden obtindre experimentalment.
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Abstra
tNew opti
al phenomena 
an be obtained if light is propagated in periodi
 ordis
rete rotational symmetry media in the nonlinear limit. In this work, to studythese phenomena arising from the 
ombination of symmetry and nonlinearity, themathemati
al tools provided by dis
rete group theory, solid state and nonlineardynami
s are used. The behavior of light is modeled by a partial di�erential equationof the S
hrödinger type, with a linear and nonlinear periodi
ity or dis
rete rotationalsymmetry. For the systems showing dis
rete rotational symmetry the study is basedon the key 
on
ept of angular pseudomomentum. For the systems showing dis
retetranslational symmetry the analogy with solid state physi
s is deeply explored.Additionally, numeri
al methods to solve that partial di�erential equation intwo-dimensions and in the nonlinear limit have been developed. These methods havebeen used to simulate the 
ontrol of light by using dis
rete symmetry and otherphenomena. New opti
al devi
es based on these e�e
ts related to dis
rete rotationalsymmetry or in solitoni
 periodi
 stru
tures 
an be designed. The ultimate goalof this work is to simulate experimentally feasible opti
al devi
es based on thesephenomena.
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CAPíTULO 1Introdu

iónDurante el Siglo XIX y hasta prin
ipios del Siglo XX, la luz dejó de ser unfenómeno intrigante o misterioso y propor
ionó algunas de las sorpresas más revo-lu
ionarias de la historia de la 
ien
ia. En la primera mitad del siglo XIX Mi
haelFaraday, un quími
o-físi
o sin forma
ión a
adémi
a (se ini
ió de manera autodida
-ta leyendo textos 
ientí�
os y asistiendo a las 
onferen
ias de la Royal Institutionhasta que logró un puesto 
omo auxiliar de laboratorio de su maestro, Sir HumphreyDavy) y empeñado en la unidad de todas las fuerzas 
omo prin
ipio �losó�
o, logródemostrar que las fuerzas elé
tri
as y magnéti
as estaban íntimamente rela
ionadas,más allá de las rela
iones matemáti
as y las teorías basadas en �uidos elé
tri
os omagnéti
os que habían desarrollado otros investigadores 
omo Ampère [1℄. Un ad-mirador de sus teorías, William Thomson (Lord Kelvin) intentó sin éxito desarrollarlas leyes enun
iadas 
ualitativamente por Faraday y transmitió este interés a Ja-mes Clerk Maxwell [1℄. Fue este último quien introdujo el 
on
epto fundamental deDesplazamiento Elé
tri
o y enun
ió sus famosas e
ua
iones. De ellas se desprendíano sólo que los fenómenos elé
tri
os y magnéti
os estuvieran rela
ionados, sino quela luz era un fenómeno ele
tromagnéti
o de 
ará
ter ondulatorio que viajaba a unavelo
idad 
onstante en el va
ío (lo 
ual en
ajaba 
on los experimentos previos deThomas Young). Sin embargo, aunque fueron una gran síntesis de buena parte del
ono
imiento físi
o de la épo
a, albergaban aún sorpresas que generarían mu
hosde los avan
es 
ientí�
os del Siglo XX. En parti
ular, la 
atástrofe del infrarrojo,es de
ir, el in
remento in�nito de la 
antidad de energía transmitida a fre
uen
iaspequeñas, hizo que Max Plan
k en 1900, para expli
ar el espe
tro de emisión de un
uerpo negro, tuviera que introdu
ir en las e
ua
iones una pequeña 
onstante, la
onstante de Plan
k, que signi�
aba en de�nitiva una dis
retiza
ión de la energíatransmitida por 
ada onda. Además, la visión 
orpus
ular de la luz propugnada porNewton y dominante hasta los trabajos de Maxwell estaba esperando una buenaexpli
a
ión. Hubo que esperar hasta Einstein y a la introdu

ión del 
on
epto dedualidad onda-
orpús
ulo para dar sentido a los resultados de Plan
k y, al mismotiempo, para lanzar a la humanidad a 
ono
imientos mu
ho más profundos sobrela naturaleza que nos rodea.Conforme fue 
ono
iéndose la naturaleza de la luz, y se fueron entendiendomu
hos de los fenómenos naturales que la tenían 
omo protagonista, na
ió el in-terés por manipularla. Sin embargo, así 
omo otros fenómenos ele
tromagnéti
osen
ontraron utilidad prá
ti
a rápidamente (motores y generadores elé
tri
os, 
omu-ni
a
iones por radio, radares, et
), la te
nología basada en la luz siguió un pro
esomu
ho más lento. Una vez entendido el 
omportamiento de la luz en el va
ío, la po-sibilidad de manipularla pasaba por 
omprender bien su intera

ión 
on los mediosmateriales, tanto en la interfase entre dos medios distintos 
omo en la propaga
ióndentro de un medio material. Hasta la segunda mitad del siglo XX la te
nología no15



16 1. INTRODUCCIÓNfue 
apaz de generar luz su�
ientemente 
entrada en torno a una úni
a fre
uen
ia(es de
ir, de un úni
o 
olor) mediante los láseres, o bien de transportarla de manera
ontrolada mediante las �bras ópti
as. Los logros en esta dire

ión han 
ontribuidoa grandes avan
es te
nológi
os que se disfrutan en la a
tualidad. Ambos avan
esse basan, pre
isamente, en la naturaleza de la intera

ión de la luz 
on la materia,la 
ual fue resumida por Maxwell en el 
on
epto fundamental de DesplazamientoElé
tri
o.Pero la imagina
ión aún llevó a los 
ientí�
os un paso más allá, ¾podremos en-
ontrar algún material 
apaz de permitirnos 
ontrolar 
ompletamente la luz? ¾hayalgún modo, por ejemplo, de 
onseguir realizar 
on ella opera
iones lógi
as tal y
omo lo ha
emos 
on los ele
trones? Curiosamente, la analogía entre me
áni
a yópti
a ha estado presente en el desarrollo de la físi
a de los últimos dos siglos.Lo estuvo 
uando Maxwell es
ribió sus e
ua
iones (
ono
ían bien el método delas analogías y estaba pensando en términos me
áni
os), también 
uando Einsteinformuló su dualidad onda-
orpús
ulo, pero mu
ho más lo estuvo en los desarrollosposteriores de la físi
a 
uánti
a y, en parti
ular, en la e
ua
ión de ondas obtenidapor S
hrödinger. Esta e
ua
ión permite, por ejemplo, modelizar el 
omportamientode los ele
trones dentro de un poten
ial. En parti
ular, permite estudiar el 
ompor-tamiento de los ele
trones dentro de 
ristales periódi
os, lo 
ual es la base físi
a quesustenta la te
nología ele
tróni
a. Enton
es, si dentro de un 
ristal periódi
o po-demos 
onseguir que a determinadas energías los ele
trones se propaguen y a otrasno, ¾se 
omportará de un modo análogo la luz dentro de un medio 
uyo índi
e derefra

ión tenga 
ierta periodi
idad? La respuesta fue que, efe
tivamente, dentrode estos materiales, 
ono
idos 
omo 
ristales fotóni
os, se podían lograr bandas depropaga
ión y bandas prohibidas para la fre
uen
ia de las ondas ele
tromagnéti
as.Este ex
ep
ional fenómeno abrió la puerta a nuevas apli
a
iones te
nológi
as de laluz [2℄.Paralelamente, desde la segunda mitad del siglo XX, en diferentes ramas dela 
ien
ia ha 
re
ido el interés por los fenómenos no lineales (es de
ir, aquellosfenómenos 
uyo resultado depende de la propia magnitud estudiada). En ópti
a,los fenómenos no lineales, ligados de nuevo a la propaga
ión de la luz dentro deun material, han atraído un gran interés en las últimas dé
adas. Al igual que en el
aso de los medios periódi
os, las propiedades no lineales de los materiales puedenpermitir el 
ontrol del �ujo luminoso, abriendo nuevos 
aminos para las apli
a
ioneste
nológi
as. Hay diferentes fenómenos no lineales rela
ionados 
on la propaga
iónde luz, tal y 
omo se re
oge en referen
ias 
omo las [3, 4, 5℄. En la presente tesisnos vamos a o
upar úni
amente de los efe
tos no lineales que originan solitones, esde
ir, paquetes de ondas que no 
ambian de forma a lo largo de la propaga
ión,en oposi
ión a la tenden
ia a ensan
harse de 
ualquier paquete de ondas en el 
asolineal [6, 7, 8, 9, 10℄.Un pulso es un paquete de ondas planas 
on distintas fre
uen
ias, 
ada una delas 
uales, en el 
aso lineal, viaja a distinta velo
idad de fase dentro del medio, lo
ual provo
a el ensan
hamiento del mismo. Este efe
to se 
ono
e 
omo dispersión
romáti
a. En ópti
a, es posible formar otro tipo de paquetes de ondas: si supo-nemos que la luz se emite 
asi a una úni
a fre
uen
ia (y de este modo toda ladinámi
a temporal está determinada por esta fre
uen
ia, lo 
ual es una hipótesisbastante restri
tiva), podemos generar un paquete de ondas planas 
on distintasfre
uen
ias espa
iales. En este 
aso, para ondas quasi-mono
romáti
as, el paquete



1. INTRODUCCIÓN 17está formando por un 
onjunto de ondas planas que se propagan formando distintosángulos respe
to a 
ierto eje. Por lo tanto, 
ada una de las ondas se propagará a unavelo
idad de fase diferente respe
to a este eje, dando lugar a un ensan
hamiento deeste paquete de ondas, que en este 
aso denominaremos haz en lugar de pulso. Esteefe
to se 
ono
e 
omo difra

ión del haz. En presen
ia de materiales no lineales,la propaga
ión de la luz modi�
a el índi
e de refra

ión del medio, lo 
ual permite
ompensar los efe
tos de la dispersión o de la difra

ión, de modo que todas las
omponentes del paquete viajan a la misma velo
idad de fase y el pulso o el hazno 
ambia de forma a lo largo de la propaga
ión. En el 
aso de que el paquete deondas sea un pulso, se di
e que la luz ha formado un solitón temporal, mientrasque en el 
aso de que el paquete de ondas sea un haz, se di
e que ha formado unsolitón espa
ial. En la presente tesis nos vamos a o
upar úni
amente de los solitonesespa
iales.En 1964 se propuso, para expli
ar 
ómo la luz genera su propia guía en la quese propaga sin difra
tar en materiales donde la 
onstante dielé
tri
a aumenta 
onla intensidad, que la propaga
ión del 
ampo ele
tromagnéti
o podía modelizarsemediante una e
ua
ión de S
hrödinger no lineal, donde la no linealidad es de tipo
úbi
o (véase apéndi
e A)[11℄. En este trabajo se resolvió analíti
amente la e
ua-
ión en una dimensión y se obtuvo una solu
ión numéri
a 
on simetría 
ilíndri
aen dos dimensiones (en el 
aso de un 
ampo pi
ado en una fre
uen
ia), siendo laprimera predi

ión teóri
a de la existen
ia de solitones espa
iales. Sin embargo,aunque permitía expli
ar una observa
ión experimental realizada ese mismo año(véase 
ita en [11℄), no se trataba profundamente la dinámi
a de las solu
iones.Un año después se analizó semianalíti
a y numéri
amente la tenden
ia de la luz enestas 
ondi
iones a al
anzar intensidades 
atastró�
amente grandes, efe
to bauti-zado 
omo auto-enfoque [12℄ y observado ya en el experimento de Her
her (véase
ita en [11℄ y [12℄1). Una 
ontinua
ión del trabajo de Kelley permitió observarnuméri
amente que en el 
aso de que se 
onsideren no linealidades más 
omplejasen la e
ua
ión tales que permitan que el efe
to de autoenfoque sea 
ompensado,no linealidades 
ono
idas 
omo saturables, se puede lograr estabilizar las solu
io-nes [13℄. Esta predi

ión numéri
a se 
on�rmó algunos años más tarde 
uando seobservaron solitones en medios saturables [14℄. Por otro lado, un par de años antesse había resuelto el problema unidimensional 
ompleto en el 
aso autoenfo
antesin satura
ión, mostrándose que para este 
aso las solu
iones debían ser estables[15℄. En este mismo trabajo se demostró también que las solu
iones bidimensio-nales debían ser inestables, in
luso aquéllas uniformes en una dire

ión espa
ialy 
on forma de solitón unidimensional en la otra, 
ono
idas 
omo solitones-línea(soliton stripes). A partir de aquí la 
omunidad 
ientí�
a 
entró su aten
ión enlos efe
tos no lineales temporales y el 
ampo de solitones espa
iales tuvo que es-perar hasta la última dé
ada del siglo XX para ver nuevos resultados, quedandolos trabajos realizados en medios saturables 
omo 
ontribu
iones aisladas. Entre1990 y 1991 apare
ieron algunos trabajos donde se observaron experimentalmentesolitones espa
iales unidimensionales en guías de onda y se estudió su intera

ión[16, 17, 18, 19℄. También en esos años apare
ieron nuevos trabajos teóri
os quedemostraron que las solu
iones bidimensionales en medios saturables podían serestables, basándose nuevamente en la idea de que es el propio 
ampo el que 
rea1Obsérvese que el título de este último trabajo Self-fo
using of opti
al beams 
ontrasta 
asihumorísti
amente 
on Self-trapping of opti
al beams, título del trabajo de Chiao et al.



18 1. INTRODUCCIÓNsu guía de ondas y en el he
ho de que en el 
aso de no linealidades saturableshay un máximo para el índi
e de refra

ión indu
ido por la �bra [20℄. Fue en es-ta línea donde se obtuvieron los resultados más prometedores en años su
esivos.En 1992 se demostró que los materiales fotorrefra
tivos pueden soportar solitonesespa
iales [21℄, aunque sólo quasi-esta
ionarios, y al año siguiente se obtuvieronexperimentalmente [22℄, presentando estos materiales la ventaja de que se podíanobtener los solitones 
on bajas intensidades. En años siguientes se predijo numéri
ay teóri
amente la existen
ia de solitones espa
iales esta
ionarios sobre materialesfotorrefra
tivos en presen
ia de un 
ampo externo y se denominó a estos solitoness
reening solitons [23, 24, 25℄. Nuevamente, el sistema se modelizó mediante unae
ua
ión del tipo S
hrödinger no lineal que presentaba no linealidades 
on formasmás 
omplejas que en el 
aso autoenfo
ante. La observa
ión experimental de soli-tones en este tipo de sistemas está referen
iada en [26, 27℄. Otro tipo de solitonessobre materiales fotorrefra
tivos fueron los solitones fotovoltai
os. En la genera
iónde estos solitones deja de utilizarse un 
ampo externo y la modi�
a
ión del índi
ede refra

ión se debe al efe
to fotovoltai
o en un material fotorrefra
tivo. Este ti-po de solitones fueron predi
hos teóri
amente en la ref. [28℄, donde se demuestraque, además de los solitones 
onven
ionales en medios autoenfo
antes introdu
idoshasta este punto, existían otro tipo de solitones espa
iales, los solitones os
uros, delos que hablaremos más adelante. Este tipo de solitones os
uros sobre materialesfotorrefra
tivos debido al efe
to fotovoltai
os fueron observados experimentalmentedurante 1995 [29, 30℄.Men
ión aparte mere
en una nueva 
lase de solitones, basados en me
anismosmuy diferentes a los obtenidos sobre medios saturables, fotorrefra
tivos o autoen-fo
antes, denominados solitones 
uadráti
os. Aunque fueron predi
hos en los añossetenta del pasado siglo, no fue hasta 1995 
uando fue estudiada en detalle su esta-bilidad [31℄ y se obtuvieron experimentalmente en una y dos dimensiones [32, 33℄.En la presente tesis nos vamos a o
upar de sistemas que puedan modelizarse me-diante una e
ua
ión de S
hrödinger no lineal 
on una no linealidad dependiente dela intensidad del 
ampo. Dado que la modeliza
ión de los solitones en medios 
ua-dráti
os no se redu
e a una e
ua
ión de este tipo, no nos o
uparemos de solitonesde este tipo.Hasta este punto, todos los solitones 
onsiderados son es
alares, ya que al mo-delizarlos se puede 
onsiderar que la polariza
ión permane
e 
onstante durante lapropaga
ión, de modo que se despre
ia el 
ara
ter ve
torial de la onda ele
tromag-néti
a (para más detalles véase apéndi
e A). En un medio lineal y homogéneo losdos estados de polariza
ión perpendi
ulares son independientes. En el 
aso no lineal,sin embargo, estos dos estados no son independientes a lo largo de la propaga
ión.En el año 1974 se obtuvieron las 
ondi
iones que se deben 
umplir para poder asu-mir que un haz 
on dos 
omponentes 
on polariza
iones perpendi
ulares se guíesin difra
tar [34℄. Se denominó a estos modos auto
on�nados solitones ve
torialeso de Manakov. En términos de auto-
onsisten
ia se puede entender que 
ada po-lariza
ión es el modo fundamental de una guía generada por ambas 
omponentesy el estudio de las solu
iones esta
ionarias se realizó a �nales de los años o
henta[35℄. Sin embargo, no fueron observados experimentalmente hasta la última dé
a-da del pasado siglo [36℄, 
uando se obtuvieron los materiales 
apa
es de 
umplir
on las 
ondi
iones �jadas por los modelos teóri
os. Adi
ionalmente, se obtuvieronnuevos solitones ve
toriales en los que se permitía el inter
ambio de poten
ia entre



1. INTRODUCCIÓN 19ambas 
omponentes a lo largo de la propaga
ión [37℄. En ambos 
asos se observóel 
aso unidimensional dentro de una guía de ondas plana. Este tipo de solitones sepuede modelizar mediante un sistema de dos e
ua
iones diferen
iales en derivadaspar
iales no lineales tipo S
hrödinger, donde la no linealidad impli
a las intensida-des de ambas polariza
iones y por tanto, en esta tesis no nos vamos a o
upar deellos. Nótese que los solitones 
uadráti
os son un tipo de solitones ve
toriales puesinvolu
ran más de una polariza
ión [8℄.Otro tipo de solitones se obtuvo a partir de ha
es en los que la varia
ión dela amplitud en 
ada punto no estaba 
orrela
ionada 
on la de otros puntos, demanera que la difra

ión sigue me
anismos muy diferentes a los 
onven
ionales.A partir de este tipo de ha
es in
oherentes se obtuvieron experimentalmente lossolitones in
oherentes por primera vez en 1996 [38℄, en los que, en de�nitva, lafase variaba de manera aleatoria en el tiempo y en el espa
io, llegándose in
luso aguiar luz blan
a, in
oherente en el espa
io y en el tiempo [39℄. Los modelos teóri
osque expli
aban estos solitones in
oherentes, basados en un 
onjunto in�nito dee
ua
iones tipo S
hrödinger no lineal o basados en aproxima
iones multimodales,fueron desarrollados en diferentes trabajos, 
omo por ejemplo en las refs. [40, 41℄.Hasta ahora sólo hemos hablado de solitones espa
iales que apare
en 
omo
on
entra
iones de luz en una 
ierta región del espa
io y que se deben a la 
ompen-sa
ión de un efe
to de autoenfoque (originado por diferentes me
anismos físi
os)y la difra

ión del haz luminoso. Sin embargo, ya en los años setenta del pasadosiglo se introdujo otro tipo de solitones de naturaleza 
ompletamente diferente alos introdu
idos hasta aquí, los 
uales se pueden obtener en medios en los que lano linealidad es tal que la luz redu
e el índi
e de refra

ión en los puntos ilumina-dos. En el 
aso lineal, si se propaga un haz uniforme espa
ialmente 
on una zona
entral de baja o nula ilumina
ión, este mínimo de intensidad tenderá a difra
taral igual que lo ha
e un haz Gaussiano. Sin embargo, en el 
aso no lineal, 
uando lano linealidad es desenfo
ante, el índi
e de refra

ión será menor en las zonas ilumi-nadas, mientras que en la zona os
ura permane
erá invariable. Por lo tanto, la luztenderá a o
upar las zonas 
on mayor índi
e, 
ompensando el efe
to de difra

ión yformando un solitón os
uro, que se propagará sin deformarse [8, 42℄2. Solitones os-
uros tipo soliton stripes o redes de solitones fueron observados experimentalmenteen dos dimensiones a prin
ipios de la última dé
ada del siglo pasado [44, 45, 46℄.Algunos años más tarde, 
onforme se desarrollaron los experimentos para solitonesbrillantes antes des
ritos, también se obtuvieron los solitones os
uros en materialesfotorrefra
tivos [47℄, fotovoltai
os [29℄ y los s
reening solitons [48, 49℄. Todos estossolitones os
uros son en de�nitiva solitones unidimensionales y presentan un punto(o línea) en el que la intensidad se anula y el 
ampo a ambos lados presenta undesfase de π radianes. Si la intensidad no va a 
ero se habla de solitones grises, yen este 
aso la diferen
ia de fase es diferente de π. En el 
aso de os
uros o grises,si no hay diferen
ia de fase a ambos lados, a lo largo de la propaga
ión se separandesde el 
entro dos solitones os
uros que se repelen y este efe
to, 
ono
ido 
omoY-jun
tions, ha sido observado nuevamente en medios fotovoltai
os [30℄ o en el 
asode s
reening solitons [50℄.2Como se des
ribe en estas referen
ias, para que el solitón os
uro sea estable es ne
esario queel ba
kground (la zona 
on ilumina
ión 
onstante) sea estable. Sólo 
omo 
uriosidad desta
amosaquí que, a prin
ipios de este siglo, se demostró que utilizando ha
es in
oherentes es posiblegenerar un ba
kground estable en medios autoenfo
antes, sobre el que propagar solitones anti-os
uros (antidark-solitons) [43℄.
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uros bidimensionales en medios homogéneos fueron objeto deestudio úni
amente teóri
o hasta los primeros años de la última dé
ada del siglopasado. Este tipo de solu
iones presenta una singularidad de fase en el punto dondese sitúa el 
ero de intensidad 
orrespondiente al solitón os
uro, donde se anula tantola parte real 
omo la parte imaginaria del 
ampo, y la fase experimenta in
rementosde 2πl 
on l ∈ Z, si se evalúa en un 
ir
uito 
errado en torno a di
ho punto. Esde
ir, 
er
a de di
ho punto, el 
ampo es propor
ional a eilθdonde θ es el ánguloazimutal en 
oordenadas 
ilíndri
as. Si l = ±1, 
uando se evalúa la fase a lo largode líneas re
tas que pasan por el origen, ésta experimenta un salto de π en el origen,al igual que su
edía en el 
aso de solu
iones unidimensionales. Al entero l se le de-nomina 
arga topológi
a de la singularidad de fase y se denomina vórti
e a 
ualquiersolitón espa
ial (os
uro o brillante) que presente una singularidad de fase de 
argaarbitraria, si bien dado que en medios homogéneos sólo son estables en el 
aso desen-fo
ante, es 
omún que se identi�quen 
on los solitones os
uros bidimensionales. Dehe
ho, en general, un vórti
e es 
ualquier onda que posea una singularidad de fasey un �ujo rota
ional en torno al punto singular [8, 42, 51, 52℄. Estas estru
turasde fase apare
en en múltiples ramas de la físi
a. Los estudios teóri
os y numéri-
os permitieron estudiar su 
omportamiento 
er
a de la singularidad y obtenerlosnuméri
amente [53℄, o prede
ir su estabilidad [54℄. Los vórti
es fueron observa-dos experimentalmente a prin
ipios de la dé
ada pasada en medios desenfo
antes[55, 56℄, en no linealidades desenfo
antes pero saturables [57, 58, 59℄, mediosfotorrefra
tivos [47℄, fotovoltai
os [60℄, o 
omo s
reening solitons [61℄. Aunque to-dos estos solitones os
uros tenían 
arga topológi
a l = ±1, también se propusieronvórti
es 
on 
argas topológi
as l 6= ±1, los 
uales fueron obtenidos numéri
amentey se propuso una aproxima
ión analíti
a a su forma fun
ional [62℄. Sin embargo, sedemostró que un vórti
e de 
arga l 6= ±1 era menos favorable energéti
amente que
l vórti
es de 
arga unidad. La desintegra
ión de vórti
es 
on 
argas superiores envórti
es de 
arga unidad fue observada experimentalmente 
on posterioridad [63℄.Los vórti
es en medios autoenfo
antes homogéneos fueron predi
hos teóri
a-mente en la dé
ada de los años o
henta y se denominan vórti
es brillantes. Sinembargo, los estudios de estabilidad mostraron que estos solitones eran inestablesin
luso en medios saturables, por lo que presentaban algún otro tipo de inestabili-dad, además de la inestabilidad por 
olapso. La obten
ión de estas solu
iones y suinestabilidad puede 
onsultarse en la ref. [64℄, donde se 
ompletaron trabajos de ladé
ada de los años o
henta de los mismos autores. La inestabilidad que presentaneste tipo de solu
iones se 
ono
e 
omo inestabilidad azimutal, y está aso
iada aperturba
iones a lo largo de la 
oordenada azimutal θ. Además, mientras que parala inestabilidad por 
olapso se pudo estable
er un 
riterio, el 
riterio de Vakhitov-Kolokolov [7, 52℄, para este tipo de inestabilidad no se ha obtenido ningún 
riteriouniversal, lo que ha
e ne
esario realizar un estudio numéri
o de estabilidad linealpara 
ada sistema, 
omo los ofre
idos en las refs. [65, 66, 67℄. Por lo tanto, los es-tudios teóri
os y experimentales se en
aminaron ha
ia el estudio de nuevos sistemasdonde se pudieran estabilizar este tipo de solu
iones, 
omo veremos más adelante.Por otra parte, al mismo tiempo que se estudiaban los vórti
es brillantes, se in-trodujeron otro tipo de solu
iones 
ara
terizadas, al igual que estos, por la presen
iade anillos brillantes de intensidad. Estas solu
iones podían presentar un máximoen el 
entro [68, 69℄ o bien un punto os
uro [70, 71℄ y, al igual que los vórti
es
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iones 
on un máxi-mo de intensidad en el 
entro fueron predi
has y obtenidas numéri
amente en elde
enio de los sesenta [72℄.La búsqueda de medios o sistemas donde los vórti
es brillantes fueran establesy, por tanto, observables experimentalmente, siguió diversas líneas de investiga-
ión. Por un lado, se obtuvieron resultados en medios 
uadráti
os [73, 74, 75, 76℄y se realizaron estudios sobre vórti
es ve
toriales, multimodales y otros solitonesve
toriales y multimodales 
on estru
turas de fase 
omplejas [77, 78, 79℄, de losque no nos vamos a o
upar en la presente Tesis. Por otro lado, se estudiaron siste-mas es
alares 
on no linealidades 
omplejas. En este sentido, se intentó estabilizarvórti
es en sistemas que alternaban se

iones 
on no linealidad autoenfo
ante ydesenfo
ante a lo largo de la 
oordenada axial [80℄ o se propusieron vórti
es esta-bles en medios 
on no linealidades 
úbi
o-quínti
as (véase apéndi
e A), predi
hosteóri
amente por el grupo del Prof. Mi
hinel de Ourense [81℄. En estos sistemas seobtuvo una transi
ión, dependiente de la poten
ia, desde vórti
es inestables en unrégimen de autoenfoque a vórti
es estables en un régimen desenfo
ante [82, 83℄ yse obtuvieron analogías formales 
on el 
omportamiento de un �uido [84℄.Otra línea de investiga
ión que perseguía la estabiliza
ión de vórti
es brillantes
ombinó resultados provenientes del estudio de la intera

ión entre solitones 
onlos estudios del momento angular del sistema y de los me
anismos de la inestabi-liza
ión de vórti
es. Veremos que esta línea llevó a la obten
ión de solitones 
onestru
turas de fase no triviales, 
omo los 
lusters de solitones o los ne
kla
e beams.Pero para entender estos solitones, es ne
esario 
omentar los estudios realizadossobre intera

iones entre solitones, sobre el momento angular y la desintegra
ión devórti
es.La idea de intera

ión entre solitones está in
luida en el propio 
on
epto desolitón desde los primeros artí
ulos de los años setenta, ya que estas solu
ionesno difra
tivas eran equivalentes en mu
hos aspe
tos a partí
ulas [8, 9℄. El interésen sus intera

iones en una y dos dimensiones es evidente desde el punto de vistade la manipula
ión de la luz y sus posibles apli
a
iones te
nológi
as, por lo quelos estudios rela
ionados 
on las intera

iones entre solitones fueron, en mu
hos
asos, la 
ontinua
ión lógi
a de las investiga
iones sobre existen
ia o estabilidad desolitones. Se puede entender la intera

ión de solitones en términos de interferen
ia:
uando dos solitones en un medio autoenfo
ante inter�eren 
onstru
tivamente, paralo 
ual es ne
esario que 
ompartan la misma fase, en la zona donde ambos sesuperponen la amplitud se ve in
rementada. Debido a la no linealidad en esta zonael índi
e de refra

ión aumenta, 
on lo que más luz tiende a 
on
entrarse en estazona. De este modo, el efe
to global es que es 
omo si los solitones 
on la misma fasetendieran a atraerse. Si ambos solitones están en oposi
ión de fase la interferen
iaes repulsiva, por lo que el efe
to es el 
ontrario y los solitones se repelen [8℄. Sila fase relativa es un valor entre 0 y π, la interferen
ia es más 
ompli
ada, y engeneral se produ
e un trasvase de energía entra ambos solitones [8℄. Obviamente,en un medio desenfo
ante el es
enario es justo el 
ontrario. Si los solitones sonin
oherentes, enton
es la interferen
ia es siempre 
onstru
tiva, pues sólo dependede la intensidad, por lo que los solitones espa
iales siempre se atraen.En medios autoenfo
antes en una dimensión, dado que el sistema es integrable,todas las intera

iones (por ejemplo, las 
olisiones de solitones) son elásti
as, esde
ir, se 
onserva el número de solitones, la energía y los solitones re
uperan sus
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idades previas a la 
olisión. En el 
aso de que los solitones estén en fase puedenformarse estados ligados donde los solitones se 
ombinan y separan periódi
amente[8℄. Intera

iones en medios autoenfo
antes unidimensionales, 
omo repulsión yatra

ión en fun
ión de la fase relativa o división de un solitón en dos solitonesrepulsivos, fueron observadas experimentalmente a prin
ipio de la dé
ada de losnoventa [17, 18, 19℄.Las intera

iones entre solitones en dos dimensiones sólo podían ser observa-das experimentalmente en el 
aso de solitones espa
iales estables, por lo que suobserva
ión tuvo que esperar hasta la obten
ión de estos en medios saturables, fo-torrefra
tivos, et
. según hemos visto 
on anterioridad. En este 
aso, la intera

ióndebía ser inelásti
a debido a la no integrabilidad del modelo, y efe
tos 
omo lafusión, �sión o aniquila
ión de solitones fueron predi
hos teóri
a y numéri
amentea prin
ipios de la dé
ada de los noventa [85, 86℄. Estos estudios utilizaron nueva-mente el 
on
epto de guía autoindu
ida y de las 
ondi
iones para el guiado de unsolitón en la guía generada por otro, 
on lo que, por ejemplo, si la guía puede guiarmás de un modo ambos pueden fundirse. Estas predi

iones fueron seguidas porobserva
iones experimentales en medios saturables [87℄, en medios fotorrefra
tivosen el 
aso in
oherente [88℄, 
oherentes en una [89, 90℄ o dos dimensiones [91, 92℄.También se demostraron intera

iones anómalas o repulsivas en el 
aso in
oherente[93℄. Pero las intera

iones entre solitones no tenían por qué redu
irse a 
hoqueso �siones, ya que si existía una 'fuerza' de atra

ión entre ellos, era posible pensaren traye
torias más 
omplejas. De este modo se obtuvieron traye
torias espirales,en las que dos solitones siguen traye
torias 
urvadas semejantes a las de los ob-jetos 
elestiales o las partí
ulas 
argadas. Este tipo de intera

iones también seestudiaron teóri
a y numéri
amente desde prin
ipios de la dé
ada de los noventa[94, 95, 96℄. Posteriormente se obtuvo experimentalmente en medios fotorrefra
-tivos que las traye
torias de los solitones, que en ausen
ia del otro solitón seríanlíneas re
tas, pueden 
urvarse. De este modo, un solitón puede alejarse de otro inde-�nidamente, a
er
arse a otro hasta fundirse 
on éste o bien atraparse mutuamente
on otros solitones en una traye
toria espiral [97℄. En este último 
aso es ne
esarioque la fuerza de atra

ión 
ompense de modo exa
to la 'fuerza 
entrífuga' debidaa la rota
ión. Este sistema fue estudiado en profundidad desde el punto de vistateóri
o un año después [98℄.El estudio de las intera

iones entre solitones en dos dimensiones, y en parti-
ular de este tipo de traye
torias espirales, 
one
tó dire
tamente 
on las otras doslíneas de investiga
ión que fueron la base de los 
lusters de solitones o los ne
kla
ebeams, es de
ir, el estudio del momento angular y de la desintegra
ión de vórti
es.De he
ho, este tipo de traye
torias espirales ya habían sido observadas en el estudiode la ruptura de vórti
es inestables, en parti
ular, al estudiar la inestabiliza
iónde un vórti
e 
on 
arga topológi
a l = 1, ligeramente elípti
o y por tanto sin si-metría rota
ional, en dos solitones en oposi
ión de fase que se alejaban siguiendotraye
torias ligéramente 
urvadas [99℄. En el 
aso de 
argas superiores se observó lagenera
ión de más solitones 
on distintas estru
turas de fase relativa e intera

io-nes más 
omplejas [87℄. La inestabiliza
ión de vórti
es de distinta 
arga topológi
atambién fue observada experimentalmente en la referen
ia [100℄. En estos trabajos,dado que el vórti
e ini
ial tenía momento angular 
oin
idente 
on su 
arga topo-lógi
a, se rela
ionaron las diferentes traye
torias 
on la 
onserva
ión del momentoangular a lo largo de la evolu
ión. Un estudio detallado de la rela
ión entre la 
arga
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a del vórti
e ini
ial y el número y fase de los solitones en que se rompíaéste fue desarrollado en las refs. [66, 67℄. Obviamente los trabajos sobre ruptura desolitones debían estar rela
ionados 
on los trabajos sobre movimientos espirales de
onjuntos de solitones espa
iales. En parti
ular, las traye
torias espirales obtenidasen [97℄ y predi
has de modo teóri
o a prin
ipio de la dé
ada de los noventa [94℄, de-bían estar rela
ionadas 
on un momento angular existente en el sistema 
ompuestopor dos o más solitones, aunque individualmente no presentaran 
arga topológi
a3.Los 
on
eptos anteriores sobre intera

ión entre solitones en medios bidimen-sionales homogéneos, momento angular del vórti
e y traye
torias espirales fueronutilizados para sugerir nuevos tipo de solu
iones observables en medios autoenfo-
antes o en medios saturables: los opti
al ne
kla
e beams y los soliton 
lusters. Dadoque, 
omo hemos visto, en medios autoenfo
antes tanto los vórti
es 
omo solu
iones
on anillos de intensidad pero 
on 
arga topológi
a nula presentaban inestabilidadazimutal, se intentó estabilizar los vórti
es introdu
iendo una modula
ión azimutalde la intensidad. Los opti
al ne
kla
e beams, por lo tanto, estaban 
ompuestos por
onjuntos de quasi-solitones o 'perlas'4 situados formando un 
ollar, y de ahí elnombre de este tipo de solu
iones, que fueron predi
has teóri
a y numéri
amen-te en la ref. [103℄. En este trabajo la diferen
ia de fase entre 'perlas' ve
inas erade π radianes, por lo que, debido a la repulsión, los 
ollares tendían a ensan
har-se - difra
tar - lentamente. La 
ondi
iones para redu
ir, invertir o eliminar esteensan
hamiento fueron estudiadas en [104℄, donde se obtuvieron numéri
a y semi-analíti
amente solu
iones quasi-esta
ionarias. Posteriormente se estudiaron opti
alne
kla
e beams tipo vórti
e, es de
ir, en los que la fase se modulaba de modo que lasolu
ión presentaba 
arga topológi
a no nula [105℄, 
uya dinámi
a mostró efe
tosnormalmente rela
ionados 
on sólidos rígidos, 
omo por ejemplo una rota
ión del'
ollar' rela
ionada 
on el momento angular de la solu
ión5. Resultados similaresse obtuvieron desde un planteamiento ligeramente distinto a prin
ipios del presen-te siglo: dado que los solitones intera

ionan en fun
ión de su fase y grupos desolitones pueden presentar momento angular o fuerzas 
entrífugas, se planteó quepodían en
ontrarse 
on�gura
iones de solitones 
on 
ierta estabilidad. Estas 
on-�gura
iones fueron bautizadas 
omo soliton 
lusters, y a diferen
ia de los opti
alne
kla
e beams, están formados por solitones esta
ionarios [107, 108℄, por lo quepara que estos sean estables fueron propuestos en medios saturables. Los soliton
lusters presentan momento angular no nulo, y al igual que los opti
al ne
kla
ebeams experimentan rota
ión del anilllo de solitones [107℄. En esta línea, el estudiode las intera

iones entre solitones permitió, además de la obten
ión de estas solu-
iones quasi-esta
ionarias, estudiar 
uándo los solitones se alejan inde�nidamente o
uando 
onvergen a un úni
o punto y eventualmente se funden para re
omponer un3Tal y 
omo se apunta en la ref. [52℄ se distingue entre el momento angular de espín (aso
iadoa la polariza
ión de la luz) y el momento angular orbital [101, 102℄, aso
iado a la estru
turaespa
ial del haz. Sin embargo, es habitual el uso del 
on
epto de momento angular de espín parareferirse al momento aso
iado a un 
onjunto de solitones intera

ionando (spinning solitons) yeste 
on
epto no debe 
onfundirse 
on el aso
iado a la polariza
ión.4En los trabajos sobre opti
al ne
kla
e beams no se utilizó el término solitón, sino el término'perla', pues los 
omponentes de este tipo de 
ollares no eran estables aisladamente y su poten
iaindividual era inferior a la de un solitón esta
ionario.5Esto estaba en rela
ión 
on un resultado obtenido teóri
a y numéri
amente algunos añosantes, 
uando se propuso la existen
ia de solitones quasi-estables 
on anillos de amplitud y 
argastopológi
as no nulas que tendían a mostrar rota
ión de la amplitud in
luso 
uando el haz deentrada estaba en reposo [106℄.



24 1. INTRODUCCIÓNvórti
e [109℄. Finalmente, una versión 
on estru
turas de fase más 
ompleja de estassolu
iones son los azimutones [110℄. Adi
ionalmente, se profundizó en la analogíaentre solitones en partí
ulas, desarrollándose estudios de poten
iales efe
tivos deintera

ión entre solitones 
oherentes [111℄ o in
oherentes [112℄, o estudios sobrela 
onserva
ión del momento angular [101, 102, 113, 114, 115, 116℄.Al margen de los 
lusters de solitones o los ne
kla
e beams, una línea de inves-tiga
ión alternativa que permitió obtener solitones estables 
on estru
turas de faseno triviales fue el estudio de sistemas donde el índi
e de refra

ión presenta unamodula
ión periódi
a, lo 
ual afe
ta a la difra

ión y modi�
a la propaga
ión diná-mi
a de la luz y la lo
aliza
ión de solu
iones (véase apéndi
e A). Como veremos, eluso de estos sistemas periódi
os permitió obtener, por ejemplo, vórti
es dis
retosestables. Para entender este tipo de solitones vamos a introdu
ir previamente losresultados obtenidos en las redes de guías de onda (waveguide arrays), que son, ende�nitiva, sistemas periódi
os unidimensionales (para una revisión de los resultadosen redes de guías de onda, véase [117, 118℄).En estos sistemas se predijo la existen
ia de solitones, 
ono
idos 
omo solitonesdis
retos, a �nal de la dé
ada de los o
henta [119℄. En este trabajo se modelizódi
ho sistema 
omo un 
onjunto de e
ua
iones dis
retas a
opladas, 
ada una de las
uales des
ribía la propaga
ión del 
ampo en una de las guías de ondas de la red. Laintera

ión 
on las guías ve
inas se modelizó mediante un término de a
oplamientoen el que se 
onsideraba sólo las guías más 
er
anas (aproxima
ión de enla
e fuer-te) y se in
luyó un término de autointera

ión dependiente del módulo del 
ampoen 
ada guía. Este sistema, 
ono
ido 
omo la e
ua
ión dis
reta de S
hrödinger nolineal, puede redu
irse a un sistema 
ontinuo para la envolvente del 
ampo en 
adaguía, el 
ual puede presentar solu
iones estables tipo solitón espa
ial, 
ono
idas
omo solitones dis
retos [119℄. En los siguientes años un gran desarrollo teóri
opermitió prede
ir otros tipos solitones, 
omo por ejemplo solitones dis
retos an-tisimétri
os (
on diferen
ias de fase de π radianes entre guías ve
inas) en mediosdesenfo
antes [120℄. Asimismo se estudió la inestabilidad modula
ional en mediosdis
retos, su rela
ión 
on la existen
ia de solitones brillantes u os
uros, la dinámi
ay las intera

iones de los solitones en las redes de guías de ondas [121, 122℄.Pese a la existen
ia de resultados teóri
os, hubo que esperar hasta el �nal de ladé
ada para observarlos experimentalmente [128℄ y a partir de aquí se estudiaronmultitud de propiedades rela
ionadas 
on estos solitones y su dinámi
a [129℄. Paraentender este tipo de solitones es ne
esario entender los efe
tos de la difra

ióndis
reta, ya que 
omo en el 
aso de los solitones espa
iales en medios homogéneos,estas solu
iones lo
alizadas apare
en 
uando se 
ompensa esta difra

ión [117℄. Aligual que en el 
aso lineal existen dos regímenes de difra

ión, normal y anómala,dependiendo de las 
ondi
iones del haz de entrada, por lo que el estudio de ladifra

ión no lineal tuvo una gran reper
usión, 
on trabajos teóri
o-experimentalessobre os
ila
iones de Blo
h [130, 131℄ o gestión de la difra

ión [132℄. Esto setradujo en el 
aso no lineal en que fue posible observar experimentalmente efe
tosautoenfo
antes y desenfo
antes [132, 133℄, 
on lo que en un mismo material sepueden observar solitones dis
retos os
uros o brillantes.Por otra parte, se estudió la forma
ión de solitones en medios donde el índi
ede refra

ión varía de manera periódi
a en la dire

ión de propaga
ión [123, 124℄.Un ejemplo de estos medios son las �bras 
ono
idas 
omo �ber Bragg gratings.Los solitones que se forman en estos medios se 
ono
en 
omo Bragg Solitons o



1. INTRODUCCIÓN 25gap solitons. Se demostró teóri
amente utilizando la teoría de modos a
opladosque, debido a la periodi
idad, en estos 
asos existía una estru
tura de bandas de
ondu

ión y prohibidas, y que los solitones se obtenían en las prohibidas. Másadelante se estudió la existen
ia de estos solitones en bandas superiores [125℄ y lapropaga
ión de estos solitones 
uando la periodi
idad del medio no se en
uentra enla dire

ión de propaga
ión, sino que el haz se lanza 
on un 
ierto ángulo respe
toa la �ber Bragg grating o in
luso perpendi
ularmente a la misma. Se llamó a estossolitones, que también apare
ían en la banda prohibida, spatial gap solitons [126℄y, evidentemente, están muy rela
ionados 
on los solitones dis
retos en waveguidearrays. En estos trabajos los solitones se movían 
on 
ierta velo
idad transversal, demodo que en un trabajo posterior se estudió el 
ontrol de la velo
idad e intensidadde un gap soliton espa
ial en redes ópti
amente indu
idas unidimensionales [127℄,las 
uales serán introdu
idas más adelante.La extensión a sistemas periódi
os bidimensionales se basó en la te
nologíadesarrollada para obtener solitones en medios fotorrefra
tivos homogéneos. A prin-
ipios del siglo XXI fueron predi
hos teóri
amente [134℄ y se obtuvieron experimen-talmente solitones espa
iales dis
retos estables en sistemas periódi
os bidimensio-nales [135, 136, 137℄. Para ello se utilizaron redes ópti
amente indu
idas, dondela red es 
reada por la modi�
a
ión del índi
e de refra

ión del medio medianteun haz más débil que se propaga 
on la polariza
ión ortogonal al haz que forma elsolitón. Este tipo de solu
iones también fueron propuestos teóri
a y numéri
amenteen modelos dis
retos de 
ristales fotóni
os [138, 139℄ y en modelos 
ontinuos de
ristales fotóni
os [140℄, de redes ópti
amente indu
idas [141, 142, 143, 144, 145℄y de �bras de 
ristal fotóni
o [146℄ (para una de�ni
ión de �bras de 
ristal fotóni
o,véase apéndi
e A). En esos años, los vórti
es dis
retos fueron igualmente predi
hosteóri
a y numéri
amente en modelos basados en la e
ua
ión de S
hrödinger no linealdis
reta [147, 148, 149, 150, 151℄6. Asimismo se obtuvieron vórti
es dis
retos enmodelos 
ontinuos de redes ópti
amente indu
idas [141, 143, 144, 145, 153℄7 o de�bras de 
ristal fotóni
o [154℄. Estos vórti
es fueron observados experimentalmen-te en redes ópti
amente indu
idas [155, 156, 157℄. En la ref. [158℄ se estudió larela
ión entre estos vórti
es dis
retos y los soliton 
lusters, ya que aquellos pueden
onsiderarse una varia
ión de estos últimos, 
on la restri

ión de que, en los prime-ros, los solitones individuales deben estar situados en 
iertas posi
iones en la red.De este modo se utilizó la teoría desarrollada en el ámbito de los soliton 
lusterspara prede
ir nuevos tipos de solitones simétri
os y asimétri
os 
on estru
turas defase no triviales. Además se en
ontró un efe
to basado en la asimetría entre so-litones individuales: si la amplitud de un solitón era algo inferior a la de otro enla posi
ión opuesta en una red 
uadrada, se produ
ía una varia
ión de la fase que�nalmente podía dar lugar a una inversión de la 
arga topológi
a del vórti
e. Es-te efe
to se 
ono
ía 
omo 
harge �iping. Este trabajo se basó adi
ionalmente enestudios teóri
os previos de la intera

ión de solitones en fun
ión de la modi�
a-
ión de la amplitud del solitón individual debida a la presen
ia de otros solitones[159, 160, 161℄. En estos trabajos se obtuvo las 
ondi
iones que debía 
umplir6Téngase en 
uenta la ref. [152℄ al 
onsiderar la ref. [149℄.7Algunos de estos trabajos, en parti
ular los de Baizakov et al., fueron desarrollados o son deapli
abilidad en el 
ampo de los 
ondensados de Bose-Einstein (BEC). Como veremos más ade-lante, en el estudio de los BEC se modeliza la dinámi
a de 
ondensados de átomos fríos medianteuna e
ua
ión de S
hrödinger no lineal, la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii.



26 1. INTRODUCCIÓNla fase para obtener propaga
ión estable de superposi
iones de solitones o soliton
lusters, las 
uales se satisfa
ían trivialmente para solitones en fase o en oposi
iónde fase.En los últimos años, en sistemas periódi
os han sido en
ontrados una gran di-versidad de solitones estables, 
omo por ejemplo los dipolos, parejas de solitones enoposi
ión de fase, que fueron estudiados numéri
a y teóri
amente en redes ópti
a-mente indu
idas [143, 162, 163℄ y en �bras de 
ristal fotóni
o [164℄, y obtenidosexperimentalmente en el primer sistema [163℄. Dipolos y 
onjuntos de tres solitonesfueron estudiados en la ref. [165℄ utilizando la e
ua
ión de S
hrödinger no linealdis
reta. En la ref. [162℄ se introdujeron también 
uadrupolos, es de
ir, 
onjuntosde 
uatro solitones en oposi
ión de fase. Adi
ionalmente se estudiaron 
omplejos desolitones en oposi
ión de fase 
on diversas estru
turas espa
iales, por ejemplo 
onla forma de la letra Y mayús
ula [166℄. Otro tipo de solitones, rela
ionados 
on losdipolos, son los soliton trains, formados por redes de solitones extendidas en una delas dire

iones espa
iales [167, 168℄. Estos se obtuvieron al lanzar un haz semejantea un soliton stripe (es de
ir, 
uya fase experimenta un salto de π radianes a amboslados del máximo de intensidad) en una red ópti
amente indu
ida y estudiando las
ondi
iones para obtener forma
ión de un solitón o difra

ión, al igual que se ha
íaen las redes de guías de onda [167℄ o bien, estudiando la existen
ia y estabilidad deeste tipo de solu
iones en fun
ión de la fase relativa entre solitones ve
inos [168℄.Adi
ionalmente se estudió la posibilidad de mover este tipo de estru
turas a lo largode la red [169℄. En la ref. [170℄ se estudiaron solu
iones semejantes a los solitontrains en una dimensión, y se rela
ionaron 
on ondas de Blo
h no lineales trun
adasen el 
aso unidimensional. Al extender este tipo de solu
iones a dos dimensiones seobservó que eran semejantes a otro tipo de redes de solitones, los pixel solitons, delos que hablaremos más adelante y al apli
arlas a ondas de materia en 
ondensadosde Bose-Einstein se obtuvieron redes de solitones 
on estru
turas de fase no triviales[171℄.Finalmente, se observaron experimentalmente distintos tipos de solitones lo
a-lizados en redes hexagonales ópti
amente indu
idas [172℄, y en parti
ular se obser-varon estru
turas de vórti
es 
ono
idas 
omo multivórti
es [173℄.Otra té
ni
a para estabilizar solitones 
on fases no triviales utilizaba otro tipode redes, las indu
idas por ha
es de Bessel. En este tipo de sistemas se estabilizaronsolitones rotantes 
omo los ne
kla
e beams [174℄, dipolos rotantes [175℄, otros 
om-plejos de solitones en oposi
ión de fase [176℄ y vórti
es 
on invarian
ia rota
ional[177℄ o dis
retos [178℄. Solitones dis
retos en redes de Bessel fueron observadosexperimentalmente en las refs. [179, 180℄ mientras que solitones rotantes en redesde este tipo se presentaron en [180℄.Como hemos visto más atrás, en medios homogéneos se estudiaron solu
iones
on anillos 
on
éntri
os de intensidad y momento angular nulo. Estas solu
ionesfueron identi�
adas 
on ex
ita
iones del solitón fundamental [68, 72℄. Este 
on
eptofue extendido a los medios dis
retos valiendose de la teoría de bandas desarrolladapara el 
aso lineal y utilizando 
on
eptos de la teoría matemáti
a de bifur
a
iones[181℄. Se predijeron solitones dis
retos en bandas superiores desde el punto devista teóri
o y numéri
o [142℄. La existen
ia y estabilidad de vórti
es en bandassuperiores fue estudiada en 2004 [182℄ y fueron demostrados experimentalmentedurante el año siguiente [183℄.



1. INTRODUCCIÓN 27Al margen de las solu
iones 
on fase no trivial en medios periódi
os presenta-das, 
omo los vórti
es o los dipolos, a mitad de la dé
ada de los noventa se ini
ióel interés por el estudio de la propaga
ión en paralelo de redes solitones espa
ialesen medios homogéneos. En los primeros trabajos, realizados en sistemas diversos
omo 
avidades ópti
as, medios 
uadráti
os, et
., se bautizó a este tipo de estru
-turas 
omo pixel solitons [184, 185, 186, 187, 188, 189℄. El problema de lainestabilidad modula
ional y de la intera

ión entre solitones hizo que hasta 2002no fueran observados experimentalmente en medios fotorrefra
tivos, para lo que seutilizó tanto ha
es in
oherentes [190℄ 
omo 
oherentes [191℄. En ambos trabajos seestudió, no sólo 
ómo usar estas estru
turas para guiar otro haz a distinta longitudde onda, sino también 
ómo modi�
ar la red de solitones mediante un haz adi
io-nal, produ
iendo fusiones o movimientos de los solitones que forman la red. Estetipo de estru
turas, sin embargo, requerían que los solitones en la red intera

io-naran débilmente, por lo que debían estar su�
ientemente separados. En trabajosposteriores se obtuvo numéri
a y experimentalmente que, en el 
aso 
oherente, seobtenían estru
turas más estables y 
on menores distan
ias entre solitones si, envez de utilizar redes de solitones 
on la misma fase relativa, se utilizaba redes desolitones en oposi
ión de fase [192℄. Al igual que las redes ópti
amente indu
idas,los pixel solitons fueron utilizados para generar redes ópti
as bidimensionales sobrelas que generar los solitones dis
retos des
ritos más arriba, 
omo por ejemplo lossoliton trains [167℄. La diferen
ia entre los pixel solitons y las redes ópti
amenteindu
idas es que, mientras que los primeros se obtienen para intensidades elevadaspara las que se forman los solitones individuales que 
onforman el pixel soliton, lasredes ópti
amente indu
idas se obtienen a intensidades pequeñas. También fueronestudiadas las deforma
iones o dislo
a
iones de un pixel soliton debido a las posi-bles apli
a
iones te
nológi
as de estos efe
tos [193℄ así 
omo la intera

ión entresoliton stripes y pixel solitons formados por ha
es in
oherentes, donde se obtuvoun nuevo tipo de solitón 
ompuesto por a
oplamiento entre la red no lineal y elhaz lo
alizado [194℄. Finalmente, se rela
ionó estas solu
iones 
on ondas de Blo
hno lineales, se obtuvieron experimentalmente diferentes tipos de estru
turas exten-didas, se estudiaron estru
turas de este tipo en redes hexagonales y se obtuvieronestru
turas más 
omplejas, 
omo redes de vórti
es [195, 196℄.Mu
hos de los resultados obtenidos suponían grandes avan
es en la manipula-
ión 
ontrolada de la luz. Se había podido lo
alizar luz dentro de diferentes sistemasen una y dos dimensiones, se había logrado ha
er intera

ionar los 
ondensados deluz entre sí, logrando fusiones, �siones y movimientos en traye
torias 
ompli
adas,se habían obtenido redes de solitones sensibles a la introdu

ión de un haz externo,et
. Para mu
hos de estos efe
tos se propusieron algunas apli
a
iones te
nológi
asde las que vamos a hablar a 
ontinua
ión.La apli
a
ión fundamental perseguida en mu
hos trabajos fue reprodu
ir dis-positivos existentes en la a
tualidad 
on te
nologías ele
tróni
as o mixtas (ele
-tróni
as y ópti
as) en un dispositivo úni
amente ópti
o. Los solitones brillantesunidimensionales fueron propuestos 
on este �n [16℄ y espe
ialmente las intera
-
iones estudiadas se propusieron 
omo posibles dispositivos 
apa
es, por ejemplo,de realizar la 
onmuta
ión entre dos estados (swit
hing) [17, 18, 85, 86℄. Algunosautores propusieron dispositivos espe
í�
os basados en las 
olisiones entre solito-nes espa
iales [197℄. Este tipo de dispositivos también se propusieron en sistemas
on solitones os
uros en una y dos dimensiones, del tipo soliton stripe [20, 44℄.
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luso se propusieron puertas lógi
as XOR y AND basadas en solitones os
urosunidimensionales y bidimensionales 
omo extensión de este último trabajo [198℄.Finalmente, en rela
ión 
on los solitones espa
iales y sus intera

iones, se propusouna serie de puertas lógi
as basadas en las intera

iones de solitones espa
iales tri-dimensionales o light bullets [199℄. Más adelante se reprodujeron las intera

ionesen medios autoenfo
antes en los nuevos medios, 
omo los fotorrefra
tivos, propo-niéndose apli
a
iones te
nológi
as 
omo las anteriores tanto en una 
omo en dosdimensiones [89, 90, 91, 92, 93℄. También se propusieron a
opladores basados ensolitones in
oherentes [200℄.Por otra parte se exploró la posibilidad de utilizar solitones para guiar so-bre ellas otros ha
es, y en por ejemplo, se obtuvieron experimentalmente inter-
onexiones en Y (Y-jun
tion) basadas en la intera

ión entre solitones os
uros[30, 50, 201, 202℄. También se propusieron apli
a
iones basadas en las posibi-lidades de guiado mediante el uso de solitones brillantes unidimensionales [203℄ ybidimensionales [204, 205℄. Igualmente los solitones os
uros bidimensionales fueronpropuestos para guiado de otras ondas o 
ontrol de un solitón os
uro bidimensionalmediante otro haz más débil [55, 198, 206, 207℄. Finalmente, se propuso el 
ontroly guiado en redes de solitones os
uros unidimensionales [208℄, un tipo de solitón delque no hemos hablado más arriba y que está rela
ionado 
on las redes de solitonesbrillantes o pixel solitons.Posteriormente, el estudio de las inestabiliza
ión de estos soliton stripe y laforma
ión 
orrespondiente de vórti
es permitió suponer que se podría utilizar paraimplementar puertas lógi
as o inter
onexiones [56℄. Sin embargo, en los trabajos so-bre desintegra
ión de vórti
es brillantes, traye
torias espirales, et
. no se en
uentranfá
ilmente referen
ias a posibles apli
a
iones te
nológi
as. Tampo
o se en
uentranmu
hos 
omentarios sobre apli
a
iones en los trabajos sobre ne
kla
e beams y soli-ton 
lusters.Por otra parte, los solitones dis
retos en redes de guías de ondas fueron pro-puestos 
omo fundamento para la obten
ión de dispositivos todo ópti
os, 
omointerruptores y otros. En parti
ular, se estudió su dinámi
a, sus intera

iones y
ómo moverlos a lo largo de la red de guías de ondas [122, 129℄, se estudió los regí-menes de difra

ión en fun
ión de las 
ondi
iones de entrada [133℄ o se estudiaronsistemas 
on difra

ión gestionada [132℄, y en todos estos 
asos se 
omentaron lasposibles apli
a
iones te
nológi
as de los resultados. También se propusieron inte-rruptores, enrutado, fun
iones lógi
as, et
. basados en solitones dis
retos en redesde guías de onda [209, 210℄. Para una revisión de las apli
a
iones te
nológi
asbasadas en redes de guías de onda véase [118℄.En otros sistemas periódi
os 
omo las �bras de 
ristal fotóni
o, las apli
a
ioneste
nológi
as estaban muy rela
ionadas 
on el 
aso lineal, por lo que eran buenos
andidatos para el 
ontrol 
ompletamente ópti
o de la señal [138, 139℄, en par-ti
ular por la existen
ia de bandas de propaga
ión permitidas y prohibidas. Sinembargo, en los trabajos sobre vórti
es dis
retos u otras estru
turas de solitonesen redes ópti
amente indu
idas hay po
as referen
ias a las posibles apli
a
ioneste
nológi
as de estos. El es
enario es 
ompletamente diferente en rela
ión a los pi-xel solitons, donde prá
ti
amente todos los autores ha
en referen
ias a sus posiblesapli
a
iones para el alma
enamiento y tratamiento de la informa
ión en dispositivos
ompletamente ópti
os [184, 185, 186, 187, 189, 190, 191, 192℄.



1. INTRODUCCIÓN 29Por último, gran parte de los trabajos sobre solitones en medios periódi
os,en parti
ular en redes ópti
amente indu
idas o redes de Bessel, ha
en referen
iasno sólo a su apli
abilidad en la ópti
a no lineal, sino también en el 
ampo de los
ondensados de Bose-Einstein. Esto se debe a que el modelo teóri
o es formalmenteidénti
o, esto es viene dado por una e
ua
ión de S
hrödinger no lineal8, por loque mu
hos de los resultados obtenidos en uno de los 
ampos son de apli
abilidadprá
ti
amente dire
ta en el otro. Por lo tanto, los resultados que se van a presentaren la presente Tesis son de apli
abilidad en el estudio de los 
ondensados de Bose-Einstein, lo 
ual extiende las posibles apli
a
iones te
nológi
as de los resultadosobtenidos a las apli
a
iones te
nológi
as de estos 
ondensados. Sin embargo a lolargo del texto no vamos a ha
er 
omentarios sobre 
ondensados de Bose-Einsteino sobre su apli
abilidad.En la presente Tesis vamos a o
uparnos de estudiar matemáti
amente los fenó-menos no lineales dentro de sistemas periódi
os o 
on simetría rota
ional dis
reta,así 
omo de modelizar y simular los nuevos efe
tos dinámi
os que prede
iremos yque sean sus
eptibles de servir 
omo base para posibles apli
a
iones te
nológi
asfuturas en el ámbito de la ópti
a no lineal. Veremos que todos los solitones dis
re-tos presentados más arriba pueden 
ara
terizarse mediante una nueva variable, elpseudomomento angular, y podremos prede
ir a partir de ella nuevos tipos de soli-tones. Asimismo, demostraremos que en medios dis
retos esta variable se 
onservay obtendremos 
ómo se transforma 
uando a lo largo de la propaga
ión la simetríadis
reta varía. Simularemos dinámi
amente los efe
tos obtenidos, los 
uales permi-tiran obtener un 'álgebra' del momento y pseudomomento angular, la 
ual puede serutilizada para diseñar nuevos dispositivos 
ompletamente ópti
os. A 
ontinua
iónextenderemos los 
ono
imientos desarrollados para sistemas 
on simetría rota
ionaldis
reta a sistemas 
on simetría trasla
ional dis
reta, lo 
ual nos permitirá obtenernuevos tipos de solitones. En este 
aso el pseudomomento lineal será la variable
ara
terísti
a de los solitones y, nuevamente, demostraremos que se 
onserva a lolargo de la propaga
ión. Con el �n de profundizar en estos sistemas y en
ontrarnuevas propiedades dinámi
as, más allá de las 
ono
idas para sistemas 
on sime-tría rota
ional dis
reta, desarrollaremos en profundidad la analogía 
on la teoríadel estado sólido o de la materia 
ondensada. El estudio de la dinámi
a de estossistemas, mediante las herramientas de estado sólido, nos permitirá dedu
ir nuevostipos de solu
iones así 
omo nuevas propiedades dinámi
as y abrirá el 
amino paraestudiar nuevos efe
tos dinámi
os sobre estos sistemas, 
apa
es de servir 
omo basea nuevas te
nologías fotóni
as.En el 
apítulo 2 estudiaremos en profundidad las solu
iones esta
ionarias simé-tri
as 
on simetría rota
ional utilizando las herramientas de la teoría de grupos yde las fun
iones de Blo
h. De�niremos el pseudomomento angular de las solu
ionesy obtendremos las propiedades de esta variable, y en 
onse
uen
ia de las posiblessolu
iones simétri
as. El trabajo realizado supondrá una extensión del presentadoen las refs. [211, 212, 213, 214℄ al 
aso no lineal es
alar. En el ter
er 
apítulo utili-zaremos esta teoría para 
al
ular solu
iones esta
ionarias de manera sistemáti
a ensistemas 
on distintas simetrías dis
retas. Algunas de estas solu
iones son 
ono
idasen la literatura y otras son nuevos tipos de solitones. En el 
uarto 
apítulo estudia-remos la dinámi
a de las solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta. Demostraremos8Para una demostra
ión de la obten
ión de esta e
ua
ión en el 
ampo de los 
ondensados deBose-Einstein se puede 
onsultar la ref. [7℄.



30 1. INTRODUCCIÓNla 
onserva
ión del pseumomento angular y obtendremos las reglas de transforma-
ión de éste y del momento angular 
uando la simetría del sistema 
ambia a lo largode la propaga
ión. Ofre
eremos simula
iones numéri
as de los distintos es
enariosde 
ambio del momento o pseudomomento angular. Adi
ionalmente estudiaremos larela
ión entre la vorti
idad, el número de vórti
es y el pseudomometno angular. Enla segunda parte, en el 
apítulo 5 estudiaremos las solu
iones 
on simetría trasla-
ional dis
reta. Demostraremos la existen
ia del pseumomento lineal, 
al
ularemosnuméri
amente distintos tipos de solu
iones, demostraremos la 
onserva
ión delpseumomento lineal y estudiaremos numéri
amente la estabilidad de las solu
ionesobtenidas. Finalmente, en el 
apítulo 6 es
ribiremos una teoría para la dinámi
ade las solu
iones 
on invarian
ia trasla
ional dis
reta basada en la teoría de estadosólido, lo 
ual nos permitirá prede
ir nuevos tipos de solu
iones, 
omo las solu
iones
on dominios magnéti
os, y nuevos efe
tos dinámi
os, 
omo la intera

ión 
on un
ampo exterior. En el último 
apítulo presentaremos las 
on
lusiones más relevantesdel trabajo realizado.



Parte 1Solitones espa
iales e invarian
iarota
ional 
ontinua o dis
reta





CAPíTULO 2Teoría Matemáti
a del Pseudomomento Angular2.1. Introdu

iónEn el presente 
apítulo vamos a de�nir y estudiar, en el 
ontexto de la e
ua-
ión no lineal de S
hrödinger, las solu
iones esta
ionarias simétri
as 
on simetríarota
ional 
ontinua o dis
reta. Veremos que, al igual que las solu
iones 
on simetríarota
ional 
ontinua presentan momento angular bien de�nido, las solu
iones 
onsimetría rota
ional dis
reta presentan una 
antidad, que denominaremos pseudo-momento angular, que juega un papel análogo. Para estudiar di
has solu
iones yentender profundamente la utilidad del 
on
epto de pseudomomento angular, uti-lizaremos dos enfoques alternativos, aunque 
omplementarios: la teoría de gruposdis
retos y la teoría de las fun
iones de Blo
h. Comprobaremos que el pseudomo-mento angular tiene una importan
ia fundamental en el estudio de las solu
ionesesta
ionarias 
on simetría rota
ional dis
reta. Dado que, 
omo veremos, para solu-
iones en un grupo de simetría dis
reta di
ha variable sólo puede tomar un 
onjunto�nito de valores, podremos, por ejemplo, 
lasi�
ar las posibles solu
iones en fun
ióndel valor del pseudomomento. Además, seremos 
apa
es de prede
ir a priori 
iertas
ondi
iones que deben 
umplir las solu
iones 
on distinto pseudomomento, 
omo,por ejemplo, si éstas deben ser fun
iones reales o 
omplejas. Más aún, seremos 
a-pa
es de dedu
ir la forma fun
ional de 
ualquier solu
ión 
er
a del eje de simetríarota
ional, teniendo en 
uenta el pseudomomento angular que presente. Finalmente,introdu
iremos los 
on
eptos de singularidades de fase, 
arga de una singularidad,vorti
idad y líneas nodales, y los rela
ionaremos 
on el pseudomomento angular.La teoría del pseudomomento angular servirá 
omo base teóri
a sobre la quedesarrollaremos los dos siguientes 
apítulos. En el primero de ellos, explotaremosla teoría presentada en este 
apítulo para obtener y 
ara
terizar solu
iones esta-
ionarias 
on simetría rota
ional dis
reta o 
ontinua en distintos sistemas y 
ondiferentes propiedades. En el segundo de ellos extenderemos los resultados a solu-
iones no esta
ionarias, pero simétri
as, de la e
ua
ión de S
hrödinger no lineal.Esto nos permitirá rela
ionar, por ejemplo, el 
on
epto de vorti
idad 
on el depseudomomento angular y 
on el número de singularidades de fase que presente lasolu
ión.El presente 
apítulo se organiza del siguiente modo. En el primer apartadoutilizaremos los 
on
eptos de la teoría de grupos para 
lasi�
ar las solu
iones 
onsimetría rota
ional dis
reta o 
ontinua. De�niremos el 
on
epto de pseudomomentoangular y 
lasi�
aremos las solu
iones en fun
ión de su valor. Asimismo obten-dremos las 
otas sobre el valor mínimo y máximo de éste y dedu
iremos algunas
on
lusiones sobre la forma fun
ional de las solu
iones 
on distinto pseudomomen-to. En el segundo apartado obtendremos el 
on
epto de pseudomomento angulardesde el punto de vista de la teoría de la fun
iones de Blo
h. Esto nos permitirá33



34 2. TEORíA MATEMÁTICA DEL PSEUDOMOMENTO ANGULARentender desde otro punto de vista por qué los pseudomomentos sólo pueden tomarun número �nito de valores distintos, podremos entender las solu
iones 
on simetríarota
ional dis
reta 
omo fun
iones de Blo
h en la variable angular y dedu
iremosuna estru
tura de bandas similar a la que se obtiene en el 
aso lineal para sistemas
on invarian
ia trasla
ional. En el ter
er apartado extenderemos los resultados aun operador diferente al que se obtiene para las solu
iones esta
ionarias de la e
ua-
ión de S
hrödinger no lineal y que presenta la pe
uliaridad de no ser real, lo 
ualpermite la existen
ia de solu
iones esta
ionarias que denominaremos solu
iones ro-tatorias. En el 
uarto apartado estudiaremos 
ómo los anteriores resultados puedenser utilizados para obtener una predi

ión sobre el 
omportamiento de la fun
ión
er
a del eje de simetría rota
ional. A 
ontinua
ión, en el quinto apartado, utili-zaremos este resultado para rela
ionar los 
on
eptos de singularidad de fase, 
argade una singularidad y líneas nodales 
on el pseudomomento angular. Finalmente,en el último apartado se resumen todos los 
on
eptos introdu
idos a lo largo del
apítulo 
on el �n de ofre
er una visión 
ompa
ta así 
omo la interpreta
ión físi
ade la teoría del pseudomomento angular presentada.2.2. Teoría de grupos apli
ada a un operador no lineal realSea L0(x) = △−V (x), donde x = (x, y) ∈ R2,△ es el operador Lapla
iano△ =
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 y V (x) es una fun
ión de R2 → R, 
uyo grupo de simetría G es isomorfoal grupo de simetría rota
ional O(2), a un grupo 
on simetría rota
ional dis
reta Cnde orden n o a un grupo 
on simetría rota
ional y espe
ular Cnv. Denotemos 
omo
Ti al elemento i-ésimo pertene
iente al grupo G (para un resumen de los 
on
eptosde teoría de grupos, véase apéndi
e B). Sea L1(|ψ|2) = F (|ψ|2), donde ψ = ψ(x)es una fun
ión de R2 → C y F es una fun
ión real 
uyo grupo de simetría G′ es elmismo que el de la fun
ión |ψ|2. Es de
ir, ∀T ′

i ∈ G′ se 
umple que si T ′
i |ψ|2 = |ψ|2T ′

ienton
es T ′
i F (|ψ|2) = F (|ψ|2)T ′

i . Sea L(x, |ψ|2) = L0 +L1. Bajo estas 
ondi
iones,vamos a estudiar propiedades de solu
iones de la e
ua
ión:(2.2.1) L(x, |ψ|2)ψ = µψ.Nota
ión 2.2.1. Denominamos solu
iones esta
ionarias a las solu
iones de laforma φ(x, z) = eiµzψ(x) de la e
ua
ión no lineal de S
hrödinger presentada en elapéndi
e A. La parte espa
ial de estas solu
iones, ψ(x), 
umple la e
ua
ión 2.2.1.Observa
ión 2.2.2. El operador L(x, |ψ|2) es hermíti
o, ya que L = L†, y porlo tanto sus autovalores son reales, µ ∈ R. Además L = L∗ ya que V (x) es unafun
ión real y F (|ψ|2) también lo es.Nota
ión 2.2.3. Denominaremos G al grupo de simetría de V (x). Supondre-mos siempre que G es isomorfo a O(2), Cn o Cnv. Denominaremos G′ al grupo desimetría de |ψ|2 y, por lo tanto, de F (|ψ|2).Defini
ión 2.2.4. Sea ψν = ψν(x). Se denomina operador generado por ψν a
L(x, |ψν |2). Al igual que en el 
aso lineal, ψ es una autofun
ión de L(x, |ψν |2) 
onautovalor µ, si 
umple que L(x, |ψν |2)ψ = µψ. El 
onjunto de todos los autovaloresposibles es el espe
tro de L(x, |ψν |2). La fun
ión ψν(x) es una solu
ión auto
onsis-tente si se 
umple que L(x, |ψν |2)ψν = µψν , es de
ir, si ψν es una autofun
ión deloperador generado por ella misma. De
imos que ψν es una solu
ión auto
onsisten-te simétri
a si es una solu
ión auto
onsistente y además se impone que |ψν |2 sea
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iones de V (x) o alguno de sus subgrupos,es de
ir, si G′ ⊆ G. Finalmente, de
imos que ψη es una solu
ión no auto
onsistentesi se 
umple que L(x, |ψν |2)ψη = µψη pero no se 
umple que L(x, |ψη|2)ψη = µψη .Observa
ión 2.2.5. Sean ψη y ψσ dos solu
iones auto
onsistentes que 
om-parten el mismo autovalor, es de
ir, que 
umplen que L(x, |ψη|2)ψη = µψη y
L(x, |ψσ|2)ψσ = µψσ. Es fá
il ver que, en general, la superposi
ión de ambas no essolu
ión auto
onsistente 
on el mismo autovalor, L(x, |αψη+βψσ|2)(αψη+βψσ) 6=
µ(αψη+βψσ), α, β ∈ R. Es de
ir, para las solu
iones auto
onsistentes no se 
umpleel prin
ipio de superposi
ión. Sin embargo, sea ψν tal que L(x, |ψν |2)ψν = µψν .Supongamos ahora que ψη y ψσ son dos autofun
iones no auto
onsistentes de
L(x, |ψν |2) que 
omparten el mismo autovalor µ. Es de
ir, L(x, |ψν |2)ψη = µψηy L(x, |ψν |2)ψσ = µψσ. Evidentemente, L(x, |ψν |2)(αψη + βψσ) = µ(αψη + βψσ).Nota 2.2.6. Nótese que nada impide que F (x) ≡ 0 en 
uyo 
aso la e
ua
ión2.2.1 es lineal. Todos los resultados que se van a presentar son igualmente válidosen el 
aso lineal y algunos son bien 
ono
idos en este 
aso.Lema 2.2.7. Si ψν es una solu
ión auto
onsistente 
on autovalor µ, ψ∗

ν tambiénlo es del mismo operador 
on el mismo autovalor.Demostra
ión. Se 
umple que L0ψν+L1(|ψν |2)ψν = µψν . Además se 
umpleque L1(|ψν |2) = L1(|ψ∗
ν |2) ya que F una fun
ión real y |ψν |2 = |ψ∗

ν |2. Como V (x) esuna fun
ión real, si tomamos el 
omplejo 
onjugado de la anterior e
ua
ión tenemos:
L0ψ

∗
ν+L1(|ψ∗

ν |2)ψ∗
ν = µ∗ψ∗

ν . Luego ψ∗
ν es también autofun
ión 
on autovalor µ∗ delmismo operador y del operador generado por ella misma. Finalmente, se 
umple que

µ = µ∗ debido a que, 
omo hemos visto más arriba, L = L† y por tanto µ ∈ R. �Lema 2.2.8. Si ψσ es una solu
ión auto
onsistente 
on autovalor µ y se 
umpleque L(x, |ψν |2)ψσ = µψσ, es de
ir ψσ es una autofun
ión del operador generado por
ψν 
on el mismo autovalor, enton
es: i) ψν = kψσ o bien, ii) ψν = kψ∗

σ, 
on k ∈ Cy |k|2 = 1.Demostra
ión. Se 
umple que L(x, |ψν |2)ψσ = µψσ y L(x, |ψσ|2)ψσ = µψσ.Luego restando estas dos expresiones se tiene:
F (|ψν |2)ψσ − F (|ψσ|2)ψσ = 0, ∀x.Para que esta igualdad sea 
ierta, debe 
umplirse i) o ii). �Corolario 2.2.9. Bajo las 
ondi
iones del lema 2.2.8, las fun
iones ψν y ψ∗

νson también solu
iones auto
onsistentes.Demostra
ión. Si se 
umple que ψν = kψσ se obtiene que L(x, |ψν |2)ψν =
µψν y por lo tanto ψν es solu
ión auto
onsistente. Por otra parte, si se 
umple que
ψν = kψ∗

σ se obtiene que L(x, |ψν |2)ψ∗
ν = µψ∗

ν y 
omo L(x, |ψν |2) = L(x, |ψ∗
ν |2)la fun
ión ψ∗

ν es solu
ión auto
onsistente. Teniendo en 
uenta el lema 2.2.7 los
orrespondientes 
omplejos 
onjugados también lo son. �Podemos rees
ribir el lema 2.2.8 del siguiente modo:Lema 2.2.10. Si ψσ es una fun
ión que 
umple que L(x, |ψν |2)ψσ = µψσ, donde
ψν es una solu
ión auto
onsistente 
on el mismo autovalor, enton
es ψσ es solu
iónauto
onsistente si y sólo si i) ψσ = kψν o bien, ii) ψσ = kψ∗

ν , 
on k ∈ C y |k|2 = 1.
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ión. Si i) ψσ = kψν o bien, ii) ψσ = kψ∗
ν , despejando ψν y sus-tituyendo se obtiene que ψσ es solu
ión auto
onsistente. Si suponemos que ψσ essolu
ión auto
onsistente se obtiene el resultado pro
ediendo 
omo en la prueba dellema 2.2.8. �Proposi
ión 2.2.11. Sea ψν = ψν(x) una solu
ión auto
onsistente simétri
ade L(x, |ψν |2). Enton
es, si T ′

i ∈ G′, la fun
ión transformada T ′
i ψν es una solu
iónauto
onsistente simétri
a si y sólo si es propor
ional a ψν o a ψ∗
ν .Demostra
ión. Nótese en primer lugar que por de�ni
ión de solu
ión auto-
onsistente simétri
a se 
umple que G′ ⊆ G, donde G es el grupo de simetría de

V (x) y G′ el de |ψν |2. Sea T ′
i un elemento 
ualquiera de G′. Se 
umple que

T ′
i L(x, |ψν |2)ψν(x) = T ′

i µψν(x),o bien,
T ′
i L(x, |ψν |2)T ′−1

i T ′
i ψν(x) = µT ′

i ψν(x).Veamos que L(x, |ψν |2) 
onmuta 
on todos los elementos del grupo G′. Es sabi-do que el operador △ es invariante bajo todos los elementos del grupo O(2). Luegolo es bajo los elementos del resto de grupos 
onsiderados, pues son subgrupos deéste. Por otra parte las fun
iones V (x) y F (|ψν |2) son invariantes bajo los elemen-tos del grupo por hipótesis y se 
umple que T ′
i F (|ψν |2)T ′−1

i = F (|ψν |2). Luego
T ′
i L(x, |ψν |2)T ′−1

i = L(x, |ψν |2) y por lo tanto:
L(x, |ψν |2)T ′

i ψν(x) = µT ′
i ψν(x).Es de
ir, T ′

i ψν(x) es también autofun
ión 
on el mismo autovalor. Si µ es unautovalor no degenerado se 
umple que T ′
i ψν(x) es un múltiplo de ψν(x):

T ′
i ψν(x) = Dνi(T ′

i )ψν(x),donde hemos es
rito la 
onstante 
omo Dνi(Ti) para enfatizar que el valor de la
onstante depende del elemento i-ésimo del grupo 
onsiderado y de la autofun
ión
ν. Si µ es un autovalor 
on multipli
idad ρ > 1, se debe 
umplir que:(2.2.2) T ′

i ψν(x) =

ρ
∑

α=1

Dα i(T ′
i )ψ

(α)(x),donde, nuevamente, Dα i(T ′
i ) son 
oe�
ientes que dependen del elemento i 
onsi-derado y de la autofun
ión α 
orrespondiente. Veamos que estas fun
iones no son
ualquier fun
ión debido a la no linealidad del operador. Si T ′

i ψν(x) es tambiénuna solu
ión auto
onsistente 
on el mismo autovalor, se 
umplen las 
ondi
ionesdel lema 2.2.8 para ψσ = T ′
i ψν , a saber, T ′

i ψν(x) es simultáneamente autofun
iónde L(x, |ψν |2) y de L(x, |T ′
i ψν |2), 
on el mismo autovalor. Luego se 
umple quei) T ′

i ψν = kψν , o bien, ii) T ′
i ψν = kψ∗

ν , 
on k ∈ C y |k|2 = 1. Nótese que paralos grupos 
onsiderados la dimensión de los subespa
ios aso
iados a 
ada autovalores a lo sumo dos [218℄. Por lo tanto, debemos tomar ρ = 2 fun
iones en la e
.2.2.2 
omo ψ1 = ψν y ψ2 = ψ∗
ν . En el primer 
aso la e
ua
ión 2.2.2 se redu
e a

T ′
i ψν(x) = D1 i(T ′

i )ψν(x). En el segundo 
aso se redu
e a T ′
i ψν(x) = D2 i(T ′

i )ψ
∗
ν(x).Conse
uentemente, en todo 
aso se expresa en fun
ión ψν o de ψ∗

ν . Además ψ∗
ν estambién solu
ión auto
onsistente 
on el mismo autovalor debido al lema 2.2.7. Según
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as e
ua
iones posibles para que ψσ sea auto
onsis-tente y presente el mismo autovalor µ. �Observa
ión 2.2.12. De la proposi
ión anterior se dedu
e que si ψν es unasolu
ión auto
onsistente, su transformada por Ti ∈ G pertene
e al subespa
io ge-nerado por ella misma o por su 
ompleja 
onjugada y se expresa en fun
ión desolu
iones auto
onsistentes.Teorema 2.2.13. Sea ψν = ψν(x) una solu
ión auto
onsistente simétri
a ysupongamos que G′ ⊆ G. Enton
es ψν pertene
e a alguna de las representa
ionesirredu
ibles de G′.Demostra
ión. Tal y 
omo se demostró en le prop. 2.2.11, si T ′
i ∈ G′, lafun
ión transformada T ′

i ψν es auto
onsistente 
on el mismo autovalor µ si y sólo sies propor
ional a ψν o a ψ∗
ν . En parti
ular, si µ es no degenerado, ne
esariamente

T ′
i ψν(x) será un múltiplo de ψν(x):

T ′
i ψν(x) = Dνi(T ′

i )ψν(x).Y si µ es un autovalor 
on multipli
idad ρ > 1, se 
umple que(2.2.3) T ′
i ψν(x) =

ρ
∑

α=1

Dα i(T ′
i )ψ

(α)(x).Y en parti
ular,(2.2.4) T ′
i ψν(x) = Dα i(T ′

i )ψ
α(x),donde ψα, α = 1, 2 
oin
ide 
on ψν y 
on ψ∗

ν , respe
tivamente. Por lo tanto, pode-mos obtener a partir de estas expresiones una representa
ión irredu
ible del grupoen 
ada uno de los subespa
ios de multipli
idad 1 ≤ ρ ≤ 2 (para una de�ni
ión derepresenta
ión irredu
ible, véase apéndi
e B). A 
ada una de las representa
ionesirredu
ibles del grupo G′ le asignamos el índi
e j ∈ N. En el 
aso lineal, para obtenerla j-ésima representa
ión irredu
ible se pueden utilizar las autofun
iones pertene-
ientes al j-ésimo subespa
io. En el 
aso no lineal, si obtenemos las autofun
ionesdel operador L(x, |ψν |2), la autofun
ión ψν (que es una solu
ión auto
onsistente)debe apare
er en uno de los subespa
ios, por ejemplo en el j-ésimo. Como la fun
ión
ψν se puede expresar en términos de las fun
iones en este subespa
io, y en parti-
ular, 
omo es propor
ional a sí misma o a su 
onjugada, siendo ambas solu
ionesauto
onsistentes simétri
as, (tal y 
omo hemos visto en esta demostra
ión más arri-ba y en los lemas anteriores) de
imos que ψν pertene
e a la j-ésima representa
iónirredu
ible. �Observa
ión 2.2.14. Nótese que en los grupos 
on simetría Cn todas las re-presenta
iones son unidimensionales y por lo tanto todos los autovalores son nodegenerados. Sin embargo, en los grupos 
on simetría Cnv hay representa
iones bi-dimensionales. En este 
aso, bajo los elementos de rota
ión Cpn siempre se 
umpleque Cpnψ = kpψ donde kp ∈ C es una 
onstante de módulo unidad. Pero bajo loselementos de re�exiones Πν se 
umple que Πνψ = kνψ

∗ o bien Πνψ = kνψ, donde
kν ∈ C es una 
onstante de módulo unidad. Es de
ir, que el sumatorio 2.2.2 de lademostra
ión de la proposi
ión 2.2.11 sólo impli
a a la autofun
ión o a su 
omple-jo 
onjugado, siendo ambas solu
iones auto
onsistentes simétri
as. Por lo tanto la
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ua
ión 2.2.2 sólo puede impli
ar a la misma fun
ión o a su 
onjugado, lo 
ual es
onsistente 
on la proposi
ión 2.2.11.Nota 2.2.15. Nótese que si G′ ⊂ G las solu
iones auto
onsistentes simétri
as
ψν pueden pertene
er a subgrupos del grupo de simetría de V (x), ya que debenpertene
er a alguna de las representa
iones irredu
ibles de G′.Nota
ión 2.2.16. En adelante, denotaremos por j al índi
e de la representa-
ión irredu
ible aso
iado a las rota
iones. El grupo de rota
iones dis
retas de orden
n (Cn) 
uenta 
on n

2 + 1 representa
iones irredu
ibles si n es par y n−1
2 + 1 repre-senta
iones irredu
ibles si n es impar (véase apéndi
e B). Cuando se 
onsideranadi
ionalmente las re�exiones (Cnv) algunas de estas representa
iones se desdoblan,y para éstas 
onsideramos el mismo índi
e j.2.2.1. Condi
iones sobre las solu
iones auto
onsistentes simétri
as.El teorema 2.2.13 impli
a que una 
ondi
ión ne
esaria que deben 
umplir las solu-
iones de la e
ua
ión 2.2.1 para ser solu
iones simétri
as es que deben pertene
era alguna de las representa
iones irredu
ibles del grupo al que pertene
e V (x), oa alguno de sus subgrupos. Esto permite imponer 
ondi
iones sobre las posiblessolu
iones simétri
as de la e
ua
ión. De he
ho, se puede obtener una predi

iónsobre la forma fun
ional que deben tener las solu
iones auto
onsistentes simétri
as,teniendo en 
uenta que pertene
en a alguna de las representa
iones irredu
iblesdel grupo y, por tanto, deben transformarse bajo la a

ión de los elementos de las
lases del grupo 
onsiderado según la tabla de 
ara
teres 
orrespondiente (para unade�ni
ión de los 
on
eptos de 
lase y de tabla de 
ara
teres, véase apéndi
e B).Caso 1. Si V (x) y |ψν |2 son invariantes bajo los elementos del grupo O(2), laforma fun
ional de las solu
iones es ψ(r, θ) = eiθlg(r), donde (r, θ) son las 
oorde-nadas polares, g(r) es una fun
ión 
ualquiera de R → R y l ∈ Z.Lema 2.2.17. El módulo de la variable |l| nos sirve para 
lasi�
ar las solu
ionesy 
umple que j = |l| + 1, donde j es el índi
e de la representa
ión, j = 1, 2, . . .Demostra
ión. El grupo O(2) es de orden in�nito. Se observa que 
ada va-lor de |l| se 
orresponde 
on la representa
ión irredu
ible j = (|l| + 1)-ésima, yaque las fun
iones 
on |l| se transforman según los 
ara
teres 
orrespondientes a larepresenta
ión irredu
ible j-ésima. �Nota
ión 2.2.18. Denotaremos l̄ = |l|. Denotaremos también s = sg(l), dondesg(·) denota la fun
ión signo. Por lo tanto, l = sl̄.Nota 2.2.19. La variable l es también autovalor del operador momento angu-lar Rα = e−iα( ∂

∂θ
), donde α es un ángulo de giro, ya que si apli
amos el operadormomento angular a la fun
ión, obtenemos e−iα( ∂

∂θ
)eiθlg(r) = leiθlg(r). Conse
uen-temente, se denomina a la variable l momento angular.Caso 2. Si G ≡ Cn o Cnv, G′ ⊆ G , es de
ir, si V (x) y |ψν |2 son invariantesbajo los elementos del grupo Cn o Cnv, o bien G ≡ O(2), G′ ≡ Cn o Cnv, G′ ⊆ G,es de
ir si sólo |ψν |2 es invariante bajo los elementos del grupo Cn o Cnv, 
uando

V (x) es invariante O(2), tomaremos 
omo base las fun
iones ψ(r, θ) = eiθmu(r, θ),donde u(r, θ) es una fun
ión 
ualquiera de R2 → R periódi
a en θ 
on periodo 2π
n
,es de
ir, 
umple que u(r, θ) = u(r, θ + 2π

n
) y m = 0,±1,±2, . . . ,±n

2 si n es par o
m = 0,±1,±2, . . . ,±n−1

2 si n es impar.
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iones de�nidas de esta forma 
umplen 
on todas las transforma
ionesde la tabla de 
ara
teres del grupo 
orrespondiente. Para m′ ∈ Z distintos de los
onsiderados no se obtienen las transforma
iones ade
uadas bajo la a

ión de loselementos del grupo, a no ser que la fun
ión u(r, θ) 
ontenga un término ade
uado dela forma e±im′′θ de modo que m = m′ ±m′′ tome valores en el intervalo permitido.Lema 2.2.20. El módulo de m sirve para 
lasi�
ar las solu
iones y 
umple que
j = |m|+1, donde j es el índi
e de representa
ión 1 y, por tanto, j = 1, 2, . . . , n2 +1si n par o j = 1, 2, . . . , n−1

2 + 1 si n impar.Demostra
ión. Los grupos Cn y Cnv son de orden �nito. Se 
omprueba que
ada solu
ión 
on |m| diferente se transforma según los 
ara
teres de una repre-senta
ión irredu
ible y por lo tanto este valor nos permite indi
iar las solu
ionespertene
ientes a distintas representa
iones. Además, se observa que, 
on la ordena-
ión 
onven
ional de las representa
iones irredu
ibles, este valor di�ere del índi
e derepresenta
ión j en una unidad. Nótese que, 
omo los grupos 
onsiderados son deorden �nito, al realizar la identi�
a
ión de |m| 
on j se obtiene de forma inmediatalos valores permitidos para m. �Nota
ión 2.2.21. Denotaremos m̄ = |m|. Denotaremos también s = sg(m).Por lo tanto, m = sm̄. Denominaremos a la variable m pseudomomento angular.Nótese que las fun
iones en ambos 
asos 
umplen 
on las proposi
iones expues-tas más arriba y que se transforman bajo rota
iones y re�exiones de a
uerdo a lastablas de 
ara
teres de 
ada uno de los grupos 
onsiderados. De a
uerdo 
on todolo anterior, m̄ presenta una 
ota máxima, tal y 
ómo se enun
ia en el siguienteteorema.Teorema 2.2.22. (de valor máximo para m̄). El módulo del pseudomomentoangular m̄ (
aso 2) presenta un máximo, en parti
ular, m̄ ≤ n
2 si n es par y

m̄ ≤ n−1
2 si n es impar. El módulo del momento angular l̄ (
aso 1) no está a
otado.Demostra
ión. Según 2.2.20 m̄ 
umple que m̄ = j − 1. Por lo tanto, deberápresentar un valor máximo ya que el número de representa
iones irredu
ibles de ungrupo de orden �nito es, igualmente, �nito. Conse
uentemente, m̄ ≤ n

2 si n es pary m̄ ≤ n−1
2 si n es impar, ya que éste es el número de representa
iones irredu
iblesen ambos 
asos. Por otra parte, según 2.2.17 l̄ 
umple que l̄ = j− 1. Como O(2) esun grupo de orden in�nito y por lo tanto 
on in�nitas representa
iones, l̄ no estáa
otado. �Además, si tenemos en 
uenta también que el operador L es real, tal y 
omohemos visto en 2.2.2, aún podemos obtener nuevas 
on
lusiones sobre la formafun
ional de las solu
iones auto
onsistentes simétri
as.Nota
ión 2.2.23. En adelante denotaremos 
omo ρν a la multipli
idad delautovalor µν aso
iado a la autofun
ión ψν del operador L.Lema 2.2.24. Supongamos que G′ ≡ Cn y G′ ⊆ G. Enton
es ρν ≤ 2, para
ualquier autofun
ión ψν de L.1Como hemos visto más arriba (véase nota 2.2.16), este índi
e está aso
iado a las rota
iones.
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ión. Todas las representa
iones irredu
ibles de Cn son unidimen-sionales. Sin embargo, algunos pares de representa
iones unidimensionales son mu-tuamente 
omplejo 
onjugados, es de
ir, si una fun
ión pertene
e a una de estasrepresenta
iones irredu
ibles, su 
ompleja 
onjugada ne
esariamente pertene
e a larepresenta
ión irredu
ible 
uyos 
ara
teres son 
omplejos 
onjugados de la primera.Debido al lema 2.2.7 ambas solu
iones 
omparten el mismo autovalor y por lo tantosu multipli
idad es dos. �Nota 2.2.25. En lo que sigue, 
onsideraremos al par de representa
iones irre-du
ibles unidimensionales 
uyos 
ara
teres son mutuamente 
onjugados 
omo unaúni
a representa
ión bidimensional.Lema 2.2.26. Supongamos que G′ ≡ Cnv y G′ ⊆ G o bien que G′ ≡ O(2) y
G′ ≡ G. Enton
es ρν ≤ 2 para 
ualquier autofun
ión ψν de L.Demostra
ión. Se debe a que las representa
iones irredu
ibles de Cnv y de
O(2) son, a lo sumo, bidimensionales. �Lema 2.2.27. Una solu
ión auto
onsistente simétri
a pertene
e a una represen-ta
ión irredu
ible unidimensional si y sólo si es real, salvo una fase global ζ = eiς ,
ς ∈ R.Demostra
ión. Nótese que 
onsideramos aquellos pares de representa
ionesirredu
ibles en Cn que son mutuamente 
onjugadas 
omo una úni
a representa
ión.Vamos a demostrar que una solu
ión auto
onsistente simétri
a que pertene
e a unarepresenta
ión irredu
ible unidimensional es real por redu

ión al absurdo. Supon-gamos que una solu
ión ψ 
uyo autovalor tiene multipli
idad ρ = 1, no es real.Según el lema 2.2.7, su 
omplejo 
onjugado ψ∗ también será solu
ión auto
onsis-tente simétri
a 
on el mismo autovalor. Luego es degenerada, lo 
ual 
ontradi
eque pertenez
a a una representa
ión irredu
ible unidimensional. Por lo tanto debe
umplirse que ψ = ψ∗. Es fá
il ver que si ψ es una solu
ión auto
onsitente simé-tri
a, eiςψ también lo es, 
on el mismo autovalor. Luego hay una fase global quepuede multipli
ar a la autofun
ión.Probemos que una solu
ión ψ auto
onsistente simétri
a real debe pertene
er auna representa
ión irredu
ible unidimensional. Supongamos que ψν es una solu
iónauto
onsistente simétri
a real que debe pertene
er por el teorema 2.2.13 a algu-na de las representa
iones irredu
ibles del grupo. Las solu
iones pertene
ientes arepresenta
iones irredu
ibles bidimensionales se deben transformar, bajo la a

iónde rota
iones Cpn en un número 
omplejo ǫp 
on ǫ = ei

2π
n , es de
ir, se 
umple que

Cpnψν = ǫpψν 
on p ∈ Z. En 
ambio, las solu
iones pertene
ientes a representa
ionesirredu
ibles unidimensionales se transforman bajo todos los elementos Cpn ∈ G sólopor un 
ambio de signo, es de
ir, Cpnψν = ±ψν . Esto se puede observar de las tablasde 
ara
teres de 
ada uno de los grupos 
onsiderados (véase apéndi
e B). La prime-ra 
ondi
ión no puede 
umplirse 
on fun
iones reales, mientras que la segunda sí.Por ello, toda solu
ión auto
onsistente real debe pertene
er a una representa
iónirredu
ible unidimensional. Nótese que una fase global eiς no impli
a ningún 
am-bio del 
omportamiento de la fun
ión frente a la a

ión de los elementos de grupo,luego si la fun
ión ψ no es real, pero eiςψ ∈ R para algún ς ∈ R, la 
on
lusiónanterior es igualmente válida. �



2.2. TEORíA DE GRUPOS APLICADA A UN OPERADOR NO LINEAL REAL 41Lema 2.2.28. Una solu
ión auto
onsistente simétri
a pertene
e a una repre-senta
ión irredu
ible bidimensional si y sólo si no es real y tampo
o lo es trasmutipli
arla por alguna fase global ζ = eiς , ς ∈ R.Demostra
ión. Es 
onse
uen
ia inmediata del lema 2.2.27. �Lema 2.2.29. Sea ψν una solu
ión auto
onsistente simétri
a y µν el autovalor
orrespondiente. Supongamos que G ≡ O(2), Cn, o Cnv. Supongamos que µν es de-generado (y por tanto su multipli
idad es dos). La base ade
uada para expresar larepresenta
ión irredu
ible del operador en el subespa
io de ψν es el par (ψν , ψ
∗
ν).Demostra
ión. Debido al lema 2.2.7 si una solu
ión ψν pertene
e a una re-presenta
ión bidimensional, ψ∗

ν es también solu
ión 
on el mismo autovalor. Sededu
e de los lemas anteriores o bien dire
tamente de la forma del operador. �2.2.2. Tipos de solu
iones auto
onsistentes simétri
as.Proposi
ión 2.2.30. Sea ψν una solu
ión 
on l = 0 en sistemas 
on simetría
O(2) o 
on m = 0,±n

2 si n es par o m = 0 si n es impar en sistemas invariantesbajo los elementos de los grupos Cn o Cnv. Supongamos que ρν = 1. Enton
es ψν esuna fun
ión real salvo una fase global ζ = eiς , ς ∈ R.Demostra
ión. En el 
aso de sistemas 
on simetría O(2) la úni
a representa-
ión irredu
ible unidimensional es la 
orrespondiente a j−1 = l = 0. Debido al lema2.2.27 la solu
ión debe ser real, salvo una fase global. También se observa que lafun
ión presentada en el 
aso 1 debe ser real si l = 0 por lo que teniendo en 
uenta2.2.27 debe pertene
er, a su vez, a representa
iones irredu
ibles unidimensionales.En el 
aso de sistemas 
on simetría Cnv o Cn las solu
iones 
onm = 0 pertene
ena la primera representa
ión irredu
ible, que es también unidimensional. Si n espar, las solu
iones 
on m = ±n
2 
orresponden a solu
iones 
on j − 1 = n

2 . De lainspe

ión de las tablas de 
ara
teres se dedu
e que la representa
ión irredu
iblea la que pertene
en estas solu
iones es unidimensional. De nuevo, debido al lema2.2.27 la solu
ión 
orrespondiente debe ser real, salvo una fase global. �Defini
ión 2.2.31. Denominaremos a las solu
iones auto
onsistentes simétri-
as 
on l = 0 om = 0 solu
iones tipo solitón fundamental del grupo 
orrespondiente(O(2), Cn o Cnv).Defini
ión 2.2.32. Se denomina a las solu
iones auto
onsistentes simétri
asde grupo de orden par 
on |m| = n
2 solu
iones tipo solitón nodal.En 
apítulos posteriores veremos que las solu
iones de este tipo deben su nom-bre a que presentan líneas nodales donde la amplitud de ψ se anula y su fase noestá de�nida.Proposi
ión 2.2.33. Sea ψν una solu
ión 
on l 6= 0 en sistemas 
on simetría

O(2) o 
on m̄ = 1, . . . , n2 −1 si n es par o m̄ = 1, . . . , n−1
2 si n es impar en sistemasinvariantes bajo los elementos del grupo Cn o Cnv. Enton
es ψν no puede ser realy tampo
o lo es tras mutipli
arla por 
ualquier fase global ζ = eiς , ς ∈ R.Demostra
ión. En el 
aso de sistemas 
on simetría O(2), ρν = 1 si y sólo si

ψν es una solu
ión 
on j − 1 = l = 0, mientras que en otro 
aso ρν = 2. Debido allema 2.2.28 deben presentar estru
tura de fase no real (in
luso tras multipli
arlas



42 2. TEORíA MATEMÁTICA DEL PSEUDOMOMENTO ANGULARpor una fase global). También se obtiene que estas fun
iones no pueden ser realespor inspe

ión de la forma de las fun
iones del 
aso 1.En el 
aso de sistemas 
on simetría Cn o Cnv las solu
iones 
onsideradas se
orresponden 
on índi
es de la representa
ión del grupo 
orrespondiente j − 1 =
1, . . . , n2 − 1 si n es par o j − 1 = 1, . . . , n−1

2 si n es impar. En las tablas de
ara
teres se observa que estas solu
iones pertene
en a representa
iones irredu
iblesbidimensionales (teniendo en 
uenta la nota 2.2.25 en el 
aso de Cn) y que, portanto, 
omparten el mismo autovalor. De nuevo, debido al lema 2.2.28, la solu
ión
orrespondiente no puede ser real. �Defini
ión 2.2.34. Se denomina solu
iones tipo vórti
e a las solu
iones au-to
onsistentes simétri
as 
on l 6= 0 en sistemas 
on simetría O(2) e invarian
iarota
ional 
ompleta o 
on m̄ = 1, . . . , n2 − 1 si n es par o m̄ = 1, . . . , n−1
2 si n esimpar en sistemas invariantes bajo los elementos del grupo Cn o Cnv.En el último apartado del presente 
apítulo veremos que los solitones bidimen-sionales simétri
os obtenidos en la literatura, tanto en medios homogéneos 
omoperiódi
os, pueden ser 
lasi�
ados en uno de los tres tipos 
onsiderados, es de
ir,fundamental, nodal o vórti
e, siempre que el sistema en el que se han obtenido pue-da modelizarse mediante una e
ua
ión de S
hrödinger no lineal 
on no linealidaddependiente de la intensidad |ψ|2.Observa
ión 2.2.35. Las formas fun
ionales obtenidas para los 
asos 1 y 2 sondeterminadas úni
amente por las propiedades ante rota
iones de 
ada uno de losgrupos 
onsiderados. Si tenemos en 
uenta también las propiedades ante re�exionesen el 
aso del grupo Cnv podemos obtener nuevas propiedades de las fun
iones. Enparti
ular, si bien tanto en O(2) 
omo en Cn sólo existe una úni
a representa
ión
on l = 0 y m = 0, y en Cn una úni
a representa
ión 
on m = n

2 si n es par, en Cnvexisten varias representa
iones 
on m = 0 o m = n
2 si n es par. Esto se debe a queen este 
aso las solu
iones pueden transformarse de distinta forma respe
to a losdistintos ejes de simetría espe
ular del grupo, por lo que habrá tantas representa
io-nes 
on m = 0 o m = n

2 si n es par, 
omo ejes de simetría espe
ular no equivalentespresente el grupo. Por tanto, además de la forma fun
ional presentada en 2 hay queañadir restri

iones derivadas de las transforma
iones frente a re�exiones. Veremosejemplos de fun
iones 
on 
omportamientos diferentes frente a las re�exiones y elmismo pseudomomento angular en el 
apítulo 3.2.3. Teoría de Blo
h apli
ada a un operador no lineal realLos resultados anteriores pueden obtenerse desde una perspe
tiva diferente apartir de la Teoría de las fun
iones de Blo
h. Tal y 
omo se observa en la ref.[215℄ la forma fun
ional del 
aso 2 es la de una fun
ión de Blo
h (los 
on
eptosbási
os de la teoría de Blo
h se pueden 
onsultar en el apéndi
e C) en la variableangular 
ompa
ta θ. A partir de esta observa
ión se pueden obtener algunos de losresultados anteriores, lo 
ual nos permitirá no sólo entender más profundamentelo presentado hasta ahora sino también extraer algunas 
on
lusiones nuevas, porejemplo, sobre la naturaleza físi
a del pseudomomento angular m.Defini
ión 2.3.1. De�namos una transfoma
ión entre una variable lineal s ∈ Ry una angular θ ∈ [0, 2π], de modo que a 
ada θ le 
orresponde un s dado por s = θd
2π ,
on d ∈ R. Sin pérdida de generalidad, tomaremos d = 1.



2.3. TEORíA DE BLOCH APLICADA A UN OPERADOR NO LINEAL REAL 43Teorema 2.3.2. (Teorema angular no lineal de Blo
h). Sea un operador dela forma L(x, |ψ|2) 
omo el introdu
ido en la e
ua
ión 2.2.1. Supongamos que
G′ ≡ O(2), Cn o Cnv. Enton
es las autofun
iones auto
onsistentes simétri
as de di-
ho operador 
uando G′ ≡ O(2) tienen la forma

ψ(r, θ) = eilθg(r),donde l ∈ Z, o bien, 
uando G′ ≡ Cn o Cnv son
ψ(r, θ) = eimθu(r, θ),donde m ∈ Z y u(r, θ) = u(r, θ + ǫ) 
on ǫ = 2π

n
y n igual al orden del grupo.Demostra
ión. Si el grupo de simetría 
onsiderado es O(2), basta 
on teneren 
uenta que L 
onmuta 
on el operador de rota
iones in�nitesimalesRα = eiα( ∂

∂θ
)y por tanto las solu
iones auto
onsistentes simétri
as deben ser simultáneamenteautofun
iones de este operador, por lo que deben tener momento angular l biende�nido y 
onse
uentemente la forma fun
ional des
rita.Demostrémoslo para el 
aso en que la simetría rota
ional sea dis
reta. Suponga-mos que ψ̃(r, θ) es una solu
ión auto
onsistente simétri
a expresada en 
oordenadaspolares (r, θ), sea L̃((r, θ), |ψ̃(r, θ)|2) el operador L y Ṽ (r, θ) la fun
ión V es
ritosen 
oordenadas polares. Tanto el poten
ial lineal Ṽ (r, θ) 
omo la parte no lineal

F (|ψ̃(r, θ)|2) 
umplen que Ṽ (r, θ) = Ṽ (r, θ + ǫ) y F (|ψ̃(r, θ)|2) = F (|ψ̃(r, θ + ǫ)|2),luego son periódi
os en θ 
on periodo ǫ = 2π
n

(nótese que G′ ⊆ G, por lo que Ṽsiempre tiene la simetría de |ψ̃|2). Si realizamos la transforma
ión de�nida en 2.3.1obtenemos la solu
ión ψ̄(r, s) y el operador L̄((r, s), |ψ̄(r, s)|2) en las nuevas 
oor-denadas. Tanto V̄ (r, s) 
omo F (|ψ̄(r, s)|2) son periódi
os en la variable s, es de
ir,
V̄ (r, s) = V̄ (r, s+ a) y F (|ψ̄(r, s)|2) = F (|ψ̄(r, s+ a)|2), 
on periodo a = ǫ

2π = 1
n
.Podemos de�nir una red de Bravais (para una de�ni
ión, véase apéndi
e C) alo largo de la variable lineal s. Cada punto de la red vendrá determinado por unes
alar Sj = j · a, 
on j ∈ Z ya que el periodo de la red lineal es a y di
ho es
alarjuega el papel del ve
tor primitivo de la red.De�namos la transforma
ión de trasla
ión PSj

del modo 
onven
ional, es de
ir,de modo que se 
umpla que PSj
f(r, s) = f(r, s+Sj)

2. El operador L̄((r, s), |ψ̄(r, s)|2)es invariante bajo esta transforma
ión, es de
ir, L̄((r, s + Sj), |ψ̄(r, s + Sj)|2) =
L̄((r, s), |ψ̄(r, s)|2) ya que V̄ y |ψ̄|2 lo son, y por lo tanto:

PSj
L̄((r, s), |ψ̄(r, s)|2)ψ̄(r, s) = L̄((r, s+ Sj), |ψ̄(r, s+ Sj)|2)ψ̄(r, s+ Sj) =

= L̄((r, s), |ψ̄(r, s|2)ψ̄(r, s+ Sj) = L̄((r, s), |ψ̄(r, s|2)PSj
ψ̄(r, s).Como la anterior expresión es válida para 
ualquier ψ̄ simétri
a, se 
umplene
esariamente que:

PSj
L̄((r, s), |ψ̄(r, s)|2) = L̄((r, s), |ψ̄(r, s|2)PSj

.Además, el efe
to de apli
ar dos trasla
iones distintas Sj y Sj′ no depende delorden en que se reali
e la opera
ión, ya que PSj
PSj′

ψ̄(r, s) = ψ̄(r, s + Sj + Sj′) =2Nótese que si se desha
e la transforma
ión de 
oordenadas, el operador PR es equivalente auna rota
ión CR
n .
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PSj′+Sj

ψ̄(r, s) = PSj′
PSj

ψ̄(r, s). Por lo tanto3, PSj′
PSj

= PSj′+Sj
. En de�nitiva,
omo 
ualquier PSj


onmuta 
on el operador L̄ y los distintos operadores PSj
onmutan entre sí, de
imos que el 
onjunto de los PSj
y el operador L̄ forman un
onjunto de operadores 
onmutativo. Por lo tanto, 
omo PSj

L̄ψ = PSj
µψ y portanto, debido a la 
onmutatividad, L̄ψ̂ = µψ̂ 
on ψ̂ = PSj

ψ, los autove
tores de L̄pueden ser elegidos de modo que sean simultáneamente autoestados de todos los
PSj

, es de
ir,
L̄ψ̄ = µψ̄,

PSj
ψ̄ = c(Sj)ψ̄ ∀Sj .Debido a la 
onmutatividad se 
umple que PSj

PSj′
ψ̄ = c(Sj)c(Sj′ )ψ̄ = PSj+Sj′

ψ̄ =

c(Sj + Sj′ )ψ̄. Por lo tanto, los autovalores también 
umplen que c(Sj)c(Sj′ ) =
c(Sj + Sj′ ).Como Sj = j a, si apli
amos la 
onmutatividad de los autovalores obtenida an-teriormente obtenemos que c(Sj) = c(a)j . Supongamos que es
ribimos el 
oe�
iente
orrepondiente al ve
tor primitivo de la red 
omo c(a) = ei2πk, eligiendo k ∈ C deforma que se 
umpla di
ha expresión. Enton
es podemos es
ribir c(Sj) = ei2πj k. Siahora de�nimos pk = k b y b = 2π

a
y sustituimos en la anterior expresión obtenemos

c(Sj) = ei(ab)j k = eiSjpk . Por lo tanto,(2.3.1) PSj
ψ̄(r, s) = ψ̄(r, s+ Sj) = eiSjpkψ(r, s).La anterior 
ondi
ión es equivalente a:(2.3.2) ψ̄(r, s) = eispk ū(r, s), 
on ū(r, s+ Sj) = ū(r, s).En general, k puede tomar 
ualquier valor y, por lo tanto, los pk no tienen porqué ser reales y estar dis
retizados. A partir de las 
ondi
iones de periodi
idad de lasfun
iones ψ̄ se puede dedu
ir que pk debe ser real y se puede obtener una 
ondi
iónsobre los valores permitidos para este es
alar. Nótese que, dado que la variableangular θ es una variable 
ompa
ta, Ṽ (r, θ) = Ṽ (r, θ+ 2π) y ψ̃(r, θ) = ψ̃(r, θ+2π),tanto V̄ 
omo ψ̄ son periódi
as en la variable lineal s, V̄ (r, s) = V̄ (r, s+1) y ψ̄(r, s) =

ψ̄(r, s+1), 
on periodo 1, dado que hemos tomado d = 1 en la transforma
ión 2.3.1.Luego la 
ondi
ión de 
ontorno sobre ψ̄ impone que ψ̄(r, s + na) = ψ̄(r, s), ya que
na = 1. Por lo tanto, apli
ando la e
. 2.3.1 a la 
ondi
ión de 
ontorno, se obtiene:

ψ̄(r, s+ na) = einapk ψ̄(r, s),lo 
ual requiere que einapk = 1. Sustituyendo la expresión pk = k b, se obtiene
eina kb = 1 y 
omo ab = 2π, se obtiene ei2πn k = 1. Luego nk = m 
on m ∈ Z. Porlo tanto pk = m

n
b, de donde se dedu
e que pk ∈ R. Además los pk permitidos (paradistintos m) se hallan separados un △pk = b

n
= 2π

an
.Si ahora desha
emos la transforma
ión, la e
ua
ión 2.3.2 da lugar a:3Esta propiedad es evidente si 
onsideramos que los distintos PSj

son los elementos delsubgrupo de trasla
iones. Sin embargo, en la presente demostra
ión no vamos a utilizar estos
on
eptos, sino que vamos a 
onsiderar los PSj
úni
amente 
omo operadores.
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θ
2π u(r, θ).Como b = 2π

a
y a = ǫ

2π = 1
n
, se puede expresar b = 2πn. Por lo tanto,

pk = m
n
b = m

n
2πn = 2πm y substituyendo en la e
ua
ión 2.3.3, obtenemos:(2.3.4) ψ̃(r, θ) = eimθu(r, θ),
on u(r, θ) = u(r, θ + ǫ) y m ∈ Z. �Veamos una forma alternativa de demostrar el anterior teorema:Demostra
ión. De�namos una red de Bravais angular unidimensional en lavariable θ. Cada punto de la red vendrá determinado por una variable dis
reta

Θj = j ǫ 
on j ∈ Z y ǫ = 2π
n
.De�namos la transforma
ión de rota
ión CΘj

del modo 
onven
ional, es de
ir, demodo que se 
umpla que CΘj
f(r, θ) = f(r, θ + Θj). El operador L̃((r, θ), |ψ̃(r, θ)|2)es invariante bajo esta transforma
ión, es de
ir, L̃((r, θ + Θj), |ψ̃(r, θ + Θj)|2) =

L̃((r, θ), |ψ̃(r, θ)|2), ya que Ṽ (r, θ) y |ψ|2 lo son. Razonando del mismo modo queanteriormente en el 
aso de las trasla
iones PSj
, para esta transforma
ión angular

CΘj
, se obtiene que

CΘj
ψ̃ = c(Θj)ψ̃ ∀Θj,donde los c(Θj) 
umplen que c(Θj)c(Θj′) = c(Θj + Θj′).Teniendo en 
uenta esta propiedad podemos es
ribir C(Θj) = c(ǫ)j , ya que

Θj = j ǫ. Si es
ribimos el autovalor 
orrespondiente a Cǫ 
omo c(ǫ) = ei2πk, paraalgún k ∈ C se 
umplirá que C(Θj) = ei2πj k. De�namos mk = k κ 
on ǫκ = 2π.Nótese que dado que ǫ = 2π
n
, ne
esariamente, κ = n. Enton
es se puede es
ribir el
oe�
iente C(Θj) 
omo C(Θj) = ei(ǫκ)j k = eimkΘj . Por lo tanto,(2.3.5) CΘj

ψ̃(r, θ) = ψ̃(r, θ + Θj) = eiΘjmk ψ̃(r, θ),lo 
ual es equivalente a:(2.3.6) ψ̃(r, θ) = eiθmku(r, θ), 
on u(r, θ + ǫ) = u(r, θ).Hasta aquí, sin embargo, los mk no tienen por qué estar dis
retizados ni serreales. Veamos que esto se dedu
e de la 
ompa
idad de la variable angular, ψ̃(r, θ+

2π) = ψ̃(r, θ+nǫ) = ψ̃(r, θ), que se tradu
e en una 
ondi
ión de 
ontorno periódi
aen esta variable. Utilizando la e
ua
ión 2.3.5 en la 
ondi
ión de 
ontorno se obtiene:
CΘj=nǫψ̃(r, θ) = ψ̃(r, θ + nǫ) = einǫmk ψ̃(r, θ).Como nǫ = n 2π

n
, se debe 
umplir que ψ̃(r, θ + nǫ) = ei2πmk ψ̃(r, θ). Por lo tanto,debido a las 
ondi
iones periódi
as ei2πmk = 1 lo 
ual impli
a que mk ∈ Z. �Observa
ión 2.3.3. (Red re
ípro
a). En la primera demostra
ión, el es
alar bjuega el papel de ve
tor primitivo de la red re
ípro
a 
uyos nodos Pk se obtienenpara k ∈ Z ya que enton
es se 
umple que eiSjPk = 1, lo 
ual es la 
ondi
iónque sirve para de�nir red re
ípro
a (véase apéndi
e C). Por lo tanto, los nodosde la red re
ípro
a vienen de�nidos por Pk = k b (
on k ∈ Z) y se 
umple que

pk′ = pk + Pk′′ ya que eipk′Sj = eipkSjeiSjPk′′ = eipkSj . Del mismo modo, en la
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ión, si k ∈ Z los nodos Mk = k κ donde el es
alar κ = n, sonlos de la red re
ípro
a, ya que en este 
aso, se 
umple que eiΘjMk = 1. El papel deve
tor primitivo lo juega ahora el es
alar κ. Ahora se 
umple que mk′ = mk+Mk′′ ,
∀mk′ ya que eimk′Θj = eimkΘjeiMk′′Θj = eimkΘj . En adelante denotaremos los mksimplemente 
omo m.Nota
ión 2.3.4. Previamente a desha
er el 
ambio de variable en la primerademostra
ión, pk se 
ono
e en la teoría de Blo
h 
onven
ional 
omo pseudomomentolineal, tal y 
omo hemos visto más arriba. Esta es la razón por la que denominamospseudomomento angular a la variable m.Veamos que el teorema 2.2.22 apare
e ahora 
omo un 
orolario del anteriorresultado.Corolario 2.3.5. (de valor máximo para m) El módulo del pseudomomentoangular m̄ = |m| presenta un valor máximo, en parti
ular, m̄ ≤ n

2 si n es par y
m̄ ≤ n−1

2 si n es impar. El módulo del momento angular l̄ = |l| no está a
otado.Demostra
ión. Como hemos visto, la red re
ípro
a viene de�nida por loses
alares Mk = k κ 
on k ∈ Z y κ = n, y por lo tanto 
ualquier punto m′ se puedeexpresar 
omo m′ = m + Mk, donde m pertene
e a la 
elda de Wigner-Seitz oprimera zona de Brillouin (véase apéndi
e B), ya que eiMkΘj = 1. Por lo tanto, laprimera zona de Brillouin se puede de�nir en el intervalo [−n
2 ,

n
2

] ya que si m estáfuera de este intervalo se puede expresar 
omo un punto del intervalo men
ionado.Por lo tanto, m̄ ≤ n
2 si n es par y m̄ ≤ n−1

2 si n es impar. En 
onse
uen
ia,podemos tomar sólo valores de la variable m en 
ualquier intervalo de longitud n.Los de�niremos, por tanto, entre [−n
2 ,

n
2

].En el 
aso de O(2) los l están dis
retizados pero no están a
otados, pues no sepuede de�nir una red de Bravais ya que no existe periodi
idad en V (x).Veamos adi
ionalmente que las fun
iones 
on m′ fuera de este intervalo son lasmismas que aquellas 
on m de�nido dentro del mismo ya que 
umplen la mismae
ua
ión. Sea ψ̃m′(r, θ) = eim
′θum′(r, θ). Como m′ = m+Mk (
on Mk = k n y k ∈

Z) se 
umple que ψ̃m′(r, θ) = eimθeiMkθum′(r, θ) = eimθûm′(r, θ) donde ûm′(r, θ) =

eiMkθum′(r, θ). La fun
ión ψ̃m′ 
umple que L̃((r, θ), |ψ̃m′ |2)ψ̃m′ = µm′ψ̃m′ , luego
ûm′(r, θ) 
umple la e
ua
ión:

[

L̃((r, θ), |ûm′ |2) − m2

r2
+

2im

r2
∂

∂θ

]

ûm′(r, θ) = µmûm′(r, θ).Sea ψ̃m(r, θ) = eimθum(r, θ). De nuevo, se 
umple que L̃((r, θ), |ψ̃m|2)ψ̃m =

µmψ̃m y por lo tanto,
[L̃((r, θ), |um|2) − m2

r2
+

2im

r2
∂

∂θ
]um(r, θ) = µmum(r, θ).Luego 
umple la misma e
ua
ión 
on las mismas 
ondi
iones de 
ontorno. Porlo tanto, ne
esariamente um(r, θ) = ûm′(r, θ) y 
ualquier fun
ión 
on m′ = m+Mkse puede redu
ir a la misma fun
ión 
on m. Conse
uentemente, los m distintosestán a
otados. �Observa
ión 2.3.6. En adelante, vamos a 
onsiderar siempre la primera zonade Brillouin para m en [−n

2 ,
n
2

].
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ada valor de m en la primera zona de Brillouin y ∀lhay un número in�nito de solu
iones 
on autovalores distintos separados entre síun 
ierto valor dis
reto.Demostra
ión. Sea ψ̃(r, θ) = eimθum(r, θ) una solu
ión de Blo
h expresadaen 
oordenadas polares de la e
ua
ión 2.2.1. Enton
es um(r, θ) 
umple la e
ua
ión:
[L̃((r, θ), |um|2) − m2

r2
+

2im

r2
∂

∂θ
]um(r, θ) = µmum(r, θ),
on la 
ondi
ión de 
ontorno um(r, θ) = um(r, θ+ ǫ) y ǫ = 2π

n
. Este problema tieneuna familia in�nita de solu
iones um,α(r, θ) 
on autovalores distintos µm,α, donde elsubíndi
e α sirve para ordenar las solu
iones ψ̃m,α 
on distintos autovalores µm,α.Sea ψ̃(r, θ) = eilθgl(r) una solu
ión de Blo
h expresada en 
oordenadas polaresde la e
ua
ión 2.2.1 en el 
aso de simetría rota
ional 
ompleta. Enton
es gl(r)
umple la e
ua
ión:

[L̃′(r, |gl|2) −
l2

r2
]gl(r) = µlgl(r),donde ahora L̃′ solo in
luye derivadas respe
to a r. Igual que antes, este proble-ma tiene una familia in�nita de solu
iones gl,α(r) 
on autovalores distintos µl,α.Nuevamente, el subíndi
e α se utiliza para diferen
iar las solu
iones 
on el mismomomento angular l y distinto autovalor µl,α. �Observa
ión 2.3.8. Los anteriores 
orolarios signi�
an que las solu
iones au-to
onsistentes 
on simetría rota
ional dis
reta de la e
ua
ión 2.2.1 se ordenan segúnuna estru
tura de bandas dentro de la primera zona de Brillouin. En el 
aso lineal,podemos es
ribir el operador L̃q = [L̃0((r, θ))− q2

r2
+ 2iq

r2
∂
∂θ

], donde L̃0 es el operador
L0 expresado en 
oordenadas polares, y 
al
ular los autovalores variando de modo
ontinuo el valor del pseudomomento q. De este modo, podemos obtener la rela
iónentre q y µq, lo 
ual permite obtener los intervalos de µq para los que no se obtienesolu
ión, 
ono
idos 
omo bandas prohibidas4. Por otra parte, en el 
aso no lineal,puede variar no sólo m sino también |ψ|2, lo 
ual da lugar a una rela
ión adi
ionalentre µm,α y la poten
ia, de�nida 
omo(2.3.7) P =

∫

|ψ|2dx2.En el 
apítulo 3 veremos que se pueden 
al
ular numéri
amente este tipo de 
urvasy que las solu
iones no lineales apare
en en las bandas prohibidas que se obtienenen el 
aso lineal.2.4. Apli
a
ión a un operador no lineal no realLos resultados anteriores se modi�
an si el operador 
onsiderado no es real,
omo vamos a ver a 
ontinua
ión. Sea L̃2 = iω ∂
∂θ

y denotemos 
omo L̃0, L̃1 losoperadores L0, L1 expresados en 
oordenadas polares. Vamos a estudiar las propie-dades de simetría de las solu
iones auto
onsistentes de la e
ua
ión:4Nótese que sólo los valores que 
umplen que q = m pueden ser solu
ión de la e
ua
ión 
on
ondi
iones periódi
as.



48 2. TEORíA MATEMÁTICA DEL PSEUDOMOMENTO ANGULAR(2.4.1) L̃ω((r, θ), |ψ̃|2)ψ̃ = µψ̃,donde L̃ω = L̃0+ L̃1 + L̃2. Al igual que anteriormente suponemos que G ≡ O(2), Cno Cnv y que, G′ ⊆ G.Podemos de�nir una solu
ión auto
onsistente simétri
a del mismo modo en quese hizo en el apartado anterior. Para este tipo de solu
iones es fá
il ver que el teore-ma 2.2.13 y sus 
orolarios siguen siendo válidos. Basta 
on observar que el operador
L̃2 también es invariante bajo los elementos de los grupos de rota
ión y re�exión
onsiderados. Por lo tanto, la forma fun
ional de estas solu
iones seguirá siendo lapresentada en los 
asos 1 y 2 para los grupos O(2) y Cn o Cnv, respe
tivamente.Por 
onsiguiente, seguimos denominando a las variables l y m momento angular ypseudomomento angular. Además, debido a que un grupo de orden �nito tiene unnúmero �nito de representa
iones irredu
ibles, el teorema 2.2.22 de valor máximode m̄ es también válido.Sin embargo, ya no se 
umple el lema 2.2.7. En su lugar podemos obtener elsiguiente resultado:Lema 2.4.1. Si ψ̃ν es una solu
ión auto
onsistente 
on autovalor µ de operador
L̃ω, ψ̃∗

ν es solu
ión auto
onsistente del operador L̃−ω 
on el mismo autovalor.Demostra
ión. Se 
umple que L̃0ψ̃ν+L̃1(x, |ψ̃ν |2)ψ̃ν+iω ∂
∂θ
ψ̃ν = µψ̃ν . Comoanteriormente, L̃1(x, |ψ̃ν |2) = L̃1(x, |ψ̃∗

ν |2) ya que F es una fun
ión real y |ψ̃ν |2 =

|ψ̃∗
ν |2. Como V (x) es una fun
ión real, si tomamos el 
omplejo 
onjugado de laanterior e
ua
ión tenemos: L̃0ψ̃

∗
ν + L̃1(x, |ψ̃∗

ν |2)ψ̃∗
ν − iω ∂

∂θ
ψ̃∗
ν = µ∗ψ̃∗

ν . Luego ψ̃∗
νes autofun
ión 
on autovalor µ∗ del operador L̃−ω = L̃0 + L̃1(x, |ψ̃∗

ν |2) − iω ∂
∂θ
.Finalmente, se sigue 
umpliendo que todos los autovalores son reales, debido a que

L̃ = L̃†. �Lema 2.4.2. Si el grupo de simetría de |ψν |2 es Cn, ne
esariamente la multi-pli
idad de todos los autovalores es ρ = 1.Demostra
ión. Todas las representa
iones irredu
ibles de Cn son unidimen-sionales. Aunque algunos pares de representa
iones unidimensionales son 
omplejo
onjugados, ya no se 
umple que ψν y ψ∗
ν sean solu
iones del mismo operador 
onel mismo autovalor. Por lo tanto esta degenera
ión ya no existe, y las fun
iones dedistintas representa
iones irredu
ibles pertene
en a subespa
ios distintos y tienen,por tanto, distintos autovalores. �Lema 2.4.3. Si el grupo de simetría de |ψν |2 es Cnv, la multipli
idad de losautovalores es ρ ≤ 2.Demostra
ión. Se debe a que las representa
iones irredu
ibles de Cnv son alo sumo bidimensionales. �Lema 2.4.4. Si el grupo de simetría de |ψν |2 es O(2), enton
es sus autofun
io-nes son unidimensionales o bidimensionales.Demostra
ión. Se debe a que las representa
iones irredu
ibles de O(2) sona lo sumo bidimensionales. �
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aso deja de ser 
ierto el lema 2.2.27 debido a que ya no se
umple el lema 2.2.7. Sin embargo, sí que se 
umple la siguiente versión del lema2.2.28:Proposi
ión 2.4.5. Las solu
iones auto
onsistentes simétri
as pertene
ientesa representa
ión irredu
ibles bidimensionales son no reales.Demostra
ión. Demostremos que una solu
ión auto
onsistente simétri
a quepertene
e a una representa
ión irredu
ible bidimensional debe ser no real. Basta 
onobservar que, las solu
iones pertene
ientes a representa
iones irredu
ibles bidimen-sionales se deben transformar, bajo la a

ión de rota
iones Cn, en un número noreal ǫp = e
2π
n
p 
on p ∈ Z, es de
ir, si Tj es una rota
ión del grupo 
onsiderado, se
umple que Tjψν = ǫpψν . En 
ambio, las solu
iones pertene
ientes a representa
io-nes irredu
ibles unidimensionales se transforman bajo todos los elementos Ti ∈ Gsólo por un 
ambio de signo, es de
ir, Tiψν = ±ψν . Esto se puede observar en lastablas de 
ara
teres de 
ada uno de los grupos 
onsiderados. La primera 
ondi
iónsólo puede 
umplirse 
on fun
iones no reales. �También deja de ser 
ierto que las solu
iones 
on l = 0 en sistemas 
on simetría

O(2) e invarian
ia rota
ional 
ompleta o 
on m = 0,±n
2 si n es par o m = 0 si

n es impar en sistemas invariantes bajo los elementos de los grupos Cn o Cnv seanreales. Sin embargo se sigue 
umpliendo la proposi
ión 2.2.33, aunque sólo para lassolu
iones 
on simetrías O(2) o Cnv, ya que sólo éstas presentan representa
ionesbidimensionales (en este 
aso ya no se puede 
onsiderar los pares de representa
io-nes irredu
ibles Cn 
uyos 
ara
teres son mutuamente 
onjugados 
omo una úni
arepresenta
ión bidimensional).Dado que el operador L̃ω 
onmuta 
on el operador de rota
ión CΘ, se puededemostrar siguiendo los mismos pasos el teorema de Blo
h angular y sus 
orola-rios. Sin embargo, las e
ua
iones que 
umplen las fun
iones u(r, θ) son ligeramentedistintas. Repitamos pues el razonamiento �nal del 
orolario 2.3.5.Veamos ahora que las fun
iones 
on m′ fuera de este intervalo son las mis-mas que aquellas 
on m de�nido dentro del mismo, salvo en el 
aso de O(2). Sea
ψ̃m′(r, θ) = eim

′θum′(r, θ). Como sigue siendo 
ierto quem′ = m+M , 
onM = θmny θm ∈ Z, se 
umple que ψ̃m′(r, θ) = eimθeiθmnθum′(r, θ) = eimθûm′(r, θ) don-de ûm′(r, θ) = eiθmnθum′(r, θ). La fun
ión ψm′ 
umple que L̃((r, θ), |ψ̃m′ |2)ψ̃m′ =

µm′ψ̃m′ , luego ûm′(r, θ) 
umple la e
ua
ión:
[

L̃0 + L̃1((r, θ), |ûm′ |2) −
(

m2

r2
+ ωm

)

+ i

(

2m

r2
+ iω

)

∂

∂θ

]

ûm′ =

= µmûm′ .Sea ψ̃m(r, θ) = eimθum(r, θ). De nuevo, se 
umple que L̃((r, θ), |ψm|2)ψ̃m =

µmψ̃m y por lo tanto,
[

L̃0 + L̃1((r, θ), |um|2) −
(

m2

r2
+ ωm

)

+ i

(

2m

r2
+ iω

)

∂

∂θ

]

um =

= µmum.Luego 
umple la misma e
ua
ión 
on las mismas 
ondi
iones de 
ontorno. Porlo tanto, ne
esariamente um(r, θ) = ûm′(r, θ) y 
ualquier fun
ión 
on m′ = m+M
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ir a la misma fun
ión 
on m. Conse
uentemente, los m distintosestán a
otados.Para las fun
iones 
on simetría O(2), el razonamiento es idénti
o y, por lo tanto,los valores de l no tienen 
ota máxima.Corolario 2.4.6. Para 
ada valor de m o l en la primera zona de Brillouinhay un número in�nito de solu
iones 
on autovalores distintos separados entre síun 
ierto valor dis
reto.Demostra
ión. Sea ψ̃(r, θ) = eimθum(r, θ) una solu
ión de Blo
h de la e
ua-
ión 2.2.1. Enton
es um(r, θ) 
umple la e
ua
ión:
[

L̃0 + L̃1((r, θ), |um|2) −
(

m2

r2
+ ωm

)

+ i

(

2m

r2
+ iω

)

∂

∂θ

]

um =

= µmum(r, θ),
on la 
ondi
ión de 
ontorno um(r, θ) = um(r, θ + ǫ). Este problema tiene unafamilia in�nita de solu
iones um,α(r, θ) 
on autovalores distintos µm,α. �Observa
ión. Sea el operador L̃q,ω = [L̃0((r, θ))−
(

q2

r2
+ ωm

)

+i
(

2q
r2

+ iω
)

∂
∂θ

]
on q ∈ R. Si �jamos ω y variamos de modo 
ontinuo el valor del pseudomomento q,podemos 
al
ular los autovalores de 
ada operador L̃q,ω que reprodu
e la obtenidaen el apartado anterior para ω = 0. Nuevamente, para 
ada ω podemos obtener larela
ión entre q y µq, lo 
ual permite obtener los intervalos de µq,ω para los que nose obtiene solu
ión que darán lugar a las bandas prohibidas5. Sin embargo, podemosvariar la estru
tura de bandas variando ω, que tiene el efe
to neto de una varia
iónen q, 
on lo que hay una rela
ión adi
ional entre ω y µq,α,ω.En el 
aso no lineal puede variar no sólo m y ω, sino también |ψ|2, lo 
ual dalugar a otra rela
ión entre µm,α,ω y la poten
ia.2.5. Propiedades 
er
a del eje de simetría rota
ionalVeamos que se pueden obtener predi

iones sobre la forma fun
ional de lassolu
iones auto
onsistentes simétri
as 
er
a del eje de simetría rota
ional.Nota
ión 2.5.1. Denotamos por xs ∈ Ω a la interse

ión entre el eje de si-metría rota
ional y el plano x = (x, y). En adelante denotaremos la fun
ión en
oordenadas polares sin tilde, ψ(r, θ), para no re
argar ex
esivamente la nota
ión.Proposi
ión 2.5.2. Sea ψ(r, θ) una solu
ión de la e
ua
ión 2.2.1 o de 2.4.1
on simetría rota
ional dis
reta o 
ontinua pertene
iente a la j-ésima representa-
ión 
on momento angular l o pseudomomento angular m, 
on m 6= n
2 y m 6= 0.Supongamos que (i) |ψ(r, θ)| r→0≈ |ψ0| + δψ, donde ψ0 ∈ R y δψ ≪ ψ0, (ii)

LNL(|ψ|) r→0≈ LNL(|ψ0|) + δLNL, donde F (|ψ0|) ∈ R y δLNL ≪ F (|ψ0|) , y (iii)
V (r, θ)

r→0≈ V0 + δV , donde V0 ∈ R y δV ≪ V0. Enton
es se 
umple que ∃ε > 0,
ε ∈ R, tal que ∀r < ε, ψ(r, θ) es propor
ional a rleilθ + O(rl+1) en el 
aso O(2) oa rmeimθ + O(rm+1) en los 
asos Cn o Cnv.5Al igual que en el apartado anterior, sólo los valores que 
umplen que q = m pueden sersolu
ión de la e
ua
ión 
on 
ondi
iones periódi
as.
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ión. Vamos a estudiar primero el 
aso 
on simetría rota
ional dis-
reta. Sea ψ(r, θ) una solu
ión auto
onsistente simétri
a de la e
ua
ión 2.2.1 o de2.4.1 
on simetría rota
ional dis
reta que pertene
e a la representa
ión j-ésima delgrupo 
orrespondiente, es de
ir, Cn ó Cnv. En este 
aso la fun
ión presenta pseudo-momento angular m bien de�nido.Estudiemos en primer lugar las solu
iones simétri
as de la e
ua
ión 2.2.1. Si lafun
ión presenta invarian
ia rota
ional dis
reta, debe tener la forma ψm,α(r, θ) =
eimθum,α(r, θ), donde um,α(r, θ) = um,α(r, θ+ t 2π

n
), t ∈ N, m es el pseudomomentoangular y α es el índi
e de la banda. Tal y 
omo se vió en 2.3.5 las fun
iones um,α
umplen:

[

− ∂2

∂r2
− 1

r

∂

∂r
+
m2

r2
− i

2m

r2
∂

∂θ
− 1

r2
∂2

∂θ2
+ V (r, θ)(2.5.1)

+F (|ψ|2)
]

um,α(r, θ) = µm,αum,α(r, θ).Como las fun
iones um,α(r, θ) son periódi
as en θ podemos desarrollarlas enserie de Fourier:(2.5.2) um,α(r, θ) =
∑

k

eiknθukm,α(r).Podemos ha
er lo propio 
on la fun
ión V (r, θ):(2.5.3) V (r, θ) =
∑

k′

eik
′nθV k

′

(r).Nótese que um,α puede pertene
er a un subgrupo G′ ⊂ G, si G es el grupode invarian
ia de V (r, θ). En este 
aso, el índi
e n ha
e referen
ia al orden desimetría del subgrupo G′ y desarrollamos ambas fun
iones según la periodi
idad
orrespondiente al grupo de simetría G′. Introdu
iendo los desarrollos 2.5.2 y 2.5.3en la e
ua
ión 2.5.1 se obtiene:
−
∑

k

eiknθ
∂2

∂r2
ukm,α(r) −

∑

k

eiknθ
1

r

∂

∂r
ukm,α(r) +

∑

k

eiknθ
m2

r2
ukm,α(r)

+
2m

r2

∑

k

kn eiknθukm,α(r) +
1

r2

∑

k

k2n2 eiknθukm,α(r) +
∑

k

eiknθF (|ψ|2)ukm,α(r)

+
∑

k′′

∑

k

eik
′′nθVk′′−k(r)u

k
m,α(r) = µm,α

∑

k

eiknθukm,α(r),donde k′′ = k′ + k. Podemos obtener una e
ua
ión para 
ada momento k̄ si mul-tipli
amos la anterior e
ua
ión por e−ik̄nθ e integramos la 
oordenada angular θentre 0 y 2π:
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−
∑

k

∫

dθei(k−k̄)nθ
∂2

∂r2
ukm,α(r) −

∑

k

∫

dθei(k−k̄)nθ
1

r

∂

∂r
ukm,α(r)

+
∑

k

∫

dθei(k−k̄)nθ
m2

r2
ukm,α(r) +

2m

r2

∑

k

kn

∫

dθei(k−k̄)nθukm,α(r)

+
1

r2

∑

k

k2n2

∫

dθei(k−k̄)nθukm,α(r) +
∑

k′′

∫

dθ
∑

k

ei(k
′′−k̄)nθVk′′−k(r)u

k
m,α(r)

+
∑

k

∫

dθei(k−k̄)nθF (|ψ|)ukm,α(r) = µm,α
∑

k

∫

dθei(k−k̄)nθukm,α(r).Resolviendo las integrales se obtiene:
− d2

dr2
uk̄m,α(r) − 1

r

d

dr
uk̄m,α(r) +

m2

r2
uk̄m,α(r) +

2m

r2
k̄n uk̄m,α(r)

+
1

r2
k̄2n2 uk̄m,α(r) +

∑

k

Vk̄−k(r)u
k
m,α(r) +

∑

k

F k−k̄(|ψ|2)ukm,α(r) = µm,αu
k̄
m,α(r),donde se ha de�nido

F k−k̄(|ψ|2) ≡
〈

k̄
∣

∣F (|ψ|2)
∣

∣ k
〉

=

∫ 2π

0

dθei(k−k̄)nθF (|ψ(r, θ)|2).Reagrupando términos se obtiene el 
onjunto de e
ua
iones a
opladas:
[

− d2

dr2
− 1

r

d

dr
+

(m+ k̄n)2

r2

]

uk̄m,α(r) +
∑

k

Vk̄−k(r)u
k
m,α(r)

+
∑

k

F k−k̄(|ψ|2)uk̄m,α(r) = µm,αu
k̄
m,α(r).(2.5.4)Utilizando los supuestos (i), (ii) y (iii) 
uando r es su�
ientemente peque-ño se puede es
ribir V (r, θ) ≈ V0, |ψ(r, θ)| ≈ ψ0 y F (|ψ|2) ≈ F (|ψ0|2), donde

V0, ψ0, andF (|ψ0|2) ∈ R. Esto permite resolver Vk̄−k(r) y F k−k̄(|ψ|2) 
er
a de
r = 0:

Vk̄−k(r) =
1

2π

∫ 2π

0

dθei(k̄−k)nθV (r, θ)
r→0≈ δk̄,kV0 + δVk̄−k(r),y

F k−k̄(|ψ|) =
1

2π

∫ 2π

0

dθe−i(k̄−k)nθF (|ψ|2) r→0≈ δk̄,kF (|ψ0|2) + δLk−k̄NL .Con lo que el 
onjunto de e
ua
iones 2.5.4 se 
omporta 
er
a de r = 0 
omo:
[

− d2

dr2
− 1

r

d

dr
+

(m+ k̄n)2

r2

]

uk̄m,α(r)
r→0≈ (µm,α − V0 − LNL(|ψ0|)) uk̄m,α(r)

= O(r|m+k̄n|) = Kuk̄m,α(r),
uya solu
ión es:
uk̄m,α(r)

r→0≈ ar|m+k̄n| +O(r|m+k̄n|+1).Tenemos que analizar el 
omportamiento de η(k) = |m+ kn| para diferentes my k, 
on el �n de determinar la 
ontribu
ión dominante 
uando r → 0. Para ello,
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uenta el teorema 2.2.22, según el 
ual −n
2 ≤ m ≤ n

2 . Utilizandoesta propiedad podemos obtener las siguientes 
ondi
iones:i) m ≥ 0. Para k = 1, 2, 3, . . . , η(k) = |m + kn| = kn +m dado que kn > 0 y
m > 0. Adi
ionalmente, η(−k) = |m− kn| = kn−m, ya que kn ≥ n

2 ≥ m. Por lotanto η(−k) ≤ η(k), k = 0, 1, 2, 3, . . . , (nótese que η(k) = η(−k) si m = 0).Por otra parte, para k = 0, 1, . . . , η(−(k + 1)) = |m − (k + 1)n| = (k +
1)n − m ya que (k + 1)n > n

2 ≥ m. Además, kn + m ≤ kn + (n − m) =
(k + 1)n − m ya que para m ≤ n

2 , 2m ≤ n → m ≤ n − m. Por lo tanto
η(k) = kn+m ≤ (k + 1)n−m = η(−(k + 1)) . La igualdad se obtiene si m = n

2 .Combinando ambas 
ondi
iones:(2.5.5) η(−k) ≤ η(k) ≤ η(−(k + 1)); k = 0, 1, 2, 3, . . .ii) m ≤ 0. Para k = 1, 2, . . . , η(k) = |m + kn| = kn + m ya que kn > n
2 ≥

−m ≥ 0. Además, 
omo −kn < 0 y m < 0 se 
umple que m− kn < 0 y η(−k) =

|m− kn| = kn −m. Enton
es, dado que kn > 0, η(k) ≤ η(−k), k = 0, 1, 2, 3, . . .(Nótese de nuevo que para k = 0, η(k) = η(−k)).Por otra parte, para k = 0, 1, . . . , η(k + 1) = |m + (k + 1)n| = (k + 1)n +m,porque (k + 1)n > n
2 ≥ −m. Teniendo en 
uenta que 0 ≤ −m ≤ n

2 , 0 ≤ −2m ≤
n → −m ≤ n + m se obtiene que kn − m ≤ kn + (n + m) = (k + 1)n + m (Laigualdad se produ
e si m = n

2 ) y �nalmente η(−k) ≤ η(k + 1), k = 0, 1, 2, 3, . . . .En de�nitiva,(2.5.6) η(k) ≤ η(−k) ≤ η(k + 1); k = 0, 1, 2, 3, . . .Analizaremos los 
asos 
on m = 0 y m = ±n
2 en resultados posteriores. Si

m 6= n
2 y m 6= 0 el signo de igualdad nun
a se obtiene en las desigualdades 2.5.5o 2.5.6 (salvo, evidentemente, si k = 0), y por tanto, la 
ontribu
ión dominante seobtiene si k = 0.Luego si m 6= n

2 y m 6= 0, la 
ontribu
ión dominante a ψ se produ
e para k = 0.Por lo tanto, la fun
ión se 
omporta 
omo
ψ(r, θ) ∝ eimθr|m|,en el límite r → 0.En el 
aso de que ψ(r, θ) sea una solu
ión auto
onsistente simétri
a de la e
ua-
ión 2.2.1 o de 2.4.1 
on simetría rota
ional O(2), se obtiene el resultado repitiendoel razonamiento y teniendo en 
uenta que V (r, θ) y F (|ψ|2) son periódi
os en θ 
onperiodo 2π.En el 
aso de solu
iones simétri
as de la e
ua
ión 2.4.1 se puede razonar demodo análogo pues el término L̃2 en el operador no modi�
a la línea de razona-miento. �Corolario 2.5.3. Bajo las mismas 
ondi
iones que el teorema anterior, si

m = n
2 , n par, la fun
ión 
umple que ∃ε > 0, ε ∈ R, tal que ∀r < ε, ψ(r, θ) espropor
ional a 2r|

n
2 | cos(±n

2 θ) + O(r
n
2 +1).Demostra
ión. Si m = ±n

2 , se 
umple que η(±k) = kn ± m = kn ± n
2 y

η(∓(k+ 1)) = (k+ 1)n∓m = kn± n
2 . Por lo tanto, el signo de igualdad se obtieneentre ±k y ∓(k+1), es de
ir, η(±k) = η(∓(k+1)) mientras que η(∓k) < η(±k). Es
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ir, η(0) = η(∓1) < η(±1) = η(∓2) < . . . Por lo tanto, las 
ontribu
iones domi-nantes se obtienen para k = 0 y k = ∓1, si m = ±n
2 . Conse
uentemente, para k = 0y k = ∓1 se obtiene que ψ(r, θ) ∝ e±i

n
2 θr|

n
2 | + e∓i

n
2 θr|

n
2 | = 2r|

n
2 |
(

e
±i n

2
θ+e∓i n

2
θ

2

)

=

2r|
n
2 | cos(±n

2 θ). Nótese que las solu
iones 
on m = ±n
2 son la misma pues estarepresenta
ión es unidimensional y, por lo tanto, basta 
on 
onsiderar m = n

2 . �Luego la fun
ión en el origen no se 
omporta 
omo en el 
aso de solu
iones tipovórti
e, pero sí se puede 
on
luir que tiende a una fun
ión real. Nótese que si nose 
omportara 
omo una fun
ión real en xs, habría 
ontradi

ión 
on la proposi-
ión 2.2.27, ya que las solu
iones 
on m = n
2 son solu
iones tipo solitón nodal ypertene
en a representa
iones irredu
ibles unidimensionales.Corolario 2.5.4. Bajo las mismas 
ondi
iones que el teorema anterior, si

m = 0, la fun
ión 
umple que ∃ε > 0, ε ∈ R, tal que ∀r < ε, ψ(r, θ) es propor
ionala cte+ O(r), cte ∈ R.Demostra
ión. Sim = 0, se 
umple que η(±k) = kn±m = kn y η(∓k) = kn.Por lo tanto, el signo de igualdad se obtiene entre ±k y ∓k, es de
ir, η(±k) =
η(∓k) mientras que η(±k) < η(∓(k + 1)). Es de
ir, η(0) < η(∓1) = η(±1) <
η(∓2) . . . Por lo tanto, la 
ontribu
ión dominante se obtiene para k = 0, si m = 0.Conse
uentemente, ψ(r, θ) ∝ r|0| = 1. �Luego la fun
ión en el origen también tiende a una fun
ión real, en parti
ulara una 
onstante. Nótese que si no se 
omportara 
omo una fun
ión real en xs,habría 
ontradi

ión 
on la proposi
ión 2.2.27, ya que las solu
iones 
on m = 0 sonsolu
iones tipo solitón fundamental y pertene
en a representa
iones irredu
iblesunidimensionales.Observa
ión 2.5.5. Nótese que 
uando m = n

2 nada impide que el 
oe�
ientede propor
ionalidad que a
ompaña al término 2r|
n
2 |
(

e
±i n

2
θ+e∓i n

2
θ

2

) se anule. Enese 
aso, los siguientes términos dominantes son para k = ±1 y k = ∓2 y enton
es
ψ(r, θ) ∝ e±i3

n
2 θr|3

n
2 | + e∓i3

n
2 θr|3

n
2 | = 2r|3

n
2 |
(

e
±i3 n

2
θ+e∓i3 n

2
θ

2

)

= 2r|3
n
2 | cos(±3n2 θ).En general esto puede su
eder para todas las parejas de 
oe�
ientes que dan lugara términos de la forma 2r|p

n
2 |
(

e
±ip n

2
θ+e∓ip n

2
θ

2

), p ∈ N e impar. Como la solu
iónes simétri
a siempre se deben anular los 
oe�
ientes que dan lugar a este tipode términos. Por lo tanto, en general ψ(r, θ) es propor
ional 2r|p
n
2 | cos(±pn2 θ) +

O(rp
n
2 +1), p ∈ N e impar.Si m = 0 y el 
oe�
iente de la 
onstante se anula, los términos 
on k = ±1dan lugar a 
ontribu
iones de mismo orden y en 
onse
uen
ia ψ(r, θ) ∝ einθr|n| +

e−inθr|3
n
2 | = 2r|n|

(

einθ+e−inθ

2

)

= 2r|n| cos(nθ). Del mismo modo, en general pode-mos es
ribir que ψ(r, θ) es propor
ional 2r|p
n
2 | cos(±pn2 θ) + O(rp

n
2 +1), p ∈ N y, eneste 
aso, par.Estas 
on
lusiones tienen gran relevan
ia al estudiar el 
omportamiento dela solu
ión frente a re�exiones espe
ulares. Veremos en el 
apítulo 3 ejemplos desolu
iones tipo solitón fundamental donde el primer término se anula y los términosdominantes se obtienen si k = ±1.



2.6. SINGULARIDADES DE FASE, CARGA, VORTICIDAD Y LíNEAS NODALES 552.6. Singularidades de fase, 
arga, vorti
idad y líneas nodalesSupongamos que ψ(x), 
on x ∈ Ω ⊆ R2 es una fun
ión 
ompleja que es solu
iónde las e
ua
iones 2.2.1 o 2.4.1. Se di
e que di
ha fun
ión presenta una singularidadde fase en x0, si en di
ho punto Re(ψ(x0)) = Im(ψ(x0)) = 0 [51, 52℄. Si lasingularidad de fase apare
e a lo largo de una línea 
ontinua γ ∈ Ω, es de
ir, ∀x ∈ γse 
umple que Re(ψ(x)) = Im(ψ(x)) = 0, enton
es de
imos que γ es una líneanodal. Denotaremos por xj 
on j = 1, . . . , V y por γj′ 
on j′ = 1, . . . , V ′ a lassingularidades y líneas nodales, respe
tivamente, que presenta la fun
ión ψ.A 
ada singularidad se le puede asignar la siguiente 
antidad:Defini
ión 2.6.1. Llamamos vorti
idad o 
arga topológi
a de la singularidad
j-ésima a vj = 1

2π

∮

ζj
∇ϕds, donde ϕ = arctan

(

Im(ψ)
Re(ψ)

)es la fase de ψ y s re
orreun 
ir
uito 
errado ζj ∈ R2 su�
ientemente 
er
ano a xj , de modo que en
ierraúni
amente esta singularidad.Por otra parte, la vorti
idad, denotada por v, se de�ne 
omo v = 1
2π

∮

∇ϕds,donde s re
orre un 
ir
uito 
errado ζ 
ualquiera. Nótese que, dado que ϕ es unavariable 
ompa
ta, vj ∈ Z y v ∈ Z. Veamos que el valor de la vorti
idad v está enrela
ión 
on el número de singularidades xj que en
ierra el 
ir
uito ζ y la vorti
idado 
arga vj de 
ada una.Lema 2.6.2. Sea ζ un 
ir
uito 
errado que en
ierra en su interior V singula-ridades de 
arga vj , j = 1, . . . , V y que no 
orta líneas nodales. Si 
al
ulamos lavorti
idad v a lo largo de di
ho 
ir
uito se 
umple que v =
∑V
j=1 vj .Demostra
ión. Denominemos el área en
errada por ζ 
omo Ωη. Dividamos

Ωη en V áreas Ωζj
, 
ada una de las 
uales 
ontiene una úni
a de las singularidades

xj , j = 1, . . . , V . Sea ζj la frontera de Ωηj
. Evidentemente, los ζj son 
ir
uitos
errados que en
ierran una úni
a singularidad, y por tanto la 
arga 
al
ulada a lolargo de estos 
ir
uitos es vj , ∀j. Por tanto, podemos es
ribir v = 1

2π

∮

ζ
∇ϕds =

∑V
j=1

1
2π

∮

ζj
∇ϕds =

∑V
j=1 vj . �Vamos a analizar úni
amente líneas nodales que sean 
urvas 
erradas o bienque 
omien
en y terminen en algún punto de la frontera Ω. Por lo tanto, en adelantedenotaremos 
omo Ω1 y Ω2 las dos regiones en las que las líneas nodales 
onsideradasdividen el dominio Ω. Sea ζ una 
urva que 
orta a la línea nodal en xζ . La fase

ϕ evaluada a lo largo ζ presenta una dis
ontinuidad tipo es
alón en xζ 
uyo valordenotamos por d(ζ). Vamos a o
uparnos úni
amente de líneas nodales que 
umplanque d(ζi) = d 
on d 
onstante ∀ζi que 
orte a la línea nodal desde Ω1 ha
ia Ω2 y
−d si la 
orta en sentido 
ontrario. En general, nos o
uparemos de líneas nodalespara las que d = ±π.2.6.1. Singularidades de fase en el eje de simetría rota
ional.Proposi
ión 2.6.3. Bajo las mismas 
ondi
iones que la proposi
ión 2.5.2,existe siempre una 
urva 
errada ζ en torno a xs para la que la vorti
idad es igualal momento angular l o al pseudomomento angular m, siempre que m 6= n

2 y m 6= 0.Es de
ir, para algún ζ su�
ientemente 
er
ano a xs se 
umple que(2.6.1) vxs
=

∮

ζ

∇ϕ · dl = m o l,



56 2. TEORíA MATEMÁTICA DEL PSEUDOMOMENTO ANGULARdonde ϕ es la fase de una solu
ión simétri
a 
on simetría rota
ional 
ontinua odis
reta.Demostra
ión. Tal y 
omo se demostró en 2.5.2 se 
umple que:
ψ(r, θ)

r→0≃ ar|m|eimθ + δψdonde
δψ = O(r|m|+1).Podemos es
ribir

ψ(r, θ) = |ψ|eiϕ

= a r|m|(cosmθ + i sinmθ) + δu+ iδv,donde δu, δv = O(r|m|+1) y
|ψ|eiϕ = |ψ|(cosϕ+ i sinϕ).Por lo tanto,

tanϕ =
a r|m| sinmθ + δv

a r|m| cosmθ + δu

= tanmθ +
δv

a r|m| cosmθ
− δu

a r|m| cosmθ
tanmθ − δu δv

(a r|m| cosmθ)2

≡ tanmθ + δt δt = O(r)

ϕ = tan−1 [tanmθ + δt]Si se realiza la expansión en serie de Taylor de la anterior fun
ión en torno a tanmθse obtiene
ϕ = mθ + δϕ O(δϕ) = O(δt) = O(r).Sin pérdida de generalidad, evaluamos la integral tomando 
omo 
ir
uito ζ una
ir
unferen
ia de radio ǫ (Cǫ):

vxs
= m+

1

2π

∮

Cǫ

(∇δϕ) · dl = m+O(ǫ).Con lo que se obtiene, 
uando ǫ→ 0:
vxs

= m.De un modo análogo se puede razonar en el 
aso que la solu
ión presentesimetría rota
ional 
ontinua y, por tanto, momento angular l. �Observa
ión 2.6.4. La anterior proposi
ión equivale a a�rmar que siempreexiste una singularidad de 
arga l o m situada en el eje de simetría.Corolario 2.6.5. Las solu
iones simétri
as de la e
ua
ión 2.2.1 o de 2.4.1 
onsimetría rota
ional dis
reta o 
ontinua de tipo vórti
e presentan una singularidadde 
arga vs = l ó vs = m en xs y, además, ψ0 = |ψ(r = 0, θ)| = 0.Demostra
ión. Según la de�ni
ión de solu
iones tipo vórti
e 2.2.34, l 6= 0 obien m̄ = 1, . . . , n2 − 1 si n es par y m̄ = 1, . . . , n−1
2 si n es impar. Por lo tanto,según 2.6.3 deben presentar una singularidad de fase 
on 
arga l 6= 0 o m 6= 0 en

xs. Dado que hay una singularidad en xs la amplitud debe anularse. �



2.6. SINGULARIDADES DE FASE, CARGA, VORTICIDAD Y LíNEAS NODALES 572.6.2. Líneas nodales en el eje de simetría rota
ional.Proposi
ión 2.6.6. Supongamos que m = n
2 
on n par. Enton
es, bajo lasmismas 
ondi
iones que en la proposi
ión 2.5.2 existe siempre una 
urva 
errada ζen torno a xs para la que la vorti
idad se anula.Demostra
ión. Como vimos en el 
orolario 2.5.3, si m = ±n

2 la fun
ión
umple que para algún 
ir
uito su�
ientemente 
er
ano a xs se 
omporta 
omo
ψ(r, θ) ∝ 2r|

n
2 | cos(±n

2 θ) (o bien ψ(r, θ) ∝ 2r|p
n
2 | cos(±pn2 θ), p ∈ N e impar). Comoésta es una fun
ión real y periódi
a en θ 
on periodo n

2 , al 
al
ular la integral delínea que de�ne vxs
se obtendrá vxs

= 0 +O(ǫ). �Corolario 2.6.7. Las solu
iones simétri
as de la e
ua
ión 2.2.1 o de 2.4.1
on simetría rota
ional dis
reta de tipo solitón nodal presentan al menos n nodosa lo largo de 
ir
uitos ζ que en
ierran a xs y, además, ψ0 = |ψ(r = 0, θ)| = 0.Demostra
ión. En este 
aso m = n
2 
on n par, según la de�ni
ión 2.2.32.Según la proposi
ión 2.5.2, en una región en torno a xs la fun
ión es propor
ionala cos(n2 θ) y según la proposi
ión 2.6.6 la vorti
idad en torno a este eje se anula.Sin embargo, debido al 
omportamiento 
osenoidal, se debe 
umplir que ψ0 =

|ψ(r = 0, θ)| = 0, ya que en este límite, la fase no puede estar de�nida. Por otraparte, 
omo el periodo del 
oseno es n2 , la fun
ión en un 
ir
uito en torno a xs debeanularse en n puntos. Si la solu
ión es propor
ional a cos(pn2 θ), p ∈ N e impar,enton
es presentará pn2 nodos. �Observa
ión 2.6.8. En los ejemplos numéri
os presentados en el 
apítulo 3observaremos que estos n nodos dan lugar a n
2 líneas nodales que se 
ortan en elorigen.Proposi
ión 2.6.9. Supongamos que m = 0. Enton
es, bajo las mismas 
on-di
iones que en la proposi
ión 2.5.2 existe siempre una 
urva 
errada ζ en torno a

xs para la que la vorti
idad se anula.Demostra
ión. Como vimos en el 
orolario 2.5.4, si m = 0 la fun
ión 
umpleque para algún 
ir
uito su�
ientemente 
er
ano a xs se 
omporta 
omo ψ(r, θ) ∝
cte ∈ R (o bien ψ(r, θ) ∝ 2r|p

n
2 | cos(±pn2 θ), p ∈ N y par). Como ésta es una fun
iónreal y periódi
a en θ, al 
al
ular la integral de línea que de�ne vxs

se obtendrá
vxs

= 0 +O(ǫ). �Corolario 2.6.10. Las solu
iones simétri
as de la e
ua
ión 2.2.1 o de 2.4.1
on simetría rota
ional dis
reta o 
ontinua de tipo solitón fundamental no presen-tan vórti
es en el origen en xs y, además, ψ0 = |ψ(r = 0, θ)| puede tomar 
ualquiervalor real, si la solu
ión no presenta líneas nodales que se 
orten en el eje de sime-tría.Demostra
ión. La no existen
ia de vórti
es en el eje de simetría es 
onse
uen-
ia inmediata de la proposi
ión 2.6.9. Si ψ(r, θ) ∝ cte ∈ R la solu
ión no presentalíneas nodales que se 
orten en xs y, evidentemente, ψ0 = |ψ(r = 0, θ)| puede tomar
ualquier valor. En 
ambio en el 
aso en que ψ(r, θ) ∝ 2r|p
n
2 | cos(±pn2 θ), 
on p ∈ N,

p 6= 0 y par la fun
ión en un 
ir
uito en torno a xs, debe anularse en pn puntos. �Observa
ión 2.6.11. En los ejemplos numéri
os presentados en el 
apítulo 3observaremos que ejemplos de solu
iones tipo fundamental 
on y sin líneas nodales.



58 2. TEORíA MATEMÁTICA DEL PSEUDOMOMENTO ANGULAR2.7. Interpreta
ión de la teoría de pseudomomento angularVamos a resumir e interpretar físi
amente los resultados obtenidos anteriormen-te para solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta de 2.2.1. Hemos de�nido estassolu
iones 
omo aquellas para las que la amplitud |ψ|2 es invariante bajo la a

ión delos elementos del grupo de rota
iones dis
retas. Esto signi�
a que si Ctn es una rota-
ión de ángulo t 2π
n
, t ∈ Z, se 
umple que Ctn|ψ(r, θ)|2 = |ψ(r, θ+ t 2π

n
)|2 = |ψ(r, θ)|2.En el siguiente 
apítulo analizaremos diferentes 
asos en los que se 
umple esta
ondi
ión. Por ejemplo, en las �guras 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 se observa que laamplitud 
umple esta propiedad bajo los elementos de rota
iones de los grupos

C2v, C4v, C5v y C6v. En las �guras 3.2.6, 3.3.2 o 3.4.1 se muestran estru
turas más
ompli
adas de la amplitud que también 
umplen esta propiedad.Hemos dedu
ido que, en este 
aso, la solu
ión presenta una 
antidad, el pseu-domomento angular m, que 
umple que ψ(r, θ) = eimθu(r, θ) donde se 
umple que
u(r, θ) = u(r, θ + t 2π

n
) para que sea 
ierta la restri

ión anterior sobre la amplitud.Una fun
ión 
on esta forma fun
ional 
umple que Ctnψ = ǫmψ 
on ǫ = ei

2π
n .Esto signi�
a que si m = 0, frente a 
ualquier rota
ión Ctn la fun
ión 
umpleque Ctnψ = ψ. Por lo tanto si en un punto 
ualquiera de 
oordenadas x0 = (r0, θ0)es
ribimos la fase 
omo ϕ(x0) = arg(ψ(x0)), se 
umple que en los puntos de 
oor-denadas xt = (r0, θ0 + t 2π

n
), t = 1, . . . , n − 1 la fase es ϕ(xt) = ϕ(x0). En las�guras 3.2.2(b), 3.2.3(b), 3.2.4(b) y 3.2.5(b) se puede 
omprobar esta propiedad yque además, dado que la fase en un 
uadrante 
ompleto es nula, también lo es enel resto de 
uadrantes. Por otra parte, dado que si m = 0 las fun
iones pertene
ena representa
iones unidimensionales, todas estos ejemplos son fun
iones reales, taly 
omo se dedu
e en 2.2.27.Por otra parte, 
uando el orden de simetría del grupo n es par y m = ±n

2se 
umple que Ctnψ = ǫ±
n
2 ψ = e±iπψ ya que ǫ = ei

2π
n . Obsérvese que el mismoresultado se obtiene para m = n

2 y para m = −n
2 , por lo que 
onsideraremos sólo

m = n
2 . En este 
aso, por tanto Ctnψ = ±ψ y de he
ho se 
umple que C1

nψ = −ψ,
C2
nψ = ψ, C3

nψ = −ψ, . . . Esto se tradu
e en que para las fases de puntos xt,
t = 0, 1, . . . se 
umple que ϕ(xt) = ϕ(x0) + tπ o en de�nitiva que la fase 
ambia en
π 
ada vez que se realiza una rota
ión en las 
oordenadas de 2π

n
. En las �guras 3.2.2,3.2.3 y 3.2.5 para las solu
iones 
on m = ±n

2 se observa que si elegimos un punto
ualquiera x0 y observamos la fase en puntos xt de�nidos 
omo anteriormente, lafase 
ambia de signo alternativamente para 
ada punto xt. De he
ho, si la faseen una región de�nida por el eje las ab
isas y una re
ta que pase por el origen
on ángulo 2π
n

es nula, hay n − 1 regiones semejantes 
on fases alternadas. Estassolu
iones 
umplen 
on 2.2.27, ya que todas son reales.Sin embargo, 
uando m = ±1 y m 6= n
2 (es de
ir, grupos distintos de C2v) larepresenta
ión es bidimensional y las solu
iones son 
omplejas (véase lema 2.2.28).En este 
aso, Ctnψ = ǫ±tψ y por tanto ϕ(xt) = ϕ(x0)±t 2πn . Conse
uentemente no seobtiene el mismo resultado para m = +1 que para m = −1, tal y 
omo 
orrespondea una representa
ión bidimensional. En las �guras 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 se muestran
asos 
onm = 1, en los que se puede 
omprobar que la fase experimenta varia
ionesde 2π

n

uando se parte de un punto 
ualquiera x0 y se realizan rota
iones a puntos

xt, t = 1, . . .Finalmente, si en general m 6= n
2 y m 6= 0, la representa
ión es bidimensionaly las solu
iones son 
omplejas (2.2.28). En este 
aso, Ctnψ = ǫmtψ y por tanto
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ϕ(xt) = ϕ(x0) ±m 2π

n
. Por ejemplo, si m = 2 se 
umple que ϕ(xt) = ϕ(x0) + 2 2π

nlo 
ual se puede 
omprobar en las �guras 3.2.4 y 3.2.5 para este tipo de solu
iones.Además, por el teorema 2.2.22 hemos dedu
ido que los valores de m que una so-lu
ión simétri
a puede presentar en 
ada grupo están a
otados lo que signi�
a que,si bien pueden existir in�nitas solu
iones, todas ellas deben 
umplir 
on 
iertas res-tri

iones en su fase si son simétri
as. Por otra parte, si 
onsideramos las re�exionespodemos observar que las solu
iones 
on m = 0 o m = n
2 en las �guras 3.2.2, 3.2.3,3.2.4 y 3.2.5 se 
omportan de a
uerdo 
on la tabla de 
ara
teres 
orrespondientes.Para el resto de valores de m las re�exiones mez
lan las fun
iones dentro del subes-pa
io bidimensional. Por lo tanto es ne
esario representar las fun
iones 
on valoresdel pseudomomento negativos −m pues si Πσv

es el elemento de re�exión respe
toal eje v se 
umple que Πσv
ψm = ±1ψ−m, donde ψm y ψ−m son dos fun
iones dela misma representa
ión idénti
as pero 
on distinto signo en el pseudomomento, esde
ir, ψm = eimθu(r, θ) y ψ−m = ei−mθu(r, θ). En las �guras 
itadas no se hanrepresentado las solu
iones 
on pseudomomento −m, aunque basta 
on 
onjugarlas solu
iones representadas para obtenerlas.Las proposi
iones 2.6.3 y 2.6.6 junto 
on sus 
orolarios 2.6.5, 2.6.10 y 2.6.7permiten dedu
ir 
ómo se 
omporta la fase 
er
a del eje de simetría rota
ional (quese en
uentra situado en el origen de 
oordenadas). Por ejemplo, en las �guras 3.2.2,3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 se puede observar que param = 0 no existe ninguna singularidaden el eje de simetría rota
ional, para m = n

2 existen n
2 líneas nodales que se 
ruzanen el origen y para m 6= n

2 y m 6= 0 existe una singularidad de fase de 
arga m enel eje de simetría rota
ional.Como hemos visto en la introdu

ión, la modeliza
ión de solitones espa
ialesen medios homogéneos autoenfo
antes, saturables o fotorrefra
tivos da lugar a unae
ua
ión de S
hrödinger no lineal 
uya no linealidad es una fun
ión de la intensidaddel 
ampo |ψ|2 (véase apéndi
e A). Los solitones espa
iales 
on simetría rota
ional
O(2) obtenidos en la literatura se pueden 
ara
terizar 
omo solu
iones tipo funda-mental sin momento angular, es de
ir, 
on l = 0. Asimismo las ex
ita
iones 
onsimetría rota
ional 
ontinua e intensidad en el eje de simetría [68, 72℄ también sepueden 
lasi�
ar 
omo solu
iones tipo fundamental sin momento angular (l = 0).En medios desenfo
antes homogéneos, donde el sistema también se puede modelizarmediante una e
ua
ión de S
hrödinger no lineal 
uya no linealidad es una fun
iónde la intensidad del 
ampo |ψ|2, los solitones os
uros 
on dependen
ias de la faseen la 
oordenada θ del tipo eilθ, se pueden 
lasi�
ar 
omo solu
iones tipo vórti
e
on momento angular l 6= 0.Anali
emos algunos solitones presentados en la literatura en sistemas periódi
osa la luz de la teoría del pseudomomento angular. Los solitones espa
iales obtenidosen las refs. [135, 136, 137℄ y predi
hos numéri
a y teóri
amente en [146, 141℄son solu
iones tipo solitón fundamental 
on pseudomomento m = 0. Los vórti
esdis
retos obtenidos en [155, 156, 157℄ y modelizados en [141, 153, 143, 144, 145,154℄ se pueden 
lasi�
ar 
omo solu
iones tipo vórti
e 
on pseudomomentom = ±1.Finalmente, los dipolos o solitones nodales presentados en [143, 162, 163, 164℄son solu
iones tipo solitón nodal. En este 
aso, aunque la simetría del sistema era
C4v en las refs. [143, 163℄ y C6v en la ref. [164℄, los solitones obtenidos presentabanamplitudes 
on simetría C2v. Es, por tanto, un ejemplo de solu
iones 
uyo grupo desimetría es un subgrupo del grupo de simetría del medio, es de
ir, G′ ⊂ G. En todaslas referen
ias el pseudomomento de los dipolos es m = ±1, que se 
orresponde
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on un solitón nodal en C2v. En la ref. [162℄ se obtuvieron, además, 
uadrupolosen redes 
uadradas. Luego en este 
aso, se trata de solu
iones para las que G′ y
G 
oin
iden. En parti
ular, son solu
iones tipo solitón nodal 
on pseudomomento
m = 2 en C4v. Por otra parte, en redes de Bessel también se obtuvieron solitonesdis
retos tipo vórti
e y nodal [178, 179, 180℄, que en nuestro 
aso se 
orresponden
on solu
iones tipo vórti
e 
on m 6= 0 y m 6= n

2 , donde n es el orden de simetría dela amplitud del solitón o bien 
on solitones 
on m = n
2 
uando la diferen
ia de faseentre solitones ve
inos es de π. Las ex
ita
iones obtenidas en [183, 182℄ se pueden
lasi�
ar 
omo solu
iones tipo vórti
e 
on m = ±1.Finalmente, solitones rotantes 
omo los azimutones [110℄ han sido modelizados
on e
ua
iones 
uyas solu
iones esta
ionarias son solu
ión de 2.4.1. Los azimutones,los soliton ne
kla
e beams y los soliton 
lusters son idénti
os desde el punto de vistade la simetría, y 
uando los sistemas en los que se presentan pueden modelizarse
on e
ua
iones 
omo ésta, se pueden 
lasi�
ar también de a
uerdo a la teoría depseudomomento angular6. En parti
ular, los ne
kla
e beams presentados en las refs.[103, 104℄ o los soliton 
lusters obtenidos en [107℄ son solitones 
on simetría ro-ta
ional dis
reta 
on m = 0 o m = n

2 , donde n es el orden de simetría bajo 
uyoselementos es invariante la intensidad de la solu
ión. El valor del pseudomomentoes m = 0 
uando los solitones ve
inos tienen la misma fase y m = n
2 si están enoposi
ión de fase. Igualmente, los ne
kla
e beams y los soliton 
lusters 
on momentoangular distinto de 
ero presentados en las refs. [107, 108, 109, 105℄ y los azimu-tones presentados en la ref. [110℄ son solitones 
on simetría rota
ional dis
reta 
on

m 6= 0 y m 6= n
2 , donde n es el orden de simetría bajo 
uyos elementos es invariantela intensidad de la solu
ión. Finalmente, los solitones obtenidos en redes de Bessel
on simetría rota
ional O(2) 
uya amplitud es similar a los ne
kla
e beams, 
omolos presentados en [174, 175, 176, 180℄, son solitones dis
retos 
on m = 0 (si losve
inos tienen la misma fase) o m = n

2 (si tienen fases opuestas), donde n es elorden de la simetría dis
reta de la amplitud. Solitones dis
retos tipo vórti
e 
on
m 6= 0 y m 6= n

2 en estos sistemas se obtuvieron en [177℄.En el siguiente 
apítulo vamos a mostrar ejemplos de solu
iones obtenidas te-niendo en 
uenta, por un lado, que las solu
iones simétri
as pueden presentar singu-laridades fuera del origen y, por otro, que tal y 
omo se ha obtenido anteriormente,existe una estru
tura de bandas. Esto nos permite suponer que existen solu
ionesen bandas superiores de las que, en todo 
aso, sabemos 
ómo se 
omportan en eleje de simetría rota
ional y podemos extraer 
on
lusiones a priori sobre el aspe
tode su fase.
6Veremos en el 
apítulo 4 que solu
iones no esta
ionarias simétri
as también presentan pseu-domomento angular, y por lo tanto, la teoría será apli
able a este tipo de solitones no esta
ionarios.



CAPíTULO 3Singularidades, líneas nodales, 
arga y vorti
idad:solu
iones simples y 
ompuestas3.1. Introdu

iónVamos a utilizar los resultados presentados en el 
apítulo 2 para 
al
ular numé-ri
amente solu
iones simétri
as de la e
ua
ión 2.2.1. Distinguiremos entre solu
ionessimples y 
ompuestas o 
lusters, donde las primeras presentan, a lo sumo, una úni
asingularidad de fase mientras que las últimas presentan más de una. Además es-tudiaremos solu
iones 
on líneas nodales radiales y angulares, así 
omo la rela
iónentre este tipo de solu
iones y la existen
ia de una estru
tura de bandas aso
iadaa la presen
ia de una estru
tura periódi
a y/o 
on simetría rota
ional dis
reta.El 
apítulo 
omienza 
on un apartado dedi
ado a las solu
iones simples, dondese de�ne este tipo de solu
ión y se ofre
en ejemplos numéri
os en sistemas 
ondiferentes simetrías rota
ionales dis
retas para todos los pseudomomentos distintosposibles en 
ada 
aso. Veremos en este 
aso que la 
ota sobre el pseudomomento mse tradu
e en una 
ota sobre la vorti
idad que pueden presentar estas solu
iones.En el segundo apartado se ofre
en ejemplos numéri
os de solu
iones 
on líneasnodales radiales y angulares 
on todos los pseudomomentos posibles en sistemas
on simetría C4v. Veremos la rela
ión de estas solu
iones 
on la existen
ia de bandassuperiores y obtendremos un ejemplo de una solu
ión no lineal que pertene
e a lasegunda banda y existe en la segunda banda prohibida. Finalmente, en el últimoapartado se presentan ejemplos de solitones 
ompuestos o 
lusters de vórti
es, esde
ir, solu
iones que presentan singularidades en puntos x diferentes del eje desimetría rota
ional. Estas solu
iones se obtienen en sistemas 
on simetría C4v ypara pseudomomento m = −1. Se obtiene además la rela
ión que existe entretodas las singularidades situadas fuera del eje de simetría rota
ional y se interpretadetenidamente la estru
tura de fase de estas solu
iones en el 
ontexto de la teoríadel pseudomomento angular.3.2. Solu
iones simplesAlgunos de los resultados del presente apartado fueron publi
ados en [216℄.Defini
ión 3.2.1. Llamaremos solu
iones simples a las fun
iones ψ(x) queveri�
an las siguientes 
ondi
iones:1. Son solu
iones simétri
as de la e
ua
ión 2.2.1 o de 2.4.1 
on simetría ro-ta
ional dis
reta o 
ontinua (que presentan, por tanto, momento angular
l o pseudomomento angular m bien de�nido).2. Presentan a lo sumo una úni
a singularidad de fase en xs o, si existenlíneas nodales, todas ellas pasan por xs y no se 
ruzan en ningún otropunto. 61



62 3. SINGULARIDADES, LíNEAS NODALES, CARGA Y VORTICIDADTeniendo en 
uenta la de�ni
ión 3.2.1 y la 
lasi�
a
ión de las solu
iones introdu
idaen las de�ni
iones 2.2.31, 2.2.32 y 2.2.34, podemos diferen
iar los siguientes tiposde solu
iones simples:1. Solu
iones simples tipo solitón fundamental (solitones fundamentales). Se-gún 2.2.31, este tipo de solu
iones presentan momento angular l = 0 opseudomomento angular m = 0, es de
ir, pertene
en a la primera repre-senta
ión irredu
ible del grupo 
orrespondiente. Según el 
orolario 2.6.10estas solu
iones no presentan ninguna singularidad en el origen. Luego,según la de�ni
ión 3.2.1 no presentan ninguna singularidad y si presentanlíneas nodales, éstas se 
ortan en xs.2. Solu
iones simples tipo vórti
e (vórti
es). Según 2.2.34, para este tipo desolu
iones l 6= 0 o bien m 6= 0 y m 6= n
2 si n es par. Según el 
orolario2.6.5, estas solu
iones presentan una singularidad en xs de vorti
idad l enel 
aso de simetría rota
ional 
ontinua om en el 
aso de simetría rota
ionaldis
reta. Según la de�ni
ión 3.2.1, ésta es la úni
a singularidad de fase quepresentan.3. Solu
iones simples tipo solitón nodal (solitones nodales). Según la de�ni-
ión 2.2.32, en este 
aso m = n

2 
on n par. Según 2.6.7 y la observa
ión2.6.8, estas solu
iones presentan líneas nodales que se 
ortan en xs. Segúnla proposi
ión 2.6.6 en este 
aso la vorti
idad 
al
ulada en torno a xs seanula, luego no puede haber singularidades de fase en el origen. Por lotanto no hay más singularidades ni líneas nodales, salvo las líneas nodalesque se 
ortan en xs.Nota 3.2.2. Los solitones fundamentales presentados en las refs. [135, 136,137, 146, 141℄ son solu
iones simples tipo solitón fundamental. Los vórti
es intro-du
idos en las refs. [141, 154, 155, 156, 157℄ son solu
iones simples tipo vórti
e.Finalmente, los solitones nodales o dipolos introdu
idos en las refs. [143, 163, 164,162℄ son solu
iones simples tipo solitón nodal.Para las solu
iones simples se 
umple la siguiente proposi
ión:Lema 3.2.3. Sea ψ(x) una solu
ión simple simétri
a de la e
ua
ión 2.2.1 o de2.4.1 
on simetría rota
ional dis
reta o 
ontinua 
on momento angular l ∈ N opseudomomento angular m = 0,±1, . . . , n2 si n par o m = 0, . . . ,±n−1
2 si n impar.Cal
ulemos v en 
ir
uitos η que en
ierren a xs. Enton
es se 
umple que v = vj = len el 
aso de simetría rota
ional o bien que v = vj = m en el 
aso de simetríarota
ional dis
reta, siempre que m 6= n

2 y m 6= 0. Si m = n
2 o m = 0, enton
es

v = 0 para 
ualquier 
ir
uito que en
ierre a xs.Demostra
ión. Como los tipos de solu
iones 1 y 2 no presentan más singu-laridades de fase que la que puede haber en el origen si m 6= 0 o l 6= 0, 
ualquierintegral en un 
ir
uito 
errado que en
ierre a xs da 
omo resultado v = m o bien
v = l, ya que la 
arga de la singularidad en xs es vj = m o bien vj = l según 2.6.3.Si la solu
ión es de tipo 3, según 2.6.6, la vorti
idad 
al
ulada en un 
ir
uito entorno a xs es nula. Lo mismo su
ede si es de tipo fundamental debido a la proposi-
ión 2.6.9. Luego por la de�ni
ión de solu
ión simple, sigue siendo nula 
uando se
al
ula a lo largo de 
ualquier 
ir
uito que en
ierre a xs. �
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Figura 3.2.1. Poten
ial 
on invarian
ia rota
ional dis
reta
V̄ (x) 
on simetría (a) C2v, (b) C5v, (
) C4v y (d) C6v. Los 
asos(
) y (d) son, además, periódi
os.Observa
ión 3.2.4. Los resultados presentados en [216, 217℄ se referían asolu
iones simétri
as para las que se 
umple que v = vj ∀η que in
luya a xs, lo 
uales en de�nitiva un modo alternativo de de�nir las solu
iones simples tipo vórti
e.Proposi
ión 3.2.5. (de vorti
idad máxima). Sea ψ(x) una solu
ión simplesimétri
a de la e
ua
ión 2.2.1 o de 2.4.1 
on simetría rota
ional dis
reta 
on pseu-domomento angular m. Enton
es el valor máximo de la vorti
idad es n

2 − 1 si n espar o n−1
2 si n es impar y el valor mínimo es −n

2 + 1 si n es par o −n−1
2 si n esimpar. Es de
ir, se 
umple que |v| < n

2 si n es par o |v| ≤ n−1
2 si n es impar.Demostra
ión. Para di
hos grupos se 
umple que (véase teorema 2.2.22)

m = 0,±1,±2, . . . ,±n
2 si n es par o m = 0,±1,±2, . . . ,±n−1

2 si n es impar. Luego
|m| ≤ n

2 si n es par o |m| ≤ n−1
2 si n es impar. Como por el lema 3.2.3 se 
umpleque v = m, la vorti
idad está a
otada por los mismos valores, siempre que m 6= ±n

2(si m = 0, en todo 
aso v = m = 0). Por último, según el mismo lema 3.2.3, enel 
aso de solu
iones simples tipo solitón nodal 
on pseudomomento m = ±n
2 , lavorti
idad es nula. Por lo tanto, los valores distintos de 
ero que puede tomar lavorti
idad son v = ±1,±2, . . . ,±n

2 ∓ 1 si n es par o v = ±1,±2, . . . ,±n−1
2 si n esimpar. �Corolario 3.2.6. Supongamos que V (x) es invariante bajo trasla
iones deperiodo a > 0. Enton
es v ≤ 2.Demostra
ión. Los úni
os grupos de simetría rota
ional 
ompatibles 
on al-guna simetría trasla
ional en el plano de 
ierto periodo son C2, C3, C4 o C6 [218℄.Por lo tanto, el orden máximo de un grupo 
on simetría rota
ional 
on esta 
ara
-terísti
a es n = 6. Debido al teorema 3.2.5 se 
umple que v ≤ 2. �Obtengamos las solu
iones simples para los 
asos C2v, C4v, C5v y C6v 
uandoel poten
ial periódi
o es V (x) = V0 · V̄ (x), V0 > 0 y V̄ (x) es una fun
ión R2 →
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Figura 3.2.2. Solu
iones simples 
on simetría C2v 
uando µ =
0,06. La amplitud de las solu
iones 
on pseudomomento m = 0, 1se representan en (a) y (
), respe
tivamente. Los mínimos del po-ten
ial lineal V (x) se representan mediante 
ír
ulos intermitentesde 
olor 
yan. En (b) y (d) se representan las fases 
orrespondien-tes.

[0, 1] que tiene alguna de las formas fun
ionales presentadas en la �gura 3.2.1.Las fun
iones V̄ presentadas en �g. 3.2.1 (a) y (b) son de la forma V̄ (x) = 1 −
∑n−1
i=0 exp

(

(x−xi)
2+(y−yi)

2

2ω2

) donde (xi, yi) = d
(

cos 2πi
n
, sin 2πi

n

) 
on n = 2, ω = 8,y d = 4π en (a) y n = 5, ω = 10, y d = 10π en (b). Las fun
iones V̄ presentadasen �g. 3.2.1 (
) y (d) son iguales a 1 en 
ír
ulos de radio R = R̄
λ
, 
on R̄ = 8000 y

λ = 1064, y se anulan fuera de ellos. Los 
entros de los 
ír
ulos están situados en unared 
uadrada o hexagonal, es de
ir, en posi
iones r = a(kx + cos(α))i + aky sin(α)j,donde i, j son dos versores perpendi
ulares, kx, ky ∈ Z y α = π
2 o π3 en 
ada 
aso.El parámetro a toma el valor a = Λ

λ
, donde Λ = 23000. Este tipo de poten
ialespueden modelizar las �bras de 
ristal fotóni
o, de�nidas al �nal del apéndi
e A.Las solu
iones simétri
as de la e
ua
ión 2.2.1 que se van a presentar en lo quesigue han sido obtenidas 
on el método numéri
o des
rito en el apéndi
e D.Simetría C2v. Si la solu
ión ψ es tal que |ψ|2 es invariante bajo C2v yel poten
ial lineal V (x) es 
omo en 3.2.1 (a), se 
umple que n = 2 ypor lo tanto los valores permitidos para el pseudomomento angular son

m = 0, 1. En la �gura 3.2.2 se representan la amplitud y fase de lassolu
iones simples 
on pseudomomentos m = 0, 1. Se puede observar quelas solu
iones pertene
en a las representa
iones j = 1, 2 en 
ada 
aso y
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umplen 
on los elementos del grupo 
orrespondientes. Lasolu
ión 
on m = 0 
umple que Πσh,v
ψ = ψ, donde Πσh,v

representa lasre�exiones espe
ulares respe
to a los ejes de simetría espe
ular horizontal(σh) y verti
al (σv). De a
uerdo 
on esto, se 
umple ne
esariamente que
er
a del origen ψ(r, θ) ∝ cte ∈ R. La solu
ión 
on m = 1 
umple que
Πσh

ψ = −ψ y Πσv
ψ = ψ. Por lo tanto, ψ(r, θ) ∝ 2r|

n
2 | cos(n2 θ) = 2r cos(θ)
er
a de xs y presenta una línea nodal horizontal que pasa por el eje desimetría xs. En el primer 
aso es una solu
ión tipo fundamental y en elsegundo es un solitón nodal y, por lo tanto, ψ ∈ R en ambos 
asos, tal y
omo se dedujo en 2.2.27.Simetría C4v. Si la solu
ión ψ 
umple que |ψ|2 es invariante bajo C4v, y elpoten
ial lineal V (x) es 
omo en 3.2.1 (
), enton
es n = 4 y por lo tanto losvalores permitidos para el pseudomomento angular son m = 0,±1, 2. Enla �gura 3.2.3 se representan la amplitud y fase de las solu
iones simples
on pseudomomentos m = 0,−1,−2. Se puede observar que las solu
ionespertene
en a las representa
iones j = 1, 2, 3 en 
ada 
aso y por lo tanto
umplen 
on los elementos del grupo 
orrespondientes. Al igual que en

C2v, la solu
ión 
on m = 0 
umple que Πσh,d
ψ = ψ, donde Πσh,v

son lasre�exiones espe
ulares respe
to a un eje horizontal e in
linado π
4 radianes,respe
tivamente, 
on lo que ψ(r, θ) ∝ cte ∈ R 
er
a de xs. La solu
ión 
on

m = 2, en 
ambio, 
umple que Πσh
ψ = −ψ y Πσd

ψ = ψ. Conse
uente-mente ψ(r, θ) ∝ 2r|
n
2 | cos(n2 θ) = 2r|2| cos(2θ) 
er
a de xs y presenta doslíneas nodales perpendi
ulares que pasan por el eje de simetría xs. Lassolu
iones 
on m = 0, 2 son tipo solitón fudamental y nodal, respe
tiva-mente, y son fun
iones reales, tal y 
omo se dedujo en 2.2.27. La solu
ión
on pseudomomento m = −1 es un vórti
e y presenta una singularidadde fase de 
arga vxs

= −1 en xs. La vorti
idad 
al
ulada a lo largo de
ualquier 
ir
uito que in
luya a xs es v = vxs
= −1. En este 
aso pertene-
e a una representa
ión bidimensional, por tanto ψ ∈ C, de a
uerdo 
on2.2.28. Además, la 
ompleja 
onjugada es también solu
ión 
on m = 1 ylas re�exiones espe
ulares involu
ran a ambas fun
iones.Simetría C5v. En este 
aso la solu
ión simple ψ 
umple que |ψ|2 es in-variante bajo C5v y el poten
ial lineal V (x) es 
omo en 3.2.1 (b). Por loque los valores de pseudomomento permitidos son m = 0,±1,±2. En la�gura 3.2.4 se representan las amplitudes y fases para las solu
iones 
onpseudomomento m = 0,−1,−2. Se puede 
omprobar que las solu
ionespertene
en a las representa
iones 
orrespondientes utilizando rota
ionesque sean múltiplos de 2π

5 . Como siempre, si m = 0 la solu
ión es de tipofundamental y por lo tanto es real, tal y 
omo se dedujo en 2.2.27. Comose observa Πσv
ψ = ψ donde Πσv

es una re�exión espe
ular respe
to aleje verti
al, 
on lo que ψ(r, θ) ∝ cte ∈ R 
er
a de xs. Por otra parte,las solu
iones 
on pseudomomento m = −1,−2 son solu
iones 
omplejastipo vórti
e. Ambos 
asos presentan singularidades de fase en xs de 
arga
vxs

= −1, −2, respe
tivamente, y la vorti
idad 
umple que v = vxs
si se
al
ula a lo largo de 
ir
uitos que en
ierren a xs. Ambas solu
iones son bi-dimensionales y por tanto 
omplejas, de a
uerdo 
on 2.2.28. Sus 
omplejos
onjugados son solu
iones 
on pseudomomentom = 1, 2, respe
tivamente,
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Figura 3.2.3. Solu
iones simples 
on simetría C4v 
uando
µ = 0,04. La amplitud de las solu
iones 
on pseudomomento
m = 0,−1,−2 se representan en (a), (
) y (e), respe
tivamente.El poten
ial lineal V (x) se representa mediante 
ír
ulos de 
olorazul 
laro. En (b), (d) y (f) se representan las fases 
orrespondien-tes.y las re�exiones espe
ulares involu
ran tanto a la fun
ión 
omo a su 
om-plejo 
onjugado. En este 
aso no hay solu
iones reales tipo solitón nodalya que n es impar. Nótese que la vorti
idad máxima es vmax = 2 < n

2 .Simetría C6v. En este 
aso la solu
ión ψ 
umple que |ψ|2 es invariantebajo C6v y el poten
ial lineal V (x) es 
omo en 3.2.1 (d). Los valores delpseudomomento permitidos son m = 0,±1,±2, 3. En la �gura 3.2.5 serepresentan las amplitudes y fases para las solu
iones 
on pseudomomento
m = 0,−1,−2, 3. Se puede 
omprobar que las solu
iones pertene
en a la
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Figura 3.2.4. Solu
iones simples 
on simetría C5v 
uando
µ = 0,16. La amplitud de las solu
iones 
on pseudomomento
m = 0,−1,−2 se representan en (a), (
) y (e), respe
tivamente. Losmínimos del poten
ial lineal V (x) se representa mediante 
ír
ulosintermitentes de 
olor 
yan. En (b), (d) y (f) se representan lasfases 
orrespondientes.representa
ión 
orrespondiente utilizando rota
iones que sean múltiplos de

2π
6 . Cuando m = 0 o m = 3 las solu
iones son tipo fundamental o nodal,respe
tivamente. Por lo tanto pertene
en a representa
iones irredu
iblesunidimensionales y según 2.2.27 son reales. Además, la solu
ión m = 0
umple que Πσh,v

ψ = ψ, donde Πσh,v
representa las re�exiones espe
ularesrespe
to a los ejes de simetría espe
ular horizontal y verti
al, σh y σv,respe
tivamente. Por 
onsiguiente 
er
a del origen ψ(r, θ) ∝ cte ∈ R.La solu
ión 
on m = 3 
umple que Πσh

ψ = ψ y Πσv
ψ = −ψ. Por lo
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Figura 3.2.5. Solu
iones simples 
on simetría C6v 
uando µ =
−0,06. La amplitud de las solu
iones 
on pseudomomento m =
0,−1,−2, 3 se representan en (a), (
), (e) y (g). La fun
ión V (x)se representa mediante 
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b), (d), (f)y (h) se representan las fases 
orrespondientes.



3.2. SOLUCIONES SIMPLES 69tanto, ψ(r, θ) ∝ 2r|3| cos(3θ) = 2r cos(θ) 
er
a de xs. Como se observapresenta tres líneas nodales que pasan por el eje de simetría. Por otraparte, las solu
iones 
on pseudomomentos m = −1,−2 son solu
ionesbidimensionales tipo vórti
e, que serán 
omplejas de a
uerdo 
on 2.2.28.Además, sus 
omplejos 
onjugados son también solu
ión y las re�exionesespe
ulares involu
ran tanto a la solu
ión 
omo a su 
ompleja 
onjugada.Ambos 
asos presentan una singularidad de fase de 
arga vxs
= −1, −2,respe
tivamente, y la vorti
idad 
umple que v = vxs

si se 
al
ula a lo largode 
ir
uitos que en
ierren a xs. La solu
ión 
on pseudomomentom = −2 esel vórti
e 
on mayor vorti
idad que se puede obtener en 
ualquier sistemaque presente simetría trasla
ional además de la simetría rota
ional, tal y
omo se obtuvo en 3.2.6.Además de las solu
iones previamente expuestas pueden existir otro tipo desolu
iones simples para las 
uales la amplitud se extiende por mínimos del poten
ialperiódi
o más alejados del 
entro. En la �gura 3.2.6 se muestra un ejemplo deeste tipo de solu
iones en un sistema 
on simetría C4v para los pseudomomentos
m = 0,−1, 2. Al 
ontrario que la solu
ión presentada en 3.2.3 (e) y (f), la solu
ión
on m = 2, que es de tipo solitón nodal, 
umple que Πσh

ψ = ψ y Πσd
ψ = −ψdonde Πσh,v

son las re�exiones espe
ulares respe
to a un eje horizontal e in
linado
π
4 radianes. En todo 
aso, ψ(r, θ) ∝ 2r|2| cos(2θ) 
er
a de xs y presenta dos líneasnodales perpendi
ulares que pasan por el eje de simetría xs.Algunos solitones presentados en la literatura pueden entenderse 
omo solu
io-nes simples extendidas. Por ejemplo, algunos de los vórti
es obtenidos en la ref.[173℄ en redes hexagonales son solu
iones tipo vórti
e 
on pseudomomento m = 1donde la amplitud se extiende por diferentes mínimos del poten
ial. Otras solu
io-nes presentadas en este trabajo son solu
iones 
ompuestas, de las que hablaremosmás adelante. También se pueden entender 
omo solu
iones simples extendidas tipofundamental y vórti
e en C4v 
on pseudomomento m = 0,−1, respe
tivamente, laspresentadas en la ref. [171℄.Nota 3.2.7. Nótese que se observa en todos los 
asos que, para los solitonesnodales, el número de líneas nodales 
oin
ide 
on n

2 y se 
ruzan en xs, tal y 
omoapuntamos en la observa
ión 2.6.8.Como vimos en 2.3.8, en el 
aso no lineal existe una rela
ión entre µ y lapoten
ia P =
∫

|ψ|2dx2, tal y 
omo se de�nió en 2.3.7. Es de
ir, las solu
ionesno lineales existen para un rango de µ y la poten
ia P es distinta para diferentesvalores de µ. Además, la rela
ión P = P (µ) es distinta para 
ada solu
ión no lineal
on distinto pseudomomento angular m y diferente estru
tura de la amplitud. Enla �gura 3.2.7 (a) y (
) se representa esta 
urva para las solu
iones 
on simetríarota
ional dis
reta de orden n = 2 y n = 5, para todas las solu
iones simples deltipo de las presentadas en las �guras 3.2.2 y 3.2.4 
on todos los pseudomomentospermitidos. En estos 
asos las 
urvas para distintos pseudomomentos prá
ti
amentese superponen. En la �gura 3.2.7 (b) y (d) se representa la 
urva P = P (µ) para lassolu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta de orden n = 4 y n = 6, para todas lassolu
iones simples 
on distintos pseudomomentos del tipo de las presentadas en las�guras 3.2.3 y 3.2.5. En estos 
asos se observa 
laramente que las 
urvas P = P (µ)son distintas para 
ada pseudomometo angular representado.
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Figura 3.2.6. Solu
iones simples extendidas 
on simetría C4v
uando µ = −0,02. La amplitud de las solu
iones 
on pseudomo-mento m = 0,−1, 2 se representan en (a), (
) y (e), respe
tivamen-te. El poten
ial lineal V (x) se representa mediante 
ír
ulos de 
olorazul 
laro. En (b), (d) y (f) se representan las fases 
orrespondien-tes.Los 
asos representados en la �gura 3.2.7 (b) y (d) han sido 
al
ulados 
on lospoten
iales presentados en la �g. 3.2.1 (
) y (d). A diferen
ia de los poten
iales pre-sentados en la �g. 3.2.1 (a) y (b), estos poten
iales son periódi
os, es de
ir, no sólopresentan simetría rota
ional dis
reta sino también invarian
ia trasla
ional dis
reta.En el 
aso lineal, las solu
iones en medios periódi
os se pueden 
ara
terizar me-diante 
ombina
iones de fun
iones de Blo
h 
on distintos pseudomomentos linealesy se observa que sólo para 
ierto rango de µ se pueden propagar solu
iones (véaseapéndi
e C). Estos rangos de µ en los que se obtienen solu
iones se 
ono
en 
omo
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Figura 3.2.7. Rela
ión entre la poten
ia P =
∫

Ω dx
2 |ψ|2 y elautovalor µ para solu
iones 
omo las presentadas anteriormente.En (a) se representa esta rela
ión para solu
iones 
omo las de la�gura 3.2.2, en (b) para solu
iones 
omo las de la �gura 3.2.3, en(
) 
omo las de 3.2.4 y (d) 
omo las de 3.2.5.bandas de 
ondu

ión mientras que los rangos en los que no se propagan solu
ionesen el 
aso lineal se 
ono
en 
omo bandas de prohibidas. Este análisis en términos defun
iones de Blo
h es similar al presentado en [2℄ para el 
aso lineal. Tal y 
omo sepresentó en la introdu

ión a la presente Tesis, se demostró que en medios periódi-
os las solu
iones lo
alizadas no lineales apare
en en las bandas prohibidas, por loque denominaron gap solitons a estas solu
iones lo
alizadas [123, 124, 126, 127℄.En la �g. 3.2.7 (b) y (d) se ha representado 
on una banda de 
olor rosa la primerabanda de 
ondu

ión aso
iada a la periodi
idad del medio mientras que en la �g.3.2.7 (a) y (
) no se representan bandas pues el medio no es periódi
o. Como seobserva, los solitones apare
en, efe
tivamente, en la banda prohibida, de a
uerdo
on los desarrollos teóri
os presentados en la literatura.Es importante desta
ar que el pseudomomento angular no está aso
iado a laperiodi
idad en las variables transversales, sino a la periodi
idad en la variableangular. Por tanto, las bandas obtenidas en la teoría desarrollada en el anterior
apítulo están aso
iadas a esta variable angular. Más adelante, en el 
apítulo 5,
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iones lo
alizadas no lineales 
on invarian
iatrasla
ional.Observa
ión 3.2.8. Nótese que los autovalores µ de las solu
iones no linealespresentadas en los 
asos C4v y C6v tienden a los del 
aso lineal si P → 0, es de
ir,para los valores de µ más a la dere
ha.3.3. Solu
iones simples 
on líneas nodales radiales y angulares3.3.1. Solu
iones simples 
on líneas nodales angulares. Sea ψ(r, θ)una solu
ión de 2.2.1 
on simetría rota
ional dis
reta de orden n y pseudomomentoangular m. Tal y 
omo se mostró en el Capítulo 2, di
ha solu
ión puede expresar-se 
omo una fun
ión de Blo
h en la variable angular ψ(r, θ) = eimθgm(r, θ). Sea
L(r, θ, |ψ|2) el operador generado por esta solu
ión y sean fm′α(r, θ) las fun
ionesde Blo
h (no lineales) aso
iadas a di
ho operador no lineal, donde α es el índi
e dela banda a la que pertene
e 
ada fun
ión de Blo
h. Por la de�ni
ión de solu
iónauto
onsistente, una de estas fun
iones 
oin
ide 
on ψ si m′ = m y α se 
orres-ponde 
on la banda a la que pertene
e ψ. Las fun
iones fm′,α forman un espe
tro
ompleto de autofun
iones.Dado que hemos podido expresar las solu
iones 
on invarian
ia rota
ional 
omofun
iones de Blo
h 
on pseudomomento angular m, vamos a tratar de prede
ir laforma fun
ional y obtener numéri
amente solu
iones en bandas superiores.Nota
ión 3.3.1. Denominamos poten
ial 
ompleto a la suma del poten
iallineal y no lineal, V (r, θ) + F (|ψ|2). Este poten
ial es periódi
o a lo largo de lavariable angular, 
on periodo 2π

n
. Vamos a o
uparnos de solu
iones 
on simetríarota
ional dis
reta para las que este poten
ial presenta n mínimos de poten
ial enla variable angular. Vamos a denotar mediante el índi
e î = 1, . . . , n 
ada uno deestos mínimos.Nótese que las fun
iones fm′,α son las aso
iadas a este poten
ial no lineal en lavariable θ.Defini
ión 3.3.2. Denominamos Fun
ión de Wannier angular a la fun
iónde�nida 
omoWα(r, θ−θî) =

∑

m′ e−im
′θîfm′,α(r, θ), donde fm′,α son las fun
ionesintrodu
idas anteriormente.Lema 3.3.3. Las fun
iones de Wannier angulares son ortogonales,

∫

η

d θW ∗
β (r, θ − θĵ)Wα(r, θ − θî) = δαβ δîĵdonde η es un 
ir
uito 
errado en la variable angular y θî = 2π

n
î.Demostra
ión. Se puede demostrar de modo análogo a 
omo se ha
e paralas fun
iones de Wannier bidimensionales (véase apéndi
e C):
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∫

η

d θW ∗
β (θ − θĵ)Wα(θ − θî) =

∑

m′m′′

∫

η

d θ ei (m
′θĵ−m

′′θî) f∗
m′,α(r, θ) fm′′,α(r, θ) =

=
∑

m′m′′

ei (m
′θĵ−m

′′θî)

∫

η

d θ f∗
m′,α(r, θ) fm′′,α(r, θ) =

=
∑

m′m′′

ei (m
′θĵ−m

′′θî) δm′m′′ δβα =

= δαβ
∑

m′

eim
′(θĵ−θî) =

= δαβ
∑

m′

eim
′ 2π

n
(ĵ−î) =

= δαβδîĵ ,donde δxy es la delta de krone
ker. �Se puede, por lo tanto, expresar 
ualquier fun
ión de Blo
h angular en fun
iónde estas fun
iones de Wannier 
omo:
fm′,α(r, θ) =

1

N

∑

î

eim
′θîWα(r, θ − θî).Las solu
iones en la primera banda angular apare
en 
omo fun
iones que sepueden expresar 
omo desarrollos de fun
iones de Wannier angulares en la primerabanda. Las solu
iones simples tipo solitón fundamental, vórti
e o nodal 
omo lospresentados en las �guras 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 
umplen esta propiedad. Se puede es-perar que existan solu
iones que se expresen en fun
ión de desarrollos de Wannierangulares en bandas superiores angulares. Las fun
iones de Wannier angulares enestas bandas presentan nodos en la variable angular, por lo que di
has solu
ionestambién presentarán nodos en di
ha variable, que se tradu
en en la existen
ia deotro tipo de líneas nodales que denominamos líneas nodales angulares. En la �gura3.3.1 se presentan solu
iones de este tipo 
uando las fun
iones de Wannier pertene-
en a la segunda banda angular, es de
ir, presentan una úni
a línea nodal. Se hanpresentado las solu
iones 
uando el sistema tiene simetría C4v y para los pseudo-momentos (m = 0,−1, 2). Estas solu
iones 
umplen 
on la tabla de 
ara
teres dela representa
ión 
orrespondiente 
uando se realizan rota
iones que sean múltiplosde 2π

4 . Las solu
iones de este tipo 
on m = −1 son solu
iones tipo vórti
e y se hanpresentado en [219℄. Nótese que, al 
ontrario que las solu
iones de la primera bandaangular 
on m = 0 presentadas en la �g. 3.2.3 (a) y (b), la solu
ión 
on m = 0 de lasegunda banda angular 
umple que Πσh
ψ = −ψ y Πσd

ψ = ψ, donde Πσh,d
son lasre�exiones espe
ulares respe
to a un eje horizontal (σh) o un eje in
linado π

4 radia-nes (σd). Por lo tanto, en este 
aso no se 
umple que que ψ(r, θ) ∝ cte ∈ R 
er
a de
xs, sino ψ(r, θ) ∝ 2r|2

n
2 | cos(2n2 θ) = 2r|4| cos(4θ). Por 
onsiguiente, la solu
ión tiposolitón fundamental presenta líneas nodales en el origen. Sin embargo, la solu
ión
on m = 2 sigue 
umpliendo que ψ(r, θ) ∝ 2r|

n
2 | cos(n2 θ) = 2r|2| cos(2θ) 
er
a de xsy presenta dos líneas nodales perpendi
ulares que pasan por el eje de simetría xs.La solu
ión 
on pseudomomentom = −1 presenta una singularidad de fase de 
arga

vxs
= −1 en xs. La vorti
idad 
al
ulada a lo largo de 
ualquier 
ir
uito que in
luyaa xs es v = vxs

= −1, pese a la presen
ia de saltos de π radianes a lo largo de la
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Figura 3.3.1. Solu
iones 
on líneas nodales angulares 
on sime-tría C4v y µ = −0,03. La amplitud de las solu
iones 
on pseudomo-mento m = 0,−1, 2 se representan en (a), (
) y (e), respe
tivamen-te. El poten
ial lineal V (x) se representa mediante 
ír
ulos de 
olorazul 
laro. En (b), (d) y (f) se representan las fases 
orrespondien-tes.
oordenada angular debido a las líneas nodales angulares. Como siempre, pertene
ea una representa
ión bidimensional, por tanto ψ ∈ C, de a
uerdo 
on 2.2.28 y la
ompleja 
onjugada es también solu
ión 
on m = 1.Nota
ión 3.3.4. Denominamos solitones dipolares a las solu
iones de tiposolitón fundamental, nodal o vórti
e que presentan líneas nodales angulares.Los resultados del presente apartado se pueden extender al 
aso de solu
iones dela e
ua
ión 2.4.1, puesto que tal y 
omo se ha demostrado, también estas solu
ionesse pueden 
lasi�
ar en las diferentes representa
iones irredu
ibles y todas tienen lasforma de fun
iones de Blo
h angulares.
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iones simples 
on líneas nodales radiales. En el 
aso linealen un medio homogéneo, las ex
ita
iones radiales de una solu
ión 
on simetríarota
ional O(2) son solu
iones 
on mayor autovalor que ésta y que presentan nodosen el per�l radial, lo 
ual se tradu
e en líneas nodales radiales. Como hemos visto,en el 
aso lineal en un medio periódi
o las solu
iones pueden expresarse 
omo
ombina
iones de fun
iones de Blo
h 
on pseudomomentos lineales distintos (véaseapéndi
e C). Además, existen solu
iones sólo para un 
ierto rango de µ, generándoseuna estru
tura de bandas permitidas y prohibidas. Estas fun
iones de Blo
h puedenexpresarse en términos de fun
iones de Wannier Wα(x − xî), las 
uales se hande�nido en el apéndi
e C, y dependen no sólo de la posi
ión en la red periódi
a,dada por xî sino también de la banda de índi
e α. Nótese que en este 
aso no sonfun
iones de Wannier angulares. Estas fun
iones de Wannier pueden ser asimiladas ala solu
ión en un úni
o pozo de poten
ial, la 
ual, al igual que en el 
aso lineal, puedepresentar ex
ita
iones 
ara
terizadas por líneas nodales radiales. Podemos 
onstruirfun
iones de Blo
h en diferentes bandas utilizando fun
iones de Wannier en distintasbandas. Por ejemplo, podemos obtener fun
iones de Blo
h en la segunda banda apartir de fun
iones de Wannier de la segunda banda en diferentes posi
iones xî de lared. Estas solu
iones presentaran, por tanto, estru
turas de fase 
ompli
adas, y lasfun
iones 
onstruidas a partir de fun
iones de Blo
h de este tipo son las ex
ita
ionesen las redes periódi
as.El es
enario anterior se ha extendido par
ialmente al 
aso no lineal, F (|ψ|2) 6= 0,utilizando aproxima
iones analíti
as y numéri
as. Uno de los métodos utilizadospara ello se basa en la teoría de bifur
a
ión [181℄. Mediante di
ha teoría se intentaobtener solu
iones no lineales a partir de las 
ono
idas en el 
aso lineal, estudiando
ómo varía la estabilidad de estas solu
iones 
onforme la no linealidad se ha
emayor. También se utiliza este método para obtener numéri
amente solu
iones enel 
aso no lineal a partir de las 
ono
idas en el 
aso lineal. Es importante notar queen ningún momento se ha he
ho uso de la teoría del pseudomomento angular ni delas bandas aso
iadas a periodi
idades angulares.En el presente apartado vamos a estudiar solu
iones no lineales 
on simetríarota
ional O(2) y momento angular l = 0 y l 6= 0 y solu
iones no lineales 
onsimetría rota
ional dis
reta 
on momentos m = 0 y m 6= 0. Adaptaremos los resul-tados 
ono
idos en la literatura al lenguaje utilizado a lo largo de la presente Tesis,mientras que algunos de los resultados presentados serán originales.Estudiemos en primer lugar el 
aso de solu
iones de la e
ua
ión 2.2.1 
on si-metría rota
ional. En el 
apítulo 2 se demostró que di
has solu
iones presentanmomento angular l bien de�nido y tienen la forma ψ(r, θ) = eilθgl(r), donde gl(r)
umple la e
ua
ión
[L′(r, |gl|2) −

l2

r2
]gl(r) = µlgl(r),donde L′(r, |gl|2) = d2

dr2
+ 1

r
d
dr

+ F (|gl|2).Solu
iones 
on líneas nodales radiales y l = 0. En los años sesenta sedemostró que la e
ua
ión anterior, en el 
aso de F (|gl|2) = |gl|2, presentamúltiples solu
iones para 
ada valor de µ0 si se 
umple que dg0
dr

= 0 si
r → 0 o r → ∞. Cada una estas solu
iones presenta n nodos en el per�lradial. Es 
omún etiquetar estas solu
iones 
omo ψ̃0,n 
on n = 0, 1, . . .el número de nodos de la solu
ión. Di
has solu
iones se han obtenido
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amente en [72℄ y su estabilidad se ha estudiado en [68℄ para nolinealidad saturable, es de
ir, 
uando F (|gl|2) = |gl|
2

1+|gl|2
.Solu
iones 
on líneas nodales radiales y l 6= 0. En [220℄, en el 
on-texto de 
ondensados de Bose-Einstein, se obtienen numéri
amente lasex
ita
iones radiales de vórti
es 
on simetría rota
ional en el 
aso de nolinealidad autoenfo
ante F (x) = |gl|2 y desenfo
ante F (x) = −|gl|2 utili-zando un método de disparo [221℄. En este trabajo se obtienen solu
ionesque 
umplen que dgl

dr
= 0 si r → 0 o r → ∞ y solu
iones que 
umplen que

dgl

dr
= 0 si r → 0 pero dgl

dr
6= 0 si r → ∞, denominadas solitones anulares,para diferen
iarlos de los vórti
es, debido a su 
omportamiento asintóti-
o diferente. Estas solitones muestran un 
omportamiento periódi
o en elper�l radial 
uando r → ∞. Nuevamente las ex
ita
iones muestran líneasnodales radiales, mientras que la solu
ión 
on menor autovalor es aquellaque no presenta líneas nodales.Solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta y líneas nodales ra-diales. En la literatura se han obtenido solu
iones 
on m 6= 0 tipo vórti
ea partir de solu
iones en bandas superiores en el 
aso lineal [182, 183℄ha
iendo uso de la teoría de bifur
a
iones [181℄. También han sido obteni-das experimentalmente [183℄. Di
has solu
iones presentan líneas nodalesradiales semejantes a las que presentan las ex
ita
iones en el 
aso de solu-
iones 
on simetría rota
ional 
ontinua y estru
turas de fase 
omplejas. Enla �gura 3.3.2 se muestran solu
iones 
on líneas nodales radiales situadasentre dos 
eldas ve
inas en un sistema 
on simetría C4v y 
on los pseudo-momentos m = 0,−1, 2. Como se observa, la fase de φ 
ambia en π entremáximos de amplitud situados a lo largo del mismo radio. En todos los
asos es fá
il 
omprobar que las solu
iones pertene
en a la representa
ión
orrespondiente y que, por tanto, se 
umple 
on la tabla de 
ara
teres.Las solu
iones tipo vórti
e (m = −1), son las obtenidas en [182, 183℄.La línea radial puede en
ontrarse también dentro de la misma 
elda. En la�gura 3.3.3 se muestran este tipo de solu
iones en sistema 
on simetría C4v.Observa
ión 3.3.5. Nótese que pueden existir solu
iones de este tipo 
on si-metría rota
ional 
ontinua, pero no ex
ita
iones angulares, ya que las líneas nodalesangulares rompen la simetría rota
ional.En la �gura 3.3.4 se representa la 
urva P = P (µ) para las solu
iones delos tipos presentados en las �guras 3.2.6, 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3. En las �guras se harepresentado el límite de la primera banda de 
ondu

ión aso
iada a la periodi
idaddel medio. Como se observa todas estas solu
iones apare
en en la primera bandaprohibida. Es importante desta
ar que no se han en
ontrado estas solu
iones entrela primera banda y la segunda banda de 
ondu

ión.En la �gura 3.3.5 se representa una solu
ión obtenida en la segunda bandaprohibida. Di
ha solu
ión presenta líneas nodales en todas las 
eldas del poten
iallineal V (x). Por lo tanto, esta solu
ión, a diferen
ia de las presentadas más arriba,puede obtenerse a partir de fun
iones de Wannier en la segunda banda. En la �g.3.3.6 se presenta la 
urva P = P (µ) de esta solu
ión. Se han presentado 
omobandas de 
olor rosa la primera y la segunda banda de 
ondu

ión. Se observaque la solu
ión existe en la segunda banda prohibida. De he
ho no se ha obtenido
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Figura 3.3.2. Solu
iones 
on líneas nodales radiales 
on sime-tría C4v 
uando µ = 0 y la línea nodal está entre 
eldas distintas.La amplitud de las solu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1, 2 serepresentan en (a), (
) y (e), respe
tivamente. El poten
ial lineal
V (x) se representa mediante 
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b),(d) y (f) se representan las fases 
orrespondientes.

numéri
amente esta solu
ión en la primera banda prohibida, sino úni
amente paravalores de µ entre la primera y la segunda banda permitidas.Nótese que, en términos de la teoría desarrollada en el 
apítulo anterior, estasolu
ión tienen pseudomomentom = 0 y 
omo no presenta lineas nodales angulares,pertene
e a la primera banda angular.
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Figura 3.3.3. Solu
iones 
on líneas nodales radiales, situadasdentro de la 
elda 
on simetría C4v y µ = 0. La amplitud de lassolu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1, 2 se representan en (a),(
) y (e), respe
tivamente. El poten
ial lineal V (x) se representamediante 
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b), (d) y (f) se represen-tan las fases 
orrespondientes.3.4. Solu
iones 
ompuestasDefini
ión 3.4.1. De
imos que una solu
ión simétri
a 
on simetría rota
io-nal dis
reta es un solitón 
ompuesto o 
luster de vórti
es si presenta vórti
es enposi
iones x 6= xs.Observa
ión 3.4.2. Nótese que los 
lusters no pueden ser solu
iones simples.Por otra parte, los 
lusters de vórti
es que son solu
ión de la e
ua
ión 2.2.1 puedenser sólo solu
iones tipo vórti
e ya que si presentan singularidades, la solu
ión nopuede ser real, 
omo debe serlo en el 
aso de solu
iones tipo solitón fundamental o
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Figura 3.3.4. Valores de P =
∫

|ψ|2 dx2 para 
ada autovalor
µ para las solu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1, 2 (a) exten-didas presentadas en la Fig. 3.2.6, (b) 
on líneas nodales radialesen la siguiente 
elda, (
) solu
iones 
on líneas nodales radiales enla misma 
elda y (d) solitones dipolares.

Figura 3.3.5. Solu
ión 
on líneas nodales radiales tipo ex
ita-
ión 
on µ = 0,121 y pseudomomento m = 0. La amplitud y lafase de la solu
ión se representa en (a) y (b), respe
tivamente. Losmínimos del poten
ial lineal V (x) se representan mediante 
ír
ulosintermitentes de 
olor azul 
laro.
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Figura 3.3.6. Curva P = P (µ) de la solu
ión presentada en laFig. 3.3.5.nodal según la proposi
ión 2.2.27. En el 
aso de solu
iones simétri
as de la e
ua-
ión 2.4.1 esta 
ondi
ión se relaja y permite la existen
ia 
lusters de vórti
es tipofundamental y nodal 
omo los obtenidos en [110℄.Nota
ión 3.4.3. Al igual que en el 
apítulo anterior, denotamos 
omo G algrupo bajo 
uyos elementos es invariante V (x) y 
omo G′ al grupo bajo 
uyoselementos es invariante |ψ(x)|2, siendo ψ una solu
ión de 2.2.1 o de 2.4.1. Comovimos se 
umple que G′ es siempre un subgrupo de G. A lo largo del 
apítulodenotaremos 
omo z ∈ C a z = x+ iy, donde x = (x, y).Nota 3.4.4. A lo largo del presente apartado nos vamos a o
upar de solu
ionesauto
onsistentes simétri
as para las que G′ es Cn o Cnv. Evidentemente, en este 
asopuede su
eder que G sea O(2), o bien un grupo de simetría rota
ional dis
reta del
ual G′ sea un subgrupo, o bien 
oin
idir 
on G′.Lema 3.4.5. Sea ψ una solu
ión simétri
a para la que se 
umplen las 
ondi-
iones de la nota 3.4.4. Asumamos que ψ se anula en un punto x0 6= xs. En-ton
es |ψ(x)|2 debe anularse en otros n − 1 puntos lo
alizados en zt = z0e
it 2π

n ,
t = 1, . . . , n− 1 y z = x+ iy, x = (x, y).Demostra
ión. Supongamos que en x0 se 
umple que |ψ(x0)|2 = 0. Vamosa pro
eder por redu

ión al absurdo. Supongamos que en los puntos zt = z0e

it 2π
n ,

t = 1, . . . , n − 1 la amplitud es distinta de 
ero. Debido al teorema 2.2.13 ψ debepertene
er a alguna de las representa
iones irredu
ibles. Al apli
ar los elementos delgrupo de rota
iones dis
retas Ctn, dados por eit 2π
n 
on t = 1, . . . , n − 1, el módulode la solu
ión no podría pertene
er a alguna de las representa
iones irredu
iblesde Cn o Cnv. Por lo tanto, la amplitud debe anularse en puntos zt = z0e

it 2π
n ,

t = 1, . . . , n− 1. �Lema 3.4.6. Sea ψ una solu
ión simétri
a para la que se 
umplen las 
ondi
io-nes de la nota 3.4.4. Asumamos que la fase de ψ(x) no está de�nida en un punto
x0 6= xs. Enton
es deben existir otros n − 1 puntos lo
alizados en zt = z0e

it 2π
n ,

t = 1, . . . , n− 1 donde la fase no está de�nida.
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ión. Supongamos que en x0 se 
umple que la fase de ψ, argψ(x0),no está de�nida. Sean (r0, θ0) las 
oordenadas polares de di
ho punto. Vamos apro
eder, de nuevo, por redu

ión al absurdo. Supongamos que en los puntos zt =

z0e
it 2π

n , t = 1, . . . , n − 1 la fase estuviera determinada y tomara los valores ϕt,
t = 1, . . . , n − 1. Debido al teorema 2.2.13 ψ debe pertene
er a alguna de lasrepresenta
iones irredu
ibles. Pero para ello al apli
ar los elementos del grupo derota
iones dis
retas Ctn, la fase debe transformarse entre puntos situados en el mismoradio r y ángulos θ = θ′ + t 2π

n
, t = 1, . . . , n−1. Por lo tanto, si en (r0, θ0) la fase noestá de�nida, en todos los puntos 
on radio r0 y ángulos θ = θ0+t

2π
n
, t = 1, . . . , n−1la fase no debe estar de�nida o se 
ontradi
e que la solu
ión pertenez
a a unarepresenta
ión irredu
ible. �Nota 3.4.7. Sea ψ(x) una fun
ión 
ompleja R2 → C. Supongamos que en unpunto x0 existe una singularidad de vorti
idad v0. En ese 
aso, debido a la de�ni-
ión de vorti
idad 2.6.1, para 
ir
uitos 
errados ζ su�
ientemente 
er
anos la fasedebe in
rementarse en v02π. Es de
ir, para algún dominio B ⊂ R2 su�
ientementepequeño que 
ontiene a x0, al 
al
ular la vorti
idad a lo largo de 
ualquier 
ir
uito
errado η 
ontenido en B y que en
ierre a x0 se obtiene v0 (véase de�ni
ión 2.6.1).Proposi
ión 3.4.8. Sea ψ una solu
ión simétri
a para la que se 
umplen las
ondi
iones de la nota 3.4.4. Supongamos que la solu
ión simétri
a ψ(x) pertene
ea la j-ésima representa
ión irredu
ible del grupo 
orrespondiente y sea m su pseu-domomento angular. Asumamos que ψ(x) presenta una singularidad en un punto

x0 6= xs de 
arga v0. Enton
es deben existir otras n − 1 singularidades lo
alizadasen puntos zt = z0e
it 2π

n , t = 1, . . . , n− 1 
on la misma 
arga.Demostra
ión. Supongamos que en x0 existe una singularidad. En este punto
|ψ(x0)|2 = 0, y ϕ = argψ(x0) no está de�nido. Por lo tanto según los lemas 3.4.5y 3.4.6 en los puntos zt = z0e

it 2π
n , t = 1, . . . , n − 1 la amplitud también se anulay la fase no está de�nida. Además, debido a la nota 3.4.7, en un entorno B0 de x0la 
arga de la singularidad, 
al
ulada a lo largo de 
ir
uitos 
errados η0 
ontenidosen B0 y que en
ierren a x0, es v0. Sean xη0 = (rη0 , θη0) los puntos de 
ualquierade estos 
ir
uitos. Apliquemos las rota
iones elementales del grupo, Ctn = eit

2π
n ,

t = 1, . . . , n − 1, a ψ(xη0 ). Esto transforma la fun
ión en ψ(xηt
), donde xηt

sontales que zηt
= zη0e

it 2π
n , t = 1, . . . , n − 1 y, evidentemente, forman 
urvas ηt,

t = 1, . . . , n−1 que en
ierran a los puntos zt. Por tanto, la fase ϕ(xηt
) 
umplirá que

ϕ(xηt
) = ϕ(xη0 )+m 2π

n
t, ∀xηt

debido a la apli
a
ión de los elementos del grupo. En
onse
uen
ia, al evaluar la vorti
idad en torno a los puntos xt en 
ualquier 
ir
uito
ηt, se obtendrá v0, ya que el término eim 2π

n
t no 
ontribuye a la integral. �Nota
ión 3.4.9. Sea x0 = (r0, θ0) 6= xs el punto en el que existe una singula-ridad de vorti
idad v0. Al 
onjunto de vórti
es situados según 3.4.8 en puntos 
onel mismo radio r0 y en ángulos θ = θ0 + t 2π
n
, t = 0, . . . , n− 1 
on vorti
idad v0 lodenominaremos anillo de vórti
es de radio r0 y vorti
idad v0.Por lo tanto, los 
lusters de�nidos en 3.4.1 deben obede
er la propiedad (3.4.8)y deben presentar anillos de vórti
es.Observa
ión 3.4.10. Si la fun
ión 
er
a de x0 se 
omporta 
omo ∝ eiv0θ,enton
es la fun
ión 
er
a de los puntos xt se 
omportará 
omo ψ ∝ eimt

2π
n eiv0θ,

t = 1, . . . , n− 1. Los ejemplos numéri
os de solu
iones simétri
as que vamos a vera 
ontinua
ión 
umplen esta propiedad.



82 3. SINGULARIDADES, LíNEAS NODALES, CARGA Y VORTICIDADEn la �gura 3.4.1 se presenta la amplitud y fase de solu
iones simétri
as 
om-puestas o 
lusters en sistemas 
on simetría C4v, donde el poten
ial lineal V (x) es
omo el introdu
ido en la �gura 3.2.1 (
). Se ha 
omprobado que los ejemplos pre-sentados 
umplen 
on la tabla de 
ara
teres de la representa
ión 
orrespondiente(m = −1, j = 2) y que los vórti
es situados fuera del eje satisfa
en los lemas 3.4.5y 3.4.6 y la proposi
ión 3.4.8.En la �gura 3.4.2 se representa la posi
ión de las singularidades en los 
lusters devórti
es de la �gura 3.4.1. Anali
emos 
uidadosamente 
ada una de estas solu
iones.Para ello utilizaremos la siguiente nota
ión:Nota
ión 3.4.11. Sea D × D el tamaño de un dominio Ω ⊂ R2. En estedominio, la 
elda unidad de tamaño a × a se repite N2 ve
es (al igual que en3.2.1 (
), a denota el periodo de la red 
uadrada). Denotemos 
omo ĵ = (jx, jy),
jx, y = 0, 1, . . . , N , el 
entro de los agujeros de radio R situados en las 
oordenadas
(x, y) = (−D

2 +jxa,−D
2 +jya). El 
entro de estos agujeros 
oin
ide 
on los máximosdel poten
ial V (x). Denotemos 
omo î = (ix, iy), ix, y = 1, . . . , N , al mínimo depoten
ial situado en las 
oordenadas (x, y) = (−D

2 + ixa+ a
2 ,−D

2 + iya+ a
2 ).En todos los 
asos presentados las singularidades situadas en puntos diferentesdel eje de simetría xs, se en
uentran sobre máximos de poten
ial ĵ, mientras quelos máximos de la amplitud se sitúan en los mínimos de poten
ial î.Con esta nota
ión, en ĵ = (N−1

2 , N−1
2 ) se en
uentra el eje de simetría rota
ionaly hay una singularidad de 
arga vxs
= −1. Debido a este antivórti
e 
entral de
arga vxs

= −1, la fase 
orrespondiente a los máximos de amplitud situados enlos mínimos del poten
ial î1 = (N−1
2 − 1, N−1

2 − 1), î2 = (N−1
2 − 1, N−1

2 ), î3 =

(N−1
2 , N−1

2 ) y î4 = (N−1
2 , N−1

2 − 1) es, para los tipos 1 y 3, π, 3π
2 , 0, y π

2 y para lostipos 2 y 4, 0, π2 , π, y 3π
2 , respe
tivamente. Anali
emos detalladamente el resto devórti
es que apare
en:1. Clusters de vórti
es tipo 1. Apare
en singularidades en los máximos depoten
ial ĵ1 = (N−1

2 , N−1
2 +1), ĵ2 = (N−1

2 +1, N−1
2 ) ĵ3 = (N−1

2 , N−1
2 −1)y ĵ4 = (N−1

2 − 1, N−1
2 ), 
on N = 9. Si analizamos la fase de los máximosde la amplitud en torno a ĵ1 = (N−1

2 , N−1
2 + 1), es de
ir, en las posi
iones

î1 = (N−1
2 , N−1

2 ), î2 = (N−1
2 , N−1

2 + 1), î3 = (N−1
2 − 1, N−1

2 + 1) y î4 =

(N−1
2 − 1, N−1

2 ) se observa que la fase es, respe
tivamente, 0, π2 , π, y 3π
2 .Como hemos girado en sentido inverso a las agujas del reloj, la 
arga deesta singularidad es +1, es de
ir, es un vórti
e. La fase de los máximos deamplitud en torno a 
ada uno de los otros tres vórti
es está rela
ionada
on estos 
uatro máximos por las rota
iones 
orrespondientes dado que

m = −1, de a
uerdo 
on 3.4.8. Por lo tanto se trata también de tresvórti
es. En la �gura 3.4.2 se presenta un esquema de la estru
tura del
luster tipo 1.2. Clusters de vórti
es tipo 2. Apare
en singularidades en los máximosdel poten
ial situados en î1 = (N−1
2 +2, N−1

2 +2), î2 = (N−1
2 −2, N−1

2 +2)

î3 = (N−1
2 −2, N−1

2 −2) y î4 = (N−1
2 +2, N−1

2 −2) 
onN = 9. Si analizamosla fase de los máximos de amplitud en torno a î1 = (N−1
2 + 2, N−1

2 + 2),se observa que en las posi
iones ĵ1 = (N−1
2 + 2, N−1

2 + 2), ĵ2 = (N−1
2 +

1, N−1
2 + 2), ĵ3 = (N−1

2 + 1, N−1
2 + 1) y ĵ4 = (N−1

2 + 2, N−1
2 + 1), lafase es 0, π2 , π, y 3π

2 , respe
tivamente. Igual que anteriormente, se trata
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tipo 2
tipo 3
tipo 4

Figura 3.4.1. Clusters de vórti
es 
on simetría C4v y µ =
0,02 
on pseudomomento m = −1. La amplitud de las solu
ionesse representa en (a), (b), (e) y (g). El poten
ial lineal V (x) serepresenta mediante 
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b), (d), (f) y(h) se representan las fases 
orrespondientes.
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Figura 3.4.2. Posi
iones de los vórti
es y antivórti
es en 
adauna de las solu
iones presentadas en 3.4.1. Los vórti
es 
on 
argapositiva se representan mediante �e
has rojas girando en el sentido
ontrario al de las agujas del reloj, mientras que los antivórti
es(
arga negativa) se representan mediante �e
has azules girando enel sentido de las agujas del reloj. Las �e
has azules salientes desde lasingularidad representan las líneas de ruptura en los antivórti
esy las �e
has rojas señalando ha
ia la singularidad las líneas deruptura en los vórti
es.de un vórti
e. De a
uerdo 
on 3.4.8, la fase de los máximos de amplituden torno a 
ada uno de las otras tres singularidades está rela
ionada 
onestos 
uatro máximos, teniendo en 
uenta que m = −1. Se trata también,por tanto, de tres vórti
es. En la �gura 3.4.2 se presenta un esquema dela estru
tura de este 
luster.3. Clusters de vórti
es tipo 3. Apare
en vórti
es en las mismas posi
ionesrelativas que en los 
lusters tipo 1, pero las 
oordenadas î1 = (N−1
2 , N−1

2 +

3), î2 = (N−1
2 + 3, N−1

2 ) î3 = (N−1
2 , N−1

2 − 3) y î4 = (N−1
2 − 3, N−1

2 ),donde N = 9. Además apare
en otras 
uatro singularidades de fase enlas posi
iones î5 = (N−1
2 + 3, N−1

2 + 3), î6 = (N−1
2 − 3, N−1

2 + 3) î7 =

(N−1
2 − 3, N−1

2 − 3) y î8 = (N−1
2 + 3, N−1

2 − 3). Si analizamos la fase delos máximos de la amplitud en torno a î5 = (N−1
2 + 3, N−1

2 + 3), esto es,en las 
oordenadas ĵ1 = (N−1
2 + 2, N−1

2 + 2), ĵ2 = (N−1
2 + 2, N−1

2 + 3),
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ĵ3 = (N−1

2 + 3, N−1
2 + 3) y ĵ4 = (N−1

2 + 3, N−1
2 + 2) se observa que la fasees 0, π2 , π, y 3π

2 , respe
tivamente. Como hemos girado en el sentido de lasagujas del reloj, la 
arga de esta singularidad es v5 = −1. Nuevamente lasotras tres singularidades son también de 
arga −1 y la fase en los máximosde amplitud en torno a todos ellos 
umple 
on 3.4.8. En la �gura 3.4.2 sepresenta un esquema de la estru
tura de este 
luster.4. Clusters de vórti
es tipo 4. Apare
en vórti
es en las mismas posi
ionesrelativas que en los 
lusters tipo 2, pero en las posi
iones î1 = (N−1
2 +

1, N−1
2 +1), î2 = (N−1

2 −1, N−1
2 +1) î3 = (N−1

2 −1, N−1
2 −1) y î4 = (N−1

2 +

1, N−1
2 −1), 
onN = 11. Además apare
en singularidades en las posi
iones

î5 = (N−1
2 , N−1

2 + 2), î6 = (N−1
2 + 2, N−1

2 ), î7 = (N−1
2 , N−1

2 − 2) y
î8 = (N−1

2 −2, N−1
2 ). Anali
emos la fase de los máximos de la amplitud entorno a î5 = (N−1

2 , N−1
2 +2). La fase en las posi
iones ĵ1 = (N−1

2 , N−1
2 +2),

ĵ2 = (N−1
2 , N−1

2 + 1), ĵ3 = (N−1
2 − 1, N−1

2 + 1) y ĵ4 = (N−1
2 − 1, N−1

2 + 2)es 0, π2 , π, y 3π
2 , respe
tivamente, 
on lo que se trata de una singularidadde 
arga v5 = −1. Las tres singularidades rela
ionadas 
on esta según laproposi
ion 3.4.8 son también de 
arga −1. En la �gura 3.4.2 se presentaun esquema de la estru
tura de este 
luster.Nota
ión 3.4.12. Denominamos línea de ruptura a la línea que se origina en
ada singularidad y que 
umple que al evaluar la fase a lo largo de traye
torias quela 
ortan, ésta 
ambia entre 0 y k2π 
on k ∈ Z.Se ha observado en los resultados numéri
os que la posi
ión de estas líneas presenta
iertas restri

iones en los 
lusters y, por lo tanto, debe ser tenido en 
uenta en lassemillas ini
iales utilizadas para obtener las solu
iones de 2.2.1 mediante el métodonuméri
o des
rito en el apéndi
e D. En parti
ular se ha observado en los resultadosnuméri
os que las líneas de ruptura son líneas que unen el vórti
e del que parten
on otro extremo puede estar lo
alizado en alguna de las siguientes posibilidades:1. En la frontera de dominio.2. En un vórti
e 
on la misma 
arga en valor absoluto pero signo 
ontrario.3. En otro vórti
e 
on la misma 
arga, siempre que previamente han 
ortado
on la línea que se origina en un vórti
e 
on a misma 
arga en valorabsoluto pero signo 
ontrario.En los 
lusters de vórti
es mostrados en la �gura 3.4.1 se observan de las tres posibi-lidades. La estru
tura de vórti
es y antivórti
es 
orrespondiente se ha representadoen la �gura 3.4.2. Debido a que si no hay 
ru
es de líneas de ruptura, las líneas deruptura que empiezan en un antivórti
e terminan en una vórti
e o en in�nito, sehan representado estas 
omo �e
has salientes azules y las aso
iadas a vórti
es 
omo�e
has rojas entrantes. Anali
emos 
ada uno de los 
lusters por separado:1. Clusters tipo 1. Presentan tres líneas de ruptura aso
iadas a vórti
es quevan hasta in�nito, y una que termina en el antivórti
e 
entral2. Clusters tipo 2. Dos líneas de ruptura aso
iadas a vórti
es van a in�nitoy las otras dos terminan en el otro vórti
e, tras 
ruzarse 
on la línea deruptura aso
iada al antivórti
e 
entral.3. Clusters tipo 3. Hay un anillo de vórti
es y otro de antivórti
es. Una delas líneas de ruptura aso
iadas a un vórti
e va al antivórti
e 
entral, y las
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Figura 3.4.3. Valores de P =
∫

|ψ|2 dx2 para 
ada autovalor
µ para las 
uatro tipos de 
lusters presentados.otras dos a sendos antivórti
es del anillo de antivórti
es. La última va ain�nito al igual que las dos aso
iadas a los antivórti
es restantes.4. Clusters tipo 4. Nuevamente, hay una anillo de antivórti
es y otro devórti
es. Dos de las líneas de ruptura del anillo de vórti
es terminan enel anillo de antivórti
es. Las otras dos terminan en el otro vórti
e, tras
ruzarse 
on la línea de ruptura que se origina en el antivórti
e 
entral yva a otro de los antivórti
es del anillo de vórti
es. La úni
a línea aso
iadaal anillo de antivórti
es restante va a in�nito.Finalmente, se ha 
al
ulado la vorti
idad en un 
ir
uito que in
luye todas las sin-gularidades y se ha obtenido v = 3 para los 
lusters tipo 1 y 2 y v = −1 paralos 
lusters 3 y 4. Por lo tanto, existen 
ontraejemplos de solu
iones simétri
as nosimples 
on pseudomomento m = −1 y vorti
idad distinta de −1. Más adelante,en el último apartado del 
apítulo 4, analizaremos la rela
ión entre vorti
idad ypseudomomento en estos 
asos. Obsérvese también que hay una rela
ión entre lavorti
idad 
al
ulada en la frontera del dominio y el número de líneas de rupturaque llegan hasta éste.En la �gura 3.4.3 se representa la 
urva P = P (µ) de los 
lusters presentados en3.4.1. Se ha representado la primera banda de 
ondu

ión 
omo una banda de 
olorrosa. Por lo tanto todas estas solu
iones apare
en en la primera banda prohibida.



CAPíTULO 4Dinámi
a de solu
iones 
on simetría rota
ional4.1. Introdu

iónEl estudio realizado en los dos 
apítulos previos se 
entra en solu
iones es-ta
ionarias o solitones. Es de
ir, solu
iones φ(x, z) = eiµzψ(x) de la e
ua
ión deS
hrödinger no lineal dedu
ida en el apéndi
e A. Vamos extender estos resultadosa la propaga
ión de solu
iones no esta
ionarias. Para ello, de�niremos de nuevo lassolu
iones auto
onsistentes simétri
as, les aso
iaremos un momento l o pseudomo-mento m angular y estudiaremos la 
onserva
ión de estas 
antidades a lo largo dela propaga
ión y el efe
to de 
ambios en la simetría del medio sobre la simetría dela solu
ión. También estudiaremos la rela
ión entre la vorti
idad v, el momento l opseudomomento m angular y el número de singularidades que presente la solu
ióna lo largo de la propaga
ión.En el segundo apartado �jaremos la nota
ión y las e
ua
iones a estudiar. En elter
er apartado demostraremos que las solu
iones 
on simetría rota
ional dis
retano sólo presentan pseudomomento angular bien de�nido, sino que éste se 
onservaa lo largo de la evolu
ión. En el 
uarto apartado obtendremos qué pasa 
on el mo-mento o pseudomomento angular 
uando, a lo largo de la propaga
ión, se redu
ela simetría de V (x). Además, 
uando podamos asumir que las solu
iones obtenidaspara longitudes de propaga
ión elevadas tienen 
ará
ter simple, esto se tradu
iráen una predi

ión sobre la vorti
idad y podremos obtener distintas transforma
io-nes de vorti
idad, 
omo inversiones de la misma 
uando ésta 
ambia de signo, oborrados, 
uando la vorti
idad se anula. Se presentarán ejemplos numéri
os de es-tas transforma
iones en distintos sistemas. En el quinto apartado se profundizaráen la rela
ión entre pseudomomento angular y la vorti
idad en el 
aso general enel que la solu
ión no es simple, obteniendo una regla semiempíri
a que rela
ionaambas 
antidades 
on el número de singularidades de fase que presenta la solu
iónsimétri
a en 
ada z dentro de un 
ir
uito 
errado.4.2. Solu
iones esta
ionarias y no esta
ionariasConsideremos la e
ua
ión(4.2.1) L
(

x, |φ(x, z)|2
)

φ(x, z) = −i∂φ(x, z)

∂z
,donde L se de�ne 
omo en la e
ua
ión 2.2.1 y z ∈ R. En este 
aso, V puede sertambién fun
ión de z y lo es
ribiremos 
omo V (x, z). En este 
apítulo denotaremospor G al grupo de simetría de V (x, z) y por G′ al grupo de simetría de |φ(x, z)|2en un determinado z. Nótese que el grupo simetría de V (y de |φ(x, z)|2) puede
ambiar a lo largo de z. 87



88 4. DINÁMICA DE SOLUCIONES CON SIMETRíA ROTACIONALNota
ión 4.2.1. Se denomina solu
ión esta
ionaria de la e
ua
ión 4.2.1 alas solu
iones de di
ha e
ua
ión 
uando V (x, z) = V (x), 
uya dependen
ia en
z es de la forma φ(x, z) = eiµzψ(x). Di
has solu
iones 
umplen la e
ua
ión deautovalores 2.2.1. Se denomina solu
ión esta
ionaria rotatoria de la e
ua
ión 4.2.1a las solu
iones de di
ha e
ua
ión 
uando V (x, z) = V (x), 
uya dependen
ia en zes de la forma φ̃(r, θ, z) = eiµzψ̃(r, θ + ωz). Di
has solu
iones 
umplen la e
ua
iónde autovalores 2.4.1.Consideremos la e
ua
ión:(4.2.2) Lω

(

x,
∣

∣

∣φ̃(r, θ, z)
∣

∣

∣

2
)

φ̃(r, θ, z) = −i∂φ̃(r, θ, z)

∂z
,donde Lω se de�ne 
omo en el apartado 2.4 y z ∈ R (nuevamente V = V (x, z)). Eneste 
aso las solu
iones esta
ionarias no rotatorias de la forma φ̃(r, θ, z) = eiµzψ̃(r, θ)son solu
ión de la e
ua
ión no lineal de autovalores 2.4.1 
on V (x, z) = V (x).En adelante vamos a razonar úni
amente para solu
iones de la e
ua
ión 4.2.1.Sin embargo, los resultados son igualmente válidos para las solu
iones de la e
ua
ión4.2.2.Nota
ión 4.2.2. Al igual que en 
apítulos anteriores denotaremos por G algrupo de simetría de V (x, z). Nótese que ahora el grupo de simetría G puede variara lo largo de la evolu
ión. Asimismo denotaremos por G′ al grupo de simetría de

|φ(x, z)|2, el 
ual 
umple que 
oin
ide 
on G o es un subgrupo de este, G′ ⊂ G.Evidentemente G′ también puede variar a lo largo de la propaga
ión.Supongamos que φ(x, z0) es una solu
ión de 4.2.1 en un z0 determinado. Su-pongamos que G ≡ O(2) y que G′ ≡ O(2). Siguiendo argumentos similares a losutilizados en el 
apítulo 2 se puede dedu
ir que φ(x, z0) debe presentar momen-to angular l bien de�nido, 
on l ∈ Z. Estas solu
iones tienen por tanto, la forma
φ(x, z) = eilθg(r, z) aunque la dependen
ia en z no tiene por qué ser de la forma
eiµz.Por otra parte, si suponemos que G ≡ Cn o Cnv, 
on G′ ⊆ G o bien que G ≡ O(2)pero que G′ ≡ Cn o Cnv, el operador no lineal L tendrá simetría Cn o Cnv. Por lotanto, mediante argumentos similares a los utilizados en el 
apítulo 2 se puedededu
ir que la solu
ión presenta pseudomomento angular m bien de�nido, donde
m puede tomar los valores permitidos según el orden de simetría obtenidos en elteorema 2.2.22. En 
onse
uen
ia, la solu
ión φ(x, z0) también debe pertene
er aalguna de las representa
iones irredu
ibles del grupo de rota
iones dis
retas de or-den n 
onsiderado, siempre que su módulo, |φ(x, z0)|2, presente simetría rota
ionaldis
reta. Estas solu
iones tienen, por tanto, la forma φ(x, z) = eimθu(r, θ, z), 
on
u(r, θ+ ǫ, z) = u(r, θ, z), ǫ = 2π

n
. Sin embargo, la dependen
ia en z no tiene por quéser de la forma eiµz .Nota
ión 4.2.3. A estas solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta o 
ontinualas denominaremos solu
iones simétri
as no esta
ionarias.Para de�nir las solu
iones simétri
as no esta
ionarias hemos impuesto la sime-tría del operador, lo 
ual da lugar a la existen
ia de un momento o pseudomomentoangular. Sin embargo, no hemos demostrado que, a lo largo de la evolu
ión 
on z,la simetría se 
onserve, y en 
onse
uen
ia las 
antidades l o m se 
onserven. Vea-mos que en los sistemas 
on simetría rota
ional el momento angular se 
onserva,
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on simetría rota
ional dis
reta, aunque ya no se 
on-serva el momento angular, podemos obtener 
on
lusiones sobre el pseudomomentoangular. 4.3. Simetría rota
ional y 
antidades 
onservadasLas solu
iones 
on momento angular bien de�nido son aquellas que son auto-fun
iones de la e
ua
ión Rφ = eilθφ, donde l representa el momento angular y eloperador de rota
iones in�nitesimales es R = e−iθ(
∂

∂θ
), 
on θ la 
oordenada angu-lar en polares. En sistemas 
uyo operador de evolu
ión L sea invariante bajo loselementos del grupo O(2), l se 
onserva ya que 
oin
ide 
on la 
omponente z delmomento angular jz de�nido 
omo:

jz = −i
∫

R2

dxdyφ∗(r ×∇)φ,(
uando φ es una autofun
ión de R) debido al teorema de Noether, ∂jz
∂z

= 0. Porlo tanto, en un sistema 
uyo operador sea invariante bajo los elementos del grupo
O(2), si la solu
ión ini
ialmente presenta momento angular bien de�nido, éste se
onserva.Esto deja de ser 
ierto en sistemas 
on simetría rota
ional dis
reta, es de
ir,si G ≡ Cn o Cnv. En el 
aso no lineal, F (|φ|2) 6= 0, tampo
o es 
ierto en medios
on simetría rota
ional, es de
ir 
uando G es O(2), si la fun
ión φ(x, z0) al ini
iode la propaga
ión 
umple que |φ(x, z0)|2 es invariante bajo Cn o Cnv, es de
ir, si
G′ ≡ Cn o Cnv. Este es el 
aso, por ejemplo, de los azimutones [110℄. En estos 
asos,
omo hemos visto, la solu
ión presenta pseudomomento angular bien de�nido y esfá
il ver que el momento angular no se 
onserva, ya que el operador de rota
ionesin�nitesimales no 
onmuta 
on el operador L.Sin embargo, es posible demostrar que el pseudomomento angular sí que se
onserva. El siguiente teorema se introdujo en [215℄ 
on una demostra
ión basadaen la transforma
ión 2.3.1 y operadores trasla
ionales. La demostra
ión que se va apresentar a 
ontinua
ión está basada en ésta, pero se usan dire
tamente operadoresde rota
iones dis
retas, sin que haya ne
esidad de ha
er uso de la transforma
ión2.3.1.Nota
ión 4.3.1. Sea z0 la posi
ión en z a partir de la 
ual se estudia lapropaga
ión de una fun
ión φ(x, z) des
rita por la e
ua
ión de propaga
ión 4.2.1.Denominaremos 
ondi
ión ini
ial a φ(x, z0).Teorema 4.3.2. (de 
onserva
ión del pseudomomento angular). Sea φ(x, z)una solu
ión de 4.2.1 y supongamos que G ≡ O(2), Cn o Cnv. Supongamos quela 
ondi
ión ini
ial φ(x, z0) es tal que G′ ≡ Cn o Cnv y que G′ ⊆ G. Enton
esel pseudomomento angular m de la 
ondi
ión ini
ial se 
onserva a lo largo de laevolu
ión 
on z.Demostra
ión. Para las solu
iones esta
ionarias en las que la evolu
ión 
on
z es de la forma eiµz , la demostra
ión es trivial. Veamos que también se 
umple enel 
aso de que la 
ondi
ión ini
ial φ0 = φ(x, z0 = 0) sea una solu
ión no esta
ionaria
on m de�nido, es de
ir, 
uando φ0 pertenez
a a alguna representa
ión irredu
ible(y por lo tanto sea de la forma φ̃(r, θ, 0) = eimθu(r, θ, 0), 
on m = −n

2 , . . . ,
n
2 si

n par o m = −n+1
2 , . . . , n−1

2 si n impar y u(r, θ + ǫ, 0) = u(r, θ, 0), ǫ = 2π
n
). Parademostrarlo vamos a pro
eder por indu

ión.



90 4. DINÁMICA DE SOLUCIONES CON SIMETRíA ROTACIONALComo sabemos el operador L(x, |φ0|2) = L0 + L1 es invariante frente a loselementos de rota
ión Cϑ del grupo Cn o Cnv, ya que V (x) lo es y |φ0|2 también loes. Por lo tanto, CϑLC−1
ϑ = L, donde ϑ = t 2π

n
, t ∈ Z.Consideremos la evolu
ión de z0 = 0 a z 
omo una su
esión de pasos in�nite-simales de longitud h 
on h → 0. En una e
ua
ión de primer orden en la variablede evolu
ión, la solu
ión en zj se transforma en zj+1 = zj + h según la e
ua-
ión φj+1 = eiL̄(x,|φj |

2)hφj , donde j ∈ N es un índi
e tal que zj = z0 + j ∗ h y
φj = φ(x, zj).Vamos a demostrar el teorema por indu

ión. Se 
umple que CϑL(x, |φ0|2)C−1

ϑ =

L(x, |φ0|2), por lo que CϑeiL(x,|φ0|
2)hC−1

ϑ = eiL(x,|φ0|
2)h, ya que 
on h → 0, y ha-
iendo el desarrollo de la exponen
ial, se obtiene que Cϑ

(

1 + iL(x, |φ0|2)h
)

C−1
ϑ =

1+iL(x, |φ0|2)h. Por lo tanto, Cϑφ1 = CϑeiL(x,|φ0|
2)hφ0 = eiL(x,|φ0|

2)hCϑφ0 y tenien-do en 
uenta que Cϑφ0 = eimϑφ0, se obtiene Cϑφ1 = eiL(x,|φ0|
2)heimϑφ0. Conse
uen-temente Cϑφ1 = eimϑφ1, 
on lo que φ1 es también una fun
ión 
on pseudomomentoangular bien de�nido e igual al 
orrespondiente a φ0Supongamos ahora que φj es una fun
ión 
on pseudomomento angular bien de�-nido y que por tanto 
umple que Cϑφj = eimϑφj . Por otra parte, CϑL(x, |φj |2)C−1

ϑ =

L(x, |φj |2). Como anteriormente, si usamos la e
ua
ión de evolu
ión dis
reta junto
on estas dos e
ua
iones se obtiene que Cϑφj+1 = eimϑφj+1 y por lo tanto φj+1
onserva el mismo pseudomomento angular que φj .En el límite 
ontinuo, h → 0, los anteriores resultados se preservan, demos-trando así que si la 
ondi
ión ini
ial en z = 0 tiene pseudomomento angular biende�nido, para z > z0 = 0 la solu
ión mantiene el mismo pseudomomento angular.Por lo tanto si φ̃(r, θ, 0) = eimθum(r, θ, 0), 
on um(r, θ+ ǫ, 0) = um(r, θ, 0) enton
esla solu
ión tiene la forma φ̃(r, θ, z) = eimθum(r, θ, z), 
on um(r, θ+ǫ, z) = um(r, θ, z)para z > 0. �Observa
ión 4.3.3. Si apli
amos la de�ni
ión de jz a una fun
ión 
on pseu-domomento angular de�nido 
omo φ̃(r, θ, z) = eimθum(r, θ, z), 
on um(r, θ+ ǫ, z) =
um(r, θ, z), y operamos, se obtiene:

jz = m+

∫

R2

u∗m

(

−i ∂
∂θ

)

umdrdθ.De esta 
ondi
ión se dedu
e que la 
onserva
ión de m para estas solu
iones apare
e
omo balan
e de dos 
antidades no 
onservadas: jz , de�nida más arriba y jmz de�-nida 
omo jmz =
∫

R2 u
∗
m

(

−i ∂
∂θ

)

umdrdθ, ya que m = jz −
∫

R2 u
∗
m

(

−i ∂
∂θ

)

umdrdθ =
jz − jmz .Nota 4.3.4. jmz es el momento angular aso
iado a la fun
ión um(r, θ, z), quees periódi
a en θ. 4.4. Redu

ión de la simetría de V (x)4.4.1. Reglas de Paso. Vamos a analizar las solu
iones de la e
ua
ión deevolu
ión 4.2.1 
uando la 
ondi
ión ini
ial es una fun
ión 
on momento angular lbien de�nido y V (x) tiene una dependen
ia en z de la siguiente forma:
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{

V (r) si z < z1
V (r, θ) / V (r, θ) = V (r, θ + 2π

n
) si z ≥ z1

.Es de
ir, hasta 
ierto z1 el poten
ial lineal V (r, θ, z) es invariante bajo loselementos del grupo O(2) y a partir de z1 es invariante bajo los elementos de ungrupo de simetría rota
ional dis
reta, Cn o Cnv.Observa
ión 4.4.1. Nótese que, si la 
ondi
ión ini
ial de la e
ua
ión 4.2.1 esuna fun
ión 
on momento angular l bien de�nido y V tiene la forma 4.4.1, a par-tir de z1 la solu
ión es una fun
ión 
on pseudomomento angular m bien de�nido.Como φ(x, z < z1) 
umple que |φ(x, z < z1)|2 es invariante bajo O(2) se 
umpleque Rφ(x, z < z1) = eilθφ(x, z < z1), donde R es el operador de rota
iones in�ni-tesimales. Como además 
ualquier grupo de simetría rota
ional dis
reta, Cn o Cnv,es subgrupo de éste, se 
umple que Ctnφ(x, z < z1) = eimϑφ(x, z < z1) 
on ϑ = t 2π
n
,

t ∈ Z y donde Ctn es uno de los elementos de rota
ión de Cn o Cnv. Razonando tal y
omo se hizo en la demostra
ión del teorema de 
onserva
ión del pseudomomentoangular 4.3.2, se obtiene que en z = z1, 
uando la simetría de V (x) se redu
e,la solu
ión es una fun
ión 
on pseudomomento angular bien de�nido, pues siguetransformándose 
orre
tamente bajo los elementos de los grupos de simetría rota-
ional dis
reta Cn o Cnv. A partir z > z1, según el teorema 4.3.2, el valor de m se
onservará. Sin embargo, 
on este tipo de razonamientos no podemos prede
ir elvalor de m a partir de l y el orden de la simetría dis
reta. Vamos a obtener unaregla que rela
iona el valor de l 
on el de m.Lema 4.4.2. Supongamos que la 
ondi
ión ini
ial de la e
ua
ión 4.2.1 es unafun
ión 
on momento angular l bien de�nido. Supongamos que V tiene la forma4.4.1. Enton
es, a partir de z1, el valor de m estará determinado por la e
ua
ión:
l −m = kn, 
on k ∈ Z,donde n es el orden del grupo de simetría rota
ional dis
reto 
onsiderado.Demostra
ión. Sea φl(x, z0 = 0) una fun
ión 
on momento angular biende�nido. Como éste se 
onserva se 
umple que φl(x, z), z0 ≤ z ≤ z1, tiene el mismomomento angular. Según la observa
ión 4.4.1 se 
umple que φ(x, z1) = φm(x, z1), esde
ir, es una fun
ión 
on pseudomomento angular bien de�nido. Veamos que m nopuede tomar 
ualquier valor. El 
oe�
iente de proye

ión de φl sobre φm es cml =

∫

R2 φ
∗
m(x, z1)φl(x, z

−
1 )d2x, donde φl(x, z−1 ) es la fun
ión evaluada en z1. Sabemosque φm(r, θ+ 2π

n
, z1) = eim

2π
n φm(r, θ, z1) y que φl(r, θ+ 2π

n
, z−1 ) = eil

2π
n φl(r, θ, z

−
1 ).Luego si realizamos el 
ambio de variable θ → θ + 2π

n
en la de�ni
ión de cmlobtenemos la siguiente rela
ión: cml = ei(l−m) 2π

n cml. Luego el 
oe�
iente debe ser
ero para todos los valores de m salvo para aquellos que 
umplan que l −m = kn
on k ∈ Z. �Proposi
ión 4.4.3. Supongamos que la 
ondi
ión ini
ial de la e
ua
ión 4.2.1es una fun
ión 
on momento angular l bien de�nido. Si V (x) tiene la forma 4.4.1,se 
umple que a partir de z0 la solu
ión es una fun
ión 
on pseudomomento angular
m bien de�nido y el valor de m estará determinado por la e
ua
ión:
l −m = kn, 
on k ∈ Z 
on |m| ≤ n

2
si n es par y |m| ≤ n− 1

2
si n es impar



92 4. DINÁMICA DE SOLUCIONES CON SIMETRíA ROTACIONALdonde n es el orden del grupo de simetría rota
ional dis
reto 
onsiderado.Demostra
ión. Basta 
on tener en 
uenta el lema anterior, la observa
ión4.4.1 y el teorema de valor máximo del pseudomomento angular 2.2.22. �Estudiemos el 
aso en que V (x) tiene una dependen
ia en z de la siguienteforma:(4.4.2) V (r, θ, z) =

{

V (r, θ) / V (r, θ) = V (r, θ + 2π
n

) si z < z1
V (r, θ) / V (r, θ) = V (r, θ + 2π

n′ ) si z ≥ z1
.Con n

n′ ∈ Z. Es de
ir, hasta 
ierto z0 el poten
ial lineal V es invariante bajolos elementos de los grupos Cn o Cnv, y a partir de z1 pasa a ser invariante bajolos elementos de 
ierto grupo de simetría dis
reta Cn′ o Cn′v, donde se 
umple que
Cn′ ⊂ Cn o Cn′v ⊂ Cnv.Es fá
il 
omprobar que en este 
aso se 
umple un teorema análogo al anterior:Proposi
ión 4.4.4. Supongamos que la 
ondi
ión ini
ial de la e
ua
ión 4.2.1es una fun
ión 
on pseudomomento angular m bien de�nido. Si V tiene la forma4.4.2 se 
umple que, a partir de z1, la solu
ión es una fun
ión 
on pseudomomentoangular m′ bien de�nido y el valor de m′ estará determinado por la e
ua
ión:

m−m′ = kn′
on k ∈ Z y 
on |m′| ≤ n′

2 si n′ es par y |m′| ≤ n′−1
2 si n′ es impar donde n′ esel orden del grupo de simetría rota
ional dis
reto �nal.Demostra
ión. Basta 
on razonar 
omo en el 
aso de 4.4.1, pero para una
ondi
ión ini
ial 
on pseudomomento angular m bien de�nido. �Observa
ión 4.4.5. Podemos obtener una 
ota para k a partir de la regla detransforma
ión presentada en 4.4.3. Es
ribamos k = l−m

n
y tomemos el módulo deesta expresión, |k| = |l−m|

n
≤ 1

n
(|l|+ |m|). Utilizando el teorema 2.2.22 para la 
otade m obtenemos, |k| ≤ 1

n
(l + n

2 ), sea n par o impar. Por lo tanto, |k| ≤ 1
2 (2l + n).Podemos operar igualmente 
on la regla obtenida en 4.4.4. En este 
aso, k = m−m′

n′y operando, |k| = |m−m′|
n′ ≤ 1

n′ (|m|+ |m′|). Utilizando, de nuevo, el teorema 2.2.22,
|k| ≤ 1

n′ (
n
2 + n′

2 ). Por lo tanto, |k| ≤ 1
2 (1 + n′

n
).4.4.2. Transforma
iones de vorti
idad. Supongamos que para z < z1tenemos una solu
ión simple esta
ionaria o no, 
on momento angular l bien de�nidoen el medio homogéneo, y por lo tanto 
on vorti
idad v bien de�nida (ya que en este
aso v = l según el lema 3.2.3). Teniendo en 
uenta la 
ondi
ión presentada en 4.4.3,hay tres tipos de transforma
iones de vorti
idad para las solu
iones esta
ionarias ono 
uando z > z1 entre O(2) y Cn o Cnv:1. Si el valor de m que 
orresponde al valor ini
ial de l de a
uerdo 
on la pro-posi
ión 4.4.3 es tal que la solu
ión se 
orresponde 
on una solu
ión tiposolitón fundamental o nodal el fenómeno se llama borrado de vorti
idad.2. Si el valor de m que 
orresponde al valor ini
ial de l de a
uerdo 
on laproposi
ión 4.4.3 es tal que la solu
ión se 
orresponde 
on una solu
ióntipo vórti
e el fenómeno se llama transmuta
ión de vorti
idad. Este 
asoademás se subdivide en i) redu

ión de vorti
idad, si l y m tienen el mismosigno e ii) inversión de vorti
idad si tienen signo 
ontrario.
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2 
on n par o impar, se 
umple que l = m y no se produ
e ningunatransforma
ión de vorti
idad.Si φ(x, z) 
uando z < z1 es una solu
ión simple 
on pseudomomento angular mbien de�nido y el poten
ial lineal es 
omo en 4.4.2, también se 
umple que v = my la transforma
ión de vorti
idad que se produ
e se puede 
lasi�
ar de a
uerdo 
onalguno de los tres tipos de transforma
iones introdu
idas en el párrafo anterior,teniendo en 
uenta esta vez la 
ondi
ión introdu
ida en la proposi
ión 4.4.4.Nota 4.4.6. Como sabemos por 3.2.3, úni
amente para las solu
iones sim-ples se 
umple que v = l o m. Por lo tanto, las transforma
iones anteriores sontransforma
iones sobre la vorti
idad úni
amente si para longitudes de propaga
iónsu�
ientemente elevadas, la solu
ión obtenida es una solu
ión simple. En otro 
asola transforma
ión afe
ta úni
amente al pseudomomento angular, sin que podamosa�rmar nada sobre la vorti
idad. Más adelante profundizaremos en la rela
ión entrela vorti
idad v y el pseudomomento angular m.En la ref. [217℄ se estudió el 
aso en el que para z < z1 la fun
ión era unasolu
ión simple tipo vórti
e esta
ionaria del medio homogéneo que daba lugar,para algún z > z1, a una solu
ión simple esta
ionaria de tipo vórti
e del medio 
onsimetría dis
reta. Este pro
eso se 
ono
e 
omo transmuta
ión de vórti
es. En la ref.[217℄ se analizaron los 
asos en los que momento angular de entrada era l = 3, 5, 7 enuna simetría C4v, dando lugar a vórti
es esta
ionarios 
on pseudomomento angular

m = −1, 1,−1 respe
tivamente, de a
uerdo 
on la regla 4.4.3. En la ref. [222℄ sepresentaron ejemplos de borrado e inversión de vorti
idad 
uando F (|ψ(x)|2) = 0,en sistemas 
on interfases entre O(2) y medios 
on simetría rota
ional dis
reta
C3v, C4v, yC5v, 
uando no se requiere que la solu
ión para z > z1 sea esta
ionaria.Finalmente, algunas de las transforma
iones de vorti
idad han sido re
ientementeobservadas en experimentos en redes ópti
amente indu
idas [223℄.Vamos a presentar ejemplos de inversión, borrado y redu

ión de vorti
idaden distintas interfases en el 
aso no lineal 
on F (|ψ(x)|2) = γ |ψ(x)|2, γ > 0. Seha simulado la e
ua
ión de evolu
ión 4.2.1 
on un método de paso dividido (splitstep) [5℄. Se omite la simula
ión para z < z1, puesto que antes de la interfase, enun medio 
on simetría O(2) el momento angular se 
onserva y en un medio 
onsimetría rota
ional dis
reta Cnv, el pseudomomento angular también se 
onserva,tal y 
omo se demostró en 4.3.2. Por lo tanto, en 
ualquiera de los dos medios, antesde la interfase, la evolu
ión sólo va a 
ambiar la forma de la solu
ión, pero no sumomento o pseudomomento angular. Podemos, por tanto, suponer que la evolu
iónantes de z1 es tal que da lugar a una fun
ión en z1 
on el momento o pseudomomentoangular determinado y una forma fun
ional arbitraria. Utilizaremos esta fun
ión
omo 
ondi
ión ini
ial en z1 = 0 y simularemos la e
ua
ión para z > z1.El dominio transversal Ω es una 
aja de tamaño [−D

2 ,
D
2 − ǫx]× [−D

2 ,
D
2 − ǫy],y se ha tomado un mallado transversal 
on xr = −D

2 + ixǫx, ix = 0, 1, . . . , N − 1y ǫx = D
N

e yr = −D
2 + iyǫy, iy = 0, 1, . . . , N − 1 y ǫy = ǫx. El método de pasodividido utiliza 
ondi
iones periódi
as en los límites del dominio y se han utilizadoparedes absorbentes mediante un poten
ial imaginario puro que sólo es distinto de
ero 
er
a de la frontera del dominio. Se ha simulado la evolu
ión para zj = hj, 
on

j = 0, 1, . . . y h = 10−3. A lo largo de la evolu
ión se han 
al
ulado las siguientesvariables:1. La poten
ia P (z) =
∫

|ψ(x, z)|2 dx2.
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Figura 4.4.1. Evolu
ión de P (z) y 〈µ(z)〉 
on z en el plano
P − 〈µ〉 para solu
iones 
on 
ondi
iones ini
iales 
on r0 = 2,1, l =
+3 y distintos valores de c. En 
olor negro se representa P = P (µ)para solu
iones esta
ionarias 
on m = −1.2. El valor esperado de µ, 〈µ(z)〉 =

R

dx2(ψ∗(x,z)(−V (x)+▽2)ψ(x,z)+γ|ψ(x,z)|4)
P (z) .3. El pseudomomento angular en 
ada x, m(r, θ, z) = − in

2π log
(

ψ(r,θ+ 2π
n
,z)

ψ(r,θ,z)

),donde n es el orden del medio 
on simetría dis
reta. Como m es una
antidad �ja para 
ampos 
on simetría dis
reta,m(x, z) debe ser el mismo
∀x y 
omo es una 
antidad 
onservada, debe ser 
onstante ∀z.Estas 
antidades se han obtenido para 
ada zj y 
ada xix,iy , y las integra
iones en

x se han realizado numéri
amente.4.4.2.1. Inversión de vorti
idad. Supongamos que el sistema presenta sime-tría O(2) para z < z1 y simetría dis
reta C4v para z > z1. En parti
ular, para
z > z1 el poten
ial es de la forma:(4.4.3) V (x) = V0

(

cos2(x) + cos2(y)
)

,
on V0 = 2. La solu
ión en z−0 es:(4.4.4) ψ(x, z−1 ) = crle
− x2+y2

r2
0 eilθ,y presenta, por tanto, momento angular l. Si el momento angular ini
ial es l = +3,de a
uerdo 
on la regla 4.4.3,m = l−kn = 3−4 = −1. En este 
aso, ne
esariamente

k debe ser igual a 1, pues para 
ualquier otro valor, |m| > n
2 , lo 
ual no estápermitido por el teorema de pseudomomento angular máximo 2.2.22.En la �gura 4.4.1 se representa la evolu
ión de P (z) y 〈µ(z)〉 en el plano P−〈µ〉para distintos valores de la amplitud c de la 
ondi
ión ini
ial 4.4.4 y momentoangular ini
ial l = +3. En todos los 
asos la poten
ia ini
ial es muy superior a lade las solu
iones esta
ionarias. A lo largo de la evolu
ión la solu
ión va perdiendo
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Figura 4.4.2. Amplitud (a) y fase (b) de la 
ondi
ión ini
ial
on l = +3 y amplitud (
) y fase (d) de la solu
ión para z = 200
uando c = 0,424 y r0 = 2,1.poten
ia y la 〈µ〉 os
ila y se redu
e. Algunas de las 
ondi
iones ini
iales no dan lugara solu
iones esta
ionarias, bien porque difra
tan a una fun
ión nula, bien porquese inestabilizan por autoenfoque. En 4.4.1 se ha representado un ejemplo 
uando
c = 0,422 y r0 = 2,1 en el que la solu
ión difra
ta, pero se han omitido ejemplos desolu
iones que se inestabilizan por autoenfoque. Sin embargo, para 
ierto rango delas 
onstantes c y r0 la solu
ión tiende a una solu
ión simple esta
ionaria 
uando
z → ∞. En la �gura 4.4.1 se representan algunos ejemplos. No se ha representadola evolu
ión de m, puesto que se ha obtenido m = −1, ∀z ≥ 0.En la �gura 4.4.2 se representan la 
ondi
ión ini
ial y la solu
ión para z = 200.Como se observa la solu
ión �nal tiene la fase 
orrespondiente a un vórti
e depseudomomento angular m = −1. La vorti
idad de la 
ondi
ión ini
ial es v = l =
+3, mientras que la vorti
idad de la solu
ión para z = es v = m = −1, 
on lo quese ha produ
ido la inversión de vorti
idad. Además se ha logrado para z → ∞ unvórti
e esta
ionario 
on µ de�nida.4.4.2.2. Borrado de vorti
idad. Supongamos que el sistema presenta simetría
C6v para z < z1 y simetría dis
reta C2v para z > z1. En parti
ular, para z > z1 el po-ten
ial es de la forma presentada en la �gura 3.2.1 (a) 
on ω = 8, y d = 4π. La 
ondi-
ión ini
ial es de la forma ψ(x, z = z−0 ) = c

∑n−1
j=0 exp

(

(x−xj)
2+(y−yj)

2

2ω2
0

)

exp(ijmθ)
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Figura 4.4.3. Evolu
ión de P (z) y 〈µ(z)〉 
on z en el plano
P−〈µ〉 para una solu
ión 
on 
ondi
ión ini
ial 
on pseudomomentoangular m = +2. En 
olor negro se representa P = P (µ) parasolu
iones esta
ionarias 
on m′ = 0 en el poten
ial 
on simetría
C2v.donde (xj , yj) = d

(

cos 2πj
n
, sin 2πj

n

) 
on n = 6 y d = 4π, por lo que presentasimetría C6v. Por lo tanto se trata de una interfase C6v − C2v. El pseudomomentoangular ini
ial es m = +2 y, de a
uerdo 
on la regla 4.4.4, m′ = m−kn = 2−2 = 0.Nuevamente, k debe ser igual a 1, pues para 
ualquier otro valor, |m′| > n
2 , lo 
ualno está permitido por el teorema de pseudomomento angular máximo 2.2.22. Porlo tanto, este será un 
aso de borrado de vorti
idad.En la �gura 4.4.3 se representa la evolu
ión de P (z) y 〈µ(z)〉 
on z en el plano

P − 〈µ〉 
uando la 
ondi
ión ini
ial presenta c = 1,7, ω = 1 y pseudomomentoangular ini
ial m = +2. La solu
ión tiende a la esta
ionaria, pero 
uando z eselevado la simetría se pierde y la solu
ión se inestabiliza, observándose, además,que la evolu
ión de P (z) y 〈µ(z)〉 
on z 
orta la 
urva de solu
iones esta
ionarias.En la �gura 4.4.4 se representan (a) la amplitud y (b) la fase de la 
ondi
iónini
ial y (
) la amplitud y (d) la fase de la solu
ión para z = 650. Se ha 
al
ulado elpseudomomento de la solu
ión �nal para 
omprobar que la fase es la 
orrespondientea un solitón fundamental en C2v (m = 0). La vorti
idad de la 
ondi
ión ini
ial es
v = m = 2, mientras que la solu
ión para z = 650 no es una solu
ión tipo vórti
eya que m′ = 0. Las solu
iones 
on m′ = 0 son solu
iones tipo solitón fundamental,
on lo que se ha produ
ido un borrado de vorti
idad. Para z > 900 la solu
ión sedesestabiliza y la simetría se pierde. Esta desestabiliza
ión se ha observado en todoslos 
asos simulados.4.4.2.3. Redu

ión de vorti
idad. A diferen
ia que en la inversión de vorti
i-dad, en este 
aso, la vorti
idad v para z < z1 y la vorti
idad �nal v′ 
oin
iden ensigno, aunque v′ < v. En este 
aso no vamos a presentar ejemplos numéri
os porquelas solu
iones se inestabilizaban por autoenfoque. Veamos algunos razonamientosque justi�
an por qué se 
ompli
an estas simula
iones.



4.4. REDUCCIÓN DE LA SIMETRíA DE V (x) 97(a) (b)
(
) (d)

Figura 4.4.4. Amplitud (a) y fase (b) de la 
ondi
ión ini
ial
on m = +2 y amplitud (
) y fase (d) de la solu
ión 
on m′ = 0para z = 650 
uando c = 1,7 y ω0 = 1.Por un lado, en el 
aso O(2) − Cnv ne
esitaríamos que el momento angular lde entrada 
umpliera que |l| > n. Si el medio es C3v (que es el grupo dis
reto demenor orden para el que se forman vórti
es) para z > z1, el momento angular debeser al menos l = +4 (o bien, 
omo máximo, l = −4) y el pseudomomento angularsería m = +1 (o bien m = −1). Se ha observado en las simula
iones numéri
as que
ondi
iones ini
iales 
on estos momentos tan elevados tienden a inestabilizarse por
olapso antes de formar el nuevo solitón. En la ref. [217℄ se utilizaron dos mediosdiferentes, 
on γ distintas a ambos lados de z1, para evitar este efe
to.Por otro, se puede pensar que la utiliza
ión de dos medios 
on simetría dis
reta,es de
ir, una interfase Cnv −Cn′v 
omo la des
rita en 4.4.2 puede permitir observaresta transforma
ión. Vamos a obtener 
ondi
iones sobre el valor mínimo del ordende simetría n para z > z1, dado el orden de simetría n′ para z > z1 para obteneresta redu

ión de vorti
idad.Por un lado se 
umple que |m| ≤ n
2 por el teorema 2.2.22. Por otro lado, la
ondi
ión para que haya redu

ión de la vorti
idad es que |m| > n′, para obtenerun m′ del mismo signo que m (téngase en 
uenta la regla 4.4.4). En 
onse
uen
ia,

n′ < |m| ≤ n
2 . Además, se 
umple que n

n′ ∈ Z, tal y 
omo se impone en la forma de
V (x, z) des
rita por 4.4.2. Sea p = n

n′ . Enton
es n′ < |m| ≤ pn′

2 
on lo que p ≥ 2o bien n > 3n′. Por lo tanto, si n′ = 3, al menos ne
esitamos utilizar un medio
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on orden de simetría n = 9, y partir de un pseudomomento m = 4. En este 
asotampo
o se han podido observar esta transforma
ión en las simula
iones numéri
as.4.5. Rela
ión entre vorti
idad y momento o pseudomomento angularComo sabemos, una solu
ión simple de�nida en 3.2.1 
on pseudomomentom nopresenta singularidades situadas fuera del eje de simetría rota
ional xs, al 
ontrarioque una solu
ión 
ompuesta o 
luster, de�nida en 3.4.1. Las solu
iones no esta
io-narias, dado que el momento o el pseudomomento angular se 
onserva durante laevolu
ión, también pueden ser 
lasi�
adas en simples o 
ompuestas. Sin embargo, alo largo de la propaga
ión el número de singularidades puede 
ambiar, y por tantosu 
ará
ter de solu
ión simple o 
ompuesta. Como vimos, para las solu
iones sim-ples pudimos obtener una rela
ión entre el pseudomomento y la vorti
idad (lema3.2.3), lo 
ual nos permitió extender el teorema de valor máximo de aquel, a unaproposi
ión sobre el valor máximo de la vorti
idad (proposi
ión 3.2.5). Vamos aestudiar el pseudomomento y la vorti
idad en el 
aso de solu
iones 
ompuestas, 
onel �n de obtener una rela
ión entre ambos. Veamos, en primer lugar, que si para
ierto z la solu
ión presenta pseudomomento angular bien de�nido, debe 
umplir
on el siguiente lema:Lema 4.5.1. Si el sistema presenta simetría rota
ional dis
reta, a lo largo dela evolu
ión 
on z las posi
iones de las singularidades siempre están rela
ionadasa través de las 
ondi
iones de simetría.Demostra
ión. Basta 
on tener en 
uenta el teorema de 
onserva
ión depseudomomento angular 4.3.2 y la proposi
ión 3.4.8. �Nota 4.5.2. Este resultado se puede extender a las líneas nodales si tenemosen 
uenta que podemos apli
ar la proposi
ión 3.4.8 a todos los puntos de la líneanodal, los 
uales son puntos singulares.Como hemos visto, 
uando en la e
ua
ión 4.2.1 el poten
ial lineal V tiene laforma 4.4.1 o 4.4.2 y la 
ondi
ión ini
ial es una fun
ión 
on momento o pseudo-momento angular bien de�nido, se produ
e una transforma
ión en la fun
ión que,
omo veremos, puede afe
tar al número de singularidades o líneas nodales de lasolu
ión y al valor de las vorti
idades vj aso
iado a 
ada singularidad individual.Hasta el momento sólo hemos obtenido la regla de paso que rela
iona el momento opseudomomento angular l o m de entrada 
on el pseudomomento angular de salida
m o m′, y lo hemos apli
ado al 
aso parti
ular en el que podemos obtener paraun valor de z > z1 su�
ientemente grande una solu
ión simple. En las simula
io-nes numéri
as presentadas en el apartado anterior y en las que presentaremos a
ontinua
ión, se ha observado que en z = z1 se produ
e una solu
ión 
ompuesta o
luster. Es de
ir, 
uando se produ
en inversiones, redu

iones o borrados de vor-ti
idad, en z = z1 se observa la apari
ión de singularidades, que a lo largo de lapropaga
ión se mueven ha
ia la frontera del dominio y 
uyas traye
torias se en
uen-tran rela
ionadas a través del anterior lema. Cuando se 
al
ula la vorti
idad a lolargo de 
ir
uitos que en
ierren a todas estas singularidades o que no las 
ontenganen su interior, se obtienen distintos resultados. Vamos a ofre
er sin demostra
ión elsiguiente resultado:Proposi
ión 4.5.3. Supogamos que G′ ≡ Cn o Cnv. Sea φ(x, z) una solu
ión
on pseudomomento m < n

2 . Supongamos que en un z determinado presenta K
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arga vk. Enton
es la vorti
idad 
al
ulada en 
ir
uitos
ζ que en
ierren todas las singularidades es:

v = m+
K
∑

k=1

n vk.Si m = n
2 
uando n es par, la vorti
idad será v =

∑K
k=1 n vk.Aunque no vamos a demostrar el resultado, podemos ofre
er algunos razona-mientos que lo sostienen. En primer lugar, por la proposi
ión 2.5.2 sabemos que enel origen hay una singularidad de 
arga m < n

2 (evidentemente, si m = 0 no haysingularidad). Además, por la proposi
ión 3.4.8 si el eje de simetría pasa por xs yhay un vórti
e de 
arga vi situado en x 6= xs, enton
es hay n− 1 vórti
es más 
onla misma 
arga. Por lo tanto podemos des
omponer el 
ir
uito 
errado η en Kn+1
ir
uitos 
errados, donde Kn de ellos en
ierran 
ada una de las n singularidadesde los K anillos y el último 
ir
uito en
ierra la singularidad 
entral. La integral delínea en 
ada uno de los Kn 
ir
uitos ofre
erá 
omo resultado vk mientras que laúltima integral será m, 
on lo que se dedu
e que v = m+
∑K

k=1 n vk.Nota 4.5.4. Se puede extender fá
ilmente al 
aso de solu
iones nodales (m = n
2 ,

n par), teniendo en 
uenta que la integral en torno al eje de simetría es vxs
=

0, (véase la proposi
ión 2.6.6) y por tanto, para este 
aso, el resultado es v =
∑K
k=1 n vk.Corolario 4.5.5. Si, bajo las 
ondi
iones de la proposi
ión anterior, se 
al
ulala vorti
idad en un 
ir
uito ζ que in
luye sólo K ′ < K anillos de vórti
es, lavorti
idad será

v′ = m+

K′
∑

k=1

n vk,si m 6= n
2 y v′ =

∑K′

k=1 n vk si m = n
2 .Los 
lusters esta
ionarios presentados en el 
apítulo 3 
umplen 
on esta regla.Los 
lusters tipo 1 y 2 presentaban una vorti
idad 
al
ulada a lo largo de la fronteradel dominio de 
ál
ulo v = 3. Estos 
lusters de m = −1 presentaban una anillo devórti
es de 
arga v1 = +1 en un sistema 
on simetría rota
ional de orden n = 4.Luego, según la proposi
ión 4.5.3, v = −1+4(+1) = 3. Por otra parte la vorti
idad
al
ulada a lo largo de la frontera en los 
lusters tipo 3 y 4 era v = −1. Eneste 
aso los 
lusters de 
arga m = −1 presentaban dos anillos de vórti
es, unosde 
arga v1 = −1 y otros de 
arga v = 1. Luego, según la proposi
ión 4.5.3,

v = −1 + 4(+1) + 4(−1) = −1.Veamos algunos ejemplos de solu
iones no esta
ionarias en las que se 
umplela proposi
ion 4.5.3, a lo largo de la evolu
ión. Para ello vamos a analizar algunastransforma
iones de vorti
idad.En la �g. 4.5.1 se presenta la evolu
ión de un 
ampo 
on momento angular
l = +4 en z−1 
uando el sistema presenta simetría rota
ional dis
reta de orden
n = 5 a partir de z1 = 0. Se representa la fase y el dual del gradiente de la fase del
ampo. Obsérvese que el dual del gradiente de la fase de la solu
ión es un 
ampove
torial 
uyos ve
tores señalan ha
ia las singularidades de 
arga positiva y son�e
has salientes de las singularidades de 
arga negativa. Además se ha representado
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Figura 4.5.1. Simula
ión de una interfase O(2)-C5v 
uando la
ondi
ión ini
ial tiene momento angular l = +4. En (a), (d) y (g)se representa la fase de la solu
ión para z = 0, 0,3 y 0,6 respe
tiva-mente. En (b), (e) y (h) se representa al dual del gradiente de lafase en 
ada nodo del mallado numéri
o en los mismos z. En (
),(f) e (i) se representa la fase a lo largo de un 
ir
uito ζ que rodeael dominio Ωζ = [−0,42, 0,42]× [−0,42, 0,42].la fase a lo largo de un 
ir
uito ζ que sigue la frontera del dominio 
uadrado Ωζ =
[−0,42, 0,42] × [−0,42, 0,42]. Este 
ir
uito ζ, por tanto, en
ierra al eje de simetría.En las �guras 4.5.1 (a), (b) y (
) se representa el 
ampo en z−1 , es de
ir, antes deevolu
ionar. En este 
aso la vorti
idad es v = +4, y en el 
entro hay una 
arga devalor vxs

= +4. No está en 
ontradi

ión 
on ninguno de los resultados anteriorespues aún no se ha entrado en el sistema 
on simetría rota
ional de orden n = 5.En las �guras 4.5.1 (d), (e) y (f) se representa el 
ampo en z = 0,3. Tal y 
omo
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Figura 4.5.2. Simula
ión de una interfase O(2)-C4v 
uando la
ondi
ión ini
ial tiene momento angular l = +4. En (a) y (d) serepresenta la fase de la solu
ión para z = 0,25 y0,4 respe
tivamen-te. En (b) y (e) se representa al dual del gradiente de la fase en
ada nodo del mallado numéri
o en los mismos z. En (
) y (f) serepresenta la fase a lo largo de un 
ir
uito ζ que rodea el 
uadrado
Ωζ = [−0,42, 0,42] × [−0,42, 0,42].se apre
ia en el 
entro hay un antivórti
e de 
arga m = −1, en 
onsonan
ia 
on laregla 4.4.3 (m = l − kn = 4 − 5 = −1, 
on k = 1) y el 
orolario 2.6.5. Además,apare
e un anillo de 5 vórti
es de 
arga v1 = +1. La vorti
idad 
al
ulada en el
ir
uito representado (f) es v = +4, de a
uerdo 
on 4.5.3 ya que v = −1 + 5 = +4.En 4.5.1 (g), (h) e (i) se representa el 
ampo en z = 0,6. Se observa que en el 
entropermane
e el vórti
e de 
argam = −1. Sin embargo, el anillo de 5 vórti
es de 
arga

v1 = +1 se ha alejado lo su�
iente 
omo para salir de la región en
errada por ζ.Ahora, la vorti
idad 
al
ulada en este 
ir
uito es v = −1, de a
uerdo 
on 4.5.3,
v = m = −1, ya que no hay anillos de vórti
es dentro del 
ir
uito. Nótese que estees un 
aso de inversión de vorti
idad.En la �gura 4.5.2 se presenta la evolu
ión de un 
ampo 
on momento angular
l = +4 en z−1 
uando el sistema pasa a presentar simetría rota
ional dis
reta deorden n = 4 a partir de z1 = 0. Se representa, de nuevo, la fase, el dual del gradientede la fase del 
ampo y la fase a lo largo de un 
ir
uito ζ des
rito anteriormente yque en
ierra al eje de simetría. La 
ondi
ión ini
ial es la misma que en las �guras4.5.1 (a), (b) y (
). En las �guras 4.5.2 (a), (b) y (
) se representa el 
ampo en
z = 0,25. Ahora no hay ningún vórti
e en el 
entro, tal y 
omo predi
en la regla
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Figura 4.5.3. Simula
ión de una interfase O(2)-C3v 
uando la
ondi
ión ini
ial tiene momento angular l = +4. En (a) y (d) serepresenta la fase de la solu
ión para z = 0,2 y 0,6 respe
tivamen-te. En (b) y (e) se representa al dual del gradiente de la fase en
ada nodo del mallado numéri
o en los mismos z. En (
) y (f) serepresenta la fase a lo largo de un 
ir
uito ζ que rodea el 
uadrado
Ωζ = [−0,42, 0,42] × [−0,42, 0,42].4.4.3 (m = l − kn = 4 − 4 = 0, 
on k = 1) y el 
orolario 2.6.10. Además, apare
eun anillo de 4 vórti
es de 
arga v1 = +1. La vorti
idad 
al
ulada en el 
ir
uitorepresentado (
) es v = +4, de a
uerdo 
on 4.5.3 ya que v = 0 + 4 = +4. En4.5.2 (d), (e) y (f) se representa el 
ampo en z = 0,4. Se observa que el anillode 4 vórti
es de 
arga v1 = +1 ha salido de la región en
errada por ζ. Ahora, lavorti
idad 
al
ulada en este 
ir
uito es nula, de a
uerdo 
on 4.5.3 según la 
ual

v = m = 0, produ
iéndose un borrado de vorti
idad.En la �gura 4.5.3 se presenta la evolu
ión de un 
ampo 
on momento angular
l = +4 en z−1 
uando el sistema pasa a presentar simetría rota
ional dis
reta deorden n = 3 a partir de z1 = 0. Se representan las mismas 
antidades que en los
asos anteriores y la 
ondi
ión ini
ial es la misma que en las �guras 4.5.1 (a), (b)y (
). En las �guras 4.5.3 (a), (b) y (
) se representa el 
ampo en z = 0,2, dondese observa que en el eje de simetría hay un vórti
e de 
arga v0 = m = +1, tal y
omo predi
en 4.4.3 (m = l − kn = 4 − 3 = +1, 
on k = 1) y el 
orolario 2.6.5.Adi
ionalmente se observa un anillo de 3 vórti
es de 
arga v1 = +1. La vorti
idad
al
ulada en el 
ir
uito representado (
) es v = +4, de a
uerdo 
on 4.5.3 ya que
v = 1 + 3 = +4. En las �guras 4.5.3 (d), (e) y (f) se representa el 
ampo en
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Figura 4.5.4. Simula
ión de una interfase O(2)-C2v 
uando la
ondi
ión ini
ial tiene momento angular l = +4. En (a), (d) y (g)se representa la fase de la solu
ión para z = 0,4, 0,45 y 0,5, respe
-tivamente. En (b), (e) y (h) se representa al dual del gradiente dela fase en 
ada nodo del mallado numéri
o en los mismos z. En (
),(f) e (i) se representa la fase a lo largo de un 
ir
uito ζ que rodeael 
uadrado Ωζ = [−0,42, 0,42] × [−0,42, 0,42].
z = 0,6, 
uando el anillo de 3 vórti
es de 
arga v1 = +1 ya ha salido de la regiónen
errada por ζ. Ahora, la vorti
idad 
al
ulada en este 
ir
uito es, de a
uerdo 
onla proposi
ión 4.5.3, v = m = +1, produ
iéndose una redu

ión de vorti
idad.En la �gura 4.5.4 se presenta la evolu
ión de un 
ampo 
on momento angular
l = +4 en z−1 
uando el sistema pasa a presentar simetría rota
ional dis
reta deorden n = 2 a partir de z1 = 0. En las �guras 4.5.4 (a), (b) y (
) se representa el
ampo en z = 0,4, donde se observa que en el eje de simetría no hay ningúna vórti
e,
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omo predi
e la regla de transmuta
ión 4.4.3 (m = l − kn = 4 − 2 = +2, 
on
k = 1) y el 
orolario 2.6.6. Por otra parte, se observan dos anillos de 2 vórti
es de
arga v1 = +1. Estas dos parejas se en
uentran situadas a distan
ias ligeramentediferentes, en 
on
ordan
ia 
on 3.4.8 y la simetría C2v. La vorti
idad 
al
ulada en el
ir
uito representado (
) es v = +4, de a
uerdo 
on 4.5.3 ya que v = 0+2+2 = +4.En las �guras 4.5.4 (d), (e) y (f) se representa el 
ampo en z = 0,45, 
uando elprimer anillo de 2 vórti
es de 
arga v1 = +1 ya ha salido de la región en
errada por
ζ. Ahora, la vorti
idad 
al
ulada en este 
ir
uito es v = 0 + 2 = +2. Finalmente,en las �guras 4.5.4 (g), (h) y (i) se representa el 
ampo en z = 0,5, 
uando ambosanillos de vórti
es ya han salido de la región en
errada por ζ, siendo por tanto lavorti
idad 
al
ulada a lo largo de ζ nula. De nuevo se ha produ
ido un borrado devorti
idad.
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CAPíTULO 5Teoría matemáti
a del pseudomomento lineal ydinámi
a de solu
iones no lineales 
on invarian
iatrasla
ional5.1. Introdu

iónEn el presente 
apítulo vamos a extender los resultados obtenidos en los 
apí-tulos 2, 3 y 4 a sistemas invariantes bajo un grupo de trasla
iones dis
retas. Enlos sistemas que vamos a estudiar, el poten
ial, V (x), puede ser invariante bajolos elementos de un grupo de trasla
iones dis
retas, PR (véase apéndi
e C). Lospoten
iales periódi
os presentados en las �guras 3.2.1 (
) y (d) son de este tipo.Pero además la amplitud de las solu
iones dinámi
as, |φ|2, o esta
ionarias, |ψ|2, estambién invariante bajo los elementos del mismo grupo. Esta es la diferen
ia 
on lossistemas estudiados hasta este punto, donde la amplitud sólo mostraba invarian
iarota
ional. De he
ho, 
omo veremos, los resultados que presentamos son igualmen-te válidos si V (x) 
ara
teriza un medio homogéneo, es de
ir, es invariante bajo loselementos del grupo E(R2), pero la amplitud de las solu
iones es invariante bajolos elementos de un grupo de trasla
iones dis
retas, PR.En el segundo apartado obtendremos que las solu
iones esta
ionarias en siste-mas periódi
os también se pueden 
lasi�
ar en fun
ión del pseudomomento lineal,que en este 
aso tiene dos 
omponentes. Para ello apli
aremos elementos de la teoríade las fun
iones de Blo
h al 
aso no lineal. Obtendremos de nuevo que hay 
otassobre los posibles valores del pseudomomento lineal y que las solu
iones se organi-zan según una estru
tura de bandas. Asimismo se 
al
ulan numéri
amente algunosejemplos 
on distintos pseudomomentos lineales en el 
aso de redes 
uadradas. Enel ter
er apartado se estudia la dinámi
a de este tipo de solu
iones. En primer lugarse demuestra que el pseudomomento lineal se 
onserva 
on la evolu
ión y a 
onti-nua
ión se realiza un estudio de estabilidad numéri
a de las solu
iones esta
ionariaspresentadas en el segundo apartado.Nota
ión 5.1.1. Como en los 
apítulos anteriores, denotaremos por φ(x, z) alas solu
iones dinámi
as de 4.2.1 y por ψ(x) a las solu
iones de la e
ua
ión 2.2.1para las que se 
umple que φ es φ(x, z) = eiµzψ(x). Asimismo, denotaremos por Gal grupo de simetría de V (x) y por G′ al grupo de simetría de |φ|2 o de |ψ|2.5.2. Solu
iones esta
ionarias 
on simetría trasla
ional dis
retaSea R ∈ R2 de la forma Rî = i1a1 + i2a2, 
on a1 y a2 los ve
tores primitivosde una red de Bravais y i1, i2 ∈ Z (para una de�ni
ión de red de Bravais, véaseapéndi
e C). Su�pon�ga�mos que el grupo de simetría G de V (x) es isomorfo a E(R2)o PR, donde PR representa el grupo de trasla
iones dis
retas en el plano de dis-tan
ia R. En el presente 
apítulo nos vamos a o
upar úni
amente de solu
iones107
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onsistentes que sean invariantes trasla
ionales, es de
ir, vamos a estudiar so-lu
iones que 
umplen que el grupo de simetría G′ de |ψ|2 es isomorfo a un grupo
on simetría trasla
ional PR′ , siendo G′ ⊆ G. Por lo tanto, a lo largo del presente
apítulo denominaremos solu
iones auto
onsistentes trasla
ionalmente simétri
as alas solu
iones 
on este tipo de simetría.Nota
ión 5.2.1. Supongamos que x ∈ Ω, donde Ω es un dominio �nito dedimensiones D1 × D2 
on D1, D2 ∈ R+, es de
ir, Ω =
{

x/ x ∈
]

−D1

2 , D1

2

[ e
y ∈

]

−D2

2 , D2

2

[}. Denominaremos dominio bási
o a esta región. En prin
ipio, nadaimpide que Ω ≡ R2. Supondremos que la fun
ión ψ 
umple 
ondi
iones periódi
as enla frontera de este dominio, es de
ir, ψ(−D1

2 ,y) = ψ(D1

2 ,y) y ψ(x, −D2

2 ) = ψ(x, D2

2 ).Aunque los resultados que se van a presentar a 
ontinua
ión se pueden obtenertambién desde el punto de vista de la teoría de grupos, en el 
aso de simetríatrasla
ional resulta más fá
il razonar dire
tamente 
on las herramientas de la teoríade las fun
iones de Blo
h (véase apéndi
e 3). Además los resultados son igualmenteválidos para el 
aso en que la fun
ión F (|ψ|2) fuera idénti
amente nula, es de
ir, el
aso lineal.Vamos a demostrar en primer lugar que las solu
iones de este tipo de operadortienen la forma de fun
iones de Blo
h no lineales.Teorema 5.2.2. (Teorema no lineal de Blo
h). Sea un operador L (x, |ψ|2) tal y
omo se de�ne en la e
ua
ión 2.2.1, 
on V (x + Rî) = V (x) donde Rî es un ve
torde la red de Bravais. Enton
es las solu
iones auto
onsistentes trasla
ionalmentesimétri
as ψ tienen la forma:
ψ(x) = eipxup(x),donde up(x) = up(x + Rî) y p = (p1, p2) ∈ Z2 (si Ω ⊂ R2).Demostra
ión. Sea PRî
el operador de trasla
ión1, de�nido de modo quese 
umpla que PRî

f(x) = f(x + Rî), donde los Rî = i1a1 + i2a2 
on i1, i2 ∈
Z, provienen de una red de Bravais de ve
tores primitivos a1 y a2. El operador
L(x, |ψ(x)|2) es invariante bajo esta transforma
ión, puesto que L(x + Rî, |ψ(x +

Rî)|2) = L(x, |ψ(x)|2) y tanto el operador Lapla
iano △ 
omo V (x) y F (|ψ|2) loson. Apli
ando lo anterior a la e
ua
ión de autovalores 2.2.1 se obtiene:
PRî

L(x, |ψ(x)|2)ψ(x) = L(x + Rî, |ψ(x + Rî)|2)ψ(x + Rî) =

= L(x, |ψ(x)|2)ψ(x + Rî) = L(x, |ψ(x)|2)PRî
ψ(x).Como la anterior expresión es válida para 
ualquier ψ (simétri
a) ne
esaria-mente se 
umple que:

PRî
L(x, |ψ(x)|2) = L(x, |ψ(x)|2)PRî

.Además el efe
to de apli
ar dos trasla
iones distintas Rî y Rî′ no dependedel orden en que se reali
e la opera
ión. Efe
tivamente, PRî
PRî′

ψ(x) = ψ(x +
Rî + Rî′) = PRî′

PRî
ψ(x). Por lo tanto, PRî′

PRî
= PRî′+Rî

. Como 
ualquier PRî
onmuta 
on el operador L(x, |ψ(x)|2) y los distintos operadores PRî

onmutan1Nótese que denominamos PR al grupo y PR

î
a los elementos que representan diferentestrasla
iones para distintos ve
tores R

î
.
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imos que el 
onjunto de los PRî
y el operador L(x, |ψ(x)|2) forman un
onjunto de operadores 
onmutativo. Por lo tanto los autove
tores de L(x, |ψ(x)|2)pueden ser elegidos de modo que sean simultáneamente autoestados de todos los

PRî
, es de
ir,

L(x, |ψ(x)|2)ψ = µψ,

PRî
ψ = c(R)ψ ∀Rî.Debido a la 
onmutatividad se 
umple que PRî

PRî′
ψ = c(Rî)c(Rî′ )ψ = PRî+Rî′

ψ =
c(Rî + Rî′)ψ. Por lo tanto, los autovalores también 
umplen que c(Rî)c(Rî′ ) =
c(Rî + Rî′).Es
ribamos el 
oe�
iente 
orrespondiente al ve
tor a1 
omo c(a1) = ei2πj1 , don-de j1 ∈ C . Del mismo modo c(a2) = ei2πj2 donde j2 ∈ C. Se han elegido j1 y j2 demanera que se 
umplan ambas expresiones. Apli
ando la 
onmutatividad de los au-tovalores obtenida anteriormente y la de�ni
ión de la red de Bravais (en parti
ular,que Rî = i1a1 + i2a2), se obtiene que C(R) = c(a1)

i1c(a2)
i2 . Conse
uentemente,

C(Rî) = ei2πi1 j1ei2πi2 j2 , o bien, C(Rî) = eipRî 
on p = j1b1 + j2b2, donde losve
tores (b1,b2) satisfa
en que biaj = 2πδij , 
on i, j = 1, 2 (δij es la fun
ión deltade Krone
ker). Para una red de Bravais re
tangular (a1 = a1i y a2 = a2j, 
on i, jlos versores de una red 
artesiana), los ve
tores bi son b1 = 2π
a1

i y b2 = 2π
a2

j. Por lotanto,(5.2.1) PRψ(x) = ψ(x + Rî) = eipRîψ(x),lo 
ual es equivalente a:(5.2.2) ψ(x) = eipxu(x), 
on u(x + Rî) = u(x).Hasta aquí, el ve
tor p no tiene por qué tomar valores reales y estar dis
retizado,ya que ji ∈ C, i = 1, 2. Vamos a dedu
ir esta restri

ión sobre p a partir de las
ondi
iones de periodi
idad de las fun
iones ψ. Sea Ni el entero para el que se
umple que aiNi = Di 
on i = 1, 2 . Sea D = N1a1 + N2a2. La periodi
idad de
ψ impone que ψ(x + D) = ψ(x). Si apli
amos 5.2.1 a la 
ondi
ión de 
ontorno, seobtiene:

PRî=(N1,N2)
ψ = ψ(x + D) = ψ(x +N1a1 +N2a2) = eipDψ(x).Para que se 
umpla la 
ondi
ión de 
ontorno, ne
esariamente eiDp = 1. Sustitu-yendo la expresión para D se obtiene ei2πN1j1 = 1 y ei2πN2j2 = 1. Luego Niji = mi
on mi ∈ Z, i = 1, 2. Por lo tanto pĵ=(j1,j2) = m1

N1
a1 + m2

N2
a2, de donde se dedu
eque pĵ=(j1,j2)

∈ R2 y está dis
retizado.En el 
aso de que la red de Bravais original sea 
uadrada (a1 = ai y a2 = aj),
ada ve
tor p está separado de los ve
tores ve
inos en R2 en las dire

iones de x e
y una distan
ia △p = 2π

aN
. �Observa
ión 5.2.3. (Red re
ípro
a). Los ve
tores b1, b2 son los ve
tores pri-mitivos de la red re
ípro
a 
uyos nodos se obtienen a partir de ve
tores PĴ =

J1b1 + J2b2 
uando J1, J2 ∈ Z, ya que enton
es se 
umple que eiRPĴ = 1, lo 
uales la 
ondi
ión que sirve para de�nir red re
ípro
a (véase apéndi
e 3). Nótese que
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tores pĵ se 
umple que j1, j2 ∈ R. Es fá
il ver que todo ve
tor pĵ′ sepuede es
ribir 
omo pĵ′ = pĵ + PĴ , ∀pĵ′ . Basta 
on observar que se 
umple que,
eiRpĵ′ = eiRpĵeiRPĴ = eiRpĵ ya que eiRPĴ = 1, por la de�ni
ión de red re
ípro
a.Defini
ión 5.2.4. Se denomina a p pseudomomento lineal dado que 
umple elmismo papel en las fun
iones de Blo
h que el momento lineal en las ondas planas.En adelante se omite el subíndi
e ĵ.Nota 5.2.5. Nótese que la anterior demostra
ión es igualmente válida pa-ra solu
iones no auto
onsistentes ψna del operador generado por una solu
iónauto
onsistente trasla
ionalmente simétri
a, ψ. Es de
ir, las solu
iones ψna de
L(x, |ψ(x)|2)ψna = µψna tienen la forma de fun
iones de Blo
h y por tanto, to-do el espe
tro de L(x, |ψ(x)|2) son fun
iones de Blo
h. En parti
ular la solu
iónque 
oin
ide 
on ψ es la solu
ión de la e
ua
ión.Corolario 5.2.6. Sean ψp(x) y ψp′(x) dos solu
iones auto
onsistentes tras-la
ionalmente simétri
as 
on pseudomomentos lineales p y p′. Supongamos que
p′ = p + Pĵ . Enton
es ambas fun
iones son idénti
as y sus autovalores, µp y µp′ ,
oin
iden.Demostra
ión. Como sabemos la red re
ípro
a viene de�nida por los ve
tores
PĴ = J1b1 + J2b2 
on J1, J2 ∈ Z, donde b1 = 2π

a1
i y b2 = 2π

a2
j si la red de Bravaisoriginal es re
tangular o bien los bi se de�nen de modo que 
umplan biaj = 2πδij ,
on i, j = 1, 2 para otra geometría. Luego podemos expresar 
ualquier ve
tor p′
omo 
ombina
ión un ve
tor en la primera zona de Brillouin p y un ve
tor de la redre
ípro
a PĴ , que no afe
ta a la forma de la onda de Blo
h, es de
ir, p′ = p + PĴ .Veamos ahora que las fun
iones 
on p′ fuera de esta 
elda son las mismas queaquellas 
on p de�nido dentro del mismo. Por el teorema 5.2.2, podemos es
ribir

ψp(x) = eipxup(x), 
on up(x+Rî) = up(x). Asimismo, ψp′(x) = eip
′xup′(x), don-de la fun
ión up′ es igualmente periódi
a. Se 
umple que ψp′(x) = eip

′xeiPĴxup′(x) =
eipxũp′(x) donde ũp′(x) = eiPĴxup′(x). La fun
ión ψp′ 
umple que L(x, |ψp′ |2)ψp′ =
µp′ψp′ , luego ũp′(x) 
umple la e
ua
ión:

[

(∇ + ip)2 + V (x) + F
(

|ũp′ |2
)

]

ũp′(x) = µp′ ũp′(x).Por otra parte, la solu
ión esta
ionariaψp(x) = eipxup(x) 
umple que L(x, |ψp|2)ψp =
µpψp y por lo tanto,

[

(∇ + ip)
2

+ V (x) + F
(

|up|2
)

]

up(x) = µpup(x),Luego 
umple la misma e
ua
ión 
on las mismas 
ondi
iones de 
ontorno y por lotanto, ne
esariamente up(x) = ũp′(x), 
on lo que 
ualquier fun
ión 
on p′ = p+PĴse puede redu
ir a la misma fun
ión 
on pseudomomento p. Conse
uentemente, los
p distintos están a
otados. Además, ne
esariamente µp = µp′ = µp+PĴ

, es de
ir,los autovalores son una fun
ión periódi
a de p. �Observa
ión 5.2.7. Por lo tanto, los valores de los pseudomomentos p puedenser 
on�nados siempre en la primera zona de Brillouin.Corolario 5.2.8. Supongamos que la red de Bravais original es 
uadrada(a1 = ai y a2 = aj). Enton
es la primera zona de Brillouin tiene un tamaño
(

2π
a

)2 y en ella hay N2 momentos distintos.



5.2. SOLUCIONES ESTACIONARIAS CON SIMETRíA TRASLACIONAL DISCRETA 111Demostra
ión. Si a1 = ai y a2 = aj, 
omo |bi| = b = 2π
a
, i = 1, 2 la 
elda deWigner-Seitz de la red re
ípro
a es tamaño ( 2π

a

)2. Como los pseudomomentos seexpresan 
omo p = m1

N
bi+ m2

N
bj, se en
uentran separados una distan
ia △p = 2π

aN
.Por lo tanto hay N2 momentos distintos en este área. �Corolario 5.2.9. Para 
ada valor de p en la primera zona de Brillouin hayun número in�nito de solu
iones 
on autovalores distintos separados entre sí un
ierto valor dis
reto.Demostra
ión. Sea ψ(r, θ) = eipxup(x) una solu
ión de Blo
h de la e
ua
ión(2.2.1). Como hemos visto, up(x) 
umple la e
ua
ión:

[

(∇ + ip)
2

+ V (x) + f
(

|up|2
)

]

up(x) = µpup(x),
on la 
ondi
ión de 
ontorno up(x) = up(x + R). Este problema tiene una familiain�nita de solu
iones up,α(x) 
on autovalores distintos µp,α, para 
ada valor de
|up|2. �Nota
ión 5.2.10. Dado que |bi| = 2π

ai
, i = 1, 2, vamos a expresar el pseudo-momento 
omo p = m1△p1

b1

|b1|
+m2△p2

b2

|b2|
, donde △p1, 2 = 2π

a1, 2N1, 2
, m1,2 ∈ Z y

m = (m1,m2).Defini
ión 5.2.11. Denominaremos a m pseudomento lineal entero, para dis-tinguirlo del pseudomomento lineal p.Nota
ión 5.2.12. En adelante tomaremos sólo redes de Bravais 
uadradas, esde
ir, a1 = a1i y a2 = a2j 
on a1 = a2 = a. El dominio Ω puede ser divididoen N × N 
eldas de tamaño a × a que denominaremos 
eldas elementales. Sea
î = (ix, iy) 
on ix,y = 1, . . . , N . Denotaremos a 
ada 
elda elemental 
omo Ωî, esde
ir, Ωî =

{

x/x ∈
]

−D
2 + (ix − 1)a, −D2 + ixa

[

∪
]

−D
2 + (iy − 1)a, −D2 + iya

[}. Lared re
ípro
a de Rî se de�ne por PĴ = (Px, Py) = 2π
a
Jxi + 2π

a
Jyj 
on Jx, Jy ∈ Z.En estas redes 
uadradas es
ribiremos el pseudomomento lineal es p = mx△pi+

my△pj, donde △p = 2π
aN

y el pseudomomento lineal entero es m = (mx,my) 
on
mx,y ∈ Z. También podemos es
ribir el pseudomomento lineal 
omo p = △pm ,o bien p = (px, py) = (mx△p,my△p, ) = (mx

2π
aN
,my

2π
aN

) = (mx
b
N
,my

b
N

), donde
b = 2π

a
.Corolario 5.2.13. (de valor máximo para px,y) El pseudomomento lineal pestá a
otado. En el 
aso 
uadrado, 
ada una de las 
omponentes px,y está a
otadapor |px,y| ≤ π

a
luego el pseudomomento lineal entero m 
umple que |mx,y| ≤ N

2 si
N es par y |mx,y| ≤ N−1

2 si N es impar.Demostra
ión. Como hemos visto el pseudomomento lineal p puede ser 
on-�nado a la primera zona de Brillouin, que vamos a de�nir en el 
uadrado [−π
a
, π
a

]

×
[

−π
a
, π
a

] en el que, 
omo hemos visto, se de�nen N2 momentos 
on espa
iado
△p = 2π

aN
. Luego |px,y| = |mx,y△p| ≤ π

a
. De aquí se obtiene que |mx,y| ≤ N

2 si
N es par y |mx,y| ≤ N−1

2 si N es impar. �Observa
ión 5.2.14. En el 
aso lineal puede es
ribirse el operador L 
omo
Lp

Lineal =
[

(∇ + ip)
2

+ V (x)
], y 
al
ular los autovalores variando de modo 
on-tinuo el valor del pseudomomento p. De este modo, podemos obtener la rela
ión
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Figura 5.2.1. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esque-máti
a de la fase a lo largo de la �la inferior (
) para una solu
iónsimétri
a 
on µ = −0,01 y mx = my = 10.entre p y µp, lo 
ual permite obtener los intervalos de µp para los que no se obtienesolu
ión, 
ono
idos 
omo bandas prohibidas. Por otra parte, en el 
aso no lineal,puede variar no sólo p sino también |ψ|2, lo 
ual da lugar a una rela
ión adi
io-nal entre µp,α y la poten
ia P , de�nida 
omo en 2.3.7. Esta estru
tura de bandases la utilizada en las 
urvas P = P (µ) de las solu
iones esta
ionarias presentadasen el 
apítulo 3. Nótese que la estru
tura de bandas dedu
ida en 2.3.8 está liga-da al pseudomomento angular y a la periodi
idad en la variable angular, y no alpseudomomento lineal p y la simetría trasla
ional.Vamos a presentar algunos ejemplos de solu
iones esta
ionarias de 2.2.1 
onsimetría trasla
ional 
on distintos pseudomomentos m 
al
uladas 
on el métodonuméri
o des
rito en el apéndi
e D. Para 
al
ular estas solu
iones en un dominio�nito 
on 
ondi
iones de 
ontorno tipo Diri
hlet (el 
ampo se anula en la frontera),es ne
esario realizar 
onsidera
iones rela
ionadas 
on la naturaleza de las solu
iones,que expli
aremos en el último apartado del siguiente 
apítulo. En parti
ular esne
esario simular el �ujo de�nido en el apartado 6.6 mediante un 
ampo externoadi
ional.Todas las solu
iones se han 
al
ulado en una red 
uadrada 
omo la presentadaen la �gura 3.2.1 (b). Se ha tomado un número de 
eldas en 
ada dire

ión Nx =
Ny = 20. Por lo tanto, tal y 
omo se obtiene en el 
orolario 5.2.13 se debe 
umplirque |mx,y| ≤ N

2 = 10. Nos vamos a restringir a los 
asos en que mx = my y
mx, y ≥ 0.



5.2. SOLUCIONES ESTACIONARIAS CON SIMETRíA TRASLACIONAL DISCRETA 113(a) (b)

Figura 5.2.2. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esque-máti
a de la fase a lo largo de la �la inferior (
) para una solu
iónsimétri
a 
on µ = −0,06 y mx = my = 9. El valor de la diferen
iade fase entre 
eldas ve
inas, △ϕ = 9
10π se ha representado 
on laletra t.En la �gura 5.2.1 se presenta la amplitud y la fase de una solu
ión auto
onsis-tente trasla
ionalmente simétri
a 
uando mx = my = 10. De a
uerdo 
on el teore-ma 5.2.2, la fun
ión debe tener la forma ψ(x) = eipxu(x), 
on u(x + R) = u(x) y

p = mx
2π
aN

+my
2π
aN

. Luego, en este 
aso, px = py = π
a
. Por lo tanto la diferen
ia defase entre 
eldas separadas una distan
ia a en la dire

ión x o y es de △ϕ = π, taly 
omo se puede observar en las �guras 5.2.1 (b) y (
). En esta última se representaesquemáti
amente la fase en el 
entro de 
ada 
elda 
omo una �e
ha sobre el planodel papel que señala ha
ia arriba si la fase es 
ero, y donde el resto de fases serepresentan 
omo ángulos 
ontados en sentido levógiro (
ontrario al de las agujasdel reloj). Se ha representado úni
amente la fase a lo largo de la �la inferior.La �gura 5.2.2 presenta la amplitud y la fase de una solu
ión auto
onsistentetrasla
ionalmente simétri
a de pseudomomento lineal entero mx = my = 9. Eneste 
aso, el pseudomomento lineal es px = py = mx
2π
aN

= 9
20

2π
a

y por lo tanto ladiferen
ia de fase entre 
eldas separadas una distan
ia a en la dire

ión x o y es de
△ϕ = 9

10π. Nuevamente se puede observar este 
omportamiento de la fase en las�guras 5.2.2 (b) y (
), donde esta última, 
onstruida 
omo en 5.2.1 (
), representala fase a lo largo de la �la inferior.En la �gura 5.2.3 se presenta una solu
ión auto
onsistente trasla
ionalmentesimétri
a 
uando el pseudomomento lineal entero es mx = my = 8 y por tanto
px = py = 8

20
2π
a
, es de
ir, △ϕ = 8

10π. La amplitud se representa en la �gura 5.2.3
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Figura 5.2.3. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esque-máti
a de la fase a lo largo de la �la inferior (
) para una solu
iónsimétri
a 
on µ = 0,03 y mx = my = 8. El valor de la diferen
iade fase entre 
eldas ve
inas, △ϕ = 8
10π se ha representado 
on laletra t.(a) y la fase en las �guras 5.2.3 (b) y (
), donde esta última se ha 
onstruido 
omoen las anteriores �guras.En la �gura 5.2.4 se presenta la amplitud y la fase de una solu
ión trasla
ional-mente simétri
a 
on mx = my = 7, es de
ir, px = py = 7

20
2π
a

y △ϕ = 7
10π. La fasese representa en las �guras 5.2.4 (b) y (
), donde esta última se 
onstruye 
omo enlas anteriores �guras.La �gura 5.2.5 presenta amplitud y fase de una solu
ión trasla
ionalmentesimétri
a 
on pseudomomento mx = my = 6. En este 
aso, px = py = 6

20
2π
a

y
△ϕ = 6

10π. La �gura 5.2.5 (
) se ha 
onstruido 
omo en las anteriores �guras.La �gura 5.2.6 representa una solu
ión auto
onsistente trasla
ionalmente simé-tri
a 
on pseudomomento mx = my = 0. En este 
aso, 
omo px = py = 0
20

2π
a
y portanto, △ϕ = 0, la fase es homogénea en todo el dominio, tal y 
omo se representaen las �guras 5.2.6 (b) y (
).En la �gura 5.2.7 se presenta la rela
ión entre la poten
ia P y el autovalor µpara distintos valores del pseudomomento. Las líneas negras verti
ales representanlos límites inferior y superior de la primera banda de 
ondu

ión. Como se observala 
urva para la solu
ión 
on pseudomomento lineal entero mx = my = 10 tiendeal límite superior de la banda mientras que la 
urva de la solu
ión 
on mx =

my = 0 tiende al límite inferior. Ambos límites se han obtenido en el 
aso linealpara fun
iones de Blo
h pre
isamente 
on esos pseudomomentos lineales. Estas
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Figura 5.2.4. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esque-máti
a de la fase a lo largo de la �la inferior (
) para una solu
iónsimétri
a 
on µ = 0,03 y mx = my = 7. El valor de la diferen
iade fase entre 
eldas ve
inas, △ϕ = 7
10π se ha representado 
on laletra t.solu
iones se pueden obtener, por lo tanto, a partir de las solu
iones en el 
asolineal, tal y 
omo se ha
e desde el punto de vista de la Teoría de Bifur
a
iones[181℄.Por otra parte, la existen
ia de estas solu
iones es independiente de la presen
iade un poten
ial lineal 
on invarian
ia trasla
ional. En la �gura 5.2.8 se presenta unasolu
ión 
on pseudomomento lineal entero mx = my = 10 
uando V0 = 0. En lamisma �gura se representa la 
urva P = P (µ) para esta solu
ión y para la solu
ión
on el mismo pseudomomento y V0 = 2. Las líneas negras representan los límitesinferior y superior de la primera banda de 
ondu

ión 
uando V0 = 2. Cuando

V0 = 0 no existe estru
tura de bandas lineal, y es la solu
ión la que 
rea su propiopoten
ial 
on invarian
ia trasla
ional en el 
aso no lineal.Nota 5.2.15. Nótese que, para distintas solu
iones auto
onsistentes trasla-
ionalmente simétri
as 
on parejas p, α distintas, el autovalor es distinto, es de
ir,
µ = λ(p, α). En el siguiente 
apítulo obtendremos una rela
ión entre los autovalores
µ de las solu
iones esta
ionarias de la primera banda 
on distintos pseudomomentos.Observa
ión 5.2.16. Podemos obtener los resultados anteriores desde el puntode vista del teorema de auto
onsisten
ia utilizado en el 
apítulo 2. Supongamos que
ψν es una solu
ión simétri
a de la e
ua
ión 2.2.1 y que |ψν |2 presenta invarian
iatrasla
ional, es de
ir G ≡ PR. Apli
ando el teorema de Blo
h lineal al operador
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Figura 5.2.5. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esque-máti
a de la fase a lo largo de la �la inferior (
) para una solu
iónsimétri
a 
on µ = 0,02 y mx = my = 6. El valor de la diferen
iade fase entre 
eldas ve
inas, △ϕ = 6
10π, se ha representado 
on laletra t.generado por di
ha solu
ión L (x, |ψν |2), se obtiene que el espe
tro de este opera-dor está 
onstituido por fun
iones de Blo
h f(x) = eipxu(x), donde p ∈ R2 es elpseudomomento lineal y u(x) = u(x + R). Estas solu
iones pueden pertene
er adistintas bandas, que denotaremos 
on letras griegas, y presentan distintos pseu-domomentos, p. Por lo tanto, las denominaremos fp,α(x) y denotaremos a 
adaautovalor 
omo 
omo µp,α. Di
has fun
iones fun
iones son, en general, no auto
on-sistentes, es de
ir, no son autofun
iones del operador generado por ellas mimas. Taly 
omo hemos demostrado en el teorema 5.2.2, la solu
ión simétri
a ψν tambiéntiene la forma de una fun
ión de Blo
h. Denotaremos su pseudomomento 
omo pνy su banda 
omo αν . Como di
ha fun
ión debe apare
er en el espe
tro de Blo
h deloperador generado por ella misma, para alguna de las fp,α se 
umple que p = pνy α = αν . En de�nitiva, una de las fun
iones de Blo
h 
oin
ide 
on la solu
ión nolineal 
on invarian
ia trasla
ional ψ que genera el operador y para la que se 
umpleque µp,α = µpν ,αν

. El resto de solu
iones son solu
iones no auto
onsistentas ya que
L(|ψν |2)fp,α = µp,αfp,α pero L(|fp,α|2)fp,α 6= µp,αfp,α.5.3. Dinámi
a de solu
iones 
on invarian
ia trasla
ional5.3.1. Conserva
ión del pseudomomento lineal. Sea φ(x, z) una solu-
ión de la e
ua
ión 4.2.1, donde V (x + R) = V (x) para todos los Rî = ixai + iyaj,pertene
ientes a la red de Bravais des
rita en 5.2.12 o bien V (x + R) = cte ∈ R.
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Figura 5.2.6. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esque-máti
a de la fase a lo largo de la �la inferior (
) para una solu
iónsimétri
a 
on µ = 0,04 y mx = my = 0.
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m=00Figura 5.2.7. Poten
ia P en fun
ión de µ para las solu
iones
on mx = my = m = 10, 9, 8, 7, 6, y 0. Las líneas verti
ales en
olor negro representan el límite inferior y superior de la primerabanda permitida.Supongamos que |φ|2 
umple que |φ(x + R′)|2 = |φ(x)|2, para R′ = ixa

′i + iya
′j,pertene
ientes a una red de Bravais 
uadrada de�nida 
omo en 5.2.12. Sea, 
omohasta ahora, G el grupo de simetría de V (x) y G′ el grupo de simetría de |φ|2. Su-pondremos, de nuevo, que G′ es un subgrupo de G. Por lo tanto, G es E(R2) o PR,
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m=10, V0=0
m=10, V0=2Figura 5.2.8. Amplitud (a), fase (b) para una solu
ión simétri-
a 
on µ = −0,01 y mx = my = 10. En (
) se representa las 
urvas

P = P (µ) de la solu
ión 
on V0 = 0 y 
on V0 = 2. Las líneasverti
ales en 
olor negro representan el límite inferior y superiorde la primera banda permitida 
uando V0 = 2.donde PR representa el grupo de trasla
iones dis
retas en el plano de distan
ia Ry G′ invariante bajo PR′ , donde PR′ representa el grupo de trasla
iones dis
retasen el plano de distan
ia R′. Por simpli
idad si G es PR, supondremos que G′ esigualmente PR. Utilizando los mismos argumentos que en el apartado anterior sepuede demostrar que si |φ(x)|2 
umple estas 
ondi
iones, se le puede asignar unpseudomomento lineal p y un pseudomomento lineal entero m.Como sabemos las solu
iones esta
ionarias de la e
ua
ión 4.2.1 tienen la forma:
φ(x, z) = eiµzψ(x).Por lo tanto, si φ(x, z) es una solu
ión esta
ionaria de la e
ua
ión 4.2.1, ψ(x) debeser una solu
ión auto
onsistente trasla
ionalmente simétri
a de la e
ua
ión 2.2.1y su módulo, |ψ(x)|2, presenta la misma invarian
ia trasla
ional que |φ(x)|2. Ende�nitiva, el operador generado por ψ presenta, a su vez, invarian
ia trasla
ional,es de
ir, L (x, |ψ(x)|2

)

= L
(

x + Rî, |ψ(x + Rî)|2
), donde L es el operador de�nidoen la e
ua
ión 2.2.1.Veamos que el pseudomomento lineal enterom (y, por tanto, el pseudomomentolineal p) se 
onserva a lo largo de la propaga
ión:Teorema 5.3.1. (de 
onserva
ión del pseudomomento lineal entero). Supon-gamos que la 
ondi
ión ini
ial de la e
ua
ión 4.2.1 presenta pseudomomento linealbien de�nido. Enton
es éste se 
onserva a lo largo de la evolu
ión.Demostra
ión. Para las solu
iones esta
ionarias, en las que evolu
ión 
on zestá determinada, la demostra
ión es trivial. Veamos que también se 
umple en el
aso de que la 
ondi
ión ini
ial φ0 = φ(x, z = 0) sea una solu
ión no esta
ionaria
on psedomomento lineal p de�nido. Se 
umple que PRî

φ0 = eipRîφ0, es de
ir,
φ0 es autofun
ión del operador PRî

. Como sabemos L(x, |φ0|2) es invariante bajotrasla
iones dis
retas, ya que L0 = ∇2 + V (x) y L1 = F
(

|ψ|2
) lo son, pues ∇2 esinvariante bajo trasla
iones dis
retas y tanto V (x) 
omo |φ0|2 lo son por hipótesis.Por lo tanto, PRî

LP−1
Rî

= L.Consideremos la evolu
ión de 0 a z 
omo una su
esión de pasos in�nitesimalesde longitud h 
on h → 0. En una e
ua
ión de primer orden en la variable de
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ión, la solu
ión en zj se transforma en zj+1 = zj + h según la e
ua
ión
φj+1 = eiL(x,|φ|2)hφj , donde j ∈ N es un índi
e tal que zj = z0+j∗h y φj = φ(x, zj).Vamos demostrar el teorema por indu

ión. Evidentemente se 
umple que
PRî

L(x, |φ0|2)P−1
Rî

= L(x, |φ0|2) para z0. Luego PRî
eiL(x,|φ0|

2)hP−1
Rî

= eiL(x,|φ0|
2)h,ya que 
on h → 0 esto se tradu
e en que PRî

(

1 + iL(x, |φ0|2)h
)

P−1
Rî

= 1 +

iL(x, |φ0|2)h. Por lo tanto, PRî
φ1 = PRî

eiL(x,|φ0|
2)hφ0 = eiL(x,|φ0|

2)hPRî
φ0. Como

PRî
φ0 = eipRîφ0, se 
umple que PRî

φ1 = eipRîeiL(x,|φ0|
2)hφ0 y, 
onse
uentemente,

PRî
φ1 = eipRîφ1, 
on lo que φ1 es también una fun
ión 
on pseudomomento linealbien de�nido igual al 
orrespondiente a φ0Supongamos ahora que φj es una fun
ión 
on momento lineal bien de�nido y quepor tanto 
umple que PRφj = eipRîφj . También sabemos que PRî

L(x, |φj |2)P−1
Rî

=

L(x, |φj |2). Pro
ediendo de manera análoga a 
omo hemos he
ho 
on anterioridad, siusamos la e
ua
ión de evolu
ión dis
reta junto 
on estas dos propiedades, obtenemosque PRî
φj+1 = eipRîφj+1 y, por lo tanto, φj+1 posee el mismo pseudomomentolineal que φj .Luego, si h → 0, 
uando la 
ondi
ión ini
ial en z = 0 tiene pseudomomentolineal bien de�nido, para z > 0 la solu
ión mantiene el mismo pseudomomentolineal. Por lo tanto, si φ(x, 0) = eipxup(x, 0) 
on up(x + Rî, 0) = up(x, 0) enton
esla solu
ión tiene la forma φ(x, z) = eipxup(x, z), 
on up(x+ Rî, z) = up(x, z) para

z > 0. �Evidentemente, este resultado también es válido para el pseudomomento linealentero m, ya que p = △pm.5.3.2. Estudio de estabilidad. Para estudiar la estabilidad de las solu
io-nes presentadas en el anterior apartado se ha simulado la e
ua
ión 4.2.1 utilizando
omo 
ondi
ión ini
ial:
φ(x, 0) = ψe · eiΥ(x),donde ψe es una solu
ión esta
ionaria de 4.2.1 
on pseudomomento lineal enterode�nido m, 
omo las introdu
idas en el anterior apartado y Υ(x) es una fun
iónde números aletorios que 
umple ∀x que Υ(x) ∈ [−δ, δ]. En las simula
iones quepresentaremos δ = 0,025. Por lo tanto se trata de una perturba
ión de la fase de unasolu
ión esta
ionaria del 5%. Las solu
iones perturbadas de partida no tienen, en
onse
uen
ia, pseudomomento de�nido. Para 
ada z se han 
al
ulado las siguientes
antidades:1. La Poten
ia P =

∫

|φ|2dx.2. El autovalor esperado de la solu
ión 〈µ〉, tal y 
omo se de�nió en el apartado4.4.2.3. El valor del pseudomomento en la dire

ión x, mx en 
ada x de�nido 
omo
mx(x, z) = − iN

2π log
(

φ(x+a,y,z)
φ(x,y,z)

).También se ha 
al
ulado el pseudomomento en la dire

ión y. Como se parte desolu
iones 
on mx = my el 
omportamiento de ambos pseudomomentos es similar.Como mx(x, z) está de�nido en 
ada x, para obtener un valor que re
oja 
uál espseudomomento de la solu
ión, se ha 
al
ulado la media y varianza de todos lospseudomomentos. Denominaremos a esta media m̄x.En la �gura 5.3.1 se presenta la evolu
ión de P y 〈µ〉 
on z en el plano P −〈µ〉para 
ondi
iones ini
iales distintas para ψe. En parti
ular para ψe 
on distintos
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Figura 5.3.1. Evolu
ión de P y 〈µ〉 
on z en el plano P −
〈µ〉, para solu
iones 
on 
ondi
iones ini
iales ψe de�nidas por lospseudomomentos lineales enteros mx = my = 10, 9, 8, 7, 6, y 0 y
µ = −0,08.
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Figura 5.3.2. Evolu
ión de m̄x(z) 
on z para solu
iones 
on
ondi
iones ini
iales ψe de�nidas por los pseudomomentos linealesenteros mx = my = 10, 9, 8, 7, 6, y 0 y µ = −0,08.pseudomomentos lineales ini
iales, aunque el autovalor de las solu
iones esta
iona-rias ψe es el mismo para todos los 
asos, µ = −0,08. Como se observa la solu
iónmás estable es la que 
orresponde a una perturba
ión de la solu
ión esta
iona-ria 
on pseudomomento lineal entero mx = my = 10. Su traye
toria en el plano
P − 〈µ〉 tiende a la 
urva de estados esta
ionarios, mientras que las del resto la
ortan y tienden a otro tipo de solu
iones. La traye
toria 
uya 
ondi
ión ini
ial esuna perturba
ión de la solu
ión esta
ionaria 
on pseudomomento mx = my = 9también se mantiene un largo periodo de z sobre la 
urva de estados esta
ionarios,pero �nalmente también la 
orta y se desestabiliza. En la �gura 5.3.2 se observa
omo el pseudomomento medio m̄x(z) de la solu
ión 
uya 
ondi
ión ini
ial es una
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Figura 5.3.3. Evolu
ión de P y 〈µ〉 
on z en el plano P −
〈µ〉, para solu
iones 
on 
ondi
iones ini
iales ψe de�nidas por lospseudomomentos lineales enteros mx = my = 10, 9, 8, 7 y 0 y
µ = 0,05.
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Figura 5.3.4. Evolu
ión de m̄x(z) 
on z para solu
iones 
on
ondi
iones ini
iales ψe de�nidas por los pseudomomentos linealesenteros mx = my = 10, 9, 8, 7 y 0 y µ = 0,05.perturba
ión de una solu
ión esta
ionaria 
on pseudomomento mx = my = 10 os-
ila en torno a ese valor. El de la solu
ión donde ψe presentaba pseudomomento
mx = my = 9 se mantiene en torno a ese valor hasta un z ≈ 5000. Por otro lado,los ψe 
on pseudomomentos mx = my = 8, 7, 6 se alejan antes de los valores de la
ondi
ión ini
ial. Sin embargo, es la solu
ión 
uya 
ondi
ión ini
ial presenta pesu-domomento 
er
ano a mx = my = 0 la que más rápidamente pierde la 
ondi
iónde onda de Blo
h no lineal 
on pseudomomento de�nido.En la �gura 5.3.3 se presenta la evolu
ión de P y 〈µ〉 
on z en el plano P −〈µ〉para 
ondi
iones ini
iales en las que ψe presenta distintos pseudomomentos linealesini
iales. A diferen
ia de los ejemplos presentados anteriormente, en estos 
asosel autovalor de las solu
iones esta
ionarias ψe es positivo y 
er
ano a la banda
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ondu

ión. En parti
ular, µ = 0,05. Al igual que en los 
asos anteriores, seobserva que 
uando ψe tiene pseudomomento lineal entero mx = my = 10, lasolu
ión es más estable, ya que tiende a la 
urva de estados esta
ionarios. En el restode 
asos las traye
torias 
ortan la 
urva de estados esta
ionarios. Si ψe presentapseudomomento lineal entero mx = my = 9, también se mantiene durante undeterminado rango de valores de z sobre la 
urva de estados esta
ionarios, aunque�nalmente también la 
orta y se desestabiliza. En la �gura 5.3.4 se observa un
omportamiento similar al observado en la �gura 5.3.2. Sin embargo en este 
aso lasolu
ión no 
ruza tan 
laramente la 
urva de estados esta
ionarios. Para entenderla diferen
ia entra ambos 
asos, estudiemos la amplitud y la fase de las solu
ionespara z su�
ientemente grandes.En las �guras 5.3.5 y 5.3.6 se representa la amplitud y fase de solu
iones φ(x, z)para diferentes valores de z 
uando la 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión de unasolu
ión ψe 
on µ = −0,08 y distintos pseudomomentos lineales. En parti
ular, sehan representado la amplitud y fase en z = 750 paramx = my = 0, en z = 1800 para
mx = my = 6, en z = 3600 para mx = my = 7, en z = 3000 para mx = my = 8y en z = 7200 para mx = my = 9 y mx = my = 10. Todas las solu
iones seinestabilizan, salvo en el último 
aso, es de
ir, si mx = my = 10. En primer lugar lafase se desordena y se pierde la invarian
ia trasla
ional, tal y 
omo se muestra en las�guras 5.3.5 y 5.3.6. Para z mayores, estas solu
iones presentan una inestabiliza
iónpor autoenfoque, ya que la amplitud 
re
e de manera sostenida a lo largo de lapropaga
ión en algunas de las 
eldas del dominio. En la �gura 5.3.1 se observaque esta inestabiliza
ión se tradu
e en que la 〈µ〉 tiende a valores 
ada vez másnegativos. La solu
ión 
uya 
ondi
ión ini
ial es una pertuba
ión de una solu
ión
on pseudomomento mx = my = 0 es la que se inestabiliza más rápidamente.La solu
ión que se inestabiliza más tarde es aquella 
uya 
ondi
ión ini
ial es unaperturba
ión de una solu
ión 
on mx = my = 9. Esto también puede observarse enlas �guras 5.3.1 y 5.3.2. Finalmente, simx = my = 10 no se observa inestabiliza
ión.En las �guras 5.3.7 y 5.3.8 se representa la amplitud y fase de solu
iones φ(x, z)para diferentes valores de z 
uando la 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión deuna solu
ión ψe 
on µ = 0,05 y distintos pseudomomentos lineales. En parti
ular,se han representado la amplitud y fase en z = 1200 para mx = my = 0, en
z = 4200 para mx = my = 7 y mx = my = 8, y en z = 7200 para mx =
my = 9 y mx = my = 10. Nuevamente, todas las solu
iones se inestabilizan,salvo en el último 
aso, es de
ir, si mx = my = 10. Nótese que en este 
aso elautovalor es positivo y la poten
ia P de estas solu
iones es muy inferior. De he
ho,
uando las solu
iones se desestabilizan, la fase se desordena y se pierde la invarian
iatrasla
ional, pero no se observa inestabiliza
ión por autoenfoque. En la �gura 5.3.3,donde se muestra la evolu
ión de P y 〈µ〉 
on z en el plano P−〈µ〉, se observa que lastraye
torias de las solu
iones que se inestabilizan no se mantienen sobre la 
urva deestados esta
ionarios. Al igual que anteriormente, la solu
ión 
uya 
ondi
ión ini
iales una pertuba
ión de una solu
ión 
on pseudomomento mx = my = 0 es la quese inestabiliza más rápidamente mientras que la solu
ión que se inestabiliza mástarde es aquella 
uya 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión de una solu
ión 
on
mx = my = 9. Nuevamente, si mx = my = 10 no se observa inestabiliza
ión.Finalmente, el estudio de estabilidad 
uando V0 = 0 y m = (10, 10), realizadoen las mismas 
ondi
iones que 
uando V0 = 2, se presenta en la �gura 5.3.9. Como seobserva las solu
iones se inestabilizan salvo para valores de µ ini
iales muy positivos.
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(
) (d)

(e) (f)

Figura 5.3.5. Amplitud - (a), (
), (e) - y fase - (b), (d), (f)- de φ(x, z) en diferentes valores de z 
uando la 
ondi
ión ini
iales una perturba
ión de una solu
ión 
on µ = −0,08 y distintospseudomomentos lineales. En (a) y (b) se muestra la amplitud yfase 
uando z = 750 y mx = my = 0, en (
) y (d) 
uando z = 1800y mx = my = 6, y en (e) y (f) 
uando z = 3600 y mx = my = 7.
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(
) (d)

(e) (f)

Figura 5.3.6. Amplitud - (a), (
), (e) - y fase - (b), (d), (f)- de φ(x, z) en diferentes valores de z 
uando la 
ondi
ión ini
iales una perturba
ión de una solu
ión 
on µ = −0,08 y distintospseudomomentos lineales. En (a) y (b) se muestra la amplitud yfase 
uando z = 3000 ymx = my = 8, en (
) y (d) 
uando z = 7200y mx = my = 9, y en (e) y (f) 
uando z = 7200 y mx = my = 10.
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(
) (d)

(e) (f)

Figura 5.3.7. Amplitud - (a), (
), (e) - y fase - (b), (d), (f) -de φ(x, z) en diferentes valores de z 
uando la 
ondi
ión ini
ial esuna perturba
ión de una solu
ión 
on µ = 0,05 y distintos pseu-domomentos lineales. En (a) y (b) se muestra la amplitud y fase
uando z = 1200 y mx = my = 0, en (
) y (d) 
uando z = 4200 y
mx = my = 7, y en (e) y (f) 
uando z = 4200 y mx = my = 8.
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(
) (d)

Figura 5.3.8. Amplitud - (a), (
), (e) - y fase - (b), (d), (f) -de φ(x, z) en diferentes valores de z 
uando la 
ondi
ión ini
ial esuna perturba
ión de una solu
ión 
on µ = 0,05 y distintos pseu-domomentos lineales. En (a) y (b) se muestra la amplitud y fase
uando z = 7200 y mx = my = 9 y en (
) y (d) para el mismovalor de z y mx = my = 10.El estudio de los 
ampos de salida permite observar que en los 
asos en los quela solu
ión se desestabiliza se produ
e la pérdida de invarian
ia trasla
ional, esde
ir, la solu
ión autoenfo
a en algunas de las 
eldas del dominio. Cuando µ =
0,04 la solu
ión se mantiene estable, esto es, mantiene la invarian
ia trasla
ionaly el pseudomomento y, además, tiende a una solu
ión esta
ionaria. Por lo tanto,podemos 
on
luir que la existen
ia de un poten
ial lineal V (x) periódi
o no esimpres
indible para obtener solu
iones esta
ionarias 
on invarian
ia trasla
ional.Sin embargo, dado que 
uando V0 = 2 las solu
iones 
on pseudomomento linealentero m = (10, 10) son todas estables y 
uando V0 = 0, no todas lo son, podemosa�rmar que el poten
ial periódi
o sí que 
ontribuye a mejorar la estabilidad de estetipo solu
iones.
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Figura 5.3.9. En (a) se representa la evolu
ión de m̄x(z) 
on
z para solu
iones φ(x, z) 
uando la 
ondi
ión ini
ial es una per-turba
ión de una solu
ión esta
ionaria ψe 
on pseudomomento
mx = my = 10 y distintos valores de µ ini
iales, en el 
aso de
V0 = 0. En (b) se representa la evolu
ión de P y 〈µ(z)〉 
on z enel plano P − 〈µ(z)〉 para los mismos 
asos.





CAPíTULO 6Propiedades de la luz en sistemas 
on invarian
iatrasla
ional6.1. Introdu

iónLas solu
iones estudiadas en el 
apítulo 5 siguen siendo fun
iones de Blo
hno lineales, in
luso en ausen
ia del poten
ial periódi
o V (x). Su existen
ia no es
onse
uen
ia de la presen
ia de este poten
ial periódi
o, sino que se debe a queel 
ampo φ(x, z), en el 
aso no lineal, 
rea su propia estru
tura 
ristalina. Tal y
omo se ha presentado en el apartado 5.3.2, la existen
ia de un poten
ial periódi
opermite la estabiliza
ión de este tipo de solu
iones hasta valores de z muy elevados,aunque la existen
ia de solu
iones 
on invarian
ia trasla
ional no es 
onse
uen
iade la presen
ia de di
ho poten
ial. A lo largo de este 
apítulo, vamos a ver quelas propiedades del 
ampo φ 
uando adopta la forma de una fun
ión de Blo
h nolineal son semejantes a las de un sólido 
ristalino. De he
ho, dado que las solu
ionesposeen invarian
ia trasla
ional, φ presenta una ordena
ión de largo al
an
e en lasvariables espa
iales x, lo 
ual es la 
ara
terísti
a distintiva de los sólidos 
ristalinos.La teoría que vamos a desarrollar es válida para solu
iones en redes de Bravaisgenerales, aunque en lo que sigue vamos a parti
ularizar para solu
iones en redes
uadradas de la forma R = nxai + nyaj, 
on i, j los versores de una red 
artesia-na, a ∈ R y nx, y ∈ Z. Como en los 
apítulos pre
edentes denominamos φ a lassolu
iones de la e
ua
ión de propaga
ión 4.2.1 y ψ a las solu
iones de la e
ua
iónde estados esta
ionarios 2.2.1, de modo que φ(x, z) = eiµzψ(x). Como hemos vistoen la observa
ión 5.2.16, si ψ es una solu
ión esta
ionaria auto
onsistente trasla-
ionalmente invariante, es de
ir, es solu
ión de L (x, |ψ|2)ψ = µψ y |ψ|2 presentainvarian
ia trasla
ional, el espe
tro de L (x, |ψ|2) es un 
onjunto de fun
iones deBlo
h, fp,α(x) = eipxup,α(x) 
on diferentes pseudomomentos p y pertene
ientes adistintas bandas. Una de estas autofun
iones 
umple que p = q y α = β, donde q y
β son el pseudomomento y el índi
e banda, respe
tivamente, de ψ. El resto son, engeneral, solu
iones no auto
onsistentes. Lo mismo puede ser apli
ado a una solu-
ión dinámi
a φ(x, z) trasla
ionalmente invariante, y por tanto 
on pseudomomentolineal p de�nido.

Nota 6.1.1. Hemos visto que existe una rela
ión entre la poten
ia P de lasolu
ión y el autovalor µp,α, P = P (µp,α). En adelante supondremos que esta 
urvaes 
ontinua y monótona de
re
iente 
uando F (|φ|2) = |φ|2. Los resultados numéri
osobtenidos para solu
iones esta
ionarias trasla
ionalmente invariantes indi
an que enmedios autoenfo
antes esta 
urva tiene este 
omportamiento (véase la �gura 5.2.7).129
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onvenien
ia, vamos a normalizar las fun
iones de Blo
hno lineales1 por el número de 
eldas elementales en el dominio, es de
ir, fp,α(x) =
1
N
eipxup,α(x).Nota
ión 6.1.2. En lo que sigue, denotaremos al par p, α simplemente por p.En el segundo apartado vamos a es
ribir la a

ión, el hamiltoniano y las e
ua-
iones de movimiento del sistema estudiado. En el ter
er apartado los vamos aexpresar en fun
ión de los 
oe�
ientes de Wannier, que se obtienen del desarrollode la fun
ión en términos de las fun
iones de Wannier que introdu
iremos en elmismo apartado, 
on el �n de mostrar que estas solu
iones presentan ordena
ión delargo al
an
e, al igual que los sólidos 
ristalinos. En el 
uarto apartado, se introdu
euna hipótesis mediante la 
ual podremos expresar el hamiltoniano del sistema deun modo análogo al que se obtiene en sistemas magnéti
os en sólidos 
ristalinos.En el quinto apartado explotaremos di
ha hipótesis para obtener 
ómo puede ser lafase de las solu
iones en estos sistemas, para lo 
ual expresaremos el hamiltonianoy las e
ua
iones de movimiento en términos de la fase. Obtendremos las solu
ión delas e
ua
iones de movimiento y observaremos que de este modo re
uperamos unavariable análoga al pseudomomento lineal obtenido en el 
apítulo anterior, parala que se obtendrán las mismas 
otas. Además, obtendremos una rela
ión entre elvalor de este pseudomomento y el autovalor µ de las solu
iones esta
ionarias y 
om-probaremos numéri
amente esta predi

ión. En el sexto apartado introdu
iremos el
on
epto de �ujo, el 
ual nos permitirá proponer una estrategia para obtener estassolu
iones en dominios �nitos físi
amente realizables. Esta estrategia es la mismaque ha sido utilizada en el 
apítulo 5 para 
al
ular numéri
amente las solu
ionesesta
ionarias. Asimismo explotaremos la analogía en
ontrada 
on los sistemas de só-lidos magnéti
os para prede
ir la existen
ia de solu
iones 
on dominios magnéti
osy obtendremos numéri
amente una solu
ión de este tipo en el último apartado.6.2. Solu
iones estáti
as y hamiltonianoEn adelante vamos a 
onsiderar la e
ua
ión:(6.2.1) L̄

(

x, |φ̄(x, z)|2
)

φ̄(x, z) = −i∂φ̄(x, z)
∂z

,donde L̄ = L + µ y, 
omo siempre, L (x, |φ̄(x, z)|2
)

= L0 + L1 donde L0 =

∇2 − V (x) y L1

(

x, |φ̄(x, z)|2
)

= F
(

x, |φ̄(x, z)|2
). En lo que sigue tomaremos

F
(

x, |φ̄(x, z)|2
)

= γ(x)|φ̄(x, z)|2, donde γ(x) = ±V (x).Defini
ión 6.2.1. Llamamos solu
ión estáti
a de la e
ua
ión 6.2.1 a las fun-
iones φ̄(x, z) que 
umplen que ∂φ̄(x,z)
∂z

= 0.Las solu
iones estáti
as de la e
ua
ión 6.2.1 son solu
iones esta
ionarias de lae
ua
ión 4.2.1. Para evitar un nota
ión demasiado re
argada denotaremos a lasfun
iones φ̄ 
omo φ.Sea L una fun
ión lagrangiana 
on la forma:(6.2.2) L =
i

2

[

∂φ

∂z
φ∗ − ∂φ∗

∂z
φ

]

+ φ∗
[

∇2
t − (V (x) − µ) + γ(x) |φ|2

]

φ.1Evidentemente, las fun
iones de Blo
h no lineales fp,α(x) = eipxup,α(x) del espe
tro de Lson ortogonales. Nótese que en este 
onjunto hay fun
iones auto
onsistentes y otras que no lo son.
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omprobar que la e
ua
ión 6.2.1 apare
e 
omo la e
ua
ión de movi-miento que se obtiene a partir del lagrangiano 6.2.2 utilizando la formula
ión deLagrange 
onven
ional [225, 226℄.La a

ión aso
iada a este lagrangiano, teniendo en 
uenta que S =
∫

d3xL,[225, 226℄ es:
S =

∫

d2xdz

{

i

2

[

∂φ

∂z
φ∗ − ∂φ∗

∂z
φ

](6.2.3)
+ φ∗

[

∇2
t − (V (x) − µ) + γ(x) |φ|2

]

φ
}El hamiltoniano 
orrespondiente se obtiene a partir del lagrangiano L [225,226℄ y viene dado por la expresión:

H = −φ∗
[

∇2
t − (V (x) − µ)

]

φ− γ(x) |φ|4 .6.3. Ordena
ión de largo al
an
e y 
oe�
ientes de WannierSabemos que las solu
iones estáti
as 
on invarian
ia trasla
ional son fun
ionesno lineales de Blo
h en las 
oordenadas espa
iales (véase teorema 5.2.2). Al igualque las lineales, las fun
iones no lineales de Blo
h pueden expresarse en términosde las fun
iones de Wannier (para una de�ni
ión véase apéndi
e C) lo
alizadas en
ada 
elda î del dominio, tal y 
omo se ha
e en el 
aso de 
ristales 
onven
ionales.Tal y 
omo se des
ribe en este apéndi
e, estas fun
iones se 
onstruyen a partir delespe
tro de fun
iones no lineales de Blo
h. Por lo tanto, no se trata de las fun
ionesde Wannier aso
iadas a las fun
iones de Blo
h lineales, y en 
onse
uen
ia las de-nominaremos fun
iones de Wannier no lineales. Debido a que las hemos 
onstruidoa partir del espe
tro de fun
iones no lineales de Blo
h aso
iadas al operador nolineal, vamos a utilizarlas para estudiar el 
omportamiento de fun
iones próximasa la solu
ión auto
onsistente trasla
ionalmente invariante 
on la que se genera eloperador no lineal, ya que esperamos que éstas estén mejor des
ritas en términosde fun
iones de Wannier no lineales.En el presente apartado, vamos a utilizar las fun
iones de Wannier no linealespara entender más profundamente la ordena
ión de largo al
an
e que presentan lassolu
iones 
on invarian
ia trasla
ional, así 
omo para rees
ribir el hamiltoniano demodo que pueda ser utilizado en los siguientes apartados del 
apítulo para extraer
on
lusiones a
er
a de la dinámi
a del sistema 
onsiderado.6.3.1. Representa
ión de Wannier de las fun
iones de Blo
h. Lasfun
iones de Wannier se pueden obtener a partir de las de Blo
h en la banda α y
on distintos pseudomomentos p, 
omo:
Wα(x − xî) =

1

N

∑

p

e−ipxîfp,α(x).Como se observa, 
ada fun
ión de Wannier se 
onstruye en una de las 
eldas î deldominio Ω. En el apéndi
e C se demuestra que las fun
iones de Wannier, en distintasbandas y 
eldas, son ortogonales, por lo que podemos desarrollar 
ualquier fun
iónen términos de las de Wannier [227, 228℄. En parti
ular, una fun
ión de Blo
h depseudomomento p en la banda α se puede 
onstruir a partir de las fun
iones de
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alizadas en 
ada una de las 
eldas î del dominio
omo:
fp,α(x) =

1

N

∑

î

eipxîWα(x − xî),donde el sumatorio se extiende a todas las 
eldas del dominio. Por lo tanto, pode-mos, en general, es
ribir 
ualquier fun
ión φ(x, z) en el dominio Ω 
omo φ(x, z) =
1
N

∑

î,α Cα,̂iWα(x − xî).Si φ es una fun
ión estáti
a trasla
ionalmente simétri
a y, por tanto, es una fun-
ión no lineal de Blo
h, los 
oe�
ientes serán Cα,̂i = eipxî . Para estas solu
iones, los
oe�
ientes del desarrollo de Wannier pueden es
ribirse 
omo C′′
α,̂i

= N−1P
1
2 eipxî(véase apéndi
e C). En lo que sigue, en los desarrollos de Wannier utilizaremossiempre esta normaliza
ión de los 
oe�
ientes, ya que permiten introdu
ir una pro-piedad de las solu
iones no lineales, la poten
ia P , en los 
oe�
ientes, lo 
ual vaa ser de gran utilidad en los razonamientos que vamos a desarrollar. En adelantees
ribiremos los 
oe�
ientes C′′ simplemente 
omo C.En general, para una fun
ión φ solu
ión no estáti
a de 6.2.1, los 
oe�
ientes deldesarrollo de Wannier serán fun
ión de z, es de
ir, Cα,̂i = Cα,̂i(z).Nota
ión 6.3.1. Denotaremos por ηî y ϕî la amplitud y fase, respe
tivamente,del 
oe�
iente Cα,̂i . Además, de�niremos(6.3.1) η0(µ) =

P
1
2

N
.Con esta nota
ión, los 
oe�
ientes de las solu
iones estáti
as pueden expresarse
omo Cî = η0(µ)eipxî , es de
ir, ηî = η0(µ), ∀î. Nótese que la amplitud de la solu
iónesta
ionaria es la misma en todas las 
eldas î y está determinada por η0(µ) (quedepende de la poten
ia) mientras que su fase ϕ depende de p.Por lo tanto una solu
ión estáti
a 
on invarian
ia trasla
ional φ, apare
e 
omouna superposi
ión de fun
iones idénti
as lo
alizadas en 
ada 
elda î de la red,

φ(x, z) =
∑

îCî(z)Wα(x−xî), 
on 
oe�
ientes de la expansión Cî(z) = η0(µ)eipxî .Estas fun
iones lo
alizadas juegan el papel de las fun
iones de onda en los 
ristales
onven
ionales [227, 228℄. Los 
oe�
ientes Cî forman una red dis
reta de números
omplejos 
on idénti
o módulo, |Cî| = η0, garantizando de este modo la invarian
iatrasla
ional y, en 
onse
uen
ia, la ordena
ión de largo al
an
e. Por lo tanto, lasolu
ión estáti
a φ puede ser entendida 
omo una distribu
ión simétri
a de ionesde luz 
on ordena
ión de largo al
an
e.6.3.2. Hamiltoniano en términos de los 
oe�
ientes de Wannier. Su-pongamos que φ es una solu
ión de 6.2.1 y expresémosla en fun
ión de la base deWannier, tal y 
omo hemos visto en el apartado anterior, 
on el �n de es
ribirla a

ión, el hamiltoniano y las e
ua
iones de movimiento en términos de estos
oe�
ientes.Si es
ribimos la a

ión 6.2.3 en términos estos 
oe�
ientes, obtenemos para elprimer término de la misma:
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∫

z

∫

Ω

d2x
1

2
i

[

∂φ

∂z
φ∗ − ∂φ∗

∂z
φ

]

=

∫

z

∑

α↑,β↑

1

2
i

[

∂ Cα,̂i
∂z

C∗
β,ĵ

−
∂C∗

β,ĵ

∂z
Cα,̂i

]

∫

Ω

d2xW ∗
β (x − xĵ)Wα(x − xî) =

∫

z

∑

α,̂i

1

2
i
[

Ċα,̂iC
∗
α,̂i

− Ċα,̂iCα,̂i

]

,donde se ha tenido en 
uenta las propiedades de ortogonalidad de las fun
iones deWannier.El segundo término de la a

ión 6.2.3 propor
iona:
∫

Ω

d2xφ∗
[

∇2
t − (V (x) − µ)

]

φ =
∑

α,̂i;β,ĵ

C∗
β,ĵ
Cα,̂i Lβ ĵ;α î,donde,

Lβ ĵ;α î ≡ −
∫

Ω

d2xW ∗
β (x − xĵ)(L0 + µ)Wα(x − xî).Y el ter
er término de la a

ión 6.2.3 es

∫

Ω

d2xγ(x) |φ|4 =
∑

α,̂i;β,ĵ;γ,k̂;δ,l̂

C∗
β,ĵ

C∗
δ,l̂
Cα,̂iCγ,k̂Tβ,ĵ δ,l̂;α,̂i γ,k̂,donde,

Tβ,ĵ δ,l̂;α,̂i γ,k̂ ≡
∫

Ω

d2x γ(x)W ∗
β (x − xĵ)W

∗
δ (x − xl̂)Wα(x − xî)Wγ(x − xk̂).Por tanto, la a

ión se puede expresar 
omo(6.3.2) S =

∫

z







∑

i

1

2
i
[

ĊiC
∗
i − Ċ∗

i Ci

]

−
∑

ij

LjiC
∗
jCi +

∑

ijkl

TijklC
∗
i C

∗
jCkCl






on
Lij ≡ −

∫

Ω

W ∗
i (L0 + µ)Wj y Tijkl ≡

∫

ω

d2xγ(x)W ∗
i W

∗
jWkWldonde, para simpli�
ar la nota
ión, se ha denotado (α, î) → i, (β, ĵ) → j, (γ, k̂) →

k, (δ, l̂) → l y Wα(~x− ~xî) simplemente 
omo Wi. En adelante se adoptará siempreesta nota
ión.A partir de la a

ión 6.3.2, se puede expresar el hamiltoniano en fun
ión de los
oe�
ientes de Wannier 
omo(6.3.3) H =
∑

ij

LijC
∗
i Cj −

∑

ijkl

TijklC
∗
i C

∗
jCkClLas e
ua
iones de movimiento, obtenidas a partir de lagrangiano [225, 226℄, son
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∑

j

LijCj − 2
∑

jkl

Ti,j,k,lC
∗
jCkCl6.4. Flu
tua
iones en torno a una solu
ión estáti
a. MagnetismoSi la solu
ión φsµ es una solu
ión estáti
a de la e
ua
ión 6.2.1 
ara
terizada por

µ, los 
oe�
ientes de su desarrollo de Wannier tendrán la forma Ci = N−1P
1
2 eipxî =

η0(µ)eipxî , 
on lo que éstos no presentarán ninguna dependen
ia en z. Sin embargo,en general, para solu
iones no estáti
as, los 
oe�
ientes serán fun
iones de z yes
ribiremos Ci = Ci(z). Vamos a estudiar �u
tua
iones pequeñas en torno a unasolu
ión estáti
a φsµ, es de
ir, 
uando los 
oe�
ientes toman la forma(6.4.1) Ci(z) = (η0(µ) + δηî(z))e
ipxî+iδϕî(z),
on |δηî| , |δϕî| ≪ 1. Si φsµ es estable, debe ser un mínimo del fun
ional de energía(para una µ dada) aso
iado al hamiltoniano 6.3.3, ε[φ] =

∫

d2xH . Por lo tanto,una �u
tua
ión pequeña (
omo la de�nida por 6.4.1) en torno a este mínimo debemantenerse 
er
a de este estado φsµ. Con la evolu
ión en z di
ha �u
tua
ión deberedu
ir su energía y poten
ia P debido las pérdidas radiativas aso
iadas a las ondasque es
apan a través de la frontera del dominio Ω. Por lo tanto, la dinámi
a es-tá dominada asintóti
amente por �u
tua
iones de baja energía que, eventualmente,pueden desapare
er dando lugar a una nueva solu
ión estáti
a. Las simula
iones nu-méri
as presentadas en el apartado 5.3.2 presentan este 
omportamiento dinámi
oen el 
aso de las solu
iones estables.Por otra parte, se observa que la e
ua
ión 6.2.1 es invariante bajo transforma-
iones globales de fase arbitrarias, φ → eiϑφ, ϑ ∈ R. En 
ambio la amplitud, η0está �jada a 
ierto valor η0 6= 0 por la ordena
ión de largo al
an
e. En términosenergéti
os, varia
iones globales de la fase no 
ambian la energía del sistema. Sinembargo, varia
iones globales de la amplitud sí que pueden produ
ir varia
iones
onsiderables de la energía del sistema. Este he
ho determina una diferen
ia esen-
ial entre las �u
tua
iones de la amplitud, δηî y las de la fase, δϕî, que se tradu
een que la dinámi
a a energías 
er
anas a la 
orrespondiente a una solu
ión estáti
aestable está dominada por las �u
tua
iones de fase. El anterior razonamiento nospermite utilizar de ahora en adelante la siguiente hipótesis:Axioma 6.4.1. (Dominan
ia de fase en las �u
tua
iones en torno a solu
ionesestáti
as estables). Suponemos que las varia
iones de la amplitud δηî(z) son des-pre
iables frente a las varia
iones de la fase δϕî(z) . Por lo tanto, podemos asumirque, para z su�
ientemente grande (energías su�
ientemente próximas a las de lasolu
ión estáti
a):(6.4.2) Ci(z)
z≫1≃ η0(µ

′)eiϕî(z)donde ϕî(z) = pxî + δϕî(z).Nótese que hemos 
onsiderado η0 en µ′ distinto del µ de la solu
ión estáti
a φsµ.Debido a que las �u
tua
iones dan lugar a ondas radiantes que salen del dominio
Ω, en la evolu
ión 
on z ne
esariamente la norma de
re
e 
on z (no hay �ujo ha
ia
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re
iente 
on µ (véasenota 6.1.1) se 
umple que µ′ > µ (para el 
aso en que P sea monótona 
re
iente,
µ′ < µ). Es de
ir asintóti
amente, la amplitud queda �jada por un nuevo valor dela poten
ia inferior al de la solu
ión estáti
a sobre la que se 
al
ula la pertuba
ión,que está aso
iado a un nuevo autovalor µ′ mayor que el autovalor de la solu
iónestáti
a ini
ial. Como la perturba
ión se supone pequeña, podemos 
onsiderar que
µ′ ≈ µ 
on lo que η0 = η0(µ

′) ≈ η0(µ) y por lo tanto Ci(z) ≈ η0(µ
′)eiϕî(z).Nota
ión 6.4.2. Denotaremos ~Sî = (cosϕî, sinϕî) y ~̃Sî = (sinϕî,− cosϕî)Vamos a obtener el hamiltoniano que des
ribe las �u
tua
iones pequeñas 
er
ade una solu
ión estáti
a. En primer lugar, sustituimos los 
oe�
ientes 6.4.2 en 6.3.3,
on lo que obtenemos el siguiente hamiltoniano para z ≫ 1:

H
z≫1≃ η2

0

∑

ij

Lije
−i(ϕî−ϕĵ) − η4

∑

ijkl

Tijkle
−i(ϕî+ϕĵ−ϕk̂

−ϕ
l̂
)Nota 6.4.3. En lo que sigue nos o
uparemos de solu
iones estáti
as en laprimera banda. Podemos suponer queW = W ∗ ya que, debido a las propiedades delas fun
iones de Wannier, en el 
aso de que exista po
a intera

ión entre la fun
iónen distintos pozos, se puede ha
er la aproxima
iónWi ≈ φi(x−xi), donde φi(x−xi)es el modo fundamental de un úni
o pozo de poten
ial. Esta es la aproxima
ión
ono
ida 
omo tight binding approximation (aproxima
ión de enla
e fuerte). Entodo 
aso, en los desarrollos siguientes vamos a utilizar las fun
iones de Wannierno lineales 
al
uladas a partir del espe
tro del operador, y no la fun
ión del solitónindividual en un úni
o pozo de poten
ial. Por lo tanto, los resultados serán válidostanto para la aproxima
ión de enla
e fuerte 
omo en otro 
aso, pero supondremosque las fun
iones de Wannier son reales. En de�nitiva, estamos suponiendo queéstas se 
orresponden 
on fun
iones de Blo
h en la primera banda. Debido a esto se
umple que Lij = −

∫

Ω
Wi(L0+2n0µ)Wi ∈ R y que Tijkl ∈ R. Además, en este 
asola fase de la solu
ión en 
ada una de las 
eldas î es 
onstante y está determinadapor ϕî .Teniendo en 
uenta las 
onsidera
iones anteriores, el hamiltoniano se transfor-ma en:

H ≃ η0
∑

ij

Lij cos(ϕî − ϕĵ) − η4
0

∑

ijkl

Tijkl cos(ϕî + ϕĵ − ϕk̂ − ϕl̂)Nota 6.4.4. Podríamos 
onsiderar igualmente solu
iones en bandas superioresy enton
es φ(x − xi) 6= φ∗(x − xi) por lo que tendríamos fun
iones 
on Wi 6= W ∗
i .En este 
aso el hamiltoniano no podría redu
irse a esta forma. Sin embargo, novamos a 
onsiderar este 
aso en la presente tesis.Teniendo en 
uenta que

cos(ϕî + ϕĵ − ϕk̂ − ϕl̂) = cos
[

(ϕî − ϕk̂) + (ϕĵ − ϕl̂)
]

= cos(ϕî − ϕk̂) cos(ϕĵ − ϕl̂) − sin(ϕî − ϕk̂) sin(ϕĵ − ϕl̂)
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cos(ϕî − ϕĵ) = cosϕî cosϕĵ + sinϕî sinϕĵ = (cosϕî, sinϕî)

(

cosϕĵ
sinϕĵ

)

= ~Sî
~Sĵ ,y que:

sin(ϕî − ϕ
k̂
) = sinϕî cosϕ

k̂
− cosϕî sinϕk̂ = (sinϕî,− cosϕî)

(

cosϕk̂
sinϕk̂

)

= ~̃Sî
~S
k̂

= −~Sî
~̃S
k̂
,donde ~Sî = (Sx, Sy) = (cosϕî, sinϕî) y ~̃Sî =

(

S̃x, S̃y

)

= (sinϕî,− cosϕî), podemoses
ribir el hamiltoniano 
omo:(6.4.3) H ≃ η2
0

∑

ij

Lij ~Sî
~Sĵ − η4

0

∑

ijkl

Tijkl

[

~(S î
~Sk̂)(

~Sĵ
~Sl̂) + ~(S î

~̃Sk̂)(
~Sĵ
~̃Sl̂)
]Obtengamos las e
ua
iones de movimiento que des
riben la dinámi
a de las�u
tua
iones 
er
a de las solu
iones estáti
as. Si sustituimos los 
oe�
ientes 6.4.2en las e
ua
iones de movimiento 6.3.4 se obtiene:

−η0ϕ̇ieiϕî = η0
∑

j

Lije
iϕĵ − 2η0η

2
0

∑

jkl

Tijkle
i(ϕ

k̂
+ϕ

l̂
−ϕĵ) ⇒

−ϕ̇î =
∑

j

Lije
i(ϕĵ−ϕî) − 2η2

0

∑

jkl

Tjkle
i(ϕ

k̂
+ϕ

l̂
−ϕî−ϕĵ)Como Lijy Tijkl ∈ R, si tomamos parte real e imaginaria de la anterior e
ua
iónse obtiene:

ℑ → 0 =
∑

j Lij sin(ϕĵ − ϕî) − 2η2
0

∑

jkl Tijkl sin(ϕk̂ + ϕl̂ − ϕî − ϕĵ)

ℜ → −ϕ̇î =
∑

j Lij cos(ϕĵ − ϕî) − 2η2
0

∑

jkl Tijkl cos(ϕî + ϕĵ − ϕk̂ − ϕl̂)6.4.1. Elimina
ión de los términos de autointera

ión. Veamos 
ómopodemos simpli�
ar la anterior expresión, absorbiendo los términos de autointera
-
ión en una varia
ión del autovalor µ de modo que podremos 
onsiderar sólo lasintera

iones entre 
eldas distintas.Si î = ĵ = k̂ = l̂ la primera e
ua
ión se 
umple de modo trivial ya que sin(ϕî −
ϕî) = 0 y sin(ϕ

k̂
+ ϕ

l̂
− ϕî − ϕî) = 0. Luego, la e
ua
ión para la parte imaginariase puede es
ribir 
omo:

0 =
∑

j

′

Lij sin(ϕĵ − ϕî) − 2η2
0

∑

jkl

′

Tijkl sin(ϕ
k̂

+ ϕ
l̂
− ϕî − ϕĵ)donde ∑′ indi
a sumatorios que ex
luyen los términos de autointera

ión.Para obtener un resultado análogo para la e
ua
ión de la parte real, veamosque ésta se puede es
ribir 
omo:
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−ϕ̇î = Lii − 2η2

0Tiiii + (términos de intera

ión 
on otras 
eldas),donde se ha tenido en 
uenta que cos(ϕî − ϕî) = 1. Denotemos por TIOC a lostérminos que impli
an intera

iones entre distintas 
eldas. Vamos a denotar por
∆µ̄i a

∆µ̄i = Lii − 2η2
0Tiiii

= −
∫

W (x − xî)(L0 + µ)W (x − xî) − η2
0

∫

γW 4(x − xî).Di
ho término es independiente de la posi
ión xî debido a la invarian
ia tras-la
ional y por lo tanto omitiremos el indi
e de la 
elda ∆µ̄i = ∆µ̄. Luego
−n0ϕ̇î = ∆µ̄+ (TIOC).Conse
uentemente, si de�nimos ϕ′

î
= ϕî − ∆µ̄ z enton
es:

−ϕ̇′
i = −ϕ̇î − ∆µ̄ = ∆µ̄+ (TIOC) − ∆µ̄ = (TIOC),Por lo tanto, si tenemos en 
uenta ϕ′ podemos 
onsiderar sólo intera

ionesentre distintas 
eldas Ωî. Considerando que los términos de intera

ión entre 
eldasdistintas son invariantes trasla
ionales, es de
ir, ϕî → ϕî + ∆ϕ la e
ua
ión para ϕ′es la misma que para ϕ, pero sin los términos de autointera

ión. Por lo tanto, lae
ua
ión de movimiento para la parte real queda:(6.4.4) −ϕ̇′

î
=
∑

j

′

Lij cos(ϕ′
î
− ϕ′

ĵ
) − 2η2

0

∑

ikl

′

Tijkl cos(ϕ′
î
+ ϕ′

ĵ
− ϕ′

k̂
− ϕ′

l̂
)Nótese que los términos de autointera

ión suponen una varia
ión en la fase(ya que hemos de�nido ϕ′

î
= ϕî − ∆µ̄ z). Veamos 
ómo, para las �u
tua
iones, sepuede absorber di
ha varia
ión en el autovalor. Como hemos visto la �u
tua
iónrespe
to a la solu
ión esta
ionaria tiene la forma ψ(x, z) = eiµ

′zφ(x) 
on φ(x) =
∑

i η0e
iϕî(z)Wi. Como hemos es
rito la fase 
omo ϕî = ϕ′

î
+∆µ̄ z, podemos rees
ribirla solu
ión esta
ionaria 
omo ψ(x, z) = ei(µ

′+∆µ̄)z
∑

i η0e
iϕ′

î
(z)Wi = eiµ

′′zφ′(x) 
on
µ′′ = µ′ + ∆µ̄ y φ′(x) =

∑

i η0e
iϕ′

î
(z)Wi, 
on lo que los términos de autointera

iónquedan absorbidos en una varia
ión del autovalor.Razonando de modo análogo a 
omo se ha pro
edido 
on las e
ua
iones demovimiento, el hamiltoniano se puede simpli�
ar aún más. Para ello es
ribámoslo
omo:
H = HAI +HI ,donde HAI ≡ término de autointera

ión, viene dado por

HAI ≡ η2
0

{

∑

i

[

Lii

∣

∣

∣

~Sî

∣

∣

∣

2

− η2
0Tiiii

∣

∣

∣

~Sî

∣

∣

∣

4
]

}

=
[∣

∣

∣

~Sî

∣

∣

∣ = 1
]

= η2
0

{

∑

i

[

Lii − η2
0Tiiii

]

}

,y donde HI ≡ término de intera

ión, se puede expresar 
omo:
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0

∑

ij

′

Lij ~Sî
~Sĵ − η4

0

∑

ijkl

′

Tijkl

[

(~Sî
~Sk̂)(

~Sĵ
~Sl̂) + (~Sî

~̃Sk̂)(
~Sĵ
~̃Sl̂)
]o en términos de la fase (y teniendo en 
uenta de nuevo que 
onsideramos fun
ionesde Wannier reales):

HI = η2
0

∑

ij

′

Lij cos(ϕî − ϕĵ) − η4
0

∑

ijkl

′

Tijkl

[

cos(ϕî − ϕk̂) cos(ϕĵ − ϕl̂)(6.4.6)
− sin(ϕî − ϕk̂) sin(ϕĵ − ϕl̂)

]

,donde ∑′ indi
a sumatorios que ex
luyen los términos de autointera

ión.El término de autointera

ión puede eliminarse del mismo modo que se hizoen las e
ua
iones de movimiento. Como∑i

[

Lii − η2
0Tiiii

]

=
∑

i∆µ̄i = N∆µ̄ di
hotérmino puede absorberse mediante la transforma
ión del autovalor µ′ → µ′ −
∆µ̄ ≡ µ′′. Conse
uentemente, el término de autointera

ión HAI desapare
e delhamiltoniano y H = HI si 
onsideramos µ′′.6.4.2. Magnetismo en 
ristales de luz. Modelo xy y magnetiza
ión.Es
ribamos los ve
tores ~Sî 
omo ~S′

î
= η0e

iϕî(z) = η0~Sî = η0 (cosϕî + i sinϕî), demodo que el hamiltoniano 6.4.5 queda:(6.4.7) HI =
∑

ij

′

Lij ~S
′
î
~S′
ĵ
−
∑

ijkl

′

Tijkl

[

(~S′
î
~S′
k̂
)(~S′

ĵ
~S′
l̂
) + (~S′

î

~̃ ′
Sk̂)(

~S′
ĵ

~̃S′
l̂
)

]que podemos identi�
ar 
on un modelo de magnetismo en sólidos 
ristalinos, yaque(6.4.8) HI =
∑

ij

′

Lij ~S
′
î
~S′
ĵ
+O

(

~S′
)4en el que los ve
tores ~S′

î
representan elmomento magnéti
o o espín del ión lo
alizadoen la 
elda î-ésima de la red.Los valores de Lij y de Tijkl dependen de integrales en las 
oordenadas trans-versales x que involu
ran fun
iones de Wannier en distintas 
eldas en el 
aso delhamiltoniano 6.4.7 o de 6.4.8. Por lo tanto, se trata de integrales de superposi
iónentre las fun
iones de Wannier en distintas 
eldas. Para fun
iones de Wannier su�-
ientemente lo
alizadas podemos suponer que Lij = −J 6= 0 si las 
eldas î y ĵ sonlas más 
er
anas en la red (ve
inos próximos) y Lij = 0 en otro 
aso. Tomar fun
io-nes de Wannier su�
ientemente lo
alizadas es equivalente a ha
er la aproxima
iónde enla
e fuerte (tight binding approximation) introdu
ida en la nota 6.4.3. En estas
ondi
iones el hamiltoniano 6.4.8 se transforma en el modelo xy de magnetismo:(6.4.9) HI = −

∑

〈̂i ,ĵ〉
J ~S′

î
~S′
ĵ
+O

(

~S′
)4
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amente a ve
inos próximos. Los 
ál
ulos numéri
os desolu
iones esta
ionarias 
uando F (|ψ|2) = |ψ|2, permiten observar que las solu
io-nes están más lo
alizadas 
uanto menor es el valor del autovalor µ, y en 
onse
uen
ia
uanto mayor es la poten
ia P . Por lo tanto, el modelo xy es más válido 
uantomenor es el autovalor µ.Como sabemos, las solu
iones estáti
as tienen la forma φsµ(x, z) = eiµzψ(x) 
on
ψ(x) = eipxup,α(x) y las �u
tua
iones en torno a esta solu
ión se pueden expresar
omo ψ(x) =

∑

i η0(µ
′)eiϕî(z)Wi 
on ϕî(z) = pxî+δϕî(z). Para la solu
ión estáti
a

ϕî = pxî es independiente de z, µ′ = µ y η0(µ) = P
1
2

N
. Como se ha men
ionadomás arriba, vamos a estudiar sólo aquellas solu
iones estáti
as que 
umplen que lafase en 
ada 
elda Ωi es 
onstante, es de
ir, para las que las fun
iones de Wannier

Wi son reales.Defini
ión 6.4.5. Denominaremos solu
ión estáti
a tipo antiferromagnéti
o auna solu
ión en la que la fase en la 
elda Ωi se puede expresar en fun
ión de la faseen la 
elda Ωj 
omo:(6.4.10) ϕĵ = ϕî + πdndonde dn ≡ (nx + ny), n̂ ≡
(

ĵ − î
)

a = nxai + nyaj y nx,y ∈ [−N
2 ,

N
2 ] ∈ N.Defini
ión 6.4.6. Denominaremos solu
ión estáti
a tipo ferromagnéti
a a unasolu
ión en la que la fase en la 
elda Ωi es igual a la fase en la 
elda Ωj, es de
ir,

ϕĵ = ϕî , ∀î, ĵ.Defini
ión 6.4.7. Diremos que una solu
ión estáti
a es una ex
ita
ión delestado antiferromagnéti
o si la fase en la 
elda Ωi se puede expresar en fun
ión dela fase en la 
elda Ωj 
omo:(6.4.11) ϕĵ = ϕî + πdn − ∆n̂ϕ(xî)donde ∆n̂ϕ representa una varia
ión de fase en la dire

ión del ve
tor n̂.Defini
ión 6.4.8. Igualmente, se puede hablar de ex
ita
iones del estado fun-damental ferromagnéti
o si la fase en la 
elda Ωi se puede expresar en fun
ión dela fase en la 
elda Ωj 
omo ϕĵ = ϕî − ∆n̂ϕ(xî) .La solu
ión tipo antiferromagnéti
o de�nida 
on estru
tura de fase 
omo 6.4.10se presentó en la �gura 5.2.1 y se 
orresponde 
on una solu
ión 
on pseudomomentolineal entero m = (10, 10), mientras que la de tipo ferromagnéti
o se ha presentadoen la �gura 5.2.6, y su pseudomomento lineal entero es m = (0, 0). Igualmente,algunas ex
ita
iones fueron obtenidas en el 
apítulo anterior (�guras 5.2.2, 5.2.3,5.2.4 y 5.2.5). En el 
aso de solu
iones ferromagnéti
as todos los espines estánalineados en la misma dire

ión Sî = η0u donde u es un versor en una dire

ión
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aso de solu
iones antiferromagnéti
as, los espines está alineadosde modo alternado, Sî = η0(−1)ix+iyu.En un modelo xy el hamiltoniano H dependerá de los espines de la forma
~Sî
~Sĵ = cos(ϕî −ϕĵ) 
uando î y ĵ son 
eldas ve
inas. Para un estado antiferromag-néti
o, la diferen
ia de fases ϕî − ϕĵ es siempre π entre 
eldas ve
inas. Mientrasque para un estado ferromagnéti
o es siempre 0. Por lo tanto, 
uando el estadofundamental es de tipo antiferromagnéti
o, si J es negativo el hamiltoniano 6.4.9es negativo y todas las ex
ita
iones tienen energías mayores. Sin embargo, si J espositivo, enton
es este hamiltoniano es positivo y las ex
ita
iones tienen energíasmenores. En este último 
aso, para obtener la ordena
ión ade
uada de las ener-gías basta 
on tomar el hamiltoniano 
on el signo 
ambiado, lo 
ual no afe
ta a ladinámi
a del sistema.En sistemas en los que el estado fundamental es de tipo ferromagnéti
o, elhamiltoniano es positivo si J < 0 y negativo si J > 0 (nótese que en este 
asoel término ~Sî

~Sĵ = cos(ϕî − ϕĵ) es positivo). Por lo tanto, en el primer 
aso seríane
esario invertir el signo del Hamiltoniano para obtener la ordena
ión ade
uadade las energías.El estudio de estabilidad numéri
o realizado en el apartado 5.3.2 del 
apítulo5 indi
a que el estado fundamental debe ser de tipo antiferromagnéti
o en mediosautoenfo
antes, F (|ψ|2) = |ψ|2, pues esta es la solu
ión más estable. Esto se puededemostrar rigurosamente utilizando las herramientas de la teoría de 
ampos, tal y
omo se ha
e en la ref. [224℄. En este trabajo se 
al
ula Lij a ve
inos próximosy se obtiene que es Lij < 0. Luego J > 0 ya que se ha elegido Lij = −J . Por lotanto, 
on el 
onvenio de signos tomado hasta ahora el hamiltoniano sería positivo.En 
onse
uen
ia, para obtener la ordena
ión ade
uada de las energías de las ex-
ita
iones sobre el estado fundamental antiferromagnéti
o, tomaremos en adelanteel hamiltoniano 6.4.7 
on el signo invertido, lo 
ual no afe
ta a la dinámi
a delsistema.Por lo tanto, debemos 
onsiderar la siguiente nota:Nota 6.4.9. Con la ade
uada ele

ión del signo del Hamiltoniano, el estadofundamental del sistema es la solu
ión de tipo antiferromagnéti
o en sistemas 
onno linealidad autoenfo
ante, F (|ψ|2) = |ψ|2, y la solu
ión de tipo ferromagnéti
oen sistemas 
on no linealidad desenfo
ante, F (|ψ|2) = −|ψ|2. Por lo tanto, 
omovamos a estudiar espe
ialmente el primer 
aso, en adelante invertiremos el signo delhamiltoniano 6.4.7.Vamos a introdu
ir las siguientes 
antidades utilizadas en los sistemas magné-ti
os:Defini
ión 6.4.10. Denominamos magnetiza
ión a M =
∑

î Sî y magnetiza-
ión alternada a Ma =
∑

î(−1)ix+iySî.En el 
aso ferromagnéti
o |M| = N2η0 6= 0 y |Ma| = 0, mientras que en elantiferromagnéti
o |M| = 0 y |Ma| = N2η0 6= 0.6.5. Dinámi
a de faseLos resultados anteriores nos llevan a preguntarnos si realmente podemos en-tender las solu
iones ferromagnéti
a, antiferromagnéti
a y las ex
ita
iones 
omoondas de espín del sistema 
onsiderado. En ese 
aso, deberíamos poder obtenerlas
omo solu
iones de e
ua
iones de movimiento 
ara
terísti
as de las ondas de espín.



6.5. DINÁMICA DE FASE 1416.5.1. Hamiltoniano y rigidez. Para resolver esta 
uestión, vamos a es-
ribir el hamiltoniano para las ex
ita
iones en términos de las diferen
ias de faseentre 
eldas ∆n̂ϕ(xî) a partir de 6.4.6. Es
ribamos este hamiltoniano, 
on el signo
ambiado según la nota 6.4.9, 
omo H = − (H0 +H1 +H2), donde
H0 = η2

0

∑

ij

′

Lij cos(ϕî − ϕĵ),

H1 = −η4
0

∑

ijkl

′

Tijkl

[

cos(ϕî − ϕk̂) cos(ϕĵ − ϕl̂)
]

,

H2 = −η4
0

∑

ijkl

′

Tijkl

[

− sin(ϕî − ϕk̂) sin(ϕĵ − ϕl̂)
]

,y vamos a rees
ribir 
ada uno de los tres términos de manera que sea más sen
illo
onseguir nuestro propósito. Introduz
amos, en primer lugar, la siguiente nota
ión:Nota
ión 6.5.1. Denotemos por r̂ al anillo de ve
tores n̂ 
entrado en el origen(es de
ir, en î = (0, 0)) 
on el mismo módulo |n̂|. Denotemos por r ∈ N un índi
e quedenota los distintos anillos de ve
tores r̂ 
on diferente módulo 
uando se ordenandi
hos anillos de menor a mayor valor de |n̂|. En adelante, vamos a utilizar losíndi
es r en lugar de los índi
es i. Por ejemplo, r = 1 si |r̂| = a, r = 2 si |r̂| = a
√

2 y
r = 4 si |r̂| = a

√
5. Denotaremos d̄r y lo denominaremos degenera
ión del anillo deíndi
e r, al número de ve
tores r̂ pertene
ientes al anillo r, es de
ir, al número 
eldasque pertene
en a di
ho anillo. Por ejemplo, d̄r = 4 para r = 1, 2, y 3 pero d̄r = 8para r = 4. Para diferen
iar entre 
eldas distintas del mismo anillo utilizaremos elíndi
e s. Finalmente, sea σ ≡ (−1)dn = (−1)nx+ny donde (nx, ny) determinan elve
tor n̂ 
onsiderado. Es fá
il ver que σ es el mismo para todos los puntos del anillo

r, por lo que denotaremos este parámetro 
omo σr.Veamos que los Lij se puede expresar en términos de los ve
tores n̂ para 
ada i.Como sabemos, Lij =
∫

Ω
d2xW ∗

α(x−xî)(L0+µ)Wα(x−xĵ). Como L0 es invariantebajo trasla
iones podemos ha
er la transforma
ión x → x + xî, 
on lo que
Lij =

∫

Ω

d2xW ∗
α(x − x0̂)(L0 + µ)Wα(x − (xĵ − xî))

=

∫

Ω

d2xW ∗
α(x − x0̂)(L0 + µ)Wα(x − xĵ−î))

= L0̂,(ĵ−î).Nota
ión 6.5.2. Denotaremos Ln̂ = L0̂,(ĵ−î) = Lij .Asimismo, debido a la invarian
ia rota
ional2, Lij es el mismo para todos losve
tores n̂ del mismo anillo r en torno a i, por lo que denotaremos a Lij , paratodos los ĵ pertene
ientes al anillo r en torno a î, por Lr y por tanto Ln̂ = Lr, ∀n̂pertene
iente al anillo r.Nota 6.5.3. En el límite 
ontinuo, es de
ir 
uando a ≪ 1, ∆n̂ϕ tiende a laderivada dire

ional ∆n̂ϕ =
(

~∇ϕ · n̂
)

+O(a)2, ya que
∆n̂ϕ(xî) = ϕî − ϕĵ = ϕix,iy − ϕjx,jy = ϕix,iy − ϕjx,iy − ϕjx,jy + ϕjx,iy ,2El sistema 
onsiderado no sólo presenta invarian
ia trasla
ional, sino también invarian
iarota
ional C4v .
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ϕix,iy − ϕjx,iy

ax
ax +

ϕjx,iy − ϕjx,jy
ay

ay ≈ ~∇ϕ · (ĵ − î)a,donde ax,y = (jx,y − ix,y)a luego ∆n̂ϕ(xî) = ~∇ϕ · n̂ + O(a). Para justi�
ar estaaproxima
ión debemos tener en 
uenta que las solu
iones presentan ordena
ión delargo al
an
e y por lo tanto la longitud de 
orrela
ión τ (la longitud para la que lasolu
ión de dos 
eldas distintas está 
orrela
ionada) es muy elevada. Por lo tanto,
a
τ
→ 0.Para simpli�
ar el término H0 tengamos en 
uenta la expresión que rela
ionalas fases en distintas 
eldas (e
. 6.4.11). De esta manera podremos es
ribir estetérmino en fun
ión de ∆n̂ϕ. En primer lugar, tengamos en 
uenta que para lasex
ita
iones se 
umple que

cos
(

ϕî − ϕĵ

)

= cos
(

ϕĵ − ϕî

)

= cos (πdn − ∆n̂ϕ) = (−1)dn cos (∆n̂ϕ) .Si desarrollamos en serie de Taylor el término cos (∆n̂ϕ) obtenemos:
cos
(

ϕî − ϕĵ

)

= (−1)dn

[

1 +

∞
∑

k=1

(−1)k

2k!
(∆n̂ϕ)

2k

]

.En el límite 
ontinuo (a ≪ 1) podemos sustituir la diferen
ia de fases por laderivada dire

ional:
cos
(

ϕî − ϕĵ

)

a≪1≈ (−1)dn

[

1 +

∞
∑

k=1

(−1)k

2k!

((

~∇ϕ.n̂
)

+O(a)2
)2k
]

.Las ex
ita
iones de baja energía se 
ara
terizan por varia
iones suaves de lafase respe
to de la del estado fundamental y, en 
onse
uen
ia, estarán 
ara
terizadaspor las derivadas de menor orden. Cualquier ex
ita
ión 
on valores signi�
ativos dederivadas superiores mostrará varia
iones de la fase más abruptas, lo 
ual impli
aenergías mayores. Por tanto, podemos despre
iar todas las derivadas de mayor ordenen el desarrollo anterior:(6.5.1) cos
(

ϕĵ − ϕî

)

a≪1≈ (−1)dn

[

1 − 1

2

(

~∇ϕ(~xî).n̂
)2
]

+O(~∇ϕ)4.En el apéndi
e E, apartado E.1 se muestra 
ómo, utilizando la e
ua
ión 6.5.1, lanota
ión 6.5.2 y las propiedades de simetría, se puede expresar∑ij

′

Lij cos(ϕî−ϕĵ)
omo:(6.5.2) ∑

j

Lij cos(ϕî − ϕĵ) ≈ η2
0

(

+A1 − a2A2

(

~∇ϕ
)2
)donde A1 ≡ ∑r d̄rLrσr , A2 ≡ 1

2

∑

r LrCrσr y Cr = 2kb2r, para un anillo de dege-nera
ión dr = 4k, k ∈ Z y |r̂| = bra. Por otra parte, nótese que O(∇ϕ) = O(a) yaque ∇ϕ ≈ 1
a
(ϕĵ − ϕî).Con esto podemos es
ribir el primer término H0 del hamiltoniano 6.4.5 
omo
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H0 ≡ η2

0

∑

ij

′

Lij cos
(

ϕî − ϕĵ

)

a≪ 1
z ≫ 1
≈ η2

0

∑

i

[

+A1 − a2A2

(

~∇ϕ(~xî)
)2
]

.Si 
onsideramos que en el límite 
ontinuo a ≪ 1 se puede sustituir a2
∑ →

∫

d2x, se obtiene:
H0 ≈ η2

0

∫

Ω

d2x

[

+A1 − a2A2

(

~∇ϕ(~x)
)2
]

,o bien,(6.5.3) H0 ≈ −H̄0 −
∫

Ω

d2x[+η2
0A2]

(

~∇ϕ
)2donde, por 
onvenien
ia hemos invertido el signo de H̄0, es de
ir, H̄0 ≡ −η2

0A1N
2.Teniendo en 
uenta la e
ua
ión 6.5.1 y la nota
ión introdu
ida en 6.5.1, sepuede es
ribir H1 
omo:

H1 ≡ −η4
0

∑

ijkl

′

Tijkl cos
(

ϕî − ϕk̂
)

cos
(

ϕĵ − ϕl̂

)

≈

≈ −η4
0

∑

ij

′ ∑

n̂,n̂′

Tij(i+n)(j+n′)(−1)dn+dn′

[

1 − 1

2

(

~∇ϕ(~xi).n̂
)2
]

·

·
[

1 − 1

2

(

~∇ϕ(~xj).n̂
′
)2
]

+O(∇ϕ)4,donde �jamos las 
eldas i, j y re
orremos los ve
tores n̂ = î− k̂ y n̂′ = ĵ − l̂, 
onlo que el sumatorio ∑′
ijkl se transforma en ∑′

ij

∑

n̂,n̂′ y permite es
ribir el tensor
Tijkl 
omo Tij(i+n)(j+n′).En el apéndi
e E, apartado E.2 se muestra 
omo es
ribir, en el límite 
ontinuo,el término H1 
omo:(6.5.4) H1 = −H̄1 −

∫

Ω

d2x
[

η4
0B1

]

(

~∇ϕ
)2donde B1 =

∑

r TrCrσr, σr = (−1)dr de a
uerdo 
on la nota
ión 6.5.1 y T̄r seobtiene en di
ho apéndi
e. Se ha tomado H̄1 = η4
0

∑′
ij

∑

n̂,n̂′ Tij(i+n)(j+n′) por
onvenien
ia, es de
ir, se ha invertido este signo respe
to al obtenido en el apéndi
eE. Por último, para aproximar el último término observemos que, para las ex
ita-
iones:
sin
(

ϕk̂ − ϕî
)

= sin (πdn − ∆n̂ϕî) = (−1)dn+1 sin (∆n̂ϕî) =

= (−1)dn+1

[

∞
∑

k=0

(−1)2k+1

(2k + 1)!
(∆n̂ϕî)

2k+1

]

≈ (−1)dn+1∆n̂ϕî +O(∆n̂ϕî)
3.En el límite 
ontinuo podemos tomar:



144 6. PROPIEDADES DE LA LUZ EN SISTEMAS CON INVARIANCIA TRASLACIONAL
sin
(

ϕk̂ − ϕî
) a<<1≈ (−1)dn+1

(

~∇ϕî.n̂
)

+O(a)3.Análogamente, sin
(

ϕ
l̂
− ϕĵ

)

a<<1≈ (−1)dn′+1
(

~∇ϕî.n̂′
)

+O(a)3. Introdu
iendoesta aproxima
ión del seno en el ter
er término del hamiltoniano 6.4.6 tenemos:
H2 = η4

0

∑

ijkl

′

(−1)dn+dn′Tijkl

(

~∇ϕî.n̂
)(

~∇ϕĵ .n̂′
)

+O(∇ϕ)4donde n̂ = k̂ − î y n̂′ = l̂ − ĵ.Se demuestra en el apartado E.1 del apéndi
e E que(6.5.5) H2 = 0Teniendo en 
uenta las e
ua
iones 6.5.3, 6.5.4 y 6.5.5 se obtiene que el hamil-toniano de las ex
ita
iones en el límite 
ontinuo es:
H

a≪ 1
z ≫ 1
≈ −H0 −H1 +O(a)3 = H̄0 + H̄1 +

∫

Ω

d2x
[

η2
0A2 + η4

0B1

]

(~∇ϕ)2 +O(a)3,es de
ir,(6.5.6) H ≈ H̄ +

∫

Ω

d2xζs

(

~∇ϕ
)2

+O(a)3donde(6.5.7) ζs = η2
0A2 + η4

0B1
on
A2 ≡ 1

2

∑

r

LrCrσr y B1 ≡
∑

r

TrCrσrsiendo Cr = 2kb2r, y
H̄ = H̄0 + H̄1donde H̄0 ≡ η2

0A1N
2, A1 ≡∑r d̄rLrσr y H̄1 = −η4

0

∑′
ij

∑

n̂,n̂′ Tij(i+n)(j+n′).Nota
ión 6.5.4. Denominamos a ζs rigidez de la onda de espín.El hamiltoniano 6.5.6 de�ne la dinámi
a de las ondas de espín, que 
omo ve-remos se 
orresponden 
on las solu
iones ferromagnéti
a, antiferromagnéti
a y 
onlas de las ex
ita
iones. Las parti
ularidades de la dinámi
a del sistema se re
ogenen la rigidez ζs.
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ión, lagrangiano y e
ua
iones de movimiento. Vamos a ob-tener la a

ión para las ex
ita
iones de más baja energía. Según las e
ua
iones 6.3.2y 6.3.3,
SL =

∫

dz

{

∑

i

1

2
i
[

ĊiC
∗
i − Ċ∗

i Ci

]

−H

}

.Consideremos �u
tua
iones en los 
oe�
ientes 
omo anteriormente, Ci(z) =

[η′0 + δηi(z)] e
i[ϕi

0+δϕî(z)] z≫1≈ η(z)eiϕî(z) → η0e
iϕî(z). La hipótesis de invarian
iade fase se tradu
e en que 
onsideramos despre
iables las varia
iones de amplitudfrente a las de fase en las dire

iones transversales, es de
ir, ∆n̂ηî(z) ≪ ∆n̂ϕî, perolas varia
iones en las dire

iones axiales sí están permitidas, aunque 
umplen que

η̇(z) ≪ ϕ̇(z). Por lo tanto, 
omo ĊiC∗
i = η̇eiϕî(z)ηe−iϕî(z) + iϕ̇iηe

iϕî(z)ηe−iϕî(z) =

η̇η + iϕ̇iη
2 y, análogamente, Ċ∗

i Ci = η̇η − iϕ̇iη
2 se obtiene que:

SL =

∫

dz

{

∑

i

1

2
i
[

η̇η + iϕ̇iη
2 − η̇η + iϕ̇iη

2
]

−H

}

=

∫

dz

{

−
∑

i

η2ϕ̇i −H

}

.En el límite 
ontinuo, a2
∑

i →
∫

Ω y
SL =

∫

dz

{
∫

Ω

d2x

(

−∂ϕ
∂z

(x, z)
η2

a2
−H

)}

,y sustituyendo la e
ua
ión 6.5.6
SL

a≪1≃
∫

dz

∫

Ω

d2x

{

−η
2(z)

a2

∂ϕ

∂z
(x, z) +

[

η2(z)A2 + η4B1

]

(

~∇ϕ
)2
}

+ O(a)3(6.5.8)Nota 6.5.5. Nótese que el fa
tor η2

a2 es 
onvergente 
uando a→ 0 ya que η2

a2

z≫1≈
η2
0

a2 = P
N2a2 = P

L2 <∞, donde se ha tenido en 
uenta la expresión 6.3.1. También es
onvergente 
uando D → ∞ después de ser integrado ∫
Ω
d2xη

2

a2 ≈ D2 P
D2 = P <∞,donde D de�ne el tamaño del dominio Ω, tal y 
omo hemos visto en 5.2.12.Por lo tanto, el lagrangiano para las ex
ita
iones de más baja energía es:(6.5.9) L = −η

2(z)

a2

∂ϕ

∂z
(~x, z) +

[

η2A2 + η4B1

]

(

~∇ϕ
)2

+O(a)3Vamos a obtener las e
ua
iones de movimiento para las ex
ita
iones de másbaja energía. Tal y 
omo se muestra en el apartado F.1 del apéndi
e F tomandovaria
iones respe
to a ϕ se obtiene:
−2

1

a2
ηη̇ + 2(η2A2 + η4B1)∇2ϕ = 0.Si ahora tenemos en 
uenta que asintóti
amente, z ≫ 1, se 
umple que η̇ ≈ 0debido a la dominan
ia de fase, enton
es obtenemos:
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∇2ϕ = 0dado que ρs = −η2

0A2 − η4
0B1 6= 0.También se prueba en el apartado F.1 del apéndi
e F que tomando varia
ionesrespe
to a η se obtiene:

− 2

a2
ηϕ̇+

(

2ηA2 + 4η3B1

)

(

~∇ϕ
)2

= 0Nótese que hemos tomado varia
iones respe
to a η porque ésta es variable 
on z,pese a la hipótesis de invarian
ia de fase. Como en 
ualquier 
aso asintóti
amentese 
umple que η z≫1≈ η0, tenemos:
− 1

a2
ϕ̇ ≈ −(A2 + 2η2

0B1)
(

~∇ϕ
)2

⇒ +ϕ̇ = κ
(

~∇ϕ
)2donde κ ≡ a2

(

A2 + 2η2
0B1

) . Nótese que κ = −a2 1
2η0

∂ζs

∂η0
involu
ra a Lr y Tr.Por lo tanto, las e
ua
iones de movimiento para las ex
ita
iones son:(6.5.10) ∇2ϕ = 0 and ϕ̇ = κ

(

~∇ϕ
)2Tal y 
omo se demuestra en el apartado F.2 del apéndi
e F, se puede obtenerel mismo resultado razonando del modo similar a 
omo se hizo para obtener elhamiltoniano 6.5.6 para simpli�
ar las e
ua
iones de movimiento 6.4.4.6.5.3. Solu
ión de las e
ua
iones de movimiento. Las e
ua
iones demovimiento para las ex
ita
iones 6.5.10 son válidas asintóti
amente (z ≫ 1) debidoa que las �u
tua
iones de amplitud son mu
ho menores que las de fase. Además,di
has e
ua
iones se han obtenido en el límite 
ontinuo (a ≪ 1). Solu
ionandodi
has e
ua
iones obtendremos 
ómo se 
omporta la fase asintóti
amente en ellímite 
ontinuo. Estas e
ua
iones admiten diferentes tipos de solu
iones, pero nosvamos a 
entrar en aquellas que dan lugar a ondas de espín de tipo ex
ita
ióntopológi
a, en el sentido de que la fase varía 
ontinuamente en periodos de k2π,

k ∈ Z. Dejamos otro tipo de solu
iones para estudios posteriores. Este tipo desolu
iones de las e
ua
iones de movimiento 6.5.10 tienen la forma:(6.5.11) ϕ(x, z) = ∆µz + px y △µ = κp2
on △µ ∈ R y p ∈ R2. Basta 
on notar que ~∇ϕ = p, ∇2ϕ = ~∇ ~·∇ϕ = ~∇p = 0 y que
ϕ̇ = △µ = κp2 = κ

(

~∇ϕ
)2. Nótese que △µ no tiene que ver 
on el in
remento en

µ introdu
ido en 6.4.4 para absorber los términos de autointera

ión. La 
antidad
△µ representa una varia
ión sobre la 
onstante de propaga
ión µ de la solu
iónantiferromagnéti
a o ferromagnéti
a sobre la que se está 
al
ulando la ex
ita
ión.Veamos que asintóti
amente estas solu
iones tienden a ondas de Blo
h no lineales depseudomomento p y 
onstante de propaga
ión µ+△µ. Para ello vamos a obtener laversión dis
reta de 6.5.11 para una ex
ita
ión sobre una solu
ión antiferromagnéti
a(en lo que sigue no vamos 
onsiderar ex
ita
iones sobre solu
iones ferromagnéti
as).En la nota 6.5.3, se demuestra que ∆n̂ϕ =

(

~∇ϕ.n̂
)

+ O(a)2 y 
onse
uentemente
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∆n̂ϕĵ ≈ ~∇ϕn̂ = pn̂. Por tanto, 
onsiderando la e
ua
ión 6.4.11, la fase de unaex
ita
ión sobre una solu
ión antiferromagnéti
a 
umple que:

ϕĵ = ϕî + πdn − p n̂donde, 
omo anteriormente, n̂ = (ĵ − î) a, n̂ = a(jx − ix, jy − iy) = a(nx, ny) y
dn = (nx + ny). Finalmente, se puede expresar la fase en la 
elda ĵ−ésima enfun
ión de la fase en la 
elda 0̂-ésima a partir del valor de p. Basta 
on tomar î = 0en la anterior e
ua
ión:(6.5.12) ϕĵ = ϕ0̂ + π(jx + jy) − a · ĵpPor tanto las ex
ita
iones sobre un estado antiferromagnéti
o tienen asintóti-
amente la forma φ(x) =

∑

j η0(µ
′)eiϕ0̂+π(jx+jy)−a·ĵp)Wj 
on 
onstante de propa-ga
ión igual a µ+ △µ.Veamos que p tiene el signi�
ado de un pseudomomento lineal. Para ello, supon-gamos que las 
ondi
iones de 
ontorno son periódi
as en los extremos del dominio

Ω. Se debe 
umplir que:
[

ϕ(N,0) = ϕ(0,0) + 2πmx

ϕ(0,N) = ϕ(0,0) + 2πmy

]

,
on mx,y ∈ Z. En el 
aso de ex
ita
iones sobre el estado antiferromagnéti
o, si
omparamos 
on la e
ua
ión 6.5.12 tenemos que jx = N, jy = 0 en el primer 
asoy jx = 0 jy = N en el segundo, 
on lo que se obtiene:
ϕ(N,0) = ϕ(0,0) + πN − pxNa = ϕ(0,0) + 2πmx

ϕ(0,N) = ϕ(0,0) + πN − pyNa = ϕ(0,0) + 2πmy

}

⇒
{

apx = π − 2πmx

N

apy = π − 2πmy

N

}

⇒

⇒ ap = pπ − 2π

N
mdonde pπ ≡ (π, π) y m = (mx,my). Como la fase del estado fundamental antiferro-magnéti
o 
umple 
on la de�ni
ión 6.4.10, la periodi
idad impone que N sea par,luego se puede expresar 
omo N = 2N̄ 
on N̄ ∈ N. Esto permite expresar ap deotro modo:

ap =
(Npπ − 2πm)

N
= 1

N

[

(2πN̄, 2πN̄) − 2π(mx,my)
]

=

=
2π

N

[

(N̄ , N̄) − (mx,my)
]

= 2π
N

[

(N2 −mx,
N
2 −my)

]

⇒

ap =
2π

N
m̄
on m̄ = (m̄x, m̄y) =

(

N
2 −mx,

N
2 −my

), o bien,
m̄ =

N

2π
pπ − mPor lo tanto, la fase de las ex
ita
iones en el 
aso dis
reto puede es
ribirse
omo:
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2π

N
m̄ · ĵ = ϕ0̂ + pπ · ĵ − 2π

N
m̄ · ĵo bien, teniendo en 
uenta que m̄ = N

2πpπ−m, la anterior e
ua
ión se puede es
ribir
omo:
ϕĵ = ϕ0̂ +

2π

N
m · ĵNótese que m̄ vale (0, 0) para el estado antiferromagnéti
o y va 
re
iendo paraex
ita
iones mayores, mientras que m no tiene este sentido. Veremos la interpreta-
ión de m más adelante.Tal y 
omo de�nimos más arriba una solu
ión estáti
a tiene la forma φs(x) =

eipxup,α(x) y por lo tanto 
umple que ∂φs

∂z
= 0. Para las ex
ita
iones se 
umpleque φs(x) = ei△µzeipxup,α(x) ya que su fase se expresa 
omo ϕ(x, z) = △µz+ px.Luego 
umplen que ∂φs

∂z
= △µ. Es de
ir, son solu
iones esta
ionarias de la e
ua
ión:

[L0 + L1]φ = (△µ+ µ)φ.Así pues podemos obtener predi

iones para △µ y 
onse
uentemente para lasenergías de las ex
ita
iones. Dado que △µm̄ ≃ κp2 y 
onsiderando las expresionesde m y m̄ para el 
aso antiferromagnéti
o se puede expresar la varia
ión △µ sobrela 
onstante de propaga
ión µ de la solu
ión antiferromagnéti
a en fun
ión de p
omo:(6.5.14) ∆µm̄ ≃ κp2 =
κ

a2

(

2π

N

)2

m̄2 o △µm ≃ κ

a2

(

2π

N

)2(
N

2π
pπ − m

)2Por otra parte, introdu
iendo las expresiones de m y m̄ en 6.5.6 se obtiene:
Em̄ ≃ E0 +

∫

Ω

d2xζsp
2 = E0 + ζsD

2

(

2π

N

)2
1

a2
m̄2 =

= E0 + 4π2ζs

(

N

2π
pπ − m

)2

= Em,en el 
aso antiferromagnéti
o (se ha tenido en 
uenta que D2 = N2a2).Observa
ión 6.5.6. Para que el hamiltoniano sea negativo y las ex
ita
ionestengan una energía mayor que la del estado fundamental antiferromagnéti
o, debe
umplirse que ζs < 0. Como vimos en el estudio del modelo xy, en la ref. [224℄ sedemostró que Lij es negativo y para obtener que las energías se ordenan ade
ua-damente fue ne
esario invertir el signo del hamiltoniano (véase nota 6.4.9). En laexpresión de la rigidez ζs 6.5.7 se observa que su signo es el mismo que Lij y porlo tanto la ele

ión de los signos es la 
orre
ta.Observa
ión 6.5.7. En el 
aso antiferromagnéti
o m̄ tiene el sentido de unve
tor de ex
ita
ión, ya que 
uanto mayor es |m̄| mayor es la energía. Además, eneste 
aso, la variablem juega el papel de la variable pseudomomento lineal entero m
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ida en el 
apítulo anterior, por lo que la denominaremos 
arga topológi
a opseudomomento lineal entero. Esta 
antidad presentaba una 
ota máxima según elteorema 5.2.13. Vamos a obtener de otro modo la 
ota máxima para m̄ y, 
onse
uen-temente, para m. Como ϕî es una variable angular, m̄ es equivalente a m̄ ∓ N
π
pπ,ya que ambos ve
tores dan lugar a la misma solu
ión φs(x, z) = eipxup,α(x) y, portanto, en la e
ua
ión 6.5.13 se veri�
a que:

ϕ′
ĵ

= ϕ0̂ + pπ ĵ −
2π

N
(m̄ ∓ N

π
pπ) · ĵ = ϕĵ ± 2pπ ĵ = ϕĵ ± 2π(jx + jy) = ϕĵ .Los mismos argumentos pueden apli
arse a m. En 
onse
uen
ia, E y△µ son fun
io-nes periódi
as de m̄x y m̄y (o de mx y my) 
on periodo N . Esto es 
onsistente 
onlos resultados del 
apítulo anterior respe
to a este tipo de solu
iones esta
ionarias.Por lo tanto,

E(mx ∓N,my ∓N) = E(mx,my) y △ µ(mx ∓N,my ∓N) = △µ(mx,my).Igualmente, E y △µ son fun
iones periódi
as de m̄x y m̄y 
on periodo N :
E(m̄x ∓N, m̄y ∓N) = E(m̄x, m̄y) y △ µ(m̄x ∓N, m̄y ∓N) = △µ(m̄x, m̄y).Vamos a de�nir E y △µ en el intervalo de m:

−N
2

≤ mx,my ≤ N

2Como m = (mx,my) = (N2 − m̄x,
N
2 − m̄y), esto signi�
a que m̄ está de�nidaen el intervalo:

0 ≤ m̄x, m̄y ≤ NAdemás, en el apéndi
e G se demuestra que tanto la energía 
omo la varia
ióndel autovalor, △µ, dependen del módulo de m, es de
ir, podemos es
ribir:
Em = E0 + 4π2ζs

[

N

2π
qπ − m

]2

△µm =
κ

a2
(
2π

N
)2
[

N

2π
qπ − m

]2

,donde ahora m denota m ≡ (|mx| , |my|) y mx,y ∈
[

−N
2 ,

N
2

].Si el estado fundamental es ferromagnéti
o, se puede razonar de manera análo-ga. En este 
aso la m juega el papel tanto de 
arga topológi
a 
omo de ve
tor deex
ita
ión y se obtiene que ζs > 0.6.5.4. Comproba
ión numéri
a. En el 
aso autoenfo
ante, F (|φ|2) =

|φ|2, donde el estado fundamental es de tipo antiferromagnéti
o, el ve
tor 
argatopológi
a m = (|mx| , |my|) juega el papel del pseudomomento lineal entero tal
omo fue de�nido en el 
apítulo anterior. En di
ho 
apítulo se obtuvo, en el mar
ode las fun
iones de Blo
h no lineales, las 
otas para los valores permitidos de m, esde
ir, se obtuvo la 
ondi
ión −N
2 ≤ mx,my ≤ N

2 .Para el 
aso presentado en el anterior 
apítulo elegimos N = 20 y, por lotanto, −10 ≤ mx,my ≤ 10. En adelante vamos a 
onsiderar que mx = my. Luego
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m̄x mx µ

µm̄x−µ0

µm̄x−µ0
m̄2
x error (%)0 10 -0.13354985633424 0 0 01 9 -0.13337851681737 1 1 02 8 -0.1328548668358 4.06 4 1.40%3 7 -0.13203000824346 8.87 9 1.44%4 6 -0.13097684114802 15.02 16 6.14%Cuadro 1. Autovalor µ en fun
ión del pseudomomento parapoten
ia P = 4500 en un sistema 
on N = 20.

m̄x mx µmx

µm̄x−µ0

µm̄x−µ0
m̄2
x error (%)0 15 -0.15227744654643 0 0 01 14 -0.15218319759774 1 1 02 13 -0.15190375897473 3.96 4 1.00%3 12 -0.15144884278230 8.79 9 2.30%4 11 -0.15083504526524 15.30 16 4.38%5 10 -0.15008415567150 23.27 25 6.69%Cuadro 2. Autovalor µ en fun
ión del pseudomomento parapoten
ia P 
onstante en un sistema 
on N = 30.los valores permitidos para m = (|mx| , |my|), son m = (0, 0), . . . , (10, 10) y se
orresponden 
on valores del ve
tor de ex
ita
ión m̄ = (10, 10), . . . , (0, 0), si mx,y >

0 y m̄ = (20, 20), . . . , (10, 10), si mx,y < 0, ya que m̄ = N
2 − m. Nótese que el
aso aniferromagnéti
o presenta pseudomomento lineal entero m = (10, 10), que se
orresponde 
on el ve
tor ex
ita
ión m̄ = (0, 0).Utilizando las solu
iones esta
ionarias presentadas anteriormente, vamos a 
om-brobar numéri
amente la expresión 6.5.14. Para ello se ha �jado la poten
ia P y seha 
al
ulado la µ de las solu
iones 
on distinto pseudomomento. Como mx = my,podemos es
ribir:

∆µm̄ ≃ κ

a2

(

2π

N

)2

m̄2 =
κ

a2

(

2π

N

)2
(

m̄2
x + m̄2

y

)

=
2κ

a2

(

2π

N

)2

m̄2
x.Luego, para m̄x > 1, tenemos:(6.5.15) ∆µm̄x

− ∆µ0

∆µ1 − ∆µ0
=

2κ
a2

(

2π
N

)2 (
m̄2
x − 0

)

2κ
a2

(

2π
N

)2 − 0
= m̄2

x.En el 
uadro 1 se presenta el autovalor µ para distintos pseudomomentos linealesenteros a P �ja. Se ha obtenido la rela
ión ∆µm̄x−∆µ0

∆µ1−∆µ0
y, 
omo se observa, se obtieneaproximadamente m̄2

x. Además, se aleja tanto más de este resultado 
uanto másalejadas están las ex
ita
iones del estado fundamental antiferromagnéti
o.En el 
uadro 2 se presenta el autovalor µ a P �ja, para las solu
iones esta
io-narias de distinto pseudomomento de un sistema 
on N = 30, es de
ir 
on 30 × 30
eldas. En este 
aso la solu
ión antiferromagnéti
a presenta pseudomomento linealentero m = (15, 15). Nuevamente, la rela
ión ∆µm̄x−∆µ0

∆µ1−∆µ0
de aproxima a m̄2

x, au-mentando el error 
onforme 
re
e m̄x.
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iones estáti
asEn este apartado vamos a de�nir una variable, el �ujo, que nos permitirá enten-der una diferen
ia fundamental entre las solu
iones ferromagnéti
a o antiferromag-néti
a y el resto de ex
ita
iones. Con
luiremos que en la realidad físi
a, es de
ir,en un dominio �nito Ω, sólo las dos primeras son realizables en ausen
ia de fuen-tes externas. Sin embargo, es posible simular las ex
ita
iones en un 
aso realistaa
oplando el sistema a un 
ampo exterior, tal y 
omo veremos más adelante.Defini
ión 6.6.1. Se de�ne el �ujo de una solu
ión 
on densidad 
onstante
omo:
V(x) = ∇ϕ(x),es de
ir, V = (Vx, Vy) = (∂ϕ

∂x
, ∂ϕ
∂y

).Nótese que esta 
antidad es propor
ional al �ujo de�nido 
omo
J(x) =

i

2
(φ∗∇φ− φ∇φ∗) .Efe
tivamente, para solu
iones 
on invarian
ia trasla
ional de la forma φ = ηoe

iϕse 
umple que J(x) = η2
0∇ϕ, luego V(x) = J(x)

η2
0
.En adelante, vamos a 
onsiderar que la solu
ión está de�nida en un dominiounidimensional, úni
amente para x ∈

[

−D
2 , D2

]. Los resultados anteriores se apli
ana este 
aso de manera trivial. En estas 
ondi
iones, 
onsideremos el modelo xy 6.4.9en el 
aso unidimensional y teniendo en 
uenta que J es una 
antidad real y quepor tanto podemos es
ribirlo 
omo3:(6.6.1) H ≈ J
∑

〈ix,jx〉

cos (ϕix − ϕjx)donde, 
omo antes,∑〈ix ,jx〉
se extiende úni
amente a ve
inos próximos, es de
ir, a
eldas 
ontiguas. Si utilizamos la de�ni
ión 6.6.1 en el hamiltoniano 6.6.1, obtene-mos, ∀ix:(6.6.2) Vx =

∂H

∂ϕix
= J sin(ϕix+1 − ϕix) − J sin(ϕix − ϕix−1).Para una solu
ión esta
ionaria se 
umple que ∂H

∂ϕix
= 0, pues no hay radia
iónfuera del dominio, por lo que:(6.6.3) sin(ϕix+1 − ϕix) = sin(ϕix − ϕix−1).Denominemos a ϕix+1 − ϕix = △ϕ. Como sabemos, para las solu
iones ferro-magnéti
as △ϕ = 0, para las solu
iones antiferromagnéti
as △ϕ = π y, en general,para una ex
ita
ión de pseudomomento lineal entero mx es △ϕ = 2πmx

N
.La 
ondi
ión 6.6.3 se puede 
umplir para todas las solu
iones si 
onsideramos
ondi
iones de 
ontorno periódi
as, y por lo tanto, ϕ0x

= ϕNx
. Sin embargo, enlos 
asos más reales, en los que la solu
ión se en
uentra en un dominio 
errado Ωy, por tanto, no podemos 
onsiderar 
ondi
iones periódi
as sino sólo 
ondi
iones3Nótese que Lij = −J y que se invierte el signo del hamiltoniano 6.4.9, en 
onsonan
ia 
onla nota 6.4.9.
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ión o de su derivada, esta 
ondi
ión sólo es realizablepara las solu
iones ferromagnéti
as y antiferromagnéti
as. En estos 
asos sin(ϕNx
−

ϕNx−1) = 0 o bien sin(ϕ0x
− ϕ−1x

) = 0 en la frontera, dado que en el exteriorsuponemos que el 
ampo se anula. Debido a estas 
ondi
iones en la frontera y a la
ondi
ión 6.6.3 se 
umple que sin(ϕix+1 −ϕix) = 0, ∀ix. Sin embargo, para el restode ex
ita
iones sin(ϕix+1 − ϕix) 6= 0.Veamos 
ómo podemos mimetizar las 
ondi
iones de 
ontorno periódi
as en un
ontexto físi
o. Vamos a 
onsiderar que el sistema anterior se en
uentra a
opladoa un 
ampo externo no nulo en las 
eldas de los extremos del dominio, es de
ir,en ix = 0 o bien en ix = N − 1, lo 
ual puede modelizarse mediante el siguientehamiltoniano:(6.6.4) H = J0x
h0x

~S0x
+ J(N−1)x

h(N−1)x
~S(N−1)x

+
∑

〈ix, jx〉

J ~Six ~Sjx ,donde ~Six = (cosϕix , sinϕix), J0x
, J(N−1)x

∈ R, h0x
= h0 (cosα, sinα), h(N−1)x

=
h(N−1)x

(cosβ, sinβ), α, β ∈ R. Si tenemos en 
uenta que todas las 
antidades sonreales, podemos es
ribir el anterior hamiltoniano 
omo:
H = J0x

h0 (cos(ϕ0x
− α)) + J(N−1)x

h(N−1)x

(

cos(β − ϕ(N−1)x
)
)

+
∑

〈ix, jx〉

J cos(ϕix − ϕix−1).Nótese que J0x
h0x

y J(N−1)x
h(N−1)x

juegan el papel de ~S−1x
y ~SNx

respe
-tivamente y pueden ser �jados externamente mediante un 
ampo que es no nuloúni
amente en las 
eldas 0x y (N −1)x. Por lo tanto, si utilizamos la e
ua
ión 6.6.2en estas 
eldas se obtiene:
∂H

∂ϕ0x

= J sin(△ϕ) − J0x
h0x

sin(ϕ0x
− α) = 0y

∂H

∂ϕ(N−1)x

= J(N−1)x
h(N−1)x

sin(β − ϕ(N−1)x
) − J sin(△ϕ) = 0.De donde se obtienen las siguientes 
ondi
iones:

sin(△ϕ) =
J0x

h0x

J
sin(ϕ0x

− α),

sin(△ϕ) =
J(N−1)x

h(N−1)x

J
sin(β − ϕ(N−1)x

).(6.6.5)Un hamiltoniano 
omo el de�nido en 6.6.4 da lugar a una e
ua
ión de estadosesta
ionarios de la forma:
L(x, |ψ|2)ψ = µψ + j(x),donde j(x) es una fun
ión 
ompleja distinta de 
ero úni
amente en las 
eldas 0x y

(N − 1)x, 
uya amplitud |j(x)| = h0x
en la 
elda 0x y |h(x)| = h(N−1)x

en la 
elda
(N − 1)x, mientras que su fase arg (j(x)) = α en la 
elda 0x y arg (j(x)) = β en la
elda (N − 1)x, de modo que se 
umple 
on la 
ondi
ión 6.6.5.



6.7. DOMINIOS MAGNÉTICOS 153(a) (b)

Figura 6.7.1. Amplitud (a) y fase (b) de las solu
iones 
ondominios magnéti
os. Los máximos de V (x) se han representadomediante 
ír
ulos blan
os. En (b) se han superpuesto �e
has querepresentan la fase en el 
entro de 
ada 
elda, estando el origen delos ángulos en el eje y.Los resultados anteriores se pueden generalizar fá
ilmente al 
aso bidimensionaly han sido utilizados en el 
apítulo anterior para el 
ál
ulo numéri
o de las solu
ionesesta
ionarias distintas de las ferromagnéti
as o antiferromagnéti
as.6.7. Dominios magnéti
osFinalmente, ha
iendo uso de los 
on
eptos desarrollados hasta el momento ybasándonos en la analogía 
on los sistemas magnéti
os, introdu
iremos un nuevotipo de solu
iones en donde se puede observar un fenómeno ópti
o análogo a losdominios magnéti
os en materiales magnéti
os. En 
ristales ele
tróni
os 
on propie-dades magnéti
as un dominio magnéti
o está 
ara
terizado por una magnetiza
iónglobal 
omún a todos los puntos que lo forman. En medios magnéti
os es posibleen
ontrar diferentes regiones en las que apare
en dominios de este tipo. La magne-tiza
ión en 
ada uno de estos dominios puede ser 
ompletamente distinta a la delresto. Puesto que el hamiltoniano magnéti
o del tipo del en
ontrado 
on anterio-ridad permite la existen
ia de este tipo de solu
iones, es natural preguntarse si esposible obtener solu
iones solitóni
as 
on estas 
ara
terísti
as. Efe
tivamente, estassolu
iones son fá
iles de 
al
ular en los 
asos ferromagnéti
o y antiferromagnéti
o.Sin embargo, para las ex
ita
iones sería ne
esario introdu
ir 
ampos externos nosólo en la frontera del dominio Ω sino también en las fronteras de los dominios mag-néti
os, pues se deben 
umplir las 
ondi
iones del anterior apartado. En la �gura6.7.1 se ha representado una solu
ión de este tipo, 
al
ulada 
on el método numé-ri
o des
rito en el apéndi
e D, 
uando F (|ψ|2) = |ψ|2 y V0 = 2. Esta solu
ión estáformada por 
uatro dominios 
on fases independientes. Di
hos dominios tienen for-ma triangular y están separados entre sí por algunas 
eldas en las que la amplitudse anula. Dentro de 
ada dominio la solu
ión es de tipo antiferromagnéti
o. La fasese ha representado no sólo 
on un 
ódigo de 
olores, sino por �e
has situadas en el
entro de 
ada 
elda, 
on el �n de resaltar el aspe
to de los dominios magnéti
os.Nótese que la magnetiza
ión alternada de�nida en 6.4.10, Ma =
∑

î(−1)ix+iySî,
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Figura 6.7.2. Amplitud (a) y fase (b) de φ(x, z) en z = 900la 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión de una solu
ión 
on µ =
−0,10 
omo las presentadas en 6.7.1.es diferente de 
ero y distinta en 
ada dominio. La dire

ión del ve
tor de mag-netiza
ión es la misma que la de las �e
has utilizadas para representar la fase en
ada dominio. Puesto el medio es antiferromagnéti
o, la magnetiza
ión ordinariade�nida en 6.4.10, M =

∑

î Sî, se anula exa
tamente en 
ada dominio.Se ha realizado la simula
ión numéri
a de la evolu
ión de estas solu
iones 
uan-do se perturba del mismo modo en que se hizo en el apartado 5.3.2 del 
apítulo 5.A lo largo de esta simula
ión no se ha observado ningún tipo de inestabiliza
ión enla amplitud o en la fase, 
uando se evolu
iona hasta valores de z muy elevados. Enla �gura 6.7.2 se presenta el 
ampo 
uando z = 900.Las solu
iones 
on dominios magnéti
os son un primer ejemplo de los resulta-dos y nuevos efe
tos que se pueden obtener utilizando la analogía, desarrollada enprofundidad en el presente 
apítulo, entre la modeliza
ión de la luz en sistemas 
oninvarian
ia trasla
ional tipo 
ristal de luz y los modelos de magnetismo utilizadosen estado sólido.



CAPíTULO 7Con
lusionesEn la primera parte de la Tesis se han estudiado los solitones 
uya amplitudes invariante bajo los elementos de un grupo de simetría rota
ional dis
reta. Elresultado bási
o se ha obtenido utilizando herramientas de la teoría de grupos (teo-rema 2.2.13) y, alternativamente, mediante la extensión de la teoría de Blo
h al
aso angular y no lineal (teorema 2.3.2). Gra
ias a este resultado hemos podidoasignar a los distintos solitones 
on simetría rota
ional dis
reta una 
antidad, elpseudomomento angular, la 
ual nos ha permitido dedu
ir una serie de interesantesresultados. En primer lugar hemos podido estable
er algunas 
ondi
iones sobre laforma fun
ional de las solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta (véase el 
aso 2en el 
apítulo 2). Se ha demostrado que el módulo de esta 
antidad presenta unvalor máximo rela
ionado 
on el orden de simetría del grupo (teorema 2.2.22). A
ontinua
ión hemos visto que los solitones 
on simetría rota
ional dis
reta puedenagruparse en tres grandes grupos: los solitones tipo fundamental (2.2.31), vórti
e(2.2.34) o nodal (2.2.32). Hemos dedu
ido que tanto los solitones tipo fundamental
omo los nodales se distinguen de los solitones tipo vórti
e en que aquellos sonne
esariamente fun
iones reales, mientras que estos últimos deben ser fun
iones
omplejas (proposi
iones 2.2.30 y 2.2.33). Gran parte de estos resultados se hanextendido a solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta en medios homogéneos 
uyaamplitud experimenta un movimiento de rota
ión, des
ritas por la e
ua
ión 2.4. A
ontinua
ión se ha estudiado 
ual es el 
omportamiento de la fun
ión que des
ribeel solitón 
er
a del eje de simetría. Se ha dedu
ido que los solitones tipo vórti-
e presentan ne
esariamente una singularidad de fase de 
arga m, donde m es elpseudomomento angular, situada en di
ho eje (proposi
ión 2.5.2), mientras que lossolitones fundamentales y nodales no presentan ninguna singularidad de fase en estepunto (
orolarios 2.5.3 y 2.5.4). Posteriormente se ha dedu
ido que esto impli
a quela vorti
idad 
al
ulada a lo largo de 
ir
uitos en torno a este punto y muy 
er
anosal mismo es igual a m en el 
aso de los solitones tipo vórti
e (2.6.3 y 
orolario2.6.5) y se anula en los otros dos 
asos (proposi
iones 2.6.6, 2.6.9 y 
orolarios 2.6.7,2.6.10). Los resultados expuestos hasta este punto permiten 
atalogar y entendertodas las solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta expuestas en la literatura. En elapartado 2.7 se han interpretado las solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta enredes ópti
amente indu
idas o �bras de 
ristal fotóni
o, solitones en redes de Bessel,ne
kla
e beams, soliton 
lusters o azimutones, en términos de la teoría expuesta.A 
ontinua
ión se ha intentado explotar esta teoría para prede
ir otros tiposde solitones. Para ello se han dividido todos los solitones 
on simetría rota
ionaldis
reta en simples o 
ompuestos, según presenten a lo sumo una úni
a singularidado más de una (de�ni
iones 3.2.1 y 3.4.1). Se ha demostrado que, para las prime-ras, pseudomomento y vorti
idad son indistinguibles (proposi
ión 3.2.3) y que, en155
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onse
uen
ia, la vorti
idad hereda las restri

iones sobre el módulo del pseudomo-mento (teorema 3.2.5). Se han 
al
ulado numéri
amente solitones de este tipo paratodos los pseudomomentos permitidos en sistemas 
on diferentes simetrías dis
re-tas (C2v, C3v, C4v y C6v). Se ha mostrado que las solu
iones obtenidas 
on
uerdan
on los resultados anteriores. Adi
ionalmente, se ha observado que el número delíneas nodales que presentan las solu
iones tipo solitón fundamental o nodal estánrela
ionadas 
on el 
omportamiento frente a los elementos de re�exión del grupo
onsiderado. A 
ontinua
ión, se han bus
ado solu
iones 
on estru
turas de fase más
ompli
adas, en parti
ular 
on líneas nodales radiales y angulares. Se ha demostra-do que estas últimas apare
en debido a la existen
ia de una estru
tura de bandasaso
iada a la periodi
idad del sistema a lo largo de la variable angular. Se han obte-nido solu
iones en la segunda banda prohibida aso
iada a la variable angular paratodos los pseudomomentos permitidos, las 
uales presentan líneas nodales angula-res. Finalmente, se ha observado que los solitones en medios periódi
os apare
enen las bandas prohibidas (esta vez no a las aso
iadas a una variable angular, sinolineal), y se han obtenido solu
iones en la segunda banda prohibida aso
iada a estaperiodi
idad lineal.Posteriormente se han estudiado las solu
iones 
ompuestas. Se ha demostradoque en sistemas 
on simetría rota
ional dis
reta las posi
iones de las singularidadesde fase se en
uentran restringidas por la simetría. En parti
ular se ha mostrado quelas singularidades situadas fuera del eje de simetría apare
en en grupo, y que dadala posi
ión y la fase en una de ellas, se halla determinada la posi
ión y fase en tornoal resto de singularidades del mismo grupo (proposi
ión 3.4.8). Se han 
al
uladonuméri
amente ejemplos de diferentes tipos de solitones 
ompuestos y se ha mos-trado que 
umplen 
on todos los resultados teóri
os expuestos. Se ha mostrado quepara estas solu
iones la vorti
idad no es igual al pseudomomento. Además se haintrodu
ido el 
on
epto de línea de ruptura y se han 
onjeturado algunos resultadosen rela
ión a su posi
ión, basados en observa
iones en los resultados numéri
os.La teoría del psedomomento angular no sólo ha sido utilizada para estudiar lassolu
iones esta
ionarias, sino que se ha utilizado para obtener nuevos resultadosrela
ionados 
on la dinámi
a de los solitones. Se ha mostrado que las solu
iones noesta
ionarias 
uya amplitud presenta simetría rota
ional dis
reta presentan igual-mente pseudomomento angular. Conse
uentemente los resultados expuestos sonapli
ables a solu
iones simétri
as no esta
ionarias. Además se ha demostrado queel pseudomomento angular es una 
antidad 
onservada a lo largo de la propaga
ión(teorema 4.3.2). Posteriormente se ha dedu
ido que se pueden ha
er predi

ionessobre el pseudomomento si la simetría rota
ional del sistema 
ambia a lo largo dela propaga
ión. Se han estudiado dos 
asos: (i) que la simetría del sistema pase de
ontinua (O(2)) a dis
reta Cnv (medio des
rito por la e
ua
ión 4.4.1) y (ii) que lasimetría 
ambie entre dos grupos de simetría dis
reta, Cnv y Cn′v (medio des
ritopor la e
ua
ión 4.4.2) . En el primer 
aso se ha obtenido la regla de transforma
iónentre el momento angular en O(2) y el pseudomomento angular en Cnv (proposi-
ión 4.4.3). En el segundo 
aso se ha obtenido la regla de transforma
ión entre elpseudomomento en el primer medio 
on simetría Cnv y el pseudomomento en elsegundo medio 
on simetría Cn′v (proposi
ión 4.4.4), y se ha demostrado que, eneste 
aso, la regla presenta una restri

ión adi
ional sobre los posibles valores delpseudomomento en el segundo medio en fun
ión de la rela
ión entre los ordenes de



7. CONCLUSIONES 157ambos grupos de simetría (observa
ión 4.4.5). Para tradu
ir estas reglas en 
on-
lusiones sobre la vorti
idad es ne
esario estudiar el 
ara
ter simple o 
ompuestode la solu
ión a lo largo de la propaga
ión. Si se puede asumir que la solu
ión esde tipo simple, enton
es estas reglas son apli
ables dire
tamente a la vorti
idad.En este 
aso podemos introdu
ir un álgebra de vorti
idad basada en varios tiposde transforma
iones de vorti
idad, tal y 
omo se introdu
e en el apartado 4.4.2. Sehan presentado ejemplos numéri
os de este tipo de transforma
iones. Los métodosnuméri
os utilizados se des
riben en el apéndi
e D, donde además se obtiene unmétodo que permite generalizar el método de diferen
ias �nitas a mallados irregu-lares. Finalmente se ha estudiado la rela
ión entre la vorti
idad y el pseudomomentoangular en el 
aso más general de solu
iones 
ompuestas. Se ha observado que am-bas 
antidades se hallan rela
ionadas a través del número de singularidades de faseen
erradas por el 
ir
uito a lo largo de 
ual se 
al
ule la vorti
idad (proposi
ión4.5.3). Se han mostrado ejemplos numéri
os en los que se ha 
omprobado numéri-
amente esta rela
ión y en los que se observa que las transforma
iones de vorti
idadse produ
en mediante la genera
ión de vórti
es en el eje de simetría. También seobserva que las posi
iones de estas singularidades a lo largo de la propaga
ión sehallan rela
ionadas por las propiedades de simetría, tal y 
omo se prede
ía en laproposi
ión 3.4.8. Dejamos para trabajos posteriores el estudio de 
ómo se produ
eesa transforma
ión de una solu
ión simple 
on momento o pseudomomento angularbien de�nido a otra fun
ión 
uyo número de singularidades des
ono
emos y de laque sólo 
ono
emos el valor de su pseudomomento angular y, por tanto, sus propie-dades de simetría. Estudiaremos también las traye
torias de estas singularidades y
ómo se pueden modi�
ar estas traye
torias mediante el uso de distintos medios.Asimismo dejamos para trabajos posteriores el estudio de la rela
ión entre las ban-das aso
iadas a la periodi
idad en la variable angular y las bandas aso
idas a laperiodi
idad en variables lineales. Finalmente, dejamos para investiga
iones futurasel efe
to de la velo
idad de rota
ión de la amplitud de los solitones en las solu
ionesrotatorias sobre su pseudomomento angular.En la segunda parte de la Tesis se han estudiado las solu
iones no lineales 
uyaamplitud es periódi
a, es de
ir, invariante bajo los elementos de un grupo de sime-tría trasla
ional dis
reta. Se ha obtenido que estas solu
iones no lineales también sepueden 
ara
terizar mediante un pseudomomento, en este 
aso aso
iado a las 
oor-denadas transversales (véase teorema 5.2.2 y de�ni
ión 5.2.4). Nuevamente se halogrado imponer algunas 
ondi
iones sobre la forma fun
ional de estas solu
iones,siempre que su amplitud 
umpla 
on la 
ondi
ión de simetría trasla
ional (teorema5.2.2). También se han estable
ido las 
otas sobre el valor del pseudomomento lineal(
orolario 5.2.13) y se han presentado ejemplos numéri
os de solu
iones en sistemasperiódi
os 
uadrados 
on algunos de los pseudomomentos permitidos. A 
ontinua-
ión se ha estudiado la dinámi
a de estas solu
iones. Por un lado se ha demostradoque el pseudomomento lineal se 
onserva a lo largo de la propaga
ión (teorema5.3.1). Por otro se ha estudiado la estabilidad de estas solu
iones en fun
ión delpseudomomento (apartado 5.3.2).La semejanza de estos solitones a un sistema de ele
trones en un 
ristal invitabaa ser más ambi
ioso, extendiendo su estudio más allá de una simple extensión de losresultados obtenidos en el 
aso de invarian
ia rota
ional. Por lo tanto se ha inten-tado profundizar en el estudio de ellas utilizando las herramientas del estado sólidoy la materia 
ondensada. En primer lugar se ha demostrado que estos solitones



158 7. CONCLUSIONESpresentan la propiedad fundamental de los sólidos 
ristalinos, es de
ir, ordena
iónde largo al
an
e. En este sentido, en la se

ión 6.3 se ha obtenido formalmente lasfun
iones que juegan el papel de la fun
ión de onda de los iones en una red (lasfun
iones de Wannier no lineales) y se ha mostrado que se puede es
ribir la a

ión(e
. 6.3.2), el hamiltoniano (e
. 6.3.3), las e
ua
iones de movimiento (e
. 6.3.4), et
.en términos de una red dis
reta de 
oe�
ientes de idénti
o módulo. A 
ontinua-
ión se ha dado un paso más, mostrando en el apartado 6.4 que se puede expresarel hamiltoniano, a

ión, et
. del sistema de manera análoga a 
omo se expresanen el 
aso de sólidos magnéti
os. Y se ha reprodu
ido el modelo xy de este tipode sistemas (e
. 6.4.9). En este punto es importante determinar 
úal es el estadofundamental y 
ómo se ordenan las ex
ita
iones de éste. Basándonos en el estudiode estabilidad realizado en el apartado 5.3.2 y en el 
ál
ulo de los 
oe�
ientes, seha dedu
ido que el estado fundamental es el antiferromagnéti
o. Se ha 
ontinuado,pues, estudiando la dinámi
a de la fase de las ex
ita
iones sobre el estado fudamen-tal. Se han obtenido las e
ua
iones que des
riben las ondas de espín (e
s. 6.5.10)y se han resuelto para las ex
ita
iones (e
. 6.5.11). De este modo se ha vuelto aobtener una 
antidad rela
ionada 
on el pseudomomento lineal obtenido anterior-mente. Además se ha podido obtener una rela
ión entre la 
onstante de propaga
iónaso
iada al estado fundamental y la de las ex
ita
iones (e
. 6.5.14), la 
ual se hapodido 
omprobar numéri
amente. En el apartado 6.6 se ha estudiado el 
on
eptode �ujo en este tipo de solu
iones (véase de�ni
ión 6.6.1) y 
ómo intera

ionan 
onun 
ampo externo. La teoría presentada sirve 
omo base para obtener predi

ionessobre nuevos efe
tos, de los que se ha mostrado un ejemplo en el último apartado:las solu
iones 
on dominios magnéti
os.El trabajo realizado está siendo difundido en diversos artí
ulos 
ientí�
os, algu-nos de los 
uales ya han sido publi
ados en revistas interna
ionales de alto índi
e deimpa
to. En la ref. [248℄ se han in
luido las demostra
iones detalladas de los teo-remas de 
lasi�
a
ión de las solu
iones 
on simetría rota
ional dis
reta (th. 2.2.13),de valor máximo del pseudomomento angular (th. 2.2.22), de la 
onserva
ión delpseudomomento angular (th. 4.3.2) y de la regla de paso de m entre medios 
ondistintas simetrías (prop. 4.4.3). También se han in
luido los 
ál
ulos de solu
ionessimples 
on todos los pseudomomentos en C4v y C6v presentados en el 
apítulo 3. Elestudio del 
omportamiento de las solu
iones 
er
a del eje de simetría rota
ional enel 
aso de vórti
es (resultados 2.5.2 y 2.6.3 de los apartados 2.5 y 2.6) será publi
a-do en la ref. [249℄. El estudio de las ex
ita
iones angulares en el 
aso de solu
ionestipo vórti
e des
ritas en el apartado 3.3 han sido publi
adas en [219℄. El estudiodel 
omportamiento de la fun
ión 
er
a del eje de simetría en los 
asos fundamentaly nodal (apartados 2.5 y 2.6), 
ombinado 
on el estudio del 
omportamiento de lasolu
ión 
uando el sistema es también simétri
o respe
to a las re�exiones y 
on elestudio de las ex
ita
iones angulares en estos 
asos (apartado 3.3) se in
luirá enla ref. [250℄. El estudio de las ex
ita
iones en la segunda banda en medios perió-di
os se publi
ará en [251℄, mientras que su extensión a solu
iones tipo vórti
e sepubli
ará en [252℄. Dado que los sistemas periódi
os pueden presentar defe
tos, seestá desarrollando el estudio de las solu
iones esta
ionarias no lineales en presen
iade estos defe
tos [253℄. Por otra parte, la presen
ia de bandas angulares aso
iadasa la simetría rota
ional dis
reta y el pseudomomento angular (véase apartado 2.3)dará lugar al estudio de gap solitons angulares [254℄. En la ref. [255℄ se re
ogerá



7. CONCLUSIONES 159el estudio de los 
lusters de vórti
es, o solu
iones 
ompuestas, desarrollado en elapartado 3.4.El teorema de valor máximo de la vorti
idad (th. 3.2.5) apli
ado a �bras de
ristal fotóni
o fue publi
ado en [216℄, mientras que la transmuta
iones de vorti
i-dad in
luidas en la regla 4.4.3 y des
ritas en el apartado 4.4.2 fueron publi
adas en[217℄, en el 
aso de inversiones de vorti
idad apli
adas a ópti
a no lineal, y en laref. [222℄, en el 
aso de redu

iones e inversiones de vorti
idad lineales y apli
adasa 
ondensados de Bose-Einstein. En la ref. [256℄ se in
luirá el estudio de las trans-forma
iones entre medios dis
retos y se diseñará un dispositivo 
apaz de 
ontrolarla 
arga topológi
a a lo largo de la propaga
ión basado en 
as
adas de interfasesentre medios 
on distinto orden de simetría dis
reta. En la ref. [257℄ se in
luirá unestudio detallado de genera
ión de singularidades de fase en interfases entre medios
on distinta simetría, utilizando 
on
eptos desarrollados en el apartado 4.5. El es-tudio de las traye
torias de fase en medios formados por se

iones alternadas 
ondistintos órdenes de simetría y no-linealidades autoenfo
antes o desenfo
antes serádes
rito en [258℄. Finalmente, en [259℄ se re
ogerá el estudio de las traye
torias delos vórti
es generados en interfases entre medios 
on distintas simetrías en presen
iade poten
iales de tipo parabóli
o.Por otra parte, el estudio de los sistemas formados por solitones 
on invarian
iatrasla
ional también dará lugar a una serie de publi
a
iones. Entre estas, 
itamos laref. [224℄, en la que se demuestra que en estas 
ondi
iones la luz se 
omporta 
omoun super�uido, y la ref. [260℄, en la que se estudian las propiedades magnéti
as deestos sistemas, tal y 
omo se hizo en el 
apítulo 6.Por último, se han realizado 
ontribu
iones en el 
ampo de las diferen
ias �-nitas generalizadas, tal y 
omo se des
ribe en el apéndi
e D. En parti
ular se hademostrado que, en dos dimensiones, la interpola
ión ne
esaria para desarrollar es-tos métodos es fa
tible si la malla se basa en redes de Coatmèle
 [245℄. Finalmente,en la ref. [244℄ se desarrolló un método de diferen
ias �nitas generalizadas basadoen este tipo de interpola
ión.





APÉNDICE AObten
ión de las e
ua
iones y nota
iónCon el �n de �jar la nota
ión, vamos a mostrar 
ómo la e
ua
ión de S
hrödingerno lineal puede modelizar el 
omportamiento de la luz, bajo 
iertas hipótesis. Laderiva
ión de esta e
ua
ión se puede 
onsultar en libros 
omo [7℄.Las e
ua
iones de Maxwell se pueden rees
ribir para el 
ampo elé
tri
oE(x, z, t)
omo la siguiente e
ua
ión:(A.0.1) ∇2E− 1

c2
∂2E

∂t2
=

1

ε0c2
∂2P

∂t2
,donde c es la velo
idad de la luz, ε0 es la permitividad dielé
tri
a del va
ío y Pes la polarizabilidad. Esta e
ua
ión des
ribe el 
omportamiento en las 
oordenadasespa
iales1 (x, z) y el tiempo del 
ampo ve
torial E aso
iado a una onda ele
tro-magnéti
a. Vamos a estudiar la propaga
ión de esta onda en el interior de un mediodistinto del va
ío. La des
rip
ión de la intera

ión entre el medio y la onda puedeinvolu
rar me
anismos físi
os 
omplejos, pero de manera efe
tiva se ha re
ogido enla varia
ión de la polarizabilidad P o momento dipolar indu
ido por el 
ampo ele
-tromagnéti
o por unidad de volumen. En el 
aso lineal esta polarizabilidad puedeser des
rita en términos del 
ampo 
omo:

P(x, z, t) = PL(x, z, t) = ε0

∫

χ(1)(t− t′)E(x, z, t′)dt′,donde la 
onstante χ(1) es la sus
eptibilidad lineal del medio y donde se ha supuestoque la respuesta del medio es lo
al, es de
ir, no involu
ra al 
ampo en otras posi-
iones del espa
io. Sin embargo, en ópti
a no lineal la respuesta del medio es más
ompli
ada, y se modeliza generalizando la anterior e
ua
ión [3℄. En este apéndi
evamos a tomar la polarizabilidad 
omo P(x, z, t) = PL(x, z, t)+PNL(x, z, t), donde
PL se ha expresado en la anterior e
ua
ión y:

PNL(x, z, t) =

ε0

∫ ∫ ∫

χ(3)(t− t1, t− t2, t− t3) × E(x, z, t1)E(x, z, t2)E(x, z, t3)dt1dt2dt3,donde χ(3) es el tensor de sus
eptiblidad de ter
er orden, × representa el produ
totensorial y donde de nuevo se supone que la respuesta del medio es lo
al. El tensorde sus
eptibilidad de segundo orden se puede despre
iar en medios 
entrosimétri
os,es de
ir, en los que exista simetría de inversión [3℄. Este tensor es muy relevante,sin embargo, en el estudio de los solitones 
uadráti
os. Además supondremos quela 
ontribu
ión de tensores de sus
eptibilidad de mayor orden es despre
iable.1Es
ribimos las 
oordenadas transversales x = (x, y) y la axial z separadas explí
itamenteporque vamos a estudiar medios 
on simetría axial.161



162 A. OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES Y NOTACIÓNSi se supone que la respuesta del medio es instantánea se pueden es
ribir lasus
eptibilidad de ter
er orden 
omo [7℄:
PNL(x, z, t) = ε0χ

(3) × E(x, z, t)E(x, z, t)E(x, z, t).Supongamos ahora que la onda ele
tromagnéti
a es quasi-mono
romáti
a 
en-trada en la fre
uen
ia ω0, de modo que podemos es
ribir el 
ampo elé
tri
o 
omo:
E(x, z, t) =

1

2
x̂
[

E(x, z, t)e−iω0t + c.c.
]

,donde x̂ es un ve
tor unitario que indi
a la polariza
ión y E(x, z, t) es una fun
ión
ompleja 
on una dependen
ia suave en t. Supongamos también que el 
ampo man-tiene su polariza
ión a lo largo de la propaga
ión en z, es de
ir, que x̂ es 
onstante.Además, suponemos que PNL no involu
ra fre
uen
ias distintas de ω0. En estas
ondi
iones se puede es
ribir:
PNL(x, z, t) ≈ ε0εNLE(x, z, t),donde εNL = 3

4χ
(3)
xxxx|E(x, z, t)|2, según [7℄, y PNL es ahora una variable es
alar.Asimismo se puede es
ribir PL(x, z, t) = ε0χ

(1)
xxE(x, z, t). La parte lineal de la po-larizabilidad puede ser rees
rita en términos de un índi
e de refra

ión lineal n0
omo n0 = ℜ(χ

(1)
xx ) mientras que la parte no lineal de la polarizabilidad da lugar aun índi
e de refra

ión nNL = n2|E(x, z, t)|2 donde n2 se obtiene a partir de χ(3)

xxxx.Si el medio no es homogéneo en las variables transversales, tanto χ(1) 
omo χ(3)dependerán de x. Esta dependen
ia se tradu
irá en que tanto n0 
omo n2 dependende x, es de
ir, n0 = n0(x) y n2 = n2(x). Los medios para los que se 
umplen estashipótesis, en parti
ular, que se pueden despre
iar todas las sus
eptibilidades de or-denes mayor a la de ter
er orden y que las intera

iones no involu
ran a fre
uen
iasdistintas de ω0, se 
ono
en 
omo medios Kerr.Consideremos el 
aso mono
romáti
o, es de
ir, supongamos que la dependen
iadel tiempo está 
ompletamente de�nida por ω0 y por tanto E(x, z, t) = E(x, z).En medios 
on simetría axial, donde el haz de luz se propaga a lo largo del eje z(
omo, por ejemplo, al 
aso de �bras ópti
as) podemos es
ribir esta variable 
omo:
E(x, z) = Ψ(x, z)eiβ0z,donde β0 = k0n0, k0 = 2π

λ
, λ = 2πc

ω0
y Ψ(x, z) es la envolvente del haz luminoso. Deeste modo hemos separado una parte de varia
ión rápida 
on z en el término eiβ0zde la parte de varia
ión suave Ψ(x, z).Introdu
iendo el 
ampo E(x, z) en la e
ua
ión A.0.1 y bajo todos los supuestosanteriores se puede obtener la e
ua
ión no paraxial:

∂2Ψ(x, z)

∂z2
= −

(

∇2
t + k2

0n
2
0(x) + k2

0γ(x)|Ψ(x, z)|2
)

Ψ(x, z),donde ∇2
t = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 y γ(x) se obtiene a partir de χ(3). Si realizamos un 
ambiode variables de modo que (x′, z′) = k0(x, z) podemos es
ribir la anterior es
ua
ión
omo:
∂2Ψ(x′, z′)

∂z′2
= −

(

∇2
t + n2

0(x
′) + γ(x′)|Ψ(x′, z′)|2

)

Ψ(x′, z′).



A. OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES Y NOTACIÓN 163Supongamos además que Ψ(x′, z′) varía lentamente 
on z, de modo que sepuede es
ribir 
omo Ψ(x′, z′) = φ(x′, z′)einrz
′ , donde �jaremos la 
onstante nrmás adelante. Introdu
iendo esta expresión para Ψ(x′, z′) en la e
ua
ión anterior, ydespre
iando la derivada de segundo orden de φ(x′, z′), dado que 
omo esta 
antidadvaría suavemente 
on z′ podemos 
onsiderar sólo derivadas de primer orden, seobtiene:

2nri
∂φ(x, z)

∂z
= −

(

∇2
t + (n2

0(x) − n2
r) + γ(x)|φ(x, z)|2

)

φ(x, z),donde se han eliminado las primas de las variables espa
iales para simpli�
ar lanota
ión. Si es
ribimos V (x) = −(n2
0(x) − n2

r), y realizamos el 
ambio de variable
z′′ = z

2nr
la anterior e
ua
ión en términos queda:

i
∂φ(x, z′′)

∂z′′
= −

(

∇2
t − V (x)) + γ(x)|φ(x, z′′)|2

)

φ(x, z′′),que es la e
ua
ión de S
rödinger no lineal que estudiaremos a lo largo de la Tesis.Tomaremos el valor de nr de modo que V (x) sea positivo. Por ejemplo, las �bras de
ristal fotóni
o son �bras de un material de índi
e de refra

ión nm en las que sehan pra
ti
ado agujeros longitudinalmente de modo que la estru
tura transversal esuna red 
omo las presentadas en las �guras 3.2.1 (
) y (d). En este 
aso tomaremos
nr igual al del aire, de modo que V (x) sea positivo.Para medios Kerr autoenfo
antes γ(x) > 0, ∀x mientras que para medios Kerrdesenfo
antes γ(x) > 0, ∀x. Se puede obtener que la anterior e
ua
ión es válidaen medios saturables si la parte no lineal es 1

1+s|φ(x,z′′)|2 , 
on s ∈ [0, 1] y en sis-temas fotorrefra
tivos la parte no lineal tiene una expresión similar. Por lo tanto,
onsideraremos en general la e
ua
ión:
i
∂φ(x, z)

∂z
= −

(

∇2
t − V (x) + F

(

x, |φ(x, z)|2
))

φ(x, z),donde eliminamos las primas de la variable z para simpli�
ar la nota
ión y donde
F
(

x, |φ(x, z)|2
) puede tomar una de estas formas fun
ionales o in
luso involu
rartérminos no lineales de órdenes superiores, 
omo en el 
aso de la no linealidad
úbi
o-quínti
a.





APÉNDICE BCon
eptos previos de teoría de gruposLos 
on
eptos presentados en la presente apéndi
e se pueden 
onsultar en librosgeneralistas sobre teoría de grupos, 
omo los que se re
ogen en las referen
ias [218,229, 230, 231℄.Defini
ión B.0.1. Se denomina grupo G a un 
onjunto de elementos a, b, c, . . .y a una ley de 
omposi
ión ◦ tal que se satisfa
en las siguientes 
ondi
iones:1. Si a ∈ G y b ∈ G , enton
es a ◦ b ∈ G2. La 
omposi
ión es aso
iativa, es de
ir, a◦ (b◦ c) = (a◦ b)◦ c si a, b, c ∈ G.3. El 
onjunto 
ontiene un elemento identidad e, tal que ∀a ∈ G se 
umple
a ◦ e = e ◦ a = a.4. ∀a ∈ G existe un elemento inverso b ∈ G tal que a ◦ b = b ◦ a = e. Sedenota b = a−1.Se denomina orden del grupo g al número de elementos que forman el grupo. Elorden del grupo puede ser �nito o in�nito. Los grupos se denominan �nitos o in�-nitos según su orden sea �nito o in�nito. Los grupos in�nitos 
uyos elementos sonfun
iones 
ontinuas de una serie de parámetros se denominan grupos 
ontinuos.Nótese que la opera
ión de 
omposi
ión no es en general 
onmutativa. Losgrupos para los que se 
umple que a ◦ b = b ◦ a para todos los elementos del grupose denominan grupos abelianos. Un grupo 
uyos elementos son la identidad e ylas poten
ias de un úni
o elemento, es de
ir, a, a2, . . . se denomina grupo 
í
li
o. Sipara algún p ∈ N se 
umple que ap = e el grupo será de orden �nito. Evidentementelos grupos 
í
li
os son abelianos.Sea a, b ∈ G. Al elemento c = b ◦ a ◦ b−1 se le denomina elemento 
onjugadode a. El 
onjunto de todos los elementos mutuamente 
onjugados se denomina
lase de 
onjuga
ión o simplemente 
lase. Todo grupo de orden �nito puede serdes
ompuesto en 
lases de elementos 
onjugados.Sea G un grupo de orden g. Sea G′ un 
onjunto de g′ < g elementos de G. Sitodas las 
ombina
iones de 
omposi
ión de los elementos de G′ pertene
en a su veza G, de
imos que aquel 
onjunto es un subgrupo de G y lo denotamos 
omo G′ ⊂ G.Un movimiento T en Rk es una transforma
ión geométri
a1 que asigna a 
ada

x ∈ Rk otro ve
tor T (x) ∈ Rk 
onservando las distan
ias entre puntos. Es de
ir,sean x,x′ ∈ Rk y d(x,x′) la distan
ia entre ambos ve
tores, para el movimiento
T se 
umple que d(x,x′) = d (T (x), T (x′)). Se puede de�nir una apli
a
ión linealo afín aso
iada a 
ada movimiento. Los movimientos 
umplen que la apli
a
ióninversa de un movimiento es, a su vez, un movimiento y que la apli
a
ión su
esivao 
omposi
ión de dos movimientos es también un movimiento. Denotaremos la1La de�ni
ión de transforma
ión geométri
a de un espa
io afín eu
lideo se puede 
onsultaren 
ualquier libro de introdu

ión al álgebra lineal. Se espe
i�
a aquí la de�ni
ión de movimientopor 
laridad. 165
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ión de 
omposi
ión de dos movimientos T y S, simplemente 
omo TS. Esfá
il ver que el 
onjunto de todos los movimientos en el plano forma un grupo bajola opera
ión de 
omposi
ión. A este grupo se le denomina grupo de movimientos enel plano y se denota 
omo E(R2).Por otra parte se pueden obtener las e
ua
iones ve
toriales de un movimiento
T en Rk. Di
has e
ua
iones son de la forma T (x) = B+Mx donde B es un ve
torde dimensión k y M es una matriz de dimensión k× k. La apli
a
ión es lineal si Bes idénti
amente nulo y es una a�nidad en otro 
aso.Supongamos que x = (x, y) ∈ R2. Cualquier movimiento en el plano se puede
onstruir realizando la 
omposi
ión de los siguientes tres tipos de movimientos:1. Rota
iones de un ángulo determinado en torno a un eje perpendi
ular alplano y que lo 
orta en xs. Denotamos este tipo de transforma
iones por

Cα, donde el ángulo girado es α. Si el ángulo girado es p 2π
n


on n ∈ N,
p ∈ N ∪ 0, denotaremos las rota
iones 
omo Cpn.2. Re�exiones en el plano respe
to a un eje dado. Denotamos por σs estetipo de transforma
iones, donde s es el eje respe
to al que se realiza lare�exión.3. Desplazamientos paralelos o trasla
iones de todos los puntos una distan
ia
a ∈ R determinada una dire

ión dada por el versor de norma unitaria
~ua. Los denotaremos 
omo Pa donde a = a~ua.Las trasla
iones son a�nidades y 
umplen que M es la matriz identidad y B esdistinto de 
ero. Las rota
iones y re�exiones son apli
a
iones lineales 
uya matriz

M tiene una expresión bien 
ono
ida. Se denomina transforma
iones fundamentalesa estos tres tipos de transforma
iones.Se denota 
omo O(2) al 
onjunto de todas las rota
iones posibles en torno aun eje que 
orta en xs y todas las re�exiones en planos que 
ontienen di
ho eje.Este grupo es de orden in�nito y se demuestra que las matri
es aso
iadas a di
hasapli
a
iones son todas las matri
es reales ortogonales posibles de dimensión k = 2y determinante igual a ±1. Se denota 
omo SO(2), o bien O+(2), al grupo quein
luye sólo las rota
iones y los determinantes de las matri
es 
orrespondientes sonsiempre +1 (lógi
amente las matri
es aso
iadas a re�exiones tienen determinante
−1).En el 
aso de las rota
iones de ángulo p 2π

n

on n ∈ N, p ∈ N ∪ 0, se 
umpleque CpnCqn = Cp+qn y que CpnC−p

n = C−p
n Cpn = E donde E es la transforma
iónidentidad. Nótese también que Cnn = E. Es fá
il ver que también se 
umple lapropiedad aso
iativa. Luego el 
onjunto de las rota
iones Cpn 
on p = 1, . . . , n − 1junto 
on la identidad es un subgrupo del grupo O(2) de orden g = n. Se denotaeste grupo 
omo Cn, siendo sus elementos E,C1

n, . . . , C
n−1
n , y se 
ono
e 
omo grupode rota
iones de orden n. Se di
e enton
es que el eje de rota
ión es de orden n.Es fá
il demostrar que la re�exión σs junto 
on E también forman un subgrupode O(2) de orden g = 2.Asimismo, el 
onjunto de las rota
iones y las re�exiones forman también unsubgrupo de orden �nito de O(2). Se denota este grupo 
omo Cns. Si se 
onsideran

n re�exiones en n planos que 
ontienen al eje de rota
ión de orden n y separadosun ángulo π
n
entre sí, el grupo se denomina Cnv.Por último, dado que la apli
a
ión su
esiva de dos trasla
iones de distan
ias d1y d2 es a su vez una trasla
ión de distan
ia d1 + d2 y 
omo la 
omposi
ión de unatrasla
ión de distan
ia d1 y otra de distan
ia −d1 es la identidad y se 
umple la
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iativa, las trasla
iones junto 
on la identidad E también forman ungrupo. En este 
aso su orden g es in�nito.Sea H una �gura en el plano. Un movimiento apli
ado a los puntos de H tal quegenera una �gura H ′ idénti
a a la ini
ial se denomina transforma
ión de simetría.Se 
ono
e 
omo grupo de simetría de la �gura al 
onjunto de las transforma
ionesde simetría de una �gura.Nótese que los movimientos de tipo trasla
ión sólo pueden ser transforma
ionesde simetría si la �gura es in�nita. Por lo tanto, el grupo de simetría de una �gura�nita sólo puede in
luir movimientos de rota
ión y/o re�exiones. Por otra parte,di
hos movimientos lineales (rota
iones, re�exiones y rota
iones-re�exiones) dejan�jo al menos un punto de la �gura. Por esta razón, los grupos de simetría de �guras�nitas se denominan grupos puntuales. Di
hos grupos son los subgrupos de orden�nito del grupo O(2).Sean G y G′ dos grupos distintos de orden g. Se di
e que G y G′ son isomorfossi existe una 
orresponden
ia uno a uno entre sus elementos tal que se preservanlas opera
iones de 
omposi
ión. Asimismo, si existe una 
orresponden
ia tal que a
ada elemento de G le 
orresponde un úni
o elemento de G′, pero a 
ada elementode G′ le 
orresponden varios elementos del grupo G, y la 
omposi
ión de elementosse mantiene, enton
es ambos grupos son homomorfos.Sea f(x) una fun
ión de�nida en R2. Sea Ti una transforma
ión 
ualquierapertene
iente al grupo de transforma
iones G. Se de�ne el operador Ti 
omo:(B.0.2) Tif(x) = f(T−1
i x),donde T−1

i es el inverso de la transforma
ión. Se demuestra que el 
onjunto deoperadores T1, T2, . . . forma un grupo G que es isomorfo a G bajo la opera
ión de
omposi
ión de apli
a
ión su
esiva de los operadores.Se denomina grupo de simetría de una fun
ión al 
onjunto de o�pe�ra�do�res de�-nidos de este modo bajo los que se 
umple que:
Tif(x) = f(x)Sea G un grupo de orden �nito g. Si el grupo de operadores lineales T de�nidoen un espa
io ve
torial Ln de dimensión n, es homomorfo a G enton
es se di
eque T es una representa
ión de G. Sea D un 
onjunto de matri
es de la mismadimensión. Si, bajo la opera
ión de 
omposi
ión de produ
to matri
ial, forman ungrupo homomorfo a G enton
es D es una representa
ión matri
ial de G. Si en elespa
io Ln elegimos una base y expresamos los operadores de T matri
ialmente, apartir de una representa
ión obtenemos una representa
ión matri
ial. Denotamosesta representa
ión matri
ial 
omo D(T ). Nótese que para 
ada elemento de Tobtenemos una matriz. Las matri
es 
orrespondientes a distintos elementos delgrupo no tienen por qué ser distintas.Supongamos que en el espa
io Ln existe una representa
ión T del grupo G.Evidentemente, para todo ve
tor φn ∈ Ln se 
umple que Tiφn ∈ Ln, donde Ti ∈ Tes uno de los elementos de T . De
imos, por lo tanto, que Ln es 
errado o invariantefrente a T . Si elegimos una base de Ln, a partir de T podemos obtener una repre-senta
ión matri
ial D(T ). Supongamos que en el espa
io Ln existe un subespa
io

Lm, m < n, tal que sus elementos son invariantes frente a D(T ). Es de
ir, se 
umpleque si φn ∈ Lm enton
es D(T )φn ∈ Lm. Enton
es de
imos que la representa
ión
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ial es redu
ible. En 
aso 
ontrario de
imos que es irredu
ible. Podemos elegiruna base en Lm de modo que las matri
es de la representa
ión irredu
ible D(p)(T )sean de dimensión m. Si el grupo es �nito y la representa
ión matri
ial D(T ) esredu
ible, enton
es ésta se puede expresar 
omo suma dire
ta de matri
es 
uyadimensión es la de los subespa
ios invariantes en los que se puede des
omponer
Ln. Es de
ir, si Ln se puede des
omponer en k subespa
ios invariantes, enton
es
D(T ) =

∑k
i=1D

i
(mi×mi)

(T ), donde el símbolo de sumatorio se re�ere a suma di-re
ta de matri
es y las Di
(mi×mi)

(T ) son las matri
es que a
túan en el subespa
ioinvariante i-ésimo de dimensión mi < n. En este 
aso de
imos que la representa
ión
D(T ) es totalmente redu
ible. En general, pueden haber matri
es repetidas en estesumatorio. La dimensión de la representa
ión i-ésima es igual a la dimensión delsubespa
io invariante 
orrespondiente.En teoría de grupos se demuestra que el número de representa
iones irredu
iblesposibles de un grupo es igual al número de 
lases de 
onjuga
ión de un grupo. Comoel número de 
lases en un grupo de orden �nito es a su vez �nito, se 
umple por lotanto que su número de representa
iones irredu
ibles distintas también es �nito.Se de�ne 
ará
ter χ(D(T )) de una representa
ión 
omo la traza de la matriz
orrespondiente, esto es, χ(D(T )) =

∑

iDii(T ) . Es fá
il ver que los 
ara
teres delos elementos de la misma 
lase 
oin
iden.Sea T un grupo de operadores de orden g 
on k 
lases distintas. Para 
adauna de las representa
iones irredu
ibles Dj(T ), j = 1, . . . , k, tenemos g matri
es
on k 
ara
teres distintos. La variable j ∈ Q sirve, por lo tanto, para denotar a
ada una de las posibles representa
iones irredu
ibles distintas. A esta variable sela denomina índi
e de la representa
ión.Además los 
ara
teres de las distintas matri
es 
umplen 
iertas rela
iones deortogonalidad, que se pueden 
onsultar en las referen
ias [218, 229, 230, 231℄. Porlo tanto, estos 
ara
teres están 
ompletamente determinados para 
ada una de lasmatri
es de las representa
iones irredu
ibles.Con todo lo presentado más arriba es útil obtener y presentar la informa
iónsobre los grupos de orden �nito en tablas de 
ara
teres, donde se representan los
ara
teres de todas las matri
es aso
iadas a las k 
lases del grupo de las k repre-senta
iones irredu
ibles. Se pueden 
onsultar estas tablas [218, 229, 230, 231℄.Generalmente, se denota 
on los símbolos A o B a las representa
iones unidimen-sionales y 
on el símbolo E a las bidimensionales.En el 
aso de grupos abelianos, 
omo ne
esariamente el número de 
lases esigual al número de elementos del grupo, las representa
iones irredu
ibles deben serunidimensionales. Por lo tanto, para estos grupos, matriz y 
ara
ter 
oin
iden.El grupo de simetría Cn es isomorfo a un grupo 
í
li
o de orden n por tanto se
umple que:
D(Ci) = χ(D(Ci)) = ei

2π
n
l,
on l = 0, . . . , n − 1 y donde Ci es alguno de los elmentos de Cn. Es de
ir,los 
ara
teres 
oin
iden 
on la raíz l-ésima de la unidad y estos números de�nen larepresenta
ión irredu
ible 
orrespondiente. Sin embargo, el grupo Cnv no es abelianoy 
ontiene n− 2 representa
ion bidimensionales.En la �gura B.0.1 se presenta, para 
ada representa
ión irredu
ible j de los gru-pos C3v y C4v 
ómo se transforma la fun
ión ante los elementos de rota
iones, Cknv,del grupo 
orrespondiente. El grupo C3v presenta una representa
ión irredu
ible
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Figura B.0.1. Representa
ión de la tabla de 
ara
teres de losgrupos (a) C3v y (b) C4v bajo los elementos de rota
ión del grupo.En (a) ε = exp(i 2π3 ) y en (b) ε = exp(iπ2 ).unidimensional y dos bidimensionales, mientras que C4v presenta dos representa-
iones irredu
ibles unidimensionales y dos bidimensionales. Las �e
has representanrota
iones del ángulo 
orrespondiente, es de
ir, 0, π3 y 2π
3 para C3v o 0, π2 , π y 3π

2 pa-ra C4v. Junto a estas se representa el autovalor k que 
umple que Cknvψ = kψ. Estevalor, da idea de 
ómo se transforma la fun
ión ante la a

ión del elemento delgrupo. Para C3v los valores de k son siempre multiplos de ε = exp(i 2π3 ), mientrasque para C4v los valores de k son siempre multiplos de ε = exp(i 2π4 ) (en generalson multiplos de ε = exp(i 2π
n

)). Las representa
iones donde k 6= 1 para todas las
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Figura B.0.2. Esquema de las representa
iones irredu
iblespara los grupos (a) C3v (b) C4v y (
) C6v. Las �e
has representan
ada una de las representa
iones irredu
ibles y se representa juntoa ellas 
ómo se 
omportan ante una rota
ión de 2π
n
, n = 3, 4, 6. En(a) ε = exp(i 2π3 ) , en (b) ε = exp(iπ2 ) y en (
) ε = exp(iπ3 ).rota
iones son bidimensionales. En este 
aso, para los grupos C3 y C4 esta repre-senta
ión se 
omporta 
omo dos representa
iones unidimensionales, en las que los
orrespondientes 
ara
teres son mutuamente 
onjugados. En el 
aso C3v y C4v estasauqellas dos representa
iones se 
omportan 
omo una úni
a bidimensional. Paralos elementos de rota
ión las matri
es 2 × 2 
orrespondientes son diagonales, y enla diagonal presentan los k presentados en la �gura para 
ada rota
ión. La tablade 
ara
teres, en este 
aso, muestra la suma de esta diagonal. En este 
aso, loselementos de re�exión mez
lan ambas fun
iones, es de
ir, σvψ = ±1ψ′ donde ψ y

ψ′ se transforman frente a las rota
iones 
on 1, ǫ y ǫ2 o 1, −ǫ y −ǫ2, respe
tiva-mente. Por lo tanto, las matri
es de dimensión 2× 2 aso
iadas a las re�exiones sólotienen elmentos fuera de la diagonal. En el 
aso de C4v hay tres representa
iones,de las 
uales una es bidimensional. Para j = 1 la representa
ión se 
omporta 
omoen el 
aso de C3v 
uando j = 1. Como se observa para las fun
iones de la primerarepresenta
ión el valor de k es siempre la unidad, mientras que en el 
aso de lasegunda representa
ión este valor es 1, ǫ y ǫ2 o bien 1, −ǫ y −ǫ2. En el 
aso de later
era representa
ión, todos los autovalores son ±1, es de
ir, puede tomar valoresnegativos, a diferen
ia de la primera representa
ión.En la �gura B.0.2 se presenta para los grupos C3v, C4v y C6v 
ómo se transformala fun
ión ante una rota
ión de un ángulo igual a 2π
n
. En este 
aso 
ada �e
harepresenta 
ómo se 
omportan las autofun
iones pertene
ientes a 
ada una de lasrepresenta
iones irredu
ibles. Las representa
iones irredu
ibles unidimensionales serepresentan mediante �e
has horizontales. Es fá
il observar que las bidimensionalespresentan autovalores mutuamente 
onjugados. Esta representa
ión utiliza el he
hode que todo grupo de rota
iones de orden n es isomorfo al grupo formado por lasraí
es n-ésimas de la unidad.El grupo de trasla
iones en el plano Pa y grupo O(2) son grupos abelianos, ypor tanto todas sus representa
iones irredu
ibles son unidimensionales.Sea ψ(x) y φ(x) dos fun
iones de R2 → C y H(x) un operador lineal tal que

φ(x) = H(x)ψ(x). Sea T un grupo de g operadores que es isomorfo a un grupo Tde transforma
iones en el plano. Si Ti, i = 1, . . . , g es un elemento de este grupo,se llama operador transformado a H′(x) = H(T−1
i x). Además se 
umple ∀i que
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H′(x) = TiH(x)T −1

i .Veamos que la anterior propiedad es 
ierta. Si apli
amos un elemento de grupoa la fun
ión φ(x) obtenemos Tiφ(x) = φ(T−1
i x) = Ti(H(x)ψ(x)). Además se 
umpleque φ(T−1

i x) = H(T−1
i x)ψ(T−1

i x). Por otra parte,
TiH(x)ψ(x) = TiH(x)T −1

i Tiψ(x) = TiH(x)T −1
i ψ(T−1

i x) = Tiφ(x) = φ(T−1
i x).Luego, ne
esariamente TiH(x)T −1

i = H(T−1
i x).De
imos que un operador es invariante si se 
umple que H(T−1

i x) = H(x).Evidentemente, esto impli
a que TiH(x) = H(x)Ti, es de
ir, si un operador 
onmuta
on todos los elementos de 
ierto grupo, de
imos que el operador es invariante frentea di
ho grupo.Consideremos la e
ua
ión de autovalores:(B.0.3) H(x)ψ(x) = µψ(x).Si H es invariante frente a los elementos de 
ierto grupo de operadores G,enton
es apli
ando un elemento 
ualquiera Gi ∈ G a la e
ua
ión B.0.3 obtenemos:
GiH(x)ψ(x) = GiH(x)G−1

i Giψ(x) = H(x)Giψ(x) = µGiψ(x).Por lo tanto, Giψ(x) es también una autofun
ión 
on el mismo autovalor. Sieste autovalor es no degenerado se 
umple que:
Giψ(x) = λψ(x).Si es degenerado 
on multipli
idad ν, se 
umple que:

Giψ(x) =

ν
∑

i=1

λiψi(x).Este resultado sugiere que en el espa
io de Hilbert 
orrespondiente, podemoselegir las autofun
iones que lo diagonalizan 
omo bases de una reprenta
ión irre-du
ible, donde los 
oe�
ientes D(Gi) = λi. Esta base es irredu
ible porque lossubespa
ios de dimensión igual a la multipli
idad del autovalor son invariantesfrente a todos los operadores del grupo, que es la 
ondi
ión ne
esaria para obteneruna representa
ión irredu
ible. Si elegimos, por tanto, la base que diagonaliza eloperador obtenemos una matriz quasi-diagonal, 
omo las ne
esarias para obtenerrepresenta
iones irredu
ibles.Además, debido a que, tal y 
omo hemos visto más arriba, el número de repre-senta
iones irredu
ibles de un grupo �nito es a su vez �nito y podemos 
ara
terizar-las a través de las rela
iones de ortogonalidad, podemos obtener expresiones paralos 
oe�
ientes D(Gi) . Es de
ir, podremos 
lasi�
ar las autofun
iones del operador
omo pertene
ientes a distintas representa
iones irredu
ibles de índi
e j del grupo y
ara
terizarlas a través de los 
oe�
ientes 
orrespondientes. Esto permitirá obtenerpredi

iones sobre su forma fun
ional, ya que deben transformarse según estos 
oe-�
ientes 
uando se apliquen los operadores 
orrespondientes a 
ada una de las 
lasesdel grupo. Finalmente, podremos tener informa
ión a priori sobre la dimensión delos subespa
ios, y por lo tanto sobre la multipli
idad de los autovalores.





APÉNDICE CInvarian
ia trasla
ional, fun
iones de Blo
h yteorema de Blo
hC.1. Teoría de las fun
iones de Blo
hLos 
on
eptos del presente apéndi
e se pueden 
onsultar en referen
ias 
omo[232℄.Se llama red de Bravais (bidimensional) sobre el plano x ∈ R2 a todos lospuntos R ∈ R2 que 
umplen R = n1a1+n2a2, 
on a1 y a2 dos ve
tores no alineados
ono
idos 
omo ve
tores primitivos y n1, n2 ∈ Z. Una trasla
ión PR se obtiene 
omo
omposi
ión de las trasla
iones 
orrespondientes en las dire

iones de 
ada uno delos ve
tores primitivos de la red, es de
ir, PR = Pn1
a1
Pn2

a2
, donde Pni

ai
es la trasla
iónen la dire

ión de ai una distan
ia ni |ai| 
on i = 1, 2. Supongamos que una �guraperiódi
a en el plano determinada por D1 = n̄1a1 y D2 = n̄2a2, 
on n̄1, n̄2 demodo que P n̄i

ai
= Pai

, i = 1, 2. En este 
aso el grupo es el produ
to dire
to de dosgrupos 
í
li
os en 
ada una de las dire

iones. Nuevamente, las representa
ionesirredu
ibles de 
ada uno de los grupos Pai
se de�nen por los números ei 2π

n̄i
mi 
on

mi = 0, 1, . . . , n̄i − 1 y i = 1, 2. Por lo tanto, las representa
iones irredu
ibles delgrupo PR 
umplen que PRψ = ρRψ, donde ρR es una poten
ia de:
exp

(

i2π

(

m1

n̄1
+
m2

n̄2

))

,
on lo que la pareja de números m1, m2 de�nen las representa
iones irredu
iblesen este 
aso.En una red de Bravais bidimensional de�nida por los puntos R = n1a1 +
n2a2, 
on ve
tores primitivos a1 y a2 y n1, n2 ∈ Z, se denomina 
elda primitiva aaquella área que trasladada a las posi
iones de todos los ve
tores de la red permitereprodu
ir todo el plano sin superponerse sobre sí misma. Un tipo de 
elda primitivaes la 
ono
ida 
omo 
elda de Wigner-Seitz en torno a un punto de una red deBravais, a la región del plano que está más 
er
a de ese punto que de 
ualquier otropunto de la red.Consideremos una onda plana f(x) = eikx, donde k ∈ R2 se denomina momentolineal. Aquellos ve
tores k que dan lugar a ondas planas 
on la misma periodi
idadque la red de Bravais de�nida por los ve
tores R 
onstituyen la red re
ípro
a.Por lo tanto, los ve
tores de la red re
ípro
a 
umplen que eiK(x+R) = eiKx o bien
eiKR = 1. Es fá
il ver que estos ve
tores forman una red de BravaisK = ñ1b1+ñ2b2
on ñ1, ñ2 ∈ Z donde los bj 
umplen que aibj = 2πδij siendo δij la fun
ión delta deKrone
ker (δij = 1 si i = j y δij = 0 si i 6= j). Sean i y j los versores que de�nen unosejes 
artesianos. Si a1 y a2 forman un ángulo α podemos expresarlos 
omo a1 = |a1| iy a2 = |a2| (cosαi + sinαj). Conse
uentemente, para que se 
umpla la 
ondi
ión173



174C. INVARIANCIA TRASLACIONAL, FUNCIONES DE BLOCH Y TEOREMA DE BLOCHanterior b1 = 2π
|a1|

(

i − cosα
sinα j

) y b2 = 2π
|a2|

(

1
sinα j

). Si α = π
2 y |a1| = |a2| = aenton
es b1 = 2π

a
i y b2 = 2π

a
j.Se 
ono
e 
omo primera zona de Brillouin a la 
elda de Wigner-Seitz de lared re
ípro
a. Cualquier ve
tor k′ dentro de esta 
elda se puede expresar 
omo unve
tor de la primera zona de Brillouin k más un ve
tor de la red, re
ípro
a es de
ir,

k′ = k + K. Si tenemos en 
uenta la simetría de esta 
elda podemos redu
ir elárea ne
esaria que ofre
e todos los valores de k distintos, es de
ir, que 
ualquierve
tor k′ se puede expresar en fun
ión de pseudomomentos sólo de esta área, quese denomina zona irredu
ible de Brillouin.Se di
e que una fun
ión de R2 → C es de Blo
h si tiene la forma(C.1.1) f(x) = eipxu(x),donde p ∈ R2, u(x) = u(x+R), ∀R pertene
iente a una red de Bravais 
on ve
toresprimitivos a1 y a2.Teorema C.1.1. (de Blo
h) Los autoestados ψ de un operador de la forma
△+ V (x) donde △ es el operador Lapla
iano △ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 y V (x) = V (x + R),para todos los R pertene
ientes a la red de Bravais, tienen la forma fun
ional deBlo
h.Corolario C.1.2. Si ψ 
umple 
ondi
iones de 
ontorno periódi
as en un do-minio de lados D1 y D2, es de
ir, ψ(x+D1, y) = ψ(x, y) y ψ(x, y+D2) = ψ(x, y),
on D1 = N1 |a1| y D2 = N2 |a2|, los momentos permitidos están dis
retizados,están separados un △k = b1

N1

b2

N2
y sólo hay momentos distintos en la primera zonade Brillouin.Las demostra
iones 
orrespondientes se pueden 
onsulta en libros de estadosólido 
omo [232℄. La variable p es análoga a un momento lineal, ya que es propiadel operador de trasla
iones PR isomorfo a la transforma
ión PR, de�nida 
omo

PRx = x + R. Por lo tanto, PRf(x) = f(P−1
R x) = f(x − R). Sin embargo, 
omoel operador no presenta invarian
ia trasla
ional 
ontinua, no se puede de
ir quesea un momento lineal. También se observa que es la extensión del momento linealen poten
iales homogéneos al 
aso de poten
iales periódi
os. Conse
uentemente,
omo no se trata realmente de un momento se denomina pseudomomento lineal.Los valores de p siempre se pueden redu
ir a la primera zona de Brillouin, apli
andolos razonamientos sobre k que hemos realizado anteriormente.C.2. Elementos de materia 
ondensadaLas fun
iones y el teorema de Blo
h se utilizan, por ejemplo, en el ámbito delestudio de la estru
tura ele
tróni
a de 
ristales, para representar las fun
iones deonda de los estados de un sistema que está 
ara
terizado por un operador 
omo elpresentado más arriba. En di
ho 
ontexto, se intentó rela
ionar la fun
ión de ondaglobal del sistema 
on las fun
iones 'atómi
as' que des
riben el 
omportamiento de
ada uno de los ele
trones en 
ada una de las 
eldas individuales. Sin embargo, estasfun
iones individuales no eran ortogonales entre sí, por lo que no eran ade
uadaspara des
omponer la fun
ión de Blo
h que des
ribía el sistema. Gregory Wannier[227℄ en
ontró la forma de las fun
iones lo
alizadas en 
ada uno de las distintas
eldas elementales que permitían este tipo de des
omposi
ión de la fun
ión de onda.
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iones de Wannier a las fun
iones de R2 → C de�nidas a partirdel espe
tro de fun
iones de Blo
h1:
Wα(x − xî) =

1

N

∑

p

e−ipxîfp,α(x).Este tipo de fun
iones permiten la expresión de una fun
ión de Blo
h individual
omo:
fp,α(x) =

1

N

∑

î

eipxîWα(x − xî).Veamos que las fun
iones de Wannier son ortogonales tal y 
omo se demuestraen [227, 228℄:
∫

Ω

d2 xW ∗
β (x − xĵ)Wα(x − xî) =

1

N2

∑

pp′

∫

Ω

d2 x ei (p
′xĵ−pxî) f∗

p,α(x) fp,α(x) =

=
1

N2

∑

pp′

ei (p
′xĵ−pxî)

∫

Ω

d2 x f∗
p,α(x) fp,α(x) =

=
1

N2

∑

pp′

ei (p
′xĵ−pxî) δp′,p δβα =

=
δαβ
N2

∑

p

eip(xĵ−xî) =

=

[

px = 2π
L
nx

py = 2π
L
ny

}

{

p(xĵ − xî) =
2π
L
a[nx(ix − jx) + ny(iy − jy)]

]

=

=
δαβ
N2

∑

nx,ny

ei
2π
L
anx (ix−jx)ei

2π
L
a ny (iy−jy) =

=
δαβ
N2

N δix jx N δiy jy = δαβ δix jx δiy jy

=⇒
∫

Ω

d2 xW ∗
β (x − xĵ)Wα(x − xî) = δαβ δîĵdonde hemos usado las 
ondi
iones de normaliza
ión de las fun
iones de Blo
h. Porlo tanto, di
has fun
iones sirven 
omo base para expandir 
ualquier fun
ión de�nidaen Ω:(C.2.1) φ(x) =

1

N

∑

î,α

Cα,̂iWα(x − xî)1Como 
onsideramos 
ondi
iones periódi
as basta 
on 
onsiderar el sumatorio de los mo-mentos dis
retos en la zona de Brillouin irredu
ible. Si no 
onsideráramos 
ondi
iones periódi
astedríamos que de�nirlas mediante la integral en esta zona.



176C. INVARIANCIA TRASLACIONAL, FUNCIONES DE BLOCH Y TEOREMA DE BLOCHEsta base presenta la ventaja de que si φ es una fun
ión de Blo
h, enton
es
Cα,̂i = eipxî . Veamos otras posibles normaliza
iones. Si tomamos 
oe�
ientes C′

α,̂i
=

N−1Cα,̂i enton
es 
ualquier fun
ión φ(x) de�nida en Ω se puede expresar 
omo:(C.2.2) φ(x) =
∑

î,α

C′
α,̂i
Wα(x − xî)Con esta 
onven
ión, si φ es una fun
ión de Blo
h, enton
es C′

α,̂i
= N−1eipxî .Una última posibilidad es, dada una de las fun
iones de Blo
h del espe
tro, φ(x) =

fp,α(x) tomar la fun
ión P (φ) de�nida 
omo
P =

∫

Ω

d2xφ∗(x)φ(x) =

∫

Ω

d2x f∗
p,α(x) fp,α(x)y de�nir los 
oe�
ientes C′′

α,̂i
= P

1
2C′

α,̂i
. Con esta de�ni
ión de los 
oe�
ientes,
ualquier fun
ión φ puede ser expresada 
omo:(C.2.3) φ(x) =

∑

î,α

C′′
α,̂i
Wα(x − xî)Es fá
il 
omprobar que

∫

Ω

d2x f∗
x,α(x) fx,α(x) =

P

N2

∑

îĵ

e−ip(xî−xĵ)

∫

Ω

W ∗
α(x − xĵ)Wα(x − xî) = Pya que ∫

Ω
W ∗
α(x−xĵ)Wα(x−xî) = δîĵ . En este 
aso, si φ es una fun
ión de Blo
h,enton
es C′′
α,̂i

= N−1P
1
2 eipxî . En parti
ular, puede tratarse de la fun
ión usadapara de�nir P .



APÉNDICE DMétodos numéri
osD.1. Introdu

iónLa teoría presentada requiere dos tipos de métodos numéri
os diferentes: mé-todos 
apa
es de obtener solu
iones aproximadas de las e
ua
iones de estados es-ta
ionarios 
omo 2.2.1 y métodos 
apa
es de simular la dinámi
a modelizada pore
ua
iones 
omo 4.2.1 . En ambos 
asos hay una extensa literatura disponible. Pa-ra estudiar la dinámi
a el método más extendido es el método de paso dividido(split-step) [5℄ basado en la resolu
ión de las derivadas en el espa
io de Fourier ydel resto en el espa
io de posi
iones, utilizando una serie de aproxima
iones parapoder 
ombinar ambos resultados. En la presente Tesis se ha adaptado el métodopara poder utilizarlo en mallados 
on distintos poten
iales V (x), in
luido algunos
on saltos de índi
e abruptos, los 
uales han requerido de una 
uidadosa implemen-ta
ión en los bordes de los es
alones del poten
ial. Asimismo se ha programado elmétodo para que 
al
ule durante la evolu
ión distintas variables 
omo la energía,el valor de 〈µ〉, la poten
ia P , el pseudomomento angular o lineal, et
. Todos elloshan sido de�nidos a lo largo de la Tesis.Para estudiar las solu
iones esta
ionarias se ha planteado un método 
onven-
ional de diferen
ias �nitas adaptado al 
aso no lineal y se ha modi�
ado parapoder apli
arlo a dominios no re
tangulares y mallados distintos del re
tangular,
on el �n de poder estudiar una mayor variedad de 
asos. Este método se de
ribeen los siguientes apartados ya que no es 
onven
ional en la literatura y su genera-liza
ión en términos de mallados y dominios es todavía una 
uestión abierta en lainvestiga
ión de métodos numéri
os.D.2. Método para la e
ua
ión de estados esta
ionariosLa e
ua
ión de estados esta
ionarios 2.2.1 suele de�nirse en Ω ≡ R2 utilizandolas 
ondi
iones de 
ontorno ĺımx→±∞ ψ(x) = 0 y ĺımy→±∞ ψ(x) = 0. Para resolvernuméri
amente esta e
ua
ión se suele de�nir x en un dominio �nito y se utilizanotro tipo de 
ondi
iones de 
ontorno. En la presente tesis utilizaremos 
ondi
ionesde 
ontorno nulas en los extremos del dominio, es de
ir, ψ(x,±L) = ψ(±L, y) = 0.Supongamos que Ω es un dominio 
uadrado de dimensionesD×D, es de
ir, Ω =
{

x /x ∈
]

−D
2 , D2

[

∪
]

−D
2 , D2

[}. Sea N ∈ N. De�namos el espa
iado h 
omo h = D
N
.Construyamos un mallado re
tangular sobre Ω 
uyos nodos son los puntos de 
oor-denadas xi,j = (xi, yj) donde xi = ih y yj = jh, 
on i = −N−1

2 ,−N−1
2 +1, . . . , N−1

2y j = −N−1
2 ,−N−1

2 +1, . . . , N−1
2 si N es impar. En adelante tomaremos siempre Nimpar para asegurarnos que tenemos un nodo en x0,0 = (0, 0). Denotaremos 
omo

ψi,j = ψ(xi,j).Vamos a tomar diferen
ias 
entradas para aproximar las derivadas par
iales dela e
ua
ión 2.2.1: 177
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∂2ψ

∂x2
≈ ψi+1,j − 2ψi,j + ψi−1,j

h2
,

∂2ψ

∂y2
≈ ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

h2
.El término V (x)ψ(x) lo aproximaremos 
omo Vijψi,j = V (xi,j)ψ(xi,j) y eltérmino no lineal 
omo |ψ(xi,j)|2 ψ(xi,j) = |ψi,j |2 ψi,j . Asimismo �jaremos el auto-valor µ a un valor arbitrario µ ∈ R. Con estas aproxima
iones la e
ua
ión diferen
ial2.2.1 se transforma en un 
onjunto de e
ua
iones no lineales que para un punto (i, j)interior al dominio tienen la forma:

ψi+1,j − 2ψi,j + ψi−1,j

h2
+
ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

h2

+Vijψi,j + |ψi,j |2 ψi,j = µψi,j .Se debe tener en 
uenta que para ψ−N−1
2 ,j , ψN−1

2 ,j , ψi,−N−1
2

y ψi,N−1
2

es ne
e-sario de�nir las 
ondi
iones de 
ontorno ade
uadas. Vamos, por tanto, a analizarpor separado los dos tipos de 
ondi
iones de 
ontorno nulas, es de
ir, ψ(x,±L) =
ψ(±L, y) = 0 y por lo tanto ψ−N−1

2 ,j = ψN−1
2 ,j = ψi,−N−1

2
= ψi,N−1

2
= 0. El sis-tema de (N − 2)2 e
ua
iones no lineales 
onstará de (N − 4)2 e
ua
iones 
omo lasiguiente:

ψi+1,j−2ψi,j+ψi−1,j

h2 +
ψi,j+1−2ψi,j+ψi,j−1

h2(D.2.1)
+Vijψi,j + |ψi,j |2 ψi,j = µψi,j ,para i = −N−1

2 +2,−N−1
2 +3, . . . , N−1

2 −2 y j = −N−1
2 +2,−N−1

2 +3, . . . , N−1
2 −2.Además tendremos los siguientes 
uatro grupos de N − 2 e
ua
iones:

ψ
− N−1

2
+2,j

−2ψ
− N−1

2
+1,j

h2 +
ψ

− N−1
2

+1,j+1
−2ψ

− N−1
2

+1,j
+ψ

− N−1
2

+1,j−1

h2

+V−N−1
2 +1,jψ−N−1

2 +1,j +
∣

∣

∣
ψ−N−1

2 +1,j

∣

∣

∣

2

ψ−N−1
2 +1,j = µψ−N−1

2 +1,j ,
on j = −N−1
2 + 2,−N−1

2 + 3, . . . , N−1
2 − 2,

ψ
i+1,− N−1

2
+1

−2ψ
i,− N−1

2
+1

+ψ
i−1,− N−1

2
+1,

h2 +
ψ

i,− N−1
2

+2
−2ψ

i,− N−1
2

+1

h2

+Vi,−N−1
2 +1ψi,−N−1

2 +1 +
∣

∣

∣ψi,−N−1
2 +1

∣

∣

∣

2

ψi,− N−1
2 +1 = µψi,−N−1

2 +1,
on i = −N−1
2 + 2,−N−1

2 + 3, . . . , N−1
2 − 2,

−2ψN−1
2

−1,j
+ψN−1

2
−2,j

h2 +
ψN−1

2
−1,j+1

−2ψN−1
2

−1,j
+ψN−1

2
−1,j−1

h2

+VN−1
2 −1,jψN−1

2 −1,j +
∣

∣

∣ψN−1
2 −1,j

∣

∣

∣

2

ψN−1
2 −1,j = µψN−1

2 −1,j,
on j = −N−1
2 + 2,−N−1

2 + 3, . . . , N−1
2 − 2 y

ψ
i+1,

N−1
2

−1
−2ψ

i,
N−1

2
−1

+ψ
i−1,

N−1
2

−1,

h2 +
−2ψ

i,
N−1

2
−1

+ψ
i,

N−1
2

−2

h2

+Vi,N−1
2 −1ψi,N−1

2 −1 +
∣

∣

∣ψi,N−1
2 −1

∣

∣

∣

2

ψi,N−1
2 −1 = µψi,N−1

2 −1,
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on i = −N−1
2 + 2,−N−1

2 + 3, . . . , N−1
2 − 2. Y por último las siguientes 
uatroe
ua
iones:

ψ
− N−1

2
+2,− N−1

2
+1

−2ψ
− N−1

2
+1,− N−1

2
+1

h2 +
ψ

− N−1
2

+1,− N−1
2

+2
−2ψ

− N−1
2

+1,− N−1
2

+1

h2

+V−N−1
2 +1,−N−1

2 +1ψ−N−1
2 +1,−N−1

2 +1

+
∣

∣

∣ψ−N−1
2 +1,−N−1

2 +1

∣

∣

∣

2

ψ−N−1
2 +1,−N−1

2 +1 = µψ−N−1
2 +1,−N−1

2 +1,

ψ
− N−1

2
+2,

N−1
2

−1
−2ψ

− N−1
2

+1,
N−1

2
−1

h2 +
−2ψ

− N−1
2

+1,
N−1

2
−1

+ψ
− N−1

2
+1,

N−1
2

−2

h2

+V−N−1
2 +1,N−1

2 −1ψ−N−1
2 +1,N−1

2 −1

+
∣

∣

∣ψ−N−1
2 +1,N−1

2 −1

∣

∣

∣

2

ψ−N−1
2 +1,N−1

2 −1 = µψ−N−1
2 +1,N−1

2 −1,

−2ψN−1
2

−1,
N−1

2
−1

+ψN−1
2

−2,
N−1

2
−1

h2 +
−2ψN−1

2
−1,

N−1
2

−1
+ψN−1

2
−1,

N−1
2

−2

h2

+VN−1
2 −1,N−1

2 −1ψN−1
2 −1,N−1

2 −1

+
∣

∣

∣ψN−1
2 −1,N−1

2 −1

∣

∣

∣

2

ψN−1
2 −1,N−1

2 −1 = µψN−1
2 −1,N−1

2 −1,

−2ψN−1
2

−1,− N−1
2

+1
+ψN−1

2
−2,− N−1

2
+1

h2 +
ψN−1

2
−1,− N−1

2
+2

−2ψN−1
2

−1,− N−1
2

+1

h2

+VN−1
2 −1,−N−1

2 +1ψN−1
2 −1,−N−1

2 +1

+
∣

∣

∣ψN−1
2 −1,−N−1

2 +1

∣

∣

∣

2

ψN−1
2 −1,−N−1

2 +1 = µψN−1
2 −1,−N−1

2 +1 .Para poder es
ribir las anteriores e
ua
iones matri
ialmente utilizaremos uníndi
e 
ontraído k de�nido 
omo k = i+ N−1
2 + (j − 1 + N−1

2 ) ∗ (N − 2), 
on i =

−N−1
2 +1, . . . , N−1

2 −1 y j = −N−1
2 +1, . . . , N−1

2 −1. Con este índi
e 
onstruyamos elve
tor Ψ =
[

ψ1, ψ2, . . . , ψ(N−2)2
]T . Ordenando las anteriores e
ua
iones de a
uerdo
on el nuevo índi
e se obtiene la siguiente e
ua
ión matri
ial no lineal:
AΨ +B(Ψ)Ψ = µΨ,donde

AM×M =











ÃN̄×N̄) EN̄×N̄ 0N̄×N̄ . . . 0N̄×N̄ 0N̄×N̄

EN̄×N̄ ÃN̄×N̄ EN̄×N̄ . . . 0N̄×N̄) 0N̄×N̄... ... . . . . . .
... ...

0N̄×N̄ 0N̄×N̄ 0N̄×N̄ . . . EN̄×N̄ ÃN̄×N̄











,siendo N̄ = (N − 2), M = (N − 2)2 , Ã la matriz de tamaño (N − 2) × (N − 2)siguiente
Ã =











−2
h2 + V1 1 0 . . . 0 0

1 −2
h2 + V2 1 . . . 0 0... ... . . . . . .

... ...
0 0 0 . . . 1 −2

h2 + VM











,



180 D. MÉTODOS NUMÉRICOSy E(N−2)×(N−2) y 0(N−2)×(N−2) las matri
es indentidad y nula de tamaño (N−2)×
(N − 2) respe
tivamente. Por otra parte, B(Ψ) es la matriz de dimensión M ×Msiguiente:

B(Ψ) =











|ψ1|2 0 0 . . . 0

0 |ψ2|2 0 . . . 0... ... . . . . . .
...

0 0 0 . . . |ψM |2











.Si denominamos F (Ψ) = A+B(Ψ) − µEM×M obtenemos
F (Ψ)Ψ = 0M ,que puede ser resuelto utilizando los métodos 
onven
ionales de resolu
ión de e
ua-
iones matri
iales no lineales, de los que el método más 
onven
ional es el métodode Newton-Raphson. Para los problemas que se resuelven en la presente Tesis basta
on utilizar el método de Newton-Raphson dado que la velo
idad de 
onvergen
iaes lo su�
ientemente rápida y podemos obtener 
ondi
iones ini
iales aproximadasa la solu
ión utilizando la forma fun
ional que obtuvimos en 
apítulos anterioresmediante 
onsidera
iones de teoría de grupos.D.3. Generaliza
ión a mallados y dominios no re
tangularesEn o
asiones resulta interesante resolver la e
ua
ión 2.2.1 en dominios no re
-tangulares y mallados no 
uadrados. Los métodos de diferen
ias �nitas genera-lizados (MDFG) permiten resolver e
ua
iones diferen
iales lineales en derivadaspar
iales 
uando el mallado, el dominio o ambos son no re
tangulares o in
lusoirregulares [233, 234℄. Sin embargo, los MDFG presentan una desventaja funda-mental en sus apli
a
iones prá
ti
as [235, 236, 237, 238℄. En general, es ne
esarioobtener los 
oe�
ientes de las fórmulas de diferen
ias �nitas en 
ada nodo de lared y, bajo 
iertas 
ondi
iones, para obtener di
hos 
oe�
ientes se deben resolversistemas lineales de e
ua
iones que involu
ran matri
es singulares o mal 
ondi
iona-das. En la a
tualidad hay dos alternativas para superar di
ho problema: i) utilizarsistemas de e
ua
iones sobredeterminados y una estrategia de promediado [236℄ ode minimiza
ión [239℄ o ii) tomar sistemas determinados de e
ua
iones e imponeruna 
ondi
ión geométri
a, similar a las utilizadas en los problemas de interpola
iónpolinómi
a [240, 241℄, sobre el 
onjunto de nodos utilizado. La primera estrategiaha sido ampliamente adoptada [242, 243℄, pero presenta la desventaja de que di-�
ulta el 
ontrol del orden de aproxima
ión y la estabilidad. La segunda estrategiaha re
ibido po
a aten
ión, debido a que se asumía que la 
ara
teriza
ión geométri
ase tradu
ía en una fuerte restri

ión sobre la posi
ión de los nodos que �nalmenteha
ía di
ha estrategia inhábil en mallados irregulares.En [244℄ se presenta un MDFG basado en imponer 
iertas 
ondi
iones geomé-tri
as sobre el 
onjunto de nodos utilizado para obtener los 
oe�
ientes de la fórmulade diferen
ias �nitas 
orrespondiente a 
ada nodo del mallado. Estas 
ondi
ionesgeométri
as se obtuvieron en [245℄, y se basan en las redes de Cotmèle
, de�ni-das en [246℄. Cuando se 
al
ulan las derivadas utilizando una red de Coatmèle
se eliminan los problemas de singularidad en el sistema de e
ua
iones que permiteobtener los 
oe�
ientes. Di
ho método permite utilizar mallados muy irregularesmanteniendo el 
ontrol sobre el orden de aproxima
ión. En [244℄ se presenta un



D.3. GENERALIZACIÓN A MALLADOS Y DOMINIOS NO RECTANGULARES 181método para generar mallados irregulares 
on la propiedad de que se satisfagan las
ondi
iones geométri
as ade
uadas y un algoritmo que permite obtener los 
oe�-
ientes. El MDFG desarrollado en [244℄ se basa en la utiliza
ión de este método degenera
ión de mallados y del algorítmo de búsqueda de redes de Cotmèle
.El método introdu
ido en [244℄ se apli
a fá
ilmente a e
ua
iones diferen
ialesen derivadas par
iales no lineales 
omo la e
ua
ión 2.2.1. Para ello se dis
retizael operador diferen
ial siguiendo el método presentado en [244℄ y se aproximala fun
ión no lineal en 
ada nodo. Es de
ir, sea un mallado 
on N nodos sobreel dominio Ω generados 
on la estrategia des
rita en [244℄. Para di
ho mallado,es
ribamos la siguiente e
ua
ión:
L̃ψ + Fψ = 0donde L̃ y ψ son una matriz y el ve
tor de dimensión N × N y N × 1 y F =

(

f(x1, |ψ1|2), . . . , f(x, |ψN |2)
)⊤. La matriz L̃ se 
onstruye apli
ando el algoritmodes
rito en [244℄ sobre el mallado. Este sistema de e
ua
iones no lineales puedeser resuelto 
on 
ualquier método 
onven
ional, de los que el más sen
illo es elmétodo de Newton-Raphson. Las 
ondi
iones de 
ontorno 
onsideradas son de tipoDiri
hlet, es de
ir ψ(x) = 0, ∀x ∈ δΩ donde δΩ es la frontera de Ω.Para ilustrar el método se resolvió la e
ua
ión de estados esta
ionarios 2.2.1para un solitón fundamental en diferentes mallados. Los resultados, presentados en[247℄, mostraron la validez del método en los mallados 
onsiderados. En el futuro seapli
ará este método en dominios y poten
iales lineales V (x) irregulares, de modoque permita modelizar sistemas más próximos a la realidad físi
a.





APÉNDICE EHamiltoniano de las ex
ita
iones de baja energíaE.1. Simpli�
a
ión del término H0 del hamiltoniano 6.4.5Vamos a simpli�
ar la siguiente expresión:
cos
(

ϕĵ − ϕî

)

a≪1≈ (−1)dn

[

1 − 1

2

(

~∇ϕ(~xî).n̂
)2
]

+O(~∇ϕ)4.Utilizando la e
ua
ión 6.5.1 y la nota
ión 6.5.2 podemos es
ribir, para un î
ualquiera:
∑

j

Lij cos
(

ϕî − ϕĵ

)

≈
∑

n̂

Ln̂(−1)dn

[

1 − 1

2

(

~∇ϕ(~xi).n̂
)2
]

=

=
∑

r

σrd̄rLr −
1

2

∑

r,s

σr

(

~∇ϕ.n̂s
)2

Lr.Además, para un radio r �jo se 
umple que(E.1.1) ∑

s

(

~∇ϕ.n̂s
)2

= a2Cr

(

~∇ϕ
)(

~∇ϕ
)

,donde Cr = 2kb2r, para un anillo de degenera
ión dr = 4k, k ∈ Z y |r̂| = bra. Parademostrar este resultado hay que tener en 
uenta que:
∑

r

(

~∇ϕ.n̂s
)2

=
∑

r

(

∂ϕ

∂x
|r̂| cos(αr) +

∂ϕ

∂y
|r̂| sin(αr)

)2

=
∑

r

(

(

∂ϕ

∂x

)2

|r̂|2 cos2(αr) +
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
|r̂|2 cos(αr) sin(αr)

+

(

∂ϕ

∂y

)2

|r̂|2 sin2(αr)

)Teniendo en 
uenta la simetría rota
ional, para un anillo de degenera
ión
dr = 4k, 
on k ∈ Z, hay k puntos de la red situados en ángulos del primer
uadrante, α1

r , . . . , α
k
r , otros k puntos situados en el segundo 
uadrante, 
on án-gulos α1

r + π
2 , . . . , α

k
r + π

2 , k puntos situados en el ter
er 
uadrante, 
on ángulos
α1
r + π, . . . , αkr + π y, �nalmente, k puntos situados en el 
uarto 
uadrante, 
onángulos α1

r + 3π
2 , . . . , α

k
r + 3π

2 . Por lo tanto, el anterior sumatorio queda183
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k
∑

i=1

(

(

∂ϕ

∂x

)2

|r̂|2 (2 cos2(αi) + 2 sin2(αi)) +
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
|r̂|2 (2 cos(αi) sin(αi)

− 2 cos(αi) sin(αi)) +

(

∂ϕ

∂y

)2

|r̂|2 (2 cos2(αi) + 2 sin2(αi))

)

,es de
ir:
k
∑

i=1

(

2

(

∂ϕ

∂x

)2

|r̂|2 + 2

(

∂ϕ

∂y

)2

|r̂|2
)

= 2 |r̂|2 k
(

~∇ϕ
)(

~∇ϕ
)

.Y, 
omo podemos es
ribir |r̂| = bra , se obtiene que Cr = 2kb2r. Por lo tanto,(E.1.2) ∑

j

Lij cos(ϕî − ϕĵ) ≈ η2
0

(

+A1 − a2A2

(

~∇ϕ
)2
)donde A1 ≡∑r d̄rLrσr y A2 ≡ 1

2

∑

r LrCrσr. Por otra parte, nótese que O(∇ϕ) =

O(a) ya que ∇ϕ ≈ 1
a
(ϕĵ − ϕî).E.2. Simpli�
a
ión del término H1 del hamiltoniano 6.4.5Vamos a simpli�
ar la e
ua
ión:

H1 ≈ −η4
0

∑

ij

′ ∑

n̂,n̂′

Tij(i+n)(j+n′)(−1)dn+dn′

[

1 − 1

2

(

~∇ϕ(~xi).n̂
)2
]

·

·
[

1 − 1

2

(

~∇ϕ(~xj).n̂
′
)2
]

+O(∇ϕ)4.Operando y absorbiendo todos los términos de orden superior en O(∇ϕ)4 ob-tenemos,
H1 = −η4

0

∑

ij

′ ∑

n̂,n̂′

Tij(i+n)(j+n′)

− η4
0

∑

ij

′ ∑

n̂,n̂′

1

2
Tij(i+n)(j+n′)(−1)dn+dn′

{

(

~∇ϕî.n̂
)2

+
(

~∇ϕĵ .n̂′
)2
}

+ O(∇ϕ)4.Denotaremos H̄1 = −η4
0

∑′
ij

∑

n̂,n̂′ Tij(i+n)(j+n′). En el último término pode-mos 
ambiar el índi
e ĵ por el î y el índi
e n̂′ por n̂ 
on lo que se obtiene:
H1 = H̄1 − η4

0

∑

ij

′ ∑

n̂,n̂′

1

2
Tij(i+n)(j+n′)(−1)dn+dn′

(

~∇ϕî.n̂
)2

− η4
0

∑

ij

′ ∑

n̂,n̂′

1

2
Tji(j+n′)(i+n)(−1)dn+dn′

(

~∇ϕî.n̂
)2

+O(∇ϕ)4.Dado que debido a la invarian
ia trasla
ional se 
umple que Tji(j+n′)(i+n) =
Tij(i+n)(j+n′), obtenemos:
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H1 = H̄1 − η4

0

∑

ij

′ ∑

n̂,n̂′

Tij(i+n)(j+n′)(−1)dn+dn′

(

~∇ϕî.n̂
)2

+O(∇ϕ)4

= H̄1 − η4
0

∑

in̂

′

(−1)dn

(

~∇ϕî.n̂
)2∑

j,n̂′

′

(−1)dn′Tij(i+n)(j+n′) +O(∇ϕ)4

= H̄1 − η4
0

∑

in̂

′

σn

(

~∇ϕî.n̂
)2

T̄i,(i+n) +O(∇ϕ)4,donde σn = (−1)dn (véase la nota
ión 6.5.1) y
T̄i,i+n ≡

∑

jn′

Tij(i+n)(j+n′)(−1)dn′ =

=

∫

Ω

d2xγ(x)W (x − xî)W (x − xî+n̂)





∑

jn′

(−1)dn′W (x − xĵ)W (x − xĵ+n̂′)





=

∫

Ω

d2xγ(x)γ̄(x)W (x − xî)W (x − xî+n̂),donde γ̄(x) =
∑

jn′(−1)dn′W (x − xĵ)W (x − xĵ+n̂′). Veamos que γ̄ es invariantetrasla
ional, γ̄(x) = γ̄(x + xî):
γ̄(x + xî) =

∑

jn′

(−1)dn′W (x + xî − xĵ)W (x + xî − xĵ+n̂′)

=
∑

jn′

(−1)dn′W (x − xĵ−î)W (x − xĵ+n̂′−î)

=
[

ĵ′ = ĵ − î
]

=
∑

j′n′

(−1)dn′W (x − xĵ′)W (x − xĵ′+n̂′) = γ̄(x).Por lo tanto, si ha
emos la transforma
ión x → x + xî+n̂ se obtiene:
T̄i,i+n =

∫

Ω

d2xγ(x + xî)γ̄(x + xî)W (x)W (x − (xî+n̂ − xî)),donde W (x) = W (x − x0̂). Como γ̄(x + xî) = γ̄(x), xî+n̂ − xî = xn̂ y γ(x + xî) =
γ(x),

T̄i,i+n =

∫

Ω

d2xγ(x)γ̄(x)W (x)W (x − xn̂) = T̄n.Por lo tanto:
H1 = H̄1 − η4

0

∑

i,n̂

σn

(

~∇ϕî.n̂
)2

T̄n +O(∇ϕ)4.Como existe invarian
ia rota
ional, |n̂| = r y podemos es
ribir T̄n para las
eldas del anillo r-ésimo:
H1 = H̄1 − η4

0

∑

i

∑

r,s

σrT̄r

(

~∇ϕî.n̂s
)2

+O(∇ϕ)4,



186 E. HAMILTONIANO DE LAS EXCITACIONES DE BAJA ENERGíAdonde nuevamente el índi
e s re
orre las 
eldas de un mismo anillo. Utilizando larela
ión E.1.1:
H1 = H̄1 − η4

0a
2
∑

i

∑

r

σrT̄rCr

(

~∇ϕî
)2

+O(∇ϕ)4

= H̄1 − η4
0a

2

(

∑

r

σrT̄rCr

)

∑

i

(

~∇ϕî
)2

+O(∇ϕ)4.En el límite 
ontinuo, (a2
∑

i →
∫

d2x
):

H1 ≈ H̄1 − η4
0

(

∑

r

σrT̄rCr

)

∫

Ω

d2x
(

~∇ϕ
)2

,y, �nalmente,(E.2.1) H1 = H̄1 −
∫

Ω

d2x
[

η4
0B1

]

(

~∇ϕ
)2donde B1 =

∑

r T̄rCrσr.E.3. Simpli�
a
ión del término H2 del hamiltoniano 6.4.5Veamos 
ómo se puede es
ribir de manera más sen
illa el término:
H2 = η4

0

∑

ijkl

′(−1)dn+dn′Tijkl

(

~∇ϕî.n̂
)(

~∇ϕĵ .n̂′
)

+O(∇ϕ)4donde n̂ = k̂− î y n̂′ = l̂− ĵ. Debido a la invarian
ia trasla
ional podemos ha
er latransforma
ión x → x + xî y se obtiene que :
Tijkl =

∫

d2xγ(x)W (x)W (x − xĵ−î)W (x − xk̂−î)W (x − xl̂−î)

= T0̂,ĵ−î,k̂−î,l̂−î = T0̂ññ′ñ′′ ,donde ñ = ĵ − î, ñ′ = k̂− î y ñ′′ = l̂− î. Expandamos T0̂ññ′ñ′′ en torno a ñ = ñ′ =

ñ′′ = 0̂:
T0̂ññ′ñ′′ ≈ T0̂0̂0̂0̂ + n̂∂T

∂n̂

∣

∣

0̂
+ n̂′ ∂T

∂n̂′

∣

∣

0̂
+ n̂′′ ∂T

∂n̂′′

∣

∣

0̂
+O(n, n′, n′′)2.Debido a que las 
eldas son de lado a se 
umple que n̂, n̂′, n̂′′ = O(a), luego:

T0̂ññ′ñ′′ ≈ T0̂0̂0̂0̂ +O(a),y por lo tanto, T0̂0̂0̂0̂ = Tiiii = T , es de
ir, es independiente de la 
elda debido a lainvarian
ia trasla
ional. Teniendo en 
uenta que O(∇ϕ) = O(a) y que el términode mayor orden en H2 es O(a)2, se obtiene que los términos distintos de T0̂0̂0̂0̂
ontribuyen 
omo O(a)3. Conse
uentemente,



E.3. SIMPLIFICACIÓN DEL TÉRMINO H2 DEL HAMILTONIANO ?? 187
H2 = η4

0T
∑

ijkl

′

(−1)dn+dn′

(

~∇ϕî.n̂
)(

~∇ϕĵ .n̂′
)

+O(a)3

= η4
0T
∑

ij

′ ∑

n̂n̂′

(−1)dn+dn′

(

~∇ϕî.n̂
)(

~∇ϕĵ .n̂′
)

+O(a)3

= η4
0T
∑

in̂

(−1)dn

(

~∇ϕî.n̂
)

∑

jn̂′

(−1)dn′

(

~∇ϕĵ .n̂′
)

+O(a)5.Por otra parte, teniendo en 
uenta la invarian
ia rota
ional y utilizando lanota
ión introdu
ida en 6.5.1 (en parti
ular re
uérdese que σ ≡ (−1)dn y que σr esel mismo para todos los ve
tores n̂ del mismo anillo r),
∑

in̂

(−1)dn

(

~∇ϕî.n̂
)

=
∑

in̂

σn

(

~∇ϕî.n̂
)

=
∑

i

∑

r,s

σr

(

~∇ϕî.n̂s
)

=
∑

i,r

σr
∑

s

(

~∇ϕî.n̂s
)

.De nuevo, debido a la invarian
ia rota
ional en el anillo r-ésimo, para 
adaposi
ión s, se 
umple que n̂s → −n̂s , 
on lo que
∑

in̂

σn

(

~∇ϕî.n̂
)

= −
∑

i,r

σr
∑

s

(

~∇ϕî.n̂s
)

,por lo que,
∑

in̂

σn

(

~∇ϕî.n̂
)

= −
∑

i,n̂

σn̂

(

~∇ϕî.n̂
)

⇒
∑

i,n̂

σn̂

(

~∇ϕî.n̂
)

= 0,y 
onse
uentemente:(E.3.1) H2 = 0





APÉNDICE FE
ua
iones de movimiento de las ex
ita
iones demás baja energíaF.1. Obten
ión de las e
ua
iones de movimiento a partir dellagrangianoVamos a obtener las e
ua
iones de movimiento para las �u
tua
iones en tornoa las ex
ita
iones a partir del lagrangiano 6.5.9. Para ello, tomemos en primer lugarvaria
iones respe
to a ϕ
∂L
∂ϕ̇

= − η2

a2

∂L

∂ ~∇ϕ
= 2(η2A2 + η4B1)~∇ϕ

}y por tanto,
∂

∂z

∂L
∂ϕ̇

+
∂

∂xα

∂L
∂∇αϕ

= −2
1

a2
ηη̇ + 2(η2A2 + η4B1)∇2ϕ = 0.En segundo lugar, tomemos varia
iones respe
to a η, ya que ésta es variable
on z, pese a la hipótesis de invarian
ia de fase, tal y 
omo hemos visto más arriba.Se obtiene:

∂L
∂η̇

= 0

∂L
∂η

= − 2
a2 ηϕ̇+

(

2ηA2 + 4η3B1

)

(

~∇ϕ
)2







,y enton
es,
d

dz

(

∂L
∂η̇

)

− ∂L
∂η

= 0 → − 2

a2
ηϕ̇+

(

2ηA2 + 4η3B1

)

(

~∇ϕ
)2

= 0.F.2. Simpli�
a
ión de las e
ua
iones de movimiento 6.4.4Veamos que podemos obtener las e
ua
iones de movimiento de las ex
ita
ionesde más baja energía a partir de las e
ua
iones de movimiento 6.4.4 y utilizando losmismos razonamientos que los utilizados para simpli�
ar el hamiltoniano. Para elprimer término se obtiene, utilizando la e
ua
ión 6.5.2:
t1 =

∑

j

′

Lij cos(ϕ′
î
− ϕ′

ĵ
) ≈ −a2A2

(

~∇ϕ
)2

,donde se ha eliminado A1 ya que j 6= i. Para el segundo término se obtiene:189
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t2 =

∑

jkl

Tijkl cos(ϕ′
î
+ ϕ′

ĵ
− ϕ′

k̂
− ϕ′

l̂
) =

=
∑

jkl

Tijkl

[

cos(ϕ′
î
− ϕ′

k̂
) cos(ϕ′

ĵ
− ϕ′

l̂
) − sin(ϕ′

î
− ϕ′

k̂
) sin(ϕ′

ĵ
− ϕ′

l̂
)
]

.Por un lado,
∑

jkl

Tijkl sin(ϕ′
î
− ϕ′

k̂
) sin(ϕ′

ĵ
− ϕ′

l̂
) ≈ T

∑

j

∑

n̂

∑

n̂′

(∇ϕîn̂)
(

∇ϕĵ n̂′
)

=

=
∑

n̂

(

~∇ϕîn̂
)

∑

jn̂′

(

~∇ϕĵ n̂′
)

= 0,ya que ∑jn̂′

(

~∇ϕĵ n̂′
)

= 0, 
omo hemos visto más arriba. Por otro lado,
∑

jkl

Tijkl cos(ϕ′
î
− ϕ′

k̂
) cos(ϕ′

ĵ
− ϕ′

l̂
)

≈
∑

n̂

(

~∇ϕîn̂
)

T̄n = a2

(

∑

r

T̄rCr

)

(

~∇ϕ
)2

= a2B1

(

~∇ϕ
)2

.Por lo tanto, la e
ua
ión 6.4.4 se expresa, asintóti
amente 
omo:
−ϕ̇ ≃ −a2A2

(

~∇ϕ
)2

− 2η2
0a

2B1

(

~∇ϕ
)2

= −a2
[

A2 + 2η2
0a

2B1

]

(

~∇ϕ
)2

⇒

ϕ̇ = a2
[

A2 + 2η2
0B1

]

(

~∇ϕ
)2

= κ
(

~∇ϕ
)2



APÉNDICE GDependen
ia de E y △µ del módulo de m.Si, 
omo hemos visto, E(m) es una fun
ión periódi
a de m, podemos represen-tar esta rela
ión 
omo se ha
e en la �g. G.0.1, donde se representa esta rela
ión parala 
omponente x de m. Evidentemente, los puntos mx, m′
x y m′′

x en la �g. G.0.1tienen todos la misma energía, E(mx) = E(m′
x) = E(m′′

x). Tal y 
omo se ha toma-do mx, (mx ∈
[

−N
2 ,

N
2

]), se 
umple que m′
x = −mx, por lo que E(mx) = E(−mx).Por otra parte, m′′

x es equivalente a m′
x en el intervalo [−N

2 ,
N
2

]. Se puede razonardel mismo modo 
on my. Por lo tanto,
E(mx,my) = E(−mx,−my)

△µ(mx,my) = △µ(−mx,−my)

}

⇒
{

E(mx,my) = E(|mx| , |my|)
△µ(mx,my) = △µ(|mx| , |my|)

}Por lo tanto,
Em = E0 + 4π2ζs

[

N
2πqπ − m

]2

△µm = κ
a2 (2π

N
)2
[

N
2πqπ − m

]2 donde m ≡ (|mx| , |my|)y
−N

2 ≤ mx,my ≤ N
2 .Se ha in
luido también △µ, puesto que los razonamientos anteriores son válidospara esta 
antidad.

Figura G.0.1. Energía en fun
ión de la 
omponente del pseu-domomento lineal en la dire

ión x, mx.191





Índi
e de �guras3.2.1.Poten
ial 
on invarian
ia rota
ional dis
reta V̄ (x) 
on simetría (a) C2v,(b) C5v, (
) C4v y (d) C6v. Los 
asos (
) y (d) son, además, periódi
os. 633.2.2.Solu
iones simples 
on simetría C2v 
uando µ = 0,06. La amplitud delas solu
iones 
on pseudomomento m = 0, 1 se representan en (a) y (
),respe
tivamente. Los mínimos del poten
ial lineal V (x) se representanmediante 
ír
ulos intermitentes de 
olor 
yan. En (b) y (d) se representanlas fases 
orrespondientes. 643.2.3.Solu
iones simples 
on simetría C4v 
uando µ = 0,04. La amplitud de lassolu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1,−2 se representan en (a), (
)y (e), respe
tivamente. El poten
ial lineal V (x) se representa mediante
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b), (d) y (f) se representan las fases
orrespondientes. 663.2.4. Solu
iones simples 
on simetría C5v 
uando µ = 0,16. La amplitudde las solu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1,−2 se representan en(a), (
) y (e), respe
tivamente. Los mínimos del poten
ial lineal V (x) serepresenta mediante 
ír
ulos intermitentes de 
olor 
yan. En (b), (d) y (f)se representan las fases 
orrespondientes. 673.2.5.Solu
iones simples 
on simetría C6v 
uando µ = −0,06. La amplitud de lassolu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1,−2, 3 se representan en (a), (
),(e) y (g). La fun
ión V (x) se representa mediante 
ír
ulos de 
olor azul
laro. En (b), (d), (f) y (h) se representan las fases 
orrespondientes. 683.2.6.Solu
iones simples extendidas 
on simetría C4v 
uando µ = −0,02. Laamplitud de las solu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1, 2 se representanen (a), (
) y (e), respe
tivamente. El poten
ial lineal V (x) se representamediante 
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b), (d) y (f) se representan lasfases 
orrespondientes. 703.2.7. Rela
ión entre la poten
ia P =
∫

Ω dx
2 |ψ|2 y el autovalor µ parasolu
iones 
omo las presentadas anteriormente. En (a) se representa estarela
ión para solu
iones 
omo las de la �gura 3.2.2, en (b) para solu
iones
omo las de la �gura 3.2.3, en (
) 
omo las de 3.2.4 y (d) 
omo las de3.2.5. 713.3.1.Solu
iones 
on líneas nodales angulares 
on simetría C4v y µ = −0,03. Laamplitud de las solu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1, 2 se representanen (a), (
) y (e), respe
tivamente. El poten
ial lineal V (x) se representamediante 
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b), (d) y (f) se representan lasfases 
orrespondientes. 74193
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iones 
on líneas nodales radiales 
on simetría C4v 
uando
µ = 0 y la línea nodal está entre 
eldas distintas. La amplitud de lassolu
iones 
on pseudomomento m = 0,−1, 2 se representan en (a), (
)y (e), respe
tivamente. El poten
ial lineal V (x) se representa mediante
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b), (d) y (f) se representan las fases
orrespondientes. 773.3.3. Solu
iones 
on líneas nodales radiales, situadas dentro de la 
elda 
onsimetría C4v y µ = 0. La amplitud de las solu
iones 
on pseudomomento
m = 0,−1, 2 se representan en (a), (
) y (e), respe
tivamente. El poten
iallineal V (x) se representa mediante 
ír
ulos de 
olor azul 
laro. En (b), (d)y (f) se representan las fases 
orrespondientes. 783.3.4.Valores de P =

∫

|ψ|2 dx2 para 
ada autovalor µ para las solu
iones 
onpseudomomento m = 0,−1, 2 (a) extendidas presentadas en la Fig. 3.2.6,(b) 
on líneas nodales radiales en la siguiente 
elda, (
) solu
iones 
onlíneas nodales radiales en la misma 
elda y (d) solitones dipolares. 793.3.5. Solu
ión 
on líneas nodales radiales tipo ex
ita
ión 
on µ = 0,121 ypseudomomento m = 0. La amplitud y la fase de la solu
ión se representaen (a) y (b), respe
tivamente. Los mínimos del poten
ial lineal V (x) serepresentan mediante 
ír
ulos intermitentes de 
olor azul 
laro. 793.3.6.Curva P = P (µ) de la solu
ión presentada en la Fig. 3.3.5. 803.4.1.Clusters de vórti
es 
on simetría C4v y µ = 0,02 
on pseudomomento
m = −1. La amplitud de las solu
iones se representa en (a), (b), (e) y (g).El poten
ial lineal V (x) se representa mediante 
ír
ulos de 
olor azul 
laro.En (b), (d), (f) y (h) se representan las fases 
orrespondientes. 833.4.2. Posi
iones de los vórti
es y antivórti
es en 
ada una de las solu
ionespresentadas en 3.4.1. Los vórti
es 
on 
arga positiva se representanmediante �e
has rojas girando en el sentido 
ontrario al de las agujasdel reloj, mientras que los antivórti
es (
arga negativa) se representanmediante �e
has azules girando en el sentido de las agujas del reloj.Las �e
has azules salientes desde la singularidad representan las líneasde ruptura en los antivórti
es y las �e
has rojas señalando ha
ia lasingularidad las líneas de ruptura en los vórti
es. 843.4.3.Valores de P =

∫

|ψ|2 dx2 para 
ada autovalor µ para las 
uatro tipos de
lusters presentados. 864.4.1.Evolu
ión de P (z) y 〈µ(z)〉 
on z en el plano P − 〈µ〉 para solu
iones 
on
ondi
iones ini
iales 
on r0 = 2,1, l = +3 y distintos valores de c. En 
olornegro se representa P = P (µ) para solu
iones esta
ionarias 
on m = −1. 944.4.2.Amplitud (a) y fase (b) de la 
ondi
ión ini
ial 
on l = +3 y amplitud (
)y fase (d) de la solu
ión para z = 200 
uando c = 0,424 y r0 = 2,1. 954.4.3.Evolu
ión de P (z) y 〈µ(z)〉 
on z en el plano P − 〈µ〉 para una solu
ión
on 
ondi
ión ini
ial 
on pseudomomento angular m = +2. En 
olor negrose representa P = P (µ) para solu
iones esta
ionarias 
on m′ = 0 en elpoten
ial 
on simetría C2v. 96



ÍNDICE DE FIGURAS 1954.4.4.Amplitud (a) y fase (b) de la 
ondi
ión ini
ial 
on m = +2 y amplitud(
) y fase (d) de la solu
ión 
on m′ = 0 para z = 650 
uando c = 1,7 y
ω0 = 1. 974.5.1. Simula
ión de una interfase O(2)-C5v 
uando la 
ondi
ión ini
ial tienemomento angular l = +4. En (a), (d) y (g) se representa la fase dela solu
ión para z = 0, 0,3 y 0,6 respe
tivamente. En (b), (e) y (h) serepresenta al dual del gradiente de la fase en 
ada nodo del malladonuméri
o en los mismos z. En (
), (f) e (i) se representa la fase a lo largode un 
ir
uito ζ que rodea el dominio Ωζ = [−0,42, 0,42]× [−0,42, 0,42]. 1004.5.2. Simula
ión de una interfase O(2)-C4v 
uando la 
ondi
ión ini
ial tienemomento angular l = +4. En (a) y (d) se representa la fase de la solu
iónpara z = 0,25 y0,4 respe
tivamente. En (b) y (e) se representa al dual delgradiente de la fase en 
ada nodo del mallado numéri
o en los mismos z.En (
) y (f) se representa la fase a lo largo de un 
ir
uito ζ que rodea el
uadrado Ωζ = [−0,42, 0,42] × [−0,42, 0,42]. 1014.5.3. Simula
ión de una interfase O(2)-C3v 
uando la 
ondi
ión ini
ial tienemomento angular l = +4. En (a) y (d) se representa la fase de la solu
iónpara z = 0,2 y 0,6 respe
tivamente. En (b) y (e) se representa al dual delgradiente de la fase en 
ada nodo del mallado numéri
o en los mismos z.En (
) y (f) se representa la fase a lo largo de un 
ir
uito ζ que rodea el
uadrado Ωζ = [−0,42, 0,42] × [−0,42, 0,42]. 1024.5.4. Simula
ión de una interfase O(2)-C2v 
uando la 
ondi
ión ini
ial tienemomento angular l = +4. En (a), (d) y (g) se representa la fase de lasolu
ión para z = 0,4, 0,45 y 0,5, respe
tivamente. En (b), (e) y (h) serepresenta al dual del gradiente de la fase en 
ada nodo del malladonuméri
o en los mismos z. En (
), (f) e (i) se representa la fase a lo largode un 
ir
uito ζ que rodea el 
uadrado Ωζ = [−0,42, 0,42]× [−0,42, 0,42]. 1035.2.1. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esquemáti
a de la fase a lolargo de la �la inferior (
) para una solu
ión simétri
a 
on µ = −0,01 y
mx = my = 10. 1125.2.2. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esquemáti
a de la fase a lolargo de la �la inferior (
) para una solu
ión simétri
a 
on µ = −0,06y mx = my = 9. El valor de la diferen
ia de fase entre 
eldas ve
inas,
△ϕ = 9

10π se ha representado 
on la letra t. 1135.2.3. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esquemáti
a de la fase a lolargo de la �la inferior (
) para una solu
ión simétri
a 
on µ = 0,03 y
mx = my = 8. El valor de la diferen
ia de fase entre 
eldas ve
inas,
△ϕ = 8

10π se ha representado 
on la letra t. 1145.2.4. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esquemáti
a de la fase a lolargo de la �la inferior (
) para una solu
ión simétri
a 
on µ = 0,03 y
mx = my = 7. El valor de la diferen
ia de fase entre 
eldas ve
inas,
△ϕ = 7

10π se ha representado 
on la letra t. 1155.2.5. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esquemáti
a de la fase a lolargo de la �la inferior (
) para una solu
ión simétri
a 
on µ = 0,02 y
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mx = my = 6. El valor de la diferen
ia de fase entre 
eldas ve
inas,
△ϕ = 6

10π, se ha representado 
on la letra t. 1165.2.6. Amplitud (a), fase (b) y representa
ión esquemáti
a de la fase a lolargo de la �la inferior (
) para una solu
ión simétri
a 
on µ = 0,04 y
mx = my = 0. 1175.2.7. Poten
ia P en fun
ión de µ para las solu
iones 
on mx = my = m =
10, 9, 8, 7, 6, y 0. Las líneas verti
ales en 
olor negro representan el límiteinferior y superior de la primera banda permitida. 1175.2.8. Amplitud (a), fase (b) para una solu
ión simétri
a 
on µ = −0,01 y
mx = my = 10. En (
) se representa las 
urvas P = P (µ) de la solu
ión
on V0 = 0 y 
on V0 = 2. Las líneas verti
ales en 
olor negro representanel límite inferior y superior de la primera banda permitida 
uando V0 = 2. 1185.3.1. Evolu
ión de P y 〈µ〉 
on z en el plano P − 〈µ〉, para solu
iones 
on
ondi
iones ini
iales ψe de�nidas por los pseudomomentos lineales enteros
mx = my = 10, 9, 8, 7, 6, y 0 y µ = −0,08. 1205.3.2. Evolu
ión de m̄x(z) 
on z para solu
iones 
on 
ondi
iones ini
iales
ψe de�nidas por los pseudomomentos lineales enteros mx = my =
10, 9, 8, 7, 6, y 0 y µ = −0,08. 1205.3.3. Evolu
ión de P y 〈µ〉 
on z en el plano P − 〈µ〉, para solu
iones 
on
ondi
iones ini
iales ψe de�nidas por los pseudomomentos lineales enteros
mx = my = 10, 9, 8, 7 y 0 y µ = 0,05. 1215.3.4. Evolu
ión de m̄x(z) 
on z para solu
iones 
on 
ondi
iones ini
iales ψede�nidas por los pseudomomentos lineales enteros mx = my = 10, 9, 8, 7y 0 y µ = 0,05. 1215.3.5.Amplitud - (a), (
), (e) - y fase - (b), (d), (f) - de φ(x, z) en diferentesvalores de z 
uando la 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión de unasolu
ión 
on µ = −0,08 y distintos pseudomomentos lineales. En (a) y (b)se muestra la amplitud y fase 
uando z = 750 y mx = my = 0, en (
) y(d) 
uando z = 1800 y mx = my = 6, y en (e) y (f) 
uando z = 3600 y
mx = my = 7. 1235.3.6.Amplitud - (a), (
), (e) - y fase - (b), (d), (f) - de φ(x, z) en diferentesvalores de z 
uando la 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión de unasolu
ión 
on µ = −0,08 y distintos pseudomomentos lineales. En (a) y (b)se muestra la amplitud y fase 
uando z = 3000 y mx = my = 8, en (
) y(d) 
uando z = 7200 y mx = my = 9, y en (e) y (f) 
uando z = 7200 y
mx = my = 10. 1245.3.7.Amplitud - (a), (
), (e) - y fase - (b), (d), (f) - de φ(x, z) en diferentesvalores de z 
uando la 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión de una solu
ión
on µ = 0,05 y distintos pseudomomentos lineales. En (a) y (b) se muestrala amplitud y fase 
uando z = 1200 y mx = my = 0, en (
) y (d) 
uando
z = 4200 y mx = my = 7, y en (e) y (f) 
uando z = 4200 y mx = my = 8. 1255.3.8.Amplitud - (a), (
), (e) - y fase - (b), (d), (f) - de φ(x, z) en diferentesvalores de z 
uando la 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión de una solu
ión
on µ = 0,05 y distintos pseudomomentos lineales. En (a) y (b) se muestrala amplitud y fase 
uando z = 7200 y mx = my = 9 y en (
) y (d) para elmismo valor de z y mx = my = 10. 126



ÍNDICE DE FIGURAS 1975.3.9.En (a) se representa la evolu
ión de m̄x(z) 
on z para solu
iones φ(x, z)
uando la 
ondi
ión ini
ial es una perturba
ión de una solu
ión esta
ionaria
ψe 
on pseudomomento mx = my = 10 y distintos valores de µ ini
iales,en el 
aso de V0 = 0. En (b) se representa la evolu
ión de P y 〈µ(z)〉 
on zen el plano P − 〈µ(z)〉 para los mismos 
asos. 1276.7.1.Amplitud (a) y fase (b) de las solu
iones 
on dominios magnéti
os. Losmáximos de V (x) se han representado mediante 
ír
ulos blan
os. En (b) sehan superpuesto �e
has que representan la fase en el 
entro de 
ada 
elda,estando el origen de los ángulos en el eje y. 1536.7.2.Amplitud (a) y fase (b) de φ(x, z) en z = 900 la 
ondi
ión ini
ial es unaperturba
ión de una solu
ión 
on µ = −0,10 
omo las presentadas en 6.7.1.154B.0.1.Representa
ión de la tabla de 
ara
teres de los grupos (a) C3v y (b) C4vbajo los elementos de rota
ión del grupo. En (a) ε = exp(i 2π3 ) y en (b)
ε = exp(iπ2 ). 169B.0.2.Esquema de las representa
iones irredu
ibles para los grupos (a) C3v (b)
C4v y (
) C6v. Las �e
has representan 
ada una de las representa
ionesirredu
ibles y se representa junto a ellas 
ómo se 
omportan ante unarota
ión de 2π

n
, n = 3, 4, 6. En (a) ε = exp(i 2π3 ) , en (b) ε = exp(iπ2 ) y en(
) ε = exp(iπ3 ). 170G.0.1.Energía en fun
ión de la 
omponente del pseudomomento lineal en ladire

ión x, mx. 191
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