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Resumen

El Anélisis Matricial y sus aplicaciones constituyen un area importante de
la Matemaética Aplicada y son la base de muchas aplicaciones industriales
y para la ingenieria en general. El presente trabajo se encuadra dentro
del Analisis Matricial. Se estudian algunos 6rdenes parciales y pre-érdenes,
definidos a partir de inversas generalizadas, sobre diferentes conjuntos de

matrices complejas.

En la primera parte de esta memoria se estudia el orden parcial estrella en
la clase de matrices FP. En la literatura se pueden encontrar varias propie-
dades y caracterizaciones para este tipo de matrices como, por ejemplo, en
[53] Y. Tian y H. Wang han reunido treinta y cinco caracterizaciones para
matrices FP. Varias de ellas se utilizan en esta memoria con el propésito

de obtener nuevas caracterizaciones.

En [45] J. K. Merikoski y X. Liu, basdndose en un estudio realizado por
R. E. Hartwig y G. P. H. Styan [30], analizaron y caracterizaron el orden
parcial estrella en el conjunto de matrices normales. En el presente trabajo
se extienden algunos resultados obtenidos por Merikoski y Liu a la clase
de matrices EP. Se caracterizan los sucesores y predecesores de una matriz

EP dada y se establecen condiciones necesarias y suficientes para que éstos
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pertenezcan a la misma clase. Se presentan nuevas demostraciones de algu-
nos resultados conocidos utilizando la forma canoénica de las matrices EP
[53]. De esta manera se obtiene y verifica un teorema (Teorema 2.3.5) que
proporciona descomposiciones para dos matrices E'P comparables a través
del orden parcial estrella. Este es un caso particular de una factorizacion
dada por J. Grok en [24], para matrices de indice menor o igual que 1 re-
lacionadas por el orden parcial grupo, ya que éste coincide con el orden
parcial estrella en la clase de matrices FP. En ese trabajo J. Grof realizo

la prueba usando la descomposicién en valores singulares.

N. Castro-Gonzalez, J. Vélez-Cerrada, D. S. Djordjevi¢, J. J. Koliha y Y.
Wei [13, 14, 15, 16, 21] son algunos de los autores que han estudiado los
proyectores espectrales correspondientes al valor propio nulo de una matriz
A, denotados por A”. Para una matriz A fija, caracterizaron todas las ma-
trices para las cuales dicho proyector coincide con A™. En este trabajo se
restringe el conjunto de estudio a la clase de matrices EP y se caracterizan
los proyectores espectrales correspondientes al valor propio nulo. Mas ade-
lante, se relacionan los proyectores mencionados con los 6rdenes parciales

estrella y grupo.

La inversa de Moore-Penrose aparece cuando se busca la solucién aproxi-
mada (en norma 2) por minimos cuadrados de un sistema de ecuaciones
lineales inconsistente. En los casos en que se utilizan normas inducidas por
matrices hermiticas y definidas positivas, es necesario utilizar la inversa de
Moore-Penrose ponderada por dichas matrices, inversa estudiada por varios
autores como Y. Wei, G. Wang, S. Qiao, H. Wu [55, 57|, entre otros. En
muchas situaciones reales, las matrices que modelizan el problema a resol-
ver poseen una determinada estructura como, por ejemplo, el hecho de ser

simétricas, hermiticas, normales, F P, tridiagonales, etc. En esta memoria



se considera la clase de matrices E Py ny, matrices EP ponderadas con
respecto a dos matrices hermiticas definidas positivas M y N, y se define
en ese conjunto el orden parcial estrella ponderado con respecto a M y N.
Primero se estudian y analizan las matrices cuadradas que pertenecen a
esta clase y luego se particulariza al caso en que M coincide con N, carac-
terizando los predecesores y sucesores de una matriz EP/ ar) (Teoremas
3.2.3 y 3.2.4, respectivamente). En [44], N. Matzakos y D. Pappas presen-
taron dos factorizaciones para la inversa de Moore-Penrose de una matriz
FE P singular y a partir de ellas implementaron dos algoritmos para calcular-
la. Extendiendo estos resultados para matrices E P ponderadas, se disenan
dos algoritmos para calcular la inversa de Moore-Penrose ponderada de una

matriz EP s ap.-

Los resultados encontrados sobre los proyectores espectrales correspondien-
tes al valor propio nulo en el conjunto de matrices EFP son extendidos al
conjunto de matrices E P ) y se demuestra que esta clase es cerrada bajo

esos proyectores (Teorema 3.4.1).

La inversa de Drazin es otra de las inversas generalizadas con las que se
trabaja en esta memoria. Ha sido usada en la literatura para definir el pre-
orden Drazin en el conjunto de matrices complejas cuadradas. En [48], los
autores definieron este pre-orden, estudiaron algunas propiedades y obtu-
vieron caracterizaciones del mismo. Como ya se menciond, este pre-orden
se define en el conjunto de matrices complejas cuadradas debido a que la
inversa de Drazin s6lo existe para este tipo de matrices, y por lo tanto, no se
puede extender directamente a matrices rectangulares. Con la finalidad de
lograr tal extension, se considera una matriz peso W no nula que transforma
una matriz rectangular A en dos matrices cuadradas, AW y W A. Luego,

se definen tres nuevos pre-o6rdenes (Definicion 4.2.1) en el conjunto de ma-
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trices rectangulares complejas, , usando el peso W

y
y el pre-orden de Drazin entre ciertas matrices cuadradas. Se caracterizan
las matrices que estan relacionadas mediante cada uno de esos pre-érdenes,
encontrando en cada caso representaciones para ellas (Teoremas 4.2.1, 4.2.2

y 4.2.3).

En [16], N. Castro-Gonzélez y J. Vélez-Cerrada consideraron, para una
matriz A y un peso W, el concepto de W-soporte idempotente A%V =
AW A)P = (AW)P A. Caracterizaron todas las matrices B para las cuales
el proyector B®WIW coincide con AZWW, con A y W fijas. Hicieron lo
mismo para los proyectores WA%W v WB%W y luego, como corolario de lo
anterior, pudieron caracterizar las matrices rectangulares cuyos W-soportes
idempotentes coinciden con el de una dada. Utilizando la misma nomencla-
tura, en el presente trabajo se realiza un anélisis (Teorema 4.2.4) en el que
se muestra bajo qué condiciones, que involucran al pre-orden <%""_los pro-
yectores AWW y B&WW coinciden. De forma anéloga se dan condiciones

para que WA%W sea igual a WBW,

Los resultados anteriores fueron motivadores para definir, estudiar y carac-
terizar una nueva clase de matrices, la clase de aquellas matrices A cuyos
proyectores de Drazin ponderados AW W y W AW coinciden. Se realiza
un analisis de las matrices que estan relacionadas mediante cada uno de los

pre-O6rdenes jd7W”", <dWit y <dW

Esta memoria estd organizada en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 se pre-
sentan, de forma breve, algunos antecedentes del tema de la tesis y se intro-
ducen las notaciones y resultados preliminares necesarios para el desarrollo
del resto de los capitulos. En el Capitulo 2 se presenta la clase de matrices

E P, se demuestran algunas propiedades y se estudia el orden parcial estrella



en dicha clase, caracterizando las matrices E P relacionadas mediante este
orden. El Capitulo 3 contiene los resultados obtenidos al estudiar el orden
parcial estrella ponderado en el conjunto de matrices EP ponderadas. En
particular, alli se pueden encontrar las caracterizaciones halladas para las
matrices EFP s ) que se relacionan por medio del orden parcial estrella
ponderado. Ademés, se presentan dos algoritmos para calcular la inversa
de Moore-Penrose ponderada de una matriz EPy ) y se muestran los re-
sultados obtenidos al implementarlos. Finalmente, en el Capitulo 4, con la
intencién de extender el pre-orden de Drazin al conjunto de matrices rectan-
gulares, se definen tres nuevos pre-6rdenes en ese conjunto. Se caracterizan
las matrices que estan relacionadas mediante estos pre-érdenes y, en parti-
cular, las matrices adyacentes. También se estudia la clase de las matrices
que tienen proyectores de Drazin ponderados iguales y se relacionan con los
pre-6rdenes definidos. La tesis finaliza con un anexo en el que se indican
las conclusiones finales y las lineas futuras de investigacion. Los resultados

obtenidos en esta memoria se pueden encontrar en [31, 32, 33].
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Resum

L’Analisi Matricial i les seues aplicacions constitueixen una area important
de la Matematica Aplicada i son la base de moltes aplicacions industrials
i per a la enginyeria en general. Aquest treball s’enquadra doncs dins de
I’Analisi Matricial. S’estudien alguns ordres parcials i pre-ordres, definits a
partir d’inverses generalitzades, sobre diferents conjunts de matrius com-

plexes.

A la primera part d’aquesta memoria s’estudia l’ordre parcial estrella en la
classe de matrius EP. A la literatura es poden trobar diverses propietats i
caracteritzacions per a aquest tipus de matrius com, per exemple, en [53| Y.
Tian i H. Wang han reunit trenta-cinc caracteritzacions per a matrius FP.
Varies d’elles s’utilitzen en aquesta memoria amb el proposit d’obtindre

noves caracteritzacions.

En [45] J. K. Merikoski i X. Liu, basant-se en un estudi realitzat per R. E.
Hartwig i G. P. H. Styan [30], varen analitzar i caracteritzar 'ordre parcial
estrella en el conjunt de matrius normals. En aquest treball s’estenen alguns
dels resultats obtinguts per Merikoski i Liu per a la classe de matrius EFP.
Es caracteritzen els successors i predecessors d’'una matriu EP donada i

s’estableixen condicions necessaries i suficients per a que aquests pertanyin
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a la mateixa classe. Es presenten noves demostracions d’alguns resultats
coneguts fent servir la forma canonica de les matrius EP [53]. D’aquesta
manera s’obté i es verifica un teorema (Teorema 2.3.5) que proporciona
descomposicions per a dos matrius EP comparables a través de 'ordre
parcial estrella. Aquest és un cas particular d’una factoritzacié6 donada per
J. Grofs en [24], per a matrius d’index menor o igual a 1 relacionades amb
I’ordre parcial grup, ja que aquest coincideix amb 1’ordre parcial estrella a
la classe de matrius EP. En aquell treball Grofs va fer la prova fent servir

la descomposicié en valors singulars.

N. Castro-Gonzalez, J. Vélez-Cerrada, D. S. Djordjevi¢, J. J. Koliha i Y.
Wei [13, 14, 15, 16, 21] son alguns dels autors que han estudiat els projectors
espectrals, denotats per A™, corresponents al valor propi nul d’una matriu
A. Per a una matriu A fixa, van caracteritzar totes les matrius per a les
quals aquest projector coincideix amb A™. En aquest treball es restringeix
el conjunt d’estudi a la classe de matrius E'P i es caracteritzen els projectors
espectrals corresponents al valor propi nul. Més endavant es relacionen els

projectors mencionats amb els ordres parcials estrella i grup.

La inversa de Moore-Penrose apareix quan es busca la solucié aproximada
(en norma 2) per minims quadrats d’un sistema d’equacions lineals incon-
sistent. En els casos en que s’utilitzen normes induides per matrius hermiti-
ques i definides positives, és necessari utilitzar la inversa de Moore-Penrose
ponderada per aquestes matrius, inversa estudiada per varis autors com Y.
Wei, G. Wang, S. Qiao, H. Wu [55, 57|, entre altres. En moltes situacions
reals, les matrius que modelitzen el problema a resoldre posseeixen una
determinada estructura com, per exemple, el fet de ser simétriques, hermi-
tiques, normals, F' P, tridiagonals, etc. En aquesta memoria es considera la

classe de matrius E Py ), matrius EP ponderades respecte dos matrius



hermitiques definides positives M i IV, i es defineix en aquest conjunt I'ordre
parcial estrella ponderat respecte M i N. Primer s’estudien i analitzen les
matrius quadrades que pertanyen a aquesta classe i després es particularit-
za per al cas en que M coincideix amb N, caracteritzant els predecessors i
successors d’una matriu £ P ) (Teoremes 3.2.3 i 3.2.4, respectivament).
En [44], N. Matzakos i D. Pappas van presentar dues factoritzacions per
a la inversa de Moore-Penrose d’'una matriu E P singular i a partir d’elles
van implementar dos algoritmes per a calcular-la. Estenent aquests resultats
per a matrius E'P ponderades, es dissenyen dos algoritmes per calcular la

inversa de Moore-Penrose ponderada d’una matriu EP s pp).

Els resultats trobats sobre els projectors espectrals corresponents al valor
propi nul en el conjunt de matrius EP sén estesos al conjunt de matrius
E Py 1 es demostra que aquesta classe és tancada sota aquests projectors

(Teorema 3.4.1).

La inversa de Drazin és una altra de les inverses generalitzades amb les que
es treballa en aquesta memoria. A estat utilitzada a la literatura per a definir
el pre-ordre de Drazin en el conjunt de matrius complexes quadrades. En
[48], els autors van definir aquest pre-ordre, van estudiar algunes propietats
i van obtindre les seues caracteritzacions. Tal i com ja s’ha esmentat, aquest
pre-ordre es defineix en el conjunt de matrius complexes quadrades degut
a que la inversa de Drazin només existeix per a aquest tipus de matrius,
i per tant, no es pot estendre directament a matrius rectangulars. Amb la
finalitat d’aconseguir tal extensio, es considera una matriu pes W no nul-la
que transforma una matriu rectangular A en dues matrius quadrades, AW i
W A. Després, es defineixen tres nous pre-ordres (Definicié 4.2.1) en el con-

jd,W,T‘7 jd,VV,K i

junt de matrius rectangulars complexes, <&W - fent servir

el pes W i el pre-ordre de Drazin entre certes matrius quadrades. Es ca-
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racteritzen les matrius que estan relacionades mitjancant cada un d’aquests

pre-ordres, trobant en cada cas representacions per a elles (Teoremes 4.2.1,

42214.23).

En [16], N. Castro-Gonzéalez i J. Vélez-Cerrada van considerar, per a una ma-
triu A i un pes W, el concepte de W-suport idempotent A%W = A(WA)P =
(AW)D A. Van caracteritzar totes les matrius B per a les quals el projector
BoWTW coincideix amb AW, amb A i W fixes. Van fer el mateix per
als projectors WAW 1 WB%W i després, com a corol-lari de ’anterior, van
poder caracteritzar les matrius rectangulars, els W-suports idempotents de
les quals coincideixen amb el d’'una donada. Fent servir la mateixa nomen-
clatura, en aquest treball es realitza un analisi (Teorema 4.2.4) en el qual es

mostra sota quines condicions, que involucren al pre-ordre<%"W:"

, els projec-
tors AZWW i B®WW coincideixen. De forma analoga es donen condicions

per a que WA%W sigui igual a WBW.

Els resultats anteriors van ser motivadors per a definir, estudiar i caracterit-
zar una nova classe de matrius, la classe d’aquelles matrius A el projectors
de Drazin ponderats AW W i W AW de les quals coincideixen. Es realitza
un analisi de las matrius que estan relacionades mitjancant cada un dels

pre-ordres jd’W’T, jd’W’Z 1 jde.

Aquesta memoria estd organitzada en quatre capitols. Al Capitol 1 es pre-
senten, de forma breu, alguns antecedents del tema de la tesi i s’introdueixen
les notacions i resultats preliminars necessaris pel desenvolupament de la
resta dels capitols. Al Capitol 2 es presenta la classe de matrius EP, es
demostren algunes propietats i s’estudia 'ordre parcial estrella d’aquesta
classe, caracteritzant les matrius E P relacionades mitjancant aquest ordre.

El Capitol 3 conté els resultats obtinguts a I’estudiar I'ordre parcial estrella



ponderat en el conjunt de matrius £ P ponderades. En particular, alla es po-
den trobar les caracteritzacions per a les matrius EF/ r) que es relacionen
a través de 'ordre parcial estrella ponderat. A més, es presenten dos algo-
ritmes per a calcular la inversa de Moore-Penrose ponderada d’una matriu
EP(nr,ary 1 es mostren els resultats obtinguts al implementar-los. Finalment,
al Capitol 4, amb la intenci6é d’estendre el pre-ordre de Drazin al conjunt de
matrius rectangulars, es defineixen tres nous pre-ordres en aquest conjunt.
Es caracteritzen les matrius que estan relacionades mitjancant aquests pre-
ordres i, en particular, les matrius adjacents. També s’estudia la classe de
les matrius que tenen projectors de Drazin ponderats iguals i es relacionen
amb els pre-ordres definits. La tesi finalitza amb un annexe on s’indiquen les
conclusions finals i les linies futures d’investigaci6. Els resultats obtinguts

en aquesta memoria es poden trobar en [31, 32, 33].
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Summary

Matrix Analysis and its applications are an important area of Applied
Mathematics and are the basis of many industrial applications and for
engineering in general. This work can be classified as being part of Matrix
Analysis. Some partial orders and pre-orders defined in terms of generalized

inverses on different sets of complex matrices are studied.

In the first part of this thesis the star partial order on the class of EP
matrices is studied. In literature, several properties and characterizations
for this kind of matrices can be found as, for example, in [53] H. Y. Tian and
Wang have collected thirty five characterizations for £ P matrices. Several

of them are used in this manuscript in order to obtain new characterizations.

In [45] J. K. Merikoski and X. Liu, based on a study accomplished by R. E.
Hartwig and G. P. H. Styan [30], analyzed and characterized the star partial
order on the set of normal matrices. In this work some results obtained by
Merikoski and Liu are extended to the class of EP matrices. Successors
and predecessors of an EP matrix are characterized, and necessary and
sufficient conditions are established for they to belong to the same class.
New demonstrations of some known results using the canonical form of the

EP matrices 53| are presented. In this way a result (Theorem 2.3.5) which

XVII
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provides decompositions for two E P matrices comparable by the star partial
order, is obtained and proved. This is a particular case of a factorization
given by J. Grof in [24], for matrices of index less than or equal to 1 related
by the group partial order, since group and star orders coincide on the class
of £ P matrices. In that work, the proof was made using the singular value

decomposition.

N. Castro-Gonzélez, J. Vélez-Cerrada, D. S. Djordjevié, J. J. Koliha, and Y.
Wei [13, 14, 15, 16, 21] are some authors who studied spectral projectors,
denoted by A™, corresponding to the eigenvalue zero of a matrix A. For
a fixed matrix A, they characterized all matrices for which their spectral
projectors coincides with A™. In this work, we restrict our attention to the
class of E'P matrices and spectral projectors corresponding to the eigenvalue
zero are characterized. Furthermore, the projectors mentioned above are

linked to star and group partial orders.

The Moore-Penrose inverse appears when the approximate (in norm 2) least-
squares solution of an inconsistent system of linear equations is found. When
norms induced by Hermitian and positive definite matrices are employed,
it is necessary to use the weighted Moore-Penrose inverse. This inverse has
been studied by several authors such as Y. Wei, G. Wang, S. Qiao, H. Wu
[55, 57|, among others. In many real situations, the problem to solve is
modeled by matrices having a particular structure as, for example, they
are symmetric, Hermitian, normal, F P, tridiagonal, etc. In this document,
the class of EP(ys ) matrices is considered, that is, E£P matrices weighted
with respect to two Hermitian and positive definite matrices M and N,
and in that set the weighted star partial order with respect to M and N
is defined. First, the square matrices that belong to this class are studied

and analyzed and then for the case M = N details are provided characte-



rizing predecessors and successors of an E Py 5y) matrix (Theorems 3.2.3
and 3.2.4, respectively). In [44], N. Matzakos and D. Pappas presented two
factorizations for the Moore-Penrose inverse of a singular £ P matrix and
from them they implemented two algorithms to calculate it. Extending these
results for weighted F P matrices, two algorithms are designed to calculate

the weighted Moore-Penrose inverse of a E Py, ) matrix.

The results found on spectral projectors corresponding to the eigenvalue
zero in the set of £ P matrices are extended to the set of E P/ ) matrices.
Also, it is shown that the EFy ) class is closed under these projectors

(Theorem 3.4.1).

The Drazin inverse is another generalized inverse considered in this me-
mory. It has been used in the literature to define the Drazin pre-order on
the set of square complex matrices. In [48], authors defined this pre-order,
studied some properties and obtained characterizations of them. As men-
tioned before, this pre-order is defined in the set of square complex matrices
because the Drazin inverse only exists for this kind of matrices, and there-
fore they can not be extended directly to rectangular matrices. With the
purpose to achieve such an extension, a nonzero weight matrix W is consi-
dered to transform a rectangular matrix A into two square matrices, AW
and WA. Then, three new pre-orders (Definition 4.2.1) on the set of rec-
tangular complex matrices are defined, <" <&WL and <4W In this
definition the weight W and the Drazin pre-order between certain square
matrices are used. Matrices related by these pre-orders are characterized,
finding in each case a representation for them (Theorems 4.2.1, 4.2.2, and

4.2.3).
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For a given matrix A and a weight W, [16] N. Castro-Gonzalez and J.
Vélez-Cerrada considered the concept of idempotent W-support A%W =
AWAP = (AW)PA. They characterized all matrices B for which the
projector BWW coincides with A" W where A and W are fixed. They
did the same for the projectors WA%W and W B%W and then as a corollary,
they were able to characterize all rectangular matrices whose W-support
idempotent coincides with that of a given matrix. By using the same nomen-
clature, in the present work an analysis is performed (Theorem 4.2.4) sho-
wing under what conditions (involving the <4"'"), the projectors AZW W
and B®"W W coincide. Analogously, conditions are given for WA%W be equal

to WBoW.

The above results motivate us to define, study and characterize a new class
of matrices, the class of all matrices A whose weighted Drazin projectors
AW and WASW coincide. An analysis of matrices that are related

d,W, d,We d,W
<&Wr - <d,W, <

through each one of the pre-orders , and is performed.

This manuscript is organized into four chapters. In Chapter 1, background
on the subject of the thesis, notation and the preliminary results neces-
sary for the development of the forthcoming chapters are briefly presented.
In Chapter 2, the class of E'P matrices is introduced, some properties are
demonstrated and the star partial order is studied in that class, characteri-
zing the E'P matrices related by this order. Chapter 3 contains the results
obtained in the study of the weighted star partial order on the set of weigh-
ted EP matrices. In particular, it contains characterizations of EP (s ar)
matrices that are related through the weighted star partial order. In addi-
tion, two algorithms are presented to calculate the weighted Moore-Penrose
inverse of an EP(ys,3s) matrix and the results obtained to implement them

are shown. Finally, in Chapter 4, in order to extend the Drazin pre-order to



the set of rectangular matrices, three new pre-orders on this set are defined.
Matrices that are related by these pre-orders and, in particular, adjacent
matrices are characterized. It is also studied the class of matrices with equal
weighted Drazin projectors and they are related to the new pre-order. The
thesis concludes with an annex where the final conclusions and future lines
of investigation are shown. The new results provided in this manuscript can

be found in [31, 32, 33].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

Esta memoria se encuadra en el Anélisis Matricial. Se investigan algunos
ordenes parciales y pre-6rdenes, definidos a partir de inversas generalizadas,

sobre diferentes conjuntos de matrices complejas.

En particular, se profundiza el estudio del orden parcial estrella en el con-
junto de matrices EP y luego se extienden estos resultados a la clase de
matrices FP ponderadas relacionadas mediante el orden parcial estrella
ponderado. Se definen e investigan tres nuevos pre-6rdenes que generalizan
el pre-orden de Drazin, definido en el conjunto de matrices cuadradas, a
matrices complejas rectangulares. En cada caso, se caracterizan los prede-
cesores y sucesores de una matriz dada y se demuestran propiedades que
son validas para los 6rdenes y pre-érdenes estudiados, ya sea en general o

en algin conjunto particular de matrices.
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La investigacion y el desarrollo del Anéalisis Matricial incluyen estudios tan-
to tedricos como practicos, con aplicacion a diferentes disciplinas. El tema
de las matrices inversas generalizadas se ha desarrollado muy réapido duran-
te los ultimos afnos, tanto en sus aspectos tedricos como asi también en sus
aplicaciones. Entre estas tltimas, cabe mencionar métodos de optimizacion
utilizando minimos cuadrados, ecuaciones diferenciales, ecuaciones en dife-
rencias, cadenas de Markov, etc. 6, 10, 12, 46, 51, 54]. Para algunas otras
aplicaciones de inversas generalizadas se pueden consultar los articulos [17,

19, 34, 39, 40, 42].

Se cree que la nocién de inversa generalizada de una matriz aparecié por
primera vez cuando E. H. Moore defini6 una tnica inversa, llamada por él
general reciprocal, para una matriz cualquiera. Aunque su primera publica-
cion fue en 1920 parece ser que los resultados se obtuvieron antes. Varios
anos mas tarde, recién en 1955, R. Penrose public6 otra definicién para esta
misma inversa generalizada. Esta definicién es la que hoy se conoce con el
nombre de inversa de Moore-Penrose. En [10] se pueden encontrar detalles

més exhaustivos sobre estos hechos histoéricos.

La importancia que tienen las inversas generalizadas en la resolucién de
problemas de diferente indole no es algo nuevo. Se puede mencionar, por
ejemplo, el rol que juega la inversa de Moore-Penrose para calcular en forma
aproximada la solucién de sistemas de ecuaciones lineales por el método de
minimos cuadrados, o la utilidad de la {1}-inversa generalizada que permite
encontrar todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales y una
representacion de las mismas. También la inversa de grupo se aplica, por
ejemplo, para encontrar el estado estacionario en la teoria de cadenas de
Markov, asi como la inversa de Drazin permite resolver ecuaciones diferen-

ciales matriciales cuyos coeficientes sean matrices no invertibles.
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Son varios los autores que han profundizado el estudio sobre inversas gene-
ralizadas. Se pueden mencionar algunos textos de referencia general como
lo son [10, 12, 51, 55] y varios articulos que investigan el tema de inversas

generalizadas tales como [8, 13, 14, 15, 16, 21, 29, 43, 53|, entre otros.

En 1986, R. E. Hartwig y K. Spindelbock [29] estudiaron un conjunto parti-
cular de matrices, aquellas para las cuales su traspuesta conjugada conmuta
con su inversa de Moore-Penrose. Encontraron algunas propiedades que sa-
tisfacen estas matrices, dieron una representaciéon para ellas e investigaron
su relacién con otras clases conocidas como matrices E' P, idempotentes, etc.
En [14], N. Castro-Gonzélez, J. J. Koliha y Y. Wei estudiaron los proyectores
espectrales correspondientes al valor propio nulo de una matriz. Estos pro-
yectores se pueden definir usando la inversa de Drazin como A™ = I — AAP.
Fijada una matriz A, los autores caracterizaron todas las matrices para las
cuales su proyector espectral correspondiente al valor propio nulo coincide
con A™. Cuatro anos mas tarde, en [15], N. Castro-Gonzalez y J. Vélez-
Cerrada trabajaron con los mismos proyectores, pero en este caso caracte-
rizaron las matrices cuadradas B que satisfacen B™ = A™ + S, donde A y

S son matrices fijas tales que I — S? es no singular.

En [53], Y. Tian y H. Wang consideraron la clase de matrices EP (siglas de
Equal Projectors), formada por todas las matrices complejas cuadradas A
cuyos proyectores AAT y AT A coinciden, donde A es la inversa de Moore-
Penrose de A. Los autores reunieron en ese trabajo varias caracterizaciones
para estas matrices y demostraron algunas nuevas. Con la idea de extender
esta clase de matrices, definieron el concepto de matriz £ P ponderada con
respecto a dos matrices hermiticas definidas positivas M y N dadas. Ca-
racterizaron este tipo de matrices utilizando en algunos casos la inversa de

Moore-Penrose ponderada con respecto a las mismas matrices M y N [10].
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En otros trabajos se definen nuevas inversas generalizadas en determinados
conjuntos de matrices. Por ejemplo, en [18] R. E. Cline y T. N. Greville
extendieron a matrices rectangulares el concepto de inversa de Drazin, de-
finido s6lo para matrices cuadradas. En un trabajo actual [43], S. B. Malik
y N. Thome introdujeron una nueva inversa generalizada, la inversa DM P.
Esta inversa se defini6 a partir de las inversas de Moore-Penrose y de Drazin
y extiende la nocién de inversa core, introducida por O. M. Baksalary y G.
Trenkler en [8] para matrices de indice a lo sumo 1, a matrices de indice

arbitrario.

Muchos resultados sobre inversas generalizadas han sido obtenidos en el
campo del analisis matricial y, en particular, algunos de ellos han sido apli-
cados al estudio de los 6rdenes parciales. En la literatura se han definido
e investigado varias relaciones de orden parcial o pre-orden a partir de in-
versas generalizadas. Por ejemplo, un orden muy conocido y estudiado es
el orden parcial estrella que se puede definir usando la inversa de Moore-
Penrose. En 1978 M. P. Drazin fue quien introdujo este concepto en [22] y
probo que es un orden parcial. Sin embargo, varios anos antes M. Hestenes
ya habia estudiado algunas propiedades de las matrices que satisfacen las
igualdades que definen el orden estrella, AAT = BAT y ATA = ATB, pero él
llamaba a la matriz A una seccion de la matriz B cuando se cumplia esta
relacion [48]. Dos afios mas tarde, en 1980, R. E. Hartwig [26] introduce
el orden parcial menos que permite analizar la propiedad conocida como
de substractivity rank, donde el rango de la diferencia de dos matrices es
la diferencia de los rangos de cada una de ellas. En 1987, S.K. Mitra [47]
defini6 el orden grupo sobre el conjunto de matrices de indice a lo sumo 1,
a partir de la inversa que le otorga su nombre. El pre-orden de Drazin se

obtuvo al intentar utilizar la misma idea con la inversa de Drazin [48].
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En [1,3,4,7,8,9, 11, 20, 21, 23, 24, 25, 38, 41, 45, 48, 50|, entre otros, se
pueden encontrar resultados y caracterizaciones sobre los 6rdenes parciales

mencionados y otros conocidos.

En [1] J. K. Baksalary, O. M. Baksalary y X. Liu trabajaron con algunos
6rdenes parciales sobre matrices complejas, entre ellos el orden estrella, y
estudiaron algunas relaciones con sus potencias. En particular demostraron
que si A es una matriz EP y B es un sucesor de A bajo el orden parcial
estrella entonces B? es un sucesor de A% bajo el mismo orden. En [7] los
autores demostraron que si A es una matriz F P menor o igual que B bajo

el orden estrella, entonces A y B conmutan.

J. K. Baksalary y J. Hauke, en [4], definieron el orden parcial singular value,
denotado por <7, en el conjunto de matrices complejas rectangulares. Dadas
dos matrices A y B, se dice que A <? B si A es menor o igual menos que
B y el espectro de A esta contenido en el espectro de B. Un afio mas tarde,
usando esta relacion y otras propiedades, J. Grof defini6 en 23] un nuevo
orden parcial denotado con <?!. Probdé que esta relaciéon, definida como
A <° B iy solo si A es menor o igual menos que B y el valor singular
maximal de A es menor o igual que el valor singular maximal de B, es
un orden parcial y lo relacion6 con otros érdenes conocidos, entre ellos, el
orden parcial estrella. En el mismo trabajo demostr6 algunas propiedades
que verifica el nuevo orden y dio contraejemplos de propiedades que son
validas para 6rdenes parciales conocidos, como el orden estrella, pero que
no se verifican para el nuevo. El mismo autor, en 2006 [24], demostré una
factorizacién para matrices de indice menor o igual que 1 relacionadas con
el orden parcial grupo, utilizando la descomposiciéon en valores singulares de

esas matrices. En ese mismo aflo, J. K. Merikoski y X. Liu [45] publicaron
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un trabajo en el que estudiaron y caracterizaron, entre otras cosas, el orden

parcial estrella en el conjunto de matrices normales.

Como se puede apreciar, en las ultimas décadas se ha incrementado expo-
nencialmente el estudio de 6rdenes parciales sobre matrices. Atn en la ac-
tualidad se sigue profundizando el estudio de determinados 6rdenes parciales
conocidos sobre diferentes conjuntos de matrices, asi como encontrando e
investigando nuevos 6rdenes parciales definidos a partir de inversas gene-
ralizadas o a partir de 6rdenes ya conocidos. Por ejemplo, en el ano 2014,
S. Malik, L. Rueda y N. Thome [41] analizaron en profundidad el orden
parcial core, introducido por O.M. Baksalary y G. Trenkler en [8], y encon-
traron nuevas caracterizaciones. Ademaés, usando descomposiciones del tipo
de Hartwig-Spindelbdck para matrices cuadradas obtuvieron nuevas expre-
siones que caracterizan los 6rdenes parciales clasicos. En el mismo ano, L.
Lebtahi, P. Patricio y N. Thome [38] introdujeron un nuevo orden parcial
sobre anillos, el orden parcial diamond. Este extiende un orden parcial de-

finido por J. K. Baksalary y J. Hauke en [2].

Todo lo expuesto justifica el interés por investigar el comportamiento de
los 6rdenes parciales estrella y estrella ponderado, en algunos conjuntos
particulares de matrices, asi como también intentar extender el pre-orden

de Drazin a matrices rectangulares.

R. E. Hartwig y G. P. H. Styan, en [30], caracterizaron el orden parcial
estrella en el conjunto de matrices complejas. Basidndose en ese trabajo,
J. K. Merikoski y X. Liu caracterizaron en [45] el mismo orden parcial
en el conjunto de matrices normales. Motivada por este dltimo estudio y
considerando que las matrices F' P generalizan, entre otras, a las matrices

normales, en esta memoria se extienden algunos de los resultados de J.
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K. Merikosky y X. Liu a la clase de matrices EP. En este nuevo dominio
considerado se caracterizan los predecesores y sucesores de una matriz £P
dada. Pero estas matrices no necesariamente pertenecen a la misma clase,
por lo tanto se demuestra bajo qué condiciones los sucesores y predecesores
de una matriz FP dada también son E'P. Realizando demostraciones mas
sencillas se obtienen algunos resultados conocidos pero ahora se prueban

usando descomposiciones de las matrices FP.

En la misma clase se trabaja con el concepto de proyector espectral corres-
pondiente al valor propio nulo de una matriz, considerado por N. Castro-
Gonzalez, J. Vélez-Cerrada, J. J. Koliha, Y. Wei y D. S. Djordjevi¢ [13, 14,
15, 16, 21|, entre otros. Se sabe que para toda matriz cuadrada A de indice k
el proyector espectral correspondiente al valor propio nulo, A™, es la tnica
matriz idempotente cuyos subespacios imagen y nicleo coinciden con los
subespacios nucleo e imagen de A*, respectivamente. En este trabajo se ca-
racterizan los proyectores espectrales correspondientes al valor propio nulo
de matrices EP. En general, estos proyectores se pueden calcular usando la
inversa de Drazin mediante la expresion A™ = I — AAP. Si A es una matriz
E P entonces A™ se puede calcular usando la inversa de grupo o la inversa de
Moore-Penrose, A™ = I — AA# = ] — AA'. En particular, se demuestra que
A™ es EP siy solo si A es EP y se obtienen condiciones equivalentes para
que (A™)™ coincida con A. Luego, se relacionan los proyectores mencionados

con los 6rdenes parciales estrella y grupo.

Como ya se especifico, en [53|, Y. Tian y H. Wang caracterizaron primero
la clase de matrices EP y luego definieron y caracterizaron las matrices
E PNy, matrices EP ponderadas con respecto a dos matrices hermiticas
definidas positivas M y N fijas. Con el objetivo de extender algunos re-

sultados encontrados al investigar el orden parcial estrella en la clase de
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matrices P, en esta memoria se considera la clase de matrices EP s Ny ¥
se define en ese conjunto el orden parcial estrella ponderado con respecto
a M y N. Primero se estudian y analizan las matrices cuadradas que per-
tenecen a esta clase y luego se particulariza al caso en que M coincide con

N, caracterizando los predecesores y sucesores de una matriz EP (s pp).

En [44], N. Matzakos y D. Pappas presentaron dos factorizaciones para la
inversa de Moore-Penrose de una matriz EP singular y a partir de ellas
implementaron dos algoritmos para calcularla. Debido a que la inversa de
Moore-Penrose ponderada con respecto a dos matrices hermiticas definidas
positivas M y N se suele utilizar para caracterizar a las matrices EP(ys n),
en este trabajo se disenan dos algoritmos para calcular la inversa de Moore-

Penrose ponderada de una matriz EP (s pr)-

Los resultados encontrados con respecto a proyectores espectrales corres-
pondientes al valor propio nulo de matrices EP también son extendidos al
conjunto de matrices E P yr) y se demuestra que esta clase es cerrada bajo

dichos proyectores.

El pre-orden de Drazin se definié en el conjunto de matrices complejas
cuadradas debido a que la inversa de Drazin existe s6lo para matrices cua-
dradas. S. K. Mitra, P. Bhimasankaram y S. B. Malik, en [48]|, definieron ese
pre-orden usando el orden parcial grupo y la parte core que aparece en las
descomposiciones core-nilpotente de las matrices, descartando la parte nil-
potente. Luego, probaron que esta definicion es equivalente a dos igualdades
en las que interviene la inversa de Drazin de la matriz antecesor. Demostra-
ron que la relacién definida efectivamente es un pre-orden, estudiaron sus
propiedades y obtuvieron algunas caracterizaciones del mismo. Ahora bien,

este pre-orden no se puede extender directamente a matrices rectangulares
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ya que la inversa de Drazin s6lo existe para matrices cuadradas. Para po-
der realizar dicha extension, se considera una matriz no nula W la cual se
puede considerar como un peso que permite convertir una matriz compleja
rectangular arbitraria A en dos matrices cuadradas AW y W A. Usando
esa matriz peso y el pre-orden de Drazin entre matrices cuadradas, en el
altimo capitulo de este trabajo se definen tres nuevas relaciones binarias,
<dWr d Wt o <dW a5 cuales son pre-6rdenes en el conjunto de matrices
complejas rectangulares. Se relacionan las matrices mediante cada uno de

los pre-6rdenes definidos y, en cada caso, se da una caracterizaciéon para las

mismas. De forma similar se caracterizan también las matrices adyacentes.

N. Castro-Gonzalez y J. Vélez-Cerrada consideraron, en [16], el concepto
de W-soporte idempotente A%W = A(WA)P = (AW)P A para una matriz
A arbitraria y un peso W fijo. Se sabe que si A es una matriz de indice
k se tiene que AAP es el proyector sobre R(A¥) a lo largo de N (A¥). En-
tonces, AZWW = (AW)P AW es el proyector sobre R((AW)¥1) a lo largo
de N((AW)kr) y WASW = WA(W A)P es el proyector sobre R((W A)k2)
a lo largo de N((WA)*2), donde ki y ko son los indices de AW y WA,
respectivamente. En [16], para una matriz dada A y un peso fijo W, los
autores caracterizaron todas las matrices B para las cuales el proyector
BoWT coincide con AW W . De forma analoga trabajaron con los proyec-
tores WAW v WBoW vy luego, como corolario de lo anterior, pudieron
caracterizar las matrices rectangulares B cuyos W-soportes idempotentes
coinciden con el de la matriz dada A. En el presente trabajo, usando la
misma nomenclatura, se realiza un analisis similar, mostrando bajo qué
condiciones, que involucran al pre-orden <%"'" los proyectores AZWW y
BoW1 coinciden. De igual forma se dan condiciones para que WA%W sea

igual a WB*W,
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Ahora, para una matriz A y un peso W, los proyectores AW W y W A%W no
siempre coinciden. La primera conclusiéon que se obtiene es que las matrices
deben ser cuadradas, pero esta tunica condicién no es suficiente para que
se verifique la igualdad. Esto motivé a definir, estudiar y caracterizar una
nueva clase de matrices complejas cuadradas, la clase de todas las matrices
A cuyos proyectores AZWIW v W AW coinciden. En esta nueva clase se
realiza un anélisis de las matrices que estan relacionadas mediante cada
<dWor  4d Wl <d W

uno de los pre-6rdenes y

Mas tarde, fijando un peso W se considera el conjunto de todas las matrices
rectangulares A tal que el indice de AW es menor o igual que 1. Se restringe
el pre-orden <%"" al conjunto mencionado y se demuestra bajo qué con-
diciones esa relaciéon es un orden parcial. Resultados similares se obtienen

<d, Wyt

al considerar el pre-orden en el conjunto de todas las matrices A tal

que el indice de W A es a lo sumo 1.

Resumiendo, en esta memoria se trabaja con algunos 6rdenes parciales,
encontrando nuevos resultados, extendiendo otros y definiendo nuevas rela-

ciones binarias que extienden un pre-orden conocido.

En el Capitulo 2 se profundiza el estudio del orden parcial estrella en el
conjunto de matrices FP, caracterizando los sucesores y predecesores de
una matriz dada y relacionando mediante los 6rdenes parciales estrella y
grupo los proyectores espectrales correspondientes al valor propio nulo de
matrices FP. Usando descomposiciones de este tipo de matrices se realizan

demostraciones més sencillas de algunos resultados conocidos.

En el Capitulo 3 se extienden algunos de estos resultados a la clase de
matrices EP ponderadas, relacionando estas dltimas con el orden parcial

estrella ponderado. Ademas, se presentan dos algoritmos para el calculo de
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la inversa de Moore-Penrose ponderada, matriz necesaria para definir la

clase de matrices P ponderadas.

Finalmente, en el Capitulo 4 se definen nuevos pre-6rdenes en el conjunto
de matrices complejas rectangulares, usando una matriz peso no nula y la
inversa de Drazin. Se relacionan las matrices mediante cada uno de los tres
pre-6rdenes definidos y, en cada caso, se encuentran caracterizaciones para
todas las matrices consideradas; luego se realiza algo similar para matrices

adyacentes.

1.2 Notaciones y resultados preliminares

En esta seccién se recuerdan de manera breve algunos conceptos y resulta-
dos conocidos que seran utilizados en los capitulos siguientes. Se comienza

indicando la notacién usada en esta memoria.

El espacio de todas las matrices complejas de tamano m X n se denota por
C™*" ¢ I, indica la matriz identidad de tamafio n x n. Los simbolos A*,
A~ o0(A), R(A) y N(A) se usan para denotar la traspuesta conjugada,
la inversa (cuando m = n), el espectro (cuando m = n) y los subespacios

C™*" respectivamente. El rango de A

imagen y nicleo de una matriz A €
se denota por rg(A) y, a lo largo de todo este trabajo, a y b representan
los rangos de las matrices A y B, respectivamente. El indice de una matriz
A € C™" denotado por ind(A), es el menor entero no negativo k tal que
R(AF) = R(A*H1). Las matrices no singulares tienen indice igual a cero
y la matriz nula tiene indice igual a uno. Si k es un entero no negativo, el

conjunto de todas las matrices cuadradas A € C"*" de indice k se representa

n
con C}.

11
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Dadas dos matrices A € CP*P y B € C("=P)x("=P) g denota por A® B a
la matriz de tamano n x n:

A O

O B

A® B=

Si S es un subespacio vectorial de C”, entonces S+ es el subespacio com-

plementario ortogonal, con lo cual
C'=Sa S

Asi, Pg g1 es el proyector ortogonal sobre S a lo largo de S+, también
denotado por Pg. Una matriz cuadrada P es un proyector si y sélo si es
idempotente, es decir, P2 = P; y es un proyector ortogonal si también
satisface P* = P. Ademés, P es un proyector ortogonal si y so6lo si existe

una matriz unitaria U € C"*™ tal que

A=U(I, ®O)U*.

Es conocida la importancia que tienen las inversas generalizadas en la reso-
lucion de problemas de diferente indole. En este trabajo se estudian algunos
conceptos que se definen en funcién de ciertas inversas generalizadas, por
ejemplo, la inversa de Moore-Penrose, la inversa de Drazin o la inversa de
grupo. En lo que sigue se dan definiciones de estas inversas y de algunos

conceptos relacionados a las mismas.

Definicion 1.2.1 Sea A € C™*™. La inversa de Moore-Penrose de A, de-
notada por A' | es la inica matriz en C"™ que satisface las siguientes cuatro

condiciones:

(M-P1) AATA = A.
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(M-P2) ATAAT = Af,

(M-P3) (AAT)* = AAT.

(M-P4) (ATA)* = ATA.

La inversa de Moore-Penrose existe para toda matriz y ademas es tnica. A

continuacién se dan algunas propiedades de esta inversa que se usaran con

frecuencia en las demostraciones.

Proposicion 1.2.1 [12] Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(a) Si W € C™", Ve Cs yU,T € Cts)x(n4s) con U y T matrices

unitarias, entonces

waew)T) =1T*Wwte vhu* (1.1)

(b) Si A e C™*™ entonces:

(1) R(AT) = R(A%).
(1) N(A*) = N(AT).
(1) ATA es un proyector sobre R(A*) a lo largo de N'(A).

(1v) AAT es un proyector sobre R(A) a lo largo de N'(A*).

Teniendo en cuenta el apartado (b) de la altima proposicion se tiene que si

A € C™*™ entonces:

C™ = R(A) @ N(A%) = R(A) & N(AT)

13
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C" = R(A") ® N (A) = R(AT) @ N(A).

Cuando los proyectores ATA y AA' coinciden se dice que la matriz A es
EP, siglas de Fqual Projectors. Este tipo de matrices satisface que R(A) L
N(A) y es por ello que algunos autores también las llaman RPN, Range
Perpendicular to Nullspace [46].

Definiciéon 1.2.2 Una matriz A € C"*" es EP (en inglés, range-Hermitian)

si se satisface alguna de las siguientes condiciones:
(EP1) R(A)LN(A).

(EP2) R(A) = R(A*).

(EP3) N(A) = N(A%).

(EP4) A = O o existe una matriz unitaria Uy € C™" y una matriz no

singular C4 € C*** tales que

A=Uxs(Ca®0)Uj.

(EP5) AAT = ATA.

Con EP se denota el conjunto de todas las matrices cuadradas complejas £ P
de tamano n x n. Este conjunto extiende al conjunto de matrices normales
(por lo tanto al de hermiticas también) y al conjunto de las matrices no

singulares.

Cabe aclarar que en (EP4) los bloques nulos que aparecen pueden estar

ausentes y ese caso particular no se considera en algunas demostraciones.
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Notar también que una matriz no nula A € C"*"™ es EP si y sblo si existe
una matriz unitaria V4 € C™*" y una matriz no singular C'4 € C**% tales

que A =V4(0 & Cy)Vj}.

Otra inversa generalizada utilizada en este trabajo es la inversa de Drazin

que existe para toda matriz cuadrada [12].

Definicion 1.2.3 Sea A € C}, con k un entero no negativo. La inica ma-

triz AP € C™™ que satisface las condiciones
(a) APAAP = AP,
(b) AAP = AP A y
(c) AMHIAD — Ak

se llama tnversa de Drazin de A.

Es facil de comprobar que se satisface A”t'AP = A" para todo entero
r > ind(A) y A7 AP = AP A™!L para todo entero r > 0. Las matrices
AAP y AP A coinciden siempre y ademas son proyectores sobre R(A*) a lo
largo de N (AF).

Si la matriz A tiene indice a lo sumo 1, la inversa de Drazin de A es llamada
la inversa de grupo de A y se denota por A#. Notar que en este caso, el
apartado (c) de la definicion anterior puede escribirse como AAPA = A

12].

Definicion 1.2.4 Sea A € C"™ una matriz de indice a lo sumo 1. La

inversa de grupo de A, denotada por A¥, es la tinica matriz que satisface

AATA = A, ATAA" = A% y AA" = AT A,

15
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Una propiedad similar a (1.1) también se cumple para la inversa de grupo

tomando U = Py T = P~ !, donde P € C™ " es una matriz no singular.

Se sabe que para toda matriz cuadrada A € C™*" de indice k, los subes-
pacios R(A*) y N'(A¥) son complementarios. El proyector espectral corres-
pondiente al valor propio nulo, A™, es la tUnica matriz idempotente que

verifica

R(A™) = N(AF) v N(A™) = R(AF).
Como AAP es un proyector tal que R(AAP) = R(A*) y N(AAP) = N(AF)
entonces se tiene que I — AAP = A™. En particular, si la matriz A es EP

entonces A™ se puede calcular reemplazando la inversa de Drazin por la

inversa de grupo o la inversa de Moore-Penrose: A™ = I — AA# = T — AA",

En [12], S. Campbell y C. Meyer demostraron que para toda matriz cua-
drada A € C™*" singular no nula de indice k existe una matriz no singular

P e C™" tal que
A=P(Ca®N)P!,

donde C' es no singular y N es una matriz nilpotente de indice k. En este

caso, la inversa de Drazin de A es

AP = p(ctoo)P.

La descomposiciéon core-nilpotente de A es

A:A1+A2,

donde A; = P(C®O)P~ !y Ay = P(O®N)P~! son las tinicas matrices que
satisfacen ind(A;) < 1, Ag es nilpotente de indice k'y A1 A2 = AsA; = O.
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Todas las inversas generalizadas mencionadas se han utilizado para definir
algunos ordenes y pre-6rdenes sobre conjuntos (no vacios) de matrices. Una
relacion binaria es un pre-orden si es reflexiva y transitiva; si ademas es
antisimétrica entonces se dice que es un orden parcial. A continuacién se
dan algunas de estas relaciones con las que se trabajara en los capitulos

siguientes.

Definicion 1.2.5 Sean A, B € C"™*", Se dice que A es menor o igual que
B bajo el orden parcial estrella, y se denota por A <* B, si se satisface

alguna de las siguientes afirmaciones equivalentes:
(OEl) A*A = A*B y AA* = BA*.
(OE2) ATA = ATB y AAT = BAT.
(OE3) ATA = B'A y AAt = ABT.

En este caso también se dice que A es un predecesor de B o que B es un

sucesor de A bajo el orden parcial estrella.

Definicion 1.2.6 Sean A, B € C™*". Se dice que A es menor o igual que

B bajo el orden parcial grupo, y se denota por A <# B, si se satisfacen

A"A=A*B y AA¥ = BA”.

Si A es una matriz EP entonces satisface AT = A% por lo tanto, en la clase

de las matrices EP el orden parcial estrella coincide con el orden parcial

grupo.

17
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Definicion 1.2.7 Sean A, B € C"*". Se dice que A estd relacionada con

B mediante el pre-orden de Drazin, y se denota A <% B, si se satisfacen

APA=APB y AAP =BAP.

Si se consideran A, B € C™"*™ expresadas en sus respectivas descomposicio-
nes core-nilpotente como A = A; + Ay y B = By + By, entonces A <¢ B si
Ay <# Bj.

Se consideran ahora dos matrices M € C™*™ y N € C"*™ hermiticas

definidas positivas. El producto interno con peso M en C™ se define como
<JI, y)M = y*an

para todos z,y € C™. Si S es un subespacio de C™, entonces SM de-
nota el subespacio complementario ortogonal con respecto al producto in-
terno con peso M. Cuando M = I,,, simplemente se escribe | en lugar de
Ly,,. Una matriz P € C"™*™ se llama proyector M-ortogonal si P> = Py
(MP)* = MP. Anéalogamente, se pueden considerar definiciones similares

para la matriz N.

Definicion 1.2.8 Sean M € C™*™ y N € C"*"™ dos matrices hermiticas
definidas positivas y A € C™*"™. La inversa de Moore-Penrose de A, pon-
derada por las matrices M y N, es la unica matriz Afary) g grxm que

satisface las siguientes afirmaciones:
(a) AATMIMA = A.
(b) Aforny AATanny — ATouny

(¢) (MAATarmY* = prAATaL).
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(d) (NATarw A)* = NAfarw 4,

La inversa de Moore-Penrose ponderada de una matriz A con respecto a las
matrices M = I,,, y N = I, es la inversa de Moore-Penrose de A dada en

la Definiciéon 1.2.1.

Teniendo en cuenta la Definicidén 1.2.8 se extiende la idea de matriz EP.

Definicion 1.2.9 [53| Sean M, N € C"*" dos matrices hermiticas defini-
das positivas y A € C**™. Se dice que A es EP ponderada con respecto a

las matrices M y N si

AAToN) = AToan A

y en este caso se dice que A es EPyr n).

Con EP(pr,ny) se denota el conjunto de todas las matrices cuadradas com-

plejas E P, n) de tamano n x n.

También se define la traspuesta conjugada ponderada de una matriz como

sigue.

Definicién 1.2.10 [55, 57| Sean M € C™*™ y N € C™*" dos matrices
hermiticas definidas positivas y A € C™*". La matriz traspuesta conjugada

ponderada de A se define como

APOLN) = NTLA* M

Ademds, cuando m = n se dice que A es (M, N)-hermitica si APM.N) = A,

19






Capitulo 2

Orden parcial estrella y

matrices £ P

2.1 Introduccion

Uno de los resultados fundamentales del Algebra Lineal es el Teorema de
Descomposicién Ortogonal, el cual asegura que toda matriz A € C™*"
proporciona una descomposiciéon para cada uno de los espacios C™ y C™

como suma directa de subespacios complementarios y ortogonales:

Cm =R(A)BN(A*) vy C"=R(A")BN(A).

De aqui puede verse que dada una matriz A existe un tnico proyector
Preayn(ary € C™™ que proyecta sobre R(A) a lo largo de N(A*), asi
como también existe un nico proyector Qr(a«) a4y € C"*" que proyecta
sobre R(A*) a lo largo de N(A). Las matrices cuadradas A € C"*™ cu-

yos proyectores Pp( AN(AS) Y QR( AFVN(A) coinciden se denominan matrices
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EP, abreviacion de Equal Projectors. En [46], a estas matrices se las deno-
mina RPN, que significa Range Perpendicular to Nullspace pues satisfacen
que R(A) L N(A). En ese mismo libro Meyer demuestra la equivalencia

entre las siguientes cuatro condiciones, considerando A € C"*™:
= R(A) LN(A).
» R(A) =R(A").

= N(A) = N(A%).

A=U(C®0)U*, donde U € C™ " es una matriz unitariay C € C**¢

es una matriz no singular.

Estas son algunas condiciones equivalentes que permiten caracterizar las
matrices EP y pueden encontrarse en la literatura. Por ejemplo, en [53]
Y. Tian y H. Wang muestran mas de treinta caracterizaciones para ellas,
algunas de las cuales se utilizan a lo largo de este capitulo. Las matrices FP
extienden la clase de las matrices no singulares y también la clase de las
matrices normales, es decir, de las matrices que conmutan con su traspuesta

conjugada.

Hermiticas :
[._.' + No
Normales ' Singulares
EP \.
\ A

Figura 2.1



2.1 Introduccion

En la Figura 2.1 se puede ver que toda matriz normal es EP pero la afir-
macion reciproca no es verdadera. Por ejemplo, la matriz

1 4

i 0

A=

es una matriz £ P, pero no es normal ya que
. 2 1 . 2 —
- 1 v 1
En la seccién que sigue se presentan algunas propiedades y descomposiciones
de matrices £ P que serén utilizadas méas adelante. En esta clase de matrices

se profundiza el estudio de algunos érdenes parciales.

El orden parcial estrella fue introducido en 1978 por M. P. Drazin en [22]
para matrices complejas rectangulares y fue objeto de estudio de diversos
autores. En [1], J. K. Baksalary, O. M. Baksalary y X. Liu demostraron,
entre otras cosas, que si A es una matriz FP y B es un sucesor de A bajo el
orden parcial estrella entonces B? es un sucesor de A? bajo el mismo orden.
En [7] los autores demostraron que si A es una matriz EP menor o igual
que B bajo el orden estrella, entonces A y B conmutan. Por otro lado, J.
K. Merikoski y X. Liu en [45], caracterizaron el orden parcial mencionado
en el conjunto de matrices normales. Con la intencién de extender algunos
resultados conocidos, en la seccién 2.3 se estudia el orden parcial estrella en
la clase de las matrices E'P y se obtienen algunas caracterizaciones para los

predecesores y los sucesores de una matriz EFP dada.

Otro relacion con la que se trabaja en este capitulo es el orden parcial grupo
que fue introducido por S. K. Mitra en [47] para la clase de matrices de indice

menor o igual que 1. Utilizando la descomposicién en valores singulares,

23



Capitulo 2. Orden parcial estrella y matrices EP

24

en [24] J. Grok caracterizo las matrices de indice a lo sumo 1 que estan
relacionadas con el orden parcial grupo. Partiendo de esta idea general,
en el Teorema 2.3.5 se demuestra una descomposiciéon para matrices FEP
relacionadas con el orden parcial estrella. En este caso, la prueba se realiza

utilizando una factorizaciéon de matrices EP.

En la ultima seccién se relaciona el proyector espectral correspondiente al
valor propio nulo de una matriz con los 6rdenes estrella y grupo en la clase

de las matrices EP.

A lo largo de todo el capitulo, se dan algunos resultados cuyas demostra-
ciones son triviales o vacuas para una matriz no singular, por lo tanto se

considera directamente el caso en que la matriz es singular.

2.2 Propiedades de las matrices EP

Se recuerda que para A € C™*", la matriz AAT es un proyector ortogonal
sobre R(A) a lo largo de N'(A*), y AT A proyecta sobre R(A*) paralelamente
a N(A). Se dice que A es EP si AAT = ATA, o equivalentemente, si se sa-
tisface alguna de las siguientes condiciones: R(A) L N(A), R(A) = R(A*)
o N(A) = N(A*). Ademas, si A, B € C"*™ son matrices EP no nulas se

puede asumir que ellas estdn dadas como

A=Ux(Car®0O)U}; (2.1)

B =Up(Cy & 0)U (2.2)

donde Uy, Ug € C™™ son matrices unitarias y Cy4 € C**%, Cg € C**® son

no singulares. Cabe aclarar que si las matrices A o B son no singulares, esto
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es, a = n o b = n, entonces el bloque nulo esté ausente. Generalmente estos

casos no se consideran en las demostraciones de este capitulo.

Los primeros resultados de esta seccion muestran algunas propiedades que
satisfacen las matrices FP. En particular, el primer teorema caracteriza a

las matrices que conmutan con una matriz £ P dada.

Teorema 2.2.1 Sean A, B € C™*" tales que A es una matriz EP no nula
representada como en (2.1). Entonces las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
(a) AB = BA.

(b) Ezisten matrices X € C**® y T € C=0*(=9) tgles que B = Ua(X @
T)U}, con CyX = XCq.

Demostracion. Se considera la siguiente descomposiciéon de B:

XY
B=Uyx Ui
Z T
donde la particiéon ha sido realizada de acuerdo al tamafo de los bloques de

A. La igualdad AB = BA es equivalente a

CuX CuY B XCy4q4 O
O 0] ZCx O
que a su vez equivale a Ca X = XCy, Y =0y Z=0. |

Cuando ambas matrices A y B son EP se obtiene el siguiente resultado

sobre su conmutatividad.
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Teorema 2.2.2 Sean A, B € C™*™ matrices EP no nulas expresadas como

XY
en (2.1) y (2.2), respectivamente. St U3Up = , con X € CoxP,
zZ T

Y € Cx(n=b) 7 ¢ clr=a)xb o 7 e Cn=a)x(n=b) " entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(a) AB = BA.
(b) (X*CuX)Cp =Cp(X*CuX), X*CaY =0, Y*CsX = 0.

(¢) CA(XCpX*) = (XCpX*)Ca, ZOpX* = 0, XCpZ* = O.

Demostracion. (a) < (b) Sustituyendo las respectivas descomposiciones
de Ay B en (a) y reemplazando U3Up por

X Y

Z T

se obtiene Us(CuXCp @ O)Up; = Up(CpX*Cy @ O)U}. Multiplicando
a izquierda por Uy y a derecha por Up ambos miembros de la igualdad y

reemplazando nuevamente U Up por su descomposicion en bloques se tiene

X*CaXCp O ) [ CpX*CaX CpX*CaY
Y*CsXCp O O @)

que es equivalente a

X*CyuXCp=CpX*CaX, X*'ChYy =0y Y*CsaX =0

por ser C'y y C'p matrices no singulares.
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XY
(a) < (c) Sustituyendo Up = Ug en la descomposicion de B
Z T

se obtiene
XCgX* XCpZz*
ZCgX* ZCpZ*

Reemplazando en AB = BA se obtiene

CaXCpX® CaXCpz* |\ [ XCpX*Cax O
O O ZCpX*Cx O
que es claramente equivalente a la condicion (c). [

Teorema 2.2.3 Sea A € C™" wuna matriz no nula erpresada como en

(2.1). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es EP.

(b) Ezisten una matriz no singular T € CM=9X(=) o yna matriz arbi-
traria Z € C=9%a tgles que A = A*Q, donde

(C7'Ca O
Z T

Q="Ua Us.

(¢) Ezisten una matriz no singular T € C=9*(=9) y yna matriz arbi-
traria Z € C(=9%a tales que A = ATQ, donde

c? o

Z T

Q=Uax Uj.

Demostracion. (a) = (b) Como A es una matriz EP, por (EP2) existe una

matriz no singular Q € C™*™ tal que A = A*Q. Se considera la siguiente
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descomposiciéon de Q:

Q=Ua Ui,
Z T

donde la particion se realiza de acuerdo al tamano de los bloques de A.

Reemplazando en A = A*(Q) se obtiene
R X CyY Ca O
0 (0] O O
es decir, X = (C%4)"1Cs e Y = O. Luego

(CH)~'Ca O
Z T

Q="Uas U

La no singularidad de T se deriva de la no singularidad de Q.

(b) = (a) Si existe una matriz no singular @ tal que A = A*(Q) entonces A
y A* son equivalentes por columnas, esto es, R(A) = R(A*), por lo tanto

A es EP por (EP2).

(a) < (c) La demostracion es similar a la prueba de la equivalencia anterior

teniendo en cuenta que R(AT) = R(A*). [

El siguiente resultado es similar al del Teorema 2.2.3 y se puede demostrar

en forma analoga al mismo.

Teorema 2.2.4 Sea A € C™ "™ una matriz no nula expresada como en

(2.1). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es EP.
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(n—a)x(n—a)

(b) Ezisten una matriz no singular T € C y una matriz arbi-

traria Y € Co*(=9) tales que A = PA*, donde

CalCy) Y
Py, | U
o T

x(n—a)

(¢) Ezisten una matriz no singular T € C~9) y una matriz arbi-

traria Y € C*(=9) tqles que A = PAT, donde

2y
P=Uy Ui
O T

Demostraciéon. La demostracion es similar a la del Teorema 2.2.3 consi-
derando que A y B son equivalentes por filas si y solo si N(A) = N(B) y
usando la propiedad N (A*) = N'(AT). [ ]

2.3 Orden parcial estrella en el conjunto de matrices EP

En la primera parte de esta seccién se muestran algunas caracterizaciones
del orden parcial estrella sobre el conjunto de matrices FP. Como se men-
cion6 en el primer capitulo, dadas dos matrices A, B € C™*" se tiene que
A <* B siy solo si se satisfacen A*A = A*B y AA* = BA*, o equivalente-
mente alguna de las dos condiciones siguientes: ATA = ATB y AAt = BAT,
o bien ATA = BtA y AAT = AB'. En este caso, las matrices A*B, BA*,
A'B y BA' son hermiticas. Ademas, si B = O entonces A = O.

En el resto de esta seccidn se caracterizan los predecesores y sucesores de

una matriz FP dada y se muestran descomposiciones de dichas matrices
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cuando ambas son EP. Algunos resultados se obtienen de forma directa

usando la forma candnica de las matrices EP.

De los Teoremas 2.2.3 y 2.2.4 se deriva la siguiente observacion.

Observacion 2.3.1 Sean A, B € C™*™ tales que A es una matriz EP no
nula y A <* B. Entonces existen matrices no singulares P,Q € C™*" tales

que las siguientes afirmaciones son vélidas:
(a) A*(A*Q — B) = 0.
(b) (A*Q — B)A* = 0.
(c) A*(PA*—B)=0.
(d) A*(PA*—B)=0.
Notar que bajo las mismas hipotesis los apartados (a)-(d) también se satis-

facen si se reemplaza * por 7.

En el siguiente resultado se caracterizan los predecesores de una matriz £ P

considerando el orden parcial estrella.

Teorema 2.3.1 Sean A, B € C"*" tales que B es una matriz EP no nula.
Si B se representa como en (2.2) entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(a) A<*B.

(b) Eriste X € C*® tal que

A=Up(X ®0)UE, (2.3)
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con X <*Cp .

Demostracion. (a) = (b) Sea B = Ug(Cp @ O)U}, donde Up € C™*" es
unitaria, Cp € C**? es no singular y se considera la siguiente descomposi-
cion de A:

XY

A=Ug U
Z T

donde la particién se ha realizado conforme al tamano de los bloques de B.

Entonces
X*X+Z*Z X*Y +72*T
A*A=Ug Up
Y*X+T*Z Y*Y +T*T
y
. X*Cg O .
A B == UB UB'
Y*Cg O

La igualdad A*A = A*B es equivalente a la validez de las siguientes cuatro
condiciones X*X + 7*7 = X*Cp, X*Y + 2T =0, Y*X +T*Z =Y*Cp
e Y*Y +T*T = O. La dltima igualdad puede expresarse como

*

Y Y
T T

=0

que es equivalente a ( Y T ) =0, es decir, Y = O y T = O. Realizando
un célculo similar, de AA* = BA* se obtiene XX* = CpX*y Z = O. Por
lo tanto, A = Up(X & O)Uj; con X <* Cp.

(b) = (a) Se puede demostrar facilmente realizando los productos corres-

pondientes. [ ]
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En general, si B es una matriz EP y A <* B, entonces A no es necesaria-

mente una matriz E'P, como se puede verificar al considerar las matrices

11 1 1
0 0 1 -1

Claramente, A*A = A*B, AA* = BA* y B es una matriz F P mientras que

A no lo es.

El siguiente resultado caracteriza los predecesores EP de una matriz FP

dada.

Teorema 2.3.2 Sean A, B € C"*™ tales que B es una matriz EP no nula
y A <* B. Bajo las descomposiciones de A y B dadas en (2.3) y (2.2),

respectivamente, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es una matriz EP.

(b) XCp = CpX.

(c) XtTCp = CpXxTt.

(d) X(X*—Cp) = Cp(X* - X).
(e) (X*—Cp)X = (X* — X)Cp.

(f) X es una matriz EP.

Demostracion. Considerando B expresada como en (2.2), por el Teorema

2.3.1, existe X € C*® tal que A = Ug(X @ O)U}, con X <* Cp.

(a) & (b) Como A <* B, por (OE3) y (EP5) se tiene que A es EP siy solo

si Ay B conmutan. Asi, reemplazando las respectivas descomposiciones
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de Ay B en AB' = BYA, usando que Up es unitaria y que C’L = Cgl, se
obtiene que XCp = CpX.

De forma similar, las equivalencias (a) < (c), (b) < (d), (b) < (e) y (¢) &
(f) se pueden demostrar usando (OE1) y (OE2). [ |

Observacion 2.3.2 Si se satisface alguna de las afirmaciones equivalentes

(a)-(f) del Teorema 2.3.2, entonces:

X=XCpX' y X'=X'CpX'=ChXX'=C3X'Cp=0CxCpX".

Corolario 2.3.1 Sean A, B € C"*"™ tales que B es una matriz EP y A <*

B. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A es una matriz EP.
(b) AB = BA.
(c) A(A* — B) = B(A* - A).
(d) (A*—B)A=(A*—- A)B.

El siguiente teorema muestra un resultado similar al del Teorema 2.3.1, pero

ahora cuando el predecesor es una matriz EP.
Teorema 2.3.3 Sean A, B € C™*" tales que A es una matriz EP no nula
expresada como en (2.1). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A<*B.
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(b) Ewiste T € C=>x(=a) 44] qye

B=Us(CyT)U}. (2.4)

Demostraciéon. (a) = (b) Se considera A = Us(C4 @ O)U}; como en (2.1)

v la siguiente descomposiciéon de B:

XY
B="Uy4 U
Z T

donde la particiéon se realiza de acuerdo al tamano de los bloques de A.
Reemplazando las respectivas descomposiciones de A y B en AA* = BA*
y A*A = A*B se obtiene que X = Cy, Y = Oy Z = O. Es decir, B =
Ua(Ca@T)U}.

(b) = (a) Utilizando las descomposiciones mencionadas para A y By rea-

lizando los célculos correspondientes se puede comprobar que AA* = BA*

v A*A = A*B. N

De forma similar a lo expresado anteriormente, si A es una matriz EP y
A <* B, entonces B no necesariamente es EP, como se puede verificar

considerando las matrices

1 00 1 00
A= 0 0 0 y B=|011
000 000

En el siguiente teorema se caracterizan los sucesores E P de una matriz £ P

dada.
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Teorema 2.3.4 Sean A, B € C™*" no nulas tales que A <* B, A es una
matriz EP representada como en (2.1) y se considera a B expresada como

en (2.4). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) B es una matriz EP.

(b) T es una matriz EP.

(c) B(AT — B") = (AT — B"B.

(d) B'(A— B) = (A - B)Bf.
Demostracion. Sean A = Ux(Ca® O)U} y B =Ua(Ca®T)U} como en
(2.1) y (2.4), respectivamente.

(a) < (b) Utilizando la propiedad 1.1 se tiene que Bf = Us(C ' @ THU.
Por (EP5), B es una matriz EP siy solo si T' también es EP.

(a) = (c) Usando (OE2) y (EP5) se obtiene B(AT — BY) = BAT — BBT =
A'B - BB = (A" — BHB.

(c) = (a) Como A <* By A es una matriz EP, por (OE2) resulta que A
y B conmutan, entonces de (c) se obtiene BBT = BB, esto es, B es una

matriz EP.

(a) & (d) Como A <* By A es una matriz EP, por (OE3) resulta que
Ay B conmutan. Luego, usando (EP5) se obtiene que el apartado (d) es
equivalente a la condicion BB = B B. |

Observacion 2.3.3 Sean A, B € C™*" tales que AB = BA. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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(a) A<*B.
(b) A(A*—B)=B(A*—A)y (A*— B)A=(A*— A)B.
Observacion 2.3.4 Sean A, B € C™" tales que A <* B y A es una

matriz EP. Por el Teorema 2.1 de |7] se obtiene que A y B conmutan. De

esta manera, se satisfacen las siguientes propiedades:
(a) A(A* — B) = B(A* — A).

(b) (A* — B)A = (A* — A)B.

(c) BAT = ATA.

(d) A(At — Bt = (At — BHA.

(e) Af(A—B)=(A- B)A.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.1 de Merikoski y Liu dado en

145].

Teorema 2.3.5 Sean A, B € C™*" matrices EP no nulas. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A<*B.

(b) Existe una matriz unitaria V-€ C™ " tal que

A=V(Ca0®0)V*, B=V({Ca&To®O)V*,

donde C' € C% es no singular y T € CO=0)*x0=a) o5 no singular o

no estd presente.



2.3 Orden parcial estrella en el conjunto de matrices EP

Demostracién. (a)=(b) Sea B = Up(Cp ® O)Uj como en (2.2). Por el
Teorema 2.3.1, existe X € C*™? tal que A = Up(X ® O)U} con X <* Cp.
Como A es no nula es claro que X también lo es. Por el Teorema 2.3.2,
X es una matriz EP, entonces se puede considerar X = Ux(Cx @ O)Ux,
donde Uy € CP*? es unitaria y Cx € C**% es una matriz no singular.
Como X <* Cp, por el Teorema 2.3.3 existe T € C~®)x(b=a) ta] que
Cp = Ux(Cx @ T')U%. Por lo tanto, T' es una matriz no singular cuando
b > a. Tomando C' = Cx, se obtiene B = V(C & T & O)V*, donde V =
Up(Ux @ I) es una matriz unitaria. Mediante un célculo similar se obtiene

A=V(C®»O®O)V*.

(b) = (a) Se puede demostrar facilmente que se satisface (OE2). |

Observacion 2.3.5 Cuando el Teorema 2.3.5 se restringe a matrices nor-
males (respectivamente, hermiticas), los bloques C'y T' son matrices nor-
males (respectivamente, hermiticas), obteniéndose de esta manera los resul-

tados de Merikoski y Liu de [45].

R. E. Hartwig, 1. J. Katz y J. J. Koliha estudiaron cuando el producto
de dos matrices EP es EP [37, 28|. En el siguiente resultado se muestra
que si A <* B, con A y B matrices EP, entonces AB es un sucesor de
A (o equivalentemente un predecesor de B) si y solo si A es un proyector

ortogonal.

Teorema 2.3.6 Sean A, B € C"*™ matrices EP tales que A <* B. Enton-

ces se satisfacen las siguientes afirmaciones:
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(a) ind(AB) = ind(A), rg(AB) =rg(A), AB es una matriz EP y AB =
A% = BA.

(b) AB es un sucesor de A (o equivalentemente un predecesor de B) si y

sdlo si A es un proyector ortogonal (o equivalentemente AB = A).

Demostraciéon. Si A = O la conclusién es obvia. Se asume que A es no
nula. Entonces B también es no nula y ambas pueden descomponerse como
en el apartado (b) del Teorema 2.3.5. Asi, se puede ver facilmente que

AB=V(C2®0a 0)V*.

(a) A partir de la expresion de AB se tiene que ind(AB) = ind(A) y
rg(AB) = rg(A). Realizando los productos correspondientes se cumple

AB = A2 = BA y por (EP4) se satisface que AB es EP.

(b) Las afirmaciones: (i) A <* AB, (ii) AB <* B, (iii) A es un proyector
ortogonal y (iv) A = AB son equivalentes. Es facil de verificar teniendo

en cuenta que A es un proyector ortogonal si y sblo si existe una matriz

unitaria U € C"*" tal que A =U(I, & O)U". [

Observacion 2.3.6 Si A € C"*" es una matriz EP entonces A7 es también
EP, para todo j € N. Ademas, A* <* A° si y s6lo si A*~* es un proyector

ortogonal para todo k,s € N con s > k.
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2.4 Proyector espectral asociado al valor propio nulo de

matrices FP

El propésito de esta seccion es estudiar el proyector espectral correspon-
diente al valor propio nulo de una matriz EP y su relaciéon con los 6rdenes
parciales estrella y grupo. Especificamente se muestra que A es EP siy
solo si A™ es EP y se deriva una caracterizacion para que (A™)™ = A. Se
obtienen los predecesores y sucesores cuando se consideran los proyecto-
res espectrales asociados al valor propio nulo de dos matrices comparables

mediante los 6rdenes mencionados.

En el siguiente lema se listan algunos resultados conocidos en la literatura

necesarios para lo que sigue.

Lema 2.4.1 [12, 14] Sea A € Cj U CY. Las siguientes afirmaciones son

vdlidas:
(a) A™ es idempotente.
(b) AA™ = ATA = A A™ = ATA¥ = O.
(c) A™ =0 siy sdlo si A es no singular.

(d) Si A€ C} ya >0 entonces existen matrices no singulares C € C**®

y P € C"™" tales que

A=P(CoO)P . (2.5)
En este caso, A* = P(C"' @ O)P~1 y A" =P(OD I, o) P .

(e) Si A™ es no singular entonces A = O. Reciprocamente, si A = O

entonces A™ = 1,,.
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(f) A™ tiene indice a lo sumo 1.
(g) (AM)™ =0 siy sdlo si A= 0.
(h) rg(A™) =n —rg(A).

En el siguiente lema se relaciona el proyector espectral correspondiente al

valor propio nulo de una matriz con el orden parcial grupo.

Lema 2.4.2 Sean A, B € Cj UCY.
(a) Si A <# B entonces rg(A) < rg(B).
(b) A <¥ A™ siy sdlo si A= 0.
(c) A™ <# A siy solo si A es no singular.

(d) Si A es una matriz singular, no nula, entonces A y A™ son incompa-

rables con respecto al orden grupo.

(e) Si B™ <# AT entonces rg(A) < rg(B). Ademds, en general, esto no

implica que A <¥ B.
(f) A<# A+ A™.
Demostracién. (a) Como R(A) = R(AA*A) C R(AA#) = R(BA#) C
R(B), se tiene que rg(A) < rg(B).

(b) Si A <# A™ entonces A¥ A = A¥A™ = A% — AFAA? = O, asi A =
AA# A = O. Reciprocamente, si A = O entonces A <# A~

(c) Por el Lema 2.4.1 (d) es claro que (A™)# = A™. Si A™ <# A entonces
A™ = AT A = O, por lo tanto A es no singular por el apartado (c) del Lema
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2.4.1. Reciprocamente, si A es no singular entonces por el Lema 2.4.1 (c) es

AT = O, luego AT <# A,
(d) Se deduce usando (b) y (c).

(e) Sigue de (a) y del Lema 2.4.1 (h). Para mostrar que en general A £# B
basta con considerar las matrices A, B € C"*" tales que A = diag(1,0,...,0)

y B = diag(2,0,...,0)

(f) Se verifica usando la definicion del orden parcial grupo. [ |

Se sabe que &P C C{j UCY, donde EP es el conjunto de todas las matrices

cuadradas complejas EP de tamano n x n; ademas, si A € £P entonces

AT =T — AAT

Lema 2.4.3 Sea A € Cj UCY.

(a) Si A € EP entonces A™ es hermitica.

(b) Si A™ € EP entonces A € EP.

Demostracién. (a) Sigue directamente de la propiedad (AAT)* = AAT.

(b) Por el apartado (c) del Lema 2.4.1, si A™ = O entonces A es no singular,
por lo tanto, A € EP. Si A™ es una matriz EP no nula, por (EP4) existe
una matriz unitaria U € C"*™ y una matriz no singular C' € C**® tales que
A™ = U(C @ O)U*. Como A™ es idempotente, se obtiene C? = C, esto es
C =1, 4 De A#A = AA* = I, — AT se tiene que AAY = U(O @ I,)U*.
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Considerando la siguiente descomposiciéon de A:

XY
A=U U,
Z T

donde las particiones se han realizado conforme al tamafio de los bloques
de A™, de A = (AA#)A se obtiene X = O, Y = O. De forma similar,
de A = A(A# A) se obtiene Z = O. Por lo tanto A = U(O @ T)U* y asi
AA* = U(O @ TT#)U*, de donde resulta TT# = I,. Luego, T es no sin-
gular y A es EP. |

Notar que si A™ es EP entonces A puede no ser hermitica (es suficiente

considerar una matriz A, no singular y no hermitica).

Sea f : Cj UC} — Cfj U CY la funcion matricial a valores matriciales
definida por f(A) = A" para cada A € Cj U C}. Por el Lema 2.4.1, f
estd bien definida y f(f(O)) = O. Sin embargo, en general, f(f(A)) #
A. Por ejemplo, si se considera la matriz A = diag(2,0), entonces A% =

diag(1/2,0), A7 = diag(0,1) = (A™)# y F(f(A)) = diag(1,0),

En el Lema 2.4.1 (g), se ha probado que f(f(A)) = O siy solosi A= 0.
Claramente, f(f(A)) = I, siy sblo si A es no singular.

Lema 2.4.4 Sea f la funcion previamente definida y A € C! una matriz

no nula representada como en (2.5). Entonces f(f(A)) = A si y sdlo si

C=1,

Demostracién. Por el Lema 2.4.1 (d), se tiene que AA* = P(I, ® O)P~!
y f(A) = P(O @ I,_,)P~'. Como f(A)# = f(A) entonces f(f(A)) =
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P(I, ® O)P~!. Luego, se satisface que f(f(A)) = AsiysolosiC =1, W

Observacion 2.4.1 Sea A € EP. Entonces f(f(A)) = A siy solo si A es

un proyector ortogonal.

Suponiendo que f* denota f' = f y la composicion f*t1 = f o f*. para
todo entero k > 1, el siguiente resultado puede demostrarse por inducciéon

sobre k, utilizando el Lema 2.4.1 (c)-(e).

Corolario 2.4.1 Seak > 1 un entero y A € C;UCYT. Entonces se satisfacen

las siguientes afirmaciones:

O sik esimpar
(a) Si A € CE entonces f¥(A) =
I, sik espar

f(A) st k es impar
(b) Si A€ C} —{O} entonces f¥(A) =
I, — f(A) sik es par

I, sik esimpar
(c) Si A= O entonces fF(A) =
O sik espar

Considerando los conjuntos

EEP ={AeCrUCT: f(A) € EP}

EEPy={AE€CrPUCY: f(A) € EPy f(A) £ O},

el siguiente resultado muestra una caracterizacién para matrices EP.
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Teorema 2.4.1 Se satisfacen las siguientes afirmaciones:
(a) EP =EEP.

(b) EPNCY = EEP,.

Demostracion. (a) Se puede demostrar utilizando el Lema 2.4.3.

(b) Si A € EP tal que ind(A) = 1, entonces f(A) € EP y f(A) # O por el
Lema 2.4.1 (c). Asi A € EEPy. Por lo tanto EP NCYF C EEP.
Reciprocamente, sea A € EEPy. Por el Lema 2.4.3 (b) y el Lema 2.4.1 (c) re-
sulta que A € EP y A es una matriz singular. Por lo tanto EEPy C EPNCT.
|

Por el Lema 2.4.3 (a), es claro que f(EP) C EP, pero en general no se cum-
ple la igualdad como se puede mostrar mediante la matriz A = diag(2,0).
Si existe M € C**2NEP tal que A = f(M), entonces 2 € o(A) = o(f(M)).
Esto es una contradiccion pues o(f(M)) = {0, 1} por ser un proyector. Por

lo tanto, EP Z f(EP).

Observacion 2.4.2 Sea PO, el conjunto de todos los proyectores ortogo-
nales de tamafio n x n. Por el Lema 2.4.1, la Observacion 2.4.1 y el Teorema

2.4.1 se obtiene:
(a) f(Cy —{0}) cCy —{0O}.
(b) f(EEPy —{0}) = PO, N(CY —{0}) = (PO, NEEPy) — {O}.

(¢) f(EEPo) = (PON(CY—{0})U{In} = (PORNEEP)) —{O} UL }-
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Sea g : EP — EP la restriccion de la funcion f al conjunto EP. Por el Lema
2.4.3 (a), g esta bien definida. Es claro que g no es sobreyectiva; ademaés,
g no es inyectiva como lo muestran las matrices A, B € C"*" tales que
A = diag(2,0,...,0) y B = diag(3,0, ...,0)).

El siguiente lema caracteriza el intervalo

[0,9(A)] ={BeCEuUC]:0 <" B<g(A)},

donde A € C™*"™ es una matriz EP.

Lema 2.4.5 Sea A € C"*" una matriz EP. Entonces

[0,9(A) ={UOaT)U": U es unitaria y T € POy_q} C PO,.

Demostracion. Sea A = O. Por el Lema 2.4.1 (e) se tiene que g(A) = I,.
Si B € C™*" es tal que B <* g(A), entonces tomando U = I, y T = B se
tiene que B € PO,, pues B = B* = B2,

Sea A # O. Por ser A una matriz EP se puede expresarse como en (2.1),
A=UA(Ca®0)U}, con Uy € C™™ unitaria y Cy € C**“ no singular, en-
tonces f(A) =Ua(O & I,,—4)U}. Sea B € C™*" tal que B <* g(A). Luego,
B=Uxs(0O&T)Uj4, donde T <* I,,_q, esto es, T =T* = T2 [ |

Teorema 2.4.2 La funcion g definida arriba es mondtona decreciente.

Demostracion. Sean A, B € C™*™ matrices F P tales que A <* B. Usando
las propiedades (OE2), (OE3), (EP5) y el Teorema 2.1 de [7] se obtiene

AA'BBY = ABA'BY = BAATBY = BATAB' = BBTABT = BBTAAT
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BBTAAT = BATAAT = BAT = A AT,

Estas tdltimas igualdades son equivalentes a g(B) = ¢g(B)g(A) y g(B) =
g(A)g(B). Por lo tanto, g(B) <* g(A). [ |

Sin embargo, las matrices A = diag(1,0,...,0) y B = diag(2,0,...,0) son
matrices EP que satisfacen g(A) <* g(B) pero B £* A. Se puede establecer

el siguiente resultado para una subclase importante de matrices.

Teorema 2.4.3 Sean A, B € PO,,. Si g(B) <* g(A) entonces A <* B.

Demostracion. El teorema se puede demostrar aplicando el Teorema 2.4.2

y la Observacion 2.4.1. |

Teorema 2.4.4 Sea A€ EP y B € Cj UCY tales que A <* B. Entonces
f(B) <* f(A) siy sdlo si f(B) € PO,.

Demostracion. Sea A = 0. Como f(A) = I, se tiene que f(B) <* f(A)
siy solo si f(B) = f(B)* = f(B)?, es decir, si y solo si f(B) € PO,,.

Si A # O se la considera expresada como en (2.1). Por el Teorema 2.3.3,
B=U(CaT)U*yasi f(B)=U((O @ f(T))U*. Si f(B) <* f(A), por el
Teorema 2.3.1, se obtiene f(B) = U(O @ X)U* con X <* I,,_,, entonces
X = f(T). Por lo tanto, f(T) € POp_4. Reciprocamente, si f(B) € PO,
entonces B es EP. Por el Teorema 2.4.2 se obtiene que f(B) <* f(A). W
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En [14, 15] se dan condiciones necesarias y suficientes para que dos matrices
dadas A, B € Cjj U C} verifiquen f(A) = f(B). En lo que sigue se mues-
tran algunos resultados usando desigualdades con respecto al orden parcial

grupo.

Si A € C§ entonces A™ <# B™ para toda matriz B € C"*". Si A € C} es
la matriz nula entonces la tnica matriz B € C™*" tal que A™ <# BT es
B = O. En lo que sigue se analiza la dltima desigualdad cuando A es no

nula.

Teorema 2.4.5 Sean A, B € C}, A no nula representada como en (2.5).
Entonces f(A) <# f(B) si y sdlo si existe Q € C2 U C§ tal que B =
P(QoO)P~ L

Demostracién. Si f(A) <# f(B), entonces f(A)f(B) = f(B)f(A) =
f(A). Considerando

X v\
f(B)=prP P,

zZ T
cuya particiéon se realiza de acuerdo al tamano de los bloques de A, de la
igualdad f(A)f(B) = f(B)f(A) = f(A) se obtiene Y = 0,Z = O,T =
In_q. Asi, f(B) = P(X @ I,_,)P~', por lo tanto, BB# = B#*B = I,, —
f(B) =P((I, — X) ® O)P~. Si se particiona

w
g-pr| p!
R S

de acuerdo a los bloques de f(B), la igualdad B = (BB#)B implica R = O,
S =0, XQ =0, XW = O. Analogamente, de B = B(B¥ B) se obtiene
W =0,QX =0.Estoes, B=P(Q®O)P! con QX = 0, XQ = O.
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Ahora, es facil ver que @ € C*** tiene indice a lo sumo 1 y que X = f(Q).
La implicacién reciproca se obtiene realizando los productos correspondien-

tes. [ |

El siguiente resultado puede demostrarse usando una técnica similar al teo-
rema anterior. En este caso se considera una matriz B singular ya que si

B € Cf entonces f(B) = O.

Teorema 2.4.6 Sean A, B € C}, A no nula expresada como en (2.5). En-
tonces f(B) <# f(A) siy solo si existen S € Cj~*UC$ y B; de tamarios
adecuados, i € {1,2,3,4}, tales que

B1 By

f(B)=PO®S)P' y B=P P
B3 By

donde BsS = O, B4S = O, SB3 = O, SBy = O.

El teorema siguiente proporciona todas las combinaciones lineales entre dos

matrices £ P dadas, descartando el caso trivial A = B.

Teorema 2.4.7 Sean A, B € C"*™ matrices EP tales que A <* B. Enton-
ces las combinaciones lineales Co g = aA+ 3B, con a, f € C, son matrices

EP con

0 sta=p=0;

(Cos) b—a sia+ B =0%#p;
rglCa,p) =

g a st # 0= p;

b sia+p8#0,8#0.

Ademds,
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(a) A< Cop siysilosiA=0 oa+f=1.

(b) Cop <* B siy sdlo st

(1) A # O y se satisface alguna de las siguientes afirmaciones:

(i)a=8=0, (ii)) =1, a=—-1, (i) =0, a =1 o (iv)
=1 a=0.

(1) A =0 y se satisface alguna de las siguientes afirmaciones:

(i) B=0 o0 (ii) B =1.
(c) Cap <* Cys siy solo si

(1) A # O y se satisface alguna de las siguientes afirmaciones:
(i) a=5=0, (1)) a = -8 = -6, (iii)a=~v+3§, 8=0 o (iv)
a=7,B=0.

(1) A =0 y se satisface alguna de las siguientes afirmaciones:

(i) B=0 o0 (ii) B = .

(d) f(Cap) <* f(A) siysolosiA=0, 0A#O y se satisface alguna de
las siguientes afirmaciones: (i) a+ 5 #0, 8 #0 o (i) a # 0, 5 =0.

(e) f(B) <* f(Cup) siysdlosiA=0, o0A#O y se satisface alguna de
las siguientes afirmaciones: (i) a+  #0, 8 #0, (i) a #0, 5 =0,
(iii) a+ B =0, 8#0 o (iv) a =P =0.

Demostracion. Sea A = O. Por ser B una matriz £ P no nula puede expre-
sarse como en (2.2), B = Ug(C @ O)U}. Entonces C, 3 = Ug(BC @ O)U};
es una matriz FP para todo g € C y se satisfacen todas las afirmaciones.

Si A es no nula, por el Teorema 2.3.5 existe V' € C™*™ unitaria tal que
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A=V({(Cao0a0)V*'y B=V((Ca®T®O)V* donde C € C*** es no

singular y T € C(—a)x(b—a)

Cop=V({(a+p5)C @ BT @ O)V*. Notar que Cy g es una matriz EP para

es no singular o no estéd presente. Entonces

todo a, 8 € C y las afirmaciones sobre los rangos siguen directamente de
las condiciones dadas en cada caso. Es facil ver que los restantes apartados
pueden demostrarse usando las descomposiciones consideradas para A, By

Cop- |



Capitulo 3

Orden parcial estrella ponderado y

matrices £ P< M.N)

3.1 Introduccion

A lo largo de este capitulo se asumird que M € C™*™ y N € C™*" son
dos matrices hermiticas definidas positivas donde M'/2 y N/2 representan
sus raices cuadradas, respectivamente. Es sabido que cuando se resuelve
de manera aproximada por minimos cuadrados un sistema de ecuaciones

lineales (inconsistente) del tipo

Ax =b, con A € C™" e Cm™*L

el vector € C™*! de norma 2 minima que minimiza la expresion || Az —b||
esta dado por z = A'b. Ahora, si en lugar de usar la norma 2, se consideran

las normas inducidas por las matrices M y N:

|z|[3; = z*Mx, para todo z € C™*1,

ol
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|z||3 = z*Nz, para todo z € C"*1,

una generalizacién del problema anterior consiste en resolver de manera
aproximada por minimos cuadrados un sistema de ecuaciones lineales (in-
consistente) del tipo Az = b, con A € C™*" b € C™*!, considerando que
el residuo Ax — b esta afectado por distintos pesos dados por la matriz M
y de modo que x tenga norma minima ponderada de acuerdo a los pesos

dados por la matriz N. Es decir, se debe minimizar la expresion

|Az — b||3; = (Az — b)* M (Az — b)
encontrando z tal que ||z]|3, = 2* N tome el valor mas pequefio posible.

La solucién a este problema esta dada por

= Afon b,

donde AT1.N) es la inversa de Moore-Penrose de la matriz A, ponderada
por las matrices M y N. Cabe recordar que ATy € Cn*™ g ]a tnica

matriz que satisface las cuatro condiciones siguientes:

s AATOLN) A = A,

Aforny AATN) — AT(M,N)7

- (MAAT(M,N))* — MAATa1N) y

(NAT(M,N)A)* — NAtom A

Ademas, ATV ge puede representar en términos de la inversa de Moore-

Penrose mediante la expresién:

Aforny = y—1/2 (Ml/QAN—l/Q)TMl/? (3.1)



8.1 Introduccion

Como se defini6 en el Capitulo 1, una matriz A € C"*" se dice que es EP

ponderada por las matrices M y N, denotada por EF v, si se satisface

AATeny = Atoen A,

A continuaciéon se dan algunas propiedades de la inversa de Moore-Penrose
ponderada, las cuales son utilizadas con frecuencia en varios resultados de

este capitulo.

La equivalencia entre las siguientes afirmaciones para cualquier A € C"*"

ha sido demostrada en [53]:

(w.1) Aes EPu -

(w.2) rg(A) = rg(A?) y A% = ATorm,

(w.3) Aes EPaany Yy EPvNy-

(w.4) MAy AN~! son matrices EP.

(w.5) rg(A) = rg(A?) y AA# = AATarm) = AATVN),

Lema 3.1.1 [53, 55| Sean A € C™*™ y S,,, Sy, subespacios de C™ y C",

respectivamente. Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:
(a) R(AATO1M) = R(A) y N(AATOLN) = N(A®00N),
(b) R(ATarm A) = R(A®@r.:) y N(ATarm 4) = N(A).
(c) Sim = M~Y2(0MY28, ), y Siv = N-V2(NY/28,)L.
(d) N(AZ0000) = (R(A)) o

() R(A®01) = (W (A))-.
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(f) AATLN) es un proyector M -ortogonal sobre el espacio R(A) alo largo
del espacio N (A®GLN)),

(g) AT1.M A es un proyector N-ortogonal sobre el espacio R(A®M1.M) g

lo largo del espacio N'(A).

(h) cm = M1/2’R,(A) oL Ml/QJ\/’(A@(M’N))
M'Y2R(A) &t M~Y2N(A¥).

i Ccr = N1/2R(A®(M,N)) et NI/QN(A)
N—I/QR(A*) @L Nl/QN(A)

() R(ATarv) = R(AT01M A) = R(NTLA*) y
R((Alorm) ) = R((AAT0m)*) = R(MA).

En la segunda seccién de este capitulo se muestran algunas propiedades de
las matrices E'P,s ) y se define el orden parcial estrella ponderado por las
matrices M y N. Para el caso M = N, en esa misma seccién se obtienen
caracterizaciones de los predecesores y los sucesores de una matriz EP (s )
dada y en la seccién 3.3 se proporcionan dos algoritmos para el célculo de

la inversa de Moore-Penrose ponderada de una matriz EP (s ar)-

En la ultima seccién se relaciona el proyector espectral correspondiente al
valor propio nulo de una matriz E'P; ny) con el orden estrella ponderado
y ademas se demuestra que EP(5,r) es cerrado bajo el proyector espectral

mencionado.

Tal como se indic6 en el capitulo anterior, en las demostraciones de los
resultados que son triviales o vacuos para las matrices no singulares sélo se

considera el caso de matrices singulares.
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3.2 Orden estrella ponderado sobre matrices EP(y; y)

En esta seccion se define el orden parcial estrella ponderado en el conjun-
to de matrices rectangulares. Luego se investigan algunas propiedades que
satisfacen las matrices EP(ys n) y se profundiza el estudio sobre estas ma-
trices cuando M y N coinciden. Ademas se caracterizan los predecesores y

sucesores de una E P ) dada bajo el orden parcial estrella ponderado.

Para toda matriz A € C™*", se define la funciéon matricial de variable

matricial ¥ys py 1 C™*" — C™*" como
Uy (A) = MYZANTY2,

El siguiente resultado muestra la equivalencia entre afirmaciones que invo-

lucran esta funcioén, la inversa de Moore-Penrose ponderada y la traspuesta

(C’H’LXTL

conjugada ponderada. Se recuerda que para A € se define su tras-

puesta conjugada ponderada como
A®orN) = NTTA*M.
Ademaés, si A es una matriz cuadrada, es decir m = n, se dice que es

(M, N)-hermitica si A¥N) = A,

Lema 3.2.1 Sean A, B € C™*™. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
a) AP A = AP B ¢y AAPMN) — BA®W,N)
(a) y
(b) AT,y A = AT, B y AAToN) — BATa,N)

(¢) Yarn(A) <Y orn(B).
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Demostracién. (a) <= (c) La igualdad A®.:M A = A®(MN) B se satisface

siy solo si NT'A*MA = N~'A* M B. Multiplicando la ultima igualdad a

1/2

izquierda por N'/2 y a derecha por N~1/2, ésta es equivalente a

(Nfl/QA*Ml/Q)(M1/2AN71/2) — (N71/2A*M1/2)(Ml/QBNfl/Z)’

esto es

(W ar,n) (A) " ar,3) (A) = (P (1,5 (A)) " (a1, 3 (B). (3.2)
De manera similar se obtiene la equivalencia entre la segunda igualdad en
(a) y

o, ny (A) (Y ar,n) (A)" = Y3 (B) (Y ar,n) (A))" (3.3)
Finalmente, por (3.2) y (3.3) se cumple que Wy n)(A) <* Winrny(B).

(b) <= (c) De (3.1), es facil ver que AT(M:M A = AT1.N) B se satisface si y

s6lo si

N_l/z(‘I’(M,N)(A))TMl/QA = N_l/z(\If(MW)(A))TMl/zB.

Multiplicando la dltima igualdad a izquierda por N 1/2 y a derecha por

N—Y2 ¢sta es equivalente a
(‘I’(M,N)(A))T‘I’(M,N)(A) = (‘I’(M,N)(A))T‘I’(M,N)(B)- (3-4)

De manera similar se obtiene la equivalencia entre la segunda igualdad en
(b) y
U ) (A (T ar,v) (A) T = T a0 (B) (T ar,vy (A))T. (3.5)

Finalmente, por (3.4) y (3.5) se cumple que W(j; ny(A) <* Vi ay(B). B
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Definicion 3.2.1 Dadas las matrices A, B € C™*™ se define la relacion
binaria <®TOrN) € C™*" de la siguiente manera: A <®OLN) B si se satisface

alguna de las condiciones equivalentes del Lema 3.2.1.

(men

Como <* es un orden parcial sobre se puede asegurar que la rela-

cion binaria definida arriba es también un orden parcial, denominado orden
parcial estrella ponderado por las matrices M y N, o simplemente orden

parcial (M, N)-estrella,

El siguiente resultado es una extension para matrices cuadradas E P n)

del Teorema 4.3.1 de [12]| y un resultado de Katz de [36].

En lo que contintia de esta seccién se considera m = n.

Teorema 3.2.1 Sea A € C™"*"™. Las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:
(a) A es EP(M,N)
(b) R(AMN) = R(A) y N(A®MN) = N(A).
(c) C"=R(A) &N (A), (R(A)" = N(4) y N(A)H¥ =R(A).

(d) Existen matrices no singulares P,Q € C™*™ tales que

APQLN) = AP y A01N) = QA.

(e) Ezisten matrices X,Y € C"*" tales que

APOIN) = AX y A¥MN) = YA,
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Demostracion. (a) <= (b) Es claro que

N(A®ar) = N(A™M) = N((M A)")

R(A®0N)) = R(NTIA*) = R((AN~1)").

Por (w.4), A es EP n)siysolosi MAy AN~ son matrices EP, lo cual

es equivalente a

N(APMMN) = N(MA) = N(A)

R(A®MN) = R(ANTY) = R(A).

(a) = (c) Los apartados (f) y (g) del Lema 3.1.1 aseguran que
C"=R(A) @ N(A¥rN) y  C" = R(A*MN) @ N(A),
respectivamente. Como A es E'Pyy n), se tiene que los proyectores AAT@LN)

y AT1.%) A son iguales, es decir,
R(A) = R(A®MNM) y  N(APLN)) = N(A).

Luego se obtiene C" = R(A) ® N(A). Las igualdades que restan probar se
pueden verificar usando el Lema 3.1.1 (d) y (e).

(¢) = (a) Como C" = R(A) ® N (A), existe un unico proyector P € C"*"
tal que R(P) = R(A) y N(P) = N(A). Ademas, de (R(A))*™ = N(A) y
del Lema 3.1.1 (d) se tiene que N (A®N) = N(A). Asi, del Lema 3.1.1
(f) se obtiene

P = AATaN)
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nalogamente, de N = y del Lema 3.1.1 (e) se tiene (M,N)) =
Anal de (W(A))* R(A)ydel L R(A®

R(A). Por lo tanto, por el Lema 3.1.1 (g),

P =Alom A,
Por la unicidad del proyector se tiene que A es EPy n)-

(b) <= (d) La igualdad R(A®™.M) = R(A) se satisface si y solo si A¥GN)
y A son equivalentes por columnas, es decir, existe una matriz no singular
P € C™™ tal que AN = AP. De manera similar, N'(A®N) = N(A)
siy solo si ANy A son equivalentes por filas, es decir, existe una matriz

no singular Q € C™*" tal que A¥(.N) = QA.

(a) = (e) La igualdad A = AN"1(NAT01.™ A) implica

A* = (NATorm) A NTLA* = NATarm AN~ 4%,

Entonces
AP01N) = NTUA*M = AT ANTYA*M = Atonm) AA® o).,
Por (a) se tiene A®MMM) = AX, donde X = AT A®(1.3) | De manera

similar se puede probar que A®M.N) = A®r.N) AATG4N) | Nuevamente, por

(a) se tiene A®(1.N) =Y A, donde Y = A®a.m) ATarn) |
(e) = (b) Sean X, Y € C™" matrices tales que A¥M:N) = AX y A®M.N) =
Y A. Entonces
R(NT1A*) = R(AP0M) = R(AX) C R(A).
Como N1 es no singular, se tiene que rg(N ' A*) = rg(A*) = rg(A), por lo

tanto, rg(A®MN) = rg(A). Asi, R(A®™M.M) = R(A). De manera similar,
se obtiene N (A®M.N)) = A/(A). |
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Notar que usando los apartados (h) e (i) del Lema 3.1.1, la condicién (c)

del Teorema 3.2.1 puede ser reescrita como

C" = M'Y2?R(A) &t M'2N(A) = N'Y2R(A) @+ NV2N(A).
Lema 3.2.2 EPyny = EP vy N EP(N,N)-

Demostracion. La igualdad sigue de la equivalencia entre (w.1) y (w.3). B

Observacién 3.2.1 Notar que de (w.2) y (w.3) la afirmacion A € EP(y n)
implica A# = ATorn) = AToran = AT por la unicidad de la inversa de
grupo. Reciprocamente, es inmediato que A# = ATaran = ATy implica
(w.5). Esto lleva a la siguiente condicion equivalente para que una matriz

A sea EP ny:

(w.6) 1g(A) =rg(A?) y A% = AT = ATovw) = AToww)

Notar que, en general, M Ay AN~! no son matrices EP en forma simulta-

nea, salvo que A € EP(y ). Por ejemplo, si se consideran las matrices
11 11

10
A= . M= y N= ., (3.6)
00 13 0 2

es facil ver que M A es EP pero AN~! no lo es.

A partir de ahora se considera que las matrices hermiticas definidas positivas

M, N € C™" son iguales.
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Observacion 3.2.2 Sea A € C™*". Entonces se satisfacen las siguientes

afirmaciones:
(a) (Afaran)s = p1/2 (M_l/QA*Ml/Q)T MoL2
(b) (Ataran)®anan = (A®(]\/I,]M))T(MJVI)_
(c) Las condiciones M A es EP y AM~! es EP son equivalentes.

(d) A es una matriz idempotente (M, M)-hermitica si y s6lo si A es un

proyector M-ortogonal.

En efecto, los apartados (a) y (b) siguen de (3.1). Para probar (c), se supone
que M A es una matriz EP. Entonces R(A*) = R(A*M) = R((MA)*) =
R(MA)=MR(A). Por lo tanto,

R(AM™Y) = R(A) = MTI1R(A*) = R(M 1 4%) = R((AM~1)*),
esto es AM ! es EP. La demostraciéon de la afirmacion reciproca es similar.

El apartado (d) sigue de las definiciones.

El apartado (c) de la tltima observacion, la Observacion 3.2.1 y el Teorema
3.5 de [53] permiten establecer algunas caracterizaciones para matrices EP

ponderadas cuando M = N.

Proposicion 3.2.1 Sea A € C™*". Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
(a) A es EPy -
(b) rg(A) = rg(A2) Yy A#F — AT(ZM,]M).

(c) MA es EP.
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(d) AM~! es EP.

(€) R(MA) = R(A*).

(f) R(M~1A%) = R(A).

(g) R(ATar0) =R(A).

(h) R((ATara0)*) = R(A”).

(1) N((MA)*) =N(A).

(3) N(AM™Y) = N (4Y).

(k) C" = R(M~'A*) @t N(A%).
(1) C" = R(A*) @t N(A*M).

(m) C" = R(MA) &+ N(A).

(n) C" =R(A) @+ N(AM™Y).

(i) rg(A) =rg(A?) y MAA# es hermitica.
Demostracion. (c) < (¢) MAes EP siy solo si R(MA) = R((MA)*) =
R(A*M) = R(AY).

(¢) <= (d) Se demostr6 en la Observacion 3.2.2 (c).
(a) <= (c) Sigue de (w.1), (w.4) y la Observacién 3.2.2 (c).

(e) <= (f) En la demostracion de (c) <= (e) se prob6 que R(MA) =
R(A*) es equivalente a que M A es EP. Utilizando la equivalencia (c) <=
(d), solo falta demostrar la equivalencia entre (f) y que AM~! es EP.
Como M es una matriz hermitica se satisface R((AM~1)*) = R(M~1A*)
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y R(AM~Y) = R(A). Asi, AM~! una matriz EP siy solo si R(M~1A*) =
R(A).

(f) < (g) y (e) <= (h) siguen del Lema 3.1.1 (j).
(c) <= (i) Se puede demostrar utilizando la propiedad N(A4) = N (M A).

() = (1) La implicaciéon es directa recordando que siempre se cumple

C" = R(MA) &+ N((MA)*).

(d) = (k) La demostracion es similar a la prueba de (e) = (1), usando
la descomposicion C"* = R(AM ™) @+ N((AM~1)*).

(k) = (d) De C" = R(M~'A*) @+ N(A*) es facil ver que
C" =R((AM ™)) @ N((AM ™)),
esto es, R((AM~1)*) = R(AM~1). Entonces AM ! es EP.

() = (c¢) La demostracion es similar a la prueba de (k) = (d) pero
usando ahora que la descomposicion C* = R(A*) &+ N(A*M) implica
C" = R((MA)*) &+ N((MA)*).

(i) = (m) Sigue de la identidad C"* = R(MA) &+ N ((MA)*).

(m) = (c) Como C" = R(MA) &+ N(A) = R(MA) &+ N(MA), se tiene
que M A es EP.

(d) < (n) De C"* = R(AM ™) &+ N((AM~1)*) y del apartado (d) se
obtiene C" = R(A) &+ N(AM™1), que es (n). La reciproca es trivial.

(d) <= (j) Como N(A*) = N(M~1A*) = N((AM~1)*), es claro que
AM~! es EP siy solo si N(A*) = N(AM 1),
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(b) = (@) Como A* = AT(MvM), se obtiene MAA# = MAATom) =
(M AAT@LIn ) — (M AA#)*,

(i) = (b) Por hipotesis (MAA?)* = (M AA%). Luego, por definicién de
inversa de grupo se satisface AATA = A, ATAAY = A% (MAA?)* =
(MAA#) y (MA#A)* = (M A% A). Por la unicidad de la inversa de Moore-

Penrose ponderada, A% = Afara

(b) <= (a) Es inmediato de (w.6). ]

Las caracterizaciones presentadas en el Teorema 3.2.1 se simplifican cuan-
do M = N como se muestra en el siguiente resultado, donde se da una

representacion para una matriz E Py ).

Teorema 3.2.2 Sea A € C™"*™. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(a) Ae gP(M7M)

(c) Si A es no nula existen una matriz unitaria Uy € C™™™ y una matriz

no singular Cx € C**% tales que
A=M12U\(Ch® O UMY, (3.7)
(d) R(A®(0) = R(A).
(e) N(A®0rn) = N(A).

(f) C" = R(A) &M N(A).



3.2 Orden estrella ponderado sobre matrices EP(y n)

(g) Ewiste una matriz no singular P € C™*™ tal que A¥*M.M) = AP,
(h) Eziste una matriz no singular Q € C™ ™ tal que A¥MM) = QA.
(i) Ewiste una matriz X € C™" tal que A®MM) = AX .

(i) Eziste una matriz Y € C™" tal que A¥MM) =Y A,

Si se satisface alguna de estas afirmaciones y A # O entonces

AT(M,IVI) _ M_l/QUA(CEI @O)U:ZMl/Q (38)

A0 = MV, (O @ O) UL MY,

Demostracion. (a) <= (b) De (3.1) se tiene que

Entonces

U a0y (A) (P aran (A)T = M2 AA a0 N2

(\II(M,M)(A))T\IJ(MJW)(A) — MI/QAT(M’M>AM_1/2‘
Claramente se ve que A € EP s pr) siy s6lo si Wiy ) (A) € EP.

b) <= (c) Se puede demostrar usando la definicién de ¥, 5y v aplicando
(M, M)
el Teorema 4.3.1 de [12].

(a) <= (d) Por la Proposicion 3.2.1 (f) se tiene que A € EP 5y pr) si'y solo
si R(IM~1A*) = R(A). Ademss se sabe que R(A®¥M) = R(MLA%).

Luego, la equivalencia es inmediata.
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(a) <= (e) Se puede demostrar de manera similar a la prueba de la equi-

valencia (a) <= (d) usando la Proposicion 3.2.1 (i).

(e) = (f) Por el Lema 3.1.1 (f) se tiene que C" = R(A) & N(A®M.)
y R(A)*M = N(A®01m) entonces C? = R(A) &M N(A) se obtiene

directamente de (e).

(f) = (e) Como R(A)*™ = N(A), del Lema 3.1.1 (d) se tiene que
R(A)tM = N(A®1a0), Entonces N(APG10) = N (A).

Las implicaciones (a) = (i), (a) = (j), (d) <= (g), () <= (h), (i) =

(d) y (j) = (e) se pueden demostrar aplicando el Teorema 3.2.1. [

Como la funcion Wy, pp) : C**" — C™*" definida por

Uan(A) = MY2AMT?

es biyectiva, el Teorema 3.2.2 garantiza que

U s (57D(M,M)) = EP. (3.9)

Los resultados que siguen caracterizan los predecesores y sucesores de una

matriz EF sy bajo el orden parcial (M, M)-estrella.

Notar que, por el Teorema 3.2.2, si B € C"*" es una matriz EPs, ) no
nula entonces existen una matriz unitaria Ug € C™*" y una matriz no

singular Cp € C**? tales que

B=M"Y2Ug(Cg & O)URM2. (3.10)
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Teorema 3.2.3 Sean A, B € C"*" tales que B es una matriz EPyr pry no
nula expresada como en (3.10). Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(a) A <®ora B,

(b) Eriste X € C*** tal que

A=M"1?Up(X ¢ O)UM'Y?,

con X <* Cp.

Demostracién. Suponer que A <®O.M) B con B € EP(m,r)- Por el Lema
3.2.1, Wipran (A) < W (B) y ademas por el Teorema 3.2.2 se tiene que
W,y (B) es EP. Luego, aplicando el Teorema 2.3.1, existe X € Cb*b tal
que A= M"12Up(X @ O)UM? y X <* Cj. Esto prueba (a) == (b).

Para demostrar la implicacién reciproca se considera
A=M"Up(X @O UM,
con X <* C'p. Realizando los productos correspondientes se verifica que
) (A) <5V (B),

es decir, A <®ar.m) B, |

Teorema 3.2.4 Sean A, B € C"" tales que A es una matriz EP nr
no nula expresada como en (3.7). Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(a) A <®orn B,
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(b) Eziste T € C=)*(=a) 14] que B = M~12U4(Ca @ T)ULMY/2.

Demostracién. Se asume que A <®0.M) B con A € EP v,y Por el
Lema 3.2.1, W51y (A) <* Wpsar)(B) y ademas, por el Teorema 3.2.2 se
tiene que W(ps 1) (A) es EP. Por el Teorema 2.3.3 existe T' € C(n—a)x(n—a)
tal que B = M~Y2U4(Ca ® T)U5M'2. Queda asi probado (a) = (b).

Para demostrar la implicacién reciproca se considera
B=M"2U,(CyaT)UMY?.
Realizando los productos correspondientes se verifica que
W (A) <5 Yo (B),

es decir, A <®arm) B, [ ]

El Teorema 4.5.2 y los iltimos dos teoremas permiten establecer el siguiente

corolario.

Corolario 3.2.1 Sean A, B € C"™" matrices EPyr ) y A no nula. Las

siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A <Parm) B,

(b) Eziste V€ C™™ unitaria tal que

A=M"?v(Ceo)WV* M2, B=M'?V(CeTaO)VM/?

donde C € C™% es no singular y T € CO=0)*x0=a) o5 no singular o

no estd presente.
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3.3 Calculo de la inversa de Moore-Penrose ponderada

En [44] se presentan algoritmos para calcular la inversa de Moore-Penrose
factorizada de una matriz E P singular. Fn esta seccion se generalizan esos
resultados a la clase de las matrices E P ponderadas, se da una factorizacion
para la inversa de Moore-Penrose ponderada de una matriz EP s ) y se

presentan dos algoritmos para calcularla.

Se considera A € C"*" una matriz E'Py,57) no nula. Por el Teorema 3.2.2
existen una matriz unitaria U4 € C™*" y una matriz no singular C4 € C**¢

tales que

A=M"12UL(Cq®O0)USM?
y ademas MV/2AM~Y2 = Uy(Cy @ O)U? es EP.

Luego, por el Teorema 4.3.1 de [12] se tiene que la matriz unitaria Uy tiene
la forma ( U U, ), donde las columnas de U; € C"*% forman una base

1/2

ortonormal del espacio imagen de la matriz M'/24AM~1/2 y las columnas

de Uy € C™*("=4) forman una base ortonormal del espacio nulo de la matriz

MY2AM1/2. Realizando los calculos correspondientes se puede ver que

A= MU NCh® OV USMY? = M~Y2UCuU MY?
At = M=YV20, (07 @ O)ULMY? = M—Y2u Uy M2,

Teniendo en cuenta esta descomposicion, se presenta el primer algoritmo.
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Algoritmo 1

Entradas: Una matriz M € C"*™ hermitica definida positiva y una matriz
A € C™" que sea EPy vr)-

Salida: La inversa de Moore-Penrose ponderada Afaran

Paso 1: Calcular las matrices MY/2 y M~1/2,

Paso 2: Calcular la matriz MY/2AM~1/2,

Paso 3: Construir Us;:

= encontrar una base ortonormal B del espacio imagen de la matriz

MI/QAM_l/Q,

= construir la matriz Uy, cuyas columnas son los vectores de B.
Paso 4: Calcular Cy = Uy M'Y/2AM~1/2U;.
Paso 5: Calcular C’;‘l.

Paso 6: Calcular AT = M=oty M2,

En el siguiente teorema se muestra una factorizaciéon para la inversa de

Moore-Penrose ponderada de una matriz EPy 7).

Teorema 3.3.1 Sea A € C"*™ una matriz no nula. Las siguientes afirma-

ctones son equivalentes:

(a) A es una matriz EP pp).-

(b) Eziste una matriz no singular P € C™" tal que AT0M) = AP = PA.
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Demostracién. (a) = (b) Como A es una matriz EFP; ;) no nula,
considerando la descomposicion (3.7) es suficiente tomar

c? 0
O I,

P=M12U, UsM*Y2,

(b) = (a) Si existe una matriz no singular P € C"*" tal que AT1.M) = AP,
tenemos que R(ATM)) = R(AP) = R(A), entonces A es E Py por el
apartado (g) de la Proposicion 3.2.1. |

Utilizando la equivalencia demostrada en el teorema anterior se presenta el

segundo algoritmo.

Algoritmo 2

Entradas: Una matriz M € C™*™ hermitica definida positiva y una matriz
A € C"*" que sea EP ).

Salida: La inversa de Moore-Penrose ponderada Afaran

Paso 1: Calcular las matrices MY/2 y M~1/2,

Paso 2: Calcular la matriz MY2AM—1/2.

Paso 3: Construir Ug:

= encontrar una base ortonormal Br del espacio imagen de la ma-

triz MY/2AM /2

= encontrar una base ortonormal By del espacio nulo de la matriz

MI/QAM_1/2,
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= construir la matriz Uy, cuyas primeras a columnas son los vec-
tores de Br y sus ultimas n — a columnas son los vectores de

By.
Paso 4: Calcular B = UZMl/ZAM_l/QUA.
Paso 5: Particionar B como B=Cy4 ® O
Paso 6: Calcular C’ZQ.
Paso 7: Calcular P = M~Y2U7(C? @ I,,—o) U5 MY/2.
Paso 8: Calcular AT = AP,
Observacion 3.3.1 Por la Proposicion 3.2.1 resulta inmediato que si M y
N son matrices hermiticas y definidas positivas del mismo tamano, entonces

para toda matriz A € EP; vy, basta calcular una de las matrices Aforan

o AT(N,N) y se tiene A# — AT(M,N) — AT(M,M) — AT(N,N).

A continuacion se presenta un ejemplo del calculo de inversas de Moore-

Penrose ponderadas utilizando los algoritmos propuestos.

Ejemplo 3.3.1 Se consideran las matrices

74 5 0 4 9 -13 4 0 0

4 3 4 01 =13 22 -10 0 O
M=1]15 46 01 y A= 2 =5 4 0 0 |,

0 00 1O 0 0 0 00

4110 5 -5 7T =2 00

donde M es una matriz hermitica definida positiva y A es EP (7).
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Usando el Algoritmo 1, se calculan M2, M~12 y MY2AM~/2 como lo

indican los dos primeros pasos:

2110 1 2 -2 00 -1
11100 2 4 -1 0 1
MPZ2=l 11200, M= 0 -1 10 ofy
00010 0 0 01 0
1000 2 -1 1 00 1

8 —12 2 0 -4

12 22 6 0 6
MY2ZAMT? = 2 —6 30 -1
O 0 00 0

4 6 -1 0 2

Se construye la matriz Uy, cuyas columnas son los vectores de una base

1/2

ortonormal del espacio imagen de M'/2AM~1/2 y con ella se encuentra C:

2/57 V2V /21435
—&V3V19 V1102 £V/15V/68

Uy = V57T —22V2VB51 ZV10VET | v
0 0 0
2 9 7
— 257 —5V1102 —5L5/870
B VAR BV
— 263 1754 4
Ca=| —223V58 ot —==7V15v/19

1 4 10
3306 VOV1102  —=3:v/15/19 2

73



Capitulo 3. Orden parcial estrella ponderado y matrices EP (s n)

74

Finalmente, se calcula Cgl para luego encontrar la inversa Moore-Penrose

ponderada de A:

2oy 2o
Lou 2o
A= BB B0
0 0 0 00

Ahora se calcula nuevamente AT | utilizando en este caso el Algoritmo 2.
Los dos primeros pasos coinciden con los del Algoritmo 1, por lo tanto ya se
conocen las matrices MY/2, M~Y2 y MY/2AM~Y/2. Encontrando las bases

Br y By se construye la matriz Ujy:

AVET AVIVE VRV 0 1VE
_% 57 1102\/>\/> %\f\/ﬂ 0 0

Ua = 5VOT  —gVIOVES  ZVEVITA 0 0
0 0 0 1 0

—5V57 —qmVIOVES —gmVEVITL 0 2V5

Con esta ultima matriz se calcula B y luego se la particiona como C4 & O,

donde

1807 263 1
X —25.\/3V/58 m\f\/nm
_ 263 1754
Ca = —m\[ Vo B5L 551V 5v1

3306\[\’110 —%\/ﬁ\/ﬁ leg
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Calculando CZQ se obtiene la matriz no singular P:

67 291 403 4

2 10 10

291 253 351
T 1 10 00

_ 403 351 489
P=1 % =% 2% 00

0 0 010

717 633 879
-2 ~—39 —20 01

y luego se calcula ATy = AP = PA, como lo indica el Teorema 3.3.1.

Cabe aclarar, que para encontrar los resultados en el ejemplo anterior, se ha
utilizado el programa Scientific WorkPlace © (V5.5 E) que permite realizar

calculos simbolicos.

3.4 Proyector espectral asociado al valor propio nulo

en EP(M’M)

Es sabido que EP C CjUCY y ademas ind(A) = ind(¥ 5/ 51)(A)) para toda
matriz A € C™". De (3.9) es claro que el conjunto EP(p7 ) € Cy U CY.
Si A es una matriz E Py ) no nula expresada como en (3.7) entonces por
el apartado (b) de la Proposicion 3.2.1, se tiene que A™ =T — AAT@ran Y,
por (3.8), se obtiene

AT = MY2U4(0 @ L) UMY (3.11)
Lema 3.4.1 Sea A € Cj UCY. Entonces

(2) War.any(A%) = (Waaran (ANF 5 WG 4 (A%) = (U 4 (A)F

(b) Waran (A7) = (Paran(ANT ¥ U5k 0 (A7) = (T 1 (A7
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(©) (aran(A))* = U5k (A7) ¥ (U5 1 ()" = Tiaran (A47).

(d) A es (M, M)-hermitica si y solo si W ar)(A) es una matriz hermi-

tica.
(e) A es un proyector M-ortogonal siy solo si W s (A) es un proyector
ortogonal.

Demostracion. (a) Sigue de la definicion de inversa de grupo.

(b) De (a) se tiene que W 5/ pp) (A)(\I/(M’M)(A))# = W (AA#). Enton-

ces

(Coran(A)™ = In — Yo (A) (Yo (A)#
MY2ATM=Y2 = W (5 ) (A7),

(c) Se puede demostrar a partir de la definicion.

(d) La matriz A es (M, M)-hermitica si y sélo si M~ tA*M = A. Esta
igualdad es equivalente a Wy 5p)(A) = M=12AMY? = (Y (A))%

esto es W(y7,17)(A) es hermitica.

(e) Es consecuencia de (d) y de la Observacion 3.2.2 (d). |

Sin embargo, en general W,/ pp) (AT) (Y (ar,an) (A))T. De hecho, las matri-

ces Ay M dadas en (3.6) proporcionan un contraejemplo.

Lema 3.4.2 Sea A € Cj UCY. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(a) Si A es (M, M)-hermitica entonces A € EP (p ar)-
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(b) Si A€ EP ) entonces AT es (M, M)-hermitica. Por lo tanto, A™
es un proyector M -ortogonal sobre M~IN(A*) a lo largo de R(A).

(c) Si A™ € EP(ar,ury entonces A € EP(ar ) -

Demostracién. (a) Si M~1A*M = A entonces (M A)* = M A, luego M A
es EP. Por lo tanto, A € EP (1 ar) por la Proposicién 3.2.1.

(b) Como A € EPpsar), €l Teorema 3.2.2 asegura que W(p7 ) (A) es EP.
Ast, Wingan(A™) = (Y (A))™ es hermitica por el Lema 3.4.1 y el Le-
ma 2.4.3. Luego, aplicando el Lema 3.4.1 (d) se obtiene que A™ es una
matriz (M, M)-hermitica. Ademas, se sabe que A™ proyecta sobre N (A)
a lo largo de R(A). De la Proposicion 3.2.1 (i), N(A) = N((MA)*) =
N(A*M) = M~IN(A*). Por otra parte, N (A*M) = N(A®0.m0), Asi, la
M-ortogonalidad de A™ sigue del Lema 3.1.1 (d).

(c) Usando el Teorema 3.2.2 y el Lema 3.4.1 (b) se obtiene que la matriz
(U (ar,a)(A))™ es EP. Por el Lema 2.4.3, Wy (A) es EP. Por lo tanto,
sigue del Teorema 3.2.2 que A es EP ). |

En lo que sigue se considera la funcién matricial a valores matriciales
f:CouUCT—CHuUCt
definida en el capitulo anterior como f(A) = A™ para cada A € Cj UCT.

Lema 3.4.3 Sea A € CGUCT una matriz EPy ppy. Entonces f(f(A)) = A

st y solo si A es un proyector M -ortogonal.

Demostracién. Por el Teorema 3.2.2, W70 (A) es EP. Aplicando el

Lema 3.4.1 (b), es claro que f(f(A)) = A es equivalente a la igualdad
7
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FUF(Y ) (A))) = ¥aran (A). Por la Observacion 2.4.1, esta tltima igual-
dad se satisface si y solo si W(pz, ) (A) es un proyector ortogonal. Aplicando
el Lema 3.4.1 (e) se obtiene la equivalencia f(f(A)) = A siy solo si A es

un proyector M-ortogonal. |

Considerar ahora los conjuntos

ESP(M7M) = {A € (Cg U (C? : f(A) € EP(M7M)}

EEP{yrary = {A € CRUCT : f(A) € EPyu) and f(A) # O}

De manera similar al Teorema 2.4.1, el siguiente resultado muestra una

caracterizacion para matrices EPyy pr)-

Teorema 3.4.1 Se satisfacen las siguientes afirmaciones.

Demostracién. (a) Por los Teoremas 3.2.2y 2.4.1 se sabe que A € EP 7 )

siy solosi Uiyran(A) € ChUCT y
T aran(A) = Y (f(A) € EP.

Estas tltimas condiciones son equivalentes a A € CFUCY v f(A) € EP s ),
esto es A € EEPpr -

(b) Sea A € EP (s 5y una matriz tal que ind(A) = 1. Por los apartados (a)
y (b) del Lema 3.4.2, f(A) € EP ) y A es una matriz singular, esto es
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f(A) # O. Asi A € EEP(OMyM). Por lo tanto EPpr ) NCY C EEP?MM).
Para demostrar la otra inclusion, considerar A tal que f(A) € EPwy Y
f(A) # O. Entonces ind(A) = 1y A es EPy, ) por el Lema 3.4.2 (c). Por
lo tanto, EEP(OM’M) C EPuan NCY. |

Observacion 3.4.1 Se denota por M-PQO,, el conjunto de todos los pro-
yectores M-ortogonales de tamano n X n. De los Lemas 3.4.3 y 3.4.2, la

Proposicion 3.2.1 y el Teorema 3.4.1 se obtiene:

() FEEPY uy —{0}) = M-PO.N(CY—{0})
= (M-PO,NEEPY, \p) — {O}.

(b) FEEPY L) — (M-PO,N(CY —{O}) U{L}
= (M-PO,NEEPY, ) — {0} U{TL}.

Del Lema 3.4.2 (a) y (b), es claro que f(EP(arar)) € EP(ar,ar), Pero en ge-
neral no se cumple la igualdad como se puede mostrar mediante las matrices
M = diag(1,3) y A = diag(2,0). En efecto, la matriz M A = diag(2,0) es
EP, por consiguiente A es EP(ys, ). Si existe B € C%2x2n EP ) tal que
A = f(B), entonces 2 € 0(A) = o(f(B)). Esto es una contradiccién pues
f(B) es un proyector. Por lo tanto, EP sy € f(EP )

Sean g : EP — EP y h @ EPoyvy — EPu,ry las restricciones de la
funcion f a los conjuntos EP y EP (s ar), respectivamente. La funcion g ya
ha sido considerada en la seccion 4 del Capitulo 2. Por el Lema 3.4.2 (a) y
(b) se tiene que h esta bien definida. Notar que, en relacion a la composicion
de funciones, se tiene que V(7 3y 0h = goWipr 1) en EP s ary- Es evidente

que h no es sobreyectiva. Ademaés, h no es inyectiva como lo muestran las
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matrices

M = diag(1,3), A = diag(2,0), B = diag(3,0). (3.12)

El siguiente lema caracteriza el intervalo

[0,h(A)] = {B € CIUCT: O <®oran B <®aran p(A)}.

para alguna matriz A € EP(yy, ) dada.

Lema 3.4.4 Sea A € C™*" una matriz EPyr r). Entonces

[O,h(A)] = {MV2UO&T)U*MY?:U es unitaria y T € POy,_q}
C M-PO,.

Demostracion. Sea A = O y sea B € [O, h(A)], es decir, B € C"*" es una

matriz tal que

o) S®(1\/I,M) B §®(1\/I,M) h(A) =1,.

Por la Definicién 3.2.1 se satisface
O =Y (0) < Vi (B) <5 Wy (In) = In.

Como I, es EP, aplicando el Lema 2.4.5 se obtiene que W5 ) (B) es un
proyector ortogonal de la forma W, (B) = U(O @ T)U*, donde U es
una matriz unitaria y T' € PO,,_,. Asi, por el apartado (e) del Lema 3.4.1,
B =M~12U(0®T)U*M"? es un proyector M-ortogonal de tamafio n x n.

Sea ahora A # O. Entonces A se puede expresar como en (3.7), es de-
cir A = M*1/2UA(C’A P O)UZMUQ donde U4 es una matriz unitaria y
Ca es no singular. Asf, W11y (A) = Ua(Ca © O)U}. Sea B € [O, h(A)],

esto es, O <®wran B <P p(A). Por la Definicion 3.2.1 se satisface
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O = Yu)(0) < Yo (B) < ¥ (h(A)). Como Wi (A) es
EP, del Lema 3.4.1 (b) se obtiene O <* W3 (B) <* g(¥(aran)(A)).
Aplicando el Lema 2.4.5 se obtiene que W s ) (B) es un proyector ortogo-
nal de tamafio n x n dado por W7 11y (B) = Ua(O®T)U}, con T € POp .
Por el Lema 3.4.1 (e), B = M~'/2U4(0 @ T)U5M"/? es un proyector M-

ortogonal de tamatio n X n. |

Teorema 3.4.2 La funcion h definida arriba es mondtona decreciente.

Demostracién. Sean A, B € C"*" dos matrices E Py ) que cumplen la
condicion A <®01.a) B, Entonces Yy (A) <F Wi (B) por el Lema
3.2.1. Por el Teorema 2.4.2 se cumple g(V a7 (B)) <* g(¥(ar,01)(A)), lo
cual es equivalente a W7 1) (M(B))) <* W(ar,01)(h(A))) por el Lema 3.4.1
(b). Finalmente, por el Lema 3.2.1 se obtiene que h(B) <®(.:) h(A4). N

Sin embargo, al considerar las matrices dadas en (3.12) se tiene que A y
B son EPy ) tales que h(A) <P00M) h(B) pero B £¥01M) A, Se puede

establecer el siguiente resultado para una subclase importante de matrices.

Teorema 3.4.3 Sean A, B € M-PO,, tales que h(B) <®0.:) h(A). En-

tonces A <®P.m) B,

Demostracion. Como A y B son proyectores M-ortogonales entonces
Ve (A) v Y an(B) son proyectores ortogonales. Si h(B) <®,an)
h(A) entonces Wy an(R(B)) <* Y ar)(h(A)), lo cual es equivalente a
I(Y o (B)) < g(¥ s (A)) por el Lema 3.4.1 (b). Del Teorema 2.4.3
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se obtiene
Uy (A) <5 Y ran(B),

esto es A <®Pa.m) B, [ |

Teorema 3.4.4 Sea A € C"*" una matriz EPy ) y B € Cp UCT ta-
les que A <®a1a) B, Entonces f(B) <®arm) f(A) si y sélo si f(B) €
M-PO,.

Demostracién. Por definicion, f(B) <®M.a) f(A) significa que
Ui (f(B)) <5 Y (f(A)),

y por el Lema 3.4.1 (b), esto es equivalente a
TPy (B)) <° f(P ) (A)).

Como f(¥(ar,ar)(A)) € EP, usando el Teorema 2.4.4 y el Lema 3.4.1 (b),
la dltima desigualdad se satisface si y solo si W(ys 2 (f(B)) es un proyector

ortogonal, esto es, f(B) es un proyector M-ortogonal. |

Observacion 3.4.2 Se pueden considerar todas las combinaciones lineales
Caop = aA+ BB, a,B € C, entre dos matrices EP(ysys) dadas, Ay B en
C™*™ [54]. Un resultado similar al del Teorema 2.4.7 se puede dar para la
clase E'Py ) cuando se usa el orden parcial (M, M )-estrella para comparar
los siguientes pares de matrices: Ay Co 8, Cag vy B, Cap vy Cys, f(Cap)
y f(A), f(B)y f(Cqp), donde o, 8,7v,6 € C.



Capitulo 4

Pre-ordenes y la inversa de Drazin

4.1 Introduccién

Tal como se defini6 en el Capitulo 1, dada una matriz A € C"*" siem-
pre existe su inversa de Drazin y ésta es la tnica matriz AP € C™*" que
satisface las condiciones APAAP = AP, AAP = APA y AFH1AD = AF,
con k = ind(A) [12]|. Esta inversa generalizada se puede calcular usando
la descomposicion core-nilpotente de la matriz. Se recuerda que para una
matriz A € C™*"™ no nula de indice k, su descomposicion core-nilpotente es
A= Ay + Ay, donde Ay = P(C @ O)P~! tiene indice menor o igual que 1,
Ay = P(O® N)P~! es nilpotente de indice k y A; Ay = Az A; = O. En este

caso,

AP = p(ctoo)P.

En [48] Mitra, Bhimasankaram y Malik definieron el pre-orden de Drazin

<% en el conjunto de matrices complejas cuadradas utilizando la parte core
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de las descomposiciones core-nilpotente de las matrices y descartando la
parte nilpotente. Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo tamano
tales que A = Ay + Ay y B = B;1 + By son sus respectivas descomposi-
ciones core-nilpotente, definieron <% como sigue: A <% B si A, <# Bj.
Luego demostraron que esta definicion es equivalente a APA = APB y
AAP = BAP. También obtuvieron algunas caracterizaciones de este pre-
orden y establecieron algunas propiedades importantes. En el mismo libro,
los autores extienden este pre-orden para convertirlo en una relacién de
orden. Para hacerlo, agregan a la definiciéon del pre-orden de Drazin una
condicién mas en la que interviene la parte nilpotente, descartada anterior-
mente, de cada matriz. Probaron asi que esa nueva relaciéon es un orden

parcial en el conjunto de matrices complejas cuadradas.

Pero, jqué ocurre en el conjunto de matrices complejas rectangulares? El
pre-orden de Drazin no se puede extender directamente a matrices rectangu-
lares, pues la inversa de Drazin esti definida sélo para matrices cuadradas.
Con la intencién de poder extender algunos resultados, en este capitulo se
definen nuevas relaciones binarias en el conjunto de matrices rectangulares
utilizando para ello una matriz no nula, que servira de peso para convertir

una matriz rectangular en una cuadrada, y la inversa de Drazin.

El siguiente resultado es el Teorema 2 de [56] y sera utilizado a lo largo de

todo este capitulo.

Teorema 4.1.1 Si W € C™™™ es una matriz no nula y A € C™*™ enton-

ces existen matrices no singulares P € C™*™ y @ € C™*" tales que

A=P(A @ A)Q! y W =Q(W; & Wo)P™! (4.1)
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donde Ay y W1 son matrices no singulares; AoWo y WoAs son nilpotentes

de indices k1 = ind(AW) y ko = ind(W A), respectivamente.

Se observa que el Teorema 4.1.1 también se puede establecer para k =
méax{ki, ka}. Ademas, la matriz W se puede considerar como un peso nece-

sario para transformar la matriz rectangular A en dos matrices cuadradas,

AW v W A.

En la seccién siguiente se introducen y caracterizan tres nuevas relaciones

binarias definidas sobre el conjunto de matrices rectangulares C™*"

que
son pre-ordenes: <@Wr <dWil o <dW Qe demuestran algunas caracteri-
zaciones para matrices rectangulares relacionadas mediante cada uno de los
pre-ordenes definidos. Mas tarde, se realiza un andlisis similar para matrices
adyacentes. Ademas, para una matriz A y un peso W se recuerda el concep-
to W-soporte idempotente, A%" | con el que trabajaron Castro-Gonzalez y

Vélez-Cerrada en [16] y se relacionan los W-soportes idempotentes de dos

matrices con los pre-6rdenes considerados.

4.2 Relaciones binarias ponderadas y la inversa de Drazin

Como se mencioné en la Introduccion, el pre-orden de Drazin se define sobre
el conjunto de matrices cuadradas [48| debido a que la inversa de Drazin
sOlo existe para este tipo de matrices. Sin embargo, este pre-orden no puede
definirse de la misma forma sobre matrices complejas rectangulares. Para
realizar esto, se considera una matriz peso W y se definen tres pre-érdenes
en el conjunto de matrices rectangulares complejas utilizando la inversa de
Drazin de ciertas matrices cuadradas. Luego se caracterizan las matrices

que estan relacionadas mediante estos pre-6rdenes.
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Definicion 4.2.1 Sean W € C"™*™ una matriz no nula y A, B € C"™*™. Se

dice que:
(a) A <&Wr B si y sélo si AW <% BW.
(b) A =Wt B siy silo si WA <4 WB.
(c) A=W B siysolosi A=W By A<EWE R,

En cada caso, la relacion <% es considerada adecuadamente sobre C™*™

sobre C**™,

o

Dado que <% es un pre-orden se obtiene el siguiente resultado.

d,W, d,W,L
j7 7r’j7 ?

Lema 4.2.1 Las relaciones binarias y <" definen un pre-

orden sobre C™*",

Se puede comprobar que los pre-6rdenes <»W:r <d&Wil v <dW 16 preservan
equivalencias, es decir, si I'1, I's son matrices no singulares, entonces A <° B
no implica que I'y ATy <° T'y BTy para cada <°¢ {®&Wr <dWit <dWy []

siguiente ejemplo muestra esta situacion.

Ejemplo 4.2.1 Sean las matrices

0 0
1 01 0 01
A: ,B: ,W: 017
010 110
10
2 01
F1:I2yF2:020
00 2



4.2 Relaciones binarias ponderadas y la inversa de Drazin

Se cumple que AW = BW = I, sin embargo I'] AT’y ﬁd’W’T I'1BI'y ya que

(DLAD W) (D AT W) =1,y

(1 BToW) (DL ALy W)P =

Wi wiN

Este hecho muestra que al usar el Teorema 4.1.1 para caracterizar los pre-

ordenes del Lema 4.2.1 no se pueden eliminar las matrices P y Q.

Teorema 4.2.1 Sean W € C™*™ una matriz no nula, A, B € C"™*" ki =

ind(AW) y ko = ind(WA). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A <dWr B
(b) (AW)P(AW) = (AW)P(BW) = (BW)(AW)".
(©) (AW)M(BW) = (BW)(AW )M — (AW,
(d) Existen matrices no singulares P € C™*™ y Q) € C"*™ tales que

A=PA e A)Q™, W=QW e W;eWs;)P !y

Aq B3
B =P QY
O B} B?
donde Ay, Wi, B y W2 son matrices no singulares; Ao(WE & W3),
(WE@eW32)Ay, BsW3Z y W2B3 son nilpotentes y Bs(WZ @ W2) = O.

Demostracion. Los apartados (a), (b) y (c) son equivalentes teniendo en
cuenta la igualdad de los proyectores (AW)(AW)P y (AW)P(AW) y usan-

do la definiciéon de inversa de Drazin.
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(b) = (d) Sean A, B € C™*™ que satisfacen (b). Por el Teorema 4.1.1,

existen matrices P4 € C"™*™ y Q4 € C™*" tales que

A=Py(A @ A)QL vy W =Qa(Wi@Wy)P,",

donde A; y Wi son no singulares; A,Wy y Wa Al son nilpotentes de indices
k1 y ko, respectivamente; Ay, Wy € Ctaxta Al € Clm—ta)x(n—ta) v W, ¢

(C(n—tA)X(m—tA) .

Se considera la siguiente descomposicion de B:

By By \ _
B =Py ° Q!
By By

donde la particiéon ha sido realizada de acuerdo al tamafno de los bloques de

A. Entonces,

B\W, BLW
BW=rpr, | U TR po
BiWi ByWs

Usando la igualdad (AW)P = P4 ((A1W1)~t @ O)P; ' se obtiene

BiATY O

(BW)(AW)P = P,
ByATY O

-1
P,

(A1W1)‘1B1W1 (A1W1>_1BéW2

Pt y
9, o) A

(AW)P(BW) = Py

(AW)P(AW) = Ps(I;, ® O) P, .

Por el apartado (b) se satisface By = Ay, By = O y B{Wy = O, esto es

A B\
B =Py ’ QAl'
O By



4.2 Relaciones binarias ponderadas y la inversa de Drazin

Si Wy = O, es decir W2 = O y W = O, el apartado (d) se satisface
tomando P = Py, Q = Qa, Ao =A,, B3 =B}y B? @ B2 = B».

Si Wy # O, aplicando el Teorema 4.1.1 a las matrices By € C(m—ta)x(n—ta)
y Wy € C(n—ta)x(m—ta) existen matrices no singulares R € C(m—ta)x(m—ta)

y S e Cn—ta)x(n—ta) tales que

Bo=R(B}®BHS™t v Wo=SW2ZeWHR™L, (4.2)
donde B? y W son matrices no singulares; B3W2 y W2 B2 son nilpotentes.

Se consideran ahora las matrices P € C™*™ y @ € C"*" siguientes:
P =Pa(l, & R) y Q=Qa(l, ®5). (4.3)
Se reemplaza (4.2) y (4.3) en las expresiones de A, B'y W. Tomando As =
R™1ALS v By = B4S se obtiene
Aq Bs

A=P(A®A)Q', B=P Q 'ty
0] R_lBQS

W=Q (W &S 'W*R)P.

(d) = (b) Se puede demostrar realizando los calculos correspondientes. B

Lema 4.2.2 Sean W € C™™ una matriz no nula y A, B € C™*"™. Enton-

ces A <4WL B y s6lo si A* <LV B

Demostracion. Sea A <“":¥ B. Usando la Definicion 4.2.1 se tiene que

(WAP(WA) =(WAPWB) vy (WAWAP = (WB)(WA)".
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Calculando la traspuesta conjugada en ambos miembros de las igualdades

y usando la propiedad (AP)* = (A*)P se obtiene
(AW (A WHP = (BWH (A WPy
(A WHP(AW*) = (BW*)(A*WH)P,
que es equivalente a A* <4W"r B*,

De manera similar se demuestra la implicacién reciproca. ]

El siguiente resultado muestra una caracterizacion para <",

Teorema 4.2.2 Sean W € C™*™ wuna matriz no nula, A, B € C"™*" ki =

ind(AW) y ko = ind(W A). Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A <t B
(b) (WAP(WA) = (WAP(WB) = (WB)(WA)P.
(c) (WA)R=(WB) = (WB)(WA) = (WA)k*.
(d) Existen matrices no singulares P € C™*™ y Q) € C"*™ tales que

A=PA e A)Q, W=QW & W;eWs;)P !y

Ay @)
B =P QY
By, B?® B3
donde Ay, Wi, B? y W2 son matrices no singulares; Ao(WE & W3),
(WEeW2)Ay, BsWZ y W2B3 son nilpotentes y (W@ W32)By = O.



4.2 Relaciones binarias ponderadas y la inversa de Drazin

Demostracion. Se puede probar usando el Lema 4.2.2 y el Teorema 4.2.1.

Notar que aunque en el Teorema 4.2.2 se usan los mismos nombres de ma-
trices que en el Teorema 4.2.1, ellas no necesariamente son las mismas. Esto
es, por ejemplo, la matriz P en el Teorema 4.2.1 puede ser diferente a la ma-
triz P en el Teorema 4.2.2. Lo mismo ocurre con las matrices que aparecen

en el siguiente teorema.
Teorema 4.2.3 Sean W € C™*™ una matriz no nula, A, B € C™*" ki =
imd(AW) y ke = ind(W A). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A=W B.

(c) (AW)M(BW) = (BW)(AW)M = (AW)M+1 y
(WA (WB) = (WB)(WA)*2 = (WA)k+1,

(d) Ezxisten matrices no singulares P € C™*™ y @ € C™*™ tales que
A=PA0A)Q", W=QWi e WeWs)P 'y
B=pP(Ae (B eB)Q

donde Ay, Wi, B2 y W2 son matrices no singulares; Ao(W2 @ W3),
(W@ W3)As, BiW3 y WEB3 son nilpotentes.
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Demostracion. Sean 4, B € C™*" matrices tales que A <" B. Esto es,

A =W By A <4Wt B Por el Teorema 4.2.1,

A=PA®A)Q, W=QW o W:aW)P 'y

Ay Bs
B=P Q7
O Bi® B}
donde todos los bloques satisfacen las condiciones del apartado (d) del Teo-
rema 4.2.1. Usando que WA <% W B se obtiene Bs = O. Esto demuestra
(a) = (d). Las implicaciones restantes siguen directamente de los Teore-

mas 4.2.1 y 4.2.2. |

Para una matriz rectangular A y un peso W de tamarnos adecuados, Castro-
Gonzalez y Vélez-Cerrada en [16] caracterizaron todas las matrices B para
las cuales los proyectores AW y B®WIW coinciden, donde A% es el
W-soporte idempotente definido por AW = A(WA)P = (AW)PA. Los
autores también hicieron lo mismo para los proyectores W AW y W BoW
Ademaés, caracterizaron las matrices B tales que AW = BW_ En lo que
sigue se comparan los Teoremas 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3 con el Teorema 2.1, el

Teorema 2.4 y el Corolario 2.7 de [16]|. Para ver esto, primero se observa

que si A <" B entonces por el Teorema 4.2.1 se puede escribir
A X Y
B=P| 0o B> 0 |Q!
O O B?



4.2 Relaciones binarias ponderadas y la inversa de Drazin

donde Bg ha sido particionado como ( X Y ) de acuerdo a los bloques

de B} & B3. Claramente, la matriz

-~ [ A X
O B?

~ *
es no singular y tomando Y = ( Y* O ) se reescribe B:

g-p| " " Q. (4.4)
0 B

Como B3 (W} @Wf) = O, realizando el producto correspondiente se obtiene
X=0c¢e¢ ?WQQ = 0. Asi, si A <% B entonces B puede expresarse como
en (4.4) donde B € Clatt)x(tatt) o5 no singular, YW2 = O y B2W2 es
nilpotente. Sin embargo, la matriz B; en el Teorema 2.1 (ii) de [16] y la
matriz Ay en el Lema 1.1 de [16] tienen el mismo tamafio. Esto muestra
que las condiciones en el Teorema 4.2.1 no implican las condiciones en el
Teorema 2.1 de [16]. Es decir, el Teorema 4.2.1 es diferente del Teorema 2.1
de [16]. Lo mismo ocurre con el Teorema 4.2.2 y el Teorema 2.4 de [16] y

también con el Teorema 4.2.3 y el Corolario 2.7 de [16].

Teorema 4.2.4 Sean W € C™™ una matriz no nula y A,B € C"™*",

Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:
(a) Si A =W By B <4V A entonces AWW = BOWW.
(b) Si A =4WE By B <4WE A entonces WATW = WBoW
(c) Si A=W By B <4W A entonces AW = BoW.,

Demostracion. Es suficiente probar solo el apartado (a) ya que el segundo

apartado se puede obtener de manera similar y (c) es inmediato de [16].
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Sea A <%Wr B. Por el Teorema 4.2.1 se tiene que

A1 B3
A=P(A @ A)QY, B=1P Qly
O B}& B3

W =Q(Wy & (Wi & W3))P,

donde A1W; y BiW? son no singulares, BIW3, WiB3, As(WE @ W3y
(W2 @ W2)As son matrices nilpotentes y B3(WE @ W3) = O. Entonces

BW = P(A\W, @ (B?W}E @ BiW3) P!,

y asi

(BW)P = P((AW) ' & (BIWT) ™ @ 0)) P,
con lo que se obtiene BW (BW)P = P(I;, ® (I, ® O))P~L.

Si ahora se particiona

A2 A2
A2 = ! ° )
A7 A3

se obtiene
AW A3

A (WEa Wi) =
L AZWR AZW2

Como B =4W A se cumple (BW)PBW = (BW)PAW = AW (BW)P,
luego reemplazando por las expresiones de BW, (BW)P y AW se puede
ver que AIWE = BIWE, A3W2 = O,y A7 = O. Por lo tanto, la matriz
nilpotente Ao(WZ2@®W3) = B?W2® A3W2. La matriz BiWE es no singular,
luego B% debe estar ausente en la descomposiciéon de la matriz B. Asi, por

el Teorema 2.1 de [16], AW = B>WWV. |



4.8 Proyectores de Drazin ponderados iguales

Del Teorema 4.2.1 (d) se sigue que A <% B implica A%W <&W:r poW,
Anélogamente, se pueden establecer implicaciones similares para las rela-

ciones <HWr y jd’w.

Es necesario enfatizar que las relaciones binarias <&W:r <&Wit v <dW gop
diferentes dos a dos. Por ejemplo, para probar que A <%"-" B no implica

A =W B basta considerar las matrices A, B y W del Ejemplo 4.2.1.

4.3 Proyectores de Drazin ponderados iguales

Considerando las matrices A € C™*" y W € C™™™ W # O, se pue-
den definir dos proyectores que involucran la inversa de Drazin de matrices
cuadradas. Estos proyectores son (AW)PAW vy (WA)PW A, de tamaiios
m X m y n Xn, respectivamente. La definicién que se da a continuacion esta
inspirada en la definicién de matriz EP y considera el caso en que ambos

proyectores de Drazin ponderados sean iguales.

Definicion 4.3.1 Sea W € C™", W # O. Una matriz A € C"™"™ es
llamada ED Py si y sdlo si satisface (AW)P AW = (W A)PW A.

Para ser fieles a la definicion original en [32] se mantienen las siglas en inglés

EDPy, Equal weighted Drazin Projectors.

Ejemplo 4.3.1 Sean las matrices

1 00 1 10 2 00
A=100 0 |,B=|010 yW=10 00
010 0 00 0 01
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Realizando los productos correspondientes se puede verificar que A es ED Py

pero B no lo es, pues

110
(BW)PBW = diag(1,0,0) v (WBPWB=1| 0 0 0
00 0

Sin embargo, la propiedad de ser o no una matriz £D Py depende del peso

W elegido. En efecto, A no es ED Py, para Wi = B ya que

110
(AW)PAW =] 0 0 0 y (W1 A)PWy A = diag(1,0,0).
000

La clase de todas las matrices ED Py se denota por EDPyy. Notar que si
A € EDPw entonces PAP™! € EDPpyyp-1 para toda matriz no singular
P € C" yaque (PAP~1)P = PAP P~1 El siguiente resultado caracteriza

las matrices ED Pyy.

Teorema 4.3.1 Sean A,W € C"*™ con W # O. Las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes:

(a) A € EDPy.

(b) Existe una matriz no singular P € C™*"™ tal que

A=P(A @ Ay)P7? y W =P(W; ®Ws)P™1,

donde A1, W1 son matrices no singulares, AsWs y WaAs son nilpo-

tentes.



4.8 Proyectores de Drazin ponderados iguales

Demostracion. Sea A € C™*" una matriz ED Pyy. Como W # O, se puede

escribir
A=PMoA)Q™ vy W=QWjeoW;)P™,  (45)
donde los bloques de las matrices tienen las propiedades indicadas en el

Teorema 4.1.1. Es facil ver que

(AWYP AW = P(I;  O)P~! y (WAPWA=QI;®»0)Q L.

Igualando y particionando

M N
R S

PlQ =

de acuerdo a los bloques de A, se obtiene N = O y R = O, lo que implica
Q = P(M @ S). El apartado (b) sigue de reemplazar @) en las expresiones
de Ay W en (4.5) y tomando A; = AJM ™1, Ay = ALS—L, Wy = MW] y

Wy = SWJ. La inversa es trivial realizando los calculos correspondientes. l

En el resultado siguiente se estudia el pre-orden <%" sobre la clase de ma-
trices con proyectores de Drazin ponderados iguales. Se caracterizan cuando

dos matrices estan relacionadas por medio del pre-orden indicado.

Teorema 4.3.2 Sean W € C™" una matriz no nula y A € EDPw. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Eriste B € EDPyw tal que A <4V B.

(b) Eziste una matriz no singular V€ C™*™ tal que

A=V(A @A)V,  B=V(Ae[BIoB)V 'y (46
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W=vW,oWieWwWihv (4.7)

donde A1, W1, B y W2 son matrices no singulares, BsW23, W2 B3,

As(WE e W2) y (W2 @ W3)As son nilpotentes y B3 € EDPyz.

Demostracion. Como A € EDPyy, aplicando el Teorema 4.3.1 se puede

escribir

A=P(A @ Ay)P! y W =PW, e Wy)P! (4.8)

donde los bloques de las matrices tienen las propiedades indicadas en dicho

teorema. Se particiona

B, B
B=p| ' 7 |p
By By
de acuerdo a los bloques de A. Las igualdades (AW)P? AW = BW (AW)P y
(WAPW A = (WA)PW B son equivalentes a By = A, By= 0y B3 = O.
Asi,

B = P(A; @ By)P™t. (4.9)

Ahora, B € EDPy si y solo si se satisface (BW)PBW = (WB)PW B,
de donde se tiene que By € EDPWQI. Aplicando nuevamente el Teorema
4.3.1 a la matriz By y al peso W5 se obtiene By = Py(B} @ B3P ! y
W) = P(WE o W$)P; !, donde BZW2 y W2B2 son matrices nilpotentes.

Tomando V = P(I; @ Py), A = PflAéPl y reemplazando en las expre-
siones (4.8) y (4.9) se obtienen las matrices A y B de (4.6), y la matriz
W de (4.7). Ademés, B3 € EDPyyy, A (Wi e W3) y (W & W3)As son
nilpotentes. Por lo tanto se cumple (a) = (b). La implicacion reciproca es

trivial, realizando los productos correspondientes. |



4.4 Matrices adyacentes y pre-ordenes

_<d,VV7€

Las relaciones a izquierda y derecha, y <" también se pueden

analizar en la clase de matrices con proyectores de Drazin ponderados igua-
les, obteniéndose resultados similares por lo cual no se incluyen en esta

memoria.

4.4 Matrices adyacentes y pre-6rdenes

Para dos matrices dadas A, B € C"™*", se dice que A y B son adyacentes si
rg(B—A) =135, 52]. En esta seccion se dan tres teoremas que caracterizan

las matrices adyacentes relacionadas mediante los pre-6rdenes <4Wr <dW:t

y <4,

Teorema 4.4.1 Sean W € C™*™ una matriz no nula y A, B € C™*" tales

que A <% B Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A y B son adyacentes.
(b) Existen matrices no singulares P € C™*™ y @ € C™*™ tales que
B:A+P( O uwv* )Q_l,

donde v € C™*1 y v € C=t)*1 son vectores no nulos.

Demostracién. Sean A, B € C™*" matrices que satisfacen A <%W" B,

Por el Teorema 4.2.1,

A=PA @ A)Q! y B=P -1
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Se puede ver que rg(B — A) = 1 si y so6lo si
B
rg ° =1
(Bf ® B3) — A2
lo cual es equivalente a
Bs 0 .

= + uv,
B? @ B2 Ag

para vectores no nulos u € C"™*! y v € C(»~t4)x1 Reemplazando en la

expresion de arriba para B se tiene que B = A+ P ( O wv* ) QN

Se observa que A # B en el apartado (a) es equivalente a u # 0y v # 0 en
el apartado (b). |

Anélogamente se dan los siguientes resultados, cuyas demostraciones son

similares a la del teorema anterior.

Teorema 4.4.2 Sean W € C"*™ una matriz no nula y A, B € C"™*" tales

que A <4Wt B Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A y B son adyacentes.

(b) Existen matrices no singulares P € C™*"™ y @ € C"*" tales que

o 1
B=A+P Q
uv*

donde u € Cm=ta)x1 4y € C"™ 1 son vectores no nulos.



4.4 Matrices adyacentes y pre-ordenes

Ejemplo 4.4.1 Sean las matrices

0 O
1 0 1 0 0 1

A= , B= yW=1|0 1
010 1 1 0

1 0

Se puede ver que A y B son matrices adyacentes, pues:
-1 0 0

rg(B—A)=rg Lo o =1.

Ademas A <" B pues AW = BW = I, es decir, se satisface que
AW =4 BW. Pero A 4%W! B ya que:

0 0 0
WAP WA =wA=]| 010 |y
1 01
0 0 0
WAP WB)=wB| 1 1 0 | #WA.
0 0 1

Teorema 4.4.3 Sean W € C™*"™ una matriz no nula y A, B € C"™*" tales

que A <4V B Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A y B son adyacentes.

(b) Existen matrices no singulares P € C™*™ y @ € C™*™ tales que

B=A+POa&uw")Q !,

donde u € Cm—ta)x1 4 4 e C=ta)*1 gop yectores no nulos.
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Observacion 4.4.1 Si A y B son matrices adyacentes entonces se satisface

alguna de las siguientes afirmaciones:

(a) A =<4Wr By B <4Wr A o bien se cumple que AW y BW son

matrices adyacentes,

(b) A <3Wt By B <3Wt A o bien se cumple que WA y WB son

matrices adyacentes.

En efecto, para el caso (a), si A y B son adyacentes entonces se satisface
rg(BW — AW) <rg(B— A) = 1. Esto es, AW = BW o se cumple que AW

y BW son matrices adyacentes. En el caso (b) ocurre algo similar.

4.5 Algunas consideraciones sobre 6rdenes parciales

ponderados
Para una matriz no nula W € C™*"™ ge considera ahora el conjunto
My, ={A e C™": ind(AW) < 1}.

Cabe observar que My, # () ya que

rg(W*W)?) = rg(W*W)(W*W)*) = rg(W*W),

es decir Ind(W*W) < 1. Luego, W* € Myy,..

Definiciéon 4.5.1 Sean A, B € Myy,.. Se dice que A <#Wr B i AW <#
BW.

Notar que la relacion <# "™ es un pre-orden y coincide con la restriccion de

<&Wr en el conjunto Myy,.. Por otra parte, se tiene que el Teorema 4.2.1



4.5 Algunas consideraciones sobre drdenes parciales ponderados

de representacién también es verdadero para la relacion <# W Ademas,
teniendo en cuenta que A € My, se cumple que AyW5 = O o bien A;Ws
estd ausente. Ademaés, como k1 € {0,1} y |k1 — k2| < 1 resulta que kg €
{0,1,2} por el Teorema 11.1.2 de [55]. Entonces, WAy esta ausente si
ko =0, Wods = O si kg = 1 0 (WaAg)? = O # WaAy si kg = 2.

Teniendo en cuenta que <# es un orden parcial sobre el conjunto de matrices
en C™*™ de indice a lo sumo 1, se establece el siguiente resultado.

#7W7T

Teorema 4.5.1 La relacion =< es un orden parcial sobre My, siem-

pre que W tenga rango completo por filas.

Se considera el conjunto

Pw,={Z CC™": <4 eg un orden parcial sobre Z}

ordenado por la inclusién de conjuntos.

Teorema 4.5.2 Si W € C™™™ tiene rango completo por filas entonces

My, es un elemento mazimal de Py,

Demostracién. Primero se observa que My, € Py,. Se asume que existe
un subconjunto Z € Py, tal que My, C Z. Sise supone que A € Z—Myy,,
entonces ind(AW) > 1y el Teorema 4.1.1 asegura que A = P(A; ® A2)Q~*
y W = Q(W; @ Wa)P~! como se indica en (4.1). Como ind(AsW3) > 1 se
obtiene AsWs # O [12]. Ahora, sea B = P(A; ® O)Q~!. Se puede ver que
B € My, C Z. Por el Teorema 4.2.1 se cumple que A <&Wr B Usando
la definicion es facil ver que B <4 A. Luego, se tiene que A,B € Z y

<&Wr o5 antisimétrica en Z entonces A = B. Por lo tanto, As = O lo cual
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es una contradicciéon ya que AoWs # O. |

Similarmente, si A,B € My, = {A € C™*" : ind(WA) < 1}, se define
A <#WL B si WA <# WB. Se obtiene que <#" es un orden parcial
en Myy, siempre que W tenga rango completo por filas. También es valido
men

que My es un elemento maximal entre todos los subconjuntos Z de

que satisfacen que <&W:l o5 un orden parcial en Z.

Finalmente, definiendo A <#W B si A <#Wr B y A <#W.t' B para
A, B € My, N My, también se puede establecer que <#W es un orden

parcial siempre que W tenga rango completo.



Conclusiones vy lineas futuras de

mvestigacion

En los ultimos afios se ha incrementado notablemente el estudio de érdenes
parciales sobre diferentes conjuntos de matrices. Esto se ve reflejado en el
gran numero de articulos de investigacién sobre estos temas que han sido
publicados durante las altimas décadas en revistas de caricter internacional

con alto indice de impacto.

Si bien eran conocidos una cantidad considerable de resultados en esta érea,

en la dltima década se incrementd este estudio a partir del libro

[48] S. K. Mitra, P. Bhimasankaram y S. B. Malik, Matriz par-
tial orders, shorted operators and applications, World Scientific

Publishing Company, 2010.

De hecho nuestro grupo de trabajo esta en contacto con la Prof. Saroj Malik

y realiza colaboraciones cientificas con ella.

Sin embargo, ain queda mucho por investigar con respecto a estos temas.

En la presente memoria se profundizé el estudio sobre algunos 6rdenes par-

ciales, encontrando nuevos resultados y extendiendo otros conocidos en di- .
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ferentes conjuntos de matrices, y se definieron nuevas relaciones binarias
que extienden el pre-orden de Drazin al conjunto de matrices rectangulares

complejas.

En el Capitulo 2 se introdujo el orden parcial estrella en el conjunto de
matrices FP. Mas especificamente, en la Seccién 2.3 se dieron algunas pro-
piedades de este orden sobre el conjunto mencionado y se caracterizaron los
predecesores y sucesores de una matriz FP dada (Teoremas 2.31 y 2.3.3,
respectivamente). El principal resultado de esta seccion es el Teorema 2.3.5
en el cual se mostraron descomposiciones para dos matrices EP compa-
rables con el orden parcial estrella. Este resultado se demostré de manera

directa, usando la forma canoénica de las matrices EP.

En la Seccién 2.4 se estudi6é el proyector espectral correspondiente al va-
lor propio nulo de una matriz EP y su relaciéon con los érdenes parciales
estrella y grupo. Se demostrd que el conjunto de matrices EP es cerrado
bajo los proyectores estudiados y ademas se prob6 que las tinicas matrices
EP que satisfacen (A™)™ = A son los proyectores ortogonales. El Teorema
2.4.2 muestra que, dadas dos matrices EP, si B es un sucesor de A me-
diante el orden parcial estrella entonces B™ es un predecesor de A™ bajo
el mismo orden. Pero, existen matrices £ P que no verifican la implicacion
reciproca. En el Teorema 2.4.3 se verifico la validez de dicha reciproca en
la clase de los proyectores ortogonales. El capitulo finaliza con el calculo de
todas las combinaciones lineales posibles entre dos matrices E'P diferentes,

relacionadas a través del orden parcial estrella.

El conjunto de matrices EP(ys ) surgio en [53] con la idea de extender el
conjunto de matrices FP. Con esta misma finalidad, en el Capitulo 3 se de-

fini6 el orden parcial estrella ponderado por las mismas matrices hermiticas
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definidas positivas, M y N (Definicion 2.3.1). En los Teoremas 3.2.3 y 3.2.4
se caracterizaron los predecesores y sucesores de una matriz E P ) dada,

respectivamente.

El eje central de la Seccion 3.3 fue proporcionar dos algoritmos para calcular
la inversa de Moore-Penrose ponderada de una matriz E Py ) arbitraria,
inversa necesaria para algunas caracterizaciones de este tipo de matrices. En
la ultima seccion del Capitulo 3 se relacion6 el proyector espectral corres-
pondiente al valor propio nulo de una matriz EF ;s ny con el orden estrella
ponderado. En particular se demostrd que si M y N coinciden entonces el
conjunto de matrices EP(ys pr) es cerrado bajo el proyector espectral men-

cionado.

El objetivo principal del Capitulo 4 fue extender el pre-orden de Drazin al
conjunto de matrices rectangulares. En este tltimo conjunto se definieron

jd’W””, <d,We y jdw) usando para ello una matriz

tres nuevos pre-ordenes (
peso W, que permitié convertir una matriz rectangular A en dos matrices
cuadradas AW y W A, y el pre-orden de Drazin entre matrices cuadradas.
En los Teoremas 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3 se caracterizaron las relaciones binarias

jd’W”’, <d, Wt y jd’W, respectivamente. En el Teorema 4.2.4 se mostrd

<&Wr os proyectores

bajo qué condiciones, que involucran al pre-orden
AWW vy BWIW coinciden. De forma anéloga, se dieron condiciones para
que WA?W sea igual a WB%W y para que los W-soportes idempotentes

coincidan.

En la Seccion 4.3, dada una matriz W, se considerd la clase EDPyy formado
por todas las matrices cuadradas complejas A que satisfacen (AW)PAW =

(WA)PW A. El Teorema 4.3.2 muestra una caracterizacion para este tipo
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de matrices y en lo que resta de la seccién se relacionaron estas nuevas

matrices con cada uno de los pre-6rdenes definidos.

A partir del concepto de matrices adyacentes utilizado por P. Semrl y A.
R. Sourour en su articulo [52], en la Seccion 4.4 se relacionaron estas matri-
ces con cada uno de los nuevos pre-6érdenes y en cada caso se encontraron
caracterizaciones para ellas. Por tltimo, en la Seccién 4.5 se restringié el
pre-orden <%W'" al conjunto de todas las matrices rectangulares A que sa-
tisfacen que el indice de AW es a lo sumo 1 y en el Teorema 4.5.1 se mostro
en qué caso este pre-orden se convierte en orden parcial. Un anélisis similar
se realizo con el pre-orden <4": en el conjunto de todas las matrices A tal

que el indice de W A es menor o igual que 1.

Se han cubierto los objetivos planteados al comienzo de esta tesis y, de ma-
nera natural, durante el desarrollo de la misma surgieron nuevos problemas
colaterales. Algunos de ellos se resolvieron y otros seran considerados como

lineas de investigacion futuras.

A continuacién se da una lista de algunos posibles problemas concretos o

lineas de estudio para continuar este trabajo:

= Extender algunos resultados a operadores lineales acotados definidos

sobre espacios de Hilbert.

En los tltimos anos ha aumentado significativamente la cantidad de
trabajos publicados que extienden el estudio de érdenes parciales y

pre-6rdenes sobre conjuntos de matrices a operadores sobre espacios

de Hilbert.
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= Definir y estudiar algunos 6rdenes parciales o pre-6rdenes sobre ma-

trices rectangulares utilizando la inversa de Drazin ponderada.

Como ya se menciond, en este trabajo se extiende el pre-orden de
Drazin a matrices rectangulares, usando para ello una matriz peso y
el pre-orden de Drazin entre ciertas matrices cuadradas. Este ultimo
pre-orden se define en [48] usando la inversa de Drazin de matrices
cuadradas. En [18] R. E. Cline y T. N. E. Greville definieron la in-
versa de Drazin ponderada de una matriz rectangular, considerando
también una matriz peso. Esto motiva plantearse si se pueden definir,
de manera similar a lo realizado en el Capitulo 4, 6rdenes parciales
o pre-6rdenes en el conjunto de matrices rectangulares pero ahora

utilizando la inversa de Drazin ponderada.

» Estudiar la estructura ordenada subyacente de algunos 6rdenes par-

ciales en ciertos conjuntos de matrices.

R. E. Hartwig y M. P. Drazin establecieron en [27| que el conjunto
de matrices rectangulares complejas es un semireticulado inferior con
respecto al orden parcial estrella. Se puede particularizar este traba-
jo al estudio de la estructura reticular subyacente en el conjunto de
matrices P con respecto al orden mencionado, considerando posible-
mente algunos resultados obtenidos en el Capitulo 2 de esta memoria.
También, esta idea se hara extensible al caso de los érdenes parciales
introducidos mediante la inversa de Moore-Penrose ponderada y los

introducidos mediante la inversa de Drazin.
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Tabla de simbolos

C™*™  espacio de matrices complejas de tamano m X n.
I, matriz identidad de tamano n x n.
Cm*™  conjunto de matrices de tamano m x n y de rango r.

N(A)  subespacio niicleo de A.
R(A)  subespacio imagen de A.
(4)

rg(A rango de la matriz A.

ind(A) indice de A.

A* traspuesta conjugada de A.

At inversa de A.

A# inversa de grupo de A.

At inversa de Moore-Penrose de A.

AP inversa de Drazin de A.

A7 proyector correspondiente al valor propio nulo de A.
o(A) espectro o conjunto de valores propios de A.

S+ subespacio complementario ortogonal del subespacio .S.

Py n proyector ortogonal sobre M paralelamente a N.
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~d
<*
At
A®,N)
<®(,N)
~dWyr
~d Wit

_<d,W

pre-orden de Drazin.

orden parcial estrella.

inversa de Moore-Penrose de A ponderada respecto a M y N.
traspuesta conjugada de A ponderada respecto a M y N.
orden parcial estrella ponderado con respecto a M y N.
pre-orden de Drazin ponderado a derecha.

pre-orden de Drazin ponderado a izquierda.

pre-orden de Dragzin ponderado.
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