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o Empleado . . . . . . . 1727.3.5.2 Fun
ión de Coste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1757.3.5.3 Coste Computa
ional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1767.4 Ejemplo de identifi
a
ión de un predi
tor FLAP . . . . . . . . . . . . . . . 1767.5 Con
lusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 IX



Índi
e de 
ontenidosBibliograf�́a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1878 Control Predi
tivo Borroso Mediante Predi
tor FLAP 1898.1 Introdu

ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1898.2 Método de dise �no . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1908.3 Ejemplo de dise �no . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1968.4 Con
lusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198Bibliograf�́a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1999 Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kward 2019.1 Introdu

ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2019.2 Apli
a
ión del Prin
ipio de Optimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2029.2.1 Formula
ión Matemáti
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ResumenLos trabajos en el área de 
ontrol de finales del siglo de XIX y prin
ipios del siglo XX,des
ribían el modelado, análisis y diseño de sistemas lineales empleando herramientasmatemáti
as bien definidas 
omo el álgebra lineal y el 
ál
ulo diferen
ial. Sin embargo,a mediados de los años 40 
omienzan a surgir trabajos que introdu
en el 
on
epto desistemas no lineales. A partir de este momento, el interés por el desarrollo de herra-mientas teóri
as para el análisis y diseño de 
ontroladores no lineales fue en aumento.La prin
ipal 
ausa del rápido desarrollo de esta nueva línea de investiga
ión fue el se
toraeroespa
ial, donde se vivía una desenfrenada 
arrera por la 
onquista del espa
io. Pos-teriormente, otros se
tores industriales 
omo el automovilísti
o o el quími
o tambiénfueron un re
lamo para el desarrollo de nuevas té
ni
as de 
ontrol no lineal.En la a
tualidad, existen diversas metodologías que son empleadas en el análisis ydiseño de sistemas de 
ontrol no lineales. Sin embargo, no existe una teoría generalizadaanáloga al álgebra lineal y el 
ál
ulo diferen
ial de los sistemas lineales. Por ello, laslíneas de investiga
ión que abordan el estudio de pro
esos no lineales se en
uentranen 
ontinua evolu
ión, intentando mejorar las herramientas matemáti
as existentes y laapli
a
ión en entornos reales.En primer lugar, la tesis presentada aborda el estudio del estado del arte de algunasde las té
ni
as más desta
adas para el modelado e identifi
a
ión de sistemas no lineales.El do
umento de tesis ha
e espe
ial hin
apié en las té
ni
as de modelado e identifi
a
iónque emplean modelos borrosos 
on estru
tura Takagi-Sugeno (TS), ya que este tipo demodelos serán el punto de partida para las propuestas de diseño planteadas.Una vez introdu
idos los modelos borrosos TS, se presenta el estado del arte en el di-seño de 
ontralores borrosos denominadas Compensadores Paralelos Distribuidos (PDC)y su apli
a
ión al 
ontrol predi
tivo. Asimismo, se des
riben los fundamentos matemá-ti
os ne
esarios para la reformula
ión del problema de diseño de PDC en términos deDesigualdades Matri
iales Lineales (LMIs).La revisión del estado del arte que se realiza en el do
umento de tesis, pone de mani-fiesto la difi
ultad existente 
uando se aborda el diseño de 
ontroladores borrosos pre-di
tivos. El prin
ipal in
onveniente es la resolu
ión del problema de optimiza
ión que 1



se plantea al apli
ar la filosofía de 
ontrol predi
tivo. En parti
ular, el índi
e 
uadráti
o
ara
terísti
o ha
e uso de un predi
tor borroso para la in
orpora
ión de las predi

ionesdel 
omportamiento dinámi
o del pro
eso. Este he
ho difi
ulta la etapa de optimiza
ióndel diseño del 
ontrolador, dado que los modelos borrosos deben ser resueltos iterativa-mente 
uando son empleados 
omo predi
tores. Por ello, esta tesis propone dos nuevosmétodos de diseño que permiten superar esta restri

ión en la etapa de optimiza
ión.La primera propuesta que se plantea se basa en la obten
ión de un nuevo predi
-tor denominado 
omo FLAP (Fuzzy Large Ahead Predi
tion). Este predi
tor se obtienemediante identifi
a
ión a partir de datos experimentales del pro
eso real. La prin
ipal
ara
terísti
a del predi
tor FLAP que se propone, es la posibilidad de obtener el ve
tor deestados futuros en un horizonte de predi

ión a partir, úni
amente, del ve
tor de esta-dos a
tuales y del 
onjunto de a

iones de 
ontrol futuras. Por tanto, el nuevo predi
torelimina la ne
esidad de iterar el modelo borroso 
uando es utilizado 
omo modelo depredi

ión.Posteriormente, se propone el diseño de un 
ontrolador PDC borroso empleando elpredi
tor FLAP, así 
omo la formula
ión del problema en términos de LMIs. La etapa dediseño del 
ontrolador resulta espe
ialmente deli
ada debido a la ne
esidad de in
luir laminimiza
ión de un índi
e de 
oste 
uadráti
o y las 
ondi
iones de estabilidad en bu
le
errado.La segunda propuesta que se des
ribe está basada en el prin
ipio de optimalidadde Bellman, donde la idea prin
ipal es la división del problema de diseño original en un
onjunto de problemas de optimiza
ión más sen
illos, los 
uales pueden ser vistos 
omoetapas de de
isión desde el punto de vista de la programa
ión dinámi
a. El algoritmo quepermite resolver el problema de diseño planteado se ha denominado Forward-Ba
kwardy permite obtener el 
ontrolador borroso predi
tivo de manera iterativa, garantizando laestabilidad del sistema en bu
le 
errado y la minimiza
ión del índi
e 
uadráti
o.



ResumEls treballs en l'àrea de 
ontrol de finals del segle de XIX i prin
ipis del segle XX, des-
rivien el modelatge, anàlisi i disseny de sistemes lineals utilitzant eines matemàtiquesben definides 
om l'àlgebra lineal i el 
àl
ul diferen
ial. No obstant això, a mitjans delsanys 40 
omen
en a sorgir treballs que introdueixen el 
on
epte de sistemes no lineals.A partir d'aquest moment, l'interès pel desenvolupament d'eines teòriques per a l'anàlisii disseny de 
ontroladors no lineals anà en augment. La prin
ipal 
ausa del ràpid desen-volupament d'aquesta nova línia de re
er
a va ser el se
tor aeroespa
ial, on es vivia unadesenfrenada 
ursa per la 
onquesta de l'espai. Posteriorment, altres se
tors industrials
om l'automobilísti
 o el quími
 també van ser un re
lam per al desenvolupament denoves tè
niques de 
ontrol no lineal.En l'a
tualitat, hi ha diverses metodologies que són emprades en l'anàlisi i dissenyde sistemes de 
ontrol no lineals. No obstant això, no existeix una teoria generalitzadaanàloga a l'àlgebra lineal i el 
àl
ul diferen
ial dels sistemes lineals. Per això, les líniesde re
er
a que aborden l'estudi de pro
essos no lineals es troben en 
ontínua evolu
ió,intentant millorar les eines matemàtiques existents i l'apli
a
ió en entorns reals.En primer llo
, la tesi presentada aborda l'estudi de l'estat de l'art d'algunes de lestè
niques més desta
ades per a la modelitza
ió i identifi
a
ió de sistemes no lineals. Eldo
ument de tesi fa espe
ial èmfasi en les tè
niques de modelatge i identifi
a
ió quefan servir models borrosos amb estru
tura Takagi-Sugeno (TS), ja que aquest tipus demodels seran el punt de partida per a les propostes de disseny plantejades.Un 
op introduïts els models borrosos TS, es presenta l'estat de l'art en el dissenyde 
ontroladors borrosos anomenats Compensadors Paralels Distribuïts (PDC) i la sevaapli
a
ió al 
ontrol predi
tiu. Així mateix, es des
riuen els fonaments matemàti
s ne
es-saris per a la reformula
ió del problema de disseny de PDC en termes de DesigualtatsMatri
ials Lineals (LMIs).La revisió de l'estat de l'art que es realitza en el do
ument de tesi, posa de manifestla difi
ultat existent quan s'aborda el disseny de 
ontroladors borrosos predi
tius. Elprin
ipal in
onvenient és la resolu
ió del problema d'optimitza
ió que es planteja enapli
ar la filosofia de 
ontrol predi
tiu. En parti
ular, l'índex quadràti
 
ara
terísti
 fa 3



ús d'un predi
tor borrós per a la in
orpora
ió de les predi

ions del 
omportament di-nàmi
 del pro
és. Aquest fet difi
ulta l'etapa d'optimitza
ió del disseny del 
ontrolador,ja que els models borrosos han de ser resolts iterativament quan són emprats 
om apredi
tors. Per això, aquesta tesi proposa dos nous mètodes de disseny que permetensuperar aquesta restri

ió en l'etapa d'optimitza
ió.La primera proposta que es planteja es basa en l'obten
ió d'un nou predi
tor de-nominat 
om FLAP (Fuzzy Large Ahead Predi
tion). Aquest predi
tor s'obté mitjançantidentifi
a
ió a partir de dades experimentals del pro
és real.La prin
ipal 
ara
terísti
a del predi
tor FLAP que es proposa, és la possibilitat d'obtenirel ve
tor d'estats futurs en un horitzó de predi

ió a partir, úni
ament, del ve
tor d'estatsa
tuals i del 
onjunt d'a

ions de 
ontrol futures. Per tant, el nou predi
tor elimina lane
essitat d'iterar el model borrós quan és utilitzat 
om a model de predi

ió.Posteriorment, es proposa el disseny d'un 
ontrolador PDC borrós emprant el predi
-tor FLAP, així 
om la formula
ió del problema en termes de LMIs. L'etapa de disseny del
ontrolador és espe
ialment deli
ada a 
ausa de la ne
essitat d'in
loure la minimitza
iód'un índex de 
ost quadràti
 i les 
ondi
ions d'estabilitat en bu
le tan
at.La segona proposta que es des
riu està basada en el prin
ipi d'optimalitat de Bellman,on la idea prin
ipal és la divisió del problema de disseny original en un 
onjunt deproblemes d'optimitza
ió més senzills, els quals poden ser vistos 
om etapes de de
isiódes del punt de vista de la programa
ió dinàmi
a. L'algorisme que permet resoldre elproblema de disseny plantejat s'ha denominat Forward-Ba
kward i permet obtenir el
ontrolador borrós predi
tiu de manera iterativa, garantint l'estabilitat del sistema enbu
le tan
at i la minimitza
ió de l'índex quadràti
.



AbstractThe 
ontributions to the field of 
ontrol systems from the late nineteenth and earlytwentieth 
enturies des
ribed the main 
on
epts on modeling, analysis and 
ontrol de-sign of dynami
 linear systems based on linear algebra and differential 
al
ulus. Howe-ver, at the mid 40s emerged a new interest on nonlinear systems. That interest 
ontribu-ted to the develop of theoreti
al tools for analysis and design on nonlinear systems. Themain fa
t of the rapid development of this new field was the spa
e ra
e between UnitedStates and the Soviet Union. As well, other industries su
h as automotive or 
hemi
alalso were a 
laim for the development of new nonlinear 
ontrol te
hniques.Nowadays, there are different methodologies that are used in analysis and design ofnonlinear 
ontrol systems. However, there is no generalized theory as in linear 
ontrolsystems. Therefore, there are different resear
h topi
s fo
us on the study of nonlinearpro
esses and working on the improvement of existing tools in real environments.First, the phd do
ument presents an extend state of art in nonlinear modeling andidentifi
ation. A parti
ular emphasis in modeling te
hniques and identifi
ation basedon Takagi-Sugeno (TS) fuzzy models, sin
e that models will be the starting point in theproposed approa
h.Furthermore, state of art presented introdu
es the design of fuzzy 
ontrollers definedas Parallel Distributed Compensators (PDC), its appli
ation to predi
tive 
ontrol and themathemati
al foundation re
ast the design problem of PDC in terms of Linear MatrixInequalities (LMIs).The main drawba
k, introdu
ed in the state of art, is the resolution of the optimiza-tion problem when TS models are used as predi
tors, sin
e this models must be solvediteratively. Therefore, this thesis proposes two new design methods that 
an over
omethis 
onstraint in the optimization stage.The first approa
h is based on obtaining a new predi
tor defined as FLAP (Large FuzzyAhead Predi
tion). This predi
tor is obtained using experimental data and identifi
ationte
hniques. The main feature of FLAP predi
tors is the possibility of obtaining the futurestate ve
tor in a predi
tion horizon from the state ve
tor and the future 
ontrol a
tions.Therefore, this new predi
tor do not need to be iterated in the optimization stage. 5



Afterwards, a PDC fuzzy 
ontroller 
an be designed based on the predi
tor FLAP. Allthe problem design is solved in terms of LMIs. The 
ontroller design stage is parti
ularlysensitive be
ause of the need to in
lude the minimization of a quadrati
 
ost index andthe 
onditions of 
losed-loop stability.The last approa
h is based on the Bellman optimality prin
iple, where the main idea isto divide the original design problem into a set of simpler optimization problems, whi
h
an be assumed as different stages of de
ision from the the dynami
 programming point.The iterative algorithm that solves the design problem has been 
alled Forward-Ba
kwardand provide a predi
tive fuzzy 
ontroller that ensures the stability and minimizing thequadrati
 index of the 
losed-loop system.
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CAPÍTULO 1
Motivación y Objetivos

"La ingeniería de 
ontrol se define 
omo la dis
iplina de ingeniería que se 
entra en elmodelado matemáti
o de sistemas de diversa naturaleza, analizando su 
omportamientodinámi
o. Por otro lado, se emplea la teoría de 
ontrol para el diseño de un 
ontrola-dor que modifique la respuesta dinámi
a y estáti
a del sistema para un 
omportamientodeseado". Wikipedia - The Free En
y
lopedia1.1 Introdu

iónEl tratado titulado On Governors, publi
ado en 1868 por James Clerk Maxwell, es
onsiderado por mu
hos 
omo el ini
io de la dis
iplina de ingeniería de 
ontrol, tal y
omo la 
ono
emos a
tualmente. Este artí
ulo analizaba matemáti
amente las os
ila
io-nes existentes en los reguladores 
entrífugos. Posteriormente, su 
olega Edward JohnRouth, generalizó los resultados de Maxwell para sistemas lineales. Al mismo tiempo yde manera independiente, Adolf Hurwitz en 1877 desarrolló el análisis de estabilidadpara sistemas lineales mediante e
ua
iones diferen
iales. La unión de estos dos trabajosdio origen al teorema Routh-Hurwitz, pilar fundamental en la teoría de 
ontrol 
lási
a.Estas primeras aporta
iones teóri
as, fueron el sustrato ne
esario para un rápido desa-rrollo de la dis
iplina. Asimismo, el in
ipiente se
tor aeronáuti
o, surgido a prin
ipiosdel siglo XX, unido a la 
arrera armamentísti
a sustentada por la I y II guerra mundial,propi
ió un rápido desarrollo en el 
ampo de 
ontrol.Los trabajos en el área de 
ontrol de finales del siglo de XIX y prin
ipios del siglo XX,des
ribían el modelado, análisis y diseño de sistemas lineales empleando herramientas 9

http://en.wikipedia.org/wiki/Control_engineering


1.2 Ante
edentesmatemáti
as bien definidas 
omo el algebra lineal y el 
ál
ulo diferen
ial. Sin embargo,a mediados de los años 40 
omienzan a surgir trabajos que introdu
en el 
on
epto desistemas no lineales. Uno de los primeros ejemplos, es el denominado Problema de Lur'e,enun
iado por A. I . Lur'e, donde se propone el diseño de una realimenta
ión no lineal.A partir de este momento, el interés por el desarrollo de herramientas teóri
as para elanálisis y diseño de 
ontroladores no lineales fue en aumento. La prin
ipal 
ausa delrápido desarrollo de esta nueva línea de investiga
ión fue el se
tor aeroespa
ial, dondese vivía una desenfrenada 
arrera por la 
onquista del espa
io. Posteriormente, otrosse
tores industriales 
omo el automovilísti
o o el quími
o también fueron un re
lamopara el desarrollo de nuevas té
ni
as de 
ontrol no lineal.En la a
tualidad, existen diversas metodologías que son empleadas en el análisis ydiseño de sistemas de 
ontrol no lineales, tal y 
omo se mostrará en el 
apítulo 3. Sinembargo, no existe una teoría generalizada análoga al álgebra lineal y el 
ál
ulo diferen-
ial de los sistemas lineales. Por ello, las líneas de investiga
ión que abordan el estudiode pro
esos no lineales se en
uentran en 
ontinua evolu
ión, intentando mejorar lasherramientas matemáti
as existentes y la apli
a
ión en entornos reales.El trabajo que se des
ribe en los siguientes 
apítulos presenta un 
onjunto de herra-mientas par
ialmente novedosas en el área de la identifi
a
ión y 
ontrol de sistemas nolineales, aportando otra alternativa a las ya existentes dentro del ámbito del 
ontrol depro
esos no lineales. Dentro de la multitud de metodologías existentes, se ha partidodel estudio de sistemas borrosos 
omo herramienta prin
ipal de diseño. Esta ele

iónha sido fruto de los resultados obtenidos en trabajos previos a la tesis, tal y 
omo se
omentará en el apartado 1.2, donde el análisis de distintas posibilidades hizo desta
arlas teoría de 
onjuntos borrosos 
omo una de las más prometedoras.
1.2 Ante
edentesEl grupo de investiga
ión de Control Predi
tivo y Optimiza
ión Heurísti
a de la Univer-sidad Polité
ni
a de Valen
ia, durante estos últimos años mantiene abierta una línea deinvestiga
ión en
aminado al desarrollo de algoritmos de 
ontrol 
apa
es de gestionar,
on máxima efi
ien
ia, el sistema de 
arga de los motores turbo diesel a
tuales. Esteproye
to suponía un gran reto desde el punto de vista de 
ontrol, dado que los moto-res de 
ombustión interna son sistemas 
on una elevada 
omplejidad y que a su vez seen
uentran en 
ontinua evolu
ión. El objetivo de esta rápida evolu
ión es dar respuestatanto a las nuevas ne
esidades de los 
ondu
tores (poten
ia, bajo 
onsumo, elasti
idadde 
ondu

ión, et
), 
omo a las 
ontinuas restri

iones de las autoridades 
ompetentesen materia medio ambiental [Guzzella & Amstutz 1998℄.10



Motiva
ión y Objetivos 1EL in
remento de poten
ia demandado por los usuarios en los motores diesel a
tua-les, es posible gra
ias al empleo de grupos turbo
ompresores [Guzzella & Onder 2004℄.El prin
ipio de fun
ionamiento de estos elementos es simple, se emplea parte de la ener-gía de los gases de es
ape (produ
to de la 
ombustión) para in
rementar la 
antidadde aire que se introdu
e en los 
ilindros. Esta mayor 
antidad de aire permite quemaruna mayor 
antidad de 
ombustible, 
onsiguiendo mayor poten
ia y par motor que unmotor diesel atmosféri
o. En general, un turbo
ompresor está formado por una turbinay un 
ompresor a
oplados por un eje 
omún. El objetivo del grupo turbo
ompresor esin
rementar la velo
idad de respuesta en la inye

ión de aire en el 
ole
tor de admisión,
uando el 
ondu
tor demanda a
elera
ión a bajas velo
idades. Sin embargo, un turbo-
ompresor diseñado para respuestas a bajas velo
idades, podría dañar el motor debidoa las elevadas presiones que apare
erían en el 
ole
tor de admisión a velo
idades másaltas.Existen distintas propuestas para resolver la apari
ión de sobrepresiones a altas ve-lo
idades. Una posible solu
ión es utilizar una válvula de des
arga que permita desviarparte de los gases de es
ape de forma que no 
ir
ulen a través de la turbina a altasvelo
idades. Sin embargo, la solu
ión más extendida, es usar una turbina de geometríavariable (TGV ) [Stefanopoulou et al. 2000℄. Ésta puede ser modifi
ada para 
ada velo
i-dad del motor durante el fun
ionamiento, variando el área de flujo y el ángulo 
on elque los gases de es
ape se dirigen a los álabes de la turbina.

FIGURA 1.1: Esquema de un motor diesel 
on turbo
ompresor.Las restri

iones medio ambientales 
omentadas anteriormente, ha
en referen
ia alas nuevas normativas de emisiones 
ontaminantes existentes. En la a
tualidad, la nor-mativa más restri
tiva es la denominada Euro 4 [Union 2003℄. Ésta 
onsiste (en el 
asode motores diesel), en la imposi
ión de una serie de límites de emisión máxima a lo largo 11



1.2 Ante
edentesde dos tipos de 
i
lo de test. Uno de los 
i
los es el urbano y otro el extra urbano, mi-diéndose en ambos, diferentes tipos de 
ontaminantes 
omo óxidos de nitrógeno (NOx)y humos.Las emisiones de NOx se presentan 
uando la 
ombustión se produ
e en un entorno
on elevadas presiones y altas temperaturas. Sin embargo, la emisión de humos es 
onse-
uen
ia de un entorno antagóni
o al des
rito, es de
ir, 
uando la 
ombustión se produ
ea bajas presiones y bajas temperaturas.La solu
ión más generalizada en el se
tor automovilísti
o para redu
ir la emisión de
NOx, es la re
ir
ula
ión de una parte de los gases de es
ape ha
ia el 
ole
tor de admisión.Esta té
ni
a se denomina re
ir
ula
ión de gases de es
ape (EGR), y a nivel te
nológi
o,se 
onsigue mediante una válvula que 
one
ta los 
ole
tores de admisión y es
ape. Elfundamento de esta té
ni
a es la re
ir
ula
ión de los gases de alto 
alor espe
ífi
o,pro
edentes de la 
ombustión. Los 
uales a
túan 
omo gases inertes, disminuyendo latemperatura de la 
ombustión, y por tanto la velo
idad de la rea

ión de forma
ión de
NOx.El otro elemento fundamental en las normativas medio ambientales es la 
antidad departí
ulas (humos). Este fa
tor depende dire
tamente del ratio aire-fuel (AFR) en la 
om-bustión. Es de
ir, dada una 
antidad de 
ombustible determinada, habrá que garantizaruna 
ierta 
antidad de aire fres
o de entrada para que el nivel de humos se mantengapor debajo de 
ierto límite.Un primer análisis del problema, pone de manifiesto la 
ontraposi
ión de interesesentre la redu

ión de humos y de NOx, ya que que la redu

ión de humos limita la
apa
idad de redu
ir la emisión de NOx. Por tanto, se debe plantear una solu
ión de
ompromiso que permita garantizar un 
omportamiento ade
uado de ambos aspe
tos,pues si se re
ir
ula gran 
antidad de gases de es
ape al 
ole
tor de admisión, entrarámenor 
antidad de aire fres
o, y por tanto, para una misma 
antidad de 
ombustibleinye
tada, disminuirá el ratio AFR, 
on lo que aumentará la 
antidad de humo.Por otra parte, el diseño de sistemas de 
ontrol para motores diesel presenta una
omplejidad añadida, ya que no se dispone de sensores 
apa
es de medir AFR, NOxy humos. Por tanto, la 
uantifi
a
ión del 
omportamiento del sistema se debe realizarmediante otras magnitudes. En general, se emplean las medidas de la presión en el 
o-le
tor de admisión, Pa, y el flujo mási
o de aire que 
ir
ula por el 
ompresor, ṁa. Estasvariables son a

esibles y están íntimamente rela
ionadas 
on el AFR, NOx y humos[Stefanopoulou et al. 2000℄.Además, existen otras dos variables que afe
tan en gran medida al 
omportamientode este tipo de motores. Por un lado se en
uentra el régimen de giro del motor (RPM ).Esta variable depende de múltiples fa
tores 
omo el par motor generado, par resistente,12



Motiva
ión y Objetivos 1la iner
ia del vehí
ulo, et
. Por otro lado, se en
uentra la masa de fuel (ṁf ), es de
ir, la
antidad de fuel inye
tado.El diseño de sistemas de 
ontrol basado en modelos para un pro
eso tan 
omplejo
omo el des
rito anteriormente, donde existen múltiples variables y objetivos 
onfron-tados, es un gran desafío desde el punto de vista de 
ontrol. Por ello, a lo largo deesto últimos años se han probado y desarrollado distintas alternativas en el ámbito delmodelo y diseño de sistemas de 
ontrol para motores diesel. Las distintas alternativasestudiadas ha
en uso tanto de té
ni
as lineales 
lási
as 
omo metodologías no linealesmás modernas. El fruto del minu
ioso estudio, análisis, modelado y diseño que abordanlos distintos aspe
tos del 
ontrol en motores turbo diesel ha llevado a los miembros delgrupo de investiga
ión (CPOH) a publi
ar numerosas 
ontribu
iones:Cara
teriza
ión y 
ontrol de la válvula de re
ir
ula
ión de gases inertes en un motordiesel sobrealimentado. XXIV Jornadas de Automáti
a, León (Spain), Sept. 2003. E.Pieroni, E. Pérez, x. Blas
o, M. Martínez, J. V. Sal
edo y J.V. Gar
ía.Real-time 
ontrol and simulation of a non-linear model for air management in aturbo
harged diesel engine. FISITA World Automotive Congress. Bar
elona (Spain).May 2004. J.V. Sal
edo, E. Pieroni, E. Pérez, X. Blas
o, M.Martínez y J.V. Gar
ía.Chara
terization and 
ontrol of the air management a
tuators in a variable geo-metry turbo
harged diesel engine. FISITA World Automotive Congress. Bar
elona(Spain). May 2004. E. Pieroni, E. Pérez, X. Blas
o, J.V. Sal
edo, M. Martínez y J.M.Luján.Diesel Engine Identifi
ation and Predi
tive Control using Wiener and HammersteinModels. Submitted to 44th IEEE Conferen
e on De
ision and Control and EuropeanControl Conferen
e ECC 2005 (CDC-ECC'05). E. Pérez Soler, E. Pieroni, X. Blas
o yM. Martínez.Modelado no lineal de motores diesel turboalimentados. In XXVII Jornadas de Auto-máti
a. Almeria (Spain). Septiembre 2006. S. Gar
ía-Nieto, X. Blas
o, M. Martínez yJ. San
his.Diesel Engine Identifi
ation and Predi
tive Control using Wiener and HammersteinModels. In EEE Conferen
e on Control Appli
ations (CCA), IEEE Computer AidedControl Systems Design Symposium (CACSD) and IEEE International Symposium onIntelligent Control, Muni
h (Germany), O
tober 2006. E. Pérez, X. Blas
o, S. Gar
ía-Nieto y J. San
his.LPV identifi
ation of a turbo
harged diesel engine. Applied Numeri
al Mathemati
s.Vol. 58, num. 10, pp 1553-1571, 2008. J. Sal
edo y M. Martínez. 13



1.3Motiva
ión y ObjetivosNon-linear Robust Identifi
ation: Appli
ation to a Thermal Pro
ess. Le
ture Notes inComputer S
ien
e, 4527, pp. 457 - 466, 2007. J.M. Herrero, X. Blas
o, M. Martínez yJ.V. Sal
edo.Identifi
a
ión y Control Fuzzy en Motores Diesel Turboalimentados. In XXVIII Jorna-das de Automáti
a Huelva (Spain). Septiembre 2007. S. Gar
ía-Nieto, J.V. Sal
edo, X.Blas
o y M. Martínez.Implementa
ión de un Sistema Empotrado para el Control en Tiempo Real de Pro-
esos 
on Dinámi
a Rápida. In XXVIII Jornadas de Automáti
a Huelva (Spain). Sep-tiembre 2007. S. Gar
ía-Nieto, S. Rodriguez, X. Blas
o y J. San
his.Nonlinear Predi
tive Control Based on Lo
al Model Networks for Air Managementin Diesel Engines. Control Engineering Pra
ti
e. Vol. 16, num. 12, pp. 1399 - 1413,2008. S. Gar
ía-Nieto, M. Martínez, X. Blas
o y J. San
his.LMI approa
h for air-management in diesel engines using PDC fuzzy 
ontrollers. In1st. Int. Joint Conferen
e on Computational Intelligen
e (IJCCI 2009) and Int. Conf.on Evolutionary Computation (ICEC), Madeira (Portugal), O
tober 2009. S. Gar
ía-Nieto, J. Sal
edo, J.M. Herrero y C. Ramos.Sistema de Control Borroso para el Pro
eso de Renova
ión de la Carga en MotoresTurbodiesel. Revista Iberoameri
ana de Automáti
a e Informáti
a Industrial. Vol 6,Num. 2, pp. 36-48, 2009. S. Gar
ía-Nieto, J.V. Sal
edo, X. Blas
o y M. Martínez.Air management in a diesel engine using fuzzy 
ontrol te
hniques. InformationS
ien
es. Vol. 179, num. 19, pp. 3392-3409, 2009. S. Gar
ía-Nieto, M. Martínez, J.V.Sal
edo y D. Lauri.1.3 Motiva
ión y ObjetivosEl trabajo pre
ursor de esta tesis, publi
ado en 2008 [Gar
ía-Nieto et al. 2008℄, des
ri-be el diseño de un sistema de 
ontrol no lineal basado en el modelado mediante redes demodelos lo
ales [Murray-Smith et al. 1994; Murray-Smith 1994; Murray-Smith & Gollee1994℄, y formula
ión predi
tiva explí
ita para la gestión de la renova
ión de la 
arga[Bemporad et al. 2001℄. En las 
on
lusiones de di
ho trabajo, se apunta la difi
ultadexistente para 
onseguir demostrar teori
amente la estabilidad del sistema de 
ontrolen bu
le 
errado. Esta difi
ultad ha sido una de las motiva
iones prin
ipales del trabajoque se ha desarrollado en la tesis.La búsqueda de alternativas que garanti
en matemáti
amente la estabilidad del 
on-junto en bu
le 
errado, se ha 
entrado en el estudio de distintas 
ontribu
iones reali-zadas en el ámbito de 
ontrol en la última dé
ada, 
on el objetivo de en
ontrar la base14



Motiva
ión y Objetivos 1teóri
a ne
esaria para poder desarrollar una metodología generalizada que garanti
e laestabilidad de sistemas de 
ontrol no lineales y que refleje la filosofía del 
ontrol predi
-tivo. Esta búsqueda queda reflejada en el estado del arte que se aporta en el do
umento(
apítulos 2, 3 y 5).Una de las alternativas más desta
adas y que presenta mayor número de 
ontribu-
iones en los últimos años, es el empleo de estru
turas borrosas. Ésta se basa en el usode una des
rip
ión lingüísti
a del pro
eso, en vez de pre
isar las rela
iones matemáti-
as entre las variables. Los modelos borrosos o Fuzzy son útiles para la des
rip
ión delos pro
esos 
omplejos en los que se no se 
ono
en todas las dinámi
as involu
radas[Babuska 1998℄.Un modelo borroso 
onveniente para la aproxima
ión de una gran 
antidad de sis-temas dinámi
os no lineales es el denominado modelo Takagi-Sugeno (TS). Este tipo demodelo, introdu
ido en [Takagi & Sugeno 1985℄, puede interpretar 
omo una aproxima-
ión multi-modelo en la 
ual modelos lineales simples se 
ombinan para des
ribir el
omportamiento global del sistema, lo 
ual permite el análisis y diseño en un mar
osimilar al de los sistemas lineales, 
on las 
onsiguientes ventajas para asegurar pro-piedades 
lási
as, entre otras, de estabilidad y robustez. Además, las 
ara
terísti
as deeste tipo de representa
iones son similares a las redes de modelos lo
ales empleadas en[Gar
ía-Nieto et al. 2008℄, donde los resultados obtenidos en el modelado y 
ontrol deun sistema 
omplejo fueron satisfa
torios.Por otra parte, se pretende emplear datos experimentales para la identifi
a
ión delos modelos borrosos, a diferen
ia de un modelado teóri
o tradi
ional. Este tipo de té
-ni
as han sido estudiadas por varios autores [Babuska 1998℄, [Martínez & Herrera 2003℄y [Abonyi 2003℄. Además, desde el punto de vista de la implementa
ión, los modelosdifusos TS son simples y 
omputa
ionalmente efi
ientes [Babuska 1998℄.Sin embargo, la 
ara
terísti
a de mayor relevan
ia, desde el punto de vista de 
ontrol,es la posibilidad de diseñar 
ontroladores borrosos que garantizan la estabilidad del sis-tema en bu
le 
errado y 
on multiples exigen
ias en las espe
ifi
a
iones de diseño, 
omotiempo de estable
imiento, re
hazo perturba
iones, optimalidad, et
. Las multiples po-sibilidades de diseño se muestran en [Tanaka & Wang 2001℄, donde el autor realiza unadetallada y minu
iosa des
rip
ión del empleo de modelos borrosos en el modelado y
ontrol. Asimismo Tanaka [Tanaka & Wang 2001℄, des
ribe la formula
ión de los pro-blemas de diseño mediante Desigualdades Lineales Matri
iales (LMIs) [Boyd et al. 1987℄.Éstas resultan una potente herramienta matemáti
a que garantiza la resolu
ión del pro-blema en tiempo polinomial, así 
omo una alta efi
ien
ia de los algoritmos existentespara su resolu
ión. Por tanto, el trabajo de Tanaka unido a la poten
ia de 
ál
ulo delas LMIs propor
iona un mar
o muy interesante para abordar de manera generalizada elmodelado y 
ontrol de sistemas no lineales. 15



1.3Motiva
ión y ObjetivosUna vez se ha fijado el mar
o teóri
o de la tesis, el objetivo de la misma es la for-mula
ión de 
ontroladores predi
tivos 
apa
es de ha
er frente a pro
esos no linealesempleado los modelos borrosos y las té
ni
as de diseño propuestas en [Tanaka & Wang2001℄.El planteamiento de una filosofía predi
tiva para pro
esos no lineales viene justifi
a-da por el empleo masivo del 
ontrol predi
tivo 
omo té
ni
a de 
ontrol avanzado dentrodel entorno industrial en su versión lineal, tal y 
omo se indi
a en [Ma
iejowski 2002℄.Esta té
ni
a ha sido empleada desde mediados de los 70 en la industria petroquími
a,pero a
tualmente se están in
rementando las apli
a
iones desarrolladas para otro ti-po de se
tores. Las prin
ipales razones de la 
re
iente implanta
ión de esta té
ni
a sedes
riben a 
ontinua
ión:Manejabilidad de pro
esos multivariables.Posibilidad de tener en 
uenta las restri

iones de las variables del sistema.Posibilidad de prede
ir los futuros valores de las variables del sistema.Sin duda, la 
ara
terísti
a más importante de las 
itadas anteriormente, es la referentea las restri

iones, ya que éstas se en
uentran aso
iadas dire
tamente 
on 
ostes e
onó-mi
os, energéti
os, et
. Esto ha
e posible tener en 
uenta estos aspe
tos del pro
eso enlas a

iones de 
ontrol que se propor
ionan. Por tanto, pare
e razonable extender unaté
ni
a de amplio 
alado dentro del se
tor industrial al ámbito del modelado y 
ontrolno lineal.Las propuestas que se des
riben en el presente do
umento para poder extender laformula
ión predi
tiva al ámbito de sistemas no lineales, empleando el modelado desistemas borrosos y el diseño mediante LMIs propuesto en [Tanaka & Wang 2001℄, sedes
riben a 
ontinua
ión:Identifi
a
ión de Modelos Predi
tivos Borrosos (FLAP): se propone explorar las pro-piedades de las estru
turas borrosas 
omo aproximadores fun
ionales universales
on el objetivo de obtener modelos predi
tivos a n-pasos sin ne
esidad de re
urrira estrategias iterativas 
lási
as. El objetivo es, tal y 
omo se detalla en el 
apítulo 7,identifi
ar un modelo de predi

ión borroso a n-pasos 
on estru
tura TS de maneradire
ta, ya que generalmente se obtienen modelos de predi

ión a un paso vista y,posteriormente, se itera a n-pasos para obtener la predi

ión deseada. Sin embar-go, la metodología 
lási
a supone un importante obstá
ulo 
uando se pretendenapli
ar las té
ni
as de diseño introdu
idas en [Tanaka & Wang 2001℄. Por tanto, se
FLAP es el a
rónimo del angli
ismo Fuzzy Large Ahead Predi
tion, 
uya tradu

ión es Predi

ión Borrosade Horizonte Elevado.16



Motiva
ión y Objetivos 1propone la obten
ión de un modelo borroso que permita prede
ir el 
omportamien-to dinámi
o en un horizonte de predi

ión 
ualquiera, pudiendo ser utilizado en eldiseño de 
ontroladores borrosos formulados mediante las té
ni
as introdu
idaspor Tanaka en [Tanaka & Wang 2001℄.Control Predi
tivo Borroso: se propone la formula
ión de un 
ontrolador borroso
on estru
tura PDC definido en [Tanaka & Wang 2001℄. Para ello, será ne
esario re-visar la formula
ión original para poder in
luir el modelo de predi

ión propuesto.El objetivo es 
onseguir un sistema de 
ontrol predi
tivo borroso que garanti
e laestabilidad en bu
le 
errado y, que además, pueda satisfa
er distintas espe
ifi
a-
iones de diseño mediante LMIs.1.4 Control Predi
tivo 
omo Filosofía de DiseñoEl 
ontrol predi
tivo basado en modelos (CPBM) o Model Predi
tive Control (MPC), másque un 
ontrolador 
on
reto es una mez
la de filosofía y metodología para el 
ál
ulo delas a

iones de 
ontrol. Se trata además de una té
ni
a 
omprensible, que en 
iertomodo, trata de reprodu
ir el 
omportamiento de un operador experto en el 
ontrol deun determinado pro
eso. Los pasos que seguiría un operador experto para 
onseguir
ontrolar un pro
eso serían:1. El operador 
ono
e bien el pro
eso y por tanto, sería 
apaz de prede
ir, 
on mayoro menor exa
titud, 
uál será la evolu
ión dinámi
a de las variables de un pro
esosi le apli
a unas a

iones de 
ontrol determinadas.2. El mismo operador puede además, de
idir si esa evolu
ión es ade
uada en 
ompara-
ión a los objetivos que se ha mar
ado. Es 
apaz, por tanto, de valorar las distintas
ombina
iones de las a

iones de 
ontrol en fun
ión del grado de 
umplimiento deunas espe
ifi
a
iones.3. Con todo esto, podría de
idir 
uál es la mejor 
ombina
ión de a

iones de 
ontroldentro de un 
onjunto de posibilidades. El resultado final es que este operador es
apaz de obtener 
uál debe ser la a

ión de 
ontrol que hay que apli
ar basándoseen los 
ono
imientos que tiene del pro
eso y en la informa
ión pasada y a
tual desu estado.4. Para 
onseguir una mayor 
alidad en el 
ontrol, este mismo operador repetiría to-dos los 
ál
ulos 
ada vez que disponga de informa
ión a
tualizada, bien sean nue-vas medidas del estado del pro
eso, bien 
ono
imientos a
tualizados a
er
a del
omportamiento del pro
eso (informa
ión nueva del modelo).
PDC es el a
rónimo del angli
ismo Parallel Distributed Compensator, 
uya tradu

ión es CompensadorParalelo Distribuido. 17



1.4 Control Predi
tivo 
omo Filosofía de DiseñoEste ejemplo nos da a entender que los primeros 
ontroles realizados manualmentepor operadores que 
ono
ían bien el pro
eso se podían haber englobado en el área del
ontrol predi
tivo basado en modelos. En definitiva se trata de una metodología muyintuitiva para abordar el 
ontrol de un pro
eso y esto ha influido en su difusión a nivelindustrial. Para 
on
retar, se entiende que pertene
en a la familia de los 
ontroladoresCPBM aquellos que 
omparten las siguientes 
ara
terísti
as:Se ha
e uso explí
ito de un modelo del pro
eso en el 
ál
ulo de predi

iones de laevolu
ión dinámi
a del pro
eso.La ley de 
ontrol (
onjunto de a

iones de 
ontrol en un horizonte de tiempo) seobtiene de la minimiza
ión de una 
ierta fun
ión de 
oste en la que intervienen laspredi

iones. La fun
ión de 
oste es la en
argada de fijar el 
omportamiento quese pretende 
onseguir (espe
ifi
a
iones).Se apli
a el 
on
epto de horizonte móvil (re
eding horizon): en 
ada periodo demuestreo se resuelve un problema de optimiza
ión diferente, puesto que se in
or-pora nueva informa
ión de la evolu
ión dinámi
a del pro
eso.De las ideas anteriores, se puede dedu
ir la diversidad de estrategias que puedensurgir en base a estas 
ara
terísti
as. Como 
onse
uen
ia, apare
erán diferentes 
ontro-ladores:Según el tipo de modelo del pro
eso utilizado.Según el tipo de fun
ión de 
oste utilizada.Según el método de optimiza
ión apli
ado.Para 
larifi
ar un po
o más el 
on
epto del CPBM, se va a des
ribir la metodología
omún que 
omparten todos los 
ontroladores que ha
en uso de las ideas des
ritasanteriormente (figura 1.2):1. Ha
iendo uso del modelo del pro
eso, para 
ada instante t, se predi
en las H futu-ras salidas del pro
eso y(k + t|k) siendo t = 1, 2, . . . , H . El número de predi

iones
H , re
ibe el nombre de horizonte de predi

ión. Las salidas se predi
en utilizandolas salidas y entradas pasadas (informa
ión disponible hasta el instante k) y lashipotéti
as entradas de 
ontrol futuras, postuladas en ese mismo instante k.2. Las futuras a

iones de 
ontrol se 
al
ulan de manera que minimi
en una determi-nada fun
ión de 
oste, entre 
uyos objetivos se en
uentra el mantener lo más 
er
a

Es usual en
ontrar en el ámbito del CPBM, la sintaxis y(k + t|k) para indi
ar la predi

ión de la salida parael instante k + t postulada en el instante k18



Motiva
ión y Objetivos 1posible la salida del pro
eso y(k + t|k), de una traye
toria de referen
ia ω(k + t)que des
ribe 
ómo se desea guiar di
ha salida desde su valor a
tual y(k) hasta suspuntos de 
onsigna futuros. La fun
ión de 
oste adopta así generalmente la formade una fun
ión 
uadráti
a de los errores entre la salida predi
ha y la traye
toriade referen
ia. También en la mayoría de los 
asos se suele in
luir algún términoreferente al esfuerzo de 
ontrol. Además, si la fun
ión de 
oste que se define es
uadráti
a, el modelo utilizado es lineal y no existen restri

iones para ningunaseñal impli
ada, enton
es es posible en
ontrar una solu
ión analíti
a para el pro-blema de la optimiza
ión. En 
aso 
ontrario, es ne
esario utilizar, en general, unmétodo numéri
o de optimiza
ión.3. Una vez 
al
ulada la se
uen
ia de futuras a

iones de 
ontrol que en ese instanteha
en óptima la fun
ión de 
oste, se ha
e uso del 
on
epto denominado re
edinghorizon. Solamente se apli
a 
omo entrada al pro
eso u(k) la primera de ellas,despre
iando el resto, puesto que en el siguiente instante k+1, la salida y(k+1) ya es
ono
ida, y utilizando esa nueva informa
ión se repiten los pasos 1 y 2, obteniendode esta forma la señal de 
ontrol u(k + 1) a apli
ar en ese instante (la 
ual no esigual a la que se había postulado en el instante anterior u(k + 1|k)).El análisis de esta metodología de 
ontrol muestra que, sea 
ual sea la implementa-
ión que se reali
e, 
ualquier 
ontrol predi
tivo basado en modelos se puede entender
omo un problema de optimiza
ión en 
ada periodo de muestreo que 
onsta de treselementos fundamentales:Un predi
tor basado en el modelo del pro
eso, en
argado de 
al
ular las predi

io-nes de la evolu
ión dinámi
a del mismo a partir de las medidas de las variables delpro
eso hasta el instante a
tual 'k' y unas a

iones de 
ontrol futuras a lo largo delhorizonte de predi

ión.Una fun
ión de 
oste que asigna un valor a 
ada predi

ión y por tanto, a 
ada leyde 
ontrol postulada. Este valor trata de mostrar el grado de 
umplimiento de lasespe
ifi
a
iones estáti
as y dinámi
as 
ompatibles 
on las posibles restri

ionesde fun
ionamiento.Un optimizador que debe en
ontrar el ve
tor de a

iones de 
ontrol que ofre
eel mejor valor de la fun
ión de 
oste. Generalmente en este pro
eso de búsquedael optimizador realiza postulados de la ley de 
ontrol e iterativamente trata dea
er
arse a la ley de 
ontrol óptima.Combinando distintas varia
iones de estos tres elementos fundamentales se puedenobtener un gran número de 
ontroladores que formarían parte de la familia de los 
on-troladores predi
tivos. Para poder plantear 
ualquier tipo de mejora se debe analizar
ada uno de estos tres elementos fundamentales. 19



1.4 Control Predi
tivo 
omo Filosofía de Diseño

Predicción de la Salida

Señal de Control

PASADO PRESENTE FUTURO

Horizonte de 
Control

Horizonte de Control

Tiempo

k k+Hu k+H

y(k + H | k)

u(k + 1 | k)

u(k + 2 | k)

(a) La predi

ión de la salida del pro
eso es la base del 
ontrol predi
tivo.
OPTIMIZADOR

FUNCIÓN DE 
COSTE

RESTRICCIONES

GENERADOR 
DE 

TRAYECTORIAS
PROCESO REAL

MODELO DE 
PREDICCIÓN

SET POINT

TRAYECTORIA DE REFERENCIA

FUTUROS ERRORES

PRIMERA ACCIÓN DE CONTROL
DEL

HORIZONTE DE PREDICCIÓN

CONTROLES POSTULADOS

SALIDAS
DEL SISTEMA

(b) Con
epto de horizonte móvil.FIGURA 1.2: Metodología general del CPBM
20



Motiva
ión y Objetivos 11.4.1 Predi
torEste elemento del 
ontrol predi
tivo es el que se en
arga de 
al
ular las predi

ionesde las variables que se quieren 
ontrolar y debe utilizar para ello un modelo. En generaleste modelo 
onsta de dos 
omponentes (figura 1.3):
OPTIMIZADOR

FUNCIÓN DE 
COSTE

RESTRICCIONES

VAR. NO MEDIBLES

MODELO DE 
PROCESO

VAR. MEDIBLES NO MANIPULADAS

VAR. MANIPULADAS

F( . ) VAR. SALIDA

FIGURA 1.3: Estru
tura general de un modelo.Modelo del pro
eso que rela
iona todas las variables de entrada que se puedenmanipular 
on las variables de salida que se quieren 
ontrolar.Modelo de perturba
iones que se puede dividir en dos partes. Una que in
luye larela
ión entre variables de entrada medibles, pero no manipulables, 
on las sali-das (modelo de perturba
iones identifi
able) y otra parte que trata de des
ribir laparte de la salida medida que no es expli
ada por el resto de modelos (modelo deperturba
iones no identifi
able).Estos modelos se 
ombinan a través de una fun
ión f(.) para produ
ir un modelo de lasvariables de salida. Para modelar 
ada uno de estos 
omponentes existen varias posibi-lidades:Respuesta ante un impulso.Respuesta ante un es
alón.Fun
ión de transferen
ia.Representa
ión en espa
io de estados.Modelos de Volterra.Modelos mediante redes neuronales.Modelos borrosos. 21



1.4 Control Predi
tivo 
omo Filosofía de DiseñoLas diferen
ias entre los distintos tipos de modelos son 
ono
idas y son objeto de
ampos de estudio en los que se des
ribe 
ómo se obtienen, qué tipo de pro
esos pue-den modelar, 
uáles son sus limita
iones y 
ómo se utilizan para realizar predi

ionesde la evolu
ión dinámi
a de las variables de un pro
eso. El 
apítulo 2 presenta en detallealgunas de las posibilidades existentes a la hora de modelar pro
esos no lineales. Asimis-mo, esta tesis hará uso de los modelos borrosos TS 
omo herramienta de representa
iónpara pro
esos no lineales.En [Phillips & Parr 1995℄ se puede en
ontrar una des
rip
ión del modelado medianterespuesta impulsional, fun
ión de transferen
ia y representa
ión en espa
io de estadosy su utiliza
ión en 
ontrol predi
tivo está ampliamente des
rita en [Cama
ho & Bordons1999℄.Un ejemplo de utiliza
ión de modelos de Volterra en 
ontrol predi
tivo se puedeen
ontrar en [Maner et al. 1996℄. Las redes neuronales son, en algunos 
asos, una alter-nativa para el modelado de sistemas no lineales [Chen et al. 1990℄, ejemplos de utili-za
ión en 
ontrol predi
tivo se en
uentran en [Nahas & Seborg 1992℄, [Zamarreño 1996℄y [Liu et al. 1998℄. En 
uanto a los modelos 
on té
ni
as fuzzy, es posible en
ontrarejemplos en [Espinosa & Vandewalle 1999a℄ y [Espinosa & Vandewalle 1999b℄.Evidentemente, la 
alidad de la predi

ión debería ser el fa
tor que marque el tipode té
ni
a de modelado que se debe utilizar, al menos a nivel teóri
o. Es natural pen-sar que, a mayor 
alidad en las predi

iones, más posibilidad se tiene de 
onseguir un
ontrol ade
uado. En las apli
a
iones prá
ti
as apare
en otros fa
tores 
omo los e
o-nómi
os que pueden determinar, más allá de las 
uestiones teóri
as, el tipo de modelosele

ionado.Cualquiera de las té
ni
as de modelado men
ionadas, puede ser utilizada para pre-de
ir el efe
to que produ
en las variables manipuladas sobre las variables 
ontroladas.Esto es así, puesto que 
ualquiera de las a

iones de 
ontrol que se postule en el algorit-mo de lo
aliza
ión del óptimo, puede apli
arse posteriormente al pro
eso. Por tanto la
alidad de la predi

ión sólo depende de la 
alidad del modelo. No pare
e tan evidenteutilizar estos modelos para prede
ir el efe
to de las variables no manipulables (medibleso no).Cuando se tienen variables de entrada no manipulables no se puede saber 
on 
er-teza qué valores van a tomar en el futuro y por tanto en el horizonte de predi

ión(intervalo de tiempo en el que se quiere realizar la predi

ión). El modelo puede ser muyexa
to, pero el des
ono
imiento del valor futuro de estas variables podría produ
ir pre-di

iones de muy baja 
alidad. En estos 
asos se debe, al menos, 
ono
er alguna de suspropiedades estadísti
as que nos permita realizar una estima
ión. Si estas variables sonmedibles se pueden utilizar las medidas para realizar una estima
ión de mayor 
alidad(por ejemplo, evaluar la tenden
ia y extrapolar). La 
alidad de la predi

ión, en estos22



Motiva
ión y Objetivos 1
asos, depende tanto de la 
alidad del modelo 
omo de la 
alidad de las estima
iones delas variables no manipulables.1.4.2 Fun
ión de 
osteUn índi
e de fun
ionamiento responde, en general a una expresión del tipo:
I =

∫ ∞

0

f (r(t),y(t),u(t), ) dt (1.4-1 )El objetivo de esta fun
ión es plasmar en una formula
ión matemáti
a una medida
uantitativa del fun
ionamiento de un sistema. En la teoría de 
ontrol apare
en distintosindi
adores que tratan de des
ribir la evolu
ión dinámi
a de un pro
eso, y se puedenenglobar en dos grandes grupos:a) Parámetros des
riptivos de la evolu
ión temporal de la variable 
ontrolada: erroren régimen permanente, valor final, tiempo de estable
imiento, sobreos
ila
ión,fre
uen
ia de las os
ila
iones, tiempo de subida, et
.b) Medidas de la desvia
ión de la variable 
ontrolada respe
to de la referen
ia (
uadro1.1). Generalmente se han utilizado integrales de una fun
ión del error, siendo losmás extendidos en su uso [Marlin 1995℄: IAE (integral del valor absoluto del error),ICE (integral del error al 
uadrado), ITAE (integral del produ
to del tiempo por elvalor absoluto del error), ITEC (integral del produ
to del tiempo por el error al
uadrado), et
. CUADRO 1.1: Prin
ipales índi
es de fun
ionamiento.Índi
e ExpresiónIAE ∫∞

0 |r(t) − y(t)|dtISE ∫∞

0
(r(t) − y(t))2dtITAE ∫∞

0 t|r(t) − y(t)|dtITEC ∫∞

0
t(r(t) − y(t))2dtEntre estas dos op
iones, pare
e 
laro que es más apropiado para evaluar 
ómo fun-
iona un sistema, utilizar parámetros del primer grupo, ya que las medidas de tipo in-tegral no reflejan dire
tamente 
ómo fun
iona el sistema. Sólo 
on el valor del índi
eun operador es in
apaz de saber 
on 
ierto grado de exa
titud 
omo está fun
ionandoel sistema. A esto se une que es más usual espe
ifi
ar el fun
ionamiento de un pro
e-so exigiendo que el tiempo de estable
imiento y la sobreos
ila
ión han de ser menoresque unos valores determinados. Sin embargo, 
on los indi
adores de tipo integral sepuede in
orporar en la evalua
ión del fun
ionamiento otro tipo de elementos 
omo, por 23



1.4 Control Predi
tivo 
omo Filosofía de Diseñoejemplo, el valor de la a

ión de 
ontrol o pondera
iones de las distintas variables y,adi
ionalmente, se pueden usar para la evalua
ión de 
ostes e
onómi
os.En general, no existe una formula
ión universal que sea válida para todos los pro-blemas de 
ontrol ya que 
ada tipo de indi
adores tiene sus ventajas e in
onvenientes.El índi
e de fun
ionamiento más ade
uado para un problema 
on
reto depende de losobjetivos que se impongan y de las herramientas disponibles.Una alternativa que trata de 
ombinar los dos tipos de indi
adores es la de estable
erunas traye
torias de referen
ia en un índi
e de tipo integral. En lugar de utilizar unareferen
ia de tipo es
alón r(t), ésta se filtra mediante una fun
ión de transferen
ia (P(s))que fije la dinámi
a deseada de bu
le 
errado: tiempo de estable
imiento, sobreos
ila-
ión y régimen permanente, y se utiliza esta nueva respuesta ω(t) 
omo referen
ia en uníndi
e de fun
ionamiento de tipo integral.
ω(s) = P(s)r(s) → ω(t) (1.4-2 )
I =

∫ ∞

0

f (ω(t),y(t),u(t), t) dt (1.4-3 )La tradu

ión al entorno del 
ontrol predi
tivo es dire
ta, ya que operando 
on se-ñales dis
retas el índi
e de 
oste debe, de alguna forma, imponer el fun
ionamientodeseado para el pro
eso introdu
iendo además nuevas 
ara
terísti
as y parámetros pa-ra posibilitar su apli
a
ión al 
ontrol en línea ya que se debe 
onseguir que el volumende los 
ál
ulos a realizar sea razonable. Se puede generalizar, por tanto, 
omo fun
iónde 
oste la expresión siguiente:
J(u) = H2∑

k=H1

f (ω(k + t),y(k + t|k),u(k + t),α(t),λ(t), Hu, k) (1.4-4 )donde 
ada uno de los parámetros tiene un signifi
ado:Horizonte de predi

ión (H1, . . . , H2): intervalo de tiempo en el que se realiza la pre-di

ión, debe ser finito para que sea posible su apli
a
ión al 
ontrol en línea. Unhorizonte de predi

ión infinito o demasiado grande ha
e que los 
ál
ulos de laspredi

iones no se puedan realizar en línea, salvo que exista una formula
ión ana-líti
a.Horizonte de 
ontrol (Hu) : intervalo del horizonte de predi

ión en el que se permitenvaria
iones de la variable manipulada. Este parámetro se utiliza para simplifi
arel problema de optimiza
ión, si se redu
e el número de varia
iones se redu
e elnúmero de variables en el problema. Cuando se limita el horizonte de 
ontrol 
abela posibilidad de realizar distintas estru
tura
iones de las a

iones de 
ontrol a lolargo del horizonte de predi

ión.24



Motiva
ión y Objetivos 1Fa
tores de pondera
ión para los errores de predi

ión (α(t)) y para las a

iones de
ontrol (λ(t)). Estos fa
tores se utilizan para 
onseguir distintos efe
tos en el 
om-portamiento de bu
le 
errado. Por ejemplo, mayor influen
ia del esfuerzo de 
on-trol respe
to a los errores de predi

ión o menor influen
ia en el índi
e de laspredi

iones más alejadas, o mayor pondera
ión de unas determinadas variablesen detrimento de otras, et
.Restri

iones: puede apare
er además, un 
onjunto de restri

iones adi
ionales sobrevariables de entrada, salida e internas. Estas restri

iones pueden ser debidas tantoa limita
iones físi
as del pro
eso 
omo a espe
ifi
a
iones de fun
ionamiento.En la mayoría de los 
asos, la fun
ión f es 
uadráti
a debido prin
ipalmente a que laminimiza
ión de di
ho índi
e sujeto a restri

iones lineales es matemáti
amente tratable(problema de programa
ión 
uadráti
a QP). Existen otras aproxima
iones manejandoíndi
es de 
oste modulares [Gen
eli & Nikolaou 1993℄ o 
on norma infinita [Rao et al.1998℄ que no resultan tan sen
illos de manejar y que, en presen
ia de restri

ioneslineales, terminan resolviendo problemas de programa
ión lineal.1.4.3 OptimizadorFinalmente el 
ontrol predi
tivo basado en modelos no es más (ni menos) que unproblema de optimiza
ión. El objetivo de este elemento está 
laro, debe 
onseguir la
ombina
ión de a

iones de 
ontrol que optimi
e la fun
ión de 
oste. La solu
ión ideales la que resultaría de la optimiza
ión analíti
a fuera de línea, esto impli
a disponerde una expresión matemáti
a que 
al
ula el óptimo en fun
ión de las medidas hasta elinstante k. Esto se puede 
onseguir 
uando el modelo es lineal y la fun
ión de 
oste 
ua-dráti
a sin restri

iones. En estos 
asos, el problema de optimiza
ión se resuelve fuerade línea y el análisis del sistema resultante se puede realizar utilizando las herramien-tas 
lási
as de la teoría de 
ontrol. Fuera de este 
ontexto, es de
ir, 
on problemas nolineales (bien sea por los modelos utilizados, bien por la apari
ión de restri

iones, et
.),el 
ontrol predi
tivo se 
onvierte en un problema de optimiza
ión en 
ada periodo demuestreo 
on el 
onsiguiente in
remento de 
omplejidad (resultando en un 
ontroladorno lineal y en un bu
le 
errado también no lineal). El método de optimiza
ión 
obra másprotagonismo 
uando se pretende apli
ar el 
ontrol predi
tivo en línea. Por muy buenoque sea el modelo o muy a
ertada la fun
ión de 
oste, el 
uello de botella es la té
ni-
a de optimiza
ión. Una sele

ión o ajuste inade
uado de esta té
ni
a puede provo
aren algunos 
asos, una pérdida notable de las presta
iones del 
ontrol puesto que no selo
aliza 
orre
tamente el óptimo. 25



1.5 Evolu
ión del CPBM1.5 Evolu
ión del CPBMComo ha o
urrido en otros 
asos, la idea del CPBM ya se vislumbró en los años 60 an-tes de que se 
onvirtiera en una de las estrategias de 
ontrol avanzado más utilizada enel 
ontrol de pro
esos. Los 
on
eptos teóri
os ini
iales que pueden aso
iarse al 
ontrolpredi
tivo se basan en los trabajos realizados en 
ontrol óptimo (
uadro 1.2). Utilizandoun modelo dis
reto lineal en espa
io de estados se 
al
ula la ley de 
ontrol minimizandouna fun
ión 
uadráti
a de los estados y las a

iones de 
ontrol (regulador LQR). Al fijarun índi
e infinito se podía obtener un 
ontrolador 
onsistente en una realimenta
ión delestado [Mos
a 1995℄, [Lemos & Mos
a 1985℄. Debido a las 
apa
idades limitadas de losordenadores y al rápido muestreo de los pro
esos para los que el LQR fue desarrollado(por ejemplo en la industria aeroespa
ial), el esfuerzo se desvió ha
ia la obten
ión de
ontroladores que evitasen realizar la optimiza
ión en línea.Como 
onse
uen
ia, esta té
ni
a tuvo relativamente po
o impa
to en la industria depro
esos debido a que no 
ontemplaban las no linealidades de los pro
esos, sus restri
-
iones de fun
ionamiento, in
ertidumbres en el modelo y sólo se disponía de un índi
e
uadráti
o para medir las presta
iones. Úni
amente podía apli
arse en áreas donde sepodían 
onseguir modelos muy exa
tos y su obten
ión estaba justifi
ada e
onómi
a-mente (por ejemplo, la industria aeroespa
ial).CUADRO 1.2: Breve historia del CPBM.Algoritmo Modelo Índi
e Horiz. Restri

ionespredi

iónLQG (1960) L, SS min ISE, I,O ∞ -IDCOM (1976) L, FIR min ISE, O N I,ODMC (1979) L, FIR min ISE, I,O,M N I,OQDMC (1983) L, FIR min ISE, I,O,M N I,OGPC (1987) L, FT min ISE, O,M N -IDCOM-M (1988) L, FIR min ISE O N I,Omin ISE ISMOC (1988) L, SS min ISE, I,O,M N I,ORawlings and L, SS min ISE, I,O ∞ I,OMuske (1993)Leyenda: (L) Lineal, (SS) Espa
io de estados, (FIR) Respuesta impulsional, (FT) Fun
ión de transferen
ia(ISE) Integral Square Error, (I) entrada, (O) Salida, (M) Cambios en la entrada.Al 
ontrario que otras ve
es, el CPBM fue desarrollado primero en la industria, bajovarios a
rónimos y re
etas propias, tratando de resolver los in
onvenientes planteadospor el LQR antes men
ionados, y mu
ho antes de disponer de un minu
ioso entendi-26



Motiva
ión y Objetivos 1miento de las propiedades teóri
as de lo que hoy se entiende 
omo 
ontrol predi
tivo.El interés de los investigadores por el CPBM 
re
ió a mitad de los años 80, a raíz deunas jornadas organizadas por la empresa petroquími
a Shell [Prett & Morari 1987℄. Laindustria 
ontribuyó de
isivamente en el desarrollo de un 
ontrol óptimo apli
able, apa-re
iendo los primeros 
ontroles predi
tivos basados en modelos. Se trataba de algorit-mos de 
ontrol en los que se podía utilizar modelos más sen
illos, las restri

iones defun
ionamiento se podían tener en 
uenta en la formula
ión y la optimiza
ión se realiza-ba 
ada periodo de muestreo puesto que se utilizaban horizontes de predi

ión finitos.Las primeras implementa
iones a nivel industrial (IDCOM y DMC), se desarrollaron enparalelo. De estos algoritmos 
abría desta
ar:IDCOM o Identifi
ation Command [Ri
halet et al. 1978℄. Es el nombre del softwa-re desarrollado a partir del algoritmo 
ono
ido 
omo Model Algorithmi
 Control(MAC) [Rouhani & Mehra 1982℄, también referen
iado 
omo Model Predi
tive Heu-risti
 Control (MPHC). Sus 
ara
terísti
as más importantes son:
• Modelo lineal por respuesta impulsional.
• Fun
ión de 
oste 
on un índi
e 
uadráti
o y horizonte de predi

ión finito.
• No ha
e uso del 
on
epto de horizonte de 
ontrol.
• Espe
ifi
a
iones mediante traye
toria de referen
ia generadas mediante un sis-tema de primer orden.
• Se in
luye un modelo de perturba
iones:

n(k + t|k) = αn(k + t− 1|k) + (1− α)[y(k) − y(k|k − 1)], 0 ≤ α < 1

• Restri

iones en la entrada y la salida in
luidas en la formula
ión.
• Optimiza
ión mediante un algoritmo iterativo.DMC o Dynami
 Matrix Control [Cutler & Ramaker 1980℄. Sus prin
ipales 
ara
te-rísti
as son:
• Modelo lineal por respuesta a un es
alón.
• Fun
ión de 
oste 
on un índi
e 
uadráti
o de los errores futuros y puede in
luirtérminos referentes a las a

iones de 
ontrol.
• Horizonte de predi

ión finito.
• Utiliza un horizonte de 
ontrol.
• Espe
ifi
a
iones se fija tratando de seguir un referen
ia de tipo es
alón.
• Se in
luye un modelo de perturba
iones:

n(k + t|k) = y(k)− y(k|k − 1) 27



1.5 Evolu
ión del CPBM
• La a

ión de 
ontrol óptima se obtiene 
omo la solu
ión de un problema demínimos 
uadrados.A partir de estas dos metodologías se han ido desarrollando 
on el tiempo, distintasalternativas, tanto a nivel industrial 
omo a nivel teóri
o, entre las que 
aben desta
ar:QDMC [Gar
ia & Morshedi 1986℄. Basado en el DMC in
luye explí
itamente las res-tri

iones en las entradas y salidas del pro
eso. Utiliza programa
ión 
uadráti
a(QP) para la minimiza
ión del índi
e.IDCOM-M [Grosdidier et al. 1988℄. También referen
iado 
omo HIECON (Hierar
hi-
al 
onstraint 
ontrol). Esta basado en el IDCOM, presentando 
ambios en la fun
iónobjetivo y en la prioriza
ión de las restri

iones. Utiliza dos fun
iones objetivo,primero se optimiza la que evalúa los errores de predi

ión y, si quedan grados delibertad, se optimiza respe
to a las a

iones de 
ontrol. Para simplifi
ar el 
ál
ulosólo se permite un 
ambio en la variable manipulada.GPC o Generalized Predi
tive Control [Clarke et al. 1987a℄ [Clarke et al. 1987b℄:
• Utiliza modelos basados en fun
iones de transferen
ia in
luyendo modelo deperturba
iones (modelo CARIMA).
• El índi
e es 
uadráti
o e in
luye un término de errores de predi

ión y otro dea

iones de 
ontrol.
• Utiliza los 
on
eptos de horizonte de predi

ión y 
ontrol.
• La optimiza
ión es analíti
a, por tanto se puede 
al
ular un regulador linealfuera de línea. Permite implementar un 
ontrol adaptativo.El algoritmo de GPC resume mu
has de las 
ara
terísti
as de los 
ontroladores pre-di
tivos para pro
esos lineales [Clarke & Mohtadi 1989℄, [Albertos & Ortega 1989℄,[Ordys & Clarke 1993℄.Asimismo, se ha utilizado 
on restri

iones [Chow & Clarke1994a℄, [Kuznetsov & Clarke 1994℄, [Tsang & Clarke 1988℄, [Cama
ho 1993℄ y se haplanteado el 
ontrol predi
tivo adaptativo [Clarke 1991℄. Algunas de sus apli
a-
iones industriales se pueden en
ontrar en [Clarke 1988℄, [Chow & Clarke 1994b℄,[Linkens & Mahfouf 1994℄ y [Rossiter et al. 1991℄.El entendimiento de las propiedades del CPBM a raíz de investiga
iones 
ru
iales rea-lizadas en el ámbito a
adémi
o [Rawlings & Muske 1993℄ han permitido que hoy en díaexista un mar
o 
on
eptual y prá
ti
o 
omún tanto a investigadores 
omo a ingenierosde 
ontrol. Son mu
has las publi
a
iones que reflejan el estado del arte a nivel te
no-lógi
o y teóri
o del 
ontrol predi
tivo en su tiempo de publi
a
ión [Gar
ia et al. 1989℄,[Keyser 1991℄, [Muske & Rawlings 1993℄, [Ri
halet 1993℄, [Clarke 1994℄, [Froisy 1994℄,[Qin & Badgwell 1997℄, [Nikolaou 1998℄, [Morari & Lee 1999℄, [Rawlings 2000℄ y [Wang28



Motiva
ión y Objetivos 12004℄. La visión que ofre
en respe
to al futuro del CPBM en la industria y en la investi-ga
ión pasa por 
ombinar esta estrategia de 
ontrol 
on otras áreas de la ingeniería de
ontrol o in
luso 
on otras áreas de 
ono
imiento:Control no lineal [Gar
ia et al. 1989℄.Control inteligente (borroso, neural) [Nikolaou 1998℄.Nuevos esquemas de identifi
a
ión, tanto de pro
esos 
omo de límites para la in-
ertidumbre [Bemporad et al. 1999℄.Mejoras en los métodos de estima
ión del estado. Alternativas al filtro de Kalman[Qin & Badgwell 1997℄.Monitoriza
ión de pro
esos y diagnósti
o de fallos para 
omprobar el fun
iona-miento óptimo del 
ontrolador predi
tivo (Control estadísti
o de pro
esos o SPC)[Froisy 1994℄.Mejora de las interfa
es de usuario y diálogo 
on el operador [Froisy 1994℄.Integra
ión de niveles en la jerarquía de 
ontrol [Morari & Lee 1999℄.A
tualmente existen líneas de investiga
ión en 
ontrol predi
tivo bien definidas don-de 
abría desta
ar entre otras:Control predi
tivo estable: Desde el uso de horizontes infinitos de predi

ión[Muske & Rawlings 1993℄, [Zheng & Morari 1995℄, la utiliza
ión de horizontes 
asi-infinitos [Chen & Allgöwer 1998℄ y la generaliza
ión a horizontes finitos des
ritaen [Primbs & Nevisti
 2000℄, la formula
ión del 
ontrol predi
tivo en espa
io deestados se impone a la de entrada-salida.En rela
ión 
on el interés de utilizar modelos en espa
io de estados, el trabajo pre-sentado en [Ordys & Clarke 1993℄ propone un modelo SISO en espa
io de estadosdedu
ido a partir del modelo CARIMA E/S de Clarke [Clarke et al. 1987a℄. Los es-tados en este modelo están 
onstituidos por los valores pasados de la salida, delruido y de la entrada, siendo la variable de entrada en este modelo el in
rementode la a

ión de 
ontrol. Se trata pues de un modelo CARIMA apli
able al 
aso SISO,proponiéndose una generaliza
ión del mismo al 
aso MIMO en [Cama
ho & Bordons1999℄.Es interesante desta
ar 
iertas referen
ias, pero ahora orientadas al 
aso de pro
e-sos MIMO, que tratan el diseño de 
ontroladores predi
tivos en espa
io de estados.En [Xi 1989℄ se propone un modelo MIMO en espa
io de estados obtenido mediantela realiza
ión del modelo de la planta en matri
es de transferen
ia utilizando la for-ma 
anóni
a de observabilidad, tomando 
omo entrada el in
remento de la a

ión 29



1.5 Evolu
ión del CPBMde 
ontrol. La prin
ipal limita
ión de este modelo es la no 
onsidera
ión de in
er-tidumbres y/o ruidos de medida. En [Kinnaert 1989℄ se plantea un modelo MIMOen espa
io de estados CARIMA 
uya parte determinísti
a es una realiza
ión de lamatriz de transferen
ia de la planta, aunque no espe
ifi
a bien 
omo se modela laparte esto
ásti
a, o
urriendo algo pare
ido en [Chis
i et al. 1996℄, aunque en este
aso la entrada es dire
tamente la a

ión de 
ontrol.Hay otras referen
ias que proponen modelos MIMO esto
ásti
os en espa
io de es-tados [Ri
ker 1990; Lee et al. 1994; Bitmead et al. 1989℄, en la primera se proponeun modelo esto
ásti
o general 
on varios tipos de perturba
iones (ruidos de medi-da, perturba
iones aditivas a la a

ión de 
ontrol e in
ertidumbres en el modelo),aunque no queda tampo
o 
lara la forma de sele

ionar las matri
es aso
iadas ala parte esto
ásti
a. Algo pare
ido o
urre en la segunda referen
ia, aunque en este
aso los resultados son sólo válidos para plantas estables o a lo sumo 
on inte-gradores. Esto se debe a que emplea la respuesta ante es
alón 
omo informa
iónpara 
rear el modelo en espa
io de estados. La prin
ipal diferen
ia de este artí
u-lo, [Lee et al. 1994℄, 
on respe
to a otros es que sus resultados son apli
ables adiferentes metodologías de 
ontrol predi
tivo: DMC y GPC. La ter
era referen
ia[Bitmead et al. 1989℄ tampo
o detalla la forma de sele

ionar la parte esto
ásti
a,aunque tiene el interés de reformular el GPC 
omo un 
ontrolador LQG.Más re
ientemente se han publi
ado tutoriales sobre 
ontrol predi
tivo [Wang 2004;Rawlings 2000℄ en los que se presenta para el 
ontrolador predi
tivo un modeloen espa
io de estados. En [Wang 2004℄ se propone un modelo de velo
idad quepresenta perturba
iones sobre el estado y la salida, y que in
orpora en el modelointegradores 
omo 
onse
uen
ia de su formula
ión en fun
ión de los in
rementosde las a

iones de 
ontrol. Este he
ho permite que se puedan 
an
elar perturba-
iones, errores de modelado, et
. Sin embargo, esta idea no se explota a la hora deprede
ir las salidas, ya que no se realiza estima
ión alguna de las perturba
ionesy, por tanto, no se pueden in
luir en la predi

ión. En [Rawlings 2000℄ se presen-ta un modelo en espa
io de estados que in
luye perturba
iones sobre la entrada,el estado y la salida. En su formula
ión la 
apa
idad de re
hazo a perturba
ionesy/o errores de modelado se basa en el 
ál
ulo de los valores óptimos de la salida,de la entrada y del estado a al
anzar en régimen permanente, 
on la informa
ióndisponible sobre las restri

iones y la estima
ión de las perturba
iones.Los 
ontroladores diseñados en espa
io de estados requieren el empleo de obser-vadores para la estima
ión del estado 
uando este no es medible (
aso general).Según la situa
ión, los autores han planteado diferentes solu
iones al problema
Siendo también su entrada el in
remento de la a

ión de 
ontrol
La entrada al sistema es el in
remento de la a

ión de 
ontrol
Target Cal
ulation30



Motiva
ión y Objetivos 1de la estima
ión del estado. En algunos artí
ulos no se requiere su uso, así en[Albertos & Ortega 1989℄ se emplea una re
onstru

ión del estado basada en el usode la pseudoinversa de la matriz de observabilidad. En [Cama
ho & Bordons 1999℄los estados propuestos son, por un lado los in
rementos de las a

iones de 
ontrolpasados (
ono
idas), por otro, los valores pasados de las salidas (medidos) y, porúltimo, los valores pasados de las entradas del ruido (estimados), de ahí que nose requiera el uso de un observador. En [Kinnaert 1989℄ la propia e
ua
ión parala predi

ión es la utilizada para estimar el estado, y finalmente, en [Kwon et al.1992℄ no se indi
a la ne
esidad de un observador ni la hipótesis de que el estadosea medible. Sin embargo, la mayoría [S
attolini & S
hiavoni 1995; Ordys & Clarke1993; Chis
i et al. 1996; Ri
ker 1990; Lee et al. 1994; Rawlings 2000℄ emplea unfiltro de Kalman de régimen permanente, argumentando la fa
ilidad de su diseño yla garantía de que los polos del observador se lo
alizan dentro del 
ír
ulo unidad,
omo razones para justifi
ar su uso. Sin embargo, hay un par de 
asos que pre-sentan alternativas diferentes. Así en [Xi 1989℄ se emplea un observador de rango
ompleto diseñado mediante asigna
ión de polos, 
on la úni
a limita
ión de quesus polos han de poseer módulo inferior a la unidad. En [Ling & Lim 1996℄ se mi-nimiza un índi
e de 
oste en 
ada paso de simula
ión para la estima
ión de losestados.Control predi
tivo no lineal: Otro de los temas a
tualmente abiertos en 
ontrolpredi
tivo es el 
ontrol de pro
esos no lineales [Qin & Badgwell 1997; Morari & Lee1997; Magni et al. 2001; Rawlings 2000; Kouvaritakis & Cannon 2001℄. Existen dife-rentes alternativas para el diseño del 
ontrolador, entre las que se pueden desta
ar:
• Diseño de 
ontroladores predi
tivos para modelos linealizados en determina-dos puntos de fun
ionamiento [Oliveira et al. 1999℄.
• Diseño del 
ontrolador empleando modelos que expresan dinámi
as linealessujetas a no linealidades de tipo estáti
o [Gen
eli & Nikolaou 1995℄.
• Diseño del 
ontrolador mediante un modelo no lineal 
ono
ido. Estos modelossuelen derivarse de la apli
a
ión de primeros prin
ipios (masa, energía, et
.).La prin
ipal difi
ultad de estos métodos es la sele

ión del algoritmo de op-timiza
ión a emplear, ya que debe ser 
apaz de obtener el mínimo global delíndi
e de 
oste en un problema de optimiza
ión que resulta ser no 
onvexo.Por ejemplo, la apli
a
ión de algoritmos genéti
os permite resolver de formaefi
iente este problema [Onnen et al. 1997; Martínez et al. 1998℄.A partir de este modelo no lineal se pueden plantear diferentes estrategias quegaranti
en un diseño estable para el 
ontrolador:

◦ Empleo de horizontes 
asi infinitos [Chen & Allgöwer 1998℄.
Idea similar al filtro de Kalman 31



1.5 Evolu
ión del CPBM
◦ Empleo de una región terminal [Mi
halska & Mayne 1993℄, a la 
ual debe
onverger la predi

ión, y en su interior es apli
ado un 
ontrolador lo
al.Esta estrategia se 
ono
e 
on el nombre de 
ontrolador predi
tivo dual.
◦ Empleo de región terminal y 
oste terminal [Mayne 2000; Limon et al. 2003℄.Estas referen
ias analizan la formula
ión general del MPC justifi
ando lane
esidad de introdu
ir la región terminal y el 
oste terminal para garanti-zar la estabilidad.También se ha analizado la fa
tibilidad de la ley de 
ontrol 
uando hay presentesrestri

iones sobre estados y a

iones de 
ontrol. Por ejemplo, en [Kerrigan 2000;Limon et al. 2005; Cannon et al. 2003; Limon et al. 2007, 2008℄ se ha empleadola teoría de 
onjuntos invariantes para garantizar la existen
ia de una región deestados ini
iales para la 
ual siempre es resoluble el problema de optimiza
ión,mediante la utiliza
ión de 
onjuntos invariantes y de regiones terminales invarian-tes. La prin
ipal difi
ultad de este metodología es el 
ál
ulo fuera de línea de estos
onjuntos.Control predi
tivo robusto: En [Qin & Badgwell 1997; Morari & Lee 1997; Rawlings2000℄ se desta
a la importan
ia del desarrollo de metodologías de diseño robustoapli
ado a 
ontrol predi
tivo. Así, en [Qin & Badgwell 1997℄ se afirma que es ne
e-sario desarrollar nuevos esquemas que garanti
en robustez teniendo presentes lasdis
repan
ias entre modelo y pro
eso estimadas a partir de las medi
iones. Ade-más, sostiene que el diseño robusto es un área en la que la investiga
ión a
adémi
apuede ayudar. En [Morari & Lee 1997℄ se realiza una revisión sobre las diferentesmetodologías de diseño robusto que se han presentado hasta enton
es, de entre losque 
abe desta
ar las aporta
iones de [Kothare & Morari 1996℄ y [Lee & Yu 1997℄.La primera 
ita obtiene una 
ota superior para el índi
e de 
oste, y a partir de esta
ota desarrolla un 
ontrol por realimenta
ión lineal del estado 
uya ganan
ia esvariante 
on el tiempo, la 
ual es obtenida mediante la resolu
ión de LMIs. La se-gunda referen
ia pondera en el índi
e de 
oste el error en valor medio en lugar delerror de peor 
aso, siendo ne
esario añadir una restri

ión de 
ontra

ión sobreel estado para que se garanti
e la estabilidad sobre un determinado 
onjunto demodelos.[Rawlings 2000℄ desta
a que la mayor parte de los algoritmos que garan-tizan robustez se 
ara
terizan por exigir una gran 
arga 
omputa
ional en línea lo
ual limita enormemente su apli
a
ión prá
ti
a.En [Bemporad et al. 1999℄, se resumen otras aproxima
iones apare
idas en la lite-ratura del 
ontrol predi
tivo 
on 
ara
terísti
as diferentes a la hora de represen-tar la in
ertidumbre y la forma de 
al
ular el 
ontrolador robusto. Por ejemplo en[Kouvaritakis et al. 1997℄ la in
ertidumbre se representa 
omo una elipse 
entra-da en el ve
tor de parámetros estimados para una fun
ión de transferen
ia. En32



Motiva
ión y Objetivos 1[Badgwell 1997℄, la in
ertidumbre en el modelo se parametriza por una lista de po-sibles plantas y se añaden al problema original restri

iones para asegurar la estabi-lidad robusta. Otra aproxima
ión es la denominada min-max MPC, donde [Lee & Yu1997℄, presentan una formula
ión basada en la minimiza
ión del peor 
aso de uníndi
e 
uadráti
o para sistemas 
on parámetros variables en el tiempo pero a
ota-dos. Del mismo modo, [Megias et al. 2002℄ presenta un min-max GPC∞ donde lain
ertidumbre se representa de forma politópi
a. Por otro lado, hay trabajos quediseñan 
ontroladores predi
tivos robustos mediante LMIs (desigualdades linealesmatri
iales), siendo uno de los pioneros [Kothare et al. 1994℄, 
uya línea ha sidodesarrollada y ampliada en trabajos posteriores, por ejemplo [Granado et al. 2003℄o [Rodrigues & Odloak 2003℄. Asimismo, existe una gran 
antidad de trabajos enque abordan el estudio del 
ontrol predi
tivo no lineal robusto, 
omo [Mayne et al.2000℄, [Kerrigan & Mayne 2002℄, [Limon et al. 2003℄ o [Limon et al. 2004℄, que em-plean diferentes metodologías para garantizar la estabilidad robusta, y que utilizanel 
on
epto 
ru
ial de predi

ión en bu
le 
errado [S
okaert & Mayne 1998℄. Estaspubli
a
iones tienen 
omo punto de partida [S
okaert et al. 1997℄, trabajo que uti-liza in
ertidumbres aditivas que de
aen 
on el tiempo y la 
ontinuidad Lips
hitz dela ley de 
ontrol para garantizar que el índi
e de 
oste es una fun
ión de Lyapunovque de
re
e 
on el tiempo para un 
ierto grado de in
ertidumbre. Las metodologíasde diseño robusto propuestas se basan en el empleo de los siguientes elementos:
• Uso de regiones de evolu
ión in
ierta [Limon et al. 2004℄.
• Conjuntos invariantes robustos [Limon et al. 2008℄.
• Uso de la estabilidad entrada a estado [Limon et al. 2006℄.
• Empleo de 
onjuntos 
ontra
tivos [Limon et al. 2003℄.
• Uso de la estrategia que minimiza el peor 
aso o min-max [Limon et al. 2004;Kerrigan & Ma
iejowski 2008; Ne
oara et al. 2007; Megias et al. 2002℄ que sebasan en [S
okaert & Mayne 1998℄.Control predi
tivo adaptativo: Siendo el GPC el algoritmo orientado al 
ontrol pre-di
tivo adaptativo por ex
elen
ia [Kinnaert 1989℄, y a pesar del amplio mer
ado quetendría un algoritmo CPBM autoajustable, po
as son las apli
a
iones reales que in-
luyen adapta
ión en línea. El 
ontrol adaptativo indire
to tiende a ser sustituidopor un nuevo paradigma que 
ontempla la integra
ión de la identifi
a
ión y el 
on-trol predi
tivo. En esta aproxima
ión, y debido a los problemas que presenta laidentifi
a
ión en bu
le 
errado, se insiste en mantener una ex
ita
ión persistenteen las señales para poder identifi
ar [Gen
eli & Nikolaou 1996℄.Utiliza
ión de té
ni
as de optimiza
ión alternativas, para ha
er frente a proble-mas que se plantean 
on modelos no lineales, restri

iones de fun
ionamiento y 33



1.6 Estru
tura de la Tesisnuevos índi
es (problemas no 
onvexos y/o dis
ontinuidades a resolver en tiem-po real). Por ejemplo, [Pérez 1995℄ utiliza la programa
ión dinámi
a 
omo té
ni
ade optimiza
ión, y en [Martínez et al. 1996℄, [Onnen et al. 1997℄ o [Martínez et al.1998℄ se apli
an los algoritmos genéti
os o simmulated annealing 
omo té
ni
as deoptimiza
ión.1.6 Estru
tura de la TesisEl do
umento de tesis está dividido en 
in
o partes, a saber:Introdu

ión:
• Objetivos y Motiva
ión: El 
apítulo 1 des
ribe detalladamente los prin
ipalesobjetivos de la presente tesis. Asimismo, se introdu
en los prin
ipales motiva-
iones que han servido de punto de partida para la realiza
ión de este trabajo.Estado del Arte: Modelado e Identifi
a
ión No Lineal.
• Representa
ión de sistemas no lineales: El 
apítulo 2 repasa brevemente lasprin
ipales formula
iones existentes para la representa
ión de sistemas diná-mi
os, tanto en el ámbito de modelos lineales 
omo no lineales. En parti
ularse introdu
en los sistemas de borrosos 
on estru
tura TS, 
uya estru
tura seráempleada en todos las propuestas que se des
riben en 
apítulos su
esivos.
• Identifi
a
ión de sistemas borrosos: El 
apítulo 3 introdu
e los prin
ipales mé-todos de identifi
a
ión a partir de datos experimentales para sistemas borro-sos 
on estru
tura TS. Estos métodos serán el punto de partida para, posterior-mente, plantear una nuevo método de identifi
a
ión de predi
tores borrosos.
• Apli
a
ión de modelado e Identifi
a
ión: El 
apítulo 4 presenta los resultadosque se pueden obtener 
on las té
ni
as des
ritas en el 
apítulo 3 a partir dedatos reales, intentando dar respuestas a problemas de modelado reales. Enparti
ular, se plantea el problema de modelado e identifi
a
ión de distintossubpro
esos existentes en motores diesel turboalimentados a
tuales.Estado del Arte: Control Borroso Mediante LMIs.
• Control borroso PDC y predi
tivo: El 
apítulo 5 introdu
e algunas de las es-tru
turas de 
ontrol más a
tuales en el diseño de 
ontroladores borrosos. Asi-mismo, se muestra la forma de replantear el problema de diseño en términosde ine
ua
iones matri
iales lineales, he
ho que posibilita la resolu
ión del pro-blema de diseño de una manera 
omputa
ionalmente efi
iente .34



Motiva
ión y Objetivos 1
• Apli
a
ión de 
ontrol borroso mediante LMIs: El 
apítulo 6 muestra un ejemplode diseño de 
ontrolador borroso para el sistema de renova
ión de la 
argaen motores turboalimentados. Di
ho diseño se basa en una modifi
a
ión delmodelo obtenido en el 
apítulo 4 y adaptado para la apli
a
ión de las té
ni
asde 
ontrol des
ritas en este 
apítulo.Propuestas para Identifi
a
ión y Control Borroso.
• Propuesta de identifi
a
ión borrosa: El 
apítulo 7 des
ribe un nuevo métodopara la identifi
a
ión de predi
tores borrosos 
on el objetivo de ser empleadosen el diseño de sistemas de 
ontrol predi
tivo borrosos. Esta propuesta tie-ne 
omo objetivo superar algunas de las limita
iones existentes a
tualmenteen el diseño e implementa
ión de este tipo de sistema de 
ontrol. El 
apítulodes
ribe detalladamente todo el pro
edimiento de diseño así 
omo un ejemplo
ompleto de implementa
ión.
• Control predi
tivo borroso mediante predi
tor FLAP: El 
apítulo 8 propone lautiliza
ión del predi
tor des
rito en el 
apítulo 7 
on el objetivo de diseñar unsistema de 
ontrol borroso desde el punto de vista de la filosofía del 
ontrolpredi
tivo 
lási
a. En este 
apítulo se aborda todo el desarrollo matemáti
o,así 
omo un pequeño ejemplo de diseño.
• Control predi
tivo borroso Forward-Ba
kward: El 
apítulo 9 introdu
e una se-gunda alternativa de diseño de 
ontroladores predi
tivos borrosos. En estao
asión, el punto de partida de diseño es el prin
ipio de optimalidad de Bell-man, por lo que no es ne
esario la utiliza
ión del predi
tor borroso des
ritoen el apartado 7. De manera análoga a los 
apítulo 7 y 8, en este 
apítulo sepresenta todo el desarrollo 
on
eptual y matemáti
o así 
omo una apli
a
iónprá
ti
a de la metodología.Con
lusiones y Bibliografía.
• Con
lusiones y trabajos futuros: El último 
apítulo de la tesis ajunta un breveresumen de las prin
ipales 
on
lusiones del trabajo. Asimismo se presentanlas prin
ipales líneas para los trabajos futuros de investiga
ión.
• Resumen Bibliográfi
o: una re
opila
ión bibliográfi
a de todas las referen
iasde la literatura empleadas a lo largo de la tesis.
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Parte IIEstado del Arte: Modelado eIdentifi
a
ión No Lineal





CAPÍTULO 2
Representación de Sistemas No

Lineales

"Model: Mathemati
al representation of a pro
ess, devi
e, or 
on
ept by means of anumber of variables whi
h are defined to represent the inputs, outputs, and internal sta-tes of the devi
e or pro
ess, and a set of equations and inequalities des
ribing the in-tera
tion of these variables. A mathemati
al theory or system together with its axioms".M
Graw-Hill Di
tionary."Model: Mathemati
al representation of reality that attempts to explain the behaviorof some aspe
t of it. The mathemati
al model serves the following purposes: (1) to findan optimal solution to a planning or de
ision problem; (2) to answer a variety of what-ifquestions; (3) to establish understandings of the relationships among the input data itemswithin a model; and (4) to attempt to extrapolate past data to derive meaning. Mathema-ti
al models in
lude te
hniques su
h as Linear Programming (LP) 
omputer simulation,De
ision Theory, Regression Analysis, E
onomi
 Order Quantity (EOQ) and Break-EvenAnalysis". Di
tionary of A

ounting Terms.2.1 Introdu

iónLa obten
ión de modelos a partir de sistemas reales es impres
indible en prá
ti-
amente 
ualquier dis
iplina 
ientífi
a. Estos modelos pueden ser empleados para las 45
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Representa
ión de Sistemas No Linealestareas de análisis, para 
onseguir un mejor entendimiento del sistema, pueden ser em-pleados 
omo predi
tores o 
omo simuladores del 
omportamiento del pro
eso [Nelles2001℄. En ingeniería, los modelos son ne
esarios para el diseño de nuevos pro
esos y pa-ra el análisis de los ya existentes. Así mismo, se emplean estos modelos en la apli
a
iónde té
ni
as avanzadas de 
ontrol, optimiza
ión, supervisión, dete

ión y diagnosti
o defallos. Por tanto, la 
alidad de los modelos es determinante en el resultado final. Peropor desgra
ia, la obten
ión de un modelo satisfa
torio es siempre una tarea 
ompleja.En 
onse
uen
ia, existe una 
re
iente demanda en el estudio de nuevos modelos de re-presenta
ión y la identifi
a
ión de los mismos.Los sistemas físi
os, en general, presentan 
omportamientos no lineales de difí
il re-presenta
ión. La teoría 
lási
a de 
ontrol aborda el 
omportamiento de estos sistemasmediante una linealiza
ión entorno a un punto de fun
ionamiento donde se desea queel sistema trabaje. Esta aproxima
ión resulta satisfa
toria en mu
has o
asiones. Sin em-bargo, en otras situa
iones, el diseño de 
ontroles a partir de modelos lineales resultaproblemáti
o, ya que los 
omportamientos no lineales no se tienen en 
uenta y afe
tande manera negativa e inesperada en los diferentes puntos de fun
ionamiento. En estas
ir
unstan
ias es ne
esario abordar el modelado no lineal de los sistemas reales, 
onel objetivo de diseñar 
ontroladores efi
ientes. El presente 
apítulo introdu
e algunasde las posibles representa
iones existentes de modelos no lineales [Cama
ho & Bordons2004℄. Sin embargo, no hay que olvidar que la primera op
ión a la hora de sele

ionarun modelo de representa
ión siempre debe ser un modelo lineal, ya que si los resulta-dos son satisfa
torios, los pro
esos de diseño posteriores serán 
onsiderablemente mássen
illos. Por tanto, se debe a
udir a representa
iones más 
omplejas siempre y 
uandolos modelos lineales no aporten la pre
isión deseada.2.2 Modelos en Primeros Prin
ipiosEl modelado en primeros prin
ipios se basa en la obten
ión de las e
ua
iones diferen-
ias a partir de la apli
a
ión de los prin
ipios físi
os que intervienen en el sistema, tal y
omo se des
ribe en [Froisy & Papastratos 1999℄. Normalmente se utilizan los balan
esmási
os, térmi
os y energéti
os 
omo herramientas fundamentales. La e
ua
ión (2.2-1 )muestra la representa
ión general de las e
ua
iones diferen
iales en espa
io de estados.
ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)

y(t) = g(x(t), t)
(2.2-1 )donde46



Representa
ión de Sistemas No Linealesx(t) ve
tor de las variables de estadou(t) ve
tor de entradasy(t) ve
tor de salidasLos prin
ipales in
onvenientes de este tipo de modelo son los siguientes:La obten
ión de un modelo fiel viene determinado, en gran medida, por el 
ono
i-miento que se tenga del pro
eso. Esto produ
e que la fase de modelado sea po
ometódi
a y de difí
il evalua
ión.El 
oste 
omputa
ional es otro fa
tor a tener en 
uenta, ya que en la mayoría de
asos, un mayor nivel de detalle se tradu
e en mayor 
oste 
omputa
ional.La obten
ión de un modelo de predi

ión a partir del modelo no lineal resulta
omplejo, ya que la estru
tura que presenta este tipo de modelos no siempre esade
uada para la formula
ión de predi
tores. Por tanto, en la mayoría de o
asio-nes es ne
esaria la utiliza
ión de métodos numéri
os para obtener la predi

ionesdebido a la 
aren
ia de solu
ión analíti
a.
2.3 Modelos 
on Redes NeuronalesUna red neuronal es la estru
tura resultante de la inter
onexión de unidades de pro-
esamiento bási
as (neuronas), 
ada una de las 
uales eje
uta una transforma
ión (nolineal) sobre sus entradas, propagando el resultado ha
ia otras neuronas de la red.Una de las grandes ventajas que propor
ionan las redes neuronales en el modeladode sistemas, es que no se requiere tener 
ono
imiento del pro
eso para lograr la obten-
ión de rela
iones fun
ionales entre las entradas y las salidas del sistema. A pesar de queexiste una gran 
antidad de arquite
turas de redes neuronales y de algoritmos de apren-dizaje, para apli
a
iones en el área de 
ontrol se ha utilizado 
on mayor fre
uen
ia lasredes neuronales de arquite
tura multi
apa ha
ia adelante y el algoritmo de aprendizajellamado Retropropaga
ión, las 
uales se des
riben en [Nahas & Seborg 1992℄.Existen mu
hos tipos de redes neuronales (per
eptróni
as, redes de Kohonen, redesde Hopfield, Elman, Jordan o Tipo Pineda, et
.) y varios algoritmos de aprendizaje, sinembargo, para modelar la dinámi
a de la mayoría de los pro
esos en el 
ampo de 
ontrolse utiliza la 
onfigura
ión multi
apa ha
ía delante y las redes neuronales re
urrentes. 47



Representa
ión de Sistemas No Lineales2.3.1 Redes Re
urrentesMu
has apli
a
iones basadas en modelos de predi

ión requieren una buena pre-di

ión de la dinámi
a del sistema, una forma de lograr este objetivo, es mediante elentrenamiento de una red feedforward 
on valores retardados de la salida alimentadosen la 
apa de entrada. Una representa
ión dinámi
a mu
ho más satisfa
toria se obtieneal propor
ionar retroalimenta
iones internas en la red neuronal. Entre este tipo de redesse han desarrollado una gran variedad, siendo las más ampliamente utilizadas las redestipo Jordan, las 
uales realimentan valores pasados de la salida de la red a neuronas en la
apa o
ulta, las redes tipo Elman [Elman 1990℄ donde los valores pasados de las salidasde las neuronas de la 
apa o
ulta se realimentan dentro de estas mismas neuronas. La
ara
terísti
a más útil de este tipo de topología es que pueden representar 
ualquier or-den de retrasos implí
itamente en vez de explí
itamente. Ha sido 
omprobado que bajo
iertas 
ondi
iones las redes re
urrentes pueden utilizarse para aproximar a una pre
i-sión arbitraria una des
rip
ión dis
reta en variable de estado, según [Nikiforuk & Gupta1995℄, [Sontag 1993℄ y [Pham & Xing 1995℄.Una expresión general de estas redes neuronales re
urrentes 
on N neuronas en la
apa o
ulta, esta dado por el siguiente sistema no lineal en tiempo dis
reto;
x(k + 1) = −αx(k) + f(A, x(k), B, u(k))

y(k) = Cx(k)
(2.3-1 )donde x ∈ ℜN , y ∈ ℜn y u ∈ ℜm son los ve
tores de estados, salida y entrada a la redneuronal respe
tivamente. A ∈ ℜNxN , B ∈ ℜNxm y C ∈ ℜnxN son las matri
es de pesos delas 
onexiones aso
iadas a los ve
tores de estado, entrada y salida respe
tivamente. αes una 
onstante que permite 
ontrolar el de
aimiento del estado y se sele

iona dentrodel intervalo 1 ≥ α ≥ −1 y f es una fun
ión no lineal sele

ionada apropiadamente.Elman en [Elman 1990℄ propone una red re
urrente par
ial donde las 
onexiones feed-forward son modifi
ables y la 
onexiones re
urrentes son fijas. Adi
ionalmente a lasunidades de entrada y salida, la red de Elman tiene una unidad o
ulta, xh(k) ∈ ℜn, y unaunidad de 
ontexto, xc(k) ∈ ℜn, 
omo se observa en la figura 2.1.

Wu

Wx

!

Σ

Σ

Wy

xh(k)xc(k+1)

xh(k+1) y(k+1)FIGURA 2.1: Red Neuronal Re
urrente de Elman (D: retardo)48



Representa
ión de Sistemas No LinealesLas matri
es de las inter
onexiones, W x ∈ ℜnxn, Wu ∈ ℜnxn y W y ∈ ℜqxn definenrespe
tivamente los pesos de las inter
onexiones de la 
apa de 
ontexto o
ulta, la 
apade entrada y la 
apa de salida o
ulta.La dinámi
a de la red re
urrente de Elman está des
rita por las e
ua
iones en diferen
ias
s(k + 1) =W xxc(k + 1) +Wuu(k)

xh(k + 1) = ϕ(s(k + 1))
(2.3-2 )donde ϕ(.) es una fun
ión de a
tiva
ión:

xc(k + 1) = xh(k)

y(k + 1) =W yxh(k + 1)
(2.3-3 )se define

x̄ =




xh(k)

xc(k)



 (2.3-4 )Las e
ua
iones (2.3-2 ), (2.3-3 ) y (2.3-4 ) se pueden es
ribir 
omo
x̄(k + 1) = ϕ(x̄(k), u(k),W x,Wu)

y(k + 1) = g(x̄(k + 1),W y)
(2.3-5 )Estas e
ua
iones pueden interpretarse 
omo un modelo en espa
io de estados de la redneuronal, tal y 
omo se señala en [Pham & Xing 1995℄.2.4 Modelos de VolterraLas series de Volterra pueden ser interpretados 
omo una extensión natural de losmodelos FIR (respuesta impulso finita), a los modelos FIR no lineales introdu
iendo losprodu
tos 
ruzados y polinomiales de las series de Taylor. Los modelos Volterra puedenser obtenidos 
omo una aproxima
ión a otros modelos, o bien dire
tamente indentifi
a-dos a partir de datos experimentales.En general los modelos de Volterra dis
retos se pueden des
ribir según la e
ua
ión(2.4-1 ), tal y 
omo se introdu
e en [Cama
ho & Bordons 2004℄.

y(k) = y0 +
M∑

i1=0

· · ·
M∑

in=0

αn(i1, · · · , in)(u(k − i1) · · ·u(k − in)) (2.4-1 )El número de parámetros que definen los modelos de Volterra son normalmente ele-vados. El orden del modelo se ha de definir en fun
ión del tiempo de estable
imiento del 49



Representa
ión de Sistemas No Linealesmodelo, siendo éste entre 10 y 50 ve
es el periodo de muestreo. Por lo que el númerode parámetros del modelo 
re
e rápidamente en fun
ión de la rela
ión entre el periodode muestro y el tiempo de estable
imiento. Por otra parte, el orden puede ser redu
idousando los modelos paramétri
os de Volterra que 
onsideran las salidas pasadas.
y(k) = y0 +

N∑

i=0

a1(i)y(k − i) +
N∑

i=0

h1(i)u(k − i) +
M∑

i=0

M∑

j=0

h2(i, j)u(k − i)u(k − j) (2.4-2 )Existen dos sub
lases dentro de la formula
ión bási
a que redu
en la 
omplejidad delos modelos introdu
idos. Estos son los modelos de Wiener y Hammerstein que se basanen la 
ombina
ión de modelos dinámi
os lineares y modelos estáti
os no lineales.2.4.1 Modelos de HammersteinLos sistemas Hammerstein se basan en un modelo estáti
o no lineal seguido de unmodelo lineal 
omo se muestra en [Ikonen & Najim 2002℄.
yj(t) =

I∑

i=1

(
Bji(z

−1)

Aji(z−1)
xi(t− dji))

xi(t) = fi(u(t))u(t) = [u1(t) u2(t) . . . um(t)]

G(z )
-1

f(.)
u(t) y(t)x(t)FIGURA 2.2: Modelo Hammerstein.2.4.2 Modelos de WienerLos modelos Wiener se basan en un modelo linear seguido de otro modelo estáti
ono lineal [Ikonen & Najim 2002℄.
yj(t) = fj(x(t))x(t) = [x1(t) x2(t) . . . xI(t)]

xi(t) =

m∑

j=1

(
Bij(z

−1)

Aij(z−1)
uj(t− dij))50
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G(z )

-1
f(.)

u(t) y(t)x(t)FIGURA 2.3: Modelo Wiener.2.5 Red de Modelos Lo
alesLa base de esta té
ni
a es la obten
ión de un modelo global formado por un 
on-junto de submodelos lineales obtenidos para diferentes puntos de fun
ionamiento. Losmodelos lo
ales se expresan en espa
io de estados, siendo 
ompletamente independien-tes ente sí. La Figura 2.4 des
ribe el 
omportamiento global del sistema a partir de losdistintos modelos lo
ales que lo 
omponen.
B1 + 1/z

A1

C1 ρ1

B2 + 1/z

A2

C2 ρ2

BM + 1/z

AM

CM ρM

+

…

u

y1

y2

yM

y

FIGURA 2.4: Red de Modelos Lo
ales en espa
io de estadosLa defini
ión de 
ada uno de los modelos lo
ales de la red se obtienen a partir de unpunto de fun
ionamiento determinado. Por tanto, un pro
eso no lineal 
omplejo puededividirse en un sub
onjunto de puntos de fun
ionamiento para lo 
uales se 
al
ula losdistintos modelos lo
ales. Tal y 
omo muestra la Figura 2.4, las salidas de 
ada modelolo
al son ponderadas por una fun
ión, la 
ual presenta una validez para un ventanadeterminada. El modelo global del sistema viene expresado por (2.5-1 ). 51
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y(k) = F (Ψ(k),Φ(k)) =

M∑

i=1

fi(Ψ(k))ρi(Φ(k)) (2.5-1 )Donde los M modelos lo
ales fi(Ψ(k)) son fun
iones ARX sobre el ve
tor de medi-das Ψ(k) y multipli
ado por un 
onjunto de fun
iones de base ρi(Φ(k)) dependientes delpunto de fun
ionamiento. Estas adoptan valores 
er
anos a 1 
uando el punto de fun
io-namiento es próximo al utilizado para el 
ál
ulo del modelo lo
al fi; mientras que parael resto de puntos de fun
ionamiento el valor es muy próximo a 0.Las fun
iones fi vienen definidas por (2.5-2 ) y (2.5-3 ).
yi(k) = fi(Ψ(k)) =










c11i c12i · · · c1ni

c21i c22i · · · c2ni... . . . ...
cm1i cm2i · · · cmni



















x1i(k)

x2i(k)...
xni

(k)










, yi(k) = Cixi(k) (2.5-2 )donde









x1i(k + 1)

x2i(k + 1)...
xni

(k + 1)










=










a11i a12i · · · a1ni

a21i a22i · · · a2ni... . . . ...
an1i an2i · · · anni



















x1i(k)

x2i(k)...
xni

(k)










+ (2.5-3 )
+










b11i b12i · · · b1pi

b21i b22i · · · b2pi... . . . ...
bn1i bn2i · · · bnpi



















u1i(k)

u2i(k)...
upi

(k)










, xi(k + 1) = Aixi(k) +Biui(k) (2.5-4 )Por tanto las salidas de la red de modelos lo
ales se expresan 
omo
y(k) =

M∑

i=1

C∗
i xi(k) (2.5-5 )donde

C∗
i =










ρi 0 · · · 0

0 ρi · · · 0... . . . ...
0 0 · · · ρi



















c11i c12i · · · c1ni

c21i c22i · · · c2ni... . . . ...
cm1i cm2i · · · cmni










, (i = 1, 2, ...,M) (2.5-6 )Por último queda definir las fun
iones de base ρ utilizadas, las 
uales se proponen en[Townsend et al. 1998℄, 
omo fun
iones normalizadas Gaussianas.52
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ρi(Ψ(k)) =

exp(− ‖Ψi−ci‖
2

2σ2

i

)

M∑

j=1

exp(−‖Ψi − cj‖2
2σ2

j

)










1 0 · · · 0

0 1 · · · 0... . . . ...
0 0 · · · 1










, (i = 1, 2, ...,M) (2.5-7 )
Donde M es la dimensión del ve
tor de puntos de fun
ionamiento, cj el 
entro de lafun
ión Gaussiana y σ2

j la varianza.Por tanto, se obtiene un modelo global no lineal 
ontinuo a partir de submodeloslineales definidos para un punto de fun
ionamiento 
on
reto.
2.6 Modelos Lineales de Parametros VariablesLos modelos lineales de parámetros variables 
on el tiempo (LPV) son un tipo parti
u-lar de sistemas lineales variables 
on el tiempo [Sal
edo & Martinez 2006℄. La e
ua
ión(2.6-1 ) muestra una 
lási
a representa
ión de los sistemas LPV en espa
io de estados.

x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)u(k)

y(k) = C(k)x(k) +D(k)u(k)

donde

A(k) = fA(Λ(k))

B(k) = fB(Λ(k))

C(k) = fC(Λ(k))

D(k) = fD(Λ(k))

Λ(k) = diag(λ1(k)Is1, λ2(k)Is2, . . . , λj(k)Isj)

(2.6-1 )
Las matri
es de representa
ión interna que apare
en en (2.6-1 ) (A, B, C y D), sonfun
ión de uno o más parámetros variables 
on el tiempo λi(k). Donde Isj la matriz iden-tidad de tamaño sj . Los parámetros λi(k) pueden representar, por ejemplo, 
onstantesfísi
as o señales de salida del sistema. Por tanto, atendiendo a la dependendia fun
ionalque se defina para las matri
es de representa
ión, existen múltiples estru
turas LPV. Enesta se

ión se van a presentar dos de las estru
turas más empleadas en la literatura,
omo son la dependen
ia lineal fra

ional y la dependen
ia afin. 53



Representa
ión de Sistemas No Lineales2.6.1 Dependen
ia Lineal Fra

ionalLos sistemas LPV donde la dependen
ia fun
ional f∗ es lineal fra

ional (LFR), tal y 
o-mo se muestran en [Gahoui & S
orletti 1996℄, [Sal
edo & Martinez 2006℄ o [Dussy & Ghaoui1997℄, se definen según (2.6-2 ). Esta dependen
ia permite que la fun
ión así definida 
onrespe
to de los parámetros λi(k) sea ra
ional. En 
on
reto, es usual utilizar dependen
iaLFR 
onjunta para las 
uatro matri
es de representa
ión, tal y 
omo muestra la e
ua
ión(2.6-3 ).
f∗ =M∗ + L∗Λk(I −Q∗Λ(k))

−1R∗ (2.6-2 )



A(Λ(k)) B(Λ(k))

C(Λ(k)) D(Λ(k))



 =




A B

C D



 +




BΛ

Dy,Λ



Λ(k)(I −DΛ)
−1(CΛ DΛ,u) (2.6-3 )Por ejemplo, si la matriz A(Λ(k)) tiene orden 1 y la matriz Λ(k) es de orden 2 
onparámetros λ1(k) y λ2(k) la e
ua
ión (2.6-3 ) se rees
ribe según (2.6-4 ).

a(Λ(k)) = a+ (bΛ,1 bΛ,2)




λ1(k) 0

0 λ2(k)



 ·

·



I2 − dΛ




λ1(k) 0

0 λ2(k)









−1


cΛ,1

cΛ,2





a(Λ(k)) = a+ bΛ,1cΛ,1
λ1(k)

1−dΛλ1(k)
+ bΛ,2cΛ,2

λ2(k)
1−dΛλ2(k)

(2.6-4 )
La dependen
ia LFR se redu
e a la dependen
ia afin si la matriz DΛ es nula, tal y
omo se puede apre
iar si se anula el término dΛ de la e
ua
ión (2.6-4 ).2.6.2 Dependen
ia AfínLos sistemas LPV 
on dependen
ia afín en los parámetros se definen según la e
ua-
ión (2.6-5 ), tal y 
omo se introdu
e en [Verdult & Verhaegen 2000, 2002℄.
x(k + 1) = A0x(k) + [A1, A2, . . . , Aj ](λ(k)⊗ x(k)) +B0u(k) + [B1, B2, . . . , Bj ](λ(k) ⊗ u(k))

y(k) = C0x(k) + [C1, C2, . . . , Cj ](λ(k)⊗ x(k)) +D0u(k) + [B1, B2, . . . , Dj ](λ(k) ⊗ u(k))(2.6-5 )Donde ⊗ es el produ
to de Krone
ker y λ(k) es el ve
tor de parámetros varibles 
on eltiempo. Los modelos LPV representados mediante la e
ua
ión (2.6-5 ) pueden ser inter-pretados 
omo una 
ombina
ión de modelos lineales ponderados. Donde las fun
iones54



Representa
ión de Sistemas No Linealesde pondera
ión vienen definidas por los elementos del ve
tor λ(k). Por otra parte, losmodelos bilineales resultan una representa
ión parti
ular de los sistemas LPV 
on de-penden
ia afín en los parámetros. Sustituyendo en la e
ua
ión (2.6-5 ), el ve
tor de pará-metros λ(k) por el ve
tor de entradas u(k) e igualando a 
ero las matri
es [[B1, B2, . . . , Bj ]y [D1, D2, . . . , Dj] se obtiene la parti
ulariza
ión para sistemas bilineales [Favoreel et al.1999℄, tal y 
omo muestra la e
ua
ión (2.6-6 ).
x(k + 1) = A




x(k)

u(k)⊗ x(k)



+Bu(k)

y(k) = C




x(k)

u(k)⊗ x(k)



+Du(k)

(2.6-6 )
2.7 Modelos BorrososEl 
ampo de la ingeniería de sistemas ha adoptado la teoría de la lógi
a borrosa enun-
iada por LA. Zadeh en 1965 [Zadeh 1965℄, 
omo base para desarrollar todo un 
onjuntode té
ni
as de modelado, identifi
a
ión y 
ontrol. La idea prin
ipal del modelado borrosoo Fuzzy, es el uso de una simple des
rip
ión lingüísti
a del pro
eso, en vez de pre
i-sar las rela
iones matemáti
as entre las variables. Los modelos Fuzzy son útiles parala des
rip
ión de los pro
esos 
omplejos en los que no se 
ono
en todas las dinámi
asinvolu
radas [Babuska 1998℄. Las metodologías desarrolladas en el ámbito del modeladopueden ser 
lasifi
adas en: sistemas borrosos de regresión lineal [Jajuga 1986℄, sistemasborrosos basados en estru
turas de 
eldas [Smith et al. 1994℄ y los sistemas basados enreglas[Zadeh 1973℄. Estos últimos son los sistemas más empleados debido a su interpre-tabilidad, se basan en el mapeo del 
onjunto de variables de entrada sobre el 
onjunto devariables de salida a través de una 
ole

ión de reglas Si-Enton
es (If-Then). Dependiendode la estru
tura de las reglas, existen distintos tipos de modelos borrosos basados enreglas 
omo pueden ser los modelos lingüísti
os, los rela
ionales y los Takagi-Sugeno.2.7.1 Modelos Lingüísti
osLa estru
tura de las reglas de los modelos lingüísti
os presentan la forma des
rita enla e
ua
ión (2.7-1 ). Si x Es A Enton
es z Es B (2.7-1 )

El término Fuzzy y borroso son equivalentes, por tanto serán empleados indistintamente a lo largo de todoel trabajo. 55



Representa
ión de Sistemas No LinealesDonde la proposi
ión ′x es A′ es el ante
edente de la regla, y la proposi
ión ′z es B′ esel 
onse
uente. Por tanto, x y z son variables lingüísti
as definidas 
omo 
onjuntos bo-rrosos 
on dominio X ∈ Rn y Z ∈ Rn respe
tivamente. Los términos A y B son 
on
eptoslingüísti
os 
onstantes que definen un valor 
ualitativo del sistema en un punto 
on
re-to del espa
io de variables, por ejemplo temperatura alta, nivel bajo, presión alta, et
.En 
onse
uen
ia, los 
onjuntos borrosos definen de 
ierta manera un 
onjunto de pun-tos de referen
ia en el espa
io de variables [Babuska & Verbruggen 1996℄, definiéndose
omo 
onjuntos borrosos de referen
ia. Las fun
iones de pertenen
ia para des
ribir los
onjuntos borrosos de referen
ia se definen 
omo fun
iones matemáti
as paramétri
aso 
omo tablas de valores, que se alma
enan en una base de datos 
omo parte del sistemaborroso. En general, se suelen definir múltiples términos lingüísti
os Ai en el dominiode una úni
a variable, denominándose parti
ión borrosa de una variables a la 
ole

iónde los 
onjuntos borrosos [A1, A2, · · · , AM ]. El número de parti
iones del dominio de lavariable depende de la granularidad y por tanto de la pre
isión de representa
ión delmodelo.Los modelos lingüísti
os no asumen ninguna dependen
ia estru
tural entre las variablesde los ante
edentes y los 
onse
uentes. Simplemente son una 
ole

ión de reglas, donde
ada una define un punto en el espa
io de variables definido por el produ
to de las va-riables de los ante
edentes y los 
onse
uentes. La unión de estos puntos borrosos formael denominado grafo borroso. Por ejemplo, la figura 2.5 muestra un modelo lingüísti
o
on 6 reglas des
ritas 
omo:Si x Es A1 Enton
es z Es B4Si x Es A2 Enton
es z Es B2Si x Es A3 Enton
es z Es B3Si x Es A4 Enton
es z Es B1Si x Es A5 Enton
es z Es B2Si x Es A6 Enton
es z Es B4La base de reglas junto 
on la base de datos de las fun
iones de pertenen
ia forman labase de 
ono
imiento del sistema borroso. El mapeo entrada-salida se realiza empleandoun me
anismo de inferen
ia borroso unido a la base de reglas y los 
onjuntos de refe-ren
ia definidos, de manera que a partir de un 
onjunto borroso de entrada se obtieneun 
onjunto borroso de salida.Por otra parte, los 
onjuntos borrosos A y B de la e
ua
ión (2.7-1 ) son generalmentemultidimensionales. Sin embargo, la defini
ión de 
onjuntos borrosos multivariables ysus respe
tivas fun
iones de pertenen
ia resulta 
omplejo y po
o intuitivo. Por ello, el56
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REGIÓN 2
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xFIGURA 2.5: Grafo Borroso de un modelo lingüísti
o
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Motor de Inferencia Desborrosificador

Variables 
Antecedentes

x

Variables 
Consecuentes

z

FIGURA 2.6: Esquema general de un sistema borrosoante
edente se suele implementar mediante una 
omposi
ión de 
onjuntos borrososunivariables 
ombinados mediante 
one
tores lógi
os. La e
ua
ión (2.7-2 ) muestra laestru
tura resultante empleando los 
one
tores lógi
os y (
onjun
ión) y o (disyun
ión).Si x1 Es A1 y x2 Es A2Y . . . xm Es AmO xm+1 Es Am+1 o xm+2 Es Am+2O . . . xm+n Es Am+n Enton
es . . .

(2.7-2 )Por tanto, a la vista de la e
ua
ión (2.7-2 ), la multidimensionalidad del 
onjunto A esel resultado de la interse

ión de las extensiones 
ilíndri
as de los 
onjuntos borrosos 57



Representa
ión de Sistemas No Linealesunivariables Ai. Por tanto, el número de reglas ne
esarias 
re
e de manera exponen
ial
on el número de variables que intervienen en el ante
edente. En 
ualquier 
aso, 
uandoel sistema presenta mu
has variables se debe re
urrir a una estru
tura
ión o jerarquiza-
ión del problema, 
on el objetivo de ha
er 
omprensible y abordable el modelo borroso.Por otra parte, existen variantes de los modelos lingüísti
os donde los 
onjuntos borro-sos Bi de los 
onse
uentes, son reemplazados por numeros reales bi. Simplifi
ando la
omplejidad del sistema.2.7.2 Modelos Rela
ionalesLos modelos rela
ionales borrosos se 
ara
terizan por la realiza
ión de un mapeo delos 
onjuntos borrosos de entrada Ai ha
ia los 
onjuntos borrosos de salida Bi a travésde una rela
ión borrosa. Por ejemplo, tal y 
omo se muestra en [Babuska & Verbruggen1996℄, definamos un modelo estáti
o 
on una entrada x ∈ X y una salida z ∈ Z. Defínase
A 
omo un grupo de M 
onjuntos borrosos en el dominio de χ, y B otro grupo de N
onjuntos borrosos definidos en el dominio de Z, tal y 
omo muestra la e
ua
ión (2.7-3 ).

A = A1, A2, . . . , AM

B = B1, B2, . . . , BN

(2.7-3 )La rela
ión borrosa entre los dos 
onjuntos A y B, R : A → B, se define mediante lae
ua
ión (2.7-4 ). La figura 2.7 presenta de forma gráfi
a la rela
ión borrosa entre ambos
onjuntos.
R = [rij ]MxN (2.7-4 )Por tanto, definido el sistema borroso mediante las e
ua
iones (2.7-3 ) y (2.7-4 ), dadoun valor real de la variable x el 
onjunto borroso Xp = µA1

(x), µA2
(x), . . . , µAM

(x) repre-sentaría el grado de pertenen
ia del dato 
on los términos lingüísti
os. Donde, la salida
orrespondiente sería el 
onjunto borroso Zp = µ1, µ2, . . . , µN , pro
edente de la 
omposi-
ión rela
ional definida por la e
ua
ión (2.7-5 ).
Zp = Xp ◦R (2.7-5 )2.7.3 Modelos Takagi-SugenoLos modelos borrosos Takagi-Sugeno (TS) introdu
idos en [Takagi & Sugeno 1985℄, se
ara
terizan por la genera
ión de regiones borrosas en el espa
io de las variables que58
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B B B

A A A A

z

x

RELACIONES FUZZY ENTRE CONJUNTOS (R)

r11 r12 r13 r23r22r21

FIGURA 2.7: Defini
ión de rela
iones borrosas 
omo método de mapeo entre las entradas y las salidasapare
en en los ante
edentes de las reglas. Por otro lado, los 
onse
uentes de las reglasviene des
ritos por fun
iones reales en lugar de proposi
iones borrosas. La e
ua
ión(2.7-6 ) ilustra la estru
tura de la base de reglas de los modelos TS.Si x Es Ai Enton
es yi = fi(x) (2.7-6 )donde
yi = fi(x) = aTi x+ bi (2.7-7 )En general, las fun
iones fi(x) presentan estru
turas afines, tal y 
omo muestra la e
ua-
ión (2.7-7 ), donde ai es el ve
tor de parámetros y bi es un es
alar. Por tanto, 
uando

ai = 0 los modelos TS son equivalentes a los modelos lingüísti
os donde el 
onse
uentees un número real.Los modelos TS 
ombinan una des
rip
ión global del sistema mediante la base dereglas, y una aproxima
ión lo
al mediante las fun
iones empleadas en los 
onse
uentes.La figura 2.8 muestra un ejemplo de 3 reglas des
ritas 
omo:Si x Es A1 Enton
es y = a1x+ b1 59
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ión de Sistemas No LinealesSi x Es A2 Enton
es y = a2x+ b2Si x Es A3 Enton
es y = a3x+ b3

A A

x

x

u

y,y0

y2=a2·x+b2

y1
=a
1·x
+b
1

FUNCIONES DE PERTENENCIA

y,y0
y3
=a
3·x
+b
3

A

FIGURA 2.8: Des
rip
ión modelos Takagi-SugenoUna de las ventajas que presentan este tipo de modelos, es la mayor fa
ilidad para laestima
ión de los parámetros. Así mismo, la obten
ión de las fun
iones de pertenen
iaresulta menos 
omplejo debido a que estos modelos des
riben regiones borrosas dondelas salidas del sistema dependen de las entradas de forma lineal. Por tanto, los paráme-tros de los 
onse
uentes pueden ser 
al
ulados 
on el uso de métodos estándar 
omolos mínimos 
uadrados.2.7.3.1 Inferen
ia de los modelos Takagi-SugenoLa salida del modelo, o lo que es lo mismo, la inferen
ia y desborrosifi
a
ión delsistema se obtiene mediante el 
ál
ulo de la media ponderada de 
ada una de las reglas,tal y 
omo se indi
a en la e
ua
ión (2.7-8 ).
y =

ΣK
i=1µAi

(x)yi
ΣK

i=1µAi
(x)

(2.7-8 )Donde K es el número de reglas y µAi
es el grado de pertenen
ia del ante
edente de 
adauna de las reglas.El me
anismo de interpola
ión des
rito en (2.7-8 ) presenta 
iertos 
omportamientosno deseados [Babuska et al. 1994℄. Estos pueden apare
er 
uando los 
onse
uentes de60



Representa
ión de Sistemas No Linealeslas reglas se definen a priori 
omo resultado de obtener un 
onjunto de modelos linealesen 
iertos puntos de fun
ionamiento del sistema. En estos 
asos, el 
omportamientoglobal del sistema puede no ser el intuitivamente esperado. Por ejemplo, supóngase elmodelo TS des
rito por la e
ua
ión (2.7-9 ) e ilustrado en la figura 2.9.
x ∈ R

Regla 1 : Si x Es A1 Enton
es y1 = a1x+ b1

Regla 2 : Si x Es A2 Enton
es y2 = a2x+ b2

(2.7-9 )

A A

x

x

u

y,y0

y1=a1·x+b1 y2=a2·x+b2

f(x)

FUNCIONES DE PERTENENCIA

FIGURA 2.9: Transi
iones entre modelos lo
ales.Los 
onjuntos borrosos de los ante
edentes (A1 y A2) se definen mediante fun
ionesde pertenen
ia trapezoidales (figura 2.9). Los modelos de los 
onse
uentes (y1 e y2), seasumen 
omo buenos aproximadores de la fun
ión global del sistema 
uando la variable
x tiene un valor de pertenen
ia 
er
ano a 1 en los ante
edentes A1 y A2 respe
tivamente.Sin embargo, en el dominio de la variable x donde se solapan las fun
iones de pertenen-
ia, la salida del modelo (y) 
al
ulada mediante la e
ua
ión (2.7-8 ) (figura 2.9), difieresignifi
ativamente del 
omportamiento real. Este he
ho, que puede disminuir la pre
i-sión del modelo, es debido a que el pro
eso de interpola
ión (2.7-8 ) de los modelos TSfavore
e los 
onse
uentes de la reglas que no son aproxima
iones lineales lo
ales delmodelo global no lineal, tal y 
omo muestra la figura 2.10. 61
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x
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y2=a2·x+b2

FUNCIONES DE PERTENENCIA

y,y0

y3=a3·x+b3

A

FIGURA 2.10: Aproxima
ión global satisfa
toria.2.7.4 Modelos Dinámi
os BorrososExisten diferentes op
iones para representar un sistema dinámi
o mediante modelosborrosos, de entre los que 
abría desta
ar los dos 
asos siguientes.2.7.4.1 Espa
io de EstadosLa representa
ión en espa
io de estados se 
ara
teriza por el empleo de la fun
ión deestados, la 
ual estable
e una rela
ión entre el ve
tor y la entrada a
tual 
on la varia
ióndel ve
tor de estados. En el 
aso de una representa
ión 
ontinua en el dominio temporal,esta varia
ión se tradu
e en la derivada. Mientras que en el ámbito dis
reto es el valor delve
tor de estado en el siguiente periodo de muestreo. Las e
ua
iones (2.7-10 ) y (2.7-11 )muestran las representa
iones en espa
io de estado en el dominio 
ontinuo y dis
retorespe
tivamente[Tanaka & Wang 2001℄.
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(2.7-10 )

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)
(2.7-11 )62



Representa
ión de Sistemas No LinealesDonde x es el ve
tor de estados, u es ve
tor de entradas del sistema, las matri
es
A,B,C,D son las matri
es que definen el 
omportamiento del sistemas. El empleo de larepresenta
ión dis
reta en espa
io de estados en modelos TS, resulta inmediata, tal y
omo muestra la e
ua
ión (2.7-12 ).Si x(k) Es Mi Y u(k) Es NiEnton
es

x(k + 1) = Aix(k) +Biu(k)

y(k) = Cix(k) +Diu(k)

(2.7-12 )La poten
ia de esta representa
ión es la 
apa
idad de representa
ión de modelosMIMO (Multiple Input Multiple Output) de manera simple. Por 
ontra, este tipo de repre-senta
iones se suelen emplear en modelado TS 
uando se tiene un 
ono
imiento previodel pro
eso, ya que resulta 
omplejo la defini
ión de las variables de estado sin ningunainforma
ión previa.2.7.4.2 Entrada-SalidaLas representa
iones en entrada-salida son las más empleadas a la hora de generarmodelos borrosos a partir de datos experimentales. Sobre todo, 
uando el 
ono
imientodel pro
eso es es
aso o des
ono
ido. En estos 
asos, la representa
ión más emplea-da es la NARX (Nonlinear AutoRegressive with eXogenous input)[Sjöberg et al. 1994;Chen et al. 1991; Brown 1993℄, donde se estable
e una rela
ión entre la informa
ión delpasado de las entradas y las salidas y la predi

ión de la salida, tal y 
omo muestra lae
ua
ión (2.7-13 ).
ŷ(k + 1) = f(y(k), y(k − 1), . . . , y(k − n+ 1), u(k), u(k − 1), . . . , u(k −m+ 1)) (2.7-13 )Donde n y m definen el orden del sistema. Apli
ando esta representa
ión al modeloTS, se obtiene la e
ua
ión (2.7-14 ).Si y(k) es Ai,1 Y y(k − 1) Es Ai,2 · · · Y y(k − n+ 1) Es Ai,nY u(k) es Bi,1 y u(k − 1) es Bi,2 · · · Y u(k −m+ 1) es Bi,mEnton
es

ŷ(k + 1) = σn
j=1ai,jy(k − j + 1) + σm

j=1bi,ju(k − j + 1) + ci

(2.7-14 )Donde ai,j , bi, j y ci son los parámetros del 
onse
uentes.Los modelos NARX de tipo MISO (Multiple Input Single Output), son 
apa
es de repre-sentar un gran número de sistemas no lineales dis
retos [Leontaritis & Billings 1985a℄, 63
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CAPÍTULO 3
Identificación de Sistemas Borrosos

"System Identifi
ation: The determination of a mathemati
al model of a pro
ess or sys-tem is known as system identifi
ation".Advan
ed Pro
ess Identifi
ation and Control. E. Ikonen"System identifi
ation: General term to des
ribe mathemati
al tools and algorithmsthat build dynami
al models from measured data. A dynami
al model in this 
ontext is amathemati
al des
ription of the dynami
 behavior of a system or pro
ess".Wikipedia - The Free En
y
lopedia3.1 Introdu

iónLos modelos fuzzy presentan la 
ara
terísti
a de poder 
ombinar informa
ión pro
e-dentes de distintas fuentes, 
onvirtiendo a este tipo de representa
ión en una herramien-ta 
on gran poten
ial. Las diferentes fuentes de informa
ión pueden ser formula
ionesen primeros prin
ipios, medidas experimentales del pro
eso, 
ono
imiento pro
edentesde expertos en la materia, et
. Por tanto, la identifi
a
ión de modelos fuzzy requierede la unión de diferentes metodologías pro
edentes de distintas áreas de 
ono
imiento,
omo las redes neuronales, el análisis de datos, la minería de datos y té
ni
as 
onven
io-nales de identifi
a
ión. La sele

ión de sistemas Fuzzy 
omo modelos para simula
ión,predi

ión, 
ontrol, et
; presentan dos 
uestiones fundamentales en la fase de diseño.En primer lugar, la estru
tura del modelo Fuzzy, es de
ir, número de reglas, variables enlos ante
edentes, variables en los 
onse
uentes, et
. En segundo lugar, la identifi
a
ión 67
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Identifi
a
ión de Sistemas Borrososde los parámetros que 
omponen la estru
tura sele

ionada. Estas dos 
uestiones sonobjeto de investiga
ión, 
on la finalidad de en
ontrar tanto la estru
tura óptima 
omoel mejor método de identifi
a
ión de los parámetros del sistema. Sin embargo, a la vis-ta del estado del arte a
tual, pare
e que tanto la estru
tura del sistema fuzzy 
omo laidentifi
a
ión de los parámetros dependen de la apli
a
ión y del pro
eso en 
uestión.En general, se pueden 
lasifi
ar las propuestas existentes en la literatura en dos grandesgrupos.Identifi
a
ión a partir de un 
onjunto de e
ua
iones no lineales que des
riban el
omportamiento del pro
eso.Identifi
a
ión del modelo fuzzy mediante el empleo de informa
ión entrada-salidadel pro
eso.El presente 
apítulo expondrá las 
uestiones más relevantes referentes a las dos lí-neas prin
ipales de trabajo en el 
ampo de la identifi
a
ión de modelos fuzzy. Señalandolas ventajas e in
onvenientes de 
ada metodología.
3.2 Identifi
a
ión a partir de e
ua
iones no linealesLas té
ni
as 
lasifi
adas dentro de este apartado presentan 
omo 
ara
terísti
a 
o-mún el punto de partida en el diseño. Es de
ir, todas ellas asumen la existen
ia de un
onjunto de e
ua
iones no lineales que des
riben el 
omportamiento del pro
eso. Portanto, pare
e 
ontradi
toria la ne
esidad de obtener un modelo fuzzy 
uando ya se dis-pone de un modelo ade
uado. Sin embargo, estas té
ni
as son muy empleadas a la horade redu
ir la 
omplejidad del modelo 
on vistas a un posterior diseño del sistema de
ontrol. Sin duda, la redu

ión de la 
omplejidad es su prin
ipal ventaja, mientras quela asun
ión del 
ono
imiento de las e
ua
iones que des
riben el pro
eso es su mayor in-
onveniente. Cabe tener en 
uenta, que dependiendo del ámbito de apli
a
ión (sistemasme
áni
os, industria quími
a, se
tor aeroespa
ial, motores térmi
os, et
), la obten
iónde un modelo en primeros prin
ipios 
onlleva una mayor o menor 
omplejidad. Debido aeste 
ondi
ionante, estas té
ni
as han tenido un mayor impa
to en el 
ampo de los siste-mas me
áni
os y aeronáuti
os, donde la obten
ión de un modelo de estas 
ara
terísti
aspresenta mayor viabilidad.A 
ontinua
ión se des
ribe la se
toriza
ión de no linealidades. Ésta es una de lasté
ni
as empleadas en la identifi
a
ión a partir de sistemas de e
ua
iones no lineales.68
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a
ión de Sistemas Borrosos3.2.1 Se
toriza
ión de no linealidadesLa té
ni
a de identifi
a
ión de modelos fuzzy mediante la se
toriza
ión de no lineali-dades (se
tor nonlinearity), apare
e en la literatura por primera vez en [Kawamoto et al.1992℄, pero es en [Tanaka & Wang 2001℄ donde es ampliamente desarrollada y analizada.Esta metodología presenta dos vertientes, la se
toriza
ión global y la se
toriza
ión lo
al,tal y 
omo se muestra a 
ontinua
ión.Se
toriza
ión Global Considérese un sistema no lineal simple, definido 
omo ẋ(t) =
f(x(t)), donde f(0) = 0. El objetivo que se persigue es en
ontrar el área global que satisfa-ga la e
ua
ión ẋ(t) = f(x(t)) ∈ [a1, a2]x(t). La figura 3.1 muestra gráfi
amente el 
on
eptobási
o de está té
ni
a, es de
ir, la obten
ión de el 
onjunto de restri

iones lineales quedefinen el área global o se
tor global donde se en
uentra la fun
ión no lineal. La impor-tan
ia de este método radi
a en que garantiza una representa
ión exa
ta de la fun
iónmediante el modelo fuzzy obtenido. Sin embargo, en la realidad resulta 
omplejo en
on-trar los se
tores globales de fun
iones no lineales 
omplejas. Por ello, en la mayoría deo
asiones se emplean la se
toriza
ión lo
al.

!1x(t)

a2x(t)

x(t)

f(x)

FIGURA 3.1: Se
toriza
ión global de una fun
ión no lineal.Se
toriza
ión Lo
al En este 
aso se 
onsideran se
toriza
iones lo
ales de las no li-nealidades, basándose en los límites físi
os que presentan las variables del sistema. Lafigura 3.2 muestra la se
toriza
ión lo
al de las no linealidades, la 
ual se basa en el mis- 69
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a
ión de Sistemas Borrososmo prin
ipio que la global pero 
on la salvedad de que sólo es válida para un intervalodefinido de las variables del sistema. En este 
aso, el modelo fuzzy obtenido representa-rá 
on exa
titud la no linealidades del sistema que se en
uentre dentro del se
tor lo
aldefinido por ẋ(t) = f(x(t)) ∈ [a1, a2]x(t), y los intervalos de las variables −d < x(t) < d.
a"x(t)

a2x(t)

x(t)

f(x)

)- d

FIGURA 3.2: Se
toriza
ión lo
al de una fun
ión no lineal.3.3 Identifi
a
ión a partir de datos experimentalesEsta se

ión se 
entrará en la des
rip
ión de té
ni
as y algoritmos que permiten 
ons-truir modelos fuzzy a partir de un 
onjunto de datos experimentales. En general, estasté
ni
as presentan dos etapas. La primera es la identifi
a
ión de un 
onjunto finito desubsistemas, definiendo la estru
tura del modelo. El segundo paso es la identifi
a
iónde parámetros de los subsistemas definidos en la etapa anterior. Existen numerosaspropuestas en la literatura que abordan este problema, es el 
aso del fuzzy 
lustering[Yoshinari et al. 1993; Babuska 1998; Zhao et al. 1994℄, los métodos de aprendizaje ba-sados en redes neuronales [Oliveira 1993; Glorenne
 1994; Jang 1992℄, la resolu
ión pormínimos 
uadrados ortogonales [Wang 1994℄, aprendizaje indu
tivo [Ross 2004℄ o razo-namiento eviden
ial [Baldwin et al. 1995℄. Algunas de estas té
ni
as intentan 
onstruirde manera simultanea las reglas del sistema, las fun
iones de pertenen
ia y el mapeoentre el 
onjunto de datos de entrada y el de salida. Las metodologías de diseño que70



Identifi
a
ión de Sistemas Borrososabordan el problema de manera global son el agrupamiento borroso mediante produ
toespa
ial (Produ
t Spa
e Clustering) unido a té
ni
as de optimiza
ión no lineal, y el apren-dizaje basado en redes neuronales (neural learning). El resto del 
apítulo introdu
irá los
on
eptos generals de estas dos metodologías globales de diseño.3.3.1 Agrupamiento Borroso (Produ
t Spa
e Clustering)Este apartado muestra la filosofía de identifi
a
ión basada en el empleo de té
ni
asde agrupamiento borrosas (Fuzzy Clustering). El origen de estas té
ni
as se en
uentranen el re
ono
imiento de patrones y el análisis masivo de informa
ión. El objetivo deestas té
ni
as es imitar una potente 
apa
idad innata en los humanos, la 
lasifi
a
ión yagrupa
ión de informa
ión. El ser humano genera de manera 
ontinua y sub
ons
ientepotentes esquemas de agrupamiento (
lustering), los 
uales le permiten distinguir, porejemplo, entre familia, amigos y otras personas. Por tanto, el 
lustering es la a

ión deagrupar objetos físi
os o abstra
tos en distintos 
onjuntos o 
lases (
lusters) en fun
iónde la similitud de sus 
ara
terísti
as. Por tanto, un 
luster no es más que un grupo deobjetos que son más similares entre ellos que a miembros de otros grupos. El 
ampode la ingeniería ha repli
ado el pro
eso de agrupamiento humano desde el punto devista matemáti
o, donde el término similitud se 
onvierte en una fun
ión 
uantitativaperfe
tamente definida. En general, se suelen emplear normas o distan
ias definidas enel espa
io métri
o. Ésta puede estar medida entre ve
tores de datos, o 
omo distan
iaa ve
tores de datos prototipo de la 
lase, los 
uales suelen ser 
ono
idos a priori. Porotro lado, este planteamiento matemáti
o, ha
e ne
esario que las 
ara
terísti
as de losobjetos a agrupar sean valores 
uantitativos bien definidos.El agrupamiento en 
lusters puede ser borroso, donde la idea bási
a viene des
rita enla figura 3.3. En ésta, se apre
ia 
omo los datos son agrupados en dos 
lusters 
onprototipos V1 y V2. En este 
aso parti
ular, se ha empleado las distan
ia Eu
lídea 
omofun
ión de similitud.Las té
ni
as de agrupamiento borrosas introdu
en los 
on
eptos de la lógi
a de 
on-juntos borrosos en el pro
eso de agrupamiento. El resultado es un agrupamiento dondelos objetos pueden pertene
er a más de un 
luster. En general, todos los objetos pertene-
en a los distintos 
lusters 
on un grado de pertenen
ia determinado. Los algoritmos deagrupamiento borroso, normalmente, generan dos elementos 
ara
terísti
os: la matrizde parti
ionamineto borroso y los prototipos de los 
lusters [Bezdek 1981℄. El primerode ellos es una matriz que 
ontiene el grado de pertenen
ia de 
ada objeto a los distintos
lusters. En el ejemplo de la figura 3.3 , se obtendría una matriz 2xNdatos, donde 
adaelemento µij expresaría el grado de pertenen
ia de los datos [xi, zj ].En segundo lugar, este tipo de algoritmos propor
ionan los prototipos de los 
lustersque se han obtenido en el pro
eso de agrupamiento Vi. 71
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FIGURA 3.3: Interpreta
ión de la base de reglas a partir del agrupamiento fuzzy.Una vez se ha obtenido el agrupamiento de la informa
ión (figura 3.3), se puedeextraer la base de reglas del sistema borroso proye
tando los 
lusters en las variables delmodelo. Por ejemplo, la figura 3.3 muestra la aso
ia
ión existente entre los dos 
lustersy las dos reglas aso
iadas, las 
uales se definen según la e
ua
ión:
x ∈ R

Regla 1 : Si x Es A1 Enton
es z es B1

Regla 2 : Si x Es A2 Enton
es z es B2

(3.3-1 )Por otra parte, las fun
iones de pertenen
ia que se obtienen de la proye

ión delos 
lusters dependen dire
tamente de la distribu
ión de los datos en el espa
io de va-riables. La apli
a
ión de la proye

ión de los 
lusters 
uando se trabaja 
on sistemasdinámi
os no produ
e resultados satisfa
torios. Ya que la distribu
ión de los datos nopuede ser dire
tamente interpretada debido a los aspe
tos temporales de las señales. Enestos sistemas se debe definir una fun
ión de similitud y unos prototipos ade
uados. Ge-neralmente, los prototipos se suelen definir 
omo subespa
ios lineales (re
tas, planos,hiperplanos) y la similitud suele ser la distan
ia 
uantifi
ada de los puntos a un ele-72



Identifi
a
ión de Sistemas Borrososmento que 
ara
teri
e el subespa
io lineal [Bezdek 1981; Babuska & Verbruggen 1996℄.Existen propuesta de algoritmos de agrupamiento borroso donde la medida de distan
iaes adaptativa [Gustafson & Kessel 1979℄, siendo estos muy empleados e la identifi
a
iónde sistemas borrosos tipo TS [Babuska et al. 1994; Babuska 1998℄. La idea prin
ipal deestos algoritmos se muestra en la figura 3.4.

A
A

�

V
1

V
2

�

&

'

O1s

O2s

Centro de  los Clusters

FIGURA 3.4: Agrupamiento borroso hiperelipsoidal.La forma hiperelipsoidal de los 
lusters (figura 3.4) viene des
rita por la estru
turade la matriz de 
ovarianzas de los valores propios. Los ve
tores propios de ésta matrizdeterminan la dire

ión de los ejes de las hiperelipsoides, y la longitud de los mismosviene definida por los valores propios. En 
on
lusión, el ve
tor propio 
orrespondienteal valor propio más pequeño de la matriz (Ois), resulta la normal al hiperplano des
ritopor la matriz, tal y 
omo se observa en la figura 3.4. Se puede emplear la normal des
rita
on anterioridad junto 
on las 
oordenadas del 
entro de los 
lusters Vi para definirel hiperplano de manera implí
ita, tal y 
omo muestra la e
ua
ión (3.3-2 ) apli
ada alejemplo de la figura 3.4.
((x, z)− Vi)Ois = 0 (3.3-2 ) 73



Identifi
a
ión de Sistemas BorrososUna vez definidos los 
lusters mediante la e
ua
ión (3.3-2 ) se debe abordar la obten-
ión de las fun
iones de pertenen
ia de los ante
edentes (A1 y A2 en la figura 3.4) y losparámetros de las fun
iones lineales de los 
onse
uentes. Esto definiría 
ompletamenteel sistema borroso des
rito mediante estru
tura TS. En el 
aso del ejemplo de la figura3.4 el sistema borroso resultante sería des
rito según (3.3-3 ).
x ∈ R

Regla 1 : Si x Es A1 Enton
es z = a1x+ b1

Regla 2 : Si x Es A2 Enton
es z = a2x+ b2

(3.3-3 )Las fun
iones de pertenen
ia de las reglas se obtienen 
omo proye

ión de los 
lus-ters obtenidos sobre el domino de la variables de los ante
edentes, en el 
aso del ejemplosobre la variable x. Por otro lado, la estima
ión de los parámetros de los 
onse
uentesse determinan, en general, empleando la té
ni
a de mínimos 
uadrados 
on el objetivode minimizar el error de predi

ión del modelo global o de 
ada uno de los subespa
ios[Babuska & Verbruggen 1996℄.3.3.2 Neural LearningEstas té
ni
a también se suele definir 
omo modelado e identifi
a
ión neuro-fuzzy[Bu
kley & Hayashi 1994; Brown 1993℄. La propuesta más habitual en este tipo de iden-tifi
a
ión es la sele

ión de operadores diferen
iables para el me
anismo de inferen
ia(
omo el produ
to y la suma), fun
iones de pertenen
ia igualmente diferen
iables (
omofun
iones Gaussianas), y el empleo de el valor medio ponderado en la desfu
ifi
a
ión(
omo en el modelo Takagi-Sugeno). El esquema de inferen
ia puede ser representado
omo una estru
tura en red, tal y 
omo muestra la la figura 3.5.Los nodos de la primera 
apa de la red (figura 3.5), son los la en
argados de 
omputarel grado pertenen
ia de las entradas respe
to a los 
onjuntos fuzzy definidos en losante
edentes. Los nodos de multipli
a
ión Π de la segunda 
apa, representan el operadorde 
onjun
ión de los ante
edentes. Los nodos N y de sumatorio Σ generan la salida delmodelo 
omo la media ponderada de la 
ontribu
ión de 
ada regla, tal y 
omo define lae
ua
ión:
y =

ΣK
i=1µAi

(x)yi

ΣK
i=1µAi

(x)
(3.3-4 )El empleo de operadores diferen
iales en la estru
tura sele

ionada permite el empleode té
ni
as basadas en el gradiente para el ajuste de los parámetros de los 
onse
uentes,
omo es el 
aso de la propaga
ión ha
ia atrás (ba
kpropagation [Sudhakar et al. 1993℄).En 
asos parti
ulares, el empleo de una 
onstante 
omo fun
ión en el 
onse
uente redu
e74
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FIGURA 3.5: Transi
iones entre modelos lo
ales.el trabajo de ajuste a la resolu
ión de una simple e
ua
ión algebrai
a, tal y 
omomuestrala e
ua
ión (3.3-5 ).
y = ΣK

i=1φi(x)bi (3.3-5 )Donde bi des
ribe los 
onse
uentes, y las fun
iones φi(x) representa el grado de per-tenen
ia normalizado βi (figura 3.5) de la entrada x en el ante
edente de 
ada regla. Porotra parte, la fórmula (3.3-5 ) representa una expansión de las fun
iones de base, una delas estru
turas más habituales para la aproxima
ión de fun
iones no lineales. Mientrasque el ajuste de los parámetros bi resulta trivial, la estima
ión de las fun
iones de base
φi(x) resulta una tarea 
ompleja. La solu
ión más general es la utiliza
ión de fun
io-nes radiales exponen
iales ajustadas mediante mínimos 
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CAPÍTULO 4
Aplicación de Modelado e

Identificación

”Applied: Put into pra
ti
e or a parti
ular use. Example: representative part that de-monstrates the 
hara
ter of the whole".The Ameri
an Heritage R© Di
tionary of the English Language
4.1 Introdu

iónEl presente 
apítulo muestra la apli
a
ión prá
ti
a de dos metodologías de identifi
a-
ión des
ritas en el 
apítulo 3. En 
on
reto, se muestra la apli
a
ión de la se
toriza
iónno lineal (se
tor nonlinearity) [Takagi & Sugeno 1985℄[Tanaka & Wang 2001℄, y la agru-pa
ión del produ
to espa
ial (produ
t spa
e 
lustering) [Babuska 1998℄. Asimismo, losejemplos de apli
a
ión que se presentan, se en
uentran enmar
ados en el ámbito de laidentifi
a
ión de motores de 
ombustión interna [Gar
ía-Nieto et al. 2008℄.Los 
on
eptos bási
os sobre motores de 
ombustión interna y las 
onsidera
ionespertinentes fueron introdu
idos en el 
apítulo 1. A 
ontinua
ión se desta
an algunas
uestiones ya enun
iadas en di
ho 
apítulo. En parti
ular, la figura 4.1 muestra de ma-nera esquemáti
a los distintos 
omponentes que se pueden en
ontrar en un motor dieselturboalimentado a
tual. 77
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FIGURA 4.1: Esquema de un motor diesel 
on turbo
ompresor.Donde,
ṁa : Flujo Masa de Aire

(
Kg
h

)

ṁT : Flujo Masa Total en Colector
(

Kg
h

)

ṁesc : Flujo Masa de Escape
(

Kg
h

)

ṁegr : Flujo Masa de EGR
(

Kg
h

)

ṁf : Flujo Masa de Combustible
(

Kg
h

)

pa : Presión en Colector (bar)El diseño de sistemas de 
ontrol para motores diesel presenta una 
omplejidad aña-dida, no 
omentada previamente, que se debe a la 
aren
ia de sensores 
apa
es de medirlas variables AFR, NOx y humos [Kao & Moskwa 1995℄ (veáse 
apítulo 1). Por tanto, la
uantifi
a
ión del 
omportamiento del sistema se debe realizar mediante otras magni-tudes. En general, se emplean las medidas de la presión en el 
ole
tor de admisión, Pa, yel flujo mási
o de aire que 
ir
ula por el 
ompresor, ṁa. Estas variables son a

esibles yestán íntimamente rela
ionadas 
on el AFR, NOx y humos [Stefanopoulou et al. 2000℄.Por otro lado, existen dos variables que afe
tan en gran medida al 
omportamientode este tipo de motores. Por un lado se en
uentra el régimen de giro del motor (ω o
RPM ). Esta variable se puede 
onsiderar 
omo el elemento de unión entre dos aspe
tos78
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laramente diferen
iados dentro de un vehí
ulo de 
ombustión interna. Es de
ir, el ré-gimen de giro une el pro
eso de 
ombustión interna 
on los elementos me
áni
os queintervienen en la obten
ión del movimiento del vehí
ulo. Por tanto, esta variable es lapiedra angular entre el 
onjunto de rea

iones quími
as que se produ
en en los 
ilin-dros y el movimiento 
ir
ular de los neumáti
os. Por tanto, resulta evidente la múltipledependen
ia del régimen de giro múltiples fa
tores 
omo por ejemplo el par motor ge-nerado, par resistente, la iner
ia del vehí
ulo, los tiempos de inye

ión, el o
tanaje del
ombustible, et
. La segunda variable impli
ada en el 
omportamiento de los motoresdiesel es la masa de fuel (ṁf ), es de
ir, la 
antidad de fuel inye
tado dentro del 
ilindroen 
ada 
i
lo del motor. Esta variable interviene de manera dire
ta en la obten
ión dela poten
ia del vehí
ulo, así 
omo de manera indire
ta en la 
antidad de 
ontaminantesque se generan.Los ejemplos que se presentan a 
ontinua
ión muestran la apli
a
ión de dos té
ni
asde identifi
a
ión en la obten
ión de modelos ade
uados, que representen el 
omporta-miento de distintos aspe
tos de los motores diesel. En el primer ejemplo se presenta,el modelado mediante se
toriza
ión no lineal del régimen de giro de un motor diesel[Takagi & Sugeno 1985℄[Song & Grigoriadis 2003℄. Posteriormente, se aborda la identifi-
a
ión mediante agrupa
ión del produ
to espa
ial del sistema de renova
ión de la 
ar-ga en motores diesel turboalimentados [Babuska 1998; Gar
ía-Nieto & Martínez 2007;Gar
ía-Nieto et al. 2008℄.4.2 Apli
a
ión de la Se
toriza
ión No LinealEl diseño de un sistema de 
ontrol que gobierne el 
omportamiento de un pro
eso
omplejo, siempre resulta un reto desde 
ualquier punto de vista. En general, el primeres
ollo que se presenta es la obten
ión de un modelo matemáti
o que represente demanera ade
uada el 
omportamiento dinámi
o del sistema, y que al mismo tiempo seaade
uado para el diseño de un sistema de 
ontrol.El presente apartado aborda la apli
a
ión de la se
toriza
ión no lineal [Tanaka & Wang2001℄, esta té
ni
a se 
ara
teriza por la obten
ión de un modelo Fuzzy 
on estru
turaTS a partir de un 
onjunto de e
ua
iones diferen
iales no lineales. Normalmente, abor-dar el diseño de un sistema de 
ontrol a partir de un modelo des
rito en e
ua
ionesdiferen
iales no lineales resulta inviable o muy 
omplejo. Por tanto, la apli
a
ión dela se
toriza
ión no lineal puede resultar una té
ni
a interesante, ya que propor
iona unmodelo simplifi
ado a partir de la representa
ión original. El modelo resultante presentalas 
ara
terísti
as ne
esarias para ser abordado por un 
onjunto de té
ni
as bien defi-nidas y a
eptadas en el ámbito de 
ontrol. Por tanto, esta té
ni
a permite la obten
ión 79
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a
ión de Modelado e Identifi
a
iónde representa
iones simplifi
adas a partir de modelos 
omplejos, ha
iendo posible eldiseño de sistema de 
ontrol a partir de los modelos simplifi
ados.El presente apartado presenta la apli
a
ión de la se
toriza
ión no lineal a un modelono lineal que des
ribe el 
omportamiento del régimen de giro de un motor diesel. Eldiagrama 4.2 muestra de manera esquemáti
a el 
onjunto de variables impli
adas en elpro
eso desde el punto de vista de entrada salida.
Modelo 

Regimen de Giro
Motor Diesel

Masa Fuel (ṁf)

Par de Carga (Td)

Regimen Giro (ω)FIGURA 4.2: Variables Pro
eso.Este modelo fue introdu
ido en [Song & Grigoriadis 2003℄, y viene des
rito por lase
ua
iones 4.2-1 , 4.2-2 y 4.2-3 .El régimen de giro del motor se define a partir de la e
ua
ión de dinámi
a de rota
ióndel 
igüeñal, tal y 
omo muestra la e
ua
ión 4.2-1 .
J
dω(t)

dt
= Te(t)− Tf(t)− Td(t) (4.2-1 )donde,

ṁf (t) : Flujo Masa de Combustible
(

Kg
h

)

J : Momento de inercia del motor (kgm2), con valor igual 3

ω(t) : Régimen de giro del motor (rpm)

Te(t) : Par generado por el motor (Nm)

Tf (t) : Par de fricción del motor (Nm)

Td(t) : Par de carga del motor (Nm)El par generado por el motor se asume que es propor
ional a la 
antidad de fuelinye
tado (ṁf ), y dependiente de un retraso variable. Este retraso depende a su vez delrégimen de giro, tal y 
omo indi
a la e
ua
ión 4.2-2 .80
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Te(t) = 5.102ṁf(t− τ(ω))

τ(ω) = 0.0029996+ 29.166
ω

(4.2-2 )El par de fri

ión del motor viene des
rito por la e
ua
ión 4.2-3 .
Tf (t) =

ω2(t)

−0.0106ω2(t) + 0.71248ω(t)
√

ω(t)− 1680.5
(4.2-3 )El retardo de la señal de fuel inye
tado viene des
rito por la e
ua
ión 4.2-4 . Se haempleado una aproxima
ión de primer orden en espa
io de estados 
omo aproxima
ióndel retardo.

dṁf∗(t)

dt
=
ṁf (t)− ṁf∗(t)

τ(w)
(4.2-4 )El modelo 
ompleto en espa
io de estados es el resultado de tomar las e
ua
iones4.2-1 , 4.2-2 , 4.2-3 y 4.2-4 , expresando el sistema según la forma 
ompa
ta 4.2-5 .





dω(t)
dt

dṁf∗(t)
dt



 =





−ω(t)

(−0.0106ω2(t)+0.71248ω(t)
√

ω(t)−1680.5)3

5.102
3

0 − ω(t)
0.0029996ω(t)+29.166








ω(t)

ṁf∗(t)





+




− 1

3 0

0 ω(t)
0.0029996ω(t)+29.166








Td(t)

ṁf (t)



 (4.2-5 )Las variables del pro
eso ω(t) y ṁf (t), presentan las restri

iones que se muestran enla e
ua
ión 4.2-6 .
ω(t) ∈ [700, 2500]rpm

ṁf (t) ∈ [0, 300] mm3

cilindro

(4.2-6 )El primer paso para la apli
a
ión de la se
toriza
ión no lineal al modelo 4.2-5 , es laidentifi
a
ión de los términos no lineales, resultando la expresión 4.2-7 . Donde se puedeapre
iar que la variable ṁf (t) no se en
uentra in
luida en ningún término no lineal. Portanto, los límites de fun
ionamiento determinados en 4.2-6 no afe
tarán al modelo. 81
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



dω(t)
dt

dṁf∗(t)
dt



 =




− z1(t)

3
5.102

3

0 −z2(t)








ω(t)

ṁf∗(t)





+




− 1

3 0

0 z2(t)








Td(t)

ṁf (t)





(4.2-7 )
El segundo paso es el 
ál
ulo de los valores límite de las fun
iones no lineales:

ω(t) = 700 ⇒ min z1(t) = 0.110745 min z2(t) = 22.38873

ω(t) = 2500 ⇒ max z1(t) = 0.118318 max z2(t) = 68.185
(4.2-8 )El ter
er paso es la obten
ión de las fun
iones de pertenen
ia del dominio de lasvariables z1(t) y z2(t). En este 
aso, se emplean dos fun
iones triangulares solapadas un50% para 
ada variable, tal y 
omo muestran las figuras 4.3 y 4.4 . Las e
ua
iones 4.2-9 ,4.2-10 y 4.2-11 muestran el 
ál
ulo de las fun
iones de pertenen
ia de la variable z1(t).

z1(t) =M1(z1(t))0.118318 +M2(z1(t))0.110745 (4.2-9 )
M1(z1(t)) +M2(z1(t)) = 1 (4.2-10 )

M1(z1(t)) =
z1(t)−0.110745

7.573·10−3 M2(z1(t)) =
0.118318−z1(t)

7.573·10−3
(4.2-11 )

���10745 0.118318

0

1

M2 M1

Z1(t)FIGURA 4.3: Fun
ion de Pertenen
ia de z1(t).Apli
ando la misma metodología se obtiene la expresión 4.2-12 , 
orrespondiente a lafun
ión de pertenen
ia de la variable z2(t).82
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N1(z2(t)) =

z2(t)−22.38873
45.7927 N2(z2(t)) =

68.185−z2(t)
45.7927

(4.2-12 )

22.38873 68.185

0

1

N2 N1

Z2(t)FIGURA 4.4: Fun
ion de Pertenen
ia de z2(t).Por último, se 
onstruye el 
onjunto de reglas que definen el sistema borroso.REGLA 1: Si z1(t) Es Máximo Y z2(t) Es Mínimo




dω(t)
dt

dṁf∗(t)
dt



 =




−0.03944 1.70067

0 −22.38873








ω(t)

ṁf∗(t)



+




−1 0

0 22.38873








Td(t)

ṁf (t)



(4.2-13 )REGLA 2: Si z1(t) Es Mínimo Y z2(t) Es Mínimo




dω(t)
dt

dṁf∗(t)
dt



 =




−0.036915 1.70067

0 −22.38873








ω(t)

ṁf∗(t)



+




−1 0

0 22.38873








Td(t)

ṁf (t)



(4.2-14 )REGLA 3: Si z1(t) Es Máximo Y z2(t) Es Máximo




dω(t)
dt

dṁf∗(t)
dt



 =




−0.03944 1.70067

0 −68.185








ω(t)

ṁf∗(t)



+




−1 0

0 68.185








Td(t)

ṁf(t)



 (4.2-15 )REGLA 4: Si z1(t) Es Mínimo Y z2(t) Es Máximo




dω(t)
dt

dṁf∗(t)
dt



 =




−0.036915 1.70067

0 −68.185








ω(t)

ṁf∗(t)



+




−1 0

0 68.185








Td(t)

ṁf (t)



 (4.2-16 )Por último, la figura 4.5 muestra el 
omportamiento del modelo des
rito por la e
ua-
ión 4.2-5 en 
ompara
ión 
on el modelo borroso implementado 
on 
uatro reglas. La 83
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omparativa se ha realizado apli
ando a las entradas Td(t) y ṁf (t), señales sinusoidalesque provoquen la respuesta del sistema dentro y fuera del rango de diseño. El objetivoes poder observar la validez del modelo borroso dentro y fuera de las 
ondi
iones dediseño empleadas.
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Modelo No Lineal
Modelo Borroso

Validez del
Modelo

No Validez − Fuera del rango
determinadoFIGURA 4.5: Respuesta Comparativa Modelo No lineal vs Modelo Borroso.La figura 4.5 muestra 
omo los dos modelos presentan un 
omportamiento 
asi idén-ti
o dentro del rango de validez del modelo borroso, es de
ir, para ω(t) ∈ [700, 2500]rpm.Fuera del rango definido, los errores entre ambos modelos son evidentes. Por tanto sepuede 
onstatar la validez del modelo borroso siempre y 
uando el sistema no trabajefuera del rango de diseño. En este 
aso parti
ular, el rango de diseño podría ser aumen-tado 
on el objetivo de que el modelo borroso 
ubriese todo el rango de trabajo real. En
onse
uen
ia, el diseño del sistema de 
ontrol posterior, basado en el modelo borrosodes
rito podría tener validez en todo el rango de fun
ionamientoLa identifi
a
ión por se
toriza
ión, a la vista de los resultados, es una herramientade modelado sen
illa y potente que permite obtener un modelo de gran pre
isión dentrode un rango de validez predeterminado. Por tanto, se podrá abordar la fase de diseñodel sistema de 
ontrol 
on garantías de éxito, dado que se parte de un modelo pre
isoy simplifi
ado. Sin embargo, esta té
ni
a de modelado presenta un gran in
onvenienteen la ne
esidad de 
ono
er a priori el 
onjunto de e
ua
iones no lineales que des
ribenel pro
eso, ya que en la mayoría de sistemas 
omplejos resulta difí
il la obten
ión de84
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ióndi
has e
ua
iones. Este he
ho limita 
onsiderable su apli
a
ión en un amplio espe
trode pro
esos.Los resultados presentados en la figura 4.5 han sido obtenidos mediante la implemen-ta
ión en Simulink (Matlab) de los modelos no lineales des
ritos en la e
ua
ión 4.2-5 yel sistema borroso. Las figuras 4.6. 4.7 y 4.8, muestran la implementa
ión en Simulink.

FIGURA 4.6: Comparativa Modelo No lineal vs Modelo Borroso.

FIGURA 4.7: Modelo No Lineal.
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FIGURA 4.8: Modelo Borroso.4.3 Apli
a
ión de Produ
t Spa
e ClusteringLa se

ión anterior muestra la obten
ión de modelos Fuzzy 
on estru
tura Takagi-Sugeno a partir de una des
rip
ión físi
a basada en primeros prin
ipios del pro
eso. Portanto, la se
toriza
ión no lineal ne
esita del 
ono
imiento del 
onjunto de e
ua
iones di-feren
iales no lineales que des
riben el sistema [Tanaka & Wang 2001℄. Sin embargo, estainforma
ión no siempre se en
uentra disponible. En mu
has o
asiones el sistema es tan
omplejo y/o des
ono
ido para las ingenieros, que se deben plantear té
ni
as de iden-tifi
a
ión a partir de datos experimentales obtenidos del pro
eso [Babuska 1998℄[Ljung1999℄[Abonyi 2003℄. El ejemplo que se des
ribe a 
ontinua
ión plantea este 
aso, 
ó-mo modelar el pro
eso de renova
ión de la 
arga en un motor diesel turboalimentadoa partir de datos experimentales [Gar
ía-Nieto & Martínez 2007℄. Por tanto, se asume eldes
ono
imiento de las e
ua
iones dinámi
as en primeros prin
ipios que des
riben el
omportamiento del sistema. Por ello, se hará uso de un 
onjunto de datos experimen-tales obtenidos a partir de ensayos realizados en laboratorio. En parti
ular, los datosque se emplean en la identifi
a
ión provienen de ensayos reales realizados a un vehí
ulodiesel turboalimentado en los laboratorios del Centro de Motores Térmi
os de la Univer-sidad Polité
ni
a de Valen
ia. Las 
ara
terísti
as del vehí
ulo empleado se des
riben a
ontinua
ión:Motor Diesel PSA (Grupo Peugeot-Citröen)1600 

., 4 
ilindros en línea y 2 válvulas/
ilindro1000 kg de pesoRadio de Compresión 18.3:186
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a
ión de Modelado e Identifi
a
iónMáxima poten
ia: 78.75 kWCommon rail de inye

ión dire
taVálvula ele
tróni
a EGRVálvula de geometría variable a la entrada de la turbina V GTLos datos experimentales, empleados en este ejemplo, han sido obtenidos sometien-do a un vehí
ulo 
omer
ial a los tests de homologa
ión Euro 4 [Union 2003℄. Estos testsse realizan para validar el 
umplimiento de la normativa en 
uanto a emisiones de 
onta-minantes. A 
ontinua
ión se presenta la respuesta del vehí
ulo des
rito anteriormente,sometido al test Euro 4. Las figuras 4.9 y 4.10 muestran la respuesta temporal de lasprin
ipales variables, que intervienen en el pro
eso de renova
ión de la 
arga, al some-ter al vehí
ulo espe
ifi
ado al test Euro 4.
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FIGURA 4.9: Variables de Entrada - Renova
ión de la Carga.El 
onjunto de datos experimentales, mostrados en las figuras 4.9 y 4.10, serán elpunto de partida para la apli
a
ión del esquema de identifi
a
ión propuesto en el 
apí-tulo 3. Éste 
onsta de 5 paso fundamentales, tal y 
omo se puede apre
iar en el diagramade la figura 6.1 que resume el pro
eso de identifi
a
ión. 87
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FIGURA 4.10: Variables de Salida - Renova
ión de la Carga.4.3.1 Sele

ión de la estru
turaEl punto de partida para la identifi
a
ión experimental es la sele

ión de los pará-metros fundamentales. Estos fijan la estru
tura del modelo TS que se obtendrá 
omoresultado del pro
eso de identifi
a
ión. Los parámetros a sele

ionar son:Las variables del modelo. Tanto desde el punto de vista de entrada-salida, 
omo delas variables que intervienen en el ante
edente y 
onse
uente de las reglas borrosas.La estru
tura de los 
onse
uentes. Por tanto, la aproxima
ión dinámi
a de 
adamodelo lo
al.El número de reglas del modelo, las 
uales vienen definidas por el número de 
lus-ters estable
idos. La espe
ifi
a
ión de un 
onjunto determinado de reglas determi-na de manera dire
ta la 
omplejidad y pre
isión del modelo.En primer lugar, las variables que intervienen en el pro
eso de renova
ión de la 
arga,desde un punto de vista de entrada-salida, se muestran en el diagrama de la figura 4.12.En segundo lugar, la estru
tura de los 
onse
uentes de las reglas TS se definen me-diante modelos afines MISO 
on estru
tura NARX . Donde la e
ua
ión 6.1-1 determina larela
ión dinámi
a existente entre las variables de entrada del sistema, valores anterioresy las salidas.
Nonlinear Autoregressive Exogenous Model: y(k) = F{y(k − 1), · · · , y(k − n), u(k − 1), · · · , u(k −m)}88
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Obtención Datos Experimentales

Selección Estructura (Fijar Parámetros)

Preprocesado Datos

Funciones de Pertenencia

Parámetros Consecuentes

Validación Modelo

Ratio Precisión-Complejidad Válido?

Agrupación Borrosa

NO

Modelo Borroso Takagi-Sugeno

SI

Número de Clusters

FIGURA 4.11: Etapas del pro
eso de identifi
a
ión
Modelo 

Renovación de la Carga
Motor Diesel Turboalimentado

Masa Fuel (ṁf)

Régimen Giro (RPM)

EGR

TGV

Masa Aire (ṁa)

Presión Aire (pa)FIGURA 4.12: Esquema Variables Renova
ión de la Carga. 89
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ṁa(k) = a1ṁa(k − 1) + a2ṁa(k − 2) + a3pa(k − 1) + a4pa(k − 2)+

+b1RPM(k − 1) + b2ṁf (k − 1) + b3EGR(k − 1) + b4TGV (k − 1) + c1

pa(k) = a5ṁa(k − 1) + a6ṁa(k − 2) + a7pa(k − 1) + a8pa(k − 2)+

+b5RPM(k − 1) + b6ṁf (k − 1) + b7EGR(k − 1) + b8TGV (k − 1) + c2

(4.3-1 )
Por último, se ha fijado el número de 
lusters en un valor igual a 3. Es de
ir, seobtendrán tres reglas TS por 
ada una de las salidas del modelo. Este valor es el resultadode un pro
eso iterativo de prueba error, donde el objetivo es en
ontrar el equilibrio entrepre
isión y 
omplejidad del modelo. En este 
aso parti
ular, se ha determinado que 3reglas propor
ionan el mejor ratio pre
isión-
omplejidad.En 
on
lusión, a la vista de los parámetros sele

ionados, la estru
tura de los ante
e-dentes de las reglas serán definidos 
onforme a las e
ua
iones 4.3-2 y 4.3-5 .
SALIDA ṁa

REGLA 1 : Si ṁa(k − 1) Es A11 Y ṁa(k − 2) Es A12 Y pa(k − 1) Es A13 YY pa(k − 2) Es A14 Y RPM(k − 1) Es A15 Y ṁf (k − 1) Es A16 YY EGR(k − 1) Es A17 Y TGV (k − 1) Es A18 Enton
es (4.3-2 )
REGLA 2 : Si ṁa(k − 1) Es A21 Y ṁa(k − 2) Es A22 Y pa(k − 1) Es A23 YY pa(k − 2) Es A24 Y RPM(k − 1) Es A25 Y ṁf (k − 1) Es A26 YY EGR(k − 1) Es A27 Y TGV (k − 1) Es A28 Enton
es (4.3-3 )
REGLA 3 : Si ṁa(k − 1) Es A31 Y ṁa(k − 2) Es A32 Y pa(k − 1) Es A33 YY pa(k − 2) Es A34 Y RPM(k − 1) Es A35 Y ṁf (k − 1) Es A36 YY EGR(k − 1) Es A37 Y TGV (k − 1) Es A38 Enton
es (4.3-4 )90
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SALIDA pa

REGLA 4 : Si ṁa(k − 1) Es A11 Y ṁa(k − 2) Es A12 Y pa(k − 1) Es A13 YY pa(k − 2) Es A14 Y RPM(k − 1) Es A15 Y ṁf(k − 1) Es A16 YY EGR(k − 1) Es A17 Y TGV (k − 1) Es A18 Enton
es (4.3-5 )
REGLA 5 : Si ṁa(k − 1) Es A21 Y ṁa(k − 2) Es A22 Y pa(k − 1) Es A23 YY pa(k − 2) Es A24 Y RPM(k − 1) Es A25 Y ṁf (k − 1) Es A26 YY EGR(k − 1) Es A27 Y TGV (k − 1) Es A28 Enton
es (4.3-6 )
REGLA 6 : Si ṁa(k − 1) Es A31 Y ṁa(k − 2) Es A32 Y pa(k − 1) Es A33 YY pa(k − 2) Es A34 Y RPM(k − 1) Es A35 Y ṁf (k − 1) Es A36 YY EGR(k − 1) Es A37 Y TGV (k − 1) Es A38 Enton
es (4.3-7 )

4.3.2 Datos de RegresiónUna vez se ha sele

ionado la estru
tura del modelo se debe 
al
ular la matriz Z,a partir de la matriz de regresión X y el ve
tor y de regresores. Las e
ua
iones 4.3-8 ,4.3-9 y 4.3-10 muestran el ve
tor y, la matriz X y la matriz Z empleados en este 
asoparti
ular.
XT =






















ṁa(2) ṁa(3) · · · ṁa(N − 1)

ṁa(1) ṁa(2) ṁa(N − 2)

pa(2) pa(3) pa(N − 1)

pa(1) pa(2) pa(N − 2)

RPM(2) RPM(3)
. . . RPM(N − 1)

ṁf(2) ṁf (3) ṁf (N − 1)

EGR(2) EGR(3) EGR(N − 1)

TGV (2) TGV (3) · · · TGV (N − 1)






















(4.3-8 )
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y =










ṁa(3) pa(3)

ṁa(4) pa(4)... ...
ṁa(N) pa(N)










(4.3-9 )
ZT =

[

X y
] (4.3-10 )4.3.3 Agrupa
ión BorrosaLa matriz Z, obtenida en el apartado anterior, y el número de 
lusters c deseados,son los dos elementos ne
esarios para poder generar una agrupa
ión borrosa a partirde los datos experimentales. En parti
ular, se emplea el algoritmo Gustalfson-Kessel(GK) [Gustafson & Kessel 1979℄, el 
ual propor
iona la matriz de parti
ión borrosa (U ),la matriz de 
entros de los 
lusters (V ) y la matriz de 
onvarianzas de los 
onjuntosborrosos (F ).Las tablas 4.1 y 4.2 muestra la matri
es V que representa los 
entros de los 
lustersgenerados para 
ada uno de los modelos MISO (2 modelos, uno por 
ada salida).CUADRO 4.1: Centros de los los 
lusters para la variables de salida ṁa

c ṁa(k − 1) ṁa(k − 2) pa(k − 1) pa(k − 2) RPM(k − 1) ṁf (k − 1) EGR(k − 1) TGV (k − 1)1 27.2 27.3 1.02 1.02 872 0.526 87.5 69.82 60.8 60.7 1.06 1.06 1770 1.43 83.1 61.23 91.7 91.6 1.15 1.14 1580 1.86 2.46 60.9CUADRO 4.2: Centros de los 
lusters para la variable de salida pa

c ṁa(k − 1) ṁa(k − 2) pa(k − 1) pa(k − 2) RPM(k − 1) ṁf (k − 1) EGR(k − 1) TGV (k − 1)1 26.0 26.1 1.02 1.02 847 0.499 88.4 70.02 61.4 61.4 1.06 1.06 1780 1.43 82.0 61.33 91.0 90.9 1.14 1.14 1570 1.82 2.99 61.1Las matri
es F y U no se presentan en este apartado por una 
uestión de espa
io, yaque la dimensión de estas matri
es son del orden del número de datos muestreados.4.3.4 Fun
iones de Pertenen
ia de los Ante
edentesLas fun
iones de pertenen
ia de los ante
edentes se 
al
ulan analíti
amente a partirde las matri
es F , U y V 
al
uladas en el apartado anterior. El pro
edimiento de 
ál
ulo92
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a
ión de Modelado e Identifi
a
iónse detalla en el 
apítulo 3. Las figuras 4.13 y 4.14 muestran las fun
iones de pertenen
iaobtenidas a partir del pro
eso de agrupamiento apli
ado.
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FIGURA 4.13: Fun
iones de Pertenen
ia de los Ante
edentes de la variable ṁa.
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a
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a
ión4.3.5 Parámetros de los Conse
uentesLos parámetros de los 
onse
uentes des
ritos en la e
ua
ión 6.1-1 son estimadosempleando mínimos 
uadrados ponderados [Grewal & Glover 1976℄. En parti
ular, seresuelve la e
ua
ión 4.3-11 , donde Xe se define 
omo Xe = [X 1], Wi se define 
omo unamatriz diagonal 
on dimensión RNxN y que 
ontiene el grado de pertenen
ia de µik.
Θi = [XT

e WiXe]
−1]XT

e Wiy (4.3-11 )Por tanto, a partir de los datos experimentales y de las fun
iones de pertenen
iaobtenidas en el apartado anterior, se obtiene el modelo TS des
rito por las e
ua
iones4.3-12 , 4.3-15 y las tablas 4.3 y 4.4.
SALIDA ṁa

REGLA 1 : Si ṁa(k − 1) Es A11 Y ṁa(k − 2) Es A12 Y pa(k − 1) Es A13 YY pa(k − 2) Es A14 Y RPM(k − 1) Es A15 Y ṁf (k − 1) Es A16 YY EGR(k − 1) Es A17 Y TGV (k − 1) Es A18 Enton
es
ṁa(k) = a111ṁa(k − 1) + a112ṁa(k − 2) + a113pa(k − 1) + a114pa(k − 2)+

+b111RPM(k − 1) + b112ṁf (k − 1) + b113EGR(k − 1) + b114TGV (k − 1) + c111(4.3-12 )
REGLA 2 : Si ṁa(k − 1) Es A21 Y ṁa(k − 2) Es A22 Y pa(k − 1) Es A23 YY pa(k − 2) Es A24 Y RPM(k − 1) Es A25 Y ṁf (k − 1) Es A26 YY EGR(k − 1) Es A27 Y TGV (k − 1) Es A28 Enton
es

ṁa(k) = a121ṁa(k − 1) + a122ṁa(k − 2) + a123pa(k − 1) + a124pa(k − 2)+

+b121RPM(k − 1) + b122ṁf(k − 1) + b123EGR(k − 1) + b124TGV (k − 1) + c121(4.3-13 )94
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REGLA 3 : Si ṁa(k − 1) Es A31 Y ṁa(k − 2) Es A32 Y pa(k − 1) Es A33 YY pa(k − 2) Es A34 Y RPM(k − 1) Es A35 Y ṁf (k − 1) Es A36 YY EGR(k − 1) Es A37 Y TGV (k − 1) Es A38 Enton
es

ṁa(k) = a131ṁa(k − 1) + a132ṁa(k − 2) + a133pa(k − 1) + a134pa(k − 2)+

+b131RPM(k − 1) + b132ṁf (k − 1) + b133EGR(k − 1) + b134TGV (k − 1) + c131(4.3-14 )
SALIDA pa

REGLA 4 : Si ṁa(k − 1) Es A11 Y ṁa(k − 2) Es A12 Y pa(k − 1) Es A13 YY pa(k − 2) Es A14 Y RPM(k − 1) Es A15 Y ṁf (k − 1) Es A16 YY EGR(k − 1) Es A17 Y TGV (k − 1) Es A18 Enton
es
pa(k) = a211ṁa(k − 1) + a212ṁa(k − 2) + a213pa(k − 1) + a214pa(k − 2)+

+b211RPM(k − 1) + b212ṁf (k − 1) + b213EGR(k − 1) + b214TGV (k − 1) + c211(4.3-15 )
REGLA 5 : Si ṁa(k − 1) Es A21 Y ṁa(k − 2) Es A22 Y pa(k − 1) Es A23 YY pa(k − 2) Es A24 Y RPM(k − 1) Es A25 Y ṁf (k − 1) Es A26 YY EGR(k − 1) Es A27 Y TGV (k − 1) Es A28 Enton
es

pa(k) = a221ṁa(k − 1) + a222ṁa(k − 2) + a223pa(k − 1) + a224pa(k − 2)+

+b221RPM(k − 1) + b222ṁf (k − 1) + b223EGR(k − 1) + b224TGV (k − 1) + c221(4.3-16 ) 95
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REGLA 6 : Si ṁa(k − 1) Es A31 Y ṁa(k − 2) Es A32 Y pa(k − 1) Es A33 YY pa(k − 2) Es A34 Y RPM(k − 1) Es A35 Y ṁf (k − 1) Es A36 YY EGR(k − 1) Es A37 Y TGV (k − 1) Es A38 Enton
es

pa(k) = a231ṁa(k − 1) + a232ṁa(k − 2) + a233pa(k − 1) + a234pa(k − 2)+

+b231RPM(k − 1) + b232ṁf(k − 1) + b233EGR(k − 1) + b234TGV (k − 1) + c231(4.3-17 )CUADRO 4.3: Parámetros de los 
onse
uentes I
axx1 axx2 axx3 axx4

a11x 0.698 −1.15 · 10−1 2.11 10.7

a12x 1.480 −5.86 · 10−1 −21.9 24.6

a13x 1.480 −5.32 · 10−1 86.9 −80.0

a21x 5.95 · 10−4 −2.63 · 10−4 0.114 0.650

a22x 2.91 · 10−4 −2.15 · 10−4 1.290 −0.348

a23x 2.41 · 10−4 −1.69 · 10−4 1.580 −0.612CUADRO 4.4: Parámetros de los 
onse
uentes II
bxx1 bxx2 bxx3 bxx4 cxx1

{b, c}11x 1.56 · 10−2 6.14 · 10−1 −1.08 · 10−1 2.28 · 10−1 −22.30

{b, c}12x 3.52 · 10−3 −2.74 · 10−1 −5.02 · 10−2 −1.44 · 10−1 10.70

{b, c}13x 8.41 · 10−4 1.71 · 10−1 −1.30 · 10−2 −9.91 · 10−3 −4.270

{b, c}21x −6.80 · 10−6 −1.36 · 10−3 −2.01 · 10−5 1.26 · 10−4 0.23000

{b, c}22x −1.79 · 10−6 1.29 · 10−3 −4.14 · 10−5 2.48 · 10−6 0.06090

{b, c}23x −8.65 · 10−8 2.20 · 10−3 −1.02 · 10−5 2.65 · 10−4 0.009554.3.6 Implementa
iónA
tualmente existen múltiples herramientas software que permiten realizar una im-plementa
ión ade
uada de la té
ni
a de identifi
a
ión empleada. En este 
aso, se ha em-pleado la Toolbox FMID 4.0 para Matlab, desarrollada por el el Dr. R. Babuska [Babuska1998℄. Esta Toolbox propor
iona todas las herramientas ne
esaria para abordar el pro
e-so de identifi
a
ión 
on garantías. El anexo III propor
iona informa
ión detallada de lasherramientas in
orporados en la Toolbox.96
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a
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a
ión4.3.7 Resultados ObtenidosEl último estadio del pro
eso de identifi
a
ión es la 
omproba
ión de la pre
isióndel modelo borroso obtenido. Para ello se van a realizar dos 
omproba
iones. En primerlugar, se 
omparará la respuesta del modelo 
on el 
omportamiento real del sistema,empleando el mismo 
onjunto de datos experimentales que se empleó en el pro
eso deidentifi
a
ión. En segundo lugar, se 
omparará pro
eso y modelo empleando un 
onjun-to de datos experimentales de valida
ión.Los datos de la segunda 
omparativa, datos de valida
ión, pro
eden de otro test Eu-ro 4 realizado sobre el mismo vehí
ulo. Sin embargo, en este segundo test la masa delvehí
ulo se ha modifi
ado, añadiendo una masa de 100 kg. El objetivo es validar el 
om-portamiento del modelo 
on este segundo paquete de datos experimentales.Además de presentar las gráfi
as referentes a las 
omparativas de modelo y pro
e-so, se empleará un índi
e que nos permita 
uantifi
ar la 
alidad del modelo de maneraobjetiva. El índi
e sele

ionado es el denominado VAF (Varian
e A

ounted For), querepresenta la varianza por
entual entre dos señales temporales. Este índi
e es amplia-mente utilizado en la literatura dentro del ámbito de identifi
a
ión de sistemas diná-mi
os [Verdult & Verhaegen 2000℄. La e
ua
ión 6.1-21 muestra la expresión del índi
eempleado.
V AF = 100%

[

1− var(y − ŷ)

var(y)

] (4.3-18 )Donde y e ŷ son la salida de pro
eso y la salida del modelo borroso respe
tivamente.En el 
aso monovariable y e ŷ serán ve
tores, mientras que en el 
aso multivariablevendrán representadas por matri
es. Por tanto, la evalua
ión de la expresión 6.1-21 enel 
aso de matri
es se apli
ará a 
ada 
olumna. Es de
ir, se 
omparará dos a dos lassalidas 
orrespondientes.La figura 6.3 muestra la segunda 
omparativa entre la respuesta del modelo y elpro
eso, empleando el 
onjunto de datos de valida
ión.El 
ál
ulo del índi
e VAF, reflejado en la tabla 6.2, permite estable
er 
on
lusionesanalíti
as más allá de la apre
ia
ión visual de la gráfi
a 6.3. Se puede apre
iar 
omo elvalor del índi
e de pre
isión presenta valores superiores al 90% tanto 
on el 
onjuntode datos de identifi
a
ión 
omo el de valida
ión. Por tanto, se puede tener una relativaseguridad de que el modelo es representativo del pro
eso real. 97
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FIGURA 4.15: Comparativa Datos Valida
ión.CUADRO 4.5: Índi
e VAF(%) de los experimentos.
ṁa paDat. Identifi
a
ión 96.9329 97.2370Dat. Valida
ión 93.4120 95.10304.4 Con
lusionesLos ejemplos de modelado expuestos en este 
apítulo muestran la apli
abilidad de lasté
ni
as de se
toriza
ión no lineal y de la identifi
a
ión a partir de datos experimentalesmediante produ
t spa
e 
lustering, las 
uales fueron des
ritas en el 
apítulo 3.Los dos ejemplos presentados en este 
apítulo abordan el modelado de distintos sub-pro
esos existentes en los motores diesel a
tuales. El estudio de este tipo de pro
esos se
ara
teriza prin
ipalmente por la difi
ultad existente a la hora de obtener modelos ma-temáti
os que representen 
on sufi
iente pre
isión el pro
eso, y al mismo tiempo seanade
uados para el diseño de sistemas de 
ontrol. Sin embargo, en el presente 
apítulo seha mostrado 
omo es posible abordar el problema obteniendo resultados satisfa
toriosha
iendo uso de metodologías basadas en lógi
a borrosa.Las dos té
ni
as de modelado propuestas se basan en la obten
ión de modelos bo-rrosos 
on estru
tura Takagi-Sugeno en espa
io de estados. Sin embargo, la diferen
ia98
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a
ión de Modelado e Identifi
a
iónfundamental entre las dos té
ni
as de modelado presentadas es el punto de partida. Laprimera de ellas, la se
toriza
ión de no linealidades, parte de un 
onjunto de e
ua
ionesdiferen
iales no lineales que des
riben el 
omportamiento del pro
eso. A partir de éstas,se obtiene un modelo borroso 
on estru
tura TS valido dentro de un rango determinado,el 
ual es definido a priori. El modelo resultante presentará idénti
o 
omportamientoque el 
onjunto de e
ua
iones diferen
iales no lineales dentro del rango de validez defi-nido. Sin embargo, fuera de di
ho rango el modelo borroso diverge del 
omportamientodel sistema.La ne
esidad de un buen 
ono
imiento del pro
eso mediante e
ua
iones en el mode-lado mediante se
toriza
ión no lineal, 
osa que no siempre es posible, resulta un gran
ondi
ionante. Esto restringe el rango de apli
abilidad de esta té
ni
a, ya que existenmultitud de pro
eso donde la obten
ión de las e
ua
iones fundamentales resulta 
om-plejo y tedioso. Por otra parte, el modelado de sistemas me
áni
os se presenta 
omo unode los 
ampos de apli
a
ión idóneos para esta té
ni
a, ya que en este tipo de pro
esos el
ono
imiento del 
omportamiento del sistema es elevado y bien definido desde el puntode vista matemáti
o.La segunda té
ni
a presentada, el modelado basada en el produ
t spa
e 
lustering,también persigue el objetivo de obtener una representa
ión borrosa 
on estru
tura TSdel pro
eso original. Sin embargo, esta té
ni
a tiene 
omo punto de partida 
onjuntos dedatos experimentales pro
edentes del pro
eso, siendo radi
almente opuesto a la primeraté
ni
a, donde resulta impres
indible 
ono
er el 
onjunto de e
ua
iones diferen
iales nolineales que des
riben el sistema. Por tanto, resulta evidente que la apli
abilidad de estasegunda metodología es generalizable a 
ualquier pro
eso del 
ual se puedan obtenerdatos experimentales, y por tanto a un amplio espe
tro de pro
esos.La 
uestión fundamental en esta segunda té
ni
a es el uso de té
ni
as de agrupa
iónborrosa a partir de las 
uales se pueden obtener el 
onjunto de reglas borrosas delsistema. El 
onjunto de 
lusters o grupos definen dire
tamente el número de reglas ypor tanto la pre
isión y 
omplejidad del modelo. Por otra parte, el ejemplo presentadoplantea el uso de un índi
e denominado VAF 
on el objetivo de 
omprobar la pre
isión delos modelos obtenidos. Este índi
e muestra 
omo el resultado obtenido en el segundoejemplo presenta una pre
isión satisfa
toria, ya que el 
omportamiento dinámi
o delsistema real es representado ade
uadamente por el modelo borroso.Por último, desta
ar que los modelos obtenidos en los dos ejemplos resultan equiva-lentes desde el punto de vista estru
tural, por lo que se pueden emplear las mismas té
-ni
as de diseño de 
ontroladores en ambos 
asos. En 
on
lusión, se han podido obtenermodelos aptos para diseñar sistemas de 
ontrol y que representan satisfa
toriamenteel 
omportamiento dinámi
o de pro
esos reales de difi
ultad 
ontrastada y difí
iles demanejar 
on té
ni
as 
lási
as de modelado e identifi
a
ión. 99
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CAPÍTULO 5
Control Borroso PDC y Predictivo

"La ingeniería de 
ontrol se define 
omo la dis
iplina de la ingeniería que se 
entra en elmodelado matemáti
o de sistemas de diversa naturaleza, analizando su 
omportamientodinámi
o. Así mismo, se emplea la teoría de 
ontrol para el diseño de un 
ontrolador quemodifique la respuesta dinámi
a y estáti
a del sistema para un 
omportamiento deseado".Wikipedia - The Free En
y
lopedia5.1 Introdu

iónLa posibilidad de representar sistemas no lineales 
omplejos de manera 
ompa
tay 
on relativa pre
isión ha he
ho de los modelos Takagi-Sugeno una herramienta muyempleada, ya que en general, resulta 
omplejo y tedioso la obten
ión de modelos nolineales. Por ello, el diseño de sistemas de 
ontrol basados en modelos borrosos TS hasupuesto una línea de investiga
ión muy a
tiva desde la publi
a
ión de [Takagi & Sugeno1985℄.En este 
apítulo se pretende mostrar algunas de las té
ni
as existentes en la litera-tura que permiten diseñar sistemas de 
ontrol empleando modelos TS. En parti
ular,se realizará una des
rip
ión partiendo de té
ni
as de 
ará
ter generalista, 
omo puedeser el diseño de 
ontroladores PDC des
ritos en profundidad en en [Tanaka & Sugeno1992℄, [Wang et al. 1995℄ y [Kang et al. 1998℄, para 
on
luir 
on una visión de distintasalternativas para el diseño de 
ontroladores predi
tivos borrosos.
PDC es el a
rónimo del angli
ismo Parallel Distributed Compensator. 103
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Control Borroso PDC y Predi
tivoEn primer lugar, 
omo ya se ha indi
ado, se des
ribe el diseño de 
ontroladores bo-rrosos PDC, los 
uales presentan una estru
tura de diseño muy interesante, que permiterealizar un estudio exhaustivo y detallado de la estabilidad del 
onjunto 
ontrolador-modelo en bu
le 
errado. El estudio y 
ara
teriza
ión de la estabilidad de este tipo desistemas es viable mediante la formula
ión y resolu
ión de las denominadas LMIs, porello, también se realiza una breve introdu

ión a los 
on
eptos más interesantes de és-tas.La utiliza
ión de una herramienta tan potente 
omo las LMIs abre un abani
o deposibilidades muy interesante a la hora de diseñar los sistemas de 
ontrol borroso 
onestru
tura PDC. Una de estas posibilidades es la utiliza
ión de índi
es de 
oste 
on elobjetivo de obtener leyes de 
ontrol óptimas respe
to algún 
riterio de diseño.La última parte del 
apítulo presentará algunas de las aporta
iones existentes en eldiseño de 
ontroladores borrosos predi
tivos, 
on el objetivo de analizar las ventajas ein
onvenientes que presentan las distintas alternativas. De este modo, la última partedel 
apítulo servirá de preámbulo a las aporta
iones que se exponen a partir del 
apítulo7 de la presente tesis.5.2 Controladores Borrosos PDCUna de las metodologías de diseño basada en modelos TS más empleada en la litera-tura es el diseño de 
ontroladores denominados Compensadores Distribuidos Paralelos(PDC). Este tipo de 
ontroladores fueron enun
iados por primera vez en [Sugeno & Kang1986℄. Sin embargo, hasta la publi
a
ión de [Tanaka & Sugeno 1992℄ en 1992, el análisisriguroso de estabilidad del sistema en bu
le 
errado empleando un 
ontrolador PDC nofue desarrollado. El trabajo 
itado mejora el pro
eso de diseño y se des
ribe en detallelas herramientas matemáti
as ne
esarias para el análisis de estabilidad.El 
ontrolador PDC ofre
e un pro
edimiento de diseño bien definido a partir de unmodelo TS existente. Evidentemente, el primer paso es obtener di
ho modelo borrosodel sistema expresado según la e
ua
ión (5.2-1 ), tal y 
omo se presentó en el 
apítulo 2
REGLA i :Si z1(k) Es Mi1 Y · · · Y zp(k) EsMip Enton
es
X(k + 1) = AiX(k) +BiU(k)

Y (k) = CiX(k) i = 1, 2, ..., r

(5.2-1 )
LMI es el a
rónimo del angli
ismo Linear Matrix Inequalities.104



Control Borroso PDC y Predi
tivoDonde los Mij definen los 
onjuntos borrosos de pertenen
ia de las variables zp(k), r esel número de reglas del modelo y, las matri
es Ai, Bi y Ci definen el modelo en espa
iode estados de los 
onse
uentes. Por tanto, la salida de los modelos borrosos TS puedeser inferida según las e
ua
iones:
X(k + 1) =

r∑

i=1

wi(z(k))(AiX(k) +BiU(k))

r∑

i=1

wi(z(k)) =

r∑

i=1

hi(z(k))(AiX(k) +BiU(k)) (5.2-2 )
Y (k) =

r∑

i=1

wi(z(k))(CiX(k))

r∑

i=1

wi(z(k)) =

r∑

i=1

hi(z(k))(CiX(k)) (5.2-3 )Donde, z(k) = [z1(k) · · · zp(k)]

wi(z(k)) = Πp
j=1Mij(zj(k))

hi(z(k)) = wi(z(k))
r∑

i=1

wi(z(k)) (5.2-4 )
La e
ua
ión (5.2-1 ) expresa de manera formal, la 
apa
idad de los modelos borro-sos TS de representar la dinámi
a existente en distintas regiones del espa
io de estadosmediante el empleo de modelos lineales lo
ales. Aprove
hando esta 
ara
terísti
a, en[Wang et al. 1995℄ se propone el diseño de un 
ontrolador para 
ada uno de los mode-los lo
ales que 
omponen el sistema borroso, 
omo metodología para diseñar un 
on-trolador global basado en modelos TS. Por tanto, el 
ontrolador que se propone (PDC)presenta la misma estru
tura borrosa que el modelo TS original y 
on ello el númerode reglas, fun
iones de pertenen
ia y premisas en los ante
edentes. Sin embargo, los
onse
uentes son modifi
ados, donde originalmente existía un modelo lo
al, ahora sedefine la ley de 
ontrol lo
al 
orrespondiente diseñada 
on el objetivo de gobernar elmodelo lo
al pertinente. La figura 5.1 muestra un esquema 
on
eptual del diseño de
ontroladores PDC.En general, la ley de 
ontrol que gobierna 
ada uno de los modelos lineales lo
alespuede presentar 
ualquier estru
tura. Sin embargo, en [Tanaka & Wang 2001℄ se distin-gue entre 
ontroladores PDC y DPDC. Los primeros se 
ara
terizan por tener una estru
-tura 
lási
a de realimenta
ión del ve
tor de estado 
ono
ido u observado [Ogata 1998℄.Por otra parte, los 
ontroladores DPDC presentan leyes de 
ontrol dinámi
as definidas105
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REGLA 1 REGLA 1

REGLA 2 REGLA 2

REGLA r REGLA r

Diseño de Controlador para 

el Modelo Local

Modelo Borroso
Takagi-Sugeno

Controlador Borroso
PDC

FIGURA 5.1: Diagrama Con
eptual para el diseño de 
ontroladores PDC.en espa
io de estados y, donde la 
omplejidad puede ser elevada [Tanaka & Wang 2001℄.Sin embargo, en este trabajo sólo se utilizarán los 
ontroladores PDC, ya que todos losestados son medibles y, dado que, el modelo en espa
io de estados que se emplea seobtiene a partir de datos de entrada salida tal y 
omo se des
ribe en el 
apitulo 3 y 4.La e
ua
ión (5.2-5 ) des
ribe la estru
tura del 
ontrolador PDC a partir de un modeloTS en el 
ual se emplea la de realimenta
ión del estado.
REGLA i :Si z1(k) Es Mi1 Y · · · Y zp(k) EsMip Enton
es
U(k) = −KiX(k) i = 1, 2, ..., r

(5.2-5 )
Donde los Mij definen los 
onjuntos borrosos de pertenen
ia de las variables zp(k), r esel número de reglas del modelo y, Ki son las matri
es de realimenta
ión del estado en
ada regla. Por tanto, la a

ión de 
ontrol global del 
ontrolador PDC puede ser inferida
omo:

U(k) = −

r∑

i=1

wi(z(k))(KiX(k))

r∑

i=1

wi(z(k)) = −
r∑

i=1

hi(z(k))(KiX(k)) (5.2-6 )106



Control Borroso PDC y Predi
tivoEl objetivo de diseño de este tipo de 
ontroladores es obtener el 
onjunto de ga-nan
ias Ki (ver e
ua
ión (5.2-5 )) que gobiernen los modelos lineales lo
ales y, a su vez,estabilizen el sistema de manera global. Pre
isamente, la ne
esidad de 
ono
er el 
om-portamiento global del sistema en bu
le 
errado requiere el estudio de estabilidad del
onjunto, tal y 
omo se muestra en la siguiente se

ión.5.3 Condi
iones de EstabilidadLas 
ondi
iones de estabilidad de los sistemas borrosos han sido estudiadas de mane-ra intensiva a lo largo de la dé
ada de los 90, desta
an trabajos 
omo [Tanaka & Sugeno1992℄, [Kawamoto et al. 1992℄, [Wang et al. 1995℄, [Kang et al. 1998℄ o [Tanaka & Wang2001℄.La extensión de la teoría de Lyapunov [Jankovi
 et al. 2000℄ al análisis de estabilidadde sistemas borrosos es uno de los métodos más empleados. En [Tanaka & Wang 2001℄se emplea este 
riterio para desarrollar todo el análisis de estabilidad para sistemas TS,que 
ulmina 
on el teorema 5.3.1, el 
ual se enun
ia a 
ontinua
ión:TEOREMA 5.3.1 El punto de equilibrio de un sistema borroso des
rito según la e
ua
ión(5.2-1 ) 
on a

ión de 
ontrol U(k)=0 es asintóti
amente estable de manera global si existeuna matriz P definida positiva 
omún para todos los modelos lineales lo
ales definidos enel modelo TS tal que
AT

i PAi + P < 0, i = 1, 2, · · · , r (5.3-1 )El siguiente paso es apli
ar este resultado de estabilidad 
uando se analiza el 
onjun-to modelo pro
eso-
ontrolador en bu
le 
errado. Para ello, se debe emplear el modelodel sistema borroso dis
reto expresado por las e
ua
iones (5.2-2 ) y (5.2-3 ), donde U(k)es substituido por la e
ua
ión (5.2-5 ) 
ara
terísti
a del 
ontrolador PDC dis
reto, obte-niendo la expresión (5.3-2 ):
X(k + 1) =

r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k))hj(z(k)) (Ai −BiKj)X(k) (5.3-2 )Si se define Ai −BiKj 
omo Gij = Ai −BiKj se obtiene la e
ua
ión (5.3-2 ) 
omo:
X(k + 1) =

r∑

i=1

h2i (z(k))GiiX(k) + 2

r∑

i=1

∑

i<j

hi(z(k))hj(z(k))
Gij +Gji

2
X(k) (5.3-3 )Apli
ando la 
ondi
ión de estabilidad enun
iada en el teorema 5.3.1 a la e
ua
ión(5.3-3 ) se deriva el teorema 5.3.2. 107
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tivoTEOREMA 5.3.2 El equilibrio de un sistema borroso des
rito según la e
ua
ión (5.3-3 ) esasintóti
amente estable de manera global si existe una matriz P definida positiva 
omúnpara todos los modelos lineales lo
ales definidos en el modelo TS tal que,
GT

iiPGii − P < 0,

(
Gij +Gji

2

)T

P

(
Gij +Gji

2

)

− P < 0,

i = 1, 2, · · · , r i < j sujeto a hi ∩ hj 6= ∅

(5.3-4 )
La demostra
ión de los teoremas 5.3.1 y 5.3.2 se en
uentra des
rita de manera ex-haustiva en [Tanaka & Wang 2001℄. Asimismo, en di
ho trabajo se propone la resolu
iónde las desigualdades propuestas en los teoremas 5.3.1 y 5.3.2 mediante la transforma-
ión de las mismas en desigualdades matri
iales lineales, 
ono
idas 
omo LMIs. Por ello,el siguiente apartado tratará de des
ribir los 
on
eptos más importantes aso
iados aesta potente herramienta matemáti
a, así 
omo su empleo en teoría de 
ontrol.5.3.1 Defini
ión de LMILos problemas de optimiza
ión numéri
a llamados desigualdades matri
iales lineales(LMIs) han sido objeto de un intensivo estudio y análisis en la última dé
ada [Boyd et al.1987℄. La apli
abilidad de esta té
ni
a de optimiza
ión es diversa, sin embargo, su granpoten
ial reside en la 
apa
idad de resolver problemas de optimiza
ión 
onvexa 
omple-jos en un tiempo polinomial. Este he
ho 
onvierte a las LMIs en una herramienta potentey robusta.Una LMI es una expresión de la forma [Boyd et al. 1987℄:

F (X) , F0 +

m∑

i=1

XiFi > 0 (5.3-5 )donde X ∈ ℜm es el ve
tor de in
ógnitas y las matri
es simétri
as Fi = FT
i ∈ ℜnxn,

i = 0, . . . ,m vienen dadas. El símbolo > de la desigualdad indi
a que F (X) es una ma-triz definida positiva. Por defini
ión, la anterior LMI se denomina estri
ta, no obstantetambién se puede 
onsiderar LMIs no estri
tas utilizando el símbolo ≥ en lugar de >.Una de las prin
ipales propiedades de las LMIs es que definen un 
onjunto de res-tri

iones que forman un espa
io 
onvexo sobre el ve
tor de in
ógnita X , es de
ir, el
onjunto F , X : F (X) > 0 es 
onvexo.Uno de los 
on
eptos matemáti
os más utilizados a la hora de expresar 
iertas de-sigualdades en términos de LMIs es el denominado Complemento de S
hur [Boyd et al.1987℄, el 
ual se puede enun
iar así:108
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Dada la LMI :




Q(X) S(X)

S(X)T R(X)



 > 0 (5.3-6 )es equivalente a:
R(X) > 0, Q(X)− S(X)R(X)−1S(X)T > 0 (5.3-7 )o:
Q(X) > 0, R(X)− S(X)TQ(X)−1S(X) > 0 (5.3-8 )El 
omplemento S
hur es muy útil 
uando se quieren expresar mediante LMIs de-sigualdades que presentan alguna no linealidad en sus parámetros. Las e
ua
iones (5.3-7 )y (5.3-8 ) muestran 
omomanejar di
has no linealidades y obtener una expresión LMI 
onla estru
tura matri
ial de la e
ua
ión (5.3-6 ).Por otra parte, las herramientas software existentes para la resolu
ión de LMIs, yasean problemas de resolubilidad (e
ua
ión (5.3-11 )) o de optimiza
ión (e
ua
ión (5.3-12 )),son variadas. La presenta tesis hará uso del Toolbox YALMIP que propor
iona una inter-faz muy intuitiva para la defin
ión de LMIs en el entorno de programa
ión Matlab. Asi-mismo se hará uso de la librería Sedumi, la 
ual implementa un potente algoritmo parala resolu
ión de este tipo de problemas. El software empleado puede ser des
argado enlas siguientes dire

iones web:Matlab de Mathworks: http://www.mathworks.
omYALMIP : http://
ontrol.ee.ethz.
h/ joloef/wiki/pmwiki.phpSedumi: http://sedumi.m
master.
a/5.3.2 LMIs en Ingeniería de ControlLa utiliza
ión de LMIs dentro del 
ampo de la ingeniería de sistemas y de 
ontrol haexperimentado una gran a
epta
ión. El éxito de esta metodología reside metodología enla posibilidad de reformular un gran abani
o de problemas 
lási
os de 
ontrol en tér-minos de LMIs, 
on la 
onsiguiente 
apa
idad de ser resueltos mediante los potentesalgoritmos numéri
os existentes basados en métodos de punto interior [Forsgren et al.2002℄. Por tanto, la reformula
ión de problemas de 
ontrol en un 
onjunto de desigual-dades lineales matri
iales, propor
iona una resolu
ión numéri
a efi
iente a problemasde 
ontrol que tienen difí
il solu
ión analíti
a.Existen dos problemas que desta
an signifi
ativamente dentro de la resolu
ión deproblemas de 
ontrol mediante LMIs: 109
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tivoCondi
ión de Estabilidad de LyapunovLa utiliza
ión de LMIs en la resolu
ión de la 
ondi
ión de estabilidad de Lyapunov,planteada mediante ine
ua
iones en el ámbito de sistemas dis
retos, es uno de losejemplos típi
os de la apli
a
ión de LMIs en el 
ampo de la ingeniería de 
ontrol.El sistema dis
reto que se 
onsidera viene des
rito por la e
ua
ión:
X(k + 1) = AX(k) (5.3-9 )Donde X(K) ∈ R y la matriz A define el 
omportamiento dinámi
o del sistemadis
reto.Por otra parte, se supone la existen
ia de una fun
ión es
alar 
ontinua denominada

V (X(k)) que satisfa
e las siguientes 
ondi
iones:1. V (0) = 0,2. V (X(k)) > 0 para X(k) 6= 0,3. ∆V (X(k)) < 0 para X(k) 6= 0Si se satisfa
en todas las 
ondi
iones anteriores, se puede afirmar que el sistemaserá asintóti
amente estable para toda k, donde el el punto de equilibrio será elorigen. Donde V (X(k)) será 
onsiderada una fun
ión de Lyapunov.La formula
ión de la 
ondi
ión de estabilidad mediante LMIs parte de la defini
iónde la fun
ión es
alar V (X(k)) tal y 
omo muestra la e
ua
ión siguiente:
V ∗(X(k)) = X(k)TPX(k) (5.3-10 )Obviamente la fun
ión V ∗ definida satisfa
e la primera 
ondi
ión. A 
ontinua
ión seestable
e la ine
ua
ión definida en la ter
era 
ondi
ión, ha
iendo uso de la e
ua
ióndel sistema dis
reto (5.3-9 ).

∆V ∗(X(k)) < 0 ⇔ V ∗(X(k + 1))− V ∗(X(k)) < 0

= XT (k)(ATPA− P )X(k) < 0 ⇐ ATPA− P < 0
(5.3-11 )Donde el sistema dis
reto X(k + 1) = AX(k) es asintóti
amente estable si y sólo siexiste una matriz P definida positiva que verifique la 
ondi
ión anterior. La exigen-
ia de una matriz P definida positiva satisfa
e la segunda 
ondi
ión. Como puedeobservarse, la desigualdad de la e
ua
ión (5.3-11 ) puede 
onsiderarse 
omo unaLMI 
uyo ve
tor de in
ógnitas 
ontiene los elementos no repetidos de la matriz

P . Por tanto, si el problema planteado mediante (5.3-11 ) es resoluble, el sistemadis
reto X(k + 1) = AX(k) será asintóti
amente estable, y vi
eversa.Problemas de Optimiza
iónOtra apli
a
ión usual de las LMIs, muy extendida en el ámbito de ingeniería de110
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ontrol, es el planteamiento de problemas de optimiza
ión aso
iados a fun
ioneso índi
es de 
oste, los 
uales pueden expresar desde espe
ifi
a
iones de diseño delos 
ontroladores, hasta medidas de 
alidad o 
oste e
onómi
o.
Minimizar : g(X) : ℜm → ℜ (5.3-12 )sujeto a la LMI:

F (X) > 0 (5.3-13 )si la fun
ión g(X) es 
onvexa, dado que la LMI es 
onvexa, el problema de optimi-za
ión anterior será 
onvexo y, por tanto, tendrá un úni
o mínimo global.5.4 Diseño de Controladores Borrosos mediante LMIsLa defini
ión de modelos no lineales mediante estru
turas borrosas TS, unido al di-seño de los 
orrespondientes 
ontroladores mediante LMIs, genera un mar
o de trabajomuy interesante, ya que es posible tratar de manera sistemáti
a los sistemas dinámi
osno lineales 
uando estos se representan mediante modelos borrosos TS.A 
ontinua
ión, se presenta el pro
eso de diseño para obtener 
ontroladores PDCque satisfagan distintas espe
ifi
a
iones. En primer lugar, se des
ribe el diseño de un
ontrolador PDC úni
amente estabilizante. En segundo lugar, además de estabilizar elsistema en bu
le 
errado, el 
ontrolador será óptimo 
on respe
to a un índi
e de 
ostedefinido por el diseñador. Por último, se des
riben otras espe
ifi
a
iones de diseño quepueden ser des
ritas mediante LMIs y, además, pueden ser empleadas junto 
on losdiseños anteriores.5.4.1 Controlador Borroso PDC EstabilizanteEl diseño de un 
ontrolador PDC estabilizante persigue la obten
ión del 
onjunto dematri
es de realimenta
ión Ki para 
ada uno de los subsistemas lineales definidos en lae
ua
ión (5.2-3 ) y, que además, satisfaga la 
ondi
ión de estabilidad impuesta medianteel teorema 5.3.2. Por ello, además de obtener las matri
esKi, se debe obtener la matriz Pque sea 
omún a todos los subsistemas. La obten
ión de las distintas matri
es in
ógnitadel problema de estabilidad se realizará planteando un 
onjunto de LMIs, siguiendo lospasos des
ritos en el apartado anterior e introdu
idos en [Tanaka & Wang 2001℄.En primer lugar, se debe analizar la dependen
ia 
on respe
to a las variables Ki y
Pi de la e
ua
ión (5.3-4 ) del teorema 5.3.2. Di
ha dependen
ia determina un espa
io no111
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onvexo que no puede ser expresado mediante LMIs. Por ello, se debe introdu
ir nuevasvariables 
on el objetivo de obtener un problema que si pueda ser expresado medianteun 
onjunto de LMIs. En primer lugar, se define F = P−1 y se multipli
a a ambos ladosde la e
ua
ión (5.3-4 ) por F , pudiendo rees
ribir las 
ondi
iones de estabilidad 
omo:
F (Ai −BiKi)

TF−1(Ai −BiKi)F − F < 0,

F
(

Ai−BiKj+Aj−BjKi

2

)T

F−1
(

Ai−BiKj+Aj−BjKi

2

)

F − F ≤ 0

(5.4-1 )A 
ontinua
ión, se define Mi = KiF , donde Ki =MiF
−1 para F > 0. Si se sustituye enla e
ua
ión (5.4-1 ) se obtiene:

F − (AiF −BiMi)
TF−1(AiF −BiMi) > 0,

F − F
(

AiF−BiMj+AjF−BjMi

2

)T

F−1
(

AiF−BiMj+AjF−BjMi

2

)

F ≥ 0

(5.4-2 )La nuevas 
ondi
iones definidas por las e
ua
ión (5.4-2 ) pese a ser no lineales, sí defi-nen un espa
io 
onvexo, y pueden ser expresadas mediante LMIs gra
ias al 
omplementoS
hur, tal y 
omo se muestra a 
ontinua
ión.



F FAT

i −MT
i B

T
i

AiF −BiMi F



 > 0, i = 1, 2, . . . , r (5.4-3 )



F

(
AiF+AjF−BiMj−BjMi

2

)T

(
AiF+AjF−BiMj−BjMi

2

)

F



 ≥ 0, i < j, sujeto a hi ∩ hj 6= ∅(5.4-4 )Por tanto, el diseño de un 
ontrolador PDC estabilizante pasa por resolver las LMIsdes
ritas en las e
ua
iones (5.4-3 ) y (5.4-4 ), 
on el objetivo de en
ontrar una F > 0 y lasmatri
esMi para i = 1, 2, . . . , r.5.4.2 Controlador PDC ÓptimoEl diseño de sistemas de 
ontrol basados en la optimiza
ión de índi
es es una té
ni
abien 
ono
ida y 
on un amplio espe
tro de apli
a
ión. El prin
ipal atra
tivo de esta té
-ni
a reside en la posibilidad de obtener un 
ontrolador óptimo respe
to a 
ierto 
riterio,garantizando al mismo tiempo la estabilidad del sistema en bu
le 
errado. Los 
riteriosempleados para el diseño pueden ser muy diversos, desde 
omportamientos en la res-puesta dinámi
a del sistema, hasta la formula
ión de índi
es que expresen algún tipo de
oste e
onómi
o o energéti
o.112
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tivoLos primeros diseños de 
ontroladores óptimos ha
en referen
ia a la resolu
ión dela e
ua
ión algebrai
a de Ri

ati [Molinari 1975; Ogata 1998℄, donde los modelos em-pleados tienen estru
tura lineal. Sin embargo, la generaliza
ión de esta té
ni
a parasistemas no lineales no resulta sen
illo, ya que para estos sistemas el diseño del 
on-trolador óptimo paso por la resolu
ión de e
ua
iones no lineales en derivadas par
iales.A
tualmente, existe un gran interés en el desarrollo de nuevos métodos numéri
os quepermitan resolver este tipo de e
ua
iones, sin embargo, sigue resultando 
ompli
adoobtener resultados satisfa
torios.Una posible vía a la generaliza
ión del diseño óptimo en sistemas no lineales son laspropuestas des
ritas en [Li et al. 2000℄ y [Tanaka & Wang 2001℄, donde el sistema se re-presenta mediante modelos TS (e
ua
iones (5.2-1 ), (5.2-2 ) y (5.2-3 )). La idea prin
ipal quesubya
e en esta propuesta, es el diseño de un 
ontrolador PDC (e
ua
ión (5.2-5 )) a partirdel modelo TS del sistema y basado en la resolu
ión de un problema de optimiza
ión de-finido mediante un índi
e, generalmente 
uadráti
o, 
uya minimiza
ión propor
iona una
ota superior al problema [Li et al. 2000℄. La ventaja de este planteamiento es la posibi-lidad de expresar el problema mediante LMIs, garantizando la resolu
ión del problemaen tiempo polinomial [Boyd et al. 1987℄.Por ejemplo, se puede plantear la minimiza
ión de un índi
e 
uadráti
o de tipo LQR,expresado mediante la e
ua
ión (5.4-5 ).
J =

∞∑

k=0

X(k)TQX(k) + U(k)TRU(k) (5.4-5 )sujeto a la dinámi
a del pro
eso:
X(k + 1) =

r∑

i=1

hi(z(k))AiX(k) +BiU(k) (5.4-6 )Para el diseño del 
ontrolador borroso dis
reto óptimo pertinente, se puede plantearun 
onjunto de LMIs que definen el problema de optimiza
ión, empleando una versiónsimplifi
ada del teorema 25 introdu
ido en [Tanaka & Wang 2001℄, 
uyo enun
iado es:TEOREMA 5.4.1 Las matri
es de realimenta
ión que minimizan una 
ota superior del ín-di
e de 
oste (5.4-5 ) para el sistema definido por la e
ua
ión (5.4-6 ), pueden ser obtenidasresolviendo un problema de minimiza
ión sujeto a LMIs. En 
on
reto, se garantiza que
J < XT (0)PX(0) < γ al resolver el siguiente problema de minimiza
ión,

Minimizar
F,M1,...,Mr

γ (5.4-7 )Sujeto a: 113
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F > 0,







γ XT (0)

X(0) F






> 0,

(5.4-8 )






Aux1 FCT
i −MT

i

CiF −Q−1 0

−Mi 0 −R−1






< 0, i = 1, 2, . . . , r (5.4-9 )













Aux2 FCT
i −MT

j FCT
j −MT

i

CiF −Q−1 0 0 0

−Mj 0 −R−1 0 0

CjF 0 0 −Q−1 0

−Mi 0 0 0 −R−1













< 0, i > j s.a. hi ∩ hj 6= φ (5.4-10 )
Donde,

Aux1 =




F FAT

i −MT
i B

T
i

AiF −BiMi F



 (5.4-11 )
Aux2 =




F GT

ij

Gij F



 , (5.4-12 )
Gij =

(AiF +AjF −BiMj −BjMi)

2
(5.4-13 )Las matri
es de realimenta
ión del estado se extraen a partir de la solu
ión de las LMIs
omo

Ki =MiF
−1, i = 1, 2, ..., r (5.4-14 )donde las matri
es Q y R representan las matri
es de pondera
ión de los ve
tores deestado y a

iones de 
ontrol respe
tivamente. La demostra
ión matemáti
a del teorema6.2.1 se detalla en [Li et al. 2000℄, [Tanaka & Wang 2001℄ y [Zhang et al. 2004℄.5.4.3 Otras Espe
ifi
a
iones de diseñoEl diseño de sistemas de 
ontrol mediante LMIs permite una gran flexibilidad a la horade imponer espe
ifi
iones de diseño, de he
ho, a priori se pueden exigir tantas espe
ifi-
a
iones 
omo se deseen, siempre y 
uando éstas se formulen mediante LMIs, pudiendo114
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tivoin
orporar la nueva expresión matri
ial al 
onjunto ya existente. Sin embargo, no 
a-be duda, que 
uanto mayores exigen
ias se planteen en el diseño mayor requerimiento
omputa
ional existirá, asimismo la probabilidad de obtener una solu
ión fa
tible serámenor.A 
ontinua
ión se des
riben algunas de las posibles espe
ifi
a
iones de diseño queson habituales en el diseño de sistemas borrosos mediante LMIs, todas ellas se en
uen-tran des
ritas y justifi
adas matemáti
amente en [Tanaka & Wang 2001℄.5.4.3.1 Tasa de Convergen
ia (De
ay Rate)La tasa de 
onvergen
ia, 
ono
ido en la literatura anglosajona 
omo De
ay Rate, sebasa en el planteamiento de un problema de optimiza
ión 
ono
ido 
omo the largestLyapunov exponent. La minimiza
ión de la tasa de 
onvergen
ia que se plantea en di
hoproblema de optimiza
ión, permite 
ontrolar 
ualitativamente el tiempo de respuestadel sistema en bu
le 
errado. El punto de partida del diseño es la obten
ión de un 
on-trolador fuzzy PDC que garanti
e la estabilidad del sistema, tal y 
omo se indi
a en elteorema 10 introdu
ido en [Tanaka & Wang 2001℄. A 
ontinua
ión se exige que la fun
iónde Lyapunov satisfaga la e
ua
ión (5.4-15 ) para todas las traye
torias del sistema.
∆V (k) ≤ (α2 − 1)V (k), α < 1, ⇒ V (k + 1) ≤ α2V (k), (5.4-15 )La 
ondi
ión reflejada en la e
ua
ión (5.4-15 ) muestra 
omo se fuerza el 
umplimien-to de la 
ondi
ión de estabilidad 
on un des
enso geométri
o de la fun
ión de Lyapunov

V (K). Asimismo, di
ha 
ondi
ión puede ser tradu
ida en términos de LMIs, dando lugaral teorema 5.4.2.TEOREMA 5.4.2 El sistema borroso dis
reto expresado mediante las e
ua
iones (5.2-2 ) y(5.2-3 ), en bu
le 
errado 
on el 
ontrolador PDC de la e
ua
ión (5.2-5 ), es asíntoti
amenteestable de manera global y garantiza un de
ay rate menor o igual que α2, si existe unamatriz P definida positiva, 
omún a todos los susbsistemas que verifique:
GT

iiPGii − α2P < 0,
(

Gij+Gji

2

)T

P
(

Gij+Gji

2

)

− α2P ≤ 0, i < j s.a hi ∩ hj 6= 0
(5.4-16 )donde,

α < 1, Gii = Ai −BiKi,

Gij = Ai −BiKj, i = 1, 2, ..., r, j = 2, 3, ..., r
(5.4-17 )Si se desea minimizar el de
ay rate (α2), y a la vista del teorema 5.4.2, es ne
e-sario resolver un problema generalizado de minimiza
ión de valores propios (GEVP)115
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tivo[Tanaka & Wang 2001℄, dado el produ
to entre las variables α2 y P . Sin embargo, la rela-
ión entre estas dos variables no estable
e la ne
esidad de resolver un problema BMI, yaque en realidad este tipo de problemas de minimiza
ión se definen 
omo quasi-
onvexo[Boyd et al. 1987℄ y pueden ser resueltos iterativamente. Por ejemplo, se puede emplearun método 
lási
o 
omo el de la bise

ión, teniendo que resolver el 
onjunto de LMIspertinente en 
ada itera
ión.A 
ontinua
ión las e
ua
iones (5.4-18 ), (5.4-19 ) y (5.4-20 ), muestran el problema deminimiza
ión del De
ay Rate siguiendo un método similar al aparatado 5.4.1.
Minimizar
F,M1,...,Mr

β (5.4-18 )Sujeto a:
F > 0,




βF FAT

i −MT
i B

T
i

AiF −BiMi F



 > 0, (5.4-19 )



βF

{
AiF+AjF−BiMj−BjMi

2

}T

{
AiF+AjF−BiMj−BjMi

2

}

F



 < 0,

i > j s.t. hi ∩ hj 6= φ

(5.4-20 )donde,
β = α2, P = F−1, Mi = KiF (5.4-21 )Las matri
es de realimenta
ión se obtienen 
on la siguiente expresión:
Ki =MiF

−1 i = 1, 2, ..., r (5.4-22 )Otra posible op
ión de diseño, sería no plantear la minimiza
ión de β y que el dise-ñador establez
a un valor determinado entre 0 y 1. Asimismo, 
abría la op
ión de unajuste por prueba y error por parte del diseñador, de manera que se podría ajustar elDe
ay Rate deseado de manera manual.5.4.3.2 Restri

iones en la a

ión de 
ontrolLas restri

iones en las a

iones de 
ontrol resulta una espe
ifi
a
ión de diseño muyinteresante, ya que los a
tuadores reales que se emplean en los sistema de 
ontrol, pre-sentan rangos de a
tua
ión finitos. Por tanto, poder tener en 
uenta estas limita
iones
BMI: Bilinear Matrix Inequalities.116



Control Borroso PDC y Predi
tivoen la etapa de diseño del 
ontrolador resulta una gran ventaja. Esta espe
ifi
a
ión tam-bién puede ser expresada mediante LMIs, por lo que se puede emplear de forma aditivaa 
ualquiera de los diseños presentados hasta el momento. El teorema 5.4.3 enun
iadoen [Tanaka & Wang 2001℄ in
orpora tal espe
ifi
a
ión.TEOREMA 5.4.3 Supóngase que el ve
tor de estados ini
iales X(0) es 
ono
ido. La res-tri

ión de la a

ión de 
ontrol se define 
omo ‖U(k)‖2 ≤ µ para todo k ≥ 0, donde surepresenta
ión mediante LMIs es,



1 X(0)T

X(0) F



 ≥ 0 (5.4-23 )



F MT

i

Mi µ2I



 ≥ 0 (5.4-24 )donde F = P−1 and Mi = KiF5.4.3.3 Restri

iones en la salidaLa defini
ión de restri

iones en las variables de salida puede ser interesante para li-mitar el sistema dentro de puntos de seguridad o que garantizen 
iertos niveles de 
osteenergéti
o o e
onómi
o. Por ello, siguiendo el planteamiento propuesto en el teorema5.4.3 se dedu
e el teorema 5.4.4 [Tanaka & Wang 2001℄.TEOREMA 5.4.4 Supóngase que el ve
tor de estados ini
iales X(0) es 
ono
ido. La res-tri

ión de la a

ión de 
ontrol se define 
omo ‖Y (k)‖2 ≤ λ para todo k ≥ 0, donde surepresenta
ión mediante LMIs es,



1 X(0)T

X(0) F



 ≥ 0 (5.4-25 )



F FCT

i

CiF λ2I



 ≥ 0 (5.4-26 )donde F = P−15.4.3.4 Independen
ia del ve
tor de estados ini
ialLa limita
ión de la formula
ión de las restri

iones en las a

iones de 
ontrol y enlas salidas, es la dependen
ia 
on respe
to al ve
tor de estados ini
iales del sistema. Enprin
ipio, el 
ontrolador que se 
al
ula empleando los teoremas 5.4.3 y 5.4.4 debe ser117
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tivore
al
ulado siempre que el ve
tor de estados ini
iales se modifique. Por tanto, resultainteresante añadir una nueva restri

ión que independi
e el 
ontrolador respe
to de unve
tor de estados ini
iales parti
ular. El teorema 5.4.5 intenta dar respuesta a di
ha
uestión fijando un 
onjunto al 
ual pertene
e el ve
tor de estados ini
iales.TEOREMA 5.4.5 Asúmase que ‖X(0)‖ ≤ Φ, donde el ve
tor de estados ini
iales X(0) esdes
ono
ido y, donde el límite superior del mismo es 
ono
ido y de valor Φ. En estas 
ir-
unstan
ias se puede garantizar que,
X(0)TF−1X(0) ≤ 1 (5.4-27 )Si

Φ2 ≤ F (5.4-28 )donde F = P−1La e
ua
ión (5.4-27 ) del teorema 5.4.5 es equivalente a las LMIs determinadas en lase
ua
iones (5.4-23 ) y (5.4-25 ) y, por tanto, di
ha 
ondi
ión puede ser sustituida por laLMI (5.4-28 ).5.5 Control Predi
tivo BorrosoLa filosofía del 
ontrol predi
tivo puede ser resumida en tres 
on
eptos [Babuska1998℄, [Cutler & Ramaker 1980℄, [Cama
ho & Bordons 2004℄, [Clarke et al. 1987a℄, [Ri
halet1993℄, [Clarke et al. 1987b℄, tal y 
omo se des
ribe en el 
apítulo 1:Se emplea un modelo matemáti
o para la predi

ión de la futura salida dis
reta delpro
eso sobre un horizonte de predi

ión determinado.Se 
al
ula la se
uen
ia de a

iones de 
ontrol futuras sobre un horizonte de 
ontrolque satisfa
en la minimiza
ión de un índi
e de 
oste definido por el diseñador.Úni
amente la primera a

ión de 
ontrol 
al
ulada en el pro
eso de optimiza
iónserá apli
ada al pro
eso, en el siguiente instante de muestreo se repetirán los trespasos des
ritos. Este tipo de a
tua
ión se 
ono
e 
omo horizonte móvil.La metodología de 
ontrol predi
tivo empleaba, ini
ialmente, modelos dinámi
os li-neales 
omo predi
tores. Sin embargo no existe ninguna restri

ión aparente en utilizarmodelos no lineales que puedan representar 
on mayor fiabilidad los sistemas reales, los
uales suelen presentar una naturaleza no lineal. El objetivo es aprove
har las ventajasimplí
itas en el 
ontrol predi
tivo, unido a la posibilidad de representar de manera máspre
isa el 
omportamiento dinámi
o del sistema.118



Control Borroso PDC y Predi
tivoEn las últimas dé
adas, 
on
eptos rela
ionados al modelado de sistemas dinámi
osno lineales mediante sistemas borrosos TS han sido in
orporados al 
ontrol predi
tivo,dando lugar al 
ontrol predi
tivo borroso [Babuska 1998℄, [Abonyi 2003℄, [Zhang et al.2007℄. Sin embargo, la utiliza
ión de este término puede llevar a equivo
a
ión, dadoque en la literatura se pueden distinguir, al menos, tres defini
iones distintas para el
on
epto de 
ontrol predi
tivo borroso [Roubos et al. 1999℄, tal y 
omomuestra la figura5.2.
CONTROL PREDICTIVO

LINEAL NO LINEAL

GPC
ESPACIO DE 

ESTADOS
DMC OTROS VOLTERRA

REDES
NEURONALES

BORROSO OTROS

Modelo de 
Predicción 

Borroso

Función 
Objetivo 
Borrosa

Optimizador 
BorrosoFIGURA 5.2: Alternativas existentes en la literatura basadas en el 
on
epto de Control Predi
tivo.La primera a
ep
ión empleada para el 
on
epto de 
ontrol predi
tivo borroso, sonaquellas té
ni
as que emplean modelos borrosos para 
al
ular la predi

ión de las sa-lidas en el horizonte de predi

ión estable
ido [de~Oliveira & Lemos 1995; Sousa et al.1999℄. En segundo lugar, el 
ontrol predi
tivo borroso también ha
e referen
ia a las me-todologías que emplean restri

iones e índi
es de 
oste mediante 
onjuntos borrosos.Generalmente, se empleanmodelos lineales para la predi

ión del horizonte [Sousa et al.1996℄. Por último, las té
ni
as que emplean optimizadores borrosos también se suelendefinir 
omo estrategias de 
ontrol predi
tivo borroso [Lu et al. 1996℄. La 
ara
terísti
aprin
ipal de los optimizadores borrosos reside en que el pro
eso de optimiza
ión seen
uentra 
ontrolado por un 
onjunto de reglas borrosas, de manera que se pueden in-
luir todo un 
onjunto de "de
isiones"que sería difí
il de generar 
on otros métodos deoptimiza
ión.El presente trabajo se empleará la primera a
ep
ión del término y, en parti
ular, aque-llas metodologías que emplean modelos borroso TS 
omo representa
ión de los pro
esosno lineales. Por ello, 
entrando el estudio en este último grupo, se pueden 
lasifi
ar lasdistintas propuestas que se en
uentran en la literatura de la siguiente manera.Té
ni
as Basadas en Optimiza
ión Convexa.Té
ni
as Basadas en Optimiza
ión No Convexa. 119



Control Borroso PDC y Predi
tivoObviamente, en ambos 
asos se dispone de un modelo del pro
eso expresado me-diante un sistema borroso TS, un 
onjunto de restri

iones (definidas en los estados,a

iones de 
ontrol y salidas), y un índi
e de 
oste el 
ual se pretende minimizar. Sinembargo, 
ada propuesta presenta diferen
ias en el desarrollo del modelo de predi

ióny la etapa posterior de optimiza
ión. No 
abe duda, que resulta 
ompli
ado determinarque té
ni
as son mejores que otras, ya que todas presentan ventajas e in
onvenientes,tal y 
omo se detallará a 
ontinua
ión.5.5.1 Optimiza
ión No ConvexaLas té
ni
as que platean la resolu
ión de problemas no 
onvexos en la etapa de op-timiza
ión, se basan en la utiliza
ión del modelo TS 
omo predi
tor de manera dire
taen el pro
eso de optimiza
ión. El prin
ipal in
onveniente de este tipo de té
ni
as resi-de, pre
isamente, en la ne
esidad de resolver un problema de optimiza
ión no 
onvexaen 
ada periodo de muestreo. En general, el 
ál
ulo del óptimo en este tipo de proble-mas resulta 
omplejo y, además, 
on una baja probabilidad en al
anzar el óptimo global.Además, los algoritmos 
apa
es de resolver optimiza
iones no 
onvexa presentan un ele-vado 
onsumo 
omputa
ional, por lo que resulta 
ompli
ado emplear esta estrategias ensistemas 
on ne
esidades de tiempo real o 
on dinámi
as rápidas.Una posible solu
ión al problema de optimiza
ión no 
onvexa que se plantea es lautiliza
ión de Programa
ión Quadráti
a Se
uen
ial (SQP) [Cama
ho & Bordons 2004℄. Es-ta propuesta es una extensión de los métodos de tipo Newton para al
anzar la solu
ióndefinida mediante las 
ondi
iones Karush-Kuhn-Tu
ker (KKT) del problema de optimiza-
ión. En prin
ipio, este método garantiza la 
onvergen
ia y, puede ser 
apaz de superarlos 
ondi
ionamientos numéri
os debidos a los estados ini
iales, así 
omo las fuertes nolinealidades. El SQP es una té
ni
a iterativa, en 
ada paso se realiza una aproxima
iónlineal de las restri

iones y se remplaza el problema de optimiza
ión por una aproxima-
ión 
uadráti
a equivalente. Sin embargo, la apli
a
ión prá
ti
a de este método presentanumerosos problemas derivados de la falta de fa
tibilidad y 
ondi
ionamiento numéri
o,los 
uales han provo
ado que mu
hos autores propongan modifi
a
iones sobre el plan-teamiento original 
on el objetivo de mejorar el 
omportamiento del algoritmo [Biegler1998℄.Otros método muy empleado en el 
aso de problemas de optimiza
ión no 
onvexason los denominados algoritmos de búsqueda estru
turada, un ejemplo de este tipo demétodos es el Bran
h-and-Bound (B&B) [Lawler & Wood 1966; Mitten 1970℄. Esta té
ni
ase basa en el he
ho de que úni
amente un redu
ido grupo de posibles solu
iones debenser evaluadas, ya que el resto de posibilidades son eliminadas tras apli
ar las restri

io-nes existentes en el problema de optimiza
ión. El B&B se basa en la apli
a
ión re
ursiva120
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tivode dos opera
iones bási
as, la ramifi
a
ión (bran
hing) y la limita
ión (bounding). Laprimera ha
e referen
ia a la división en sub
onjuntos de posibles solu
iones, a 
onti-nua
ión, se apli
a la limita
ión que elimina aquellos sub
onjuntos que no satisfa
en lasrestri

iones y por tanto no pueden 
ontener las solu
ión. Existen en la literatura múl-tiples varia
iones del algoritmo original [Bru
ker et al. 1999; Leyffer 2001; Somol et al.2004℄ que persiguen superar las prin
ipales limita
iones que presentan este tipo de al-goritmos, 
omo son el aumento exponen
ial del 
oste 
omputa
ional en fun
ión de lasvariables a optimizar, y la limita
ión de tener que emplear variables dis
retas en losante
edentes de las reglas borrosas [Babuska 1998℄.5.5.2 Optimiza
ión ConvexaEsta tesis se 
entrará en aquellos métodos que emplean los modelos TS borrosospara 
al
ular las predi

iones del pro
eso, pero que sin embargo, son expresados de talmanera que requieren la resolu
ión de un problema de optimiza
ión 
onvexo. Uno de lasprimeras propuestas en esta línea fue la linealiza
ión del modelo TS, pudiendo emplearposteriormente un algoritmo de optimiza
ión 
lási
o 
omo por ejemplo Programa
iónCuadráti
a (QP). En general, estas té
ni
as obtienen a

iones de 
ontrol subóptimas yaque se realiza una simplifi
a
ión del problema original.La té
ni
a que desta
a dentro de las metodologías que emplean algún tipo de linea-liza
ión del modelo TS es la des
rita en [Babuska 1998℄. La idea bási
a es la utiliza
iónde modelos borrosos donde las a

iones de 
ontrol a 
al
ular no aparez
an en los an-te
edentes de las reglas, este tipo de modelos se denominan modelos afines. La e
ua-
ión (5.5-1 ) ilustra la estru
tura de los modelos borrosos afines en formula
ión entrada-salida:
REGLA i :Si Y (k) Es Myi1 Y · · · Y Y (k − ny + 1) EsMyinyY U(k − 1) Es Mui1 Y · · · Y U(k − nu + 1) Es Muinu

Enton
es
Y (k + 1) =

ny∑

j=1

aijY (k − j + 1) +

nu∑

j=1

bijU(k − j + 1) + ci

i = 1, 2, ..., r

(5.5-1 )
Si se apli
a la expresión de desborrosifi
a
ión [Takagi & Sugeno 1985℄, la expresiónde la salida Y (k + 1) puede rees
ribirse 
omo: 121
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tivo
Y (k + 1) =

ny∑

j=1

(
r∑

i=1

λi(Y (k), . . . , U(k − nu + 1))aij

)

Y (k − j + 1)+

+

nu∑

j=1

(
r∑

i=1

λi(Y (k), . . . , U(k − nu + 1))bij

)

U(k − j + 1)+

+

r∑

i=1

λi(Y (k), . . . , U(k − nu + 1))aijci

(5.5-2 )
La e
ua
ión (5.5-2 ) resultante es un 
aso espe
ial de expresión no lineal 
on estru
-tura afín de la forma:

Y (k + 1) = g(Y (k), . . . , U(k − 1), . . . , U(k − nu + 1))+

+h(Y (k), . . . , U(k − 1), . . . , U(k − nu + 1))U(k)
(5.5-3 )La ventaja de los modelos afines borrosos 
on estru
tura semejante a la representa-da en la e
ua
ión (5.5-3 ), es la posibilidad de emplear 
iertas té
ni
as de linealiza
ión,enun
iadas en [Na et al. 2007℄, que garantizan la obten
ión de una linealiza
ión exa
ta yglobal del sistema mediante una realimenta
ión no lineal estáti
a. Una vez linealizado elmodelo borroso es posible plantear la resolu
ión del problema de optimiza
ión 
onvexomediante té
ni
as 
lási
as, 
omo por ejemplo programa
ión 
uadráti
a (QP).En los últimos años, se han propuesto algunas alternativas de diseño donde no re-sulta ne
esaria la linealiza
ión de los modelos TS y, al mismo tiempo, el problema deoptimiza
ión que se plantea es de tipo 
onvexo. Una de las propuestas a
tuales másinteresante es el trabajo presentado [Zhang et al. 2007℄, donde se propone un diseñobasado en dos etapas. En primer lugar, se 
al
ula fuera de línea una restri

ión terminaly un 
onjunto de desigualdades que garantizan la estabilidad del diseño a partir de ladefini
ión de un índi
e de horizonte infinito, tal y 
omo muestra la e
ua
ión (5.5-4 ).

J∞
0 =

∞∑

i=0

L(X(k + i|k), U(k + i|k)) =

=

∞∑

i=0

L(X(k + i|k), U(k + i|k)) +
H−1∑

i=0

L(X(k + i|k), U(k + i|k))
(5.5-4 )Donde X(k + i|k) y U(k + i|k) ha
en referen
ia a los estados y a

iones de 
ontrolfuturos, respe
tivamente, predi
hos en el instante k, empleando el modelo borroso TSdes
rito por las e
ua
iones (5.2-2 ) y (5.2-3 ). Por otro lado, H ha
e referen
ia al horizontede 
ontrol propuesto (ver 
apítulo 1) y, L(X(k+ i|k), U(k+ i|k)) = X(k+ i|k)TQX(k+ i|k)+

U(k + i|k)TRU(k + i|k).A 
ontinua
ión se define una fun
ión 
uadráti
a de la forma V (X(k + i|k)) = X(k +

i|k)TPX(k + i|k) y se supone que debe satisfa
er la desigualdad de estabilidad siguiente:122
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V (X(k + i + 1|k))− V (X(k + i|k)) ≤ L(X(k + i|k), U(k + i|k)) ≤ 0 (5.5-5 )Si se parti
ulariza la expresión anterior para i ∈ [H,∞], exigiendo que X(∞|k) = 0 seestable
e que:

∞∑

i=H

L(X(k + i|k), U(k + i|k) ≤ V (X(k +H |k)) = X(k +H |k)TP (k +H)X(k +H |k) (5.5-6 )Si se sustituye la expresión en se obtiene que
J∞
0 (k) ≤

H−1∑

i=0

L(X(k + i|k), U(k + i|k)+

+X(k +H |k)TP (k +H)X(k +H |k) =: J(X(k), U(k))

(5.5-7 )Donde J(X(k), U(k)) es un límite superior para J∞
0 . Por tanto, se puede plantear elproblema de optimiza
ión equivalente que 
onsiste en en
ontrar la se
uen
ia de 
ontrolque minimiza J(X(k), U(k)). Por otro lado, se estable
e la restri

ión terminal 
omo U(k+

i|k) = KsX(k+i|k), i ≥ H que satisfa
e X(k+H−1|k)TP (k+H−1)X(k+H−1|k) y 
onsigue
X(∞|k) = 0.La segunda fase del diseño persigue la resolu
ión del problema de optimiza
ión quese plantea en el último estadio de la fase anterior. Es de
ir, en
ontrar la se
uen
ia óptimade a

iones de 
ontrol que minimiza J(X(k), U(k)). La propuesta que se en
uentra des-
rita en [Zhang et al. 2007℄ para este problema, es la resolu
ión mediante programa
ión
uadráti
a (algoritmo QP) en 
ada periodo de muestreo, tal y 
omo se haría 
on un 
on-trolador predi
tivo lineal estándar. Sin embargo, es pre
isamente en este punto, dondeel método propuesto en [Zhang et al. 2007℄ puede presentar 
iertos problemas debidosal modelo de predi

ión. Este in
onveniente vien determinado por la formula
ión quese realiza del modelo de predi

ión a partir del modelo TS identifi
ado, ya que no se
ontemplan las varia
iones de los valores de las fun
iones de pertenen
ia a lo largo delhorizonte de predi

ión. Este he
ho determina que la se
uen
ia de 
ontrol que se 
al
ulamediante el QP no será óptima respe
to al modelo original, si no una simplifi
a
ión delmismo.5.6 Con
lusionesSe han des
rito algunos de los 
on
eptos bási
os en el diseño de borrosos empleandomodelos TS. En primer lugar, se ha presentado las ideas fundamentales del diseño de
ontroladores PDC que, 
omo se han 
omentado, presentan unas 
ara
terísti
as muy123
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CAPÍTULO 6
Aplicación Control Borroso Mediante

LMIs

”Applied: Put into pra
ti
e or a parti
ular use. Example: representative part that de-monstrates the 
hara
ter of the whole".The Ameri
an Heritage R© Di
tionary of the English Language6.1 Introdu

iónEste 
apítulo presenta un ejemplo de diseño de un 
ontrolador borroso a partir dela teoría introdu
ida en el 
apítulo 5. El ejemplo que se presenta se basa en el diseñodel sistema de 
ontrol para el pro
eso de renova
ión de la 
arga de motores turbo ali-mentados, di
ho pro
eso fue des
rito en detalle en el 
apítulo 1 e identifi
ado medianteté
ni
as borrosas en el 
apítulo 4. De he
ho, el modelo obtenido en el 
apítulo 4 se-rá modifi
ado ligeramente 
on el objetivo de presentar un nuevo modelo del sistema
on una representa
ión en espa
io de estados. Esta modifi
a
ión en la representa
ión esne
esaria para poder apli
ar las té
ni
as borrosas de diseño de manera satisfa
toria.Tras la reformula
ión del modelo, se plantea el diseño de un 
ontrolador borrosoóptimo basado en la estru
tura PDC introdu
ida en [Sugeno & Kang 1986℄ y ampliamentedesarrollada en [Tanaka & Wang 2001℄. La idea fundamental de esta té
ni
a es el diseñode un 
ontrolador lo
al para 
ada uno de los modelos lo
ales que se des
riben en los
onse
uentes del modelo borroso. Sin embargo, un diseño espe
ífi
o de 
ada 
ontrolador127
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Apli
a
ión Control Borroso Mediante LMIsno puede garantizar la estabilidad del sistema de manera global. En respuesta a estane
esidad y basado en los trabajos presentados en [Tanaka & Wang 2001℄, se propone eldiseño de los parámetros de los 
ontroladores lo
ales 
omo la solu
ión de un problemade minimiza
ión sujeto a LMIs.6.1.1 Modelo Borroso Identifi
adoLa metodología de identifi
a
ión presentada en 3 se basa en los trabajos presenta-dos en [Babuska & Verbruggen 1996℄ y [Babuska 1998℄. Este método apli
a té
ni
as deagrupa
ión borrosa sobre el espa
io de variables [Gustafson & Kessel 1979℄, [Zhao et al.1994℄ y [Martínez & Herrera 2003℄. El objetivo es la identifi
a
ión de subespa
ios 
on
ara
terísti
as similares que dan lugar a un 
onjunto de submodelos lineales. A su vez,di
hos submodelos forman parte de un modelo no lineal global mediante el empleo de unnúmero determinado de reglas borrosas. Las fun
iones de pertenen
ia de los ante
eden-tes de las reglas son extraídas dire
tamente de la proye

ión de la matriz de pertenen
iapro
edente del agrupamiento sobre el plano de 
ada una de las variables que 
ompone eltérmino de los ante
edentes. La figura 6.1 muestra de manera esquemáti
a, las distintasetapas que 
omponen el método de identifi
a
ión propuesto en [Babuska 1998℄.En este 
apítulo se propone una simplifi
a
ión del método original basado en el em-pleo de fun
iones de transferen
ia y, permite obtener una representa
ión en espa
io deestados. El método de Babuska propone que los 
onse
uentes de las reglas sean modelosMISO (Múltiple Entrada Salida Úni
a) 
on estru
tura NARX. Es de
ir, que en un 
onse-
uente sólo se pueda des
ribir el 
omportamiento dinámi
o de una salida. Sin embargo,este tipo de estru
tura no resulta apropiada 
uando se de
ide diseñar 
ontroladores em-pleando las té
ni
as des
ritas en [Tanaka & Wang 2001℄, basadas en empleo de modelosborrosos T-S, donde los 
onse
uentes vienen des
ritos mediante representa
ión interna(espa
io de estados).

Modelo No Linear Autorregresivo 
on variables Exógenas: y(k) = F{y(k−1), , · · · , y(k−n), u(k−1), · · · , u(k−

m)}128
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FIGURA 6.1: Etapas del pro
eso de identifi
a
iónLa 
uestión determinante, que diferen
ia el método de identifi
a
ión de Babuska yel empleado en este artí
ulo, es la sele

ión de la estru
tura de los 
onse
uentes. En elmétodo original, 
ada salida del sistema puede tener una estru
tura NARX diferente del129



Apli
a
ión Control Borroso Mediante LMIsresto de salidas del pro
eso, mientras que el empleo de una representa
ión en espa
iode estados, requiere que todas las salidas presenten la misma estru
tura, de manera quela representa
ión global pueda ser expresada de manera matri
ial. Por ejemplo, para el
aso del sistema de renova
ión de la 
arga se propone:
ṁa(k + 1) = F{ṁa(k), ṁa(k − 1), pa(k), pa(k − 1), RPM(k),

ṁf (k), EGR(k − 1), TGV (k − 1)}
(6.1-1 )

pa(k + 1) = F{ṁa(k), ṁa(k − 1), pa(k), pa(k − 1), RPM(k),

ṁf (k), EGR(k − 1), TGV (k − 1)}
(6.1-2 )La apli
a
ión de esta restri

ión en el planteamiento de la estru
tura de los 
on-se
uentes, produ
e que el espa
io de variables donde se realiza la agrupa
ión sea elmismo en todas las salidas. Es de
ir, si se define una estru
tura dinámi
a distinta para
ada una de las salidas de los modelos, el espa
io de variables donde se reali
e la agru-pa
ión será muy distinto y, por tanto el 
onjunto de reglas y fun
iones de pertenen
iatambién. Sin embargo, si todas las salidas son definidas mediante la misma estru
tura,el espa
io de agrupamiento será similar. Por tanto, se podrá estable
er un 
onjunto dereglas y fun
iones de pertenen
ia 
omunes. Asimismo, se podrá expresar el 
onjunto detodas las salidas mediante una estru
tura matri
ial 
lási
a en espa
io de estados, tal y
omo muestran en las e
ua
iones (6.1-5 ), (6.1-6 ) y (6.1-7 ). La representa
ión medianteespa
io de estados propuesta, emplea los in
rementos de las variables EGR y TGV 
o-mo las a

iones de 
ontrol del sistema. Esta modifi
a
ión respe
to al esquema originalha
e posible el empleo de toda la metodología des
rita en [Tanaka & Wang 2001℄, ya que
omo se apunta en el 
apítulo 2 de di
ha referen
ia y se desarrolla exhaustivamente en[Tanaka & Sugeno 1992℄; las a

iones de 
ontrol no deben apare
er en los ante
edentesde la reglas borrosas para evitar un 
omplejo pro
eso de desborrosifi
a
ión que haríainviable los resultados propuestos en [Tanaka & Wang 2001℄.El punto de partida para apli
ar la metodología de identifi
a
ión es el 
onjunto dedatos experimentales. A partir de estos, se apli
an las distintas etapas definidas en lafigura 6.1, donde la estru
tura de los 
onse
uentes será la determinada en la e
ua
ión(6.1-1 ). Sin embargo, resulta re
omendable un prepro
esado de los datos 
on el objetivode normalizar los rango de las variables del pro
eso entre −1 y 1. El 
uadro 6.1 muestralos rangos reales de las señales y las fun
iones de 
onversión empleadas.La apli
a
ión de las distintas etapas que 
onstituyen la metodología de identifi
a
iónque se muestran en la figura 6.1, junto 
on un pro
eso iterativo de prueba y error, per-miten estable
er el mejor ratio entre pre
isión del modelo y 
omplejidad. El resultadoes la defini
ión de 3 úni
as 
lases en el pro
eso de agrupa
ión borrosa y, por tanto, seobtendrán un modelo borroso 
on estru
tura T-S de 3 reglas [Takagi & Sugeno 1985℄. Sin130



Apli
a
ión Control Borroso Mediante LMIsCUADRO 6.1: Normaliza
ión de las Variables.Variable Rango Real Normaliza
ión - fn(x)
ṁa [0, 250] (kg/h) = 0.008 · ṁa − 1

pa [0.9, 2] (bar) = 1.818 · pa − 2.64

RPM [720, 3000] (rpm) = 0.001 ·RPM − 1.63

ṁf [0.9, 2] (kg/h) = 0.167 · ṁf − 1

EGR [0, 100] (%) = 0.02 · EGR− 1

TGV [0, 100] (%) = 0.02 · TGV − 1embargo, en el método original de Babuska los 
onse
uentes de 
ada una de las reglasson expresados mediante expresiones Entrada-Salida, 
on la siguiente estru
tura:
ṁa(k + 1) = a1ṁa(k) + a2ṁa(k − 1) + +a3pa(k) + a4pa(k − 1)

+b1RPM(k) + +b2ṁf (k) + b3EGR(k) + b4TGV (k) + c1
(6.1-3 )

pa(k) = a5ṁa(k) + a6ṁa(k − 1) + +a7pa(k) + a8pa(k − 1)

+b5RPM(k) + +b6ṁf (k) + b7EGR(k) + b8TGV (k) + c2
(6.1-4 )Mientras que en el método propuesto, los 
onse
uentes se expresan mediante repre-senta
ión en espa
ios de estados. Esta transforma
ión de Entrada-Salida a representa-
ión interna, se 
onsigue apli
ando la forma 
anóni
a 
ontrolable [Ogata 1998℄, obte-niendo el modelo T-S de 3 reglas siguiente:

REGLA 1 :Si ṁa(k) Es D1 Y ṁa(k − 1) Es E1 Y pa(k) Es F1 Y pa(k − 1) Es J1 Y
RPM(k) Es L1 Y ṁf (k) Es M1 Y EGR(k − 1) Es N1 Y TGV (k − 1) Es Z1Enton
es
X ′(k + 1) = A′

1X
′(k) +B′

1U
′(k) + Ψ1W (k)

Y (k) = C′
1X

′(k)

(6.1-5 )
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REGLA 2 :Si ṁa(k) Es D2 Y ṁa(k − 1) Es E2 Y pa(k) Es F2 Y pa(k − 1) Es J2 Y
RPM(k) Es L2 Y ṁf (k) EsM2 Y EGR(k − 1) Es N2 Y TGV (k − 1) Es Z2Enton
es
X ′(k + 1) = A′

2X
′(k) +B′

2U
′(k) + Ψ2W (k)

Y (k) = C′
2X

′(k)

(6.1-6 )
REGLA 3 :Si ṁa(k) Es D3 Y ṁa(k − 1) Es E3 Y pa(k) Es F3 Y pa(k − 1) Es J3 Y
RPM(k) Es L3 Y ṁf (k) EsM3 Y EGR(k − 1) Es N3 Y TGV (k − 1) Es Z3Enton
es
X ′

3(k + 1) = A′
3X

′(k) +B′
3U

′(k) + Ψ3W (k)

Y (k) = C′
3X

′(k)

(6.1-7 )
Donde

X ′(k) =










ṁa(k − 1)

ṁa(k)

pa(k − 1)

pa(k)










U ′(k) =




EGR(k)

TGV (k)





W (k) =







RPM(k)

ṁf (k)

1







Y (k) =




ṁa(k)

pa(k)





(6.1-8 )
z(k) = [X ′(k) U ′(k)] (6.1-9 )

wi = Di(ṁa(k)) · Ei(ṁa(k − 1)) · Fi(pa(k)) · ·Ji(pa(k − 1)) · Li(RPM(k))

·Mi(ṁf (k)) · ·Ni(EGR(k)) · Zi(TGV (k))
(6.1-10 )132
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a
ión Control Borroso Mediante LMIsSin embargo, los 
onse
uentes des
ritos por las e
ua
iones (6.1-5 ), (6.1-6 ) y (6.1-7 ) nopueden ser empleados dire
tamente para el diseño de los 
ontroladores 
on estru
turaPDC. Esto es debido a que el ve
tor de las a

iones de 
ontrol U ′(k) apare
e dire
ta-mente en los ante
edentes de las reglas borrosas (e
ua
ión (6.1-9 )), he
ho que 
ompli
aenormemente el pro
eso de desborrosifi
a
ión del 
ontrolador borroso [Tanaka & Wang2001℄. Este problema, que ya fue apuntado en la introdu

ión, se ha resuelto modifi-
ando la representa
ión en espa
io de estados sustituyendo las variables 
ontroladas
EGR(k) y TGV (k) por los in
rementos de di
has variables, tal y 
omo muestra a 
onti-nua
ión:

X ′(k + 1) = A′
iX

′(k) +B′
iU

′(k) + ΨiW (k)

= A′
iX

′(k) +B′
i∆U

′(k) +B′
iU

′(k − 1) + ΨiW (k)
(6.1-11 )Donde,

U ′(k) = ∆U ′(k) + U ′(k − 1) (6.1-12 )Apli
ando la e
ua
ión (6.1-11 ) a los 
onse
uentes de las las reglas (6.1-5 ), (6.1-6 ) y(6.1-7 ), se obtiene un modelo borroso donde los ante
edentes de las reglas no varían ylos 
onse
uentes vienen des
ritos por las e
ua
iones (6.1-13 ), (6.1-14 ) y (6.1-15 ).
CONSECUENTE REGLA 1 :




X ′(k + 1)

U ′(k)





︸ ︷︷ ︸

X(k+1)

=




A′

1 B′
1

0 I





︸ ︷︷ ︸

A1




X ′(k)

U ′(k − 1)





︸ ︷︷ ︸

X(k)

+




B′

1

I





︸ ︷︷ ︸

B1

[

∆U ′(k)
]

︸ ︷︷ ︸

U(k)

+ Ψ1W (k)

Y (k) =
[

C′
1 0

]

︸ ︷︷ ︸

C1




X ′(k)

U ′(k − 1)





︸ ︷︷ ︸

X(k)

(6.1-13 )
CONSECUENTE REGLA 2 :




X ′(k + 1)

U ′(k)





︸ ︷︷ ︸

X(k+1)

=




A′

2 B′
2

0 I





︸ ︷︷ ︸

A2




X ′(k)

U ′(k − 1)





︸ ︷︷ ︸

X(k)

+




B′

2

I





︸ ︷︷ ︸

B2

[

∆U ′(k)
]

︸ ︷︷ ︸

U(k)

+Ψ2W (k)

Y (k) =
[

C′
2 0

]

︸ ︷︷ ︸

C2




X ′(k)

U ′(k − 1)





︸ ︷︷ ︸

X(k)

(6.1-14 )
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CONSECUENTE REGLA 3 :




X ′(k + 1)

U ′(k)





︸ ︷︷ ︸

X(k+1)

=




A′

3 B′
3

0 I





︸ ︷︷ ︸

A3




X ′(k)

U ′(k − 1)





︸ ︷︷ ︸

X(k)

+




B′

3

I





︸ ︷︷ ︸

B3

[

∆U ′(k)
]

︸ ︷︷ ︸

U(k)

+Ψ3W (k)

Y (k) =
[

C′
3 0

]

︸ ︷︷ ︸

C3




X ′(k)

U ′(k − 1)





︸ ︷︷ ︸

X(k)

(6.1-15 )
Donde,

X(k) =















ṁa(k − 1)

ṁa(k)

pa(k − 1)

pa(k)

EGR(k − 1)

TGV (k − 1)















U(k) =




∆EGR(k)

∆TGV (k)





W (k) =







RPM(k)

ṁf (k)

1







Y (k) =




ṁa(k)

pa(k)





(6.1-16 )

z(k) = X(k) (6.1-17 )A la vista de los nuevos 
onse
uentes, el 
ontrolador borroso diseñado a partir delmodelo planteado, no presentará problemas de desborrosifi
a
ión. Asimismo, se hanempleado las variables ṁf (k) y RPM(k) 
omo perturba
iones medibles dentro del mo-delo borroso, tal y 
omo se puede apre
iar en el ve
torW (k). A 
ontinua
ión se muestranalgunos de los datos numéri
os que no se han podido presentar en el texto por falta deespa
io.134
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a
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onse
uente de la regla 1, e
ua
ión (6.1-5 ):
A1 =















0 1 0 0 0 0

−0.1647 0.8911 −0.0049 −0.0371 −0.0279 0.1219

0 0 0 1 0 0

−0.0522 0.1016 0.7063 0.0855 −0.0027 0.0305

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1















B1 =















0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1















Ψ1 =















0 0 0

0.1075 0.0596 −0.1282

0 0 0

−0.0024 0.0005 −0.1365

0 0 0

0 0 0















C1 =




0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0



 (6.1-18 )Modelo del 
onse
uente de la regla 2, e
ua
ión (6.1-6 ):
A2 =















0 1 0 0 0 0

−0.5445 1.4793 −0.2511 0.2831 −0.0082 −0.0088

0 0 0 1 0 0

−0.0201 0.0272 −0.6058 1.5700 −0.0024 0.0415

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1















B2 =















0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1















Ψ2 =















0 0 0

0.0262 0.0059 0.0042

0 0 0

0.0044 0.0327 −0.0042

0 0 0

0 0 0















C2 =




0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0





(6.1-19 )
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a
ión Control Borroso Mediante LMIsModelo del 
onse
uente de la regla 3, e
ua
ión (6.1-7 ):
A3 =















0 1 0 0 0 0

−0.6235 1.5663 −0.0448 0.0691 −0.0100 −0.0128

0 0 0 1 0 0

−0.0760 0.1241 −0.1426 1.0824 −0.0009 0.0160

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1















B3 =















0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1















Ψ3 =















0 0 0

0.0198 −0.0013 −0.0052

0 0 0

−0.0060 0.0198 −0.0132

0 0 0

0 0 0















C3 =




0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0





(6.1-20 )
Las fun
iones de pertenen
ia de los ante
edentes de las e
ua
iones (6.1-5 ), (6.1-6 ),(6.1-7 ), (6.2-15 ), (6.2-16 ) y (6.2-17 ) en la figura 6.2.6.1.2 Valida
ión del ModeloEl modelo borroso obtenido será validado mediante un segundo 
onjunto de datos,pro
edentes de otro test Euro 4 realizado sobre el mismo vehí
ulo. Sin embargo, en estesegundo test la masa del vehí
ulo se ha modifi
ado, añadiendo una masa extra de 100kg. El objetivo es validar el 
omportamiento del modelo 
on este segundo paquete dedatos experimentales.Además de presentar las gráfi
as referentes a las 
omparativas de modelo y pro-
eso, se empleará un índi
e que permita 
uantifi
ar la 
alidad del modelo 
on mayorobjetividad. El índi
e sele

ionado es el denominado VAF (Varianza Considerada), querepresenta la varianza en por
entaje entre dos señales temporales. Este índi
e, el 
ualse define mediante la e
ua
ión (6.1-21 ), es ampliamente utilizado en la literatura dentrodel ámbito de identifi
a
ión de sistemas dinámi
os [Verdult & Verhaegen 2000℄. Cuandoel valor del índi
e es más 
er
ano al 100%, mayor es la pre
isión del modelo identifi
adorespe
to al 
omportamiento real del pro
eso.

V AF (y, ŷ) = 100%

[

1− var(y − ŷ)

var(y)

] (6.1-21 )136
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FIGURA 6.2: Fun
iones de pertenen
ia.Donde y e ŷ serán ve
tores en el 
aso mono variable y matri
es en el 
aso multivaria-ble. Por tanto, la evalua
ión del índi
e en el 
aso de matri
es se define 
omo la apli
a
iónde la e
ua
ión (6.1-21 ) para 
ada una de las 
olumnas de la matriz y, analizada respe
-to a su 
olumna 
orrespondiente en la matriz ŷ. Por tanto, dadas dos matri
es y e ŷ se
al
ulará 
omo
V AF (y(N, 1), ŷ(N, 1)), · · · , V AF (y(N, p), ŷ(N, p)) (6.1-22 )La figura 6.3 muestra la valida
ión del modelo borroso de 3 reglas frente al pro
eso real,empleando el segundo 
onjunto de datos.El 
ál
ulo del índi
e VAF, reflejado en el 
uadro 6.2, permite estable
er 
on
lusiones
uantitativas y analíti
as, más allá de la apre
ia
ión visual de la gráfi
a 6.3.CUADRO 6.2: Valores índi
e VAF(%).

ṁa paDat. Identifi
a
ión 93.4120 95.1030Dat. Valida
ión 96.9329 97.2370En primer lugar, se puede observar 
omo el valor del índi
e de pre
isión presentavalores superiores al 90% en ambos experimentos (identifi
a
ión y valida
ión). Por tan-to, el modelo identifi
ado puede representar 
on 
ierta garantías el 
omportamiento del137
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FIGURA 6.3: Valida
ión - Real (Sólido) vs Modelo Identifi
ado (Dis
ontinua).pro
eso real. En segundo lugar, el valor del VAF es ligeramente superior en la valida
ión.Esta 
uestión resulta sorprendente, ya que en general, la respuesta de un modelo anteun paquete de datos de valida
ión suele ser peor que ante los datos de identifi
a
ión.Una posible respuesta a este resultado se basa en el análisis de los datos que se muestranen la figura 6.4. Ésta muestra 
omo los datos de valida
ión presentan un respuesta diná-mi
a 
on transi
iones suaves, es de
ir, no existen saltos brus
os en el 
omportamiento.Sin embargo, los datos de identifi
a
ión presentan varia
iones abruptas puntualmen-te, desta
adas en la figura 6.4. Estas varia
iones se deben en gran medida al efe
to del
ambio de mar
has manual, en parti
ular al tiempo empleado en la modifi
a
ión de unamar
ha.Realizar un 
ambio de mar
ha de manera lenta (tiempo 
onsumido elevado), provo
auna disminu
ión muy signifi
ativa de la ṁa. Esta disminu
ión es 
onse
uen
ia de un flujode fuel prá
ti
amente nulo, ya que en el pro
eso de 
ambio de una mar
ha el 
ondu
torlevanta el pie del a
elerador. Esta 
ir
unstan
ia da lugar a un des
enso brus
o de lasvariables del pro
eso y, por tanto, que di
has variables al
an
en valores muy distintos alos que presentaban en el instante previo a la modifi
a
ión de la mar
ha del vehí
ulo.
Los resultados de identifi
a
ión y valida
ión presentados en el artí
ulo pueden resultar sorprendente, peroanalizando los datos que apare
en en la figura 6.4 se puede en
ontrar una respuesta razonable, tal y 
omo se
omenta en el texto.138



Apli
a
ión Control Borroso Mediante LMIsLa figura 6.4 muestra 
omo los datos de valida
ión (ventana inferior) presentan unrespuesta dinámi
a 
on 
ambios suaves, es de
ir los estados del pro
eso tienen un re-
orrido pequeño en el dominio no lineal de di
ho pro
eso. Sin embargo, los datos deidentifi
a
ión (ventana superior) presentan 
ambios mu
ho mayores y brus
os, debidosal aumento del tiempo 
onsumido en el 
ambio de una mar
ha. Esta 
ir
unstan
ia pro-vo
a un re
orrido de los estados en el dominio no lineal mu
ho mayor, he
ho que pare
eser la 
ausa objetiva del mejor dato de VAF para la valida
ión.
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FIGURA 6.4: Compara
ión de los dos 
onjuntos de datos experimentales empleados (no son simula
iones basadasen el modelo borroso).
6.2 Controlador Borroso ÓptimoLa metodología de diseño que se propone en esta se

ión, se basa en los trabajos pre-sentados en [Takagi & Sugeno 1985℄ y [Tanaka & Wang 2001℄. El objetivo es la obten
iónde un 
ontrolador no lineal 
on estru
tura borrosa T-S que minimiza un índi
e 
uadrá-ti
o de tipo LQR y, al mismo tiempo, garanti
e estabilidad según la teoría de Lyapunov[Brani
ky 1998℄.El 
ontrolador óptimo borroso se diseña mediante la resolu
ión de un problema deoptimiza
ión donde el objetivo es minimizar una 
ota superior del índi
e de 
oste 
ua-dráti
o, tal y 
omo se mostró en el apartado 5.4.2 del 
apítulo 5. Este planteamiento139
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a
ión Control Borroso Mediante LMIspresenta la gran ventaja de poder ser expresado en términos de LMIs, lo 
ual garantizasu resolu
ión en tiempo polinomial mediante algoritmos muy efi
ientes al tratarse deun problema 
onvexo [Boyd et al. 1987℄.6.2.1 Diseño del Controlador mediante LMIsEl 
ontrolador T-S que se plantea debe minimizar el siguiente índi
e de tipo LQR,
J =

∞∑

0

XTQX + UTRU (6.2-1 )sujeto a la dinámi
a del pro
eso:
X(k + 1) =

r∑

i=1

hi(z(k))AiX(k) +BiU(k) (6.2-2 )En primer lugar se amplían los modelos en espa
io de estados de los 
onse
uentesde las e
ua
iones (6.1-5 ), (6.1-6 ) y (6.1-7 ), in
luyendo 2 integradores. El objetivo de estamodifi
a
ión del modelo original es eliminar el error en régimen permanente de la ṁa y
pa en el seguimiento de referen
ias lo
al. La e
ua
ión (6.2-3 ) muestra la estru
tura delmodelo ampliado para abordar el problema de seguimiento de referen
ias.

A∗
i =







Ai 0

−Ci




1 0

0 1











B∗
i =







Bi



0 0

0 0











C∗
i =



 Ci




0 0

0 0









(6.2-3 )
En segundo lugar, se realiza el diseño óptimo mediante LMIs empleando una versiónsimplifi
ada del teorema 25 introdu
ido en [Tanaka & Wang 2001℄ y des
rito en el 
apí-tulo 5, 
uyo enun
iado es:TEOREMA 6.2.1 Las matri
es de realimenta
ión que minimizan una 
ota superior del ín-di
e de 
oste pueden ser obtenidas resolviendo un problema de minimiza
ión sujeto aLMIs. En 
on
reto, se garantiza que J < XT (0)PX(0) < γ al resolver el siguiente problemade minimiza
ión,

Minimizar
F,M1,...,Mr

γ (6.2-4 )
La e
ua
ión (6.2-2 ) muestra el modelo dinámi
o empleado en el diseño del 
ontrolador LQR. Se puedeobservar 
omo no se ha tenido en 
uanta la dinámi
a de las perturba
iones, tal y 
omo se anti
ipó en laintrodu

ión.140
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F > 0,







γ XT (0)

X(0) F






> 0,

(6.2-5 )
Uii < 0 (6.2-6 )

Vij < 0, i > j s.a. hi ∩ hj 6= φ (6.2-7 )Donde,






Aux1 FC∗T
i −MT

i

C∗
i F −Q−1 0

−Mi 0 −R−1







Uii

(6.2-8 )












Aux2 FC∗T
i −MT

j FC∗T
j −MT

i

C∗
i F −Q−1 0 0 0

−Mj 0 −R−1 0 0

C∗
j F 0 0 −Q−1 0

−Mi 0 0 0 −R−1













Vij

(6.2-9 )



F FA∗T

i −MT
i B

∗T
i

A∗
iF −B∗

iMi F





Aux1

(6.2-10 )



F GT

ij

Gij F





Aux2

,

Gij =
(A∗

iF+A∗

jF−B∗

i Mj−Bj∗Mi)

2

(6.2-11 )Las matri
es de realimenta
ión del estado se extraen a partir de la solu
ión de las LMIs
omo
Ki =MiF

−1 i = 1, 2, ..., r (6.2-12 )El método de diseño basado en LMIs que se ha presentado en el teorema 6.2.1, se haapli
ado al modelo identifi
ado (e
ua
iones (6.1-5 ), (6.1-6 ) y (6.1-7 )), donde las matri
esde pondera
ión Q y R empleadas en el diseño se presentan a 
ontinua
ión: 141
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Q =





















0.01 0 0 0 0 0 0 0

0 0.01 0 0 0 0 0 0

0 0 0.01 0 0 0 0 0

0 0 0 0.01 0 0 0

0 0 0 0 0.01 0 0 0

0 0 0 0 0 0.01 0 0

0 0 0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0 0 10





















R =




10 0

0 10





(6.2-13 )
La resolu
ión de las LMIs se ha realizado mediante el empleo de la Toolbox YALMIP[Lofberg 2004℄ paraMatLab y la LMIToolbox. El resultado es la obten
ión de tres matri
esde realimenta
ión del estado, tal y 
omo muestra la e
ua
ión (6.2-14 ),

KT
1 =





















2.2471 −0.0372

−9.2847 −0.9759

6.5575 3.1015

−1.0573 1.7763

1.3905 0.0495

−1.6831 0.9800

2.5502 0.4526

−0.6747 −0.6170





















KT
2 =





















8.7726 0.5316

−19.6217 −1.9687

−1.4572 −2.3804

7.3364 7.9389

1.0714 0.0291

0.5619 1.1749

2.5526 0.4543

−0.6759 −0.6179





















KT
3 =





















9.5522 0.3713
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(6.2-14 )

El 
ontrolador global del sistema presenta una estru
tura equivalente a la del mo-delo identifi
ado en el número de reglas, ante
edentes y fun
iones de pertenen
ia. Sinembargo, los 
onse
uentes de las reglas pasan a ser los 
ontroladores 
al
ulados indivi-dualmente en la se

ión anterior. Las e
ua
iones (6.2-15 ), (6.2-16 ) y (6.2-17 ) muestranel sistema de 
ontrol diseñado.142
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REGLA 1 :Si ṁa(k) Es D1 Y ṁa(k − 2) Es E1 Y pa(k − 1) Es F1 Y pa(k − 2) Es J1 Y
RPM(k − 1) Es L1 Y ṁf (k − 1) Es M1 Y EGR(k − 1) Es N1 Y TGV (k − 1) Es Z1Enton
es
U(k) = −K1X(k) (6.2-15 )
REGLA 2 :Si ṁa(k) Es D2 Y ṁa(k − 2) Es E2 Y pa(k − 1) Es F2 Y pa(k − 2) Es J2 Y
RPM(k − 1) Es L2 Y ṁf (k − 1) Es M2 Y EGR(k − 1) Es N2 Y TGV (k − 1) Es Z2Enton
es
U(k) = −K2X(k) (6.2-16 )
REGLA 3 :Si ṁa(k) Es D3 Y ṁa(k − 2) Es E3 Y pa(k − 1) Es F3 Y pa(k − 2) Es J3 Y
RPM(k − 1) Es L3 Y ṁf (k − 1) Es M3 Y EGR(k − 1) Es N3 Y TGV (k − 1) Es Z3Enton
es
U(k) = −K3X(k) (6.2-17 )6.3 Valida
ión de ResultadosTras el diseño del 
ontrolador en el epígrafe anterior, es pre
iso pro
eder a su valida-
ión. Esta 
uestión no es fá
il, debido a un importante in
onveniente que está aso
iado143



Apli
a
ión Control Borroso Mediante LMIsa la imposibilidad de implementar el diseño realizado, relativo al 
ontrol de Renova
iónde la Carga, en la Unidad Ele
tróni
a de Control (ECU) que equipan los vehí
ulos. Di
hasunidades no son a

esibles de forma dire
ta, pues están protegidas por los fabri
antes,y en 
onse
uen
ia no es posible sustituir la parte 
orrespondiente a di
ho 
ontrol por elnuevo 
ontrol desarrollado, lo que nos lleva a la imposibilidad de realizar experien
ias
on el motor real y su ECU. Sin embargo, 
on la identifi
a
ión borrosa del pro
eso deRenova
ión de la Carga se ha 
onseguido un modelo no lineal que se adapta al 
ompor-tamiento de pro
eso de una forma muy razonable y en todo el rango de fun
ionamiento,de manera que la valida
ión puede justifi
arse en simula
ión. Por lo tanto, para validarlos resultados de este diseño, que 
omo se a
aba de 
omentar, 
orrespondería a unaparte del diseño de 
ontrol global, es ne
esario aislar el subpro
eso de Renova
ión dela Carga del resto del pro
eso y generar una 
ondi
iones realistas de prueba que permi-tan inferir que los resultados que se obtienen son 
oherentes, 
omparables y en su 
asomejorados, 
on los que de forma global se han obtenido 
on el pro
eso real y la ECU
omer
ial. En este sentido, 
uando se analizan los resultados del 
ontrol global de unmotor 
on la ECU 
omer
ial ante el Test Euro 4 (ver figura 6.5) se observa que, respe
toal pro
eso de Renova
ión de la Carga, éste viene 
ara
terizado por unos perfiles de ṁa,
pa, ṁf y RPM determinados (figuras 4.9 y 4.10 del 
apítulo 4), que aseguran la 
onse
u-
ión de los objetivos del 
itado Test. En parti
ular, las velo
idades lineales y par motor
orrespondientes, además y respe
to a las espe
ifi
a
iones a 
umplir, es sabido que laECU 
omer
ial estable
e un 
ontrol de referen
ia variable de la ṁa (rela
ionado 
on la
ṁf a través de la rela
ión aire fuel-AFR (
ontrol de ratio)) y sujeto a que pa se mantengadentro de un rango de fun
ionamiento ade
uado. Por ello, la solu
ión adoptada vienereflejada en la figura 6.6, en la que se ha aislado el pro
eso de renova
ión de la 
argaestable
iendo una referen
ia de ṁa igual a la obtenida 
omo salida en las pruebas realesy una referen
ia de pa por debajo de la obtenida en di
has pruebas. Con este enfoquees posible valorar si el 
ontrolador diseñado es 
omparable al sub
ontrolador de la ECUque se dedi
a al pro
eso de renova
ión de la 
arga y en su 
aso si se ha produ
ido algunamejora (figura 6.8).Los resultados de simula
ión en bu
le 
errado se presentan en las figuras 6.7, 6.8y 6.9. La figura 6.7 muestra 
omo la respuesta de la ṁa 
onsigue seguir de manerarazonable la referen
ia estable
ida. Por tanto, el 
omportamiento me
áni
o será similaral que se produ
e 
uando la ECU gestiona el pro
eso. Por otra parte, se puede observa
omo la pa es 
apaz de seguir el perfil de presiones determinado. Asimismo, la figura 6.8muestra 
omo la respuesta de la presión de aire de la ECU es mayor, he
ho que puedefavore
er una mayor produ

ión de NOx en 
ompara
ión 
on presiones más bajas, 
omoes el 
aso de la respuesta obtenida 
on el 
ontrolador borroso. En parti
ular, se puede

Las ECU in
orporan otros 
ontroles y fun
iones adi
ionales al de Renova
ión de la Carga, pero indispensa-bles para el fun
ionamiento global del vehí
ulo144
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Proceso

Renovación de 

la Carga

ECU 

% EGR (REAL)

% TGV (REAL)

ma (REAL)

pa (REAL)

Test EURO 4

VEHÍCULO SOMETIDO A TEST EURO 4

mf (REAL) RPM (REAL)FIGURA 6.5: Control del Pro
eso de Renova
ión de la Carga en ECUs Comer
iales.
Modelo Borroso

Control

PDC

% EGR 

% TGV

ma 

pa

+

+

-

-

Ref = ma (REAL)

Ref. pa

SIMULACIÓN Y VALIDACIÓN DE RESULTADOS

mf (REAL) RPM (REAL)FIGURA 6.6: Control del Pro
eso de Renova
ión de la Carga Propuesto.observar 
omo 
on demandas de ṁa bajas la pa del 
ontrolador borroso se mantiene envalores 
er
anos a la atmosféri
a, mientras que la ECU propor
iona valores de presiónde aire mayores.La figura 6.9 muestra 
omo las a

iones de 
ontrol EGR y TGV , propuestas por el
ontrolador borroso T-S diseñado, presentan menor número de transi
iones entre losvalores de satura
ión de las válvulas. Este he
ho podría ser determinante en la vida útildel a

ionador, ya que una 
ontinua 
onmuta
ión entre los valores de satura
ión resultaperjudi
ial para los elementos me
áni
os.

145



Apli
a
ión Control Borroso Mediante LMIs

0 50 100 150 200 250 300 350
−1

−0.5

0

0.5

1

Tiempo (s)

F
lu

jo
 M

ás
ic

o 
de

 A
ire

 

 
Ref. Flujo m

a
 (ECU Real)

Flujo m
a

0 50 100 150 200 250 300 350
−1

−0.5

0

0.5

Tiempo (s)

P
re

si
ón

 d
e 

A
ire

 

 
Ref. p

a

p
a

FIGURA 6.7: Respuesta de ṁa y pa.
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6.4 Con
lusionesEn este 
apítulo se ha mostrado el pro
eso 
ompleto de diseño de un sistema de
ontrol para la gestión del pro
eso de renova
ión de la 
arga de un motor diesel tur-boalimentado. En primer lugar, se ha presentado una modifi
a
ión de la metodologíade identifi
a
ión introdu
ida en el 
apítulo 3, que representa de manera satisfa
toria el
omportamiento real del sistema. La ventaja de la propuesta introdu
ida es la obten-
ión de un modelo borroso T-S donde los 
onse
uentes son representa
iones en espa
iode estados MIMO. Por el 
ontrario, el método original de Babuska emplea fun
iones detransferen
ia MISO en los 
onse
uentes, los 
uales no resultan apropiados en el diseñode 
ontroladores según las té
ni
as de diseño planteadas en [Tanaka & Wang 2001℄.En segundo lugar, se ha presentado el diseño de un 
ontrolador borroso óptimo yestabilizante. El 
ontrolador óptimo borroso se diseña mediante la resolu
ión de unproblema de optimiza
ión donde el objetivo es minimizar una 
ota superior del índi
ede 
oste 
uadráti
o. Este planteamiento presenta la gran ventaja de poder ser expresadoen términos de LMIs, lo 
ual garantiza su resolu
ión en tiempo polinomial mediantealgoritmos muy efi
ientes, al tratarse de un problema 
onvexo [Boyd et al. 1987℄. 147
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CAPÍTULO 7
Propuesta para Identificación de

Predictores Borrosos

"Predi
tion: A statement foretelling the possible out
ome(s) of an event, pro
ess, or ex-periment. A predi
tion is based on observations, experien
e, and s
ientifi
 reasoning."S
ien
e Handbook
7.1 Introdu

iónEl 
apítulo 1 des
ribía en detalle las prin
ipales 
ara
terísti
as del diseño de 
ontrola-dores MPC, donde se desta
aban tres elementos fundamentales en la filosofía de 
ontrolpredi
tivo: el predi
tor o modelo de predi

ión, la fun
ión de 
oste y el optimizador.Estos tres elementos han sido objeto de estudio en numerosas propuestas dentro dela literatura del área, tal y 
omo se mostró en el 
apítulo 5. Obviamente, un pequeñoavan
e o sofisti
a
ión de 
ualquiera de estos elementos, supone una mejora 
onsidera-ble en el 
omportamiento global del sistema de 
ontrol predi
tivo, he
ho que justifi
ael intenso estudio de nuevos modelos de predi

ión, optimizadores, et
. Siguiendo es-ta motiva
ión, el presente 
apítulo des
ribe una nueva propuesta para la identifi
a
ióndel predi
tor, en parti
ular, se des
ribirá una nueva metodología para la obten
ión depredi
tores borrosos 
on estru
tura TS. 151
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Propuesta para Identifi
a
ión de Predi
tores BorrososUna de las alternativas que mayor interés ha sus
itado en el área de identifi
a
ión desistemas dinámi
os, dado el gran número de publi
a
iones que se pueden en
ontrar ylos satisfa
torios resultados que se han obtenido [Babuska 1998℄, es la utiliza
ión de mo-delos borrosos 
omo representantes de los pro
esos no lineales reales que se pretenden
ontrolar. Sin embargo, todavía no existe una metodología ampliamente a
eptada en laobten
ión predi
tores borrosos 
on el objetivo de ser empleados en el diseño de 
ontro-ladores predi
tivos. La prin
ipal desventaja que se suele presentar al emplear sistemasborrosos 
omo predi
tor, es el elevado 
oste 
omputa
ional que se produ
e 
uando di-
hos modelos son empleados dentro del optimizador.Una de las aporta
iones más re
ientes y que plantea una solu
ión óptima y 
on una
arga 
omputa
ional asequible, son los trabajos presentados en [Zhang et al. 2006℄,[Zhang et al. 2007b℄, [Zhang & Feng 2007℄, [Zhang et al. 2007a℄ y [Zhang et al. 2007
℄.En todos ellos, tal y 
omo se mostró en el 
apítulo 5 apartado 5.5.2, se plantea la reso-lu
ión de un problema de optimiza
ión expresado en términos de LMIs, donde se ha
euso de un predi
tor obtenido a partir de una des
rip
ión del pro
eso no lineal medianteun modelo borroso 
on estru
tura Takagi-Sugeno (TS). El 
on
epto bási
o en los trabajosanteriormente 
itados, si se analiza detenidamente la propuesta des
rita en [Zhang et al.2007b℄, es el planteamiento de la extensión de los predi
tores lineales basados en mode-los en espa
io de estados [Cama
ho & Bordons 2004℄ al ámbito de los sistemas borrosos.Es de
ir, los modelos lo
ales des
ritos en los 
onse
uentes son ampliados a lo largo delhorizonte de predi

ión y 
ontrol. Para 
larifi
ar esta 
uestión, se debe re
ordar 
ómo sepueden obtener estos predi
tores en el ámbito lineal, por ejemplo siguiendo la nota
ióndes
rita en [Ma
iejowski 2002℄, donde el punto de partida es un modelo lineal expresadoen representa
ión interna:
X(k + 1) = AX(k) +BU(k) (7.1-1 )El modelo de predi

ión se obtiene apli
ando re
ursivamente la e
ua
ión de estados,tal y 
omo se muestra en la e
ua
ión (7.1-2 ),

X(k + 2) = AX(k + 1) +BU(K + 1) (7.1-2 )apli
ando la e
ua
ión (7.1-1 ),
X(k + 2|k) = A[AX(k) +BU(k)] +BU(k + 1)

X(k + 2|k) = A2X(k) +ABU(k) +BU(k + 1)
(7.1-3 )Siguiendo la formula
ión de la e
ua
ión (7.1-3 ) se puede obtener un modelo de pre-di

ión que úni
amente depende del ve
tor de estados en el instante k y de las a

ionesde 
ontrol futuras, tal y 
omo muestra la e
ua
ión (7.1-4 ).152
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Donde H es el horizonte de predi

ión y Hu es el horizonte de 
ontrol.El trabajo publi
ado en [Zhang et al. 2007b℄ apli
a la idea subya
ente en las e
ua
io-nes (7.1-3 ) y (7.1-4 ), a un modelo borroso TS expresado mediante la e
ua
ión (7.1-5 ).

X(k + 1) = A(µ)X(k) +B(µ)U(k) + b(µ) (7.1-5 )donde µ := (µ1, . . . , µN) y,
A(µ) =

N∑

l

= µlAl, B(µ) =

N∑

l

= µlBl, b(µ) =

N∑

l

= µlbl (7.1-6 )En otras palabras, en [Zhang et al. 2007b℄ se propone la obten
ión de un modelode predi

ión lo
al para 
ada uno de los 
onse
uentes del modelo borroso TS, tal y
omo se expresa en la e
ua
ión (7.1-7 ) extraída de [Zhang et al. 2006℄, [Zhang et al.2007b℄, [Zhang & Feng 2007℄, [Zhang et al. 2007a℄ y [Zhang et al. 2007
℄. Sin embargo, elmodelo de predi

ión des
rito en (7.1-7 ) depende de los valores de pertenen
ia futurosde µ, lo que supone un 
laro in
onveniente, ya que la obten
ión de la predi

ión de losestados y de las a

iones de 
ontrol futuras úni
amente es posible mediante un pro
esoiterativo. Obviamente, la utiliza
ión de un modelo 
on estas 
ara
terísti
as en la etapa deoptimiza
ión plantea la ne
esidad de resolver un problema de optimiza
ión no 
onvexo.Sin embargo, se puede plantear una simplifi
a
ión de este modelo asumiendo que todoslos valores futuros de los valores de pertenen
ia son 
ontantes e iguales al del instante
k. Esta simplifi
a
ión asume que el sistema no va a variar signifi
ativamente el punto defun
ionamiento dentro del horizonte de predi

ión, por lo que los valores de pertenen
iase mantendrían relativamente a
otados.
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Las siguientes se

iones tratan de des
ribir una nueva propuesta de predi
tor queelimina la ne
esidad de asumir valores 
onstantes de µ durante todo el horizonte depredi

ión.7.2 Des
rip
ión 
on
eptual del métodoLa idea bás
i
a es explotar la 
apa
idad de los modelos borrosos 
omo aproximadoresuniversales de sistemas no lineales. El objetivo es obtener un predi
tor que propor
ioneel ve
tor de estados futuros a lo largo de un horizonte de predi

ión, a partir del ve
torde estados a
tuales y del 
onjunto de a

iones de 
ontrol futuras. Además, este predi
torno debe ser iterativo, es de
ir, dado un 
onjunto de estados a
tual y un 
onjunto dea

iones de 
ontrol no debe ser ne
esario la itera
ión del modelo a lo largo del horizontede predi

ión para poder 
ono
er el ve
tor de estados futuros 
ompleto.El punto de partida para este nuevo predi
tor, definido 
omo modelo FLAP (FuzzyLarge Ahead Predi
tion), es la defini
ión de dos términos dentro del predi
tor. En primertérmino se define 
omo la respuesta lo
al del sistema, es de
ir, este término asume quela respuesta lo
al del sistema, dentro del horizonte de predi

ión, se produ
e dentro deun entorno relativamente 
er
ano al ve
tor de estado del instante a
tual. Este primertérmino del predi
tor se obtiene a partir del modelo borroso a un paso de predi

ión,definido 
omo modelo borroso pre
ursor. Por ello, se asumirá 
onstante el valor delas fun
iones de pertenen
ia dentro de todo el horizonte de predi

ión. No 
abe dudaque, de manera similar a la propuesta introdu
ida en [Zhang et al. 2007b℄, la validezde la hipótesis de trabajo depende dire
tamente de la respuesta del sistema dinámi
o,por tanto, el grado de pre
isión del predi
tor resultante será diferente en 
ada 
asoparti
ular.La respuesta lo
al del sistema se obtiene de manera similar a la des
rita en la e
ua-
ión (7.1-7 ) a partir del 
on
epto de predi
tores lineales (e
ua
iones (7.1-1 )-(7.1-4 )). Por154
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a
ión de Predi
tores Borrososotro lado, el modelo borroso pre
ursor de la respuesta lo
al, des
rito en [Zhang et al.2007b℄ mediante la e
ua
ión (7.1-5 ), será identifi
ado a partir de un 
onjunto de datosexperimentales obtenidos del sistema real. En parti
ular, se emplea una modifi
a
ióndel método de identifi
a
ión des
rito en [Babuska 1998℄, el 
ual fue introdu
ido en el
apítulo 3. La validez de la metodología propuesta en [Babuska 1998℄ ha quedado 
on-trastado en la literatura en numerosas 
ontribu
iones 
omo [Babuska 1998℄, [Abonyi2003℄, [Gar
ía-Nieto et al. 2009℄ o [Díez et al. 2004℄, por lo que la validez de este tipode té
ni
as se en
uentra respaldada.El segundo término a 
onsiderar se en
arga de expresar matemáti
amente 
ómo afe
-tan las varia
iones en el ve
tor de estado en entornos lejanos al valor del mismo en elinstante a
tual y, por ello, se define 
omo la respuesta no lo
al. Al 
ontrario que la res-puesta lo
al, este término no asume 
onstantes las fun
iones de pertenen
ia del modeloborroso.La respuesta no lo
al se obtiene a partir del 
ál
ulo del error entre la respuesta lo
al
al
ulada y la respuesta repuesta real del sistema. Por tanto, se emplea la señal error
al
ulada 
omo un nuevo 
onjunto de datos a partir de los 
uales se obtendrán losparámetros del término de la respuesta no lo
al. A 
ontinua
ión, la figura 7.1 muestraun diagrama resumen que re
oge de manera esquemáti
a los dos términos del predi
tory la rela
ión entre ellos.
Conjunto de Datos Experimentales

Identificación 
Modelo Borroso 

Precursor

Respuesta Local 
del Predictor

Error

Predictor FLAP

Respuesta No 
Local del Predictor










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...
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









=

r
∑

i=1

hi(z(k))











A
H

i
X(k) +B

H

i











∆U(k|k)
∆U(k + 1|k)

...
∆U(k + T |k)





















FIGURA 7.1: Respuesta lo
al y no lo
al del predi
tor borroso propuesto. 155
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a
ión de Predi
tores BorrososLa obten
ión del predi
tor esquematizado en la figura 7.1 se ha llevado a 
abo me-diante la implementa
ión del algoritmo que se detallará en los apartados su
esivos. Sinembargo, no se debe olvidar que el objetivo debe ser la obten
ión de un modelo de pre-di

ión 
apaz de ser empleado para el diseño de 
ontroladores predi
tivos y, por tanto,siempre se debe tener en 
uenta el deli
ado equilibrio existente entre pre
isión y 
om-plejidad 
omputa
ional, ya que si se 
ontase 
on una 
apa
idad de 
ómputo ilimitada no
abe duda que la mejor alternativa sería la itera
ión del modelo pre
ursor identifi
ado.7.3 Algoritmo desarrolladoEl algoritmo que se detalla a 
ontinua
ión y que propor
iona los modelos de pre-di

ión definidos 
omo modelos FLAP, presenta una estru
tura similar a otro algorit-mos existentes destinados a la identifi
a
ión de modelos borroso a partir de datosexperimentales, tal y 
omo se mostró en el 
apítulo 3 [Babuska 1998℄, [Abonyi 2003℄,[Gar
ía-Nieto et al. 2009℄. Sin embargo, el he
ho novedoso del algoritmo es la 
apa
idadde obtener el ve
tor 
ompleto de predi

ión dentro de un horizonte de predi

ión. Ge-neralmente, tal y 
omo ya se apuntó en la introdu

ión, los modelos borrosos que sepueden obtener a partir de datos experimentales permiten 
ono
er úni
amente el 
om-portamiento del ve
tor de estados en el instante (k + 1), posteriormente se emplea estamodelo en alguno pro
eso de iterativo para obtener todo el horizonte de predi

ión.Sin embargo, el algoritmo que se presenta a 
ontinua
ión, obtiene de manera dire
ta larela
ión de todo el ve
tor de estados futuros, pudiendo obviar el pro
eso iterativo que
ompli
a el posterior diseño del sistema de 
ontrol.El algoritmo que se presenta 
onsta de 6 etapas fundamentales, tal y 
omo se puedenobservar de manera esquemáti
a en la figura 7.2, las 
uales se listan a 
ontinua
ión:Etapa de ini
ializa
ión y sele

ión de los parámetros de diseñoEtapa de identifi
a
ión del modelo pre
ursorEtapa de obten
ión de la respuesta lo
alEtapa de obten
ión de la respuesta no lo
alEtapa de valida
ión del predi
torEtapa de a
tualiza
ión mediante algoritmos genéti
os
156
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Parámetros Definidos 
por el Usuario

Numero de Reglas
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FIGURA 7.2: Esquema 
on
eptual del algoritmo propuesto.
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a
ión de Predi
tores BorrososA 
ontinua
ión se detallarán 
ada una de las etapas de diseño in
luidas en el algorit-mo de identifi
a
ión así 
omo la 
onexión existente entre ellas.7.3.1 Ini
ializa
ión y sele

ión de los parámetros de diseñoEl algoritmo que se presenta 
ontiene prin
ipalmente tres elementos que deben serin
ializados y/o 
onfigurados: los datos de identifi
a
ión, la estru
tura del predi
torborroso y el algoritmo genéti
o empleado en la etapa de optimiza
ión.7.3.1.1 Datos de identifi
a
iónLos datos experimentales empleados en el pro
eso de identifi
a
ión son previamentenormalizados y divididos en tres sub
onjuntos. La normaliza
ión a la que son some-tidos los datos produ
e un nuevo 
onjunto de datos experimentales donde todos losvalores de las señales se en
uentran 
ontenidos entre 0 y 1. Esta normaliza
ión mejorala pre
isión del algoritmo y redu
e algunos problemas 
omputa
ionales derivados del
ondi
ionamiento numéri
o [Abonyi 2003℄.Por otra parte, el 
onjunto ini
ial de datos es dividido en 3 sub
onjuntos los 
ualesserán empleados de manera úni
a en las distintas etapas de obten
ión del modelo pre-
ursor, obten
ión del modelo no lo
al y optimiza
ión-valida
ión. El he
ho de emplear
onjuntos distintos de datos en 
ada una de las etapas aumenta la robustez del algorit-mo y una disminu
ión de las posibles sobreparametriza
iones.7.3.1.2 Estru
tura del predi
tor borrosoLa estru
tura del predi
tor se 
ompone de los términos estándar de los modelosborrosos TS des
ritos en el apartado 2.7.3 del 
apítulo 2, los 
uales se detallan a 
onti-nua
ión:1. El número de reglas del predi
tor deben ser 
onfiguradas por el diseñador, ya queel algoritmo no es 
apaz de determinar de manera autónoma el número de reglasne
esarias para el predi
tor. Di
has reglas presenta la estru
tura de ante
edente-
onse
uente ya indi
ada en apartados anteriores:
REGLA i :Si z1(k) Es Mi1 Y · · · Y zp(k) Es Mip Enton
es
X(k + 1) = AiX(k) +BiU(k)

Y (k) = CiX(k) i = 1, 2, ..., r

(7.3-1 )158



Propuesta para Identifi
a
ión de Predi
tores BorrososDonde losMij definen los 
onjuntos borrosos de pertenen
ia de las variables zp(k),
r es el número de reglas del modelo y, las matri
es Ai, Bi y Ci definen el modelo enespa
io de estados de los 
onse
uentes. Por tanto, la salida de los modelos borrososT-S puede ser inferida según las e
ua
iones:

X(k + 1) =

r∑

i=1

wi(z(k))(AiX(k) +BiU(k))

r∑

i=1

wi(z(k)) =
r∑

i=1

hi(z(k))(AiX(k) +BiU(k)) (7.3-2 )
Y (k) =

r∑

i=1

wi(z(k))(CiX(k))

r∑

i=1

wi(z(k)) =
r∑

i=1

hi(z(k))(CiX(k)) (7.3-3 )donde, z(k) = [z1(k) · · · zp(k)]
wi(z(k)) = Πp

j=1Mij(zj(k))

hi(z(k)) = wi(z(k))
r∑

i=1

wi(z(k)) (7.3-4 )Donde hi es equivalente al término µ des
rito empleado en la des
rip
ión del pre-di
tor de Zhang.Por tanto, el número de reglas r del modelo debe ser definido en la etapa de ini-
ializa
ión por el diseñador, de manera que el modelo a identifi
ar 
onsta de un
onjunto fijo de reglas. Este he
ho introdu
e un fa
tor iterativo 
laro, ya que siel resultado final (una vez 
on
luido el pro
eso de identifi
a
ión 
ompleto) no essatisfa
torio, el diseñador puede reajustar este parámetro para 
onseguir un resul-tado más ade
uado.2. Las variables de de
isión de los ante
edentes zp(k) es otro 
onjunto de variables quedeben ser sele

ionadas por el diseñador. Normalmente, el 
onjunto de las variablesde de
isión son un sub
onjunto del ve
tor de estados del modelo del 
onse
uente.Sin embargo, es posible utilizar variables que no se en
uentran en di
ho ve
toro in
luso una 
ombina
ión de las mismas. Estas variables son las en
argadas dedefinir la zona de validez de los modelos lo
ales expresados en los 
onse
uentes yson, por tanto, un fa
tor determinante en la obten
ión de un modelo que expresede manera fidedigna el 
omportamiento del pro
eso real.3. Las fun
iones de pertenen
iaMip(k) presentan una estru
tura fija, di
has fun
ionesse definen matemáti
amente mediante la siguiente fun
ión no lineal: 159
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Mip(k) = exp



−1

2

(

zp(k)−M c
ip

Mσ
ip

)2


 (7.3-5 )Siendo Mip(k) un fun
ión exponen
ial estándar 
on 
entro M c
ip y desvia
ión Mσ

ip,tal y 
omo muestra la siguiente figura 7.3, donde se representa la forma de unafun
ión exponen
ial monovariable (una úni
a variable de de
isión zp(k)) para unaregla p 
on M c
ip = 0 y Mσ

ip = 0.5.
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FIGURA 7.3: Representa
ión de la fun
ión de pertenen
ia exponen
ial monovariable 
on Mc
ip = 0 y Mσ

ip = 0.5.Los parámetros des
ritos anteriormente M c
ip y Mσ

ip deben ser 
onfigurados en laetapa de ini
ializa
ión por el diseñador. Esta ini
ializa
ión suele ser de tres tipos:aleatoria, distribu
ión uniforme o in
luyendo 
ierto 
ono
imiento del pro
eso. Ladistribu
ión aleatoria no es más que la defini
ión de los parámetros de las fun-
iones de pertenen
ia de manera aleatoria, empleado alguno de los algoritmos denúmeros pseudoaleatorios existentes.En segundo lugar, la distribu
ión uniforme de las fun
iones de pertenen
ia se 
on-sigue mediante la ini
ializa
ión de los 
entros de las fun
iones de pertenen
ia demanera equidistante dentro del rango de las variables de de
isión zp(k). Por últi-mo, es posible definir los parámetros de las fun
iones de pertenen
ia teniendo en
uenta el 
ono
imiento del pro
eso que se prentende modelar, en este 
aso se asig-narían los parámetros teniendo en 
uenta, por ejemplo, algunos de los puntos defun
ionamiento o equilibrio 
ono
idos.Para poder exponer 
on mayor 
laridad las distintas posibilidades de ini
ializa
iónde las variables de pertenen
ia, se presenta a 
ontinua
ión un ejemplo que puede
larifi
ar lo expuesto anteriormente. Supóngase que se ha de
ido emplear un mo-delo TS 
on 3 reglas y donde se han estable
ido dos variables de de
isión z1p(k) y160
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z2p(k). Por tanto, se deben ini
ializar los parámetros de 3 fun
iones de pertenen
iapara la variable z1p(k) y otras tres para la variable z2p(k). Ahora supongamos quela primera variable de de
isión puede tomar un valor real entre [−1, 1] y la segundaentre [−2, 2]. A partir de los datos que se han aportado, las tres posibles ini
ializa-
iones serían las siguientes:a) Ini
ializa
ión aleatoria: dada la distribu
ión de la variables z1p, se tomarán tresnúmeros aleatorios dentro del rango [−1, 1] que definiránM c

ip para 
ada fun
iónde pertenen
ia. Asimismo se obtendrán otros tres números aleatorios entre
[0, 1] que definirán Mσ

ip. El pro
edimiento de ini
ializa
ión de la variable z2pserá exa
tamente idénti
o al des
rito anteriormente.b) Ini
ializa
ión uniformemente distribuido: en esta o
asión se tomarán tres 
en-tros equidistante dentro del rango de validez de la variable z1p, por ejemplo
[−0.5 0 0.5]. En este tipo de ini
ializa
iones se suele emplear el mismo paráme-troMσ

ip para las tres fun
iones de pertenen
ia 
on un valor igual a 0.5.
) Ini
ializa
ión in
orporando el 
ono
imiento del pro
eso: en este 
aso, el di-señador es 
ono
edor de 
iertos puntos de fun
ionamiento o equilibrio. Porejemplo, si se prentende modelar un pro
eso quími
o se puede saber el puntode equilibrio del sistema bajo 
iertas 
ondi
iones, por tanto, si asumimos quelas variables z1p y z1p son 
apa
es de definir el estado de equilibrio, se definiránlos valoresM c
ip yMσ

ip de manera que se en
uentren 
entrados sobre los puntosde fun
ionamiento 
ono
idos.Los métodos bási
os de ini
ializa
ión des
ritos no son restri
tivos, de manera quese puede emplear 
ualquier 
ombina
ión de los mismos, así 
omo 
ualquier modi-fi
a
ión o nuevo 
riterio en la ini
ializa
ión de las fun
iones de pertenen
ia.Por otra parte, los parámetros de diseño de las fun
iones de pertenen
ia se en-
uentran dire
tamente rela
ionados 
on el pro
eso de optimiza
ión mediante algo-ritmos genéti
os. De he
ho la etapa de optimiza
ión se en
arga de la búsqueda del
onjunto de parámetros óptimos para las fun
iones de pertenen
ia, donde el obje-tivo es obtener un modelo que represente de la manera más ade
uada la dinámi
adel pro
eso. Por tanto, los valores de ini
io deM c
ip yMσ

ip forman parte del 
onjuntode parámetros ne
esarios para ini
ializar la etapa de optimiza
ión.4. El horizonte de predi

ión y 
ontrol debe ser determinado en esta primera etapa deldiseño. De manera general el valor del horizonte de predi

ión, definido mediantela variable H , suele ser igual al horizonte de 
ontrol en los 
asos que han sidoobjeto de estudio en este trabajo. Sin embargo, no existe ningún impedimento ni
on
eptual ni de tipo prá
ti
o para que di
hos horizontes sean distintos. 161
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a
ión de Predi
tores Borrosos5. La estru
tura del 
onsequente debe ser sele

ionada al ini
io del algoritmo, de ma-nera que pueda quedar definido el ve
tor de estados y de a

iones de 
ontrol delmodelo lo
al. Sin embargo, la defini
ión de di
hos ve
tores se realiza de maneraindire
ta, ya que el algoritmo propuesto no identifi
a dire
tamente la estru
turainterna del pro
eso, sino que se realiza una identifi
a
ión salida-entrada (veáse 
a-pítulos 3 y 4) que posteriormente se reformula en representa
ión interna mediantela transforma
ión 
anóni
a, tal y 
omo se detallará en el apartado 7.3.2. Por tanto,la estru
tura que se debe ini
ializar es el 
onjunto de rela
iones existentes entrelas variables de salida, entrada y los valores pasados de las mismas, tal y 
omo sedes
ribe en la e
ua
ión (7.3-6 ).
Y1(k + 1) = F1(U1(k −m), U2(k −m), ..., Unu(k −m), U1(k −m+ 1),

U2(k −m− 1), ..., Unu(k −m+ 1), ..., U1(k), U2(k), ..., Unu(k),

Y1(k − n), Y2(k − n), ..., Yny(k − n), Y1(k − n+ 1),

Y2(k − n+ 1), ..., Yny(k − n+ 1), ..., Y1(k), Y2(k), ..., Yny(k))

Y2(k + 1) = F2(U1(k −m), U2(k −m), ..., Unu(k −m), U1(k −m+ 1),

U2(k −m− 1), ..., Unu(k −m− 1), ..., U1(k), U2(k), ..., Unu(k),

Y1(k − n), Y2(k − n), ..., Yny(k − n), Y1(k − n+ 1),

Y2(k − n− 1), ..., Yny(k − n− 1), ..., Y1(k), Y2(k), ..., Yny(k))... ...
Yny(k + 1) = F3(U1(k −m), U2(k −m), ..., Unu(k −m), U1(k −m+ 1),

U2(k −m− 1), ..., Unu(k −m− 1), ..., U1(k), U2(k), ..., Unu(k),

Y1(k − n), Y2(k − n), ..., Yny(k − n), Y1(k − n+ 1),

Y2(k − n+ 1), ..., Yny(k − n+ 1), ..., Y1(k), Y2(k), ..., Yny(k))

(7.3-6 )
Donde nu y ny representan el número de entradas y salidas del sistema respe
tiva-mente, m y n el número de valores pasados de las entradas y salidas.La ini
ializa
ión del algoritmo propuesto ne
esita la defini
ión de los parámetros
m y n para la 
omposi
ión de la estru
tura que será empleada en el 
onse
uentedel modelo TS. Asimismo, algunas de las variables que se emplean en la estru
turatambién deberán ser definidas 
omo las variables de de
isión zip(k). Una de lasop
iones que permite un 
ompromiso entre el número de variables de de
isión y lapre
isión del modelo es la expuesta en la siguiente e
ua
ión:

zip(k) = [U1(k), U2(k), ..., Unu(k), Y1(k), Y2(k), ..., Yny(k)] (7.3-7 )La estru
tura del 
onse
uente también se en
uentra sujeta a un pro
eso iterativode diseño, de manera similar a lo que su
ede 
on el número de reglas. El diseñador162
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a
ión de Predi
tores Borrosospuede modifi
ar esta estru
tura una vez 
omprobados los resultados obtenidos en elpro
eso de identifi
a
ión, pudiendo modifi
ar la estru
tura 
on el objetivo de 
onseguirun representa
ión ade
uada del pro
eso real.7.3.1.3 A
tualiza
ión mediante algoritmos genéti
osLa etapa de a
tualiza
ión es el último paso dentro del fun
ionamiento del algoritmoy, teniendo en 
uenta que se eje
uta un algoritmo de optimiza
ión basado en algoritmosgenéti
os, presenta algunos de parámetros de 
onfigura
ión que deben ser definidos enesta primera etapa, los 
uales se enumeran a 
ontinua
ión:Número de individuos en 
ada genera
iónNúmero de itera
iones del algoritmoProbabilidad de 
ru
eProbabilidad de muta
iónLa des
rip
ión de los parámetros enumerados resulta en estos momentos po
o ade-
uado, ya que no se ha espe
ifi
ado el fun
ionamiento y 
omposi
ión del algoritmogenéti
o empleado ni sus prin
ipales 
ara
terísti
as. Por tanto, en el apartado 7.3.5 sedes
ribirán 
on detalle estos elementos, así 
omo sus valores más usuales a la hora dela ini
ializa
ión.7.3.2 Identifi
a
ión del Modelo Pre
ursorEl objetivo de esta etapa del algoritmo es obtener los parámetros de los 
onse
uentesdel modelo pre
ursor 
on estru
tura TS según las e
ua
iones (7.3-1 ), (7.3-2 ) y (7.3-3 ),donde el 
onse
uente de 
ada una de las reglas des
ribe el 
omportamiento dinámi
olo
al a un paso de predi

ión. El problema que se plantea para obten
ión de di
hosparámetros es resuelto mediante la té
ni
a de mínimos 
uadrados ponderados [Abonyi2003℄, por tanto, esta etapa del algoritmo mantiene 
iertas similitudes 
on las té
ni
asde identifi
a
ión borrosa introdu
idas en el 
apítulo 3.El punto de partida en esta etapa del algoritmo son el 
onjunto de datos experimenta-les pro
edentes del pro
eso real, en general di
hos datos experimentales se en
uentran
ontenidos en las matri
es ψy y ψu. Las primera se define 
omo una matriz (Nxny) yrepresenta el 
onjunto de salidas del pro
eso para N instantes de muestreo. Por otrolado, la matriz ψu viene determinada por las dimensiones (Nxnu) y 
ontiene todas las163
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a
ión de Predi
tores Borrososentradas del sistema N instantes de muestreo. Por tanto, los datos de partida úni
amen-te ha
e referen
ia a la informa
ión entrada-salida de 
ualquier sistema MIMO, tal y 
omose indi
ó anteriormente.A partir de la informa
ión 
ontenida en las matri
es ψy y ψu y, teniendo en 
uenta ladefini
ión de la estru
tura del 
onse
uente que el diseñador ha estable
ido en la etapade ini
ializa
ión, se unas nuevas matri
es de estima
ión ψ̂y, ψ̂u, ψ̂yu y ψ̂z que serán em-pleadas en la identifi
a
ión de los parámetros de los modelos de los 
onse
uentes. Ladefini
ión de las matri
es de estima
ión vienen determinada por los valores m y n queestable
en el número de informa
ión pasada que el modelo debe tener en 
onsidera
ión,pudiendo definirse las nuevas matri
es de estima
ión 
omo:
ψ̂y =










Y1(k + 1) Y1(k + 2) · · · Y1(k +N)

Y2(k + 1) Y2(k + 2) · · · Y2(k +N)... ... . . . ...
Yny(k + 1) Yny(k + 2) · · · Yny(k +N)










T (7.3-8 )

ψ̂u =































U1(k −m) U1(k −m+ 1) · · · U1(k −m+N − 1)

U2(k −m) U2(k −m+ 1) · · · U2(k −m+N − 1)... ... . . . ...
Unu(k −m) Unu(k −m+ 1) · · · Unu(k −m+N − 1)

U1(k −m+ 1) U1(k −m+ 2) · · · U1(k −m+N − 1)

U2(k −m+ 1) U2(k −m+ 2) · · · U2(k −m+N − 1)

Unu(k −m+ 1) Unu(k −m+ 2) · · · Unu(k −m+N − 1)... ... . . . ...
U1(k) U1(k + 1) · · · U1(k +N − 1)

U2(k) U2(k + 1) · · · U2(k +N − 1)

Unu(k) Unu(k + 1) · · · Unu(k +N − 1)































T

(7.3-9 )
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ψ̂yu =































Y1(k − n) Y1(k − n+ 1) · · · Y1(k − n+N − 1)

Y2(k − n) Y2(k − n+ 1) · · · Y2(k − n+N − 1)... ... . . . ...
Yny(k − n) Yny(k − n+ 1) · · · Yny(k − n+N − 1)

Y1(k − n+ 1) Y1(k − n+ 2) · · · Y1(k − n+N − 1)

Y2(k − n+ 1) Y2(k − n+ 2) · · · Y2(k − n+N − 1)

Yny(k − n+ 1) Yny(k − n+ 2) · · · Yny(k − n+N − 1)... ... . . . ...
Y1(k) Y1(k + 1) · · · Y1(k +N − 1)

Y2(k) Y2(k + 1) · · · Y2(k +N − 1)

Yny(k) Yny(k + 1) · · · Yny(k +N − 1)































T

(7.3-10 )
ψ̂z =

[

ψ̂yu ψ̂u

] (7.3-11 )El siguiente elemento impres
indible para la obten
ión del modelo pre
ursor es el
ál
ulo de la matriz de pertenen
ia σ̂h, la 
ual 
ontiene los valores de pertenen
ia de
ada regla para 
ada uno de los instantes de muestreo. Esta matriz se define según lae
ua
ión (7.3-12 ) y tiene dimensiones (Nxr) y, su 
al
ulo se realiza a partir del ve
tor dede
isión zip(k) (e
ua
ión (7.3-7 )) y las fun
iones de pertenen
ia estable
idas en la etapade ini
ializa
ión (e
ua
ión (7.3-5 )). Cabe desta
ar, que la informa
ión del ve
tor de de
i-sión y las fun
iones de pertenen
ia siempre son 
ono
idas en todas las itera
iones delalgoritmo, ya que el ajuste de estas últimas se 
onsigue mediante la etapa de a
tualiza-
ión y, por tanto, la matriz de pertenen
ia siempre podrá ser 
al
ulada en 
ada itera
iónempleando las fun
iones de pertenen
ia ya a
tualizadas.
ψ̂h =










h1(k) h2(k) · · · hr(k)

h1(k + 1) h2(k + 1) · · · hr(k + 1)... ... . . . ...
h1(k +N) h2(k +N) · · · hr(k +N)










(7.3-12 )Finalmente, se obtiene la matriz Ψ̂z que 
ontiene la matriz ψ̂z ponderada por losvalores de pertenen
ia de la matriz ψ̂h, tal y 
omo se define en la e
ua
ión (7.3-13 ).
Ψ̂z =










ψ̂h(k)⊗ ψ̂z(k)

ψ̂h(k + 1)⊗ ψ̂z(k + 1)...
ψ̂h(k +N − 1)⊗ ψ̂z(k +N − 1)










(7.3-13 )El operador ⊗ denota un produ
to de Krone
ker [Graham 1982℄, opera
ión apli
ada so-bre dos matri
es de tamaño arbitrario que da 
omo resultado una matriz de tipo bloque.165
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a
ión de Predi
tores BorrososUna vez se obtienen las matri
es Ψ̂z y ψ̂y, la respuesta estima
ión del sistema sepuede definir 
omo ψ̂y = Ψ̂zΘ̂, donde la matriz de parámetros Θ̂ es obtenida mediante laresolu
ión del problema de mínimos 
uadrados siguiente:
Θ̂ =

[

Ψ̂T
z Ψ̂z

]−1

Ψ̂T
z ψ̂y (7.3-14 )El último paso en esta etapa del algoritmo es 
onseguir una representa
ión en va-riables de estado de los 
onse
uentes. Por ello, se debe plantear un ve
tor de estadosa
orde 
on la estru
tura entrada-salida sele

ionada y que sea 
ompatible 
on los pará-metros obtenidos en Θ̂. La e
ua
ión (7.3-15 ) estable
e la rela
ión entre la representa
iónentrada-salida y el ve
tor de estados a partir de una estru
tura de 
onse
uente definida.

X(k) =







Xu1
(k)

Xu2
(k)

Xy(k)







(7.3-15 )donde,
Xu1

(k) =


























U1(k −m)

U2(k −m)...
Unu(k −m)...
U1(k − 2)

U2(k − 2)...
Unu(k − 2)


























, Xu2
(k) =










U1(k − 1)

U2(k − 1)...
Unu(k − 1)










, Xy(k) =


























Y1(k − n)

Y2(k − n)...
Yny(k − n)...
Y1(k)

Y2(k)...
Yny(k)


























(7.3-16 )
Asimismo, el ve
tor de a

iones de 
ontrol que se puede definir según la e
ua
ión(7.3-17 ) teniendo en 
onsidera
ión que U(k) = ∆U(k) + U(k − 1).

X∆u(k) =










∆U1(k)

∆U2(k)...
∆Unu(k)










(7.3-17 )Las matri
es 
ara
terísti
as de la representa
ión en espa
io de estados para 
ada unade las reglas del modelo TS vendrían definidas según las e
ua
iones (7.3-18 ), (7.3-19 ) y(7.3-20 ). Los elementos de di
has matri
es dependen del 
onjunto de parámetros iden-tifi
ados Θ̂ y del ve
tor de estados y de a

iones de 
ontrol definidos anteriormente.166
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Ai =







I 0 0

0 0 [0 I]

Θ̂1
u Θ̂2

u + Θ̂∆u Θ̂y







(7.3-18 )Donde Θ̂1
u, Θ̂2

u, Θ̂∆u y Θ̂y ha
en referen
ia a los parámetros identifi
ados mediantemínimos 
uadrados y alma
enados en el ve
tor Θ̂ para 
ada una de las reglas borrosas.En primer lugar, Θ̂1
u es el 
onjunto de parámetros identifi
ados a partir de la informa
ión
ontenida en el ve
tor de a

iones de 
ontrol pasadas [U1(k −m) · · · Uny(k − 2)]. Por otraparte, Θ̂2

u 
ontiene los parámetros obtenidos a partir del ve
tor de a

iones de 
ontrol
(k−1), es de
ir, [U1(k−1) · · · Uny(k−1)]. El ve
tor Θ̂∆u 
ontiene el 
onjunto de parámetrosidentifi
ados para [U1(k) · · · Uny(k)]. Finalmente, el ve
tor Θ̂y responde al 
onjunto deparámetros obtenidos a partir de la informa
ión pasada de las salidas del sistema [Y1(k−
n) · · · Yny(k)].

Bi =







I

0

Θ̂∆u







(7.3-19 )
Ci =

[

0 0 I
] (7.3-20 )La obten
ión del modelo pre
ursor se realiza en 
ada una de las itera
iones del algo-ritmo a partir de los datos experimentales existentes, la estru
tura del modelo TS y elvalor de las fun
iones de pertenen
ia definidas y/o a
tualizadas por el optimizador.7.3.3 Respuesta Lo
al del SistemaEl término 
orrespondiente a la respuesta lo
al del sistema se obtiene a partir de lametodología des
rita en [Zhang et al. 2007b℄ al asumir µ 
onstante (e
ua
ión (7.1-7 )). Elobjetivo es obtener un predi
tor 
on la estru
tura de la e
ua
ión (7.1-7 ), utilizando lasmatri
es del modelo pre
ursor definidas por las e
ua
iones (7.3-18 ), (7.3-19 ) y (7.3-20 ).Por tanto, el resultado de esta etapa del algoritmo es un predi
tor borroso desarrolladoa partir del modelo pre
ursor y que es 
apaz de des
ribir la dinámi
a del pro
eso a Hpasos de predi

ión asumiendo µ 
onstante, tal y 
omo se muestra a 
ontinua
ión:










X(k + 1)

X(k + 2)...
X(k +H)










=

r∑

i=1

hi(z(k))



Âi







Xu(k)

X∆u(k)

Xy(k)






+ B̂i










∆U1(k)

∆U2(k)...
∆Unu(k)



















(7.3-21 )167
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
























Ŷ1(k + 1)

Ŷ2(k + 1)...
Ŷny(k + 1)...
Ŷ1(k +H)

Ŷ2(k +H)...
Ŷny(k +H)


























=
r∑

i=1

hi(z(k))Ĉi







Xu(k)

X∆u(k)

Xy(k)













(7.3-22 )
Donde las matri
es ampliadas del predi
tor desarrollado en esta etapa se denominan

Âi, B̂i y Ĉi:
Âi =










Ai

A2
i...

AH
i










(7.3-23 )
B̂i =













Bi 0 · · · 0

AiBi +Bi Bi · · · 0... · · · . . . ...
H−1∑

j=0

Aj
iBi

H−2∑

j=0

Aj
iBi · · · Ci

H−Hu∑

j=0

Aj
iBi













(7.3-24 )
Ĉi =










Ci 0 · · · 0

0 Ci · · · 0... · · · . . . ...
0 0 · · · Ci










(7.3-25 )
7.3.4 Respuesta No Lo
al del SistemaLa respuesta global del sistema es la parte del modelo en
argada de intentar modelaraquella dinámi
a que el modelo de respuesta lo
al no es 
apaz de 
apturar. De he
ho, elelemento a partir del 
ual se 
al
ula la respuesta no lo
al es teniendo en 
uenta las dis-
repan
ias entre la respuesta lo
al y la real. En otras palabras, se emplea la señal de errorgenerada al 
omparar la respuesta lo
al y la real para obtener un término çorre
tor"quesea 
apaz de añadir 
omportamientos no in
luidos en el término lo
al. Sin embargo, apesar de ser un término de 
orre

ión, la estru
tura del modelo de respuesta no lo
al,168
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ua
iones (7.3-26 ) y (7.3-27 ), es similar al modelo de respuesta lo
al mostrado en lase
ua
iones (7.3-21 ) y (7.3-22 ), donde la úni
a diferen
ia reside en el ve
tor de salidas, el
ual ha
e referen
ia a las variables Ê, y que se definen 
omo el error entre le modelo derespuesta lo
al y la salida real del pro
eso.









X(k + 1)

X(k + 2)...
X(k +H)










=

r∑

i=1

hi(z(k))



Âe
i







Xu(k)

X∆u(k)

Xy(k)






+ B̂e

i










∆U1(k)

∆U2(k)...
∆Unu(k)



















(7.3-26 )

























Ê1(k + 1)

Ê2(k + 1)...
Êny(k + 1)...
Ê1(k +H)

Ê2(k +H)...
Êny(k +H)


























=

r∑

i=1

hi(z(k))Ĉe
i







Xu(k)

X∆u(k)

Xy(k)













(7.3-27 )
El objetivo en esta etapa del algoritmo es la obten
ión de las matri
es de Ae

i , Be
i y Ce

ique definen el modelo de respuesta no lo
al, basando la identifi
a
ión de las mismasen la señal de error entre modelo de respuesta lo
al y la respuesta real para todo elhorizonte de predi

ión. Por tanto, la obten
ión de todos los parámetros de las matri
esdel modelo se plantea 
omo la resolu
ión de un 
onjunto H de problemas de minimos
uadrados ponderados 
onse
utivos. La estrategia de identifi
a
ión se basa en repetir elpro
eso de diseño introdu
ido en el apartado 7.3.2.En primer lugar, se debe obtener la matriz ampliada Ψ̂y des
rita por la e
ua
ión(7.3-28 ) que presenta los datos experimentales pro
edentes de las salidas del pro
esoen una ventana de predi

ión H . 169
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Ψ̂y =





































Y1(k + 1) Y1(k + 2) · · · Y1(k +N)

Y2(k + 1) Y2(k + 2) · · · Y2(k +N)... ... . . . ...
Yny(k + 1) Yny(k + 2) · · · Yny(k +N)

Y1(k + 2) Y1(k + 3) · · · Y1(k +N + 1)

Y2(k + 2) Y2(k + 3) · · · Y2(k +N + 1)... ... . . . ...
Yny(k + 2) Yny(k + 3) · · · Yny(k +N + 1)... ... . . . ...
Y1(k +H) Y1(k +H + 1) · · · Y1(k +N +H − 1)

Y2(k +H) Y2(k +H + 1) · · · Y2(k +N +H − 1)... ... . . . ...
Yny(k +H) Yny(k +H + 1) · · · Yny(k +N +H − 1)





































T

(7.3-28 )
Por otro lado, se define la matriz de respuesta lo
al del sistema para todos los instan-tes de muestreo N que se han obtenido 
omo Ψ̂ŷ y, se define el error entre la respuestalo
al y la del pro
eso 
omo Êy = Ψ̂y − Ψ̂ŷ, donde la matriz resultante viene des
rita porla e
ua
ión (7.3-29 ).

Êy =





































Y1(k + 1)− Ŷ1(k + 1) · · · Y1(k +N)− Ŷ1(k +N)

Y2(k + 1)− Ŷ2(k + 1) · · · Y2(k +N)− Ŷ2(k +N)... . . . ...
Yny(k + 1)− Ŷny(k + 1) · · · Yny(k +N − 1)− Ŷny(k +N)

Y1(k + 2)− Ŷ1(k + 2) · · · Y1(k +N − 1)− Ŷ1(k +N + 1)

Y2(k + 2)− Ŷ2(k + 2) · · · Y2(k +N − 1)− Ŷ2(k +N + 1)... . . . ...
Yny(k + 2)− Ŷny(k + 2) · · · Yny(k +N − 1)− Ŷny(k +N + 1)... . . . ...
Y1(k +H)− Ŷ1(k +H) · · · Y1(k +N −H + 1)− Ŷ1(k +N +H − 1)

Y2(k +H)− Ŷ2(k +H) · · · Y2(k +N −H + 1)− Ŷ2(k +N +H − 1)... . . . ...
Yny(k +H)− Ŷny(k +H) · · · Yny(k +N −H + 1)− Ŷny(k +N +H − 1)





































T

(7.3-29 )Por tanto, a partir de la matri
es Êy y Ψ̂z se puede obtener el 
onjunto de parámetros
Θ̂e de los modelos no lo
ales mediante la resolu
ión de un 
onjunto de problemas demínimos 
uadrados, tal y 
omo se muestra a 
ontinua
ión:170
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tores BorrososPARA j = 2 HASTA j = H , RESUÉLVASE:
Êy(j) = Ψ̂zΘ̂e(j) → Θ̂e(j) =

[

Ψ̂T
z (j)Ψ̂z(j)

]−1

Ψ̂z(j)
T Êy(j) (7.3-30 )Donde Êy(j) es la submatriz que 
ontiene las j·ny primeras 
olumnas de la matriz Êy.Por otra parte, Ψ̂z(j) se define 
omo [Ψ̂z Ψ̂u(j)] donde Ψ̂u(j) es la submatriz 
ompuestapor las j·nu primeras 
olumnas de matriz Ψ̂u des
rita en la e
ua
ión (7.3-31 ).

Ψ̂u =










ψ̂h(k + 1)⊗ Ψ̂u(k + 1)

ψ̂h(k + 2)⊗ Ψ̂u(k + 2)...
ψ̂h(k +N − 1)⊗ Ψ̂u(k +N − 1)










(7.3-31 )siendo Ψ̂u(k + 1),
Ψ̂u(k + 1) =

[

U1(k + 1) · · · Unu(k + 1) · · · U1(k +H − 1) · · · Unu(k +H − 1)
](7.3-32 )La resolu
ión del 
onjunto de problemas de mínimos 
uadrados planteados a lo largodel horizonte de predi

ión, propor
iona la 
ompleta defini
ión de las matri
es Ae

i , Be
i y

Ce
i que se plateaban 
omo objetivo en esta etapa de algoritmo. Por tanto, tras este pasose obtiene un predi
tor borroso 
ompuesto por la suma de la respuesta lo
al y la nolo
al o, lo que es lo mismo, la suma de los parámetros identifi
ados en 
ada una de lasdos etapas.7.3.5 A
tualiza
ión mediante Algoritmos Genéti
osLa etapa de optimiza
ión tiene 
omo objetivo la obten
ión del 
onjunto de paráme-tros M c

ip y Mσ
ip de las fun
iones de pertenen
ia que minimizan el error absoluto entre elpredi
tor y la respuesta real. Teniendo en 
uenta que el problema de minimiza
ión quese plantea es no 
onvexo y naturaleza no lineal, el tipo de té
ni
as de optimiza
ión quepueden ser empleadas 
on éxito es redu
ido. Dentro de este grupo, los algoritmos ge-néti
os han demostrado su 
apa
idad de resolu
ión en problemas de optimiza
ión que
umplen las 
ara
terísti
as anteriormente men
ionadas. Sin embargo, la gran desventa-ja que presenta esta té
ni
a es el alto 
oste 
omputa
ional, siendo habitual el uso deplataformas espe
ífi
as 
omo 
lusters de 
omputa
ión o mainfraims. 171
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a
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tores Borrosos7.3.5.1 Defini
ión del Algoritmo Genéti
o EmpleadoUn algoritmo genéti
o (GA) es una té
ni
a de optimiza
ión que realiza la búsquedade la solu
ión del problema de optimiza
ión imitando los me
anismos de evolu
ión delas espe
ies [Goldberg 1989℄, [Holland 1975℄. En este tipo de algoritmos, un 
onjunto deindividuos (que llamaremos pobla
ión) 
ambia de genera
ión en genera
ión sufriendoun pro
eso de evolu
ión adaptándose 
ada vez mejor al entorno.En un problema de optimiza
ión, disponemos de una fun
ión a optimizar (maximizaro minimizar) y una zona donde bus
ar el óptimo (espa
io de búsqueda), a 
ada puntodel espa
io de búsqueda le 
orresponde un valor de la fun
ión anterior, el objetivo esen
ontrar el punto que optimi
e (minimi
e o maximi
e) di
ha fun
ión.Trasladado el problema de optimiza
ión a un GA, los distintos puntos del espa
io debúsqueda se identifi
an 
on los posibles individuos distintos de una pobla
ión. Comoo
urre 
on la genéti
a natural, 
ada individuo se 
ara
teriza por su o sus 
romosomas,en el problema de optimiza
ión el 
romosoma de un individuo está 
onstituido por las
oordenadas del punto en el espa
io de búsqueda x = (x1, x2, . . . , xn). Siguiendo 
on elsímil, 
ada una de las 
oordenadas 
orrespondería a un gen.El valor de la fun
ión de 
oste de un individuo (un punto del espa
io) debe inter-pretarse 
omo el grado de adapta
ión al entorno de di
ho individuo. Por ejemplo, si elproblema 
onsiste en en
ontrar el mínimo de una fun
ión J(x), se entiende que un indi-viduo está mejor adaptado al entorno que otro si el valor de la fun
ión para ese individuoes menor.Una vez estable
idas, por una parte, las rela
iones entre individuos (sus 
romosomas)y los puntos del espa
io de búsqueda, y por otra parte, el grado de adapta
ión al entornoy la fun
ión a minimizar, queda por des
ribir 
omo se produ
e la evolu
ión de unapobla
ión.Para ello se plantean distintos tipos de opera
iones sobre la pobla
ión, lo que se
ono
e 
omo operadores genéti
os. El me
anismo general de fun
ionamiento de un GAse podría resumir 
omo sigue:A partir de una pobla
ión ini
ial (normalmente generada de forma aleatoria), se pro-du
en los siguientes pasos para generar la siguiente genera
ión:1. Se sele

ionan unos individuos para la siguiente genera
ión. La sele

ión se realizaen fun
ión de su nivel de adapta
ión (valor de su fun
ión de 
oste). Aquellos indi-viduos que tiene un valor J(x) más bajo tienen mayor probabilidad de ser elegidos.Obviamente, en un problema de minimiza
ión menor valor de la fun
ión a optimi-zar indi
a que el individuo es mejor. Para el 
aso de problemas de maximiza
ión,los razonamientos son los 
ontrarios.172
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tores Borrosos2. Se produ
en 
ru
es entre individuos de la nueva genera
ión que 
onsisten en un in-ter
ambio de genes entre 
romosomas (es de
ir, inter
ambio de 
oordenadas entrepuntos). La tasa de individuos que se 
ruzan se ajusta 
on la probabilidad de 
ru
e
Pc. Se trata de mez
lar los 
romosomas de dos individuos de manera que se dis-pone de un me
anismo para explorar puntos diferentes del espa
io de búsqueda.Se 
onsidera que este tipo de explora
ión del espa
io de búsqueda es orientada, sebasa en la informa
ión de los individuos padres y lo que se pretende es extraer las
ualidades poten
iales que ya existen en la pobla
ión.3. Algunos de los individuos de la nueva genera
ión sufren muta
iones que 
onsistenen varia
iones aleatorias de los genes (es de
ir, varia
iones aleatorias de las 
oorde-nadas de un punto). La probabilidad de muta
ión se ajusta 
on el parámetro Pm. Aligual que las opera
iones de 
ru
e, la muta
ión permite explorar zonas diferentesdel espa
io de búsqueda. Sin embargo, esta explora
ión no orientada es totalmentealeatoria, pretende desarrollar la 
apa
idad de explora
ión de zonas que no puedenser exploradas por los individuos existentes en la pobla
ión a
tual.En este mar
o general, apare
en diversas variantes en la implementa
ión de los GA;variando el tipo de 
odifi
a
ión de los genes, variando los me
anismos de sele

ión, 
ru-
e o muta
ión, in
orporando nuevos operadores genéti
os [Goldberg 1989℄, [Mi
halewi
z1996℄, et
.La implementa
ión que se ha realizado en este 
aso parti
ular presenta las siguientes
ara
terísti
as:1. La 
odifi
a
ión se realiza 
on números reales [Mi
halewi
z 1996℄, 
ada gen tiene unvalor real.2. La fun
ión de 
oste utilizada para la opera
ión de sele

ión no es dire
tamente J(x).Se realiza una opera
ión de 'ranking' [Blas
o 1999 (In Spanish)℄, [Ba
k 1996℄ que
onsiste en ordenar de mayor a menor valor los individuos según su valor J(x). Se
ambia el valor de J(x) por su posi
ión en di
ha 
lasifi
a
ión, 
ada individuo tieneun nuevo valor J ′(x) que 
orresponde a su número de orden. Con esta opera
iónse 
onsigue que los individuos 
laramente dominantes no predominen demasiadorápido en la pobla
ión, agotando prematuramente el algoritmo (este aspe
to esespe
ialmente importante en el 
aso de pobla
iones 
on po
os individuos). 173



Propuesta para Identifi
a
ión de Predi
tores BorrososLa tabla (7.3-33 ) muestra un ejemplo del resultado de la opera
ión de ranking parauna pobla
ión de 
uatro individuos.
J(x) J ′(x)

x1 10.51 1

x2 0.32 4

x3 1.25 3

x4 6.21 2

(7.3-33 )3. La opera
ión de sele

ión que se realiza se 
ono
e 
omo Sto
hasti
 Universal Sam-pling (SUS) [Baker 1987℄. Garantiza que la probabilidad de superviven
ia (P (xi)) deun individuo (xi) viene dada por la e
ua
ión (7.3-34 ).
P (xi) =

J ′(xi)
Nind∑

j=1

J ′(xj)

(7.3-34 )Donde Nind es el número de individuos. El algoritmo implementado presenta unnúmero de individuos por defe
to igual a 50, obviamente este parámetro puede sermodifi
ado por el diseñador en fun
ión de los resultados obtenidos. Sin embargo,los diferentes experimentos que se han realizado en la identifi
a
ión de pro
esos,ha resultado satisfa
torio 
on un número de 50 individuos. Asimismo, la pobla
iónde individuos evolu
ionan a lo largo de un tiempo finito de itera
iones, las 
uales sehan fijado en 500 teniendo en 
uenta los resultados que se han obtenido de maneraexperimental.Según esto, para la pobla
ión de la tabla (7.3-33 ) la probabilidad de superviven-
ia y el número de individuos esperados de 
ada tipo en la nueva pobla
ión de 4individuos, se muestra en la tabla (7.3-35 ):
Num.de

P (xi) individuos

esperados

x1 0.1 0.4

x2 0.4 1.6

x3 0.3 1.2

x4 0.2 0.8

(7.3-35 )
En este ejemplo el operador SUS garantiza 1 individuo de tipo x2 y otro de x3 los dosrestantes pueden ser de 
ualquier tipo dependiendo del número aleatorio generadopara la sele

ión.4. Para el 
ru
e de los 
romosomas se utiliza el operador intermediate re
ombination[Mühlenbein & S
hlierkamp-Voosen 1993℄. Los individuos hijos (x′

1 y x
′
2) se obtienenrealizando la siguiente opera
ión sobre los individuos padres (x1 y x2):174
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x
′
1 = α1 · x1 + (1 − α1)x2

x
′
2 = α2 · x2 + (1 − α2)x1

α1 ∈ [−d, 1 + d]

α2 ∈ [−d, 1 + d]Este 
ru
e se puede realizar sobre todo el 
romosoma, o sobre 
ada uno de losgenes por separado. En este segundo 
aso los parámetros aleatorios α1,2 se tienenque generar para 
ada gen in
rementando el 
oste 
omputa
ional pero ofre
iendouna mayor 
apa
idad de explora
ión.En el algoritmo genéti
o implementado se han ajustado:los valores aleatorios α1 = α2, y se generan para 
ada 
romosoma.
d = 0La probabilidad de 
ru
e se ha ajustado a Pc = 0.8.5. La opera
ión de muta
ión, varia
ión aleatoria de alguna parte del 
romosoma, seprodu
e 
on una probabilidad de Pm = 0.1. El 
ambio provo
ado en ese parámetroes generado por una distribu
ión normal, de media el valor del parámetro antes dela muta
ión y de desvia
ión típi
a el 20% del rango de búsqueda de ese parámetro.Con esto se 
onsigue que el resultado de la muta
ión tenga más probabilidad deestar 
er
a del valor original.7.3.5.2 Fun
ión de CosteUna vez introdu
ido el algoritmo de optimiza
ión que se emplea queda por definir lafun
ión de 
oste J a minimizar. Teniendo en 
uenta que el objetivo global es la obten
iónde un predi
tor que represente de la manera más fidedigna posible el 
omportamientode un sistema real, no es de extrañar que la fun
ión de 
oste se base en la minimiza
ióndel error entre di
ho predi
tor y la respuesta real, tal y 
omo se muestra en la e
ua
ión(7.3-36 ).

J(M c
ip,M

σ
ip) =

N∑

1

‖Ψ̂y − Ψ̂∗
y‖ (7.3-36 )Donde Ψ̂y son las salidas del sistema en todo el horizonte de predi

ión para todaslas muestras (e
ua
ión (7.3-28 )) obtenidas a partir de los datos experimentales que seutilizan para valida
ión y, Ψ̂∗

y 
orresponde a la salidas estimadas por el predi
tor total.175
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a
ión de Predi
tores BorrososPor tanto, la etapa de optimiza
ión tratará de ajustar los valores de las fun
iones depertenen
ia en 
ada itera
ión del algoritmo intentando minimizar el valor absoluto delerror y, por tanto, intentando ajustar el 
omportamiento global del sistema.7.3.5.3 Coste Computa
ionalLa gran desventaja de los algoritmos de optimiza
ión basados en genéti
os es el alto
oste 
omputa
ional ne
esario para resolver el problema. Afortunadamente, el avan
e enel 
ampo de 
omputa
ión paralela y distribuido ha permitido que este tipo de algoritmospuedan ser empleados en la prá
ti
a.Los algoritmos genéti
os son ex
elentes 
andidatos para emplear té
ni
as distribui-das de 
omputa
ión, ya que su propia naturaleza es fá
ilmente paralelizable. Esto esdebido a que 
ada individuo del algoritmo puede ser entendido 
omo un problema indi-vidual, de manera que la pobla
ión de individuos son en realidad un 
onjunto de Nindproblemas iguales. Por tanto, no existe ninguna difi
ultad añadida en 
omputar 
ada unode los individuos de manera separada o distribuida. Posteriormente, los resultados detodos los individuos es evaluada y pro
esada tal y 
omo se ha indi
ado 
on anterioridad.Las op
iones de hardware ne
esario para llevar a 
abo una eje
u
ión distribuida enparalelo es amplio, ya que se puede a
udir a la utiliza
ión de super-
omputadores, 
lus-ters de 
omputa
ión o in
luso grandes sistemas grid 
ompuesto por ordenadores es-tándar 
one
tados mediante una red ethernet. Durante la realiza
ión de esta tesis, seha empleado un 
luster de 
omputa
ión formado por ordenadores de sobremesa de
ara
terísti
as estándar y 
one
tados mediante una red ethernet, donde el 
omponen-te fundamental ha sido el una herramienta de Matlab denominada Distributed Toolboxque permite de manera sen
illa la eje
u
ión en paralelo del algoritmo de optimiza
iónempleado.7.4 Ejemplo de identifi
a
ión de un predi
tor FLAPEl ejemplo que se propone se basa en la identifi
a
ión de un sistema me
áni
o que
onsta de un péndulo invertido, el 
ual se en
uentra gobernado mediante un motor de
ontinua 
on redu
tora, tal y 
omo muestra la figura 8.1. Este sistema me
áni
o ha sidoempleado por distintos autores, 
omo por ejemplo [Kus
hewski et al. 1993℄, [Kawamoto1996℄ o [Tanaka & Wang 2001℄, 
omo pro
eso sobre el 
ual apli
ar nuevas estrategias deidentifi
a
ión y/o 
ontrol.
176
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Θ

+  V   -

Motor DC

Reductora 10:1

Péndulo

FIGURA 7.4: Representa
ión del péndulo invertido y motor 
on redu
tora.Las e
ua
iones de estado no lineales que rigen el 
omportamiento dinámi
o del sis-tema se muestran en la e
ua
ión (7.4-1 ), donde la variable de estado X1 des
ribe elángulo del péndulo, la variable X2 representa la velo
idad angular, mientras que X3 esla 
orriente de ex
ita
ión del motor y U la tensión de alimenta
ión.El objetivo es obtener un predi
tor borroso empleando la metodología des
rita en losapartados anteriores, a partir de un 
onjunto de datos experimentales entrada-salida,obtenidos del modelo no lineal des
rito en la e
ua
ión (7.4-1 ).






ẋ1

ẋ2

ẋ3






=







x2

9.8sen(x1) + x3

−10x2 − 10x3






+







0

0

10






u (7.4-1 )Los parámetros que se han estable
ido para la identifi
a
ión del modelo de predi

iónson los siguientes:Reglas TS: se han estable
ido dos reglas TS 
on el objetivo de 
apturar el 
om-portamiento del sistema. La de
isión del número de reglas a emplear respondeprin
ipalmente a un pro
eso iterativo, donde generalmente se empieza utilizandoun 
onjunto redu
ido de reglas. Si el resultado no resulta satisfa
torio se aumentael número de reglas a emplear.Horizonte de predi

ión y 
ontrol: el horizonte de 
ontrol y predi

ión se ha fijadoen H = 10 de manera que el predi
tor FLAP debe ser 
apaz de generar el 
onjuntode predi

iones de la salida desde el instante 1 hasta el 10. 177
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tores BorrososVariables de de
isión: se han determinado dos variables de de
isión para los an-te
edentes de las reglas TS, la variables U(k − 1) y Y (k − 1). Ambas variables sonun sub
onjunto del ve
tor de estados que se estable
e a partir de la estru
tura delos 
onse
uentes que se ha sele

ionado, tal y 
omo se muestra en las e
ua
iones(7.4-3 ) y (7.4-4 ).
Y (k + 1) = F (U(k − 1), U(k), Y (k − 1), Y (k)) (7.4-2 )




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



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Y (k)
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
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

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r∑

i=1

hi(z(k))ÂH
i







U(k − 1)

Y (k − 1)

Y (k)






+ B̂H

i
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]




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

(7.4-3 )
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



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
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hi(z(k))ĈH
i




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Y (k − 1)
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


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(7.4-4 )Fun
iones de pertenen
ia: las fun
iones de pertenen
ia serán definidas según lae
ua
ión (7.3-5 ). En parti
ular, 
ada variable de de
isión presentará dos fun
io-nes de pertenen
ia, ya que se han estable
ido dos reglas TS para el modelo depredi

ión. Los parámetros de ini
ializa
ión de las fun
iones de pertenen
ia son
M c

11 = 0.25, Mσ
11 = 0.5, M c

12 = 0.75, Mσ
12 = 0.5, M c

21 = 0.75, Mσ
11 = 0.5, M c

22 = 0.25 y
Mσ

22 = 0.5.Estru
tura de los 
onse
uentes: el sistema a identifi
ar, des
rito por la e
ua
ión(7.4-1 ), es un pro
eso SISO ya que presenta una salida y una entrada. La estru
turaque se ha sele

ionado para la identifi
a
ión de di
ho pro
eso a partir del 
onjuntode datos experimentales se muestra en la e
ua
ión (7.4-2 ). A partir de di
ha es-tru
tura, las e
ua
iones (7.4-3 ) y (7.4-4 ), estable
en la representa
ión del predi
tor,donde los 
onse
uentes vienen definidos mediante representa
ión en espa
io deestados.178
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a
ión de Predi
tores BorrososLos resultados obtenidos tras la identifi
a
ión se exponen empleando dos elemen-tos de análisis distintos. En primer lugar, las figuras 7.6 a 7.15 muestran los resultadostemporales obtenidos, en estas gráfi
as se muestra de manera 
omparativa la señal depredi

ión real, la identifi
ada 
on el método que se propone y la predi

ión que se ob-tendría empleando el método des
rito en la introdu

ión e introdu
ido en [Zhang et al.2007b℄. En segundo lugar, la figura 7.5 muestra los resultados obtenidos empleando elíndi
e VAF (Varian
e A

ounted For), el 
ual fue introdu
ido en el 
apítulo 4 y definidosegún la e
ua
ión (6.1-21 ).
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Predicción FLAP
Predicción NO FLAPFIGURA 7.5: Evolu
ión del índi
e VAF en 
ada instante de predi

ión.El análisis detenido de los resultados presentados en las distintas figuras permite
omprobar 
omo el método propuesto 
onsigue obtener unos resultados de valida
ióna
eptables, ya que tanto el 
omportamiento temporal que se observa en las gráfi
as,
omo los valores del índi
e de pre
isión VAF son satisfa
torios. Sin embargo, el resultadode mayor interés es la 
ompara
ión entre el método des
rito en [Zhang et al. 2007b℄ yel propuesto, ya que se observa 
omo a medida que el horizonte de predi

ión aumentael 
omportamiento de ambos métodos diverge sustan
ialmente. De he
ho, el métodointrodu
ido en [Zhang et al. 2007b℄, pierde pre
isión de manera exponen
ial a partirdel instante de predi

ión H = 5, mientras que el predi
tor FLAP 
onsigue mantener ungrado de pre
isión a
eptable, tal y 
omo se puede observar en la figura 7.5.
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FIGURA 7.6: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
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FIGURA 7.7: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 2.
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FIGURA 7.8: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 3. 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
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FIGURA 7.9: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 4.

Las figuras 7.16 y 7.17, donde se pueden observar las fun
iones de pertenen
ia obte-nidas para las variables de de
isión U(k − 1) y Y (k − 1) respe
tivamente. Cabe re
ordarque los parámetros de estas fun
iones de pertenen
ia son pre
isamente las variables de180
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FIGURA 7.10: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 5. 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
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FIGURA 7.11: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 6.
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FIGURA 7.12: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 7. 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
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FIGURA 7.13: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 8.búsqueda dentro del algoritmo de a
tualiza
ión mediante una optimiza
ión basada enalgoritmo genéti
o.
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FIGURA 7.14: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 9. 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

Predicción de la Salida en H=10

Á
ng

ul
o 

Θ
 −

 N
or

m
al

iz
ac

ió
n 

[0
,1

]

Tiempo (s)

 

 

Real
Predicción FLAP
Predicción Zhang

FIGURA 7.15: Compara
ión de los resultados de iden-tifi
a
ión en el instante H = 10.
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FIGURA 7.16: Fun
iones de pertenen
ia de la variablede de
isión U(k − 1). 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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FIGURA 7.17: Fun
iones de pertenen
ia de la variablede de
isión Y (k − 1).
Por último, se muestran las matri
es del modelo de dos reglas obtenidas mediante elalgoritmo de identifi
a
ión introdu
ido en este 
apítulo.182
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

























1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.004 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0.004 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.036 0.016 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0.042 0.004 0 0 0 0 0 0 0 0

0.11 0.04 0.015 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0.11 0.042 0.004 0 0 0 0 0 0 0

0.22 0.11 0.036 0.014 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

0.21 0.11 0.042 0.004 0 0 0 0 0 0

0.35 0.21 0.1 0.035 0.017 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

0.32 0.21 0.11 0.042 0.004 0 0 0 0 0

0.49 0.34 0.2 0.1 0.038 0.022 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

0.45 0.32 0.21 0.11 0.042 0.004 0 0 0 0

0.64 0.47 0.31 0.19 0.096 0.037 0.04 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0

0.58 0.45 0.32 0.21 0.11 0.042 0.004 0 0 0

0.77 0.61 0.44 0.3 0.18 0.09 0.049 0.053 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

0.71 0.58 0.45 0.32 0.21 0.11 0.042 0.004 0 0

0.89 0.74 0.58 0.43 0.29 0.17 0.095 0.05 0.055 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.83 0.71 0.58 0.45 0.32 0.21 0.11 0.042 0.004 0

0.98 0.86 0.72 0.57 0.43 0.29 0.18 0.091 0.047 0.036
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(7.4-8 )

7.5 Con
lusionesEl objetivo prin
ipal de este 
apítulo era la obten
ión de un predi
tor 
apaz de em-plear los modelos borrosos TS sin tener que introdu
ir un 
oste 
omputa
ional ex
esivoy, por tanto, pudiendo ser empleado posteriormente en el diseño de sistema de 
on-trol predi
tivo. A partir de la prin
ipal alternativa existente en la literatura [Zhang et al.2007b℄, se han determinado los problemas rela
ionados 
on di
ha propuesta y se haplanteado una nueva solu
ión que introdu
e mejoras en el 
omportamiento del predi
-tor.186
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CAPÍTULO 8
Control Predictivo Borroso Mediante

Predictor FLAP

"Predi
tive Control: A form of 
ontrol that predi
ts what the pro
ess status will be atsome point in the future and, using this information, modifies 
ontrol outputs to get thepro
ess state to the desired value". Glossary of Control Engineering Terms
8.1 Introdu

iónEl 
apítulo 7 introdujo en los apartados 7.1 y 7.2 la prin
ipal problemáti
a existentea la hora de diseñar sistemas de 
ontrol predi
tivos basados en modelos TS, así 
omouna posible alternativa para superar algunas de las limita
iones existentes en la a
tuali-dad. A partir de di
ha aporta
ión, los apartados su
esivos des
ribirán 
ómo emplear elpredi
tor des
rito en 7.2 para la obten
ión de un sistema de 
ontrol predi
tivo.La herramienta fundamental que se empleará en el diseño del 
ontrolador es la refor-mula
ión del problema en términos de LMIs, a partir de los 
on
eptos introdu
idos enel 
apítulo 5. Asimismo, la metodología que se des
ribirá permite el diseño de todo elsistema de 
ontrol fuera de línea, pudiendo apli
ar esta té
ni
a en el diseño de sistemasde 
ontrol para pro
esos 
on dinámi
as rápidas o en sistemas de tiempo real. 189

http://www.actc-control.com/glossary/glossary_P.asp


Control Predi
tivo Borroso Mediante Predi
tor FLAP8.2 Método de diseñoLa idea fundamental en el diseño del 
ontrolador es la minimiza
ión de la 
ota su-perior γ del índi
e de 
oste definido por la e
ua
ión (8.2-1 ). Esta propuesta se basa enlas aporta
iones des
ritas en [Tanaka & Wang 2001℄, las 
uales fueron introdu
idas enel apartado 5.4.2.
J = X̄TQX̄ +∆ŪTR∆Ū ≤ γ (8.2-1 )Donde X̄ se define 
omo [X(k + 1|k) X(k + 2|k) . . . X(k +H |k)]T y expresa el 
onjunto depredi

iones de las variables de estado para un horizonte de predi

ión H . La obten
ióndel ve
tor X̄ es fa
tible mediante la e
ua
ión (8.2-2 ), la 
ual fue introdu
ida en la figura7.1 del 
apítulo 7 del 
apítulo anterior.










X(k + 1|k)
X(k + 2)|k]...
X(k +H |k)










=

r∑

i=1

hi(z(k))










AH
i X(k) +BH

i










∆U(k|k)
∆U(k + 1|k)...
∆U(k + T |k)



















(8.2-2 )
Por otra parte, el ve
tor ∆Ū se define 
omo [∆U(k|k) ∆u(k + 1|k) . . . ∆U(k + T |k)]Ty ha
e referen
ia al 
onjunto de in
rementos de las a

iones de 
ontrol futuras. Sinembargo, a diferen
ia de los 
ontroladores predi
tivos 
lási
os [Ma
iejowski 2002℄, elve
tor de a

iones de 
ontrol futuras no vendrá definido 
omo resultado de un pro
esode optimiza
ión, sino que presentará una estru
tura de 
ontrol predefinida. En 
on
reto,se propone la utiliza
ión de una ley de 
ontrol PDC, la 
ual fue introdu
ida en el apartado5.2 y que responde a la siguiente e
ua
ión:

REGLA i :Si z1(k) Es Mi1 Y · · · Y zp(k) EsMip Enton
es
∆Ū = −KH

i X(k) i = 1, 2, ..., r

(8.2-3 )
Donde las ganan
ias KH

i se 
al
ulan por minimiza
ión del índi
e (8.2-1 ) sujeto al modelode predi

ión (8.2-2 ) y pudiendo rees
ribir el índi
e 
omo:190



Control Predi
tivo Borroso Mediante Predi
tor FLAP
J =

r∑

i=1

r∑

j=1

hihj
{
X(k)T (AH

i )TQAH
j X(k) + ∆ŪT (BH

i )TQ(BH
j )∆Ū

+2X(k)T (AH
i )TQBH

j ∆U +∆ŪTR∆Ū
}
≤ γ

=

r∑

i=1

r∑

j=1

r∑

m=1

r∑

s=1

hihjhmhs
{
X(k)T (AH

i )TQAH
j X(k)

+X(k)T (KH
i )T (BH

j )TQ(BH
m)KH

s X(k)− 2X(k)T (AH
i )TQBH

j K
H
s X(k)

+X(k)T (KH
i )TRKH

j X(k)
}
≤ γ

=

r∑

i=1

r∑

j=1

r∑

m=1

r∑

s=1

hihjhmhs
{
X(k)T

[
(AH

i )TQAH
j + (KH

i )T
(
(BH

j )TQBH
m +R

)
KH

s

]

−2X(k)T (AH
i )TQBH

j K
H
mX(k) +X(k)T (KH

i )TRKH
j X(k)

}
≤ γ

=

r∑

i=1

r∑

j=1

r∑

m=1

r∑

s=1

hihjhmhs






X(k)T

[

(KH
i )T (AH

i )T
]

×




(BH

j )TQ(BH
m) +R −(BH

j )TQ

−Q(BH
j ) Q








KH

s

AH
s



X(k)






≤ γ (8.2-4 )Apli
ando el 
omplemento de S
hur, introdu
ido en la e
ua
ión (5.3-6 ) del 
apítulo5, se puede rees
ribir la e
ua
ión (8.2-4 ) en términos de LMIs:

r∑

i=1

r∑

j=1

r∑

m=1

hihjhm








γ X(k)T
[

(KH
i )T (AH

i )T
]

Θjm

ΘT
jm




KH

i

AH
i



X(k) Θjm







≥ 0 (8.2-5 )donde,

Θjm =




(BH

j )TQ(BH
m) +R −(BH

j )TQ

−Q(BH
j ) Q



 (8.2-6 )Desarrollando el triple sumatorio de la e
ua
ión (8.2-5 ) se obtiene:
r∑

i=1

r∑

j=1

r∑

m=1

hihjhm








γ X(k)T
[

(KH
i )T (AH

i )T
]

Θjm

ΘT
jm




KH

i

AH
i



X(k) Θjm







= (8.2-7 )191
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r∑

i=1

h3i




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
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γ X(k)T
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(KH
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]
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
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+

1

6
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
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m



X(k) Θij
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
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

≥ 0 (8.2-8 )Donde,

i = 1, · · · , r, j ≥ i s.a. hj ∩ hi 6= 0 , m ≥ j s.a.hm ∩ hj 6= 0 (8.2-9 )Asimismo, si se puede definir la matriz Tijm 
omo:
Tijm ,








γ X(k)T
[

(KH
i )T (AH

i )T
]

Θjm

ΘT
jm




KH

i

AH
i



X(k) Θjm








(8.2-10 )A partir de la defini
ión de la e
ua
ión (8.2-5 ) y teniendo en 
uenta el desarrolloplanteado en las e
ua
iones (8.2-7 )-(8.2-8 ), el 
onjunto de LMIs que permiten obtener la
ota superior del problema de minimiza
ión planteado en la e
ua
ión (8.2-4 ) son:
γ > 0,

Tiii > 0,

1

3
(Tiij + Tiji + Tjii) > 0,

1

3
(Tjji + Tjij + Tijj) > 0,

1

6
(Tijm + Timj + Tjmi + Tjim + Tmji + Tmij) > 0

(8.2-11 )
A pesar de que la LMI (8.2-5 ) minimiza la 
ota superior del índi
e (8.2-1 ), di
ha mi-nimiza
ión no garantiza la estabilidad del sistema de 
ontrol en lazo 
errado, ya que193



Control Predi
tivo Borroso Mediante Predi
tor FLAPno se ha in
orporado explí
itamente ninguna 
ondi
ión sufi
iente que garanti
e di
haespe
ifi
a
ión.La in
lusión de la 
ondi
ión de estabilidad se basa en la introdu

ión de restri

ionesadi
ionales para la matriz KH
i , la 
ual puede ser definida 
omo:

KH
i =




K0

i

KH−1
i



 (8.2-12 )Esta matriz 
ontiene los 
oefi
ientes de las matri
es de realimenta
ión para todo elhorizonte de predi

ión, donde K0
i ha
e referen
ia a los 
oefi
ientes de la matriz KH

ique son empleados en la a

ión de 
ontrol ∆U(k). Asimismo, y dado que se emplearáuna políti
a de horizonte móvil, la a

ión de 
ontrol que se inye
tará en el sistema serásiempre la 
al
ulada a partir de los 
oefi
ientes de Kip, por lo que la in
lusión de la
ondi
ión de estabilidad (8.2-13 ) y (8.2-14 ), relativa al primer instante de predi

ión,garantiza la estabilidad del sistema en bu
le 
errado.



P P (A0

i )
T − (K0

i P )
T (B0

i )
T

A0
iP −B0

iK
0
i P P



 > 0, (8.2-13 )



P

(
A0

iP+A0

jP−B0

i K
0

jP−B0

jK
0

i P

2

)T

(
A0

iP+A0

jP−B0

i K
0

j P−B0

jK
0

i P

2

)

P



 ≥ 0,

i = 1, . . . , r, i < j, sujeto a hi ∩ hj 6= ∅

(8.2-14 )Las e
ua
iones (8.2-13 ) y (8.2-14 ) son pro
eden de la apli
a
ión de la 
ondi
ión deestabilidad para sistemas dis
retos introdu
ida en [Tanaka & Wang 2001℄ y presentadaen el 
apítulo 5, parti
ularizada para el primer instante de predi

ión a partir del modelode predi

ión (8.2-2 ). Asimismo,K0
i es la submatriz de KH

i que ha
e referen
ia al primerinstante de predi

ión y, donde A0
i y B0

i son las submatri
es 
ontenidas en AH
i y BH

irespe
tivamente que des
riben el 
omportamiento del primer instante de predi

ión.Sin embargo, las e
ua
iones (8.2-13 ) y (8.2-14 ) que in
luyen la 
ondi
ión de estabili-dad de K0
i son BMIs, ya que presentan una rela
ión bilineal entre la variables K0

i y P ,he
ho que 
ompli
a la obten
ión de una solu
ión al 
onjunto de ine
ua
iones.La solu
ión dire
ta para dar respuesta al nuevo problema que se plantea es la utili-za
ión de BMIs (Bilineal Matrix Inequalites). Sin embargo, los problemas 
on BMIs son,en general, no 
onvexos y no pueden ser resueltos en tiempo polinomial 
omo las LMIs[Goh et al. 1996℄.Para la resolu
ión de estas BMIs se ha optado por un método alternativo de tipo ite-rativo denominado ILMI des
rito en [Sal
edo et al. 2008℄. La idea fundamental de este
Fun
ión de dos variables que es lineal y homogénea en ambas variables de manera independiente.194



Control Predi
tivo Borroso Mediante Predi
tor FLAPmétodo es mantener 
onstante uno de los términos impli
ados en la bilinealidad (porejemplo P ), pudiendo resolver el 
onjunto de LMIs resultantes 
on té
ni
as numéri
astradi
ionales. A 
ontinua
ión, se re
al
ula el término 
onstante empleado en el pasoanterior 
on la nueva informa
ión disponible (K0
i ). El objetivo del método es la 
onver-gen
ia de los parámetros in
ógnita tras un un número de itera
iones, pudiendo, en elmejor de los 
asos, obtener la misma solu
ión que se obtendría resolviendo el problema
omo una BMI. Cabe desta
ar que en la mayoría de o
asiones se obtiene una solu
ión delproblema más 
onservativa que en el planteamiento BMI original, aunque satisfa
iendotodas las 
ondi
iones estable
idas.A 
ontinua
ión se muestra de manera esquemáti
a el algoritmo iterativo empleadopara la resolu
ión del problema bilineal planteado.ALGORITMO ILMI:Paso 1. Resolu
ión de las e
ua
iones (8.2-11 ) sujeto a la minimiza
ión de γ. La γ∗resultante será el mejor valor del índi
e posible y, por tanto, el valor mínimo quese podrá al
anzar mediante el método iterativo.Paso 2. Comproba
ión de la 
ondi
iones de estabilidad (8.2-13 ) y (8.2-14 ) emplean-do los valores K0

i obtenidos en el Paso 1. En 
aso de satisfa
er di
ha estabilidad noes ne
esario seguir 
on el pro
eso de diseño, ya que habrían obtenido un 
onjuntode valores KH
i que minimizan el índi
e y satisfa
e la 
ondi
ión de estabilidad parael primer instante de predi

ión.Paso 3. Si Paso 2 no se satisfa
e se deben 
al
ular los valoresK0

i y P que estabilizanel bu
le 
errado empleando las siguientes LMIs (estabilidad de sistemas dis
retos[Tanaka & Wang 2001℄):



F F (A0

i )
T − (Mi)

T (B0
i )

T

A0
iF −B0

iMi F



 > 0, (8.2-15 )



F

(
A0

iF+A0

jF−B0

i Mj−B0

jMi

2

)T

(
A0

iF+A0

jF−B0

i Mj−B0

jMi

2

)

F



 ≥ 0,

i = 1, . . . , r, i < j, sujeto a hi ∩ hj 6= ∅

(8.2-16 )donde i = 1, . . . , r, K0
i =MiF

−1 y P = F−1.Paso 4. Cal
ular el máximo valor de γ a partir de las LMIs (8.2-11 ) y de los valoresde K0
i obtenidos en el Paso 3 y dejando libre KH−1

i .Paso 5. Obten
ión de KH
i que satisfa
e 
onjuntamente (8.2-13 ), (8.2-14 ) y (8.2-11 )tomando la matriz P de (8.2-13 ) y (8.2-14 ) 
omo 
onstante (empleando el valorobtenido en el Paso 3). 195



Control Predi
tivo Borroso Mediante Predi
tor FLAPPaso 6. Re
al
ular la matriz P a partir del valor K0
i obtenido en el Paso 5 utilizando(8.2-13 ) y (8.2-14 ).Paso 7. Si la γ 
al
ulada en el Paso 5 es mayor que el valor de γ obtenido en el Paso1 se deben repetir los pasos 5-7 has ta que:1. Se al
an
e un número máximo de itera
iones definidas a priori.2. La diferen
ia entre dos γ∗ 
onse
utivas sea menor que una toleran
ia fijada deantemano.3. La diferen
ia entre el γ 
al
ulado y el γ∗ sea menor que la toleran
ia fijada.Cabe señalar, que la implementa
ión real del algoritmo ha
e ne
esario que la 
ondi-
ión del Paso 7 del algoritmo no sea estri
tamente la igualdad. En parti
ular, se empleauna toleran
ia (valor a determinar por el diseñador) sobre el valor mínimo obtenido en elPaso 1, así 
omo una una 
ondi
ión de extin
ión del algoritmo. Este último término eva-lúa la diferen
ia entre el valores de γ de las últimas dos itera
iones de manera que si ladiferen
ia entre ambos es muy pequeña (valor a determinar por el diseñador) provo
aráel 
ese de las itera
iones.Una vez apli
ado el método de diseño des
rito por algoritmo anterior, se obtienenlas matri
es de realimenta
ión KH

i que minimizan el índi
e 
uadráti
o (8.2-4 ), donde elsub
onjunto de matri
es de realimenta
ión K0
i , referentes al primer instante de predi
-
ión, garantizan la estabilidad del sistema en bu
le 
errado mediante la satisfa

ión delas 
ondi
iones (8.2-13 ) y (8.2-14 ).

8.3 Ejemplo de diseñoEn este apartado se mostrará un ejemplo de diseño empleando el mismo pro
eso quefue identifi
ado en 
apítulo 7. El pro
eso introdu
ido en el apartado 7.4 es el sistemame
áni
o denominado péndulo invertido, el 
ual se en
uentra gobernado mediante unmotor de 
ontinua 
on redu
tora, tal y 
omo muestra la figura 8.1.En el 
apítulo 7 se obtuvieron las matri
es AH
i , BH

i y CH
i (e
ua
iones (7.4-5 )-(7.4-8 ))a partir del método de identifi
a
ión de predi
tores FLAP propuesto. A partir de di
hasmatri
es, se pueden obtener las submatri
es des
ritas en (8.3-1 ) y (8.3-2 ), éstas seránlas matri
es que des
riben el 
omportamiento dinámi
o del sistema para el primer ins-tante de predi

ión y, por tanto, serán empleadas en la formula
ión de la 
ondi
ión deestabilidad planteada mediante las e
ua
iones (8.2-13 ) y (8.2-14 ).196
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Θ
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Motor DC

Reductora 10:1

Péndulo

FIGURA 8.1: Representa
ión del péndulo invertido y motor 
on redu
tora.
A0
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
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1 0 0

0 0 1

0.0085 −1.1 2.1
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
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0
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A0
2 =




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

1 0 0

0 0 1

0.034 −0.96 1.9







, B0
2 =







1

0

0.004







, C0
2 =

[

0 0 1
] (8.3-2 )El objetivo del diseño de sistema de 
ontrol borroso predi
tivo que se propone es la mi-nimiza
ión del índi
e expresado mediante la e
ua
ión (8.2-1 ). El horizonte de predi

ióny 
ontrol que se estable
erán 
omo parámetros de diseño serán igual a 10. Las matri
esde pondera
ión Q y R son definidas 
omo matri
es identidad, donde R presentará lasdimensiones 30× 30 y Q será 10× 10.A partir de las matri
es (7.4-5 )-(7.4-8 ), (8.3-1 ) y (8.3-2 ), se puede apli
ar el algorit-mo ILMI que 
ontempla la minimiza
ión del índi
e des
rito por la e
ua
ión (8.2-1 ) y lasatisfa

ión de las 
ondi
iones de estabilidad (8.2-13 ) y (8.2-14 ). El resultado de di
hoalgoritmo son las matri
es de realimenta
ión KH

1 y KH
2 des
ritas en la e
ua
ión (8.3-3 ).Asimismo, las submatri
es K0

1 y K0
2 , mostradas en las e
ua
ión (8.3-4 ), son las en
arga-das de satisfa
er la 
ondi
iones de estabilidad (8.2-13 ) y (8.2-14 ). De he
ho, estas dosúltimas matri
es son las que realmente serán implementadas en el 
ontrolador borro-sa 
on estru
tura PDC que 
onformará el sistema de 
ontrol del sistema. Asimismo,se presentan a 
ontinua
ión los valores obtenidos para parámetros 
ara
terísti
os delalgoritmo de diseño: 197



Control Predi
tivo Borroso Mediante Predi
tor FLAPEl número de itera
iones máximo empleado ha sido de 25.La toleran
ia empleada para la evalua
ión de la diferen
ia de dos valores 
onse
u-tivos de γ y respe
to del valor γ∗ es de 1 · 10−3.La γ∗ que se obtiene al resolver el Paso 1 del algoritmo es de 118,8304.La γ obtenido mediante la 
onse
u
ión de los Pasos 5-7 es de 1376,3.
KH
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




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(8.3-3 )
K0

1 =
[

0.6109 −16.3645 18.5527
]

, K0
2 =

[

2.2741 −23.9391 22.8172
] (8.3-4 )La figura 8.2 muestra el resultado de simula
ión empleando el 
ontrolador PDC bo-rroso diseñado. La simula
ión tiene en 
uenta el ve
tor de estado ini
ial del sistema

[π8
π
4 − 10], a partir de este estado ini
ial, el sistema de 
ontrol 
onsigue estabilizar elsistema minimizando el índi
e estable
ido en el diseño previo.8.4 Con
lusionesEl presente 
apítulo ha introdu
ido una nueva propuesta de 
ontrol borroso predi
ti-vo a partir de la estru
tura del predi
tor FLAP introdu
ido en el 
apítulo 7. La unión deestas dos 
ontribu
iones (predi
tor + 
ontrolador borroso predi
tivo) permite superarlas limita
iones de otras propuestas existentes, tal y 
omo se introdujo en el 
apítu-lo anterior. Asimismo, esta nueva propuesta satisfa
e tanto la minimiza
ión del índi
epropuesto 
omo la 
ondi
ión de estabilidad para el primer instante de predi

ión. Lasatisfa

ión de di
ha 
ondi
ión de estabilidad viene justifi
ada por la apli
a
ión de unapolíti
a de horizonte móvil, ampliamente utilizada en el entorno de 
ontrol predi
tivo.Por último, todo el diseño del sistema de 
ontrol se realiza fuera de línea por lo quela implementa
ión real se redu
e a la implementa
ión de un 
ontrolador PDC borroso,198
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CAPÍTULO 9
Control Predictivo Borroso

Forward-Backward

"Optimization: The term optimization, or mathemati
al programming, refers to thestudy of problems in whi
h one seeks to minimize or maximize a real fun
tion by sys-temati
ally 
hoosing the values of real or integer variables from within an allowed set".Wikipedia - The Free En
y
lopedia9.1 Introdu

iónEl apartado 7.1 del 
apítulo 7, des
ribía las prin
ipales limita
iones existentes en laapli
a
ión de la filosofía de 
ontrol predi
tivo sobre pro
esos no lineales representadosmediante modelos borrosos TS. Además, se proponía una primera alternativa para resol-ver algunas de las limita
iones existentes mediante la defini
ión de un nuevo modelo depredi

ión TS. Por otra parte, en este 
apítulo se propone una segunda alternativa paraafrontar el diseño de 
ontroladores predi
tivos basados en modelos TS.El objetivo, de manera análoga a la metodología propuesta en el 
apítulo 8, es eldiseño de un 
ontrolador borroso 
on estru
tura PDC que satisfaga las premisas que seestable
en en el diseño de 
ontroladores predi
tivos (véase 
apítulo 1). Sin embargo, estasegunda propuesta no se basa en la reformula
ión de un predi
tor borroso, tal y 
omose propone en el 
apítulo 8, y el posterior diseño de un 
ontrolador PDC mediante lareformula
ión del problema en LMIs. En este 
aso, el enfoque que se basa en la apli
a
ión201
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Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwarddel prin
ipio de optimalidad de Bellman para obtener de manera re
urrente las a

ionesde 
ontrol del sistema, utilizando un modelo de predi

ión TS 
on predi

ión a un paso.9.2 Apli
a
ión del Prin
ipio de OptimalidadLos 
ontroladores predi
tivos tradi
ionales, en general, se basan en la minimiza
iónde un índi
e de 
oste, tal y 
omo se des
ribió en el 
apítulo 1. Di
ho problema de opti-miza
ión se en
uentra, en la mayoría de o
asiones, sujeto a un 
onjunto de restri

ionesque se definen tanto en las variables de 
ontroladas 
omo en las manipuladas. Estas res-tri

iones ha
en inviable la resolu
ión del problema de optimiza
ión de manera analíti
a,por lo que es ne
esario in
luir una etapa de optimiza
ión numéri
a que propor
ione lase
uen
ia de 
ontrol que satisfa
e todas o la mayoría de restri

iones así 
omo la mini-miza
ión del índi
e. Por tanto, este pro
eso de optimiza
ión se basa en la búsqueda de lamejor se
uen
ia de a

iones de 
ontrol entre mu
has posibles alternativas. Las a

ionesde 
ontrol pueden entenderse 
omo una se
uen
ia de de
isiones que nos propor
ionanla solu
ión óptima. Por ello, dada una subse
uen
ia de de
isiones, siempre se 
ono
e
ual es la de
isión que debe tomarse a 
ontinua
ión para obtener la se
uen
ia óptima.El matemáti
o R. Bellman estudió en profundidad la posibilidad de obtener el 
onjun-to de de
isiones óptimas en problemas de programa
ión dinámi
a. En [Bellman 1957℄,Bellman enun
ió el 
ono
ido prin
ipio de optimalidad:Una políti
a de de
isión óptima tiene la propiedad de que, 
ualesquiera sean losestados las de
isiones ini
iales tomadas, las restantes de
isiones deben 
onstituiruna políti
a óptima 
on independen
ia del estado resultante de la primera de
isión.Por tanto, y para que el prin
ipio se 
umpla, dada una se
uen
ia óptima de de
i-siones, toda subse
uen
ia de ella es, a su vez, óptima. Contemplar un problema 
omouna se
uen
ia de de
isiones equivale a dividirlo en subproblemas de talla inferior, enprin
ipio más fá
ilmente resolubles.Por ejemplo, se puede apli
ar el 
on
epto de optimalidad al problema de la figura9.1, donde se pretende obtener el 
amino óptimo entre a − e dentro de un problema demúltiple de
isión.En primer lugar, supóngase que la primera de
isión (tomada en a) tiene 
omo resulta-do el traye
to a− b, lo que determina un 
oste Jab. A 
ontinua
ión, la siguiente de
isiónes el traye
to de b − e 
on 
oste Jbe. Por tanto, el 
oste J∗
ae entre el punto a y e, que sesupone el 
amino óptimo, se puede expresar 
omo:

J∗
ae = Jab + Jbe (9.2-1 )202
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kward
!"#$%&!

!"#$%&"

!"#$%&#FIGURA 9.1: Traye
toria óptima entre a y e.Por tanto, tal y 
omo se apuntó anteriormente, si el 
amino a−b−e es óptimo entre a−
e, enton
es b− e es 
amino óptimo entre b y e. Para 
omprobar este prin
ipio, supóngaseque ahora el 
amino óptimo entre b y e es a través del punto c, tal y 
omo muestra lafigura 9.2.

!"#$%&!
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!"#$%&#
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FIGURA 9.2: Traye
toria óptima entre a y e a través del punto 
.Para que se 
umpla esta situa
ión se debe satisfa
er que Jbce < Jbe y, por tanto,
Jab + Jbce < Jab + Jbe = J∗

ae (9.2-2 )A la vista de (9.2-2 ) la úni
a manera de satisfa
er la ine
ua
ión es que el 
amino
a− b− e no sea el óptimo entre a y e.Este 
apítulo plantea la extensión del 
on
epto de optimalidad al diseño de 
ontrola-dores predi
tivos borrosos mediante LMIs. Para poder 
omprender mejor esta propues-203



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardta, resulta interesante re
ordar la formula
ión del modelo de predi

ión que se empleaen sistemas lineales expresados mediante espa
io de estados (des
rito en el apartado7.1 del 
apítulo 7). Esta formula
ión, permite obtener una expresión de la predi

ión an pasos en fun
ión del ve
tor de estados ini
iales y de las a

iones de 
ontrol futuras(e
ua
ión (7.1-4 )). En general, este predi
tor es utilizado en la etapa de optimiza
iónpara obtener la se
uen
ia óptima de 
ontrol.Por otro lado, es posible plantear un predi
tor 
on una estru
tura similar a la expre-sión (7.1-4 ) a partir de un modelo borroso TS. En parti
ular, la e
ua
ión (7.1-7 ) des
ribeun predi
tor a n pasos 
on estru
tura borrosa. Sin embargo, la utiliza
ión de un predi
-tor de este tipo 
ompli
a 
onsiderablemente el pro
eso de optimiza
ión ne
esario paraobtener la se
uen
ia de a

iones de 
ontrol óptimas. Esta difi
ultad añadida se debe aque el problema de optimiza
ión resultante se debe resolver mediante algoritmos deoptimiza
ión no 
onvexa. Asimismo, la posibilidad de reformular la expresión (7.1-7 )en términos de LMIs, para plantear la resolu
ión de manera análoga a las propuestasformuladas en [Tanaka & Wang 2001℄, resulta 
omplejo e in
luso po
o viable.Ante la imposibilidad de utilizar la expresión de predi

ión (7.1-7 ), se plantea la apli-
a
ión del prin
ipio de optimalidad de Bellman. El objetivo es intentar dividir el proble-ma de optimiza
ión que se plantea en (9.4-1 ) sujeto a (7.1-7 ), en un 
onjunto de sub-problemas de optimiza
ión más sen
illos y, que a través del prin
ipio de optimalidad,aseguren la obten
ión de una solu
ión global óptima, utilizando úni
amente un modelode predi

ión a un paso. Asimismo, el planteamiento de 
ada uno de los subproblemasde optimiza
ión debe de a
eptar ser reformulado en términos de LMIs, ya que es unaherramienta que permite, de manera efi
iente, trabajar 
on modelos borrosos TS tal y
omo se ha visto en 
apítulos anteriores.La apli
a
ión del prin
ipio de optimalidad al 
ontrol predi
tivo que se propone, sebasa en dividir el problema de optimiza
ión de toda la se
uen
ia de a

iones de 
ontrolen un 
onjunto de problemas de optimiza
ión definidos para 
ada uno de los instantesde predi

ión. Es de
ir, se pasa de 
al
ular todas las a

iones de 
ontrol de manera
onjunta a 
al
ular 
ada a

ión de manera independiente. A priori, se podría pensar queel 
ál
ulo de las a

iones de 
ontrol de manera independiente no aseguran una solu
iónóptima global, sin embargo la apli
a
ión del prin
ipio de optimalidad permite aseguraresta 
uestión.El 
ál
ulo de la a

ión de 
ontrol en 
ada uno de los instantes de predi

ión es si-milar a la metodología que se apli
a en el diseño de 
ontroladores LQR en espa
io deestados, donde se emplea res
ursivamente la e
ua
ión de Ri

ati. Sin embargo, en este
aso se sustituye la expresión de Ri

ati por la resolu
ión re
ursiva de un problema deoptimiza
ión formulado en términos de LMIs [Tanaka & Wang 2001℄, tal y 
omo muestrala figura 9.3.204
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Región 
Acotada 

de
Estados 
Iniciales

X(k + 0)

R0 Rh−2 Rh−1

Minimizar J(0) Minimizar J(H-2) Minimizar J(H-1)

X(k +H − 1)X(k +H − 2)

RH−2 RH−1R0

FIGURA 9.3: Con
epto de Optimalidad de Bellman en Control Predi
tivo.La idea prin
ipal que se introdu
e en la figura 9.3 puede ser expresado matemáti
a-mente por la siguiente e
ua
ión:
J(p) =

H−1∑

j=p

X(k + j)TQX(k + j) + U(k + j)TRU(k + j), p = H − 1, . . . , 0 (9.2-3 )9.2.1 Formula
ión Matemáti
aEl planteamiento de diseño se basa en la minimiza
ión de un índi
e de 
oste de tipoLQR (9.2-4 ) para 
ada uno de los instantes de predi

ión, empleando un 
ontrolador 
onestru
tura PDC (9.2-7 ). Además, el problema de minimiza
ión se en
uentra sujeto a ladinámi
a del pro
eso (9.2-6 ). La defini
ión matemáti
a de este planteamiento se des
ribea 
ontinua
ión.Sea el índi
e de 
oste,
J(p) =

H−1∑

j=p

X(k + j)TQX(k + j) + U(k + j)TRU(k + j), p = H − 1, . . . , 0 (9.2-4 )
Minimizar J(p) p = H − 1, . . . , 0 (9.2-5 )sujeto a,

X(k + j + 1) =

r∑

i=1

hi(z(k)) (AiX(k + j) +BiU(k + j)) (9.2-6 )donde
U(k + j) = −

r∑

i=1

hi(z(k))Ki(k + j)X(k + j) (9.2-7 )La resolu
ión del problema de optimiza
ión des
rito en (9.2-4 ) parti
ularizado enun úni
o instante de predi

ión p (por ejemplo p = H − 1), puede resolverse mediante205



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardun planteamiento en términos de LMIs, tal y 
omo se des
ribió en el teorema 6.2.1 del
apítulo 5:
Minimizar
F,M1,...,Mr

γH−1 (9.2-8 )Sujeto a:
F > 0,







γH−1 XT (k +H − 1)

X(k +H − 1) F






> 0,

(9.2-9 )






Aux1 FCT
i −MT

i

CiF −Q−1 0

−Mi 0 −R−1






< 0, i = 1, · · · , r (9.2-10 )













Aux2 FCT
i −MT

j FCT
j −MT

i

CiF −Q−1 0 0 0

−Mj 0 −R−1 0 0

CjF 0 0 −Q−1 0

−Mi 0 0 0 −R−1













< 0, i > j s.a. hi ∩ hj 6= φ, i = 1, · · · , r (9.2-11 )
Donde,

Aux1 =




F FAT

i −MT
i B

T
i

AiF −BiMi F



 (9.2-12 )
Aux2 =




F GT

ij

Gij F



 , (9.2-13 )
Gij =

(AiF +AjF −BiMj −BjMi)

2
(9.2-14 )Las matri
es de realimenta
ión del estado se extraen a partir de la solu
ión de lasLMIs 
omo

Ki(k +H − 1) =MiF
−1, i = 1, 2, ..., r (9.2-15 )El resultado de la resolu
ión del problema de minimiza
ión planteado, será el 
on-junto de matri
es de realimenta
ión Ki(k +H − 1), i = 1, . . . , r. Sin embargo, este plan-teamiento presenta una dependen
ia del ve
tor de estados ini
iales X(k+H − 1) 
uando206



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardse formula el problema en términos de LMIs, tal y 
omo se muestra en las e
ua
iones(9.2-9 )-(9.2-11 ). Por tanto, es ne
esario 
ono
er a priori el ve
tor de estados ini
iales
X(k + p) para resolver numéri
amente el problema (figura 9.3).La dependen
ia de la resolu
ión del ve
tor de estados ini
iales, introdu
e dos restri
-
iones importantes en el diseño. En primer lugar, el 
ontrolador PDC que resulta de lasolu
ión del problema planteado en (9.2-8 ), es válido úni
amente para un ve
tor de esta-dos ini
iales 
on
reto. Por tanto, si el ve
tor de estados ini
iales 
ambia se debe volver a
al
ular los parámetros del PDC, lo que se presenta 
omo un in
onveniente importante
uando se quiere realizar una implementa
ión real del sistema de 
ontrol.La segunda restri

ión que se introdu
e ha
e referen
ia a la apli
a
ión del prin
ipiode optimalidad, ya que para 
al
ular el 
ontrolador PDC en un instante de predi

ióndeterminado el ve
tor de estados ini
iales que es ne
esario 
ono
er se en
uentra de-terminado por el 
ontrolador PDC 
al
ulado en el instante anterior, el 
ual en prin
ipiotodavía no se ha 
al
ulado. Por tanto, pare
e 
ompli
ado apli
ar una metodología re
ur-siva desde el último instante de predi

ión hasta el ini
ial, a la vista de las restri

ionesque se han des
rito. Sin embargo, a 
ontinua
ión se proponen algunas alternativas parasuperar di
has restri

iones.Una solu
ión a la dependen
ia del 
ál
ulo del 
ontrolador PDC respe
to del ve
tor deestados ini
iales viene des
rita en [Tanaka & Wang 2001℄, donde se propone la delimita-
ión de una región a
otada (Rp) en el espa
io de estados que 
ontienen todas los posiblesvalores del ve
tor de estados ini
iales para J(p). En [Tanaka & Wang 2001℄, se define unaregión Rp 
omo el politopo des
rito por el 
onjunto de sus vérti
es. Asimismo, di
hosvérti
es se definen 
omo la 
ombina
ión de los valores máximos y mínimos estable
idospara 
ada variable de estado. Por ejemplo, supóngase un sistema 
on dos variables deestado X1 y X2, donde la región de posibles estados ini
iales vendría definida por elpolitopo R0. Los vérti
es de di
ho politopo se definen a partir de los valores máximos yminimos de las variables de estado. En este 
aso parti
ular, los valores de las variablesserían máximo(X1) = 2, máximo(X2) = 1, mínimo(X1) = −3 y máximo(X2) = −6. Portanto, la región R0 vendría definida por los 
uatro vérti
es v1(2, 1), v2(−3, 1), v3(2,−6) y
v4(−3,−6), tal y 
omo se puede observar en la figura 9.4.La ventaja de emplear la región a
otada Rp es que puede ser expresada en términosde LMI, tal y 
omo se muestra en [Tanaka & Wang 2001℄, donde se 
on
luye la ne
esidadde in
luir una LMI por 
ada uno de los vérti
es del politopo. Di
ha LMI presenta se definede la siguiente manera:







γp+1 vlp
T

vlp F






> 0, l = 1, . . . , 2nx (9.2-16 )207
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X1

X2

v2(−3, 1) v1(2, 1)

v4(−3,−6) v3(2,−6)

r0

Región Acotada 
que contiene el Vector 
de Estados Iniciales

FIGURA 9.4: Región a
otada por los vérti
es del politopo que des
ribe el 
onjunto de posibles ve
tores de estadosini
iales.donde nx es el número de variables de estado del sistema y vlp es el ve
tor que representa
ada uno de los vérti
es del politopo.La defini
ión de las LMIs 
on estru
tura (9.2-16 ) permite sustituir la 
ondi
ión (9.2-11 )que depende del valor exa
to del ve
tor de estados ini
iales por un 
onjunto de desigual-dades que ha
en referen
ia a 
ada uno de los vérti
es. Por tanto, el 
ontrolador PDC queresulta de la resolu
ión del problema (9.2-11 ) ya no tendrá el 
ondi
ionante de ser válidopara un úni
o ve
tor de estados ini
iales.En esta tesis se propone emplear una modifi
a
ión de la defini
ión de la región a
o-tada Rp que se ha des
rito anteriormente. En parti
ular, se propone definir la regióna
otada mediante una hiperesfera de radio rp que 
ontenga al politopo que se des
ribe
on la e
ua
ión (9.2-16 ). La figura 9.5 ilustra esta idea parti
ularizada en el ejemplo dedos variables de estados que se ha empleado para definir el politopo.El úni
o parámetro ne
esario para definir la hiperesfera, siempre y 
uando la hiperes-fera se en
uentre 
entrada en el origen, es el radio de la misma, el 
ual se determina, eneste 
aso parti
ular, 
omo el módulo del ve
tor que une el 
entro del politopo 
on unode los vérti
es. Por ejemplo, en el 
aso des
rito por la figura 9.4, el 
entro del politopose en
uentra definido en el punto (-0.5,-2.5), por tanto se puede definir el radio 
omo
r0 =

√

(2 + 0.5)2 + (1 + 3.5)2, tal y 
omo se apre
ia en la figura 9.5.Para poder emplear esta nueva defini
ión es ne
esario que pueda ser expresada entérminos de LMIs. Para ello, se parte de la e
ua
ión (9.2-17 ), la 
ual se define 
omo unafun
ión de Lyapunov:208
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X1

X2

v2(−3, 1) v1(2, 1)

v4(−3,−6) v3(2,−6)

r0

R0

FIGURA 9.5: Región a
otada por los vérti
es del politopo que des
ribe el 
onjunto de posibles ve
tores de estadosini
iales y la hiperesfera de radio r0.
V (X(k + 0)) = XT (k + 0)PX(K + 0) (9.2-17 )donde se satisfa
e la siguiente ine
ua
ión:

XT (k + 0)PX(k + 0) ≤ γ (9.2-18 )Por otra parte, se define la región del espa
io 
ontenida por una hiperespera de radio
r0 
omo:

XT (k + 0)X(k + 0) ≤ r20 (9.2-19 )Si multipli
amos el término dere
ho de la e
ua
ión anterior por γ
γ
se obtiene:

XT (k + 0)X(k + 0) ≤ r20
γ

γ
(9.2-20 )operando,

XT (k + 0)
γ

r20
X(k + 0) ≤ γ (9.2-21 )Por tanto, atendiendo a la e
ua
ión (9.2-18 ) y (9.2-21 ) se puede determinar que:

XT (k + 0)F−1X(k + 0) < XT (k + 0)
γ

r20
X(k + 0) ≤ γ (9.2-22 )donde F = P−1 y, donde la e
ua
ión (9.2-22 ) se satisfa
e si:

F−1 ≤ γ

r20
I (9.2-23 )A partir de la e
ua
ión (9.2-23 ) y, apli
ando el 
omplemento de S
hur se obtiene que: 209
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γ

r20
I − IF−1I > 0 ⇒

⇒ Schur ⇒





γ

r20
I I

I F



 > 0

(9.2-24 )
Después de este breve desarrollo se obtiene la e
ua
ión (9.2-24 ) que permite definirla región a
otada dentro de una hiperesfera de radio r0 en términos de LMIs. A partirde esta expresión, es posible sustituir el 
onjunto de ine
ua
iones que se derivaríande la e
ua
ión (9.2-16 ) introdu
ida en [Tanaka & Wang 2001℄ que estable
e la regióna
otada a partir de los vérti
es del politopo que lo define. Esta propuesta para definir laregión a
otada mediante una hiperesfera, permite emplear una úni
a LMI para des
ribirel 
onjunto de posibles ve
tores de estados ini
iales, mientras que 
on la expresión(9.2-16 ) era ne
esario definir una LMI por 
ada vérti
e del politopo. Sin embargo, elin
onveniente que apare
e es que la región a
otada mediante una hiperesfera resulta sermás 
onservativa, ya que es ne
esario in
luir una región a
otada mayor a la des
rita porel politopo que se en
uentra in
luido en la misma.La defini
ión de la LMI (9.2-24 ) permite superar la dependen
ia del valor exa
to delve
tor de estados ini
iales, di
ha restri

ión se presentó 
omo el primero de los 
ondi-
ionantes a la hora de resolver el problema de optimiza
ión des
rito en (9.2-8 ). La otraproblemáti
a aso
iada a la resolu
ión de di
ho problema de optimiza
ión es la ne
esidadde 
ono
er las regiones a
otadas a priori. Es de
ir, 
uando se quiere apli
ar una políti
ade optimalidad basada en el prin
ipio de Bellman, se suele ini
iar el el pro
eso de reso-lu
ión en el último instante de predi

ión. En este 
aso parti
ular, el primer problemade optimiza
ión que se debe resolver es la obten
ión del 
ontrolador PDC que minimizael índi
e de 
oste evaluado en el último instante de predi

ión (H − 1). Por tanto, paraque este problema sea resoluble es ne
esario 
ono
er el radio de la hiperesfera RH−2 quedefine el 
onjunto de posibles ve
tores ini
iales. Sin embargo, el radio de ésta no es 
o-no
ido. Esto su
ede en todos los instantes de predi

ión, por ello, es ne
esario definir apriori las regiones a
otadas Rp para 
ada uno de los distintos instantes de predi

ión. En
ualquier 
aso, esto no resulta una tarea sen
illa, ya que en 
ada instante de predi

iónel 
onjunto de posibles ve
tores de estados ini
iales depende del instante anterior.La mejor manera de entender la dependen
ia entre las distintas regiones a
otadas es
on un ejemplo. Por ello, supóngase que se desea 
al
ular la región a
otada de estadosini
iales en el instante (k+H−1), siendo H el horizonte de predi

ión. Este punto 
oin
i-de 
on el primer fragmento de índi
e a evaluar si se apli
a el prin
ipio de optimalidad demanera re
ursiva. El objetivo en di
ho instante es obtener el 
ontrolador PDC que pro-por
iona la U(k+H− 1) óptima para el índi
e (9.2-4 ). La informa
ión que sería ne
esaria210



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardpara poder 
al
ular RH−1 es la región RH−2, así 
omo los parámetros del 
ontroladorPDC en di
ho instante. Si se supone 
ono
ida di
ha informa
ión enton
es:
X(k +H − 1) =

r∑

i=1

hi(Ai −Bi

r∑

j=1

hjKj(k +H − 2))X(k +H − 2) (9.2-25 )
X(k +H − 1) =Mij(k +H − 2)X(k +H − 2) (9.2-26 )
Mij(k +H − 2) = Ai +BiKj(k +H − 2) (9.2-27 )donde X(k + H − 1) ∈ RH−1 y X(k + H − 2|k) ∈ RH−2, y donde la región a
otada seen
uentra 
ontenida en una hiperesfera de radio rH−2. Si se apli
a la e
ua
ión (9.2-26 ) so-bre las regiones a
otadas que determinan el 
onjuntos de ve
tores ini
iales en el instante

(k+H−1) y (k+H−2) y teniendo en 
uenta que r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k+H−2))hj(z(k+H−2)) = 1,se obtiene la siguiente rela
ión:
‖X(k+H− 1)‖ ≤ ‖Mij(k+H− 2)‖‖X(k+H− 2)‖ ≤ ρ(M(k+H− 2))‖X(k+H− 2)‖ (9.2-28 )

ρ(M(k +H − 2)) , maxijρ(Mij(k +H − 2)) (9.2-29 )donde ρ(Mij(k+H−2)) define el radio espe
tral de la matrizMij(k+H−2) que expresael valor máximo de los autovalores de di
ha matriz. Si generalizamos la e
ua
ión (9.2-28 )para 
ualquier instante de predi

ión se obtiene que:
‖Rp+1‖ ≤ ‖M(k + p)‖‖Rp‖ = ρ(M(k + p))‖Rp‖ (9.2-30 )Por tanto:

rp+1 ≤M(k + p)rp = ρ(M(k + p))rp (9.2-31 )En el 
aso de sistemas dis
retos, la matriz Mij(k + p) siempre 
ontendrá autovaloresmenores de uno y por tanto ρ(Mp
ij) < 1. Esto es debido a que la matriz Mij(k + p) des-
ribe un sistema dis
reto realimentado estable, por tanto todos los autovalores de di
hosistema se en
uentran dentro del 
ír
ulo unidad para poder satisfa
er el 
riterio de esta-bilidad. Por tanto, la e
ua
ión (9.2-28 ) permite obtener la región a
otada de los estadosini
iales en un instante a partir la región a
otada y las matri
es de realimenta
ión del
ontrolador PDC del instante anterior.La solu
ión que se ha adoptado en esta tesis para obtener las regiones a
otadas apriori, es la resolu
ión del problema de optimiza
ión des
rito en (9.2-4 ) en 
ada instante211
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tivo Borroso Forward-Ba
kwardde predi

ión, partiendo del instante (k+0) hasta (k+H−1). Por ello, se plantea la realiza-
ión de una primera itera
ión que se podría denominar ha
ia delante o Forward, dondeel punto de partida es la región a
otada R0 y finaliza en la región RH−1. Obviamente, laregión R0 y el r0 aso
iado son definidos por el diseñador, en fun
ión de las limita
io-nes que determine apropiadas para 
ada variable de estado. Una vez se 
ono
e el valor
on
reto de r0 es posible resolver el problema de optimiza
ión en di
ho instante. A
toseguido, se puede obtener la siguiente región a
otada R1 definida mediante el radio r1,a partir de la expresión des
rita en (9.2-30 ). Una vez se han definido todas las regionesa
otadas desde R0 hasta RH−1 se debe realizar una segunda itera
ión denominada ha
iaatrás o Ba
kward, en esta itera
ión se apli
a el prin
ipio de optimalidad para re
al
ularlos 
ontroladores PDC, los 
uales representan el 
onjunto de de
isiones óptimas desdeel último instante de predi

ión hasta el primero utilizando las regiones 
al
uladas en laetapa denominada Forward.9.3 Des
rip
ión del algoritmo de diseñoA 
ontinua
ión se des
riben detalladamente distintos los pasos que se deben seguir
on el objeto de resolver el problema de minimiza
ión des
rito por la e
ua
ión (9.2-4 ),sujeto a (9.2-6 ) y (9.2-7 ), en 
ada instante de predi

ión.ETAPA FORWARDPASO 1. Defini
ión de la región ini
ial R0. La obten
ión de R0 se 
onsigue mediantela defini
ión del radio r0 de la hiperesfera que 
ontiene el politopo.PASO 2. Resolu
ión del problema deminimiza
ión definido para J(0) [Tanaka & Wang2001℄, reformulado en términos de las LMIs (9.3-2 ), (9.3-3 ), (9.3-4 ) y (9.3-5 ) plantea-do en el instante (k+0). El objetivo es obtener las regiones a
otadas en los distintosinstantes de predi

ión, aunque no se asegura el prin
ipio de optimalidad.
Minimizar
F,M1,...,Mr

γ0 (9.3-1 )Sujeto a:
F > 0, (9.3-2 )





γ0
r20
I I

I F



 > 0 (9.3-3 )212
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





Aux1 FCT
i −MT

i

CiF −Q−1 0

−Mi 0 −R−1






< 0, i = 1, · · · , r (9.3-4 )













Aux2 FCT
i −MT

j FCT
j −MT

i

CiF −Q−1 0 0 0

−Mj 0 −R−1 0 0

CjF 0 0 −Q−1 0

−Mi 0 0 0 −R−1













< 0, i > j s.a. hi ∩ hj 6= φ, i = 1, · · · , r(9.3-5 )Donde,
Aux1 =




F FAT

i −MT
i B

T
i

AiF −BiMi F



 (9.3-6 )
Aux2 =




F GT

ij

Gij F



 , (9.3-7 )
Gij =

(AiF +AjF −BiMj −BjMi)

2
(9.3-8 )

Ki(k + 0) =MiF
−1
i (9.3-9 )PASO 3. Cál
ulo del radio espe
tral máximo.

max(ρ(M(k + 0)) = max(max(ρ(Ai −BiKi(k + 0))),max(ρ(Aj −BjKj(k + 0))),

,max(ρ(Ai −BiKj(k + 0))),

i, j = 1, . . . , r (9.3-10 )PASO 4. Cál
ulo de la región a
otada R1 a partir del su radio r1.
r1 = max(ρ(M(k + 0))r0 (9.3-11 )PASO 5. Obten
ión de las regiones a
otadas desde R2 hasta RH−1. Para ello se debenrepetir los paso 2, 3 y 4 para 
ada instante de predi

ión, obteniendo los radios delas hiperesferas (r2 hasta rH−1).

213



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardETAPA BACKWARDPASO 6. Apli
a
ión del prin
ipio de optimalidad de Bellman para obtener las matri-
es de realimenta
ión del 
ontrolador PDC. Resolu
ión del problema de minimiza-
ión J(H − 1) reformulado en términos de las LMIs (9.3-2 ), (9.3-3 ), (9.3-4 ) y (9.3-5 ),planteado en el instante (k +H − 1) y minimizando el término γH−1.PASO 7. Obten
ión re
ursiva de las matri
es de realimenta
ión desde el instante
(k + H − 2) hasta (k + 0) empleando las regiones a
otas obtenidas en los paso 1 a5. El problema de optimiza
ión que se resuelve es el formulado en (9.3-2 ), (9.3-4 ) y(9.3-5 ), donde se sustituye la LMI (9.3-3 ) por (9.3-12 ).






(γp − γp+1)

r2p
I I

I F




 > 0, p = 0, · · · , H − 2 (9.3-12 )La apli
a
ión de los 7 pasos des
ritos propor
ionan un 
ontrolador PDC para 
adauno de los instantes de predi

ión, di
ho 
ontrolador minimiza el índi
e de 
oste ysatisfa
e el prin
ipio de optimalidad des
rito en el apartado 9.2.9.4 Restri

iones en las variablesUn elemento fundamental en la filosofía de 
ontrol predi
tivo es la 
apa
idad de ges-tionar las restri

iones en las distintas variables del pro
eso. En la mayoría de diseños,di
has restri

iones son debidas a las limita
iones físi
as existentes o a rangos de segu-ridad que no deben de ser superados.La restri

iones afe
tan prin
ipalmente a dos tipo de variables. Por una parte, lasvariables manipuladas o a

iones de 
ontrol, las 
uales suelen presentar restri

ionesduras debidas a limita
iones físi
as impuestas por los a
tuadores existente en el pro-
eso real. Por otra parte, también se suelen gestionar las restri

iones en las variables
ontroladas o de salida. Generalmente, este tipo de restri

iones suelen denominarse detipo blandas, ya que la viola
ión de las mismas está permitido en aquellos 
asos donde lain
orpora
ión de las mismas plantearía la irresolubilidad del problema de optimiza
ión.9.4.1 Restri

iones en las a

iones de 
ontrolEl 
apítulo 5 des
ribía en el apartado 5.4.3.2 la reformula
ión de las restri

ionesde las a

iones de 
ontrol en términos de LMIs para sistemas borrosos TS, tal y 
omose presenta en [Tanaka & Wang 2001℄. Las LMIs des
ritas en las e
ua
iones (5.4-23 ) y(5.4-24 ) muestran 
omo, de nuevo, la in
lusión de este tipo de restri

iones se en
uentra214



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardsujeta al 
ono
imiento del ve
tor de estados ini
iales. La formula
ión de las LMIs (5.4-23 )y (5.4-24 ) se basa en la defini
ión de la fun
ión de Lyapunov des
rita en la e
ua
ión(5.3-10 ), donde se asume que XT (k + p)PX(k + p) ≤ 1. Esta hipótesis no resulta válida
uando se desea emplear las LMIs que definen la restri

ión de las a

iones de 
ontrol,unidas al diseño de un 
ontrolador PDC óptimo basado en la minimiza
ión del índi
edes
rito en (9.2-4 ). Ya que el fundamento teóri
o de di
o problema de diseño, se basaen la obten
ión de la 
ota superior definida 
omo X(k + p)TPX(k + p) < γp. Por tanto,resulta impres
indible reformular este problema 
on el objetivo de poder in
luir lasrestri

iones en las a

iones de 
ontrol junto 
on la minimiza
ión del índi
e de 
oste.El teorema 9.4.1 da respuesta a las ne
esidades determinadas en el párrafo anterior, ydetalla la defini
ión en términos de LMIs que permite obtener el 
ontrolador PDC desea-do.TEOREMA 9.4.1 Las matri
es de realimenta
ión que minimizan una 
ota superior del ín-di
e de 
oste (9.2-4 ) para el sistema definido por las e
ua
iones (9.2-6 ) y (9.2-7 ), puedenser obtenidas resolviendo el problema de maximiza
ión sujeto a las LMIs:
Maximizar
F,M1,...,Mr

νp (9.4-1 )Sujeto a:
F > 0, (9.4-2 )





νp
r2p
I νpI

Iνp F



 > 0 (9.4-3 )



F MT

i

Mi µ2νp



 ≥ 0 (9.4-4 )donde F = P−1 y Mi = KiF







Aux1 FCT
i −MT

i

CiF −Q−1 0

−Mi 0 −R−1






< 0, i = 1, . . . , r (9.4-5 )













Aux2 FCT
i −MT

j FCT
j −MT

i

CiF −Q−1 0 0 0

−Mj 0 −R−1 0 0

CjF 0 0 −Q−1 0

−Mi 0 0 0 −R−1













< 0, i > j s.a. hi ∩ hj 6= φ, i = 1, . . . , r (9.4-6 )215



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardDonde,
Aux1 =




F FAT

i −MT
i B

T
i

AiF −BiMi F



 (9.4-7 )
Aux2 =




F GT

ij

Gij F



 , (9.4-8 )
Gij =

(AiF +AjF −BiMj −BjMi)

2
(9.4-9 )

νp =
1

γp
(9.4-10 )Di
has 
ondi
iones garantizan J < XT (k + p)PX(k + p) < γp definidas en la e
ua
ión(9.3-1 ). El ve
tor X(k + p) se supone 
ontenido en una hiperesfera de radio rp. Y, donde larestri

ión en las a

iones de 
ontrol ‖U(k)‖2 ≤ µ se 
umple para todo k.Prueba. Se probará en primer lugar la validez de la LMI (9.4-3 ).Supóngase que V (X(k + p)) = XT (k + p)PX(k + p) es una fun
ión de Lyapunov y

XT (k + p)PX(k + p) ≤ γp (9.4-11 )Por tanto,
γp −XT (k + p)F−1X(k + p) ≥ 0 (9.4-12 )donde F = P−1. Por otra parte, el ve
tor de estados ini
iales X(k+ p) es des
ono
ido, sinembargo se supone 
ono
ida el radio rp de la hiperesfera Rp que 
ontiene di
ho ve
torde estados ini
iales y que satisfa
e la siguiente ine
ua
ión:

XT (k + p)X(k + p) ≤ r2p (9.4-13 )Si se multipli
a el término dere
ho de la e
ua
ión anterior por γp
γp

se obtiene:
XT (k + p)X(k + p) ≤ r2p

γp
γp

(9.4-14 )operando,
XT (k + p)

γp
r2p
X(k + p) ≤ γp (9.4-15 )Por tanto, atendiendo a la e
ua
ión (9.4-11 ) y (9.4-15 ) se puede determinar que:

XT (k + p)F−1X(k + p) < XT (k + p)
γp
r20
X(k + p) ≤ γp (9.4-16 )donde la e
ua
ión (9.4-16 ) se satisfa
e si:

F−1 ≤ γp
r2p
I (9.4-17 )216



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardA partir de la e
ua
ión (9.4-17 ) y, apli
ando el 
omplemento de S
hur se obtiene que:
γp
r2p
I − IF−1I > 0 ⇒

⇒ Schur ⇒





γp
r2p
I I

I F



 > 0
(9.4-18 )

Si se multipli
a la expresión (9.4-18 ) a ambos lados por la matriz 1

γp
0

0 I



 se obtienela siguiente LMI




νp
r2p
I Iνp

νpI F



 > 0 (9.4-19 )donde νp =
1

γp
.A 
ontinua
ión se muestra la obten
ión de (9.4-4 ) a partir de la restri

ión definida
omo ‖U(k + p)‖ ≤ µ y teniendo en 
onsidera
ión que Ki = Ki(k + p) y Kj = Kj(k + p).

UT (k + p)U(k + p) =

r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k))hj(z(k))X
(k + p)TKT

i KjX(k + p) ≤ µ2 (9.4-20 )Por tanto,
1

µ2

r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k))hj(z(k))X
T (k + p)KT

i KjX(k + p) ≤ 1 (9.4-21 )Por otra parte,
1

γ0
XT (k + p)F−1X(k + p) <

1

γp
XT (k + 0)F−1X(k + 0) ≤ 1, K > 0 (9.4-22 )Sustituyendo la expresión (9.4-22 ) en (9.4-21 ) se obtiene que

1

µ2

r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k))hj(z(k))X
T (k + p)KT

i KjX(k + p) ≤ 1

γp
XT (k + p)F−1X(k + p) (9.4-23 )

r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k))hj(z(k))X
T (k + p)

(
1

µ2
KT

i Kj −
1

γp
F−1

)

X(k + p) ≤ 0 (9.4-24 )Si se toma el término izquierdo de la desigualdad de la e
ua
ión (9.4-24 ) se obtieneque, 217
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tivo Borroso Forward-Ba
kward
1

2

r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k))hj(z(k))X
T (k + p)

(
1

µ2
KT

i Kj +
1

µ2
KT

j Ki −
2

γp
F−1

)

X(k + p) =

=
1

2

r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k))hj(z(k))X
T (k + p)×

×
[
1

µ2
(KT

i Ki +KT
j Kj)−

1

µ2
(KT

i −KT
j )(Ki −Kj)−

2

γp
F−1

]

X(k + p)

≤ 1

2

r∑

i=1

r∑

j=1

hi(z(k))hj(z(k))X
T (k + p)

[
1

µ2
(KT

i Ki +KT
j Kj)−

2

γp
F−1

]

X(k + p)

=

r∑

i=1

hi(z(k))X
T (k + p)

(
1

µ2
KT

i Ki −
1

γp
F−1

)

X(k + p)

(9.4-25 )
Si

1

µ2
KT

i Ki −
1

γp
F−1 ≤ 0, (9.4-26 )la e
ua
ión (9.4-24 ) se 
umple. Asimismo, si se define Mi = KiFi en la e
ua
ión(9.4-26 ) se obtiene que

1

µ2
MT

i Mi −
1

γp
F ≤ 0, (9.4-27 )Por tanto, la LMI presentada en (9.4-4 ) se obtiene mediante la apli
a
ión del 
omple-mento de S
hur a la expresión (9.4-27 ), y donde se define νp =

1

γp




F MT

i

Mi µ2νp



 ≥ 0 (9.4-28 )Por último se ha
e referen
ia a las LMIs (9.4-2 ), (9.4-5 ), (9.4-6 ), (9.4-7 ) y (9.4-8 ). Laprueba matemáti
a de la obten
ión de estas expresiones se puede en
ontrar en el teo-rema 25 [Tanaka & Wang 2001℄. La úni
a salvedad existente es que en el teorema 9.4.1que se ha presentado en este trabajo, se ha planteado un problema de maximiza
ión al
ontrario de la versión original (teorema 25 de [Tanaka & Wang 2001℄) donde se planteaun problema de minimiza
ión. El objeto de este planteamiento responde a la in
lusiónde la variable νp, 
uya rela
ión 
on la variable γp se estable
e 
omo νp =
1

γp
. Por tanto, elproblema equivalente de minimiza
ión de γp es el planteamiento de la maximiza
ión de

νp.218



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kward9.4.2 Restri

iones en las salidasEl desarrollo matemáti
o ne
esario para obtener el 
onjunto de LMIs que des
ribenlas restri

iones en las variables de salida, es totalmente análogo a la formula
ión pre-sentada en el apartado anterior. Por tanto, es posible enun
iar el teorema 9.4.2 a partirde la e
ua
iones (9.4-3 ) y (9.4-4 ) expuestas en el teorema 9.4.1. Asimismo, la demos-tra
ión de 9.4.2 es equivalente a la que se presenta mediante el 
onjunto de e
ua
iones(9.4-21 )-(9.4-26 ).TEOREMA 9.4.2 Supóngase que el ve
tor de estados ini
iales X(k+ p) se en
uentra 
onte-nido en la región que define una hiperesfera de radio 
ono
ido rp. Las restri

iones de lasvariables de salida, definidas mediante la ine
ua
ión ‖Y (k + p)‖ ≤ λ, se 
umplirán paratodo k ≥ 0 si se satisfa
en las siguientes LMIs,




νp
r2p
I νpI

Iνp F



 > 0 (9.4-29 )



F FCT

i

CiF λ2νp



 ≥ 0 (9.4-30 )donde F = P−1, Mi = Ki(k + p)F y νp =
1

γp
.El teorema 9.4.2 permite in
luir las restri

iones de las variables de salida en el pro-blema original de optimiza
ión para obtener el 
onjunto de 
ontroladores PDC en 
adainstante de predi

ión. Por tanto, si se desea tener en 
uenta estas restri

iones, úni-
amente se deberá añadir la e
ua
ión (9.4-30 ) al resto de LMIs des
ritas en el teorema9.4.1.9.5 Ejemplo de apli
a
iónA 
ontinua
ión se muestra un ejemplo sen
illo de diseño empleando el 
ontroladorpredi
tivo borroso que se ha propuesto en los apartados anteriores. Para este ejemplo, seha sele

ionado un modelo borroso 
on estru
tura TS que des
ribe el 
omportamientode un péndulo invertido, el 
ual es 
ontrolado mediante un motor de 
orriente 
onti-nua 
on 
aja redu
tora. Este modelo se en
uentra planteado y justifi
ado en [Kawamoto1996℄ y fue empleado en los 
apítulos 7 y 8. Sin embargo, 
abe desta
ar que las e
ua
io-nes del modelo que se emplean en este 
apítulo son dire
tamente obtenidas mediantela apli
a
ión de la se
toriza
ión no lineal (
apítulo 3) al 
onjunto de e
ua
iones diferen-
iales no lineales que definen el 
omportamiento del sistema me
áni
o. En 
ambio, el219



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardmodelo de predi

ión TS empleado en los 
apítulos 7 y 8 es obtenido mediante identifi-
a
ión a partir de datos experimentales.El modelo borroso viene des
rito en los siguientes términos:REGLA 1: Si X1(t) Es M1







Ẋ1(t)

Ẋ2(t)

Ẋ3(t)






=







0 1 0

9.8 0 1

0 −10 −10













X1(t)

X2(t)

X3(t)






+







0

0

10






U(t) (9.5-1 )REGLA 2: Si X1(t) Es M2







Ẋ1(t)

Ẋ2(t)

Ẋ3(t)






=







0 1 0

0 0 1

0 −10 −10













X1(t)

X2(t)

X3(t)






+







0

0

20






U(t) (9.5-2 )

Y (t) =
[

1 0 0
]







X1(t)

X2(t)

X3(t)







(9.5-3 )La variable de estado X1(t) des
ribe el ángulo del péndulo, la variable X2(t) representala velo
idad angular, mientras que X3(t) es la 
orriente de ex
ita
ión del motor y U(t) latensión de alimenta
ión. Las fun
iones de pertenen
ia M1 y M2 se definen 
omo
M1(X1(t)) =







sen(X1(t))
X1(t)

, X1(t) 6= 0,

1, X1(t) = 0,






(9.5-4 )

M2(X1(t)) = 1−M1(X1(t)) (9.5-5 )Este modelo borroso representa la dinámi
a no linear del pro
eso de manera exa
-ta 
uando la variable de estado X1(t) se en
uentra en el intervalo [−π, π]. El pro
esose en
uentra representado en el dominio 
ontinuo del tiempo, y no resulta válido pa-ra el 
ontrol digital de pro
esos reales, ya que toda la herramienta matemáti
a que seha presentado se basa en modelos borrosos TS dis
retos. Por ello, el primer paso serádis
retizar el modelo empleando un tiempo de muestro de 0.01s.REGLA 1: Si X1(k) Es M1







Ẋ1(k)

Ẋ2(k)

Ẋ3(k)






=







1 0.01 0

0.988 1 0.01

−0.005 −0.095 0.904













X1(k)

X2(k)

X3(k)






+







0

0

0.095






U(k) (9.5-6 )REGLA 2: Si X1(k) Es M2







Ẋ1(k)

Ẋ2(k)

Ẋ3(k)






=







1 0.01 0

0 1 0.01

0 −0.095 0.904













X1(k)

X2(k)

X3(k)






+







0

0

0.19






U(k) (9.5-7 )220
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tivo Borroso Forward-Ba
kward
Y (k) =

[

1 0 0
]







X1(k)

X2(k)

X3(k)







(9.5-8 )Por otro lado, se debe tener en 
uenta que la a

ión de 
ontrol U(k) se en
uentra sa-turada entre [−220, 220] voltios, limita
ión impuesta por las 
ara
terísti
as elé
tri
as delmotor de 
ontinua. Asimismo, el 
ontrolador predi
tivo que se quiere diseñar presentaráun horizonte de predi

ión de H = 5, así 
omo las siguientes matri
es de pondera
ión
Q =







100 0 0

0 1 0

0 0 1







R = 1

(9.5-9 )Una vez estable
idos los parámetros de diseño del 
ontrolador, se pro
ede a seguirtodos los pasos de diseño que se señalan en el apartado 9.3.ETAPA FORWARDPASO 1. Defini
ión de la región ini
ial R0.
max(X1) = π, min(X1) = −π
max(X2) = 2π, min(X2) = −2π

max(X3) = 10, min(X3) = −10

(9.5-10 )Por tanto los vérti
es del politopo serán,
v1(0) = (π, π, 10), v2(0) = (π, π,−10), v3(0) = (π,−π, 10),
v4(0) = (π,−π,−10), v5(0) = (−π, π, 10), v6(0) = (−π, π,−10),

v7(0) = (−π,−π, 10), v8(0) = (−π,−π,−10)

(9.5-11 )A 
ontinua
ión se obtiene la esfera que 
ontiene el politopo de la figura 9.6, donde
r0 =

√

π2 + (2π)2 + 102 = 12.221. La figura 9.7 muestra 
omo la esfera resultante
ontiene 
ompletamente al politopo.PASO 2. Resolu
ión del problema de optimiza
ión reformulado en términos de lasLMIs (9.3-2 ), (9.3-3 ), (9.3-4 ) y (9.3-5 ) planteado en el instante (k+0). El resultado deesta minimiza
ión son las matri
es de realimenta
ión del 
ontrolador PDC0.
K1(k) =

[

17.646 4.6782 0.279
]

K2(k) =
[

5.712 3.233 0.276
]

(9.5-12 )221
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FIGURA 9.6: Obten
ión del politopo en el espa
io de estados.

FIGURA 9.7: Obten
ión de la esfera de radio r0 = 12.221 que 
ontiene al politopo.PASO 3. Cál
ulo del radio espe
tral máximo.222
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kward
max(ρ(M(k + 0))) = max(max(ρ(A1 −B1K1)),max(ρ(A2 −B2K2)),

max(ρ(A1 −B1K2))) = 0.979
(9.5-13 )PASO 4. Cál
ulo de la región a
otada R1 des
rito mediante el el radio r1 de la esferaque la 
ontiene.

r1 = max(ρ(M(k + 0)))r0 = 11.962 (9.5-14 )PASO 5. Obten
ión de las regiones a
otadas desde R1 hasta R4. Para ello, se debenrepetir los paso 2, 3 y 4 para 
ada instante de predi

ión.
• Instante k+1

◦ Matri
es de realimenta
ión PDC1:
K1(k + 1) =

[

18.018 4.765 0.280
]

K2(k + 1) =
[

5.658 3.273 0.284
]

(9.5-15 )
◦ Radio espe
tral max(ρ(M(k + 1))) = 0.975, r2 = 11.661.

• Instante k+2
◦ Matri
es de realimenta
ión PDC2:

K1(k + 2) =
[

18.482 4.875 0.282
]

K2(k + 2) =
[

5.992 3.400 0.299
]

(9.5-16 )
◦ Radio espe
tral max(ρ(M(k + 2))) = 0.972, r3 = 11.330.

• Instante k+3
◦ Matri
es de realimenta
ión PDC3:

K1(k + 3) =
[

18.482 4.875 0.282
]

K2(k + 3) =
[

5.991 3.399 0.298
]

(9.5-17 )
◦ Radio espe
tral max(ρ(M(k + 1))) = 0.971, r4 = 10.999

• Instante k+4
◦ Matri
es de realimenta
ión PDC3:

K1(k + 4) =
[

19.031 5.009 0.286
]

K2(k + 4) =
[

6.564 3.575 0.315
]

(9.5-18 )223
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FIGURA 9.8: Regiones a
otadas por las hiperesferas que des
riben el 
onjunto de posibles ve
tores de estadosini
iales para 
ada instante de predi

ión (Roja-R0, Magenta-R1 , Violeta-R2, Verde-R3 , Amarillo-R4).El 
ál
ulo de los distintos radios espe
trales propor
iona el 
onjunto de regionesa
otadas para 
ada instante de predi

ión. La figura 9.8 muestra las distintas regio-nes R0−R4, donde se puede apre
iar 
omo las regiones a
otadas obtenidas a partirde la región R0 se 
ontraen ha
ia el origen, 
onfirmando la proposi
ión des
rita enla e
ua
ión (9.2-28 ).ETAPA BACKWARDPASO 6. Apli
a
ión del prin
ipio de optimalidad de Bellman para obtener las ma-tri
es de realimenta
ión del 
ontrolador PDC. Resolu
ión del problema de optimi-za
ión reformulado en términos de las LMIs (9.3-2 ), (9.3-4 ) y (9.3-5 ) planteado enel instante (k + 3), donde se sustituye la LMI (9.3-3 ) por (9.3-12 ), empleando la 
otasuperior del índi
e de 
oste obtenido en el instante (k + 4). El resultado son lasnuevas matri
es de realimenta
ión del estado del 
ontrolador PDC3.
K1(k + 3) =

[

19.027 5.008 0.285
]

K2(k + 3) =
[

6.676 3.593 0.315
]

(9.5-19 )PASO 7. Obten
ión re
ursiva de las matri
es de realimenta
ión para 
ada instantede predi

ión. Repeti
ión del paso 6 hasta el instante (k + 0).224



Control Predi
tivo Borroso Forward-Ba
kwardInstante de k+2
• Matri
es de realimenta
ión PDC2:

K1(k + 2) =
[

18.476 4.873 0.282
]

K2(k + 2) =
[

6.380 3.473 0.300
]

(9.5-20 )Instante k+1
• Matri
es de realimenta
ión PDC1:

K1(k + 1) =
[

18.005 4.759 0.280
]

K2(k + 1) =
[

6.273 3.394 0.290
]

(9.5-21 )Instante k+0
• Matri
es de realimenta
ión PDC0:

K1(k) =
[

17.629 4.671 0.279
]

K2(k) =
[

6.850 3.450 0.287
]

(9.5-22 )El resultado del pro
eso de diseño es la obten
ión de un 
ontrolador PDC para 
adauno de los 5 instantes de predi

ión. Asimismo, este 
ontrolador 
umple el prin
ipio deoptimalidad de Bellman, y por tanto, es el 
ontrolador que propor
iona una a

ión de
ontrol óptima de manera global.En la figura 9.9 el trazo verde, muestra el valor del índi
e de 
oste al resolver elproblema (9.4-1 ) en 
ada uno de los 5 instantes de predi

ión, 
orrespondiente 
on lospasos 2, 3 y 4 del algoritmo de diseño, donde el objetivo es obtener las regiones a
otadasdel espa
io de variables que 
ontienen el 
onjunto de posibles ve
tores ini
iales. Por otraparte, el trazo magenta que se observa en la figura 9.9 muestra la evolu
ión del índi
e alapli
ar el prin
ipio de optimalidad de Bellman.Por último, se adjunta la figura 9.10 donde se muestran los resultados de simula
iónobtenidos al emplear el 
ontrolador predi
tivo 
al
ulado. Los resultados muestran 
omoel 
ontrolador 
onsigue estabilizar el ángulo del péndulo invertido partiendo del estadoini
ial [−π/2 π 10]. Asimismo, la a

ión de 
ontrol no supera en ningún momento loslímites estable
idos en el diseño.
225
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tivo Borroso Forward-Ba
kward9.6 Con
lusionesEste 
apítulo ha des
rito una segunda alternativa al diseño de un 
ontrolador pre-di
tivo borroso a partir de un modelo TS. El objetivo reside en formular un 
ontroladorbasado en la filosofía de 
ontrol predi
tivo sin la ne
esidad de emplear un predi
tor 
onun horizonte de predi

ión superior a un paso. Para ello, se ha empleado el prin
ipiode optimalidad de Bellman, 
on la inten
ión de dividir el problema global en subproble-mas definidos para 
ada uno de los instantes de predi

ión. Esta 
apa
idad de dividirel problema ini
ial en un 
onjunto de problemas más sen
illos permite la utiliza
ióndel modelo TS ini
ial 
omo predi
tor a un paso, pudiendo así, solventar los problemasaso
iados a la utiliza
ión de predi
tores borrosos que se señalaron en el 
apítulo 7.La alternativa des
rita presenta una difi
ultad importante, dada la ne
esidad de 
o-no
er el 
onjunto de posibles ve
tores de estados ini
iales en 
ada uno de los instantesde predi

ión. Por ello, es ne
esario definir y 
al
ular a priori un 
onjunto de hiperesfe-ras que definen di
has regiones a
otadas. Sin embargo, el 
ál
ulo de estas hiperesferasha
e ne
esario una etapa previa de 
ál
ulo para obtener de manera numéri
a el radioque las define. Esta primera etapa de 
ál
ulo se resume en las 
in
o primeras etapas delalgoritmo des
rito en el apartado 9.3. Una vez se han obtenido los parámetros de lasregiones a
otadas, se puede pro
eder al 
ál
ulo de las matri
es de realimenta
ión del
ontrolador PDC en 
ada instante de predi

ión, tal y 
omo se des
ribe en las etapas 6 y7 del apartado 9.3.Por otra parte, se ha planteado la in
lusión de restri

iones tanto en las variablesmanipuladas 
omo en las 
ontroladas. Estas restri

iones pueden ser formuladas entérminos de LMIs, tal y 
omo se muestra en los teoremas 9.4.1 y 9.4.2, y permiten lareformula
ión del problema original des
rito en (9.3-1 ).El resultado final es la obten
ión de un 
ontrolador PDC para 
ada uno de los ins-tantes de predi

ión que satisfa
e la optimiza
ión del índi
e de 
oste en 
ada instantede predi

ión, 
umple el prin
ipio de optimalidad de Bellman y, además, satisfa
e lasrestri

iones en las a

iones de 
ontrol y las salidas. Asimismo, siguiendo la filosofía del
ontrol predi
tivo, se apli
ará úni
amente las a

iones de 
ontrol 
al
uladas medianteel 
ontrolador PDC0, ya que se emplea la estrategia del horizonte móvil.Finalmente, se ha presentado un ejemplo sen
illo de apli
a
ión a un modelo borrosoampliamente 
ono
ido en la literatura. La finalidad del ejemplo es 
larifi
ar los 
on-
eptos introdu
idos a lo largo del 
apítulo, así 
omo una 
omproba
ión prá
ti
a de laviabilidad del método de diseño propuesto. 227
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CAPÍTULO 10
Conclusiones y Trabajo Futuro

10.1 Con
lusiones y Contribu
ionesLa prin
ipal motiva
ión de esta tesis, tal y 
omo se des
ribió en el 
apítulo 1, fue lane
esidad de afrontar el diseño del sistemas de 
ontrol para el pro
eso de renova
iónde 
arga en motores turboalimentados. La primera aproxima
ión que se empleo en la re-solu
ión del problema dio lugar a la publi
a
ión [Gar
ía-Nieto et al. 2008℄. Este primertrabajo abordaba el diseño basado en modelos mediante la té
ni
a de modelado des-
rita 
omo redes de modelos lo
ales (véase 
apítulo 2). Sin embargo, la difi
ultad paragarantizar matemáti
amente la estabilidad del 
onjunto en bu
le 
errado plantearon lane
esidad de bus
ar nuevas herramientas de modelado y diseño más ade
uadas para elámbito de sistemas no lineales.Una de las alternativas más interesantes que se plantearon para abordar el modeloy diseño de sistema de 
ontrol no lineal fueron los modelos matemáti
os que empleanla lógi
a borroso. Los 
apítulos 2 y 3 des
riben sus prin
ipales 
ara
terísti
as estru
-turales, así 
omo las distintas metodologías para la obten
ión de modelos borrosos apartir, por ejemplo, de informa
ión pro
edente de expertos, de e
ua
iones diferen
ia-les no lineales o, in
luso, a partir de datos experimentales obtenidos del pro
eso real.La apli
a
ión de estas té
ni
as de modelado borroso al problema original de la ges-tión de la renova
ión de la 
arga en motores tubodiesel fue objeto de publi
a
ión en[Gar
ía-Nieto & Martínez 2007℄, [Gar
ía-Nieto et al. 2009a℄, [Gar
ía-Nieto et al. 2009b℄ y[Gar
ía-Nieto et al. 2009
℄. De he
ho, el 
apítulo 4 muestra dos ejemplos de modeladode sistemas borrosos, en el primero se emplea la té
ni
a de se
toriza
ión de no linealida-231



Con
lusiones y Trabajo Futurodes, mientras que en el segundo ejemplo se emplean té
ni
as de identifi
a
ión borrosassimilares a las empleadas en las publi
a
iones des
ritas anteriormente.Una de las 
uestiones fundamentales para sele

ionar los modelos borrosos, y enparti
ular aquellos 
on estru
tura TS, fueron las interesantes op
iones de diseño de
ontroladores basados en di
has estru
turas. En parti
ular, los distintos desarrollos pre-sentados en [Tanaka & Wang 2001℄, donde se muestran un amplio 
onjunto de diseñosbasados en modelos borrosos TS. Todos ellos presentan un fa
tor 
omún, la utiliza
iónde LMIs 
omo herramienta matemáti
a para la resolu
ión del problema de diseño. Estanueva manera de replantear el problema de diseño en términos de LMIs 
onfiere a estametodología una gran versatilidad, robustez y amplias posibilidades de diseño. Por todoello, el 
apítulo 5 des
ribe el prin
ipal aparato matemáti
o para el diseño de sistemasborrosos de 
ontrol mediante LMIs. En parti
ular, se des
ribe en este 
apítulo 
omo aña-dir la 
ondi
ión de estabilidad para el sistema en bu
le 
errado dentro del propio diseñodel 
ontrolador. La posibilidad de in
luir la 
ondi
ión de estabilidad dentro del mismopro
eso de diseño, ha
e de esta herramienta una alternativa muy interesante en el diseñode sistemas no lineales, ya que normalmente la in
lusión de este tipo de espe
ifi
a
ionesresulta 
omplejo y tedioso en el ámbito no lineal.La apli
a
ión prá
ti
a de parte de los 
on
eptos teóri
os expuestos en el 
apítulo 5son presentados en el 
apítulo 6. Éste, muestra un ejemplo de diseño 
ompleto para lagestión del sistema de renova
ión de la 
arga en motores turbodiesel. Los resultadosque se muestran permiten 
omprobar la metodología de diseño, así 
omo la satisfa
-
ión de las 
ondi
iones de estabilidad que se espe
ifi
an en la etapa de diseño. Sinembargo, el 
apítulo 6 es sólo una posible alternativa de diseño, dentro de este 
on-texto, el autor de esta tesis ha publi
ado distintas alternativas de diseño tales 
omo[Gar
ía-Nieto & Martínez 2007℄, [Gar
ía-Nieto et al. 2009a℄, [Gar
ía-Nieto et al. 2009b℄ y[Gar
ía-Nieto et al. 2009
℄.Sin duda alguna, el trabajo presentado en [Gar
ía-Nieto et al. 2008℄ puede ser 
on-siderado el punto de partida de esta tesis. Sin embargo, a partir de la búsqueda dealternativas para resolver un problema, surge la ne
esidad de generalizar el problemay bus
ar propuestas apli
ables a 
ualquier otro pro
eso no lineal. Por ello, a partir delestado del arte que se des
ribe en los 
apítulos 2-6 se plante la posibilidad de extenderlos 
on
eptos de la filosofía de 
ontrol predi
tivo, ya presentes en [Gar
ía-Nieto et al.2008℄, al ámbito de 
ontroladores borrosos 
on estru
tura TS. En este planteamiento yano se trata de resolver el problema de diseño del sistema de gestión de renova
ión dela 
arga, si no de plantear una metodología de diseño general intentando trasladar lafilosofía del 
ontrol predi
tivo mostrada en el 
apítulo 1 a 
ontroladores borrosos 
onestru
tura PDC.232



Con
lusiones y Trabajo FuturoEl prin
ipal problema que se presenta a la hora de extender la filosofía predi
tivoa los modelos TS es la obten
ión del predi
tor, tal y 
omo se muestra en el 
apítulo7. De he
ho, existen distintas alternativas para la forma
ión del predi
tor, desta
andolos trabajos des
ritos en [Zhang et al. 2006℄, [Zhang et al. 2007b℄, [Zhang & Feng 2007℄,[Zhang et al. 2007a℄ y [Zhang et al. 2007
℄, en todos ellos se despre
ia el 
ara
ter ite-rativo implí
ito del modelo de predi

ión borroso y, por tanto, se asume un error demodelado 
onsiderable, tal y 
omo se expone detalladamente en el apartado 7.1 del 
a-pítulo 7. Esta tesis plantea dos posibles alternativas al problema de diseño del sistemade 
ontrol predi
tivo borroso:Los 
apítulos 7 y 8 plantean la obten
ión de un modelo de predi

ión denominadoFLAP a partir de datos de identifi
a
ión del pro
eso real y el posterior diseño de un
ontrolador PDC empleando di
ho predi
tor. En parti
ular, el 
apítulo 7 des
ribedetalladamente la obten
ión de predi
tores FLAP, 
uya prin
ipal 
ara
terísti
a es laposibilidad de obtener el ve
tor de estados futuros en un horizonte de predi

ión
H a partir, úni
amente, del ve
tor de estados a
tuales y del 
onjunto de a

iones de
ontrol futuras. Por tanto, los predi
tores FLAP des
ritos en el 
apítulo 7 eliminanlas restri

iones aso
iadas 
on el 
ara
ter iterativo de los modelos de predi

iónestándar empleados en [Zhang et al. 2007b℄. Posteriormente, el 
apítulo 8 exponeel diseño de un 
ontrolador PDC borroso empleando el predi
tor FLAP, así 
omo laformula
ión del problema en términos de LMIs.La etapa de diseño del 
ontrolador resulta espe
ialmente deli
ada debido a la ne-
esidad de in
luir la minimiza
ión del índi
e de 
oste 
uadráti
o típi
o en sistemade 
ontrol predi
tivo y, la 
ondi
ión de estabilidad ne
esaria para garantizar queel 
onjunto 
ontrolador-pro
eso sea estable en bu
le 
errado. De he
ho, estas dosespe
ifi
a
iones introdu
en una dependen
ia bilineal en las variables de diseño quedebe ser resulta mediante el algoritmo iterativo ILMI1 des
rito en el apartado 9.3del 
apítulo 8.Por último, los 
apítulos 7 y 8 muestran un ejemplo de diseño 
ompleto basado enun pro
eso no lineal empleado en [Tanaka & Wang 2001℄ para 
omprobar la validezde los distintas té
ni
as de diseño que se proponen en di
ho trabajo. De este modoes posible mostrar de forma sen
illa las distintas etapas de diseño en un sistema
laramente no lineal.El 
apítulo 9 des
ribe la segunda alternativa de diseño predi
tivo borroso. En es-te 
aso, se emplea un enfoque 
ompletamente distinto basado en el prin
ipio deoptimalidad de Bellman. La té
ni
a de diseño propuesta, se basa en la división delproblema de diseño original en un 
onjunto de problemas de optimiza
ión mássen
illo que pueden ser vistos 
omo etapas de de
isión desde el punto de vista dela programa
ión dinámi
a [Bellman 1957℄. Este segundo planteamiento, permite eli-233
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lusiones y Trabajo Futurominar la ne
esidad de un predi
tor borroso y trabaja dire
tamente 
on el modelo TSoriginal eliminando las restri

iones que se detallan en el 
apítulo 7. Sin embargo,la elimina
ión del modelo de predi

ión ha
e ne
esaria la resolu
ión del problemade diseño de manera iterativa y 
on una dependen
ia importante del 
onjunto es-pa
ial de ve
tores ini
iales. Asimismo, al final del 
apítulo 9 también se muestra unejemplo de diseño 
ompleto, empleando el mismo pro
eso no lineal que el utilizadoen los 
apítulos 7 y 8.10.2 Trabajos FuturosEl trabajo realizado en la presente tesis abre un gran abani
o de posible línea futu-ras de investiga
ión y trabajo dado el amplio espe
tro de apli
a
ión y modifi
a
ión delas té
ni
as que se han presentando en este trabajo. Algunas de las posibles líneas deinvestiga
ión que se 
ontemplan son:Desde el punto de vista del predi
tor FLAP:
• Sele

ión automáti
a del número de reglas borrosas mediante algoritmos de
lustering [Babuska 1998℄.
• Sele

ión automáti
a de la estru
tura del 
onse
uente en las reglas borrosas[Abonyi 2003℄.
• Modifi
a
ión del algoritmo de a
tualiza
ión basado en optimizadores gené-ti
os, evaluando otros algoritmos de optimiza
ión para sistemas no linealesexistentes.Desde el punto del vista del diseño de 
ontroladores empleando predi
tores FLAP:
• Utiliza
ión de una estru
tura de 
ontrolador distinta al PDC [Tanaka & Wang2001℄, de este modo se podría in
orporar un mayor grado de libertad al 
ontro-lador, he
ho que, sin duda, 
ompli
aría la etapa de diseño 
onsiderablemente.
• Modifi
a
ión de la resolu
ión del triple sumatorio que se plantea en el apar-tado 8.2 del 
apítulo 8. La alternativa utilizada en este trabajo es muy 
onser-vativa, por lo que empleando té
ni
as de resolu
ión 
omo las planteadas en[Sala & Ariño 2007a℄ y [Sala & Ariño 2007b℄ se podría obtener un 
ontroladorPDC menos 
onservativo.
• Análisis del impa
to de las matri
es de pondera
ión Q y R en las espe
ifi
a
io-nes del diseño y de la estabilidad del 
onjunto en bu
le 
errado.Desde el punto de vista de 
ontroladores borrosos Forward-Ba
kward:234
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• In
lusión de una etapa de refinamiento"de la 
ota superior del índi
e. Esto seríaposible mediante la eje
u
ión repetitiva del algoritmo a
tual hasta en
ontraruna mejor 
ota de la solu
ión obtenida.
• Estudio del 
omportamiento del algoritmo de diseño bajo distinto horizontesde predi

ión y 
ontrol.No 
abe duda que 
ualquiera de los puntos desta
ados anteriormente supone unnuevo reto desde el punto de vista de investiga
ión. Asimismo, la línea de investiga
iónfutura más interesante para el autor, pasa por la implementa
ión real de los sistemas de
ontrol propuestos en esta tesis 
on el objetivo de 
ontrolar pro
esos reales 
omplejos.Sin duda, uno de los retos más importantes a los que uno se enfrenta es la apli
a
iónreal de los 
on
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