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Resumen

Desde la aparicién del método de Newton-Raphson hace méas de 300 anos los métodos iterativos
se han hecho poco menos que imprescindibles en la mayoria de las ramas de la ciencia. El
desarrollo de la computaciéon ha permitido resolver problemas de complejidad cada vez mayor,
y este hecho ha venido acompanado de la necesidad de disponer de métodos mas eficientes y
fiables. Varias herramientas de la dinamica discreta se pueden utilizar para realizar un anélisis
dindmico de métodos y familias de métodos iterativos para la resolucién de ecuaciones y sistemas
no lineales, con el objetivo de extraer informacion sobre su estabilidad y clasificarlos.

En esta Tesis Doctoral se disena una familia biparamétrica de métodos iterativos que contiene los
esquemas de Ostrowski y Chun como casos particulares. Se analiza la convergencia de la familia y
se extiende para hacerla apta para la resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales. Se utilizan
y desarrollan herramientas dindmicas para llevar a cabo un estudio escalar y multivariable, y se
resuelven problemas aplicados para comprobar los resultados del estudio dindmico. Finalmente,
se determina la convergencia semilocal en espacios de Banach del método de Chun.

En el Capitulo 2 se exponen los conceptos basicos a partir de los cuales se van a desarrollar el
resto de capitulos. Se transfieren al caso multivariable el método de Newton y su versién libre de
derivada, el método de Steffensen, y se van aplicando sobre ellos las herramientas de la dinamica
compleja y de la real.

En el Capitulo 3 se realiza un estudio dindmico de la familia de métodos iterativos de King
para la resolucién de ecuaciones no lineales. Se aplica la familia sobre un polinomio cuadratico
genérico, y se seleccionan los miembros que presentan un comportamiento mas estable.

En el Capitulo 4 se disenia una familia biparamétrica de métodos iterativos combinando los
métodos de Ostrowski y Chun y se hace una extensién de la familia al caso multivariable mediante
el uso del operador diferencias divididas. Se realizan pruebas numéricas en problemas académicos
y aplicados para confirmar los resultados teoricos.

En el Capitulo 5 se hace un estudio dindmico de la familia biparamétrica de Ostrowski-Chun y
se aplican los miembros mas estables a la solucién de la ecuacién de Bratu, mientras que en el
Capitulo 6 se hace un estudio dinamico real de la familia en el caso multivariable, y en este caso
los miembros mas estables se aplican a la resolucién de la ecuacién de Fischer.

En el Capitulo 7 se prueba la convergencia semilocal del conocido método de Chun, miembro de
la familia de Ostrowski-Chun, y se comprueban los resultados obtenidos en la resolucién de una
ecuacion integral de tipo Hammerstein. Finalmente, se presentan las conclusiones y las lineas
abiertas de investigacién.






Resum

Des de I'aparicié del metode de Newton-Raphson fa més de 300 anys els metodes iteratius s’han
fet poc menys que imprescindibles en la majoria de les branques de la ciencia. El desenvolupa-
ment de la computacié ha permes resoldre problemes de complexitat cada vegada més gran, i
aquest fet ha vingut acompanyat de la necessitat de disposar de metodes més eficients i fiables.
Diverses eines de la dinamica discreta es poden utilitzar per realitzar una analisi dinamica de
metodes i families de métodes iteratius per a la resolucié d’equacions i sistemes no lineals, amb
I’objectiu d’extreure informacié sobre la seva estabilitat i classificar-los.

En aquesta tesi doctoral es dissenya una familia biparamétrica de metodes iteratius que conté
els esquemes de Ostrowski i Chun com casos particulars. S’analitza la convergencia de la familia
i s’estén per fer-la apta per a la resolucié de sistemes d’equacions no lineals. S’utilitzen i
desenvolupen eines dinamiques per dur a terme un estudi escalar i multivariable, i es resolen
problemes aplicats per comprovar els resultats de I'estudi dinamic. Finalment, es determina la
convergencia semilocal en espais de Banach del metode de Chun.

En el capitol 2 s’exposen els conceptes basics a partir dels quals es desenvoluparan la resta de
capitols. Es transfereixen al cas multivariable el metode de Newton i la seva versié lliure de
derivada, el metode de Steffensen, i es van aplicant sobre ells les eines de la dinamica complexa
i de la real.

En el capitol 3 es realitza un estudi dinamic de la familia de metodes iteratius de King per a
la resolucié d’equacions no lineals. S’aplica la familia sobre un polinomi quadratic generic, i se
seleccionen els membres que presenten un comportament més estable.

En el capitol 4 es dissenya una familia biparamétrica de metodes iteratius combinant els metodes
d’Ostrowski i Chun i es fa una extensié de la familia al cas multivariable mitjancant 1'is de
I'operador diferencies dividides. Es realitzen proves numeriques en problemes academics i apli-
cats per confirmar els resultats teorics.

En el capitol 5 es fa un estudi dinamic de la familia biparamétrica d’Ostrowski-Chun i s’apliquen
els membres més estables a la solucié de ’equacié de Bratu, mentre que en el capitol 6 es fa
un estudi dinamic real de la familia en el cas multivariable, i en aquest cas els membres més
estables s’apliquen a la resolucié de ’equacié de Fischer.

En el capitol 7 es prova la convergencia semilocal del conegut metode de Chun, membre de
la familia de Ostrowski-Chun, i es comproven els resultats obtinguts en la resolucié d’una
equacié integral de tipus Hammerstein. Finalment, es presenten les conclusions i les linies
obertes d’investigacio.
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Abstract

Since the appearance of Newton-Raphson’s method more than 300 years ago, iterative methods
have become almost unassailable in most branches of science. The development of computing
has made it possible to solve problems of increasing complexity, and this has been accompanied
by the need for more efficient and reliable methods. Several tools of discrete dynamics can be
used to perform a dynamic analysis of methods and families of iterative methods for solving
equations and nonlinear systems, with the aim of extracting information about their stability
and classifying them.

In this memory a biparametric family of iterative methods is designed that contains the schemes
of Ostrowski and Chun as particular cases. The convergence of the family is analyzed and
extended to make it suitable for the resolution of systems of nonlinear equations. Dynamic tools
are used and developed to carry out a scalar and multivariate study, and problems are solved
applied to verify the results of the dynamic study. Finally, the semilocal convergence in Banach
spaces of the Chun method is determined.

Chapter 2 sets out the basic concepts from which the rest of the chapters will be developed.
The Newton method and its derivative free version, the Steffensen method, are transferred to
the multivariable case, and the tools of complex and real dynamics are applied to them.

In the Chapter 3 a dynamic study of King’s family of iterative methods is performed for the
resolution of nonlinear equations. The family is applied on a generic quadratic polynomial, and
members with a more stable behavior are selected.

In the Chapter 4 a biparametric family of iterative methods is designed combining the methods
of Ostrowski and Chun and an extension of the family to the multivariable case is done by the
use of the operator divided differences. Numerical tests are performed on academic problems
and applied to confirm the theoretical results.

In the Chapter 5 a dynamic study of the Ostrowski-Chun biparametric family is made and the
most stable members are applied to the solution of the Bratu equation, whereas in Chapter 6
a real dynamic study of the family is made in the multivariable case, and in this case the most
stable members apply to the resolution of Fischer’s equation.

In the Chapter 7 the semilocal convergence of the well-known method of Chun, member of
the Ostrowski-Chun family, is proved, and the results obtained in the resolution of an integral
Hammerstein-type equation are proved. Finally, conclusions and open lines of research are
presented.
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— jCoémo es posible que la matematica, un producto del pen-
samiento humano independiente de la experiencia, se adapte tan
admirablemente a los objetos de la realidad!

Albert Einstein

Capitulo 1

Introduccion

La no linealidad es parte fundamental de la naturaleza. Aunque la ciencia ha tratado sis-
tematicamente de simplificar los problemas linealizdndolos, son muchos los fenémenos que no se
pueden explicar con un modelo lineal. La no linealidad conlleva que la mayoria de los métodos
analiticos no sean aplicables, lo que motivé el nacimiento de los métodos iterativos. Se podria
pensar que los métodos iterativos aparecieron a partir del auge de la computacién a media-
dos del siglo XX, pero aunque su desarrollo se vio impulsado por el aumento de la capacidad
computacional, sus origenes se remontan a hace méas de trescientos anos [1].

Diversos problemas no lineales han sido resueltos satisfactoriamente con métodos iterativos.
Desde que en 1801 Johann Carl Friedrich Gauss utilizara un método iterativo de punto fijo
para la determinacion preliminar de la érbita del planeta Ceres, su uso y aplicaciones se han
extendido hasta abarcar campos tan diversos como la meteorologia ([2],[3]), las reacciones
nucleares ([4],[5]) o la robética ([6],[7]).

Desde el método de Newton-Raphson, la carrera por encontrar métodos iterativos con mayor
orden de convergencia no ha terminado. Traub en [12] establecié los fundamentos del disenio de
métodos iterativos multipaso, y posteriormente el interés se ha centrado en desarrollar métodos
optimos, es decir, que consigan el mayor orden de convergencia posible con el menor nimero de
evaluaciones funcionales.

Pero el hecho de que un método sea éptimo no garantiza su estabilidad, no en vano existen
numerosas familias de métodos éptimos, por lo que se hace necesario un criterio mas alla del
orden de convergencia y la optimalidad para clasificar los distintos esquemas iterativos. El
papel de la dindmica de los métodos iterativos es establecer criterios, tanto cualitativos como
cuantitativos, que permitan seleccionar los métodos mas eficaces desde el punto de vista del
conjunto de puntos de partida. La dinamica, que empezd como un estudio de métodos para
ecuaciones ya conocidos con problemas académicos, se ha desarrollado de forma notable en los
ultimos anos, anadiendo cada vez mas herramientas y extendiéndose al estudio de familias de
métodos, tanto para ecuaciones como para sistemas de ecuaciones.

Esta tesis se propone utilizar y desarrollar herramientas dindmicas que permitan el estudio de
familias de métodos para ecuaciones no lineales y su transferencia a sistemas de ecuaciones no
lineales. Se propone una familia biparamétrica de métodos iterativos que puede ser transferida a
sistemas de ecuaciones, y que contiene los métodos de Ostrowski y Chun como casos particulares.
Finalmente se determina la convergencia semilocal en espacios de Banach de un método que



forma parte de una de las familias estudiadas, el método de Chun.

En el Capitulo 2 se exponen los conceptos basicos a partir de los cuales se van a desarrollar el
resto de capitulos. Se transfieren al caso multivariable el método de Newton y su version libre de
derivada, el método de Steffensen, y se van aplicando sobre ellos las herramientas de la dindamica
compleja y de la real.

En el Capitulo 3 se realiza un estudio dindmico de la familia de métodos iterativos de King
para la resolucién de ecuaciones no lineales. Se aplica la familia sobre un polinomio cuadratico
genérico, y se seleccionan los miembros que presentan un comportamiento més estable.

En el Capitulo 4 se disena una familia biparamétrica de métodos iterativos combinando los
métodos de Ostrowski y Chun y se hace una extensién de la familia al caso multivariable mediante
el uso del operador diferencias divididas. Se realizan pruebas numéricas en problemas académicos
y aplicados para confirmar los resultados tedricos.

En el Capitulo 5 se hace un estudio dindmico de la familia biparamétrica de Ostrowski-Chun y
se aplican los miembros mas estables a la solucién de la ecuacién de Bratu, mientras que en el
Capitulo 6 se hace un estudio dindmico real de la familia en el caso multivariable, y en este caso
los miembros mas estables se aplican a la resolucién de la ecuacién de Fischer.

En el Capitulo 7 se prueba la convergencia semilocal del conocido método de Chun, miembro de
la familia de Ostrowski-Chun, y se comprueban los resultados obtenidos en la resolucién de una
ecuacion integral de tipo Hammerstein. Finalmente, se presentan las conclusiones y las lineas
abiertas de investigacion.
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— Los encantos de esta ciencia sublime, las matematicas, solo se
revelan a aquellos que tienen el valor de profundizar en ella

Carl Friedrich Gauss

Capitulo 2

Conceptos previos

En este capitulo se van a introducir los conceptos bésicos que van a ser el punto de partida
de los desarrollos que aparecen en los capitulos siguientes. Partiendo desde los métodos para
la resolucion de ecuaciones no lineales, los criterios que permiten clasificarlos y la extension de
estos esquemas al caso multivariable. También se van a introducir los conceptos de la dindmica
compleja y de la dindmica real que se utilizaran en los Capitulos 3, 4, 5 y 6, y finalmente las
herramientas del analisis funcional que permitan extender los métodos a espacios de Banach y
probar su convergencia semilocal, como se vera en el caso particular del método de Chun en el
Capitulo 7.

2.1 Métodos iterativos de punto fijo escalares

Como se ha mencionado en la introduccién, la resolucion de ecuaciones no lineales juega un
importante papel en numerosas ramas de la ciencia y la tecnologia, y es ademés una de las areas
del Analisis Numérico de mayor auge en los iltimos afios.

El problema a estudiar consiste en encontrar la solucién de ecuaciones de la forma f(x) = 0
donde, en general, f : R — R, donde R es el cuerpo de los nimeros reales. La mayoria de
esquemas iterativos son métodos de punto fijo, es decir, consisten en sustituir una aproximacion
inicial en el operador correspondiente al método iterativo, para encontrar una nueva estimacion
de la raiz, y de manera sucesiva sustituir los resultados en el operador, para asi obtener una
sucesion de iterados que, bajo ciertas condiciones, convergera al valor de la raiz

Tpy1 = G(zy), n=0,1,2,.. (2.1)

El operador G se llama funcién de punto fijo, y obviamente el valor tedrico de la raiz, £, cumplird
que £ = G(&), es decir, serd un punto fijo de la funcién G. Los puntos fijos son los valores de x
que satisfacen la ecuacién G(z) = z. Existen muchas formas de definir la funcién de punto fijo
G, cada forma de hacerlo dara lugar a un método iterativo diferente. En caso de que la funcién
de punto fijo solamente dependa del iterado inmediatamente anterior se habla de métodos sin
memoria, Tn+1 = G(x,), mientras que en caso de que la aproximacién actual dependa de varias
aproximaciones anteriores se habla de métodos con memoria, x,+1 = G(zp, Tp—-1,...,20). En
esta tesis se aborda el estudio de métodos sin memoria.



8 2.1. Métodos iterativos de punto fijo escalares

La convergencia de un método iterativo se puede estudiar de forma local, semilocal o global.
Cada una de estas formas depende de si las condiciones se imponen sobre la solucién, la aprox-
imacion inicial o la funcién no lineal, respectivamente.

En la convergencia semilocal se puede asegurar que la sucesion formada por los iterados generados
por el método iterativo converge hacia la raiz exigiendo ciertas condiciones al operador F'y a las
aproximaciones iniciales, mientras que en el caso de la convergencia global se tiene la dificultad
de que requiere exigir condiciones no solo sobre el operador F', sino sobre la raiz de la funcion,
que es desconocida. En el caso de la convergencia local la ausencia de restricciones sobre las
estimaciones iniciales hace que este tipo de estudio sea muy particular en cuanto al tipo de
operadores a tratar. Mas adelante en este capitulo se va probar la convergencia local de los
método de Newton y Steffensen.

2.1.1 Orden de convergencia

Un concepto muy importante a la hora de estudiar los distintos métodos iterativos es su orden
de convergencia, que proporciona una medida de la velocidad a la que la sucesién converge hacia
la raiz. Si

aM > 0,k € N tales que |zgy1 — & < M|xy, —&|P, VEk > ko,

entonces p se llama orden de convergencia del método iterativo. De este modo los métodos con
mayor orden de convergencia convergen mas rapido al valor de laraiz. Sip=1y0< M <1
se dice que la sucesién converge linealmente a la raiz, si p = 2 se dice que la convergencia es
cuadratica, y asi sucesivamente.

Para disenar métodos que tengan un orden de convergencia mayor, es necesario utilizar una
funcién de punto fijo mas complicada, es decir, con mas pasos y mas evaluaciones funcionales.

2.1.2 Indices de eficiencia

En general, la eficiencia de un método no depende solamente del orden de convergencia, p, sino
también del nimero de evaluaciones funcionales por iteracién requeridas, d. Ostrowski propuso
en [8] el siguiente indice de eficiencia para métodos iterativos

I:pl/d.

Por otra parte, el indice:
C = pl/(op)’

recibe el nombre de Indice de eficiencia operacional y fue propuesto por Traub en [9], op es el
numero de operaciones (productos/cocientes) en cada iteracién.

Kung y Traub en [10] establecen la conocida como Conjetura de Kung-Traub: El orden de
convergencia de cualquier método multipaso sin memoria no puede superar 2%~ (llamado orden
optimo), donde d es el nimero de evaluaciones funcionales por iteracion, con indice de eficiencia
20d=1/d " (llamado indice éptimo)
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2. Conceptos previos 9

Esta conjetura va a llevar a tratar de disenar métodos iterativos que sean éptimos siempre
que sea posible. Es importante mencionar que para la resolucion de sistemas de ecuaciones la
conjetura de Kung y Traub no es aplicable y por eso no se va a considerar el que un método sea
éptimo, sino el que tenga la menor cantidad de evaluaciones funcionales por iteracién’.

El orden de convergencia es utilizado para comparar la velocidad a la que convergen a la raiz
los diferentes métodos iterativos. Se puede definir un orden de convergencia computacional, que
aproxime el orden de convergencia del método considerando la velocidad a la que se acercan a
la raiz las aproximaciones sucesivas

n(lzg i = €)/(lzx =€)
|z — &)/ (Jzr-1 =€)

ey

p=

p fue introducido en [13] y se llama orden de convergencia computacional (Computational order
of convergence, COC)

De la definicién de p se puede ver que para su cilculo es necesario el conocimiento de la raiz,
&. Como es precisamente esa raiz la que se trata de encontrar, esta definicién no tiene apli-
cacion practica mas que en casos académicos donde la raiz sea conocida. Cordero y Torregrosa
propusieron en [14] una definicién que tiene en cuenta los valores de las tres ltimas aproxima-
ciones de la raiz para estimar el orden de convergencia, y que en los casos practicos sirve como
aproximacion del orden de convergencia de un método

In(|zg1 — zil/|2e — Tp-1])
In(|lzg, — zp—1|/|Tr—1 — zr—2])

pRp=

p se llama Orden de convergencia computacional aproximado (Aprozimated computational order

of convergence, ACOC).

2.1.3 El método de Newton-Raphson

El método numérico mas popular para la resolucién de ecuaciones no lineales es el conocido
como meétodo de Newton-Raphson

xﬂp:m—ﬁgg,k:QLz”. (2.2)

La interpretacién geométrica de este método es la siguiente: en cada etapa k, el valor xgi
corresponde a la abscisa del punto de corte con el eje OX de la recta tangente a la curva
y = f(z) en el punto (xg, f(zr)), como se puede ver en la Figura 2.1. Esta interpretacién
geométrica justifica que este método reciba también el nombre de método de la tangente.

El analisis de la convergencia local del método de Newton se puede llevar a cabo utilizando el
desarrollo en serie de Taylor de las funciones que aparecen en la férmula iterativa (2.2), f(x) y

f'(@).

!De igual forma, la conjetura de Kung y Traub no es aplicable a métodos con memoria
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10 2.1. Métodos iterativos de punto fijo escalares

Figura 2.1: Interpretacion geométrica del Método de Newton

El desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(x) alrededor de la raiz, £, evaluado en la aprox-
imacién enésima, x,,, es

Fn) = 1)+ 1€ — ) + T2 0 — €7 1 Ol — 87
al ser ¢ raiz, entonces f(£) = 0 y llamando e, = z,, — £ a la diferencia entre el valor exacto y el

valor aproximado de la raiz en la iteracion n, es decir, el error en dicha iteracién, se obtiene

Flan) = F(©en+ L8t 4 0l
Sacando factor comin f’(§)
o 1 f"(€) 2} 3
Fan) = ) [en+ k)| + Ol
Si ahora se define ¢y = lf"(f) h d 11 | !
2= 5 G y se hace un desarrollo anélogo para f’(z;,)

f(xn) = f/(f)(en + 02631) + O[ei],
f(@n) = f(E)(1 4 2c2e,) + O[eiL

Introduciendo estos desarrollos en la ecuacién (2.2) se obtiene la ecuacién del error

Ent+1 = CQ@% + 0[62]

El primer término que aparece en la ecuacién del error es el cuadratico, asi que el orden de
convergencia del método de Newton es 2. Se trata por tanto de un método éptimo, ya que
consigue un orden de convergencia 2 con solamente dos evaluaciones funcionales.
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2. Conceptos previos 11

2.1.4 Meétodos libres de derivada. El método de Steffensen

Los métodos con derivadas no son convenientes en todos los casos, por ejemplo no son aplicables
en caso de no existir una funcién analitica que se pueda derivar, o cuando el cédlculo de la
derivada sea tedioso. Para resolver ese tipo de problemas es 1til disponer de métodos iterativos
que utilicen una aproximacion de la derivada.

El método de Steffensen [30] es un método éptimo y libre de derivada. Se puede obtener a partir
flx+ f(z)) = f(z)
f(z)

del de Newton, sustituyendo la derivada del denominador por

(xn)z

B f
T = ) — o) 23
donde wy, =z, + f(zy).

El andlisis de su convergencia local se puede realizar siguiendo el mismo procedimiento que en
el caso del método de Newton.

El desarrollo en serie de Taylor de las funciones que aparecen en la expresion iterativa (2.3)
alrededor de £ son

f(xn) = f/(f)(en + 0262) + 0[62]7
flwn) = f'(€)(2en + beaep+) + Oley ],
2

flan)? = f(&)(en) +Oley),

donde al igual que en el caso de Newton se ha tomado e,, = xz,, —& como el el error en la iteraciéon
n.

Introduciendo estos desarrollos en la ecuacién (2.3) se obtiene la ecuacién del error
2 3
ent+1 = 2c2¢;, + Oler],

y por tanto el método de Steffensen tiene orden de convergencia 2 y es éptimo.

2.1.5 Otros métodos iterativos

Diversos autores han propuesto diferentes esquemas iterativos con el propésito de lograr un
mayor orden de convergencia, lo que siempre requiere aumentar las evaluaciones funcionales y/o
el niimero de pasos.

El método de Traub [12], un método de orden 3 también conocido como método de Potra-Ptak,
se obtiene componiendo el esquema de Newton consigo mismo y sustituyendo en el segundo paso
la derivada del paso de Newton por la derivada empleada en el primer paso

Ye = Tk — Jzk)
f(wy)’
ther = g W) @) £ )
[ (@) [ (@)
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12 2.2. Conceptos de dinamica compleja

El método de Traub fue desarrollado antes de que se hubiera definido el concepto de optimalidad,
y no es 6ptimo. Por otro lado, el primer método de orden de convergencia local cuatro fue
diseniado por Ostrowski [8] usando técnicas de interpolacién

o f ()
Yeo =T f(xx)’
e = g f(z) Flyr)
* f(@r) = 2f (ye) f'(21)

Otros métodos 6ptimos de orden cuatro que se usaran en esta memoria son el método de Chun
[50]

Y = Tk — f(xk)

f'(xr)

’ f(wk) f/(.%'k)
y el de Jarratt [3§]

_ 2 f(ak)

Y = T 3 f’(a:k)’

T = L3f (yw) + f'(xx) flok)
k1 =

T3 () — (@) ' (wr)

Otros métodos libres de derivada de orden 4 son el método LZM [39]

R 1/
f(ze) = flzk)
Flow ] = Sl ol + Flowal o

2k =z + f(zr),

Le4+1 = Yk —

flak, yul?
y la familia paramétrica CT4 [40]
v (zx)?
Yb = Tk — TN 2k = Tk (@),
f(zk) = flan) (ee)
. o f(yk)
LT R 0 bf G el ) =df ()
Yk —2k Y —Tk

2.2 Conceptos de dinamica compleja

El orden de convergencia no es el Unico criterio a tener en cuenta a la hora de evaluar un
método iterativo. La idoneidad de un método depende también de cémo se comporta en funcién
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2. Conceptos previos 13

de las estimaciones iniciales que se tomen, por esa razén es necesario introducir herramientas
que permitan hacer un estudio més profundo.

El analisis de la dinamica de un método se esta convirtiendo en una tendencia en las publicaciones
recientes sobre métodos iterativos, ya que permite clasificar las diferentes formulas iterativas,
no solamente desde el punto de vista de su orden de convergencia, sino también analizando
como se comportan dichas férmulas en funcién de la estimacion inicial que se tome. Ademds,
proporciona informacién valiosa acerca de la estabilidad y fiabilidad del método iterativo.

2.2.1 Puntos fijos

Un punto fijo es aquel que se mantiene invariante por el operador GG. Todas las raices de una
ecuacion seran, naturalmente, puntos fijos del operador G. Sin embargo, pueden aparecer puntos
fijos que no correspondan a ninguna raiz, estos puntos se llaman puntos fijos extranos. Estos
puntos no son deseables desde el punto de vista numérico, porque cuando se tome una estimacion
inicial que esté cerca de un punto fijo extrafio, existe la posibilidad de que el método numérico
converja a él, es decir, a un punto que no es una soluciéon. Los puntos fijos extranos aparecen
a menudo cuando se analizan los métodos iterativos, y su presencia puede ser una muestra de
inestabilidad de dicho método.

Dada una funcién racional R : C — C definida sobre la esfera de Riemann, la drbita de un punto
2o es la sucesién de puntos {29, R(20), R*(20)..., R*(20), ...} del plano complejo generada por el
método iterativo.

En general, se dice que un punto z* es k-periddico si G¥(z*) = z* y GP(2*) # 2* para p =
1,2,... . k.

Los puntos fijos se pueden clasificar segin el comportamiento del operador derivada sobre ellos,
asi, un punto fijo z* puede ser:

Atractor, si |G'(2%)| < 1;

Superatractor, si |G'(z*)| = 0;

Repulsor, si |G'(2*)] > 1; y

Parabdlico o indiferente, si |G'(2*)| = 1.

En caso de puntos k-periédicos su estabilidad (su caracter atractor, repulsor...) se puede calcular
evaluando |G'(z*)’| en todos los puntos de la érbita, de manera que la érbita periédica de periodo
k sera atractora si |G'(z4)G'(27) - - G'(5)] < 1.

El buen funcionamiento de un determinado método iterativo estara comprometido en caso de
existir puntos fijos extranos que sean atractores u otro tipo de atractores distintos de las raices.

La cuenca de atraccion de un atractor z es el conjunto de preimégenes de cualquier orden:
A(z) = {z0 € C : R"(20) = z,m — oo}. Las cuencas de atraccién son el conjunto de todas las
orbitas posibles de un atractor, por tanto indican las regiones de convergencia de un método
iterativo. El conjunto de todas las cuencas de atraccién se llama conjunto de Fatou, F, y su
complementario en la esfera de Riemann, es decir, la frontera entre las componentes conexas de
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14 2.2. Conceptos de dinamica compleja

las cuencas de atraccién, se llama conjunto de Julia, J. La cuenca de atracciéon inmediata de
un punto fijo z* es la componente conexa de A(z*) que contiene a z*.

Por otro lado, un punto critico de un operador G es un punto z* para el que la derivada de la
funcién de punto fijo se anula, es decir, G'(z*) = 0. Los puntos criticos son importantes por el
siguiente Teorema de Fatou y Julia(véase [23] y [24]).

Teorema 2.2.1 (Fatou-Julia) Sea R una funcion racional. La cuenca de atraccion inmediata
de un punto k-periddico contiene, al menos, un punto critico.

Cuando se aplican métodos iterativos sobre polinomios, los puntos fijos correspondientes a las
raices del polinomio son también puntos criticos siempre que el método sea de orden al menos
2. Sin embargo, pueden aparecer puntos criticos que no sean puntos fijos, esos puntos se llaman
puntos criticos libres.

Para analizar la dinamica de un método es necesario aplicarlo sobre un problema concreto.
Una manera natural de abordar el estudio dindmico de un método iterativo es aplicandolo
sobre polinomios de bajo grado, funciones no lineales sencillas, para las que es posible obtener
expresiones analiticas, y ademéds la solucién exacta del problema es conocida. La dindmica
discreta se centra en el estudio de operadores racionales, y la mayoria de los métodos de punto fijo
que existen en la literatura dan lugar a una funcién racional cuando se aplican sobre polinomios.
Del comportamiento de los métodos aplicados sobre polinomios se pueden sacar conclusiones
sobre su desempeno en general.

Las clases de conjugacién y el Teorema del Escalado, en los casos en que se cumpla, permiten
generalizar el estudio dindmico de manera que abarque a todos los miembros de una clase, en
este caso va a permitir extrapolar el comportamiento de un método para cualquier polinomio
cuadratico.

Teorema 2.2.2 (Teorema del Escalado para el método de Newton) [18] [22] Sea f(z)
una funcion analitica en la esfera de Riemann y T(z) = az+~ una aplicacion afin con o # 0. Si
g(z) = A(foT)(z), entonces (ToGyoT ™) = Gf(z), es decir, Gy es analiticamente conjugada a

Gy mediante T. Donde G¢(z) = z— f,(é)) yGy(z) =2— j,(é,)) son los operadores correspondientes
al método de Newton sobre f y g respectivamente.

Demostracion

Teniendo en cuenta que T(x —y) =T(x) —T(y) + vy ¢ (2) = a\f'(T(z)) entonces

(ToGyoT () = T(Gg<T1>><z>=T(T1<z>—g(T())>

- 76—
e
P
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2. Conceptos previos 15

entonces T'o Gy o T-1(2) =G #(2), es decir, Gy y G4 son analiticamente conjugadas mediante
T(2). O

En el siguiente resultado se prueba que, en general, el método de Steffensen no cumple el Teorema
del Escalado.

Teorema 2.2.3 (Teorema del Escalado para el método de Steffensen) [17] Sea f(z)
una funcion analitica en la esfera de Riemann y T(z) = az + v una aplicacion afin con o # 0.
Si g(z) = MNf o T)(2), entonces (T o GgoT 1) (2) = G¢(2), es decir, G es analiticamente

conjugada a G4 mediante T solamente cuando aX = 1. Donde Gf(z) = z — M%))))if&) Yy

Gy(z) = 2z — WZ;)&M son los operadores correspondientes al método de Steffensen sobre f
Yy g respectivamente.

Demostracion

Teniendo en cuenta que T(x —y) =T(x) —T(y) + vy ¢ (2) = a\f(T(z)), entonces

ToGyoT ' (z) = T(Gy(T 1))

. g(T71(2)))?
- T<T G = g7 ()+MT1@))—MT1@D>
-1 )\2(f(2))2
= o) “<AT4w»wvw»—Aﬂ>>+”
L A2(f(2))?
= T T T A () M)
L aA(f(2)?
T - =70
L aA(f(2)?
FoT () + arf(2) +7) — 702)
CA(f(2)?

[+ arf(2) - f(z)

como G¢(z) =z — M%))))if(d entonces T o G, 0 T~1(2) = G¢(2), solamente si a) = 1, por lo
que en general no se cumple el Teorema del Escalado para el método de Steffensen. O

Por otro lado, cualquier polinomio de segundo grado con raices simples es conjugado a z? — ¢,

como se prueba en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.4 Sea p(z) = a12> + azz + as, con a1 # 0 un polinomio cuadrdtico genérico con
raices simples, entonces mediante una transformacion afin, las raices de p(z) se transforman
en las raices de q(z) = 2> — ¢, donde ¢ = a% — 4aiasz. FEsta transformacion afin provee una
conjugacién entre G, y G,,.
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16 2.2. Conceptos de dinamica compleja

Demostracién: si a; # 0 se puede escribir p(z) como

p(z) = @ <22+a22 (13)

+ ag c I as n c
24— 2z4+—=+—].
2a1 2a1 2a1 2a1

Por tanto, se puede utilizar una transformacion para generalizar el polinomio de grado 2 en

el caso del método de Newton, pero no en el de Steffensen, que requerird que los problemas

se estudien caso a caso. Para el estudio dindmico se usard un polinomio cuadratico genérico
oy —

p2(2) = 22 + ¢ y la transformacién de Mobius: h(z) = #, cuyas propiedades son
z 4 iy/c

O

Dh(oo) =1, ii)h(iv/e) =0, iii)h(—iyc) = oo.

Blanchard en [16] utiliz6 esta transformacion con el operador racional del método de Newton
aplicado a un polinomio. Aplicando el operador del método de Newton, Ny = z — %, a pa(z)

2
¢ —c
Ny(z,¢c) = 5y

después de la transformacion se obtiene

hoNyoh™l(z) = 2%

que ya no depende de c. En efecto, la transformacion ha enviado la raiz z; =iy/ca z =0, y la
raiz zo = —iy/c a z = oco.

2.2.2 Planos dinamicos

Una manera de visualizar el concepto de cuencas de atraccién es utilizando una herramienta
llamada plano dindmico. Un plano dindmico se construye definiendo una malla de puntos,
cada uno de los cuales se toma como estimacién inicial del método iterativo. El eje de abcisas
corresponde a la parte real del punto inicial y el de ordenadas a la imaginaria. Si partiendo de
la estimacion inicial el método iterativo converge a algtin cero de la funcién, se le asignara un
determinado color, mientras que si converge a algin punto que no es una raiz de la funcion,
o si simplemente no converge después de un nimero maximo de iteraciones establecido, se le
asignard el color negro.

En la Figura 2.2 se pueden ver las cuencas de atraccién de los métodos de Newton y Steffensen
aplicados a la funcién f(z) = 22 — 1, que tiene dos ceros, z; = 1 y z3 = —1. En color naranja
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3 2 4 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3
Re Re

(a) Newton (b) Steffensen

Figura 2.2: Planos dindmicos para fi(z) = 22 — 1

se observa la cuenca de atraccién de z1, y en azul la de 29. Estos planos dindmicos se han
construido utilizando un programa MATLAB que se puede ver en el Anexo 9.1, se han usado
500 x 500 puntos, un niimero maximo de iteraciones de 20 y una tolerancia de 1073.

Aunque los métodos de Newton y Steffensen tienen el mismo orden de convergencia, su com-
portamiento dindmico no es el mismo, el método de Newton es claramente méas estable en este
caso, ya que solamente presenta regiones de convergencia a las soluciones.

En la Figura 2.3 se pueden ver los planos dinamicos del método de Newton aplicado al polinomio
f2(2) = 2% — i antes y después de la transformacion de Mdbius. Los planos se han obtenido
usando una malla de 500 x 500 puntos, un ntimero maximo de iteraciones de 20 y una tolerancia
de 1073, EI programa utilizado para obtener la Figura 3.4b puede verse en el Anexo 9.2.

3 2 4 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3
Re Re

(a) antes de Mobius (b) después de Mobius

Figura 2.3: Planos dindmicos para fy(z) = 22 — i

El efecto de la transformacion es ”cerrar” sobre si mismas las cuencas de atracciéon. El conjunto
de Julia asociado es una recta antes de la transformacion y se transforma en una circunferencia
de radio 1. El disco interior es la cuenca de z = 0, mientras que la exterior, su complementario
en la esfera de Riemann, corresponde a la cuenca de z = co. Ademads, se puede observar de
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18 2.2. Conceptos de dinamica compleja

manera cualitativa que el método de Newton cumple el Teorema del Escalado, ya que el conjunto
de Julia para los dos polinomios cuadréticos que se han estudiado, fi(z) y f2(z), tiene la misma
forma, una recta que separa las dos cuencas de atraccion de las raices.

2.2.3 Estabilidad de los puntos fijos. Planos de parametros

El plano de pardmetros es una representacién que permite estudiar el comportamiento de los
miembros de una familia de métodos iterativos en términos de la dependencia de las estimaciones
iniciales y del caracter de los puntos fijos, discriminando aquellos que son especialmente esta-
bles. Consiste en iterar la funcién racional que describe el método en cuestién, tomando como
estimacién inicial un punto critico libre, sobre un plano complejo donde se definen los valores
posibles de un parametro, el eje de abscisas corresponde a su parte real y el de ordenadas a su
parte imaginaria. Las regiones en negro en el plano corresponden a valores del parametro para
los que el método no converge a una raiz después de un ntimero méaximo de iteraciones especi-
ficado, mientras que la gradacién de colores indica la diferencia entre el numero de iteraciones
necesarias para llegar a alguna de las raices.

El método de Newton aplicado a polinomios cuadriticos no presenta puntos criticos libres, por
lo que se va a utilizar un polinomio ctibico para dibujar el plano de pardametros correspondiente.
En este caso el parametro que se va a considerar va a estar en el polinomio a estudiar y no en
método iterativo.

Se va a estudiar el polinomio p3(z) = (22 — 1)(z — ¢). El operador racional para el método de
Newton sobre p3(z) es

2+ c—223
Op(2,¢) = 2cz — 322 4+ 1

2 2 2
O;(z,c) _ 2 (z 1) (C 4ez —;— 3z ) (2.4)
(2c2 — 322+ 1)

Los puntos criticos son las soluciones de Ol/)(z) = 0, que son las raices del polinomio, pero aparece

ademds un punto critico libre z* = 5. En la Figura 2.4 se puede ver el plano de pardmetros

generado tomando el critico z* como estimacién inicial, y un detalle la zona inestable.
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8 K] - 2 [ 2 4 6 8 -
Re Re

(a) plano de pardmetros (b) detalle

Figura 2.4: Plano de pardametros para el método de Newton sobre p3(z)

Para confirmar la informacion del plano de pardmetros se van a mostrar planos dindmicos para
dos valores diferentes de c.

(b) c=4.5:

Figura 2.5: Planos dindmicos para el método de Newton sobre ps(z)

En la Figura 2.5 se puede ver el plano dindmico correspondiente a ¢ = ¢, en la zona estable del
plano de pardmetros, y el correspondiente a ¢ = 4.5i, en una zona inestable. En la Figura 2.5b
se observa, en lineas de color blanco, una orbita peridédica de orden 2.

2.3 Meétodos para sistemas de ecuaciones no lineales

A menudo los modelos que se utilizan para representar los fendmenos fisicos no dan lugar so-
lamente a una ecuacién no lineal, sino a un sistema de ecuaciones no lineales. En este caso el
problema pasa a ser multidimensional, y no todos los métodos iterativos para ecuaciones son
adecuados para resolver este problema.

Universitat Politecnica de Valencia



20 2.3. Métodos para sistemas de ecuaciones no lineales

Se va a considerar el problema de encontrar una raiz real de una funcién F' : D C R®" — R"”,
es decir, una solucién & € D del sistema no lineal F'(z) = 0, de n ecuaciones con n variables,
siendo f;, i = 1,2,...,n las componentes de F. La solucién se puede obtener como el punto fijo
de alguna funcién G : R® — R mediante un método iterativo de punto fijo

25D = Gz, k=0,1,..., (2.5)

donde z(© es la estimacién inicial.

Los métodos para resolver ecuaciones no lineales f(x) =0, f : I C R — R se pueden transferir
a sistemas F'(x) =0, F : D C R" — R"™. La extensi6n del método escalar al caso multidimen-
sional requiere reescribir la expresion iterativa de manera que no haya evaluaciones de la funcién
no lineal f en el denominador, ya que se convertirfan en vectores en la extensién a sistemas.
Para resolver este problema se puede utilizar el operador diferencias divididas [z, y; F], ver [36].
Una vez el método ha sido transferido al caso multivariable, se puede hacer un estudio dindmico
para ver si los métodos estables para resolver ecuaciones no lineales también lo son cuando se
extienden a sistemas no lineales.

El método de Newton no tiene evaluaciones de la funcién no lineal en el denominador, solamente
de la derivada, que pasard a ser una matriz jacobiana en el caso multidimensional. Por lo que
la extension del método de Newton a sistemas es inmediata

2* D) = ) _ [F (20)] 7L F (). (2.6)

En el caso del método de Steffensen esta transferencia inmediata no es posible ya que aparece
una evaluacién de la funcion no lineal en el denominador. Una técnica que permite resolver esta
dificultad mediante el uso del operador diferencia dividida es la introducida en [21]. En el caso
x p—
unidimensional el operador diferencia dividida se denota f|x,y] = M
T—yY
Tomando la expresién iterativa del método de Steffensen (2.3) y sustituyendo f(w) — f(x) =
(w — x) f[w, z] se obtiene
Tyl = Tn — f(@n)
n - n 9
flwn, zn]

donde w = = + f(z). Mediante el uso de este operador han desaparecido las evaluaciones de
la funcién no lineal en el denominador, y el método es facilmente transferible a sistemas de
ecuaciones.

En el caso multidimensional, el operador diferencia dividida se define como una aplicacién
[,+F] : Dx D C R" xR" - L(R") tal que [z,y; Fl(x —y) = F(z) — F(y), Yz, y € D.
Introduciendo esta notacién, se puede escribir el método de Steffensen para sistemas de ecua-
ciones

) = 20 _ ) 2 B), p1= R (2 (R), (2.7)

Aunque no siempre es tan obvia como en el caso del método de Steffensen, a menudo es posible
reescribir la expresién iterativa en términos del operador diferencia dividida para hacer desa-
parecer las evaluaciones funcionales en el denominador. En el Capitulo 5 se utilizard este proced-
imiento para transferir a sistemas de ecuaciones la familia de métodos iterativos de Ostroswski-
Chun.
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2.3.1 Conceptos de la dinamica real

El hecho de que un método tenga un determinado comportamiento dindmico para ecuaciones no
garantiza que tenga el mismo comportamiento para sistemas. Para hacer un estudio dinamico
de un método para sistemas de ecuaciones es necesario adaptar las herramientas de la dindmica
compleja al caso multidimensional, en lo que se conoce como dindmica real.

Definiciéon 2.3.1 Sea G : R"™ — R" una funcion vectorial de punto fijo asociada al método
iterativo sobre el sistema polinomial p(x). La érbita de un punto (0 e R™ se define como el
conjunto de imdgenes sucesivas de (%) a través de G(x), {x(o), G(z),..., ™), .. }

De manera andloga al caso escalar, z* € R" es un punto fijo de G si G(z*) = z*, donde G es
ahora un funcién racional multidimensional.

Definicion 2.3.2 Un punto periddico x de periodo k > 1 es un punto tal que Gk(x) =2y
GF=P(x) # x, para p < k.

Para comprobar la estabilidad de los puntos fijos o periédicos de operadores no lineales se va a
recordar un resultado conocido de la dindmica discreta.

Teorema 2.3.1 ([71], pagina 558) Sea G : R® — R” de tipo C?>. Asumiendo que x* es un
punto k periddico. Sean A1, \1,...,\, los valores propios de G'(z*).
a) Si todos los valores propios \j verifican que |\j| < 1, entonces x* es atractor.

b) Si un valor propio \j, es tal que |\j,| > 1, entonces x* es inestable, es decir, repulsor o
silla.

c) Si todos los valores propios \j verifican que |\;| > 1, entonces ™ es repulsor.

Los puntos fijos que no son raices del sistema polinomial p(z) se llaman puntos fijos extranos. Si
x* es un punto fijo atractor de la funcién racional multidimensional GG, su cuenca de atraccién
A(x*) se define como el conjunto de preimégenes de cualquier orden tales que

A(z*) = {x(o) eR": G () = ¥, m — oo} .

El conjunto de puntos cuyas Orbitas tienden a un punto fijo atractor z* se llama conjunto de
Fatou, F(G), su complementario, el conjunto que contiene los puntos fijos repulsores y que
establece los bordes entre las cuencas de atraccion, se llama conjunto de Julia, J(G)

2.4 Espacios de Banach

Extender los métodos iterativos a espacios de Banach permite utilizar las herramientas del
andlisis funcional para demostrar su convergencia semilocal. Combinando técnicas de andlisis
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funcional y de analisis numérico se pueden abordar numerosos problemas no lineales, como la
resolucién de ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales o problemas de célculo variacional.

Una de las técnicas mas utilizadas para mostrar la convergencia semilocal de un método en
espacios de Banach se llama principio de la mayorante, y fue utilizado por Kantorovich [31] para
demostrar la convergencia semilocal del método de Newton en espacios de Banach.

Un espacio de Banach es un espacio normado en el que toda sucesién de Cauchy es convergente,
es decir, un espacio vectorial normado y completo. A continuacién se definiréan algunos conceptos
bésicos del cdlculo en espacios de Banach, que se pueden ver con més detalle en [32].

2.4.1 Integral de Riemann

Definicién 2.4.1 Sea F definida en un intervalo [a,b] de un espacio de Banach. Se puede
definir la integral como el limite de las sumas

n—1

D F(m) (b — tr)

k=0
donde a =ty < t; < -+ <tn y Tk € [tk,trr1]. Si el limite de las sumas cuando n — oo existe,
b
se llamard integral de F, y se denotard / F(t)dt

a

Teorema 2.4.1 (Teorema fundamental del cdlculo) En la situacion anterior se puede escribir

/991 F'(z)dz = F(x1) — F(x0)

Este resultado permite acotar la integral de un operador que esté acotado por una funcién real.

2.4.2 Teorema de Taylor

Teorema 2.4.2 (Teorema de Taylor) Supongamos que F es un operador diferenciable en la bola
B(zo,7), 7> 0, y que F™ es integrable en [xq, 1] con x1 € B(xo,r). Entonces

n—1
1
F(xy) = F(zo) + Y HFUf) (z0)(x1 — 20)* + Rn(z0, 1),
k=1
donde R,, es el resto integral
Ry (xo,21) = v F(")(az)(m —z0)" e =
n 0,L1) — (TL— 1)' 20 1 0 -

= (nil)' /xl ) (20 + t(x1 — x0))(x1 — 20)™(1 — )" Ldt.
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En su forma integral, el desarrollo en serie de Taylor se escribe
1
(n—1)!

Y T ey (g — et
+<n—1)!/on (1)(x — £)"dt.

F(z) = F(wo)+ F'(zo)(x — o)+ + FO= () (z — 2o)" ™ +

xr
En particular, paran =1, F(x) = F(x¢) + / F'(t)dt, de forma que

zo

/x F'(t)dt = F(x) — F(z),

0

paran =2, F(x) = F(xo) + F'(zo)(x — z0) + / F"(t)(x — t)dt, por lo que

Z0

/m F(t)(x — t)dt = F(x) = F(zo) = F'(z0)(z — w0),

0

usando las dos ultimas expresiones y agrupando

/z F'"(t)(x —t)dt = /w (F'(t) — F'(z0)) dt.

zo Zo

2.4.3 Lema de Banach

Lema 2.4.1 (Banach) [33] Sea A una matriz no singular. Suponiendo que B es una matriz tal
que ||[AY|||B|| < 1. Entonces, A+B es no singular, y

A~

ArB) <
IA4+870 < =413

En caso de que A = I, entonces desarrollando en serie de Taylor (I + B)~! y despreciando los
términos de orden mayor o igual que dos se obtiene (I + B)~! = I — B, por lo que se puede
escribir

1
I = B)|| < -—=m
1Bl

siempre que || B|| < 1. Este resultado se utilizara en el Capitulo 7.

(2.8)
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Capitulo 3

Estudio de la dinamica compleja de
la familia de King

En este capitulo se van a utilizar las herramientas introducidas en el Capitulo 2 para realizar
un estudio dindmico de la familia de métodos iterativos de cuarto orden de King!.

La bisqueda de métodos multipaso fue iniciada por Traub en [12], con el objetivo de desarrollar
métodos con un orden de convergencia mayor que el de Newton. Las técnicas empleadas tuvieron
una gran influencia en el posterior disenio de métodos multipaso. Esta gran proliferacion de
nuevos métodos y la conjetura de Kung y Traub [10], motivaron que el interés pasara a centrarse
en obtener métodos de alto orden de convergencia que ademas fueran 6ptimos.

Un ejemplo de método éptimo es el esquema de Ostrowski, que puede obtenerse como caso
particular de algunas familias paramétricas desarrolladas con posterioridad. King en [19] propuso
f(@x) + 7 (yw) on
f(@r) + Bf(yk)

el segundo paso de una doble composicién de Newton, donde § y ~ son parametros libres. De
imponer que la familia resultante tenga orden cuatro se obtiene

una generalizacion del esquema Ostrowski usando la aproximacién f/(yx) =

f(ze) + 2+ 8)f(ur) f(yx)
fQa) +Bf(ye)  f(z)

Zk+1 = Yk —

f(zk)
f'(zk)
La familia consta de un primer paso de Newton, y;, v depende de un solo pardametro 5. Asi
que existen tantos métodos como posibles valores de 5. Todos los métodos de la familia son
6ptimos y tienen orden de convergencia local 4, para ciertas condiciones sobre la funcién f y

la aproximacion inicial zg, como se puede ver en [19]. Cuando 3 = —2 se obtiene el método de
Ostrowski [8].

donde y, = 2z —

'Resultados parciales de este capitulo forman parte del articulo Chaos in King’s iterative family
publicado en Applied Mathematics Letters [11] y presentados en el congreso RMSE 2013
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26 3.1. Objetivos del estudio y operador racional

3.1 Objetivos del estudio y operador racional

En el Capitulo 2 se describen las clases de conjugacién para el método de Newton. En [20] los
autores describen las clases de conjugacién de la familia de métodos de King y hacen un analisis
preliminar de su dindamica cuando son aplicados a polinomios de bajo orden. En este capitulo se
va a ampliar el andlisis caracterizando la estabilidad de los puntos fijos en el caso de polinomios
cuadraticos. El Teorema del Escalado permite, que mediante la transformacion de Mo6bius, el
estudio dinamico sea valido para cualquier polinomio de segundo grado. El objetivo de este
analisis es establecer criterios que permitan seleccionar los miembros de la familia que presenten
un comportamiento mas estable.

La funcién de punto fijo asociada a la familia de King es

_ G+ 2+8) ) fly)
Cosl) =y = T Y B P (3:1)
donde y es el iterado de Newton y = z — ]{ ’<(i))

Se va a analizar la estabilidad de los puntos fijos asociados a la familia de King, actuando sobre
el polinomio cuadrético genérico p(z) = 22 + c.

3.2 Teorema del Escalado y transformaciéon de
Mobius

El Teorema del Escalado, demostrado por Amat et al. en [22] para la familia de King, per-
mite equiparar el comportamiento dindmico de un operador con el asociado a otro, conjugado
mediante una aplicacion afin.

Teorema 3.2.1 (Teorema del Escalado) Sea f(z) una funcidn analitica en la esfera de
Riemann y T(z) = az + v una aplicacion afin. Si g(z) = A(f o T)(z), entonces (T o Gy ©
T7Y(z) = Gy p(2), es decir, G¢p es analiticamente conjugada a G4 5 mediante T.

Por otra parte, el Teorema 2.2.4 garantiza que es posible transformar cualquier polinomio
cuadritico en z? + ¢ mediante una transformacién afin, que proporciona una conjugacién entre

Gq7ﬁ y Gpvﬁ'

Aplicando los Teoremas 3.2.1 y 2.2.4 se concluye que para estudiar el comportamiento de la
familia de King sobre cualquier polinomio cuadrético, es suficiente hacerlo sobre p(z) = 22 + c.
Sustituyendo f(z) por el polinomio p(z) en el operador definido en (3.1) se obtiene el operador
racional

A2+ B) + 3cz*(10 + B) — 25(10 + 38) + c22%(10 + 73)
Gpelz) = A B , (3.2)
823 (—cB — 22(4+ )
que depende de los pardmetros 8 y c¢. Para eliminar el parametro ¢ se puede utilizar la trans-
z—iy/c

z+iy/c
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Dh(oo) =1, ii)h(ive) =0, iii)h(—iy/e) = oc.

La expresion del operador después de la transformacién es

A(B5+224+28+ 24+ B))

14+ 2(448) +22(5+26) (33)

Op(Z,,@) =

que ya no depende de c.

3.3 Puntos fijos y criticos

Tal y como se introdujo en el Capitulo 2, los puntos fijos del operador O,(z) son aquellos que
cumplen la condicién Op(z) = z, es decir, z = 0y z = o0, que son las raices del polinomio
p(2) después de la transformacion de Mébius. De la expresion del operador es inmediato que
Op(0) = 0, mientras que para probar que Op(oc) = oo se puede construir el operador inverso

1 25+ 22+428+42(448))

In(z) = Op(Y) — 1+z(4+ )+ 22(5 +28)

como In(0) = 0, z = 0o es también un punto fijo de Op(z). Ademds aparecen cinco puntos fijos
extranos, que son z =1y

z1=1(A-V2y/B2+BB+4)+5B+1-B),

z3=1(A-V2y/B2—-B(B—-4)—5B+1+B),

< )
z2:i<A+\/§\/52+5(B+4)+5B+1—B),
( )

)

z4:§<A+\/§\/B2—5(B—4)—5B+1+B ,

donde A= —-5—8,y B=+/—-7-28+ 2.

El nimero de puntos fijos extrafios y su estabilidad, asi como los puntos criticos, dependen del
valor del parametro 8. En lo subsiguiente se va a hacer un estudio analitico que considere todas
las posibilidades, dado que los valores del pardmetro en los que se reduce el nimero de puntos
coincide con los puntos de bifurcacién, es decir, los cambios en el comportamiento.

Lema 3.3.1 El nimero de puntos fijos extranos del operador Op(z, 3) es 5 excepto en los casos
stgquientes:

i) Si B = —2 hay 4 puntos fijos extranos.
N a 10 . .
it) Si B = -3 hay 4 puntos fijos extranos.

i) Si B =14 2v2 hay 8 puntos fijos extranos, dos de ellos dobles.

Universitat Politecnica de Valencia



28 3.3. Puntos fijos y criticos

22
) Sip= 5 hay 3 puntos fijos extranos, z =1 es triple.
Demostraciéon

i) El operador racional (3.3) para el caso de 3 = —2 es Op(z) = 2*, y los puntos fijos son la
solucién de 2z = z, es decir, las soluciones de z(z — 1)(1 + 2z + 22) = 0, por tanto hay tres

puntos fijos extrafios, z =1, z = —/—1 y z = (—1)%/3.
4
543
ii) El operador racional para = —13—0 es Op(z) = _z?()—:—5z)7 y los puntos fijos son la
z
2(3+5z + 523 + 32%)

solucién de = 0, por tanto hay cuatro puntos fijos extranos simples,

3+ 5z
21, 29, 23 ¥ 24, pero z = 1 no es un punto fijo.

Se puede proceder de manera andloga para demostrar iii) y iv). [l

A continuacién se van a calcular los puntos criticos del operador. Estos puntos van a tener
interés ya que cada cuenca de atraccion tiene al menos un punto critico, por lo que los criticos
libres podrian estar en una cuenca de atraccién de alguna de las soluciones de la ecuacién, o
bien estar en la cuenca de algtin punto fijo extrano u érbita periddica atractora. En la Seccién
3.4.1 se usaran los puntos criticos como punto inicial de la familia de métodos cuando se dibujen
planos de parametros.

Lema 3.3.2 Los puntos criticos del operador Op(z,3) son z =0 y z = oo (corresponden a la
transformacion de Mébius de las raices del polinomio) y los criticos libres

2= -1,
. 20 + 143 + 38% +/31/B (80 + 8453 + 2832 + 3/33)
2f=—
! 20 + 84 ’
L —20 — 148 — 367 + V3\/B (80 + 845 + 2882 +34%) 1
2 20 + 83 T
L. . 10
excepto en caso de B = —2 donde no hay criticos libres, y en caso de B = 5 Y 8= -3 donde
solo hay un critico libre, z* = —1.

Demostraciéon: Es necesario calcular la derivada del operador Op(z, 5) e igualarla a cero

_ 22%(2+ 1210 + 48 + 222(5 + 28) + 2(20 + 145 + 35?))
N (1+z(4+8)+22(5+2p))?

Sus soluciones son z = 0, z = 00, z = —1 y las soluciones de 10 + 48 + 22%(5 + 23) + (20 +

=0.

Op'(z,5)

148 + 38%) = 0, que son 2} y 23. O

Aunque en general existen tres criticos libres, para 8 = —2 el operador derivada se simplifica

O;(z) = 423 y no hay ninguno, mientras que para 3 = —3 y B = 3 el operador también se
4 2 3 2

simplifica Op/(z) = 30(;57;?)12) y Op'(z) = —% respectivamente, y solo hay uno, que es

z=—1. ]
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3.4 Estabilidad de los puntos fijos

La cantidad de puntos fijos extrafios no es el aspecto mas relevante de un estudio dindmico, sino
su estabilidad. Un escenario con puntos fijos extranos atractores no sera el mas deseable desde
el punto de vista de la fiabilidad del método iterativo resultante. Se va a analizar la estabilidad
de los puntos fijos del operador en funcién del valor del pardmetro f.

Teorema 3.4.1 Los puntos fijos z = 0 y z = 0o son superatractores independientemente del
valor de B, y para z = 1, excepto en el caso de § = —% donde no es un punto fijo, se obtienen
los siguientes resultados

226 16
i) Atractor si |+ ﬁ’ < s " particular superatractor si 3 = —4.

226 16
ii) Parabdlico si —| = —=.
) 18+ 55 55
226 16
iii) Repulsor si —| > —.
) Rep B+ 21> =
Demostracién Como se ha visto en el Capitulo 2, el comportamiento del punto fijo se puede
determinar segin el valor de la funcién de estabilidad: serd atractor si |Op/(z*, 8)| < 1y repulsor
si |Op/(2*,8)| > 1. Se va a sustituir el punto fijo extrano z = 1 en |Op(2*, 8)| para comprobar
su estabilidad en funcién del pardmetro (.

_ 223(2 + 1)2(10 + 48 + 22%(5 + 28) + 2(20 + 148 + 35?))

Op'(z ) (1+2(4 4 B) + 22(5 + 20))?

Es facil probar que Op'(0, §) = 0 para cualquier valor de 3. Se puede utilizar un procedimiento
similar al aplicado en el inicio de la Seccién 3.3 para demostrar que Op'(oo, 3) también es igual
a cero para cualquier valor de 3, por lo que z = 0 y z = 0o son superatractores.

Para z = 1 se tiene

8(4+p)
/1 —
Op'(1,8) 10535
4
por lo que m’ < 1 implica que [8(4 + B)| < |10 + 35|,

considerando 8 un complejo arbitrario a + bi y multiplicando por su complejo conjugado ambos
lados de la desigualdad

(32 4 8a)? + (8)2 < (10 + 3a)? + (3b)?,

simplificando,
924 + 452a + 55a% + 55b% < 0,

| 452 2+b2< 256
a — —_—.
110 = 3025

completando el cuadrado,
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226 16
B+ <

< —. 0
55 95

Por lo tanto Op'(0,3) <1 si y solo si

En el siguiente resultado se puede ver la estabilidad del resto de puntos fijos extranos: zi, z2,
23y 4.

Teorema 3.4.2 Los puntos fijos extranos z1 y zo son

i) Atractores si —1.83917 < B <1 —2v2 6 1 +2v2 < 3 < 3.96186.
ii) Parabdlicos si 3 =14 2v/2,3 ~ —1.83917, B ~ 3.96186.

iii) Repulsores para valores de (B diferentes de los anteriores.

Mientras que los puntos fijos extranos zs y z4 son

22
i) Atractores si —4.97983 < B < % y superatractores si 5 ~ —14.7034

22 22
ii) Parabdlicos si B =1+ 4/2 — = B~ —4.97983 6 f ~ 5

iii) Repulsores para valores de [ diferentes de los anteriores.

Demostracion:

No es posible comprobar la estabilidad de los puntos fijos extranos que dependen de 8 de forma
analitica, ya que al sustituirlos en la funciéon de estabilidad aparecen raices de polinomios de
alto grado, pero se puede hacer de forma numérica usando diagramas de estabilidad, que son
representaciones tridimensionales de las regiones de estabilidad. En las Figuras 3.1a y 3.1b se
muestra la region de estabilidad de 21 y 2o, ¥ 23 v 24, respectivamente. En el eje z se representa
|Op'(2*, 3)|, mientras que en el plano XY se tienen las partes reales e imaginarias del pardmetro
5. Estos diagramas permiten identificar las regiones del plano donde dicho punto fijo extrano
es atractor o repulsor.

‘o

(a) Estabilidad de 21 2 (b) Estabilidad de z3 4

Figura 3.1: Regiones de estabilidad
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Los valores para los que Op/(z*, ) cambia de comportamiento, es decir, es igual a 1 o -1, se
han obtenido numéricamente. En la Figura 3.1 se pueden ver regiones en la que los valores
del pardametro hacen que la funcién de estabilidad sea menor que uno, por lo tanto ese punto
fijo serd atractor para esos valores del parametro, lo que es una indicacién de que el método
correspondiente serd inestable. [l

3.4.1 Planos de parametros

Los planos de pardmetros son una representacion que permite determinar de una manera visual
qué valores del parametro daran lugar a métodos estables o inestables.

Para construir un plano de parametros es necesario tomar como punto inicial un punto critico
libre y aplicar el método iterativo para todos los valores del parametro definidos en una malla
sobre el plano complejo. Se utiliza el color rojo si tras 40 iteraciones el método correspondiente
converge a alguna de las raices del polinomio, z = 0 0 z = oo tras la transformacion de Md&bius,
y el negro en otro caso.

Utilizando un programa implementado en MATLAB, que tiene como base los algoritmos de-
sarrollados en [25], y que se puede ver en el Anexo 9.3, se ha calculado el plano de pardmetros
correspondiente a la familia de King actuando sobre el polinomio p(z). En la Figura 3.7a se
puede ver el plano de parametros que se obtiene tomando como punto inicial el primer critico
libre, 2* = —1, y en la Figura 3.7b tomando cualquiera de los criticos libres 2] o 23, nétese que
z5 = 1/z], por lo que los dos criticos libres no son independientes y dan lugar al mismo plano
de parametros.

05

=55 -£ -45 -t -35 s
IR&:C} 5 -4 3 2 -1 RQU 1 2 3 4 5
(a) Plano de pardmetros P para z = —1 (b) Plano de pardmetros P, para z = 27 5

Figura 3.2: Planos de parametros

Los puntos del plano complejo que aparecen en negro en los planos de pardmetros de la Figura
3.2 corresponden a valores del pardmetro 8 cuyo método iterativo asociado no converge a 0 ni a
oo tomando como estimacién inicial un critico libre. Es decir, métodos iterativos pertenecientes
a la familia de King para los cuales hay, al menos, tres cuencas de convergencia. Hay, por tanto,
al menos una regién de atracciéon que no corresponde a ninguna de las soluciones. Esto puede
ser debido a la existencia de una cuenca de atraccién de un punto fijo extrafio o bien porque
aparezca alguna orbita periddica atractora.

El punto critico z = —1 es en realidad una preimagen del punto fijo z = 1, es decir, en realidad
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32 3.4. Estabilidad de los puntos fijos

el plano P; estd mostrando la estabilidad de del punto fijo z = 1, que ademas se ve afectada
por el error de redondeo. Por lo tanto, en lo sucesivo se va a centrar la atencién en el plano P,
correspondiente a los puntos criticos z7 , y se van a representar planos dindmicos para algunos
valores de (3.

En la Figura 3.3 se pueden ver los detalles de la parte izquierda y derecha del plano P

35 36 37 38 339 4 41 42 43 44 45 55 5

-45
Re Re

(a) Regién g =4 (b) Regidn 5 = —4.5

Figura 3.3: Detalle del plano de parametros P

Estos detalles del plano P> se corresponden con los diagramas de estabilidad de la Figura 3.1.
La Figura 3.3a muestra la regién donde los puntos fijos extranos z; y z2 son atractores, mientras
que la 3.3b muestra una region donde tanto z3, z4 y z = 1 son atractores.

3.4.2 Planos dinamicos

En esta seccién se van a dibujar planos dindmicos que permitan confirmar y ampliar la infor-
macién obtenida en los planos de parametros. Se van a escoger valores del pardmetro 8 en
diferentes regiones del plano P, algunas estables y otras inestables.

En la Figura 3.4 se pueden ver los planos dindmicos del método de Ostrowski (5 = —2) aplicado
a un polinomio antes y después de la transformacion de Mobius. Los planos se han obtenido
usando una malla de 500 x 500 puntos, un niimero maximo de iteraciones de 20 y una tolerancia
de 1073, El programa utilizado para obtener la Figura 3.4b puede verse en el Anexo 9.4.
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3. Estudio de la dinamica compleja de la familia de King 33

(a) antes (b) después

Figura 3.4: Planos dindmicos del método de Ostrowski antes y desptes de la transfor-
macién de Mobius

Después de la transformacién de Méobius, las dos raices de p(z) son z = 0, cuenca de color
naranja, y z = 0o, cuenca de color azul. El método de Ostrowski es un miembro especialmente
estable de la familia, y sus cuencas de atracciéon para un polinomio de grado 2 se asemejan a las
del método de Newton, que se vieron en el Capitulo 2.

En cambio, para otros métodos se observan puntos de color negro que indican que el método
converge hacia un punto fijo que no es una raiz, o hacia una Orbita periddica. En el plano
dindmico de la Figura 3.5 se pueden ver las cuencas de atraccion correspondientes a [ = —4.5,
en la region del detalle de la Figura 3.3b. Los diferentes iterados se dibujan en color amarillo,
se puede ver que tanto los puntos fijos extranos z = 1, z3 y 24 son atractores.

Figura 3.5: Planos dindmicos para f = —4.5

En la Figura 3.6 se pueden ver las cuencas de atraccién correspondientes a S = 3.9 + 0.14, en
la region del detalle de la Figura 3.3a. En este caso aparece una Orbita peridédica de periodo
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34 3.4. Estabilidad de los puntos fijos

3. El hecho de que aparezca una o6rbita de periodo 3 es importante porque por el Teorema de
Sarkovski, ver [15], se puede probar que existen érbitas periddicas de cualquier otro periodo.

(a) (b)
Figura 3.6: Plano dindmico para 8 = 3.9 + 0.1¢ y detalle de la 6rbita periddica

En cambio, escogiendo métodos correspondientes a la zona en rojo del plano de parametros P,
se obtiene un comportamiento parecido al del método de Ostrowski.

(a) B =2 (b) B=d+i

Figura 3.7: Planos dindmicos de miembros estables de la familia

Los planos dindmicos que se muestran en esta seccién han sido generados con la rutina que
aparece en el Anexo 9.4.

Desde el punto de vista numérico, se han encontrado valores de 8 que hacen que los métodos
asociados sean muy estables cuando se aplican a un polinomio de grado 2. Estables, en este
contexto, significa que presentan un plano dindmico sin cuencas de atraccién asociadas a puntos
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3. Estudio de la dinamica compleja de la familia de King 35

fijos extranos u Orbitas peridédicas. El mejor rango de valores de 8 en términos de estabilidad
corresponde a las regiones alrededor de 8 = —2 y 8 = 2. Por tanto, el estudio dindmico ha
permitido comprobar que existen diferencias entre el comportamiento de distintos miembros de
la familia de King, y que no todos los métodos de la familia son fiables en el caso de polinomios
cuadraticos.
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Capitulo 4

Obtencion de la familia de
Ostrowski-Chun de métodos
iterativos

El diseno de familias paramétricas utilizando parametros indeterminados fue utilizado por King
en [19] para obtener la familia que se estudié en el Capitulo 3. La técnica consiste en, partiendo de
una férmula iterativa conocida, anadir parametros y hacer un estudio del orden de convergencia
local para encontrar los valores de los parametros que hacen que este sea maximo.

Por otro lado, los sistemas de ecuaciones no lineales son un problema que a menudo se trata de
evitar aproximando el sistema no lineal como un sistema lineal. Sin embargo, esto no siempre
es posible y es necesario afrontar el problema directamente. Aunque el disefio de métodos para
sistemas no lineales no se ha desarrollado tanto como para ecuaciones, en [42] y [43] los autores
disenan métodos de alto orden para sistemas.

En este capitulo se va a disefiar una familia biparamétrica de métodos para la resolucion de
ecuaciones no lineales, y posteriormente se va a transformar para hacerla adecuada para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales'. Para disenar la nueva familia se van a combinar los métodos
de Ostrowski y Chun con cuatro pardmetros, y mediante un andlisis del orden de convergencia,
se van a encontrar los valores de los parametros que hagan que la familia resultante sea de orden
cuarto. Este analisis dard como resultado una familia biparamétrica, que se va a extender a
sistemas de ecuaciones no lineales usando el operador diferencia dividida.

Finalmente, se van a efectuar pruebas numéricas con problemas académicos y con un problema
aplicado, el problema que resulta de modelizar la interaccion molecular de una sustancia, para
comprobar el orden de convergencia computacional y el desempenio de los métodos propuestos.

'Resultados parciales de este capitulo forman parte del articulo Solving nonlinear problems by
Ostrowski-Chun type parametric families publicado en Journal of Mathematical Chemistry [26]
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38 4.1. La familia de Ostrowski-Chun de métodos iterativos

4.1 La familia de Ostrowski-Chun de métodos itera-
tivos

Dos métodos iterativos 6ptimos de orden de convergencia 4 son los métodos de Ostrowski y de
Chun, cuyas expresiones iterativas son, respectivamente:

ot = flee) )
" flan) = 2f(yw) f'(z)’

’ f(zr) f(zg)’

k=0,1,2..

k=0,1,2..

donde y;, es el paso de Newton.

Los esquemas tienen las mismas evaluaciones funcionales y una féormula iterativa muy similar, el
de Ostrowski con una combinacién de f(zx) y f(yx) en el denominador, y el de Chun con otra
combinacién de las mismas funciones en el numerador. Se van a combinar estos métodos para
disenar una nueva familia de métodos iterativos. Usando el método de Newton como predictor,
se puede construir una combinacién de estos dos esquemas de la forma

s = 2p — )
()’
o fag) bif (k) +baf (yu) | f(yk)
Tl = U G Faaf ) T ) Flan) 1)

donde o, a1, ao, b1 y by € R. El siguiente teorema va a determinar los valores de los parametros
que hagan que el orden de convergencia sea al menos cuatro.

Teorema 4.1.1 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en cada punto del
intervalo abierto I tal que & € I es una raiz simple de la ecuacion no lineal f(x) = 0. Entonces,
la sucesion {zy}r>0 obtenida usando la expresion (4.1) converge a & y el orden de convergencia
local es al menos 4 sia =1, ay = a3(bg—2), by = 1 — chl para cualquier ay y bs € R, con a1 # 0.

Demostracién: Para probar la convergencia local del método iterativo hacia la solucién de
f(z) = 0 se utiliza el desarrollo en serie de Taylor de la funcién alrededor de la solucién

flar) = f(©ler + caei + cze} + cacy] + Oleg]
f'xr) = O + 2coex + 3esef + deaef, + Sesep] + Oleyl,
1 +U)
donde e}, = x, —§ es el error en la iteraciéon ky ¢; = — / ; (f) Calculando f/(xk) y sustituyendo
it f(€) f' ()

el resultado en el primer paso del método iterativo (4.1)

Y = &4 (1 — a)ep + acoer — 2a(c3 — c3)es — a(—4cs + Teaez — 3eq)ey + Oled).
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4. Obtencién de la familia de Ostrowski-Chun de métodos iterativos 39

Usando de nuevo el desarrollo en serie de Taylor
Flyk) = £(€) (Arex + Aseq + Ase} + Asep) + Oley)?,

donde A1 = 1 —a, Ay = (1—a+a2)02, A3 = =222 + (1 —a+3a%2 —ad)es y Ay =
(1 —a+6a? — 402 + at)ey + 5a?cd — a?(10 — 3a)cacs. Sustituyendo f(z), f/(zx) v f(yk) en
(4.1) se obtiene la siguiente ecuacién del error

er+1 = Bieg + Baei + Bsei + Byep + Olej),

1
donde By = (1 — a) (1—b1—b2+b2a—>. Si o =1 entonces By =0, y la
a1 + as — asx

ecuacién del error para la familia de métodos iterativos toma la forma

er1 = Byep + Biep + Bley + O[e}),

1 a
donde B} = <1 - — = b1> co. En este caso, si by = ! , entonces B = 0, y la ecuacién del

al ai

error resulta
"3 " 4 5
ex+1 = Bsey + Bie, + Olei],

2 2
ag —aj(—2+b2))c
donde Bj = (a2 — ai( 5 2)) 2 Se puede ver que si ay = a?(by — 2), entonces BY =0y
ay

eri1 = ((5—ai(ba —2)%)c3 — cacs) € + Olel),
por lo que el orden de convergencia es al menos cuatro. O

Sustituyendo los pardmetros dependientes la familia biparamétrica resulta

o = f(zr)
f(xx)’
_ 1 f () (a1 — 1) f(zk) + arbaf(yr) | f(yk)
T T )+ anbe — 2 f () 7 (ar) Py Y

A continuacién se van a analizar algunos casos particulares del esquema (4.2)

1. Si by = 2, el pardmetro a; desaparece y el esquema resultante es el método de Chun.

2. Si a; = 1, la férmula iterativa toma la forma

Thi1 = Y — fl@r) L S )] Fn)
" ) + 02— 2F () |+ Flaw) ) Flaw)

y se tiene una familia uniparamétrica que incluye los métodos originales como casos par-
ticulares: (a) si by = 2 aparece el método de Chun y (b) si ba = 0, el de Ostrowski.

3. Para cualquier a1 # 0 y bs = 0, la férmula iterativa es

Thil =Yg — flar) = 2(ar = 1) flye) fyr)
i flzr) —2a1 f(ye)  f'(xk)

Si se define —2(a; — 1) = 3, entonces —2a; = 3 — 2 y se obtiene la familia de King [19]

Tht1 = Yk — flar) +Bf (k) fyr) .
i f(fl:k) + (5 — 2)f(yk) f’(xk)
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40 4.1. La familia de Ostrowski-Chun de métodos iterativos

4. Para cualquier a1 # 0y be = 1, la formula iterativa resulta

Thit =y b f(@k) +(a1—1)f(l‘k)+a1f(yk) f(yr)
T ey | Fak) — aaf(un) f(xr) fzg)

En lo subsiguiente se pretende obtener una familia similar aproximando las derivadas como
diferencias divididas preservando el orden de convergencia, esto puede conseguirse mediante la
introduccién del operador diferencia dividida, usando la técnica descrita en [29].

Teorema 4.1.2 Sea f : I C R — R una funcién suficientemente diferenciable en el abierto
I, siendo & € I una solucidon simple de la ecuacion no lineal f(x) = 0. Entonces, la sucesion
{zk >0 obtenida usando la expresion

o = z— o)
f[zkaxk’]
(4.3)
Thit = e f () L buf(@e) +baf ()| f (o)
i alf($k) + CLQf(yk) f(xk) f[z;]€7 xk] ’
donde zp = x1, + f(x1)? y flew, 21] = f(zk)_i(xk), converge a £ con orden de convergencia al
2k — Tk

menos cuatro st o = 1, ag = a%(bg -2),bp=1- % y para todo ay y bs € R, con a1 # 0. La
ecuacion del error es

ept1 = (56— a1(—2 + b2)?)c3 — cacs + 7c3) e + Oleg],

F9©)
f'(€)

donde ey =z, — &, v = f'(§)*y Cq = <ql|>

,q > 2.

Demostracién: Usando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(zy) alrededor de &

2 = en+[ed 4 2caed + (3 + 2c3)eh + 2(cacs + ca)ep + (3 + 2cacq + 2¢5)es + Olef],
fz) = [ (©lex + (ca+7)el + (3 + dyea)eq, + (ca +7(5¢3 + 5es + yez))ey
+(c5 + v(2¢3 4 12¢a¢3 + 6¢4 + (4¢3 + 3e3)ef + O[el],
flawsan] = F(E)[1 4 2caer + (vez + 3ea)ef + (dea + (265 + 3e3))ef + Olex]”.

Sustituyendo estas expresiones en (4.3), se obtiene el siguiente resultado para y
ye = (1 — a)ep + acaes + a2c3 — 2¢3 + yez)es + ades — Teacs — i + 3eq + 3vyes)eq + Olel].
Desarrollando en serie de Taylor de nuevo

k) = F/(€)(Arex + Azef + Asef, + Auey) + Olef],
donde A1 = 1 —a, Ag = (1 — a + a?)ez, A3 = a(y — 2acz)ca + (1 — a + 3a? — ad)eg y
Ay = (1—a+6a®—4a3+a*)es + a(3yes + (1 —2a)c3 + 5acs + a(3a — 10)cacs). Usando estos

resultados se llega a la siguiente ecuacién del error para el método iterativo (4.3)

ert1 = Bieg + Baeq + Bsej + Byep + Olej)],
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4. Obtencién de la familia de Ostrowski-Chun de métodos iterativos 41

1
donde B; = (1 — «) (l—bl—bg—i—bga—).
a1 + ag — asxy

Si a =1, entonces B; = 0 y la ecuacién del error es
ert1 = Bhej + B + Biey, + Olejl],

1 a; — 1
donde Bj, = <1 - = b1> co. En este caso, si by = 17, B!, = 0y se obtiene para la ecuacién
al ai

del error
ers1 = BYep + Blep + Ole}l,

as — a3 (—2+ by)) c3

donde B} = ( 5 2. Se puede ver que si ag = a2(by — 2), entonces B} =0y

ay
epr1 = (5 —ar1(—2 + b2)?)c3 — cocy — 'ycg)e% + Olej], (4.4)
por lo que el orden de convergencia es al menos cuatro. [l

De manera que la férmula iterativa para la familia biparamétrica es

L S
Y = k f[zkymk]7
(4.5)
. - 1 f(zk) n (a1 — 1) f(or) +arbaf(ye) | f(yr)
s " ar [f(ar) +ar(bz — 2) f(y) f(xk) flek, k]

Del mismo modo que en el caso de la familia con derivadas, se pueden definir los siguientes casos
particulares

1. Si by = 2, entonces el pardmetro aq se cancela en la expresion iterativa, lo que corresponde
a la versién libre de derivada del método de Chun (CM2).

2. Cuando a1 = 1, la férmula iterativa toma la forma

Thi1 = Y — flar) n baf (yw) | f(yk)
' f(@r) + (b2 = 2) f(y) flzk) | flzk, xk]

y se tiene una familia uniparamétrica con versiones libres de derivada de los esquemas
originales

(a) si by = 2, aparece la version libre de derivada del método de Chun, cuya expresién
iterativa es

fxg) +2f(yr)  fyr)

TR TR T T ) ek an)

(b) si ba = 0, se obtiene la versién libre de derivada del método de Ostrowski (OM2)

o = f(xk) Flyr)
- fa) = 2f (k) fl2r, vk]
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42 4.2. Extensidon a sistemas de ecuaciones no lineales

3. Sia; # 0y by =0, el método iterativo toma la forma

f(zg) —2(ar = 1) f(ye)  f(yr)
flzk) = 2a1f(yk)  flog, ox).

Si se introduce la notacién —2(a; — 1) = 3, entonces —2a; =  — 2 y se obtiene la versién
libre de derivada de la familia de King

LTh4+1 = Yk —

Tl = Yg — f(@k) + Bf(yk) f(yx)
' fQ) + (8 —2)f(yx) flon, ox]

4. Siay # 0y by =1, el método iterativo resultante es

et =y — 1 f(zr) i (a1 — 1) f(zx) +arf(yr) ] flyk)
* ar | f(zk) — arf(ye) flxy) flzk, zx)

4.2 Extension a sistemas de ecuaciones no lineales

El objetivo de esta seccién es obtener una generalizacién de la familia (4.1) a problemas de més
de una variable, preservando el orden de convergencia local. La extensién al caso multivariable
requiere reescribir la expresién iterativa de forma que no existan evaluaciones funcionales en
el denominador, ya que se convertirdn en vectores en el caso de mas de una variable. Para
este fin se va a usar el operador diferencia dividida, que como se va a ver permite eliminar las
evaluaciones funcionales del denominador.

Del primer paso del proceso iterativo y = xp — j{,(é’;)), f(xr) puede ser expresado como f(xy) =
L — yi) f/ ().

Teniendo en cuenta que de la definicién del operador diferencia dividida

f(yk) = (Y — 1) flon, ye| + f(7r),

se puede reescribir el cociente ;Eg’;% como
f(yk) flor yil
=1—-a———. 4.6
o) ) o)

Para eliminar las evaluaciones funcionales del denominador de (4.1) se puede dividir el numerador
y el denominador del primer sumando del segundo paso entre f(yx) y desarrollar el segundo
sumando, de forma que se obtiene

f(zk)
o) k) | f(ye)
Tl =Y — | ———— + b1+ b2 )
al]}((z:g + ay flog) | f/(wr)
multiplicando ahora numerador y denominador del primer sumando por %, introduciendo el

cociente (4.6) y simplificando
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1
flzk. Y]

a] + as —agam f/(xk) f/(wk‘)

Thtl = Yk — (4.7)

De esta forma solamente hay una derivada y un operador diferencia dividida en el denominador,
que se convertiran en matrices en el caso multivariable.

Escribiendo la expresién (4.7) en notacién de sistemas de ecuaciones, tal y como se ha visto en
el Capitulo 2, la familia (4.1) es extensible al caso de varias variables

Yk = 2B _ o [F (e F (=)
#0615 W) + Ga@® ) [F W) FE®), @)
donde
-1
Gi(a®,y ) = [(a1 + )T = aaa[F' (™) ™),y @ F)|

Go(@ ™, y®)) = (b1 + bo) I — abo[F'(a )] 2™, y®); F],

y [aj(k) L yk); F] denota la matriz del operador diferencia dividida de F' en z®) v y*) | T es la matriz
identidad y F’ (az(k)) es la matriz Jacobiana del sistema. Para probar el siguiente resultado y
por simplicidad se va a usar la notacién introducida en [37].

Teorema 4.2.1 Sea F': Q CR™ — R™ una funcién suficientemente diferenciable en el convexo
Q y & e Q la solucion de F(x) = 0. Suponiendo que F'(z) sea continua y no singular en §.
Entonces, la sucesidn {:r(k)}kzg obtenida usando el esquema iterativo (4.8), converge a & con un
orden de convergencia de al menos cuatro st o =1, as = a%(bg —-2), 01 =1-— a—ll y para todo ai
y ba €R con a1 # 0. La ecuacidon del error es

eps1 = —[(ar(by — 2)% — 5)C35 + CoCsled + Olel],

donde e, = ) — ¢ y Cy = <ql‘) [F'())1F@(¢), ¢ > 2.

Demostracién: Usando el desarrollo en serie de Taylor alrededor de &
F(a®)) = F'(¢)(ex + Cae} + Cse} + Cuel) + Ole},

F'(z®)) = F'(&)(I 4 2Chey, + 3C3e? 4 4C4€3) + Oley],
y asumiendo
[F (2™ = (T + Xaeg + Xaej, + Xae])[F()] 7" + O(el),

como [F'(z®))]71F'(z(®)) = I, se obtiene Xy = —2Cy, X3 = 203 —3C3 y X4 = —4C4+6C3C, —
402 + 6C2C3. Estas expresiones permiten obtener

y®) = 28— o[F (N TE(@R) = ¢ + (1 — a)e®) — a(Age} + Ase} + Agel) + Ole}], (4.9)
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44 4.2. Extensidon a sistemas de ecuaciones no lineales

donde A2 = —CQ — Xg, A3 = —C3 — CQXQ — X3 y A4 = —04 — CgXQ — 02X3 + X4. Usando
(4.9) y el desarrollo en serie de Taylor alrededor de £ se obtiene

F(y®) = F'(§)(Biex + Baef + Bseil + Bacy) + Olef),

donde By = 3, By = (a + ,82)02, Bs = —aAs + 2a8C A3 + 304520302 + ,3404, By = —aAy +
a?C3 —2aBCy A3+ 3ap%C3C —2+3*Cy y B =1— . Se calcula el desarrollo en serie de Taylor
de [z®), y®); F] utilizando (4.9)
[0 ). F] = F'(¢) [I + Dsey, + Dzei + D4ei] + Oled],
donde Dy = (2 — a)Cy, D3 = aC? + (3 — 3a + a?)C3 y Dy = 2aC5C3 + a(3 — 2a)C3Cy — (4 —
6 + 40 — o)Cy. Entonces,
M = (a; + a2)I — aaa[F' (™)) z® 40 F] = a) + Eaey, + Ese? + Eqe} + Ole],
donde Ey = aasCy, B3 = aCs + a(a — 3)C3 y Ey = 6aCyC3 — 2003 — 4Cy + 5a(2 — a)C3Cq +
(4 — 6a + 40 — a®)C3C}. Se obtiene Gy (z*),y*)) como la inversa de la matriz M
G1 (™, y®)) = T 4 Yaey, + Yze2 + Yie} + Oled],

donde Y3 = %02,1/3 adz

y

aa
2 —[(@az—3)C3+(a—3)Cs, Yy = a—gz[(Sal +3aaias+3aaz—a?a3)Ci|
1 1

Go(z® y®)) = by + Foep + Fze? + Fuel + Fyep + Ole}],
donde Fy = abyCy, F3 = —aby[3C% — (a—3)C3] y Fy = ba[a(6 — 4o+ a?)Cy — 6a(2 — ) C3Co +
4(a+1)C3 — 6(a + 1)CaC3).

De esta forma se obtiene la ecuacion del error del método propuesto

ent1 = Hiey + Hael + Hse} + Hyel, + Olep],

1

donde Hy = —(1+4ai(by —1))(aw — 1). Si w =1, entonces H; = 0 y la ecuacién del error toma
ay

la forma

ex+1 = Hyef + Hieq + Hjep, + Oley),

al—l

1
donde H| = ——(1 + ai(by — 1))Cy. Se observa que si by =

introduce este Valor de b; se obtiene la nueva forma de la ecuacion del error

, entonces Hy = 0. Si se

" _3 " _4 5
err1 = Hy'ep + Hy'e + Oley],

as — a%(bg — 2)

2

donde HY' =
ay

C3. Finalmente, si ay = a3(bs — 2), la ecuacién del error es

epr1 = —[(a1(by = 2)? = 5)C5 + C2C3le;, + Olej]
por lo que la familia tiene un orden de convergencia de al menos cuatro. [l

Con las suposiciones hechas en el resultado previo el esquema iterativo de la familia bi-
paramétrica (4.8) resulta

g = 2~ [P0 P ),
D=y G,y ) F (@) R W), (410)
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donde

1 -1
Ga®,y®) = [0+ abs = 20)] = ar(br = IF W) W,y P

+i ((al +arby — )T — arbo[F' (20 7Lz k) ), F]) ,
ax

y a1 y by son parametros libres, con a; # 0.

A continuacién se proponen algunos casos particulares

1. Igual que en el caso escalar, si by = 2
G®,y®) = 31— 2[F'(z®)] 7 2™,y ®; F

y el esquema resultante es la extensién del método de Chun para sistemas de ecuaciones
no lineales (CM3).

2. Sia; =1y by arbitrario

Gz®,y®Y = [(by — 1)I = (by — 2)[F'(z®)] 1z ®), y®); |1
F bol — bo[F' (™) ®), y®), ),

y se obtiene una familia uniparamétrica. Algunos casos particulares de esta familia son
los siguientes

(a) Sibg =2, aparece el método de Chun transferido a sistemas de ecuaciones
2D = y® — (1= 2P (@) @,y @ F]) [P @) P 0.

(b) Si by = 0, se obtiene el método de Ostrowski transferido a sistemas de ecuaciones
(OM3)

-1
2D = y® — (<420 @) 72,y D F)) ) ™).

3. Para cualquier a1 20y by =0

a1—1 -1

G, y®) = 21 4 o (1 - 200)T + 203 (@P] 7 [, 4 ; F]

ai

4. Para cualquier a; 0y by =1

1 _ _
20 =0 - a) b F ) Wy F)| )P ®)

[ = DI = [P ®, o F) (@) F W)
a
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46 4.3. Pruebas numeéricas

4.3 Pruebas numéricas

Se va a mostrar el comportamiento numérico de los métodos propuestos, primero en varios
sistemas de ecuaciones académicos, y posteriormente en un problema de aplicacién. En las
pruebas se ha utilizado precision aritmética variable con 4000 digitos de mantisa para las pruebas
con sistemas no lineales, y con 1000 digitos de mantisa en las pruebas con ecuaciones no lineales.
Se ha utilizado el software MATLAB R2013a y el orden de convergencia computacional (ACOC)
como aproximacion del orden de convergencia

_ In(llz®F — 20 /]]a® — 2* V)
 In(fJa® — 2D /[l t=1) — g E=2)]])°

4.3.1 Problemas académicos

Se va a comprobar el comportamiento de diferentes miembros de la familia de métodos de
Ostrowski-Chun, primero los métodos para ecuaciones con derivadas MA1, MB1 y MC1, pos-
teriormente los métodos para ecuaciones sin derivadas MA2, MB2 y MC2, y finalmente los
métodos para sistemas MA3, MB3 y MC3. Todos estos métodos se compararan con métodos
conocidos. Las pruebas se realizaran sobre cuatro ecuaciones y cuatro sistemas académicos.

1. Métodos para ecuaciones con derivadas:

fr)? = 2fwe)®  f(uw)
few) [f (2r) — 2f (ye)] /()

a) MAL: a1 =2yby=1, zp41 = yp —

S(xr)® +3f (@r) f () + 66 (wr)* f(yx)
f(@e) [f(zx) + f(yr)] f(xx)’

b) MB1: a1 = -1y by =1, 241 = yp —

Sler)> = 8f(we)*  f(uk)
fQr) [f () — 2f (ye)] f/(2x)’

C) MCl: a1 =—-1yby=4, zp4r1 = yr —

donde y;, es el paso de Newton. En estas pruebas numéricas se van a comparar los métodos
MA1, MB1 y MC1 con los métodos de Newton (NM), de Ostrowski (OM), de Chun (CM)
y de Jarratt (JM). En las Tablas 4.1 y 4.2 se muestran los resultados para cada funcién
de prueba, z( es la estimacién inicial y £ es la soluciéon aproximada. Se puede ver que
se obtiene un ACOC igual a cuatro para todas las funciones de prueba y para los tres
métodos estudiados, como se esperaba.
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4. Obtencién de la familia de Ostrowski-Chun de métodos iterativos 47

Tabla 4.1: Funciones de prueba y resultados numéricos para métodos con derivada

filz) =sinz —2? + 1, 2o = 1 y £ ~ 1.409624004002596
Método p Iter | |zpy1 — o |f(zraq)]
NM | 2.0000 | 10 | 1.867e-273 5.205e-546
JM 4.0000 | 5 7.315e-139 1.307e-553
OM | 4.0000 | 6 3.774e-196 4.751e-782
CM | 4.0000 | 5 4.093e-139 1.268e-554
MA1 | 4.0000 | 5 1.389e-178 5.588e-716
MB1 |4.0000 | 7 | 2.005e-959 2.697e-2,008
MC1 | 4.0000 | 5 3.938e-090 4.497e-358
fo(z) = 2% —exp(z) — 32 + 2, 9 = 0.8 y £ ~ 0.257530285439861
Método p Iter | |zpp1 — ok |f (1)
NM | 2.0000 | 8 4.472e-190 7.062e-380
JM | 4.0000 | 5 | 1.756e-258 1.622¢-1,033
OM | 4.0000 | 5 7.970e-271 1.909e-1,083
CM 4.0000 | 5 3.475e-286 3.363e-1,114
MA1 | 4.0000 | 5 8.287e-257 9.502e-1,027
MB1 | 4.0000 | 6 | 8.005e-1065 0.0
MC1 | 4.0000 | 5 4.385e-266 2.889¢-1,064

Tabla 4.2: Funciones de prueba y resultados numéricos para métodos con derivada

fs(z) =cosx —x, xog =1y £ ~ 0.739085133215161

Método | p | Tter | [wpi1 — x4 |f(@r41)]
NM 2.0000 | 8 7.118e-167 1.872e-333
JM 4.0000 | 5 4.214e-296 1.350e-1,183
oM 4.0000 | b 1.102e-268 1.693e-1,073
CM | 4.0000 | 5 1.632e-299 2.793e-1,197

MA1 | 4.0000 | 5 1.594e-309 1.599e-1,237
MB1 | 4.0000 | 6 | 1.026e-1093 1.349e-2,008
MC1 | 4.0000 | 5 2.233e-273 2.409e-1,092

fa(z) = cosz —xexpr + 2% 19 = 0.5 y £ ~ 0.639154096332008

Método p Iter | |zpy1 — ok |f(xra1)]
NM 2.0000 | 9 1.068e-243 2.168e-486
JM 4.0000 5) 4.140e-293 1.019e-1,170
oM 4.0000 | 5 3.505e-182 7.589¢-726
CM 4.0000 | 5 5.909e-289 4.679¢e-1,154

MA1 | 4.0000 5) 3.485e-254 1.219e-1,014
MB1 | 4.0000 | 5 1.929e-770 1.349e-2,008
MC1 | 4.0000 | 5 2.034e-196 6.597e-783

2. Meétodos para ecuaciones libres de derivadas:

Se van a estudiar los miembros de la familia libre de derivada
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48 4.3. Pruebas numeéricas

@) —2f(we)®  flyw)
for) [f (xr) = 2f (yr)] fl2k ]

a) MA2: a1 =2y by =1, 211 =yp —

J(@i)? 4 3f () f(yr) + 6./ (ye)®  f(yk)

b) MBZ: a1 = =Ly bo =L @it =y = =50 ST ST fum] Floeoa]

flar)? —8f(ye)®  f(yw)
fog) [f(xr) = 2f (yr)] flzn, wx]’

C) MC2: a1 =—-1yby=4, zp41 = yr —

f(on) Flonza] = f(zw) — f (1)
flzk, 2k 2k — T
se compararan con otros métodos libres de derivada: el método de Steffensen (SM), el
LZM, el CT4 (cony=1,a=1,b=1,¢c =1y d = 0), el método de Ostrowski en su
versién libre de derivada (OM2) y el de Chun en su versién libre de derivada (CH2). Los
resultados obtenidos se muestran en las Tablas 4.3 y 4.4.

donde y, = zp — y zx = zx + f(21)?. En este caso

Tabla 4.3: Funciones de prueba y resultados numéricos para los métodos libres de derivada

filr) =sinz —2? + 1, 1 = 1 y £ ~ 1.409624004002596
Método | p | Tter | |z — o4l |f (@)

ST 2.0000 | 10 | 3.249e-274 2.615e-547
LZM | 4.0000 | 5 5.953e-239 5.950e-954
CT4 |4.0000 | 5 6.200e-151 1.855e-601
OM2 | 4.0000 | 6 5.935e-277 6.793e-1,105
CM2 | 4.0000 5) 1.012e-91 3.771e-364
MA2 | 4.0000 | 6 8.754e-246 3.492e-980
MB2 | 4.0000 | 6 2.311e-240 5.332e-959
MC2 |4.0000 | 5 3.938e-90 4.497e-358

Fa(2) = 27 — oxp(x) — 37 + 2, 70 = 0.8 y € ~ 0.257530285439361
Método P Iter | |wgy1 — 24 | f(Tpy1)]

ST 2.0000 | 9 3.979e-175 1.554e-349
LZM | 4.0000 | 5 4.687e-163 6.775e-651
CT4 | 4.0000 | 5 1.336e-166 4.202e-665
OM2 - n.c. - -

CM2 | 4.0000 | 10 | 4.367e-111 1.697e-442
MA2 - n.c. - -
MB2 | 4.0000 | 5 4.436e-266 3.025e-1,064
MC2 | 4.0000 | 5 4.385e-266 2.889e-1,064
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Tabla 4.4: Funciones de prueba y resultados numéricos para los métodos libres de derivada

fa(x) =cosx —x, o =1y & ~ 0.739085133215161

Método p Tter | |xgpy1 — 2k |f (1)
ST 2.0000 | 8 | 4.380e-178 4.776e-356
LZM | 4.0000 | 4 1.190e-84 1.460e-338
CT4 | 4.0000 | 5 6.809e-309 4.167e-1,235
OM2 | 4.0000 | 5 2.492e-238 7.160e-952
CM2 | 4.0000 | 5 1.281e-286 3.064e-1,145
MA2 | 4.0000 | 5 1.433e-231 8.582e-925
MB2 | 4.0000 | 5 1.154e-237 1.717e-1,093
MC2 | 4.0000 | 5 2.233e-273 2.409e-1,092
fa(z) =cosz —xexpr+ 2% 19 = 0.5 y € ~ 0.639154096332008
Método 14 Tter | [zgi1 — 2] f (2h41)]
ST 2.0000 | 9 1.412e-219 5.402e-438
LZM | 4.0000 ) 1.071e-256 1.266e-1,024
CT4 | 4.0000 5) 1.242e-276 1.671e-1,104
OM2 | 4.0000 | 5 2.656e-209 4.187e-834
CM2 |4.0000| 5 3.987e-220 9.449e-878
MA2 | 4.0000 | 5 2.132e-207 1.980e-826
MB2 | 4.0000 | 5 | 3.318e-193 4.676e-770
MC2 | 4.0000 | 5 2.034e-196 6.597e-783

También en este caso se obtiene un ACOC igual a cuatro para todas las funciones de
prueba y para los tres métodos estudiados.

3. Métodos para sistemas:

En el caso multivariable se van a estudiar los métodos de la familia (4.10) correspondientes
a los siguientes valores de aj y bo:

a) MA3: alzgbe:O
b) MB3: a; =1yby=1
c) MC3: a1 =1y by =3

En estas pruebas numéricas se compara la extensién a sistemas de los métodos de Os-
trowski (OM3) y Chun (CM3) y los métodos MA3, MB3 y MC3, con el método de Newton
(NM), Jarratt (JM) y Traub (TM) en su versién multivariable. Segin se propone en [21],
para preservar el orden de convergencia local se usan diferencias divididas simétricas en
la implementacién del operador diferencia dividida, que se puede ver en el Anexo 9.5.

En las Tablas 4.5 y 4.6 se pueden ver los resultados obtenidos para los miembros de
la familia sobre todos los sistemas de prueba, ademéds del ACOC, se muestra también el
nimero de iteraciones necesarias y dos estimaciones del error, ||zt —z®) || y || F(z*+D))|.
El criterio de parada ha sido que el valor de la funcién en la aproximacién de la raiz o la
diferencia entre dos iterados sucesivos sea menor que 1077,
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Fi(x1,22) = (expx1 exp xy + &1 cOs g, 1 + xg — 1)

20 = (3, —2)

y & ~ 3.4675009642402, & ~ —2.4675009642402

Método 0 iter | ||aFD — (]| | F (x*FD)]]
NM 2.0000 | 9 1.141e-397 4.802e-795
™™ 3.0000 | 6 2.905e-336 5.671e-1008
JM 4.0000 | 5 5.597e-254 5.671e-1008

OM3 | 4.0000 | 5 3.978e-266 5.671e-1008
CM3 | 4.0000 | 5 9.701e-261 5.671e-1008
MA3 | 4.0000 | 5 3.749e-268 9.301e-1072
MB3 | 4.0000 | 5 7.966e-262 3.762e-1046
MC3 | 4.0000 | 5 7.972e-262 3.773e-1046

Fy(z1, 22, 23, 24) = (123 + x4(22 + x3), 1123 + T4(21 + 23),
X129 + 1'4(.1'1 -+ 1’2),3311‘2 + X123 + Toxz — 1), LL'(O) = (1, 1, 1, —05)

y & =& =& = 0.5773502691896257,

& = —0.2886751345948129

Método 0 iter | ||aFD — 2] | F (x*FD)]]
NM 2.0000 | 11 4.407e-586 3.007e-1008
™ 3.0000 | 7 3.003e-341 2.835e-1008
JM 4.0000 | 6 4.407e-586 2.835e-1008

OM3 | 4.0000 | 6 4.407e-586 2.835e-1008
CM3 | 4.0000 | 6 9.920e-425 0.0

MA3 | 4999 | 5 7.717e-340 4.202e-1697
MB3 | 4.0000 | 6 6.486e-447 1.508e-1785
MC3 | 4.0000 | 6 1.555e-442 4.982¢-1768

Tabla 4.5: Funciones de prueba y resultados para los sistemas F; y F5
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F3(z1,m9) = (2% — 2y — 25 — 1, —sinwy + 1),
2 = (-0.15, —0.15)
y & ~ —0.8452567390376772, & ~ —0.7481414932526368

Método 0 iter | ||aFD — 2] | F (x*+D)]]
NM 1.9995 | 11 3.892e-594 0.0
™™ 29972 | 7 4.061e-266 6.803e-798
JM 3.9754 | 6 2.257e-476 5.845e-1008

OM3 | 39874 | 6 8.591e-480 5.845e-1008
CM3 | 39770 | 6 2.545e-240 3.598e-960
MA3 | 39831 | 5 6.832e-184 1.298e-734
MB3 | 4.0078 | 6 1.531e-274 2.237e-1096
MC3 | 4.0097 | 6 3.831e-244 6.833e-974

Fy(z1, w9, w3) = (2] + 23 + 25 — 9, z12903 — 1, o1 + 19 — 73),
2 = (2, =15 —0.5)
y &1 ~ 2.140258122005175 & ~ —2.090294642255235,
&3~ —02235251210713019

Método P) iter | ||aFD — 2] | F (z*FD)]]
NM 2.0002 | 11 4.822e¢- 478 3.078e-955
™ 3.0000 | 8 1.534e-311 3.709e-933
JM 4.0009 | 6 3.163e-477 4.454e-1007

OM3 | 4.0010 | 6 8.695e-479 2.286e-1007
CM3 | 39996 | 7 2.695e-475 2.273e-1007
MA3 | 3994 | 6 7.193e-566 2.696e-2008
MB3 | 39998 | 7 2.890e-628 2.224e-2007
MC3 | 4.0000 | 10 3.285e-288 1.729e-1150

Tabla 4.6: Funciones de prueba y resultados para los sistemas Fj y F}

En general los resultados numéricos confirman los teéricos. Los métodos propuestos tienen
igual o mejor desempernio que el de Jarratt, un método también de orden 4. Ademsds, las
versiones transferidas a sistemas de los métodos de Ostrowski y Chun también presentan
un buen comportamiento.

4.3.2 Problema de la interaccion molecular

Para abordar el problema de la interaccién molecular (ver [34])

Ugy + Uy = u?, (z,y) € ]0,1] x [0,1] (4.11)
u(z,0) = 20—z + 1, u(z,1) =2
u(0,y) = 29" —y + 1, u(l,y) = 2.

es necesario resolver un problema de valores en la frontera con una ecuacién en derivadas parciales
de segundo orden. Para estimar su solucion de forma numérica se han utilizado diferencias
divididas centrales para transformar el problema en un sistema de ecuaciones no lineales, que se
resolverd con los métodos que se han propuesto.
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El proceso de discretizacién por diferencias centrales lleva al sistema de ecuaciones no lineal

Uil — 4+ Uit + U1 + U i1 — hQU?Vj 1=1,...,nx, 7=1,...,ny, (4.12)
donde u; j denota la estimacién de las incoégnitas u(x;, y;), ; = ih con i =0,1,...,nx, y; = jk
y 7=0,1,...,ny, son los nodos en ambas variables, nz y ny son el nimero de subintervalos, y

_ 1 _ 1

En este caso se fija nx = ny = 4, por lo que se genera una malla de 5 x 5. Como las condiciones
de contorno proporcionan el valor de las incégnitas en los nodos (zo,¥;), (x4, y;) para todo j,
y también en (z;,yo0), (zi,y4) para todo i, quedan solamente nueve incégnitas, que se pueden
renombrar

Tr1 = U11, T2 =U21, 3 = U3,1,T4 = UL,2, T5 = U22, T = U32,T7 = U1,3, T = U23, L9 = U3,3.
Por lo tanto, el sistema se puede expresar de la forma

F(x) = Az + ¢(x) —b =0,

donde
M —-I 0 4 -1 0
A=| -1 M -I , M= -1 4 -1 ], o) = (2} q23...,23)7,
0 —-I M 0 -1 4

I es la matriz identidad 3 x 3 y b = (%, 1, %7, 1,0, 2, %, 2, 4)T. Se va a comprobar el rendimiento
de los métodos mediante pruebas numéricas, utilizando aritmética de precisién variable con
1000 digitos de mantisa y con criterio de parada ||[F(z**tD)|| < 10770 o ||z+D — 2| <
10779, En la Tabla 4.7 se presentan los resultados numéricos para el problema de la interaccién
molecular (4.12). Se muestran el orden de convergencia computacional, el nimero de iteraciones,

la diferencia entre las dos ultimas iteraciones y el valor de la funcién en la iltima iteracién.

2@ =(1,..., )7

Método p iter | ||z®+D — || [ || F(x®FD)]]
NM 1.9999 | 9 1.482e-413 6.448e-828
™™ 2.9988 | 6 1.153e-355 2.545e-1007
JM 3.9954 | 5 1.482e-413 1.976e-1007
OM3 | 39964 | 5 1.482e-413 1.618e-1007
CM3 | 39959 | 5 1.998e-353 1.618e-1007
MA3 | 4.0519 | 5 5.362e-510 1.707e-2007
MB3 | 3.9960 | 5 7.123e-362 1.049e-1449
MC3 | 3.9960 | 5 3.110e-362 3.811e-1451

Tabla 4.7: Resultados numéricos para el problema de la interaccion molecular

Se puede ver como todos los nuevos métodos convergen a la solucion del problema, que aparece
en la Tabla 4.8. También se puede observar que el menor error corresponde al método MA3,
que duplica el nimero de digitos exactos respecto al resto de los métodos.
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£

Ui
U21
U3
Uy,2
U2 2
U3 2
Uy,3
U2,3
Uz 3

1.0259117. ..
1.2097139. ..
1.5167030. ..
1.2097139. ..
1.3877038. ..
1.6258725. ..
1.5167030. ..
1.6258725. ..
1.7642995. . .

Tabla 4.8: Solucién aproximada

Los resultados numéricos confirman el orden de convergencia tedrico. Se puede concluir que los
nuevos métodos iterativos tienen un buen comportamiento al resolver ecuaciones y sistemas de
ecuaciones no lineales. En el ejemplo de aplicacion, los nuevos métodos han mostrado buena

estabilidad y precisién en los resultados.

En este capitulo se han presentado dos nuevas familias de métodos iterativos para la resolucion
de ecuaciones no lineales, con y sin derivadas. Ademds, de la primera familia se ha obtenido
una clase de métodos iterativos que permiten resolver sistemas de ecuaciones no lineales.
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Capitulo 5

Analisis dinamico de la familia
biparameétrica de Ostrowski-Chun

En este capitulo se va a realizar un estudio dindmico de la familia biparamétrica de métodos
iterativos de Ostrowski-Chun (OC), definida en el Capitulo 4!.

En el Capitulo 3 se estudié la dindmica compleja de una familia uniparamétrica de métodos
iterativos, la familia de King. En este capitulo se va a hacer un anélisis similar con una familia
biparamétrica: se va a estudiar un polinomio genérico de grado 2, ya que como se probara mas
adelante, la familia de Ostrowski-Chun cumple el Teorema del Escalado, que permite generalizar
el comportamiento dindamico de la familia sobre cualquier polinomio cuadratico.

Al tratarse de una familia biparamétrica serd necesario adaptar algunas de las herramientas
dindmicas que se introdujeron en el Capitulo 3. En particular, en los planos de pardmetros y en
los diagramas de estabilidad se van a considerar solamente valores reales de los parametros.

Como se vio en el Capitulo 4, la familia de Ostrowski-Chun puede ser extendida a sistemas
de ecuaciones, por lo que finalmente se van a aplicar diferentes miembros de la familia a un
problema. aplicado, la resolucién de la ecuacién de Bratu previa discretizacién, para confirmar
los resultados del estudio dinamico.

5.1 Teorema del escalado y analisis de los puntos fijos
y criticos

Se va a empezar probando que la familia de métodos OC cumple el Teorema del Escalado,
posteriormente se harda un estudio analitico de los puntos fijos y de los puntos criticos y se
usaran herramientas dinamicas como planos dinamicos y planos de parametros para confirmar
los resultados.

En el Capitulo 4 se disend la familia biparamétrica de métodos éptimos

1Resultados parciales de este capitulo forman parte del articulo Stability of a fourth order bi-parametric
family of iterative methods publicado en Journal of Computational and Applied Mathematics [72] y
presentados en el congreso internacional CMMSE 2015
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et = U — 1 [ f(zk) . (a1 —1)f(z1) + a1bzf(yk)] f(yk)
T [+ aabe 2 F () F(0) F()
donde y;; es el paso de Newton. El operador K ¢ correspondiente a la clase OC es
- 1 f(z) (a1 —1)f(z) + alef(y)} f(y)
B =v=2 | Frrae o ¢ e Fey Y
donde y = z — JJ:,<(Z)) para z € C.

El Teorema del Escalado permite equiparar el comportamiento dindmico de dos operadores si
estan relacionados por una transformacién afin.

Teorema 5.1.1 (Teorema del Escalado para la familia de OC) Sea f(z) una funcion
analitica en la esfera de Riemann y T(z) = az+ [ una transformacion afin. Si g(z) = (foT)(z),
entonces (T o K40 T 1) (2) = K¢(2) para cualquier z, es decir, K¢ es analiticamente conjugada
a K, mediante T

Demostracion: Es necesario demostrar que

es decir,
(T'o K,)(2) = (Ky o T)(2). (5.2)

El lado izquierdo de la ecuacién (5.2) resulta

(T i) =ax o = & (o ) S e
Para desarrollar el lado derecho se va a usar que de la definicién de g se tiene
9(z) = (f o T)(2) = flaz + B). (53)
Aplicando la regla de la cadena se puede escribir
J(2) = FTET(2) = FT(E)a (5.4)

/

Ademas, y = Ny(z) = z — g(z)) es el iterado de Newton. En el Capitulo 2 se ha probado que el
g (z

método de Newton cumple el Teorema del Escalado, es decir

f(NpoT)(z) = f(T o Ng)(2) = g(y),

por tanto, el lado derecho de (5.2) es

- 9(2) 1 ( 9(2) (a1 —1)g(z) + a1bzg(y)> 9(y)
KioT)(z)=az—« + 8- — + « ,
(KroD)) 7@ T g Tl - gl 9 7 ()
que coincide con el lado izquierdo de (5.2), como se pretendia demostrar. O
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Los Teoremas 5.1.1 y 2.2.4 establecen que un polinomio cuadrético puede transformarse mediante
una transformacion afin sin cambios cualitativos en el comportamiento dindmico del operador
asociado, por lo que para estudiar su comportamiento dindmico es suficiente utilizar el polinomio
cuadrético p(z) = 22 + ¢ sin pérdida de generalidad.

Aplicando el operador (5.1) sobre p(z) se obtiene la funcién racional
1 [

322° (422 + a1 (ba — 2) (¢ + 22))

+a1 (c+ 22) (b% (c+ z2)3 — 2by (63 + 2% —9e2t + 726)

—82% (¢* + 6¢2* — 32%))] (5.5)

Kq, py(c, 2) 822 (63 +5¢%22% + 15¢2* — 526)

que depende de ¢ y de los pardametros de la familia. Considerando la transformacion de Mdébius

z—iy/c
z+iy/c

h(z) = (5.6)

con propiedades

D h(ive) =0, i) h(—iye) = oo, iii) h(co) = 1.

se obtiene la clase de conjugacion cuyo representante es Og, 4, (2) = (h oKy by 0 h_l) (z), donde
Oa, by (2) es igual a

—2t ((z+1)? (2 +42+5) —a1 (b3 — b2 (2 + 422+ 52 +4) +2(z + 1)%(2 + 2)))
24 (al(bg — 2)2 — 5) + 23(—56L1(b2 - 2) — 14) — 222(2a1(b2 - 2) + 7) — Z(al(bg — 2) + 6) -1

que ya no depende de c.

Los puntos fijos de Og, »,(2) son las soluciones de la ecuacion Og, p,(2) = z, es decir: z = 0,
z = 00, que estdn asociados con las raices de p(z), y los puntos fijos extrafios z = 1, s1(aq, ba),
so(a1,b2), s3(ai,ba), sa(ai,bs), ss(ai, b2), se(a1,b2), donde los s;, dependen de aj y by, y son las
raices del polinomio

14 (7 — 2a1 + a1b2)z + (21 — 10ay + 5aibe)z* + (30 — 16a; + 6a1by + a1b3)z>
+(21 —10a1 + 5&1[)2)2’4 + (7 —2a1 + a1b2)25 + 25,

Las dos raices de p(z) después de la transformacién de Moebius, z = 0 y z = oo, son siempre
puntos fijos superatractores, ya que el orden de convergencia de la familia es 4, pero la
estabilidad de los puntos fijos extranos depende de los valores de a; y bo.

Para comprobar la estabilidad de los puntos fijos se pueden usar diagramas de estabilidad,
mostrados en las Figuras 5.1 y 5.2, que se construyen como una representacién tridimensional
de |0}, ;,(2)| en términos de valores reales de ay y bo.
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58 5.1. Teorema del escalado y analisis de los puntos fijos y criticos

Figura 5.1: Diagrama de estabilidad de z = 1 (a) y detalle (b)

El hecho de que los puntos fijos extranos sean atractores es un comportamiento que no es
deseable, ya que el método podria converger a ellos en vez de a una raiz de la ecuaciéon. Para
z = 1, en la Figura 5.1b, y para los otros puntos fijos extrafios, en las Figuras 5.2 y 5.3. Se
observa que existen combinaciones de pardmetros que pueden hacer que todos los puntos fijos
extranos sean repulsores simultaneamente. Se espera que estas combinaciones definan métodos
iterativos estables debido a la falta de puntos fijos extrafios atractores.

(a) [Og, b, (s1(a1,b2))] (b) 105, 5, (s2(a1, b2))]

Figura 5.2: Diagramas de estabilidad de los puntos fijos extrafnios s;(a1, by)
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S g R

(2) 10, p, (s3(a1, b)) (b) 105, , (sa(a1,b2))]

e
o

I
¥

— S/ -20

TG ?

3

(©) 10g, p, (s5(a1,b2))] (d) [0g, , (ss(a1,b2))]

Figura 5.3: Diagramas de estabilidad de los puntos fijos extranos s;(a;, by)

Es evidente que las raices del polinomio después de la transformacién de Moéebius, z = 0y z = oo,
son puntos criticos que tienen su propio componente de Fatou, pero existen en la familia otros
puntos criticos diferentes de z = 0 y z = oo, puntos criticos libres, algunos de ellos dependientes

de los valores de los pardmetros. Los puntos criticos libres de Og, p,(2) son z = -1y
1 [FE G E? -EBE\/G/F? H
CT‘LQ(al,bg):f —\/72:F 2 72‘1‘7\//74—*—64 ’
16 | F F F F F

16\ F F2 2 F F

1 [E G E* E\/G/F? H
crga(ar, be) = — T\ = F 2( +/+—64> ;

1

el ) = e Y

donde cry(a1,b2) = erafat, ba)

E = —=3a3(by — 2)% — 2ay (b3 — 24by + 44) + 80,

F =aj(by —2)? -5,

G = ai(by — 2)* (9a}(ba — 2)3 + 4a; (1963 — 56by + 36) + 196by — 72),
H

=32 (af(ba + 3) (b2 — 2)® + al (b3 + 16b, — 36) + 30).
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60 5.2. Planos de parametros

El comportamiento asintético de los puntos criticos juega un papel importante en la dindmica
del operador, ya que como se vio en el Capitulo 2, hay al menos un punto critico asociado
con cada componente invariante de Fatou. En la proxima seccién se construiran los planos de
parametros asociados a los puntos criticos libres independientes.

5.2 Planos de parametros

Como la existencia de las cuencas de convergencia viene determinada por el comportamiento
en el limite de los puntos criticos, se van a dibujar planos de parametros para observar el
comportamiento del método cuando la estimacién inicial sea un punto critico. El espacio de
parametros de un punto critico libre se obtiene haciendo corresponder cada punto del plano de
parametros con valores reales de a1 y bo, de manera que cada punto del plano representa un
miembro diferente de la familia de métodos iterativos. Los planos de parametros de la Figura
5.4 han sido creados usando una versién vectorizada de los programas de MATLAB utilizados
en [25], que se puede ver en el Anexo 9.7. Se han usado 800 x 800 combinaciones diferentes de a;
y by. Los puntos del plano que aparecen en negro corresponden a valores de los parametros para
los que el método iterativo asociado no converge a cero o infinito con una tolerancia de 1073
después de 500 iteraciones, tomando como estimacion inicial el punto critico libre. Los puntos
que aparecen en rojo convergen a cero o infinito, es decir, corresponden a métodos estables.

1 1

s bo) — —
cra(ay, by) y ers(ar, b) cry(ay, b2)

preimagen del punto fijo z = 1, existen solamente dos puntos criticos libres independientes. En
la Figura 5.4 se pueden ver los planos de parametros para dichos puntos.

Como cri(a,by) = , v el punto critico z = —1 es una

(a) z = cri(aq, ba) (b) z = cr3(ay, be)

Figura 5.4: Planos de parametros

Las combinaciones de parametros que corresponden a las regiones en rojo de los dos planos de
parametros son métodos estables, que conducen a una de las raices, mientras que las combi-
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5. Analisis dindmico de la familia biparamétrica de Ostrowski-Chun 61

naciones que corresponden a regiones en negro en alguno de ellos pueden conducir a puntos
fijos extranos o a dérbitas peridédicas. En este sentido, se puede afirmar que es posible encontrar
combinaciones estables de los pardmetros a; y be, por ejemplo en la mayor parte del primer
cuadrante de las Figuras 5.4, donde, segtin los diagramas de estabilidad, no existen puntos fijos
extranos atractores.

5.3 Planos dinamicos

Los planos dinamicos de las Figuras 5.5 y 5.6 han sido generados usando una malla de 400 x 400
puntos del plano complejo cuyos valores se han usado como estimacion inicial, y muestran las
cuencas de atraccién correspondientes a diferentes elecciones de los parametros. Se han escogido
combinaciones de pardmetros tanto en la regién en rojo como en la regién en negro de la Figura
5.4 para estudiar sus planos dinamicos asociados. En azul aparecen los puntos cuyas Orbitas
convergen a infinito y en naranja los puntos cuyas orbitas convergen a cero, con una tolerancia
de 1073. Los colores distintos del azul o naranja indican convergencia a puntos fijos extrafios,
mientras que el color negro indica que no hay convergencia a ningun punto fijo después de al
menos 40 iteraciones. Los planos dindmicos de esta seccién se han generado con un programa
que se puede ver en el Anexo 9.6.

Tras la transformacién de Mobius, las dos raices de p(z) son z = 0, en la cuenca naranja, y
z = oo, en la cuenca azul. Las Figuras 5.5a, 5.5b y 5.5c representan planos dindmicos que
corresponden a a; = 1y bo = 0 (método de Ostrowski) a a3 = 1y by = 2 (método de Chun)
y al método a; = 1 y by = 1 respectivamente, los tres en el primer cuadrante del plano de
parametros, en estos casos solamente aparecen las cuencas de atraccion asociadas con las raices

de p(z).

(a) a1 =1, by = 0 (Ostrowski) (b) a3 =1, by = 2 (Chun) (c)ar=1,by=1

Figura 5.5: Planos dinamicos para elementos estables de la familia

En la Figura 5.6 se han seleccionado métodos en las regiones en negro del plano de parametros,
por ejemplo a1 = —1, by = 3 (Figura 5.6a), donde se observan pequenas areas de color negro
en la frontera de las dos cuencas de atraccién, en este caso el método converge a una érbita
periddica de periodo 2. Si se selecciona a1 =1y by = -2y a1 = —0.75 y by = 8 en el espacio
de parametros, ambos en la regiéon en negro, se obtienen los planos dindmicos que se muestran
en las Figuras 5.6b y 5.6c. En la Figura 5.6b aparecen cinco cuencas de atraccién, tres de ellas
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62 5.4. Solucién numérica de la ecuacion de Bratu

corresponden a puntos fijos extranos, mientras que en la Figura 5.6¢ la cuenca de atraccion del
punto fijo extrano z = 1 es mayor que las cuencas de las raices del polinomio.

Re h : ) Re

(a) a; = —1, b2 =3 (b) a1 = 1, b2 =-2 (C) [ —0.75, b2 =8

Figura 5.6: Planos dindmicos de elementos inestables de la familia

Una vez terminado el andlisis de la estabilidad de la familia sobre polinomios cuadraticos, se va
a proceder a probar la validez de los resultados obtenidos con un problema aplicado, la solucién
de la ecuacién de Bratu.

5.4 Solucion numérica de la ecuacion de Bratu

Como se probé en el Capitulo 4, la familia de Ostrowski-Chun puede ser extendida para resolver
sistemas de ecuaciones F(z) = 0, donde F' : D C R"™ — R". Esto puede llevarse a cabo
expresando

Flye) _ Sl

Flan) )

para evitar la evaluacién funcional en el denominador. La expresion iterativa resultante es

y D = 2 —o[F(z®) 7 P (™),
gD = k) (Gl(x(kz),y(m+02(x(k>,y(k>>> [F' (2]~ B (y®),

donde
1
Gi(a®,y®) = = [(1+arby — 2a1)T — a (b — 2)[F @),y ®; Y]
1
Go(z®) k) = ai [(al +aiby — 1)I — albg[F'(x(k))]*l[a:(k),y(k);F]} .
1

En esta seccién se va a obtener una solucién numérica del problema de Bratu [28] aplicando
diferentes elementos de la familia de OC. La ecuacién de Bratu aparece en una gran variedad
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5. Analisis dindmico de la familia biparamétrica de Ostrowski-Chun 63

de aplicaciones, como por ejemplo el modelo de ignicién de motores de combustién interna, la
teoria de reacciones quimicas, o el modelo de Chandrasekhar de la expansion del universo, entre
otros. En el caso unidimensional, el problema de Bratu se reduce a

d2
%g+cw:0, 0<az<1 (5.7)

con las condiciones de contorno

para C' > 0. La solucién exacta de (5.7) viene dada por

cosh o
=21 .
u(z) =2 [cosh(oz(%: - 1))} ’ (5:8)
donde « satisface la ecuacién trascendente
4
cosha = —a. (5.9)

V20

La solucién de (5.9) puede encontrarse usando un método iterativo, por ejemplo el método de
Newton.

El problema de Bratu tiene dos soluciones para C' < C., aparecen dos ramas, llamadas rama
superior y rama inferior. Si C' = C. (donde C, =~ 3.513830719) solo hay una solucién, y si
C > C. no existe solucion. Para resolver la ecuacion de Bratu numéricamente, primero se va a
usar el método de las diferencias finitas para discretizar el problema, y posteriormente se va a
resolver el sistema de ecuaciones resultante utilizando diferentes elementos de la familia OC.
Usando diferencias finitas simétricas, la version discretizada del problema de Bratu es

Uit1 — 2ui + Uiy
72

+Ce% =0 i=1,2,..,n (5.10)

donde h = n%rl es el paso de discretizacién y ug = un4+1 = 0. Las incdgnitas de este sistema
no lineal son u;, ¢ = 1,...n, que denotan los valores aproximados de la funcién u en los puntos
xz; = 0+ih, i = 1,...,n. La discretizacién (5.10) conduce a un sistema de n ecuaciones no
lineales que se resolvera utilizando diferentes métodos para comparar su comportamiento. Los
resultados numéricos obtenidos para tres valores diferentes de C, n = 10 y v(9) = (0.5,...,0.5)
como estimacion inicial, se muestran en las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3. Ademaéas del nimero de
iteraciones y el error cometido, se calculard el orden de convergencia computacional (ACOC) de

cada método

In [+ — u®)]|/[ju® — u-))
In([[u® — u=D[[/[[ulF=D — u*=2)[)

pRp=
donde u® denota el iterado k-ésimo.
En las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3 se resuelve el sistema de ecuaciones de Bratu para diferentes valores

de C con el método de Newton, el de Jarratt, y con diferentes elementos de la familia OC. Se
ha usado aritmética de precisiéon variable con 100 digitos de mantisa, y un criterio de parada
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64 5.4. Solucién numérica de la ecuacion de Bratu

u ) — u®|| < 1072 6 |[F (D) < 1072,

Tabla 5.1: Solucién de la ecuacién de Bratu para C' = 2.65

Método p iter  [|Ju® D —u®|| [|F ()|
Newton 1.8501 6  1.70 x 1073 3.29 x 107%°
Jarratt 3.8089 4 1.67 x 10739 4.37 x 1074
Ostrowski n.c
Chun 3.7244 4 1.47 x 10739 3.25 x 1074
ar=1,by =1 3.7350 4 1.14 x 1073 2,57 x 10740
ay = 1,b2:—2 n.c
a1 =—1,bp =3 3.7155 4 3.64 x 10740 473 x 107%!
a; = —0.75,b0 =8 3.6212 4 2.67 x 107 4.73 x 10~%!
Para C' = 2.65, el método de Ostrowski y el elemento a; = 1,bo = —2 no convergen. Para
C = 3, el método de Chun y a; = —1,bs = 3 no convergen. A medida que C se aproxima a

C. la convergencia toma més iteraciones. Para C, = 3.35 todos los métodos convergen, pero los
métodos que han mostrado ser dindmicamente mas estables convergen con menos iteraciones.

El método correspondiente a a; = 1 y by = 1 parece ser muy estable, ya que converge para los
tres valores de C'y obtiene un valor preciso de la rafz, su valor de ||F(u**1)|| esta entre el de
los mejores métodos.

Tabla 5.2: Solucién de la ecuacién de Bratu para C' = 3

Método p iter  [|Ju® D —u®|| J|F ()|
Newton 1.9997 6 2.76 x 10736 2.37 x 1074
Jarratt 3.7798 4 5.97 x 10740 2,50 x 10740
Ostrowski 3.7758 4 3.22x 1073 2.39 x 10740
Chun n.c
ar =1,by =1 3.6596 4 1.71 x 1073 6.58 x 10740
a1 =1,by=—2 34314 4  244x107% 7.3 x 104
a1:—1,62:3 n.c
a; = —0.75,by =8 34683 4  1.35x107% 232 x 10~

Tabla 5.3: Solucién de la ecuacién de Bratu para C' = 3.35

Method p iter  [|Ju® D —u®|| [|F ()|
Newton 1.9991 7 1.33 x 10737 3.69 x 10740
Jarratt 3.6356 4 227 x 1073 3.31 x 10740
Ostrowski 3.6349 4 1.87 x 10735 2.60 x 1040
Chun 3.3686 4 4.12 x 10728 1.97 x 1040
ap=1,bpb=1 3.4106 4 2.93 x 1072 3.27 x 1070
ap=1,by——2 40211 5  1.90x 10739  3.40 x 1040
a1 =—1,bp =3 3.3336 4 415 x 10727 2.63 x 1070
ap = —0.75,bpb =8 3.8996 5 9.80 x 103 6.77 x 10740

Se puede comprobar que, en general, los métodos que mostraron un comportamiento dindmico
estable con un polinomio cuadratico han sido eficaces en el caso de la ecuacién de Bratu. Se
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han comparado los resultados obtenidos de métodos de la familia de Ostrowski-Chun con otros
métodos conocidos y se han obtenido resultados similares, incluso en algunos casos mejores. Por
ejemplo el método a; = 1, by = 1 converge en todos los casos, y el niimero de iteraciones y el
error cometido es igual que los métodos de comparaciéon con el mismo orden de convergencia.
En cambio el método de Chun, que habia mostrado ser muy estable en el caso de un polinomio
cuadratico, no converge para C' = 3, y también se puede observar que métodos que no son
eficaces sobre polinomios, por ejemplo el a; = —0.75, bo = 8, si lo son en caso de la ecuacién de
Bratu.

Este hecho lleva a plantear la posibilidad de que sean necesarios mas elementos, ademas del
estudio de la dinamica compleja, para decidir si un determinado método es eficaz en el caso
multidimensional. En el capitulo siguiente se va a llevar a cabo un estudio de la dindmica real
de la familia de métodos de Ostrowski-Chun que permita verificar el comportamiento de los
métodos cuando el problema a resolver es un sistema de ecuaciones no lineales.

Universitat Politecnica de Valencia






Capitulo 6

Estudio dinamico real de la familia
de Ostrowski-Chun

Como se ha visto en las pruebas numéricas del Capitulo 5, el hecho de que un método para
ecuaciones muestre un comportamiento estable no garantiza que éste se mantenga en el caso
multidimensional. Es necesario llevar a cabo estudios dindmicos que verifiquen el buen compor-
tamiento de los métodos o familias para sistemas de ecuaciones. Las herramientas de dinamica
compleja no se pueden utilizar en el caso multidimensional, por lo que es necesario adaptar estas
herramientas y utilizar otras de la dindmica real para poder realizar el analisis.

En este capitulo se va a realizar un estudio dindmico real multidimensional de la familia de
Ostrowski-Chun !. Se estudiardn varios métodos iterativos de la familia de Ostrowski-Chun
definida en el Capitulo 4, sobre un sistema de dos polinomios cuadraticos. El hecho de la
familia de métodos de Ostrowski-Chun cumpla Teorema del Escalado, va a permitir generalizar
los resultados a cualquier sistema de polinomios cuadréaticos. Finalmente se verificardan los
resultados del estudio con un problema aplicado, la ecuacién de Fisher.

Se va a considerar el problema de encontrar una raiz real de una funcién F': D C R®" — R"”,
es decir, una solucién z € D del sistema no lineal F'(z) = 0, de n ecuaciones con n variables,
siendo f;, i =1,2,...,n las componentes de F'. La solucién se puede obtener como el punto fijo
de alguna funcién G : R — R™ mediante un método iterativo de punto fijo

25 = Gy, k=0,1,..., (6.1)

donde z(©) es la estimacién inicial.

Como se ha visto previamente, la extensién de un método escalar f(x) =0, f: I CR — R al
caso multidimensional F(z) = 0, F : D C R"™ — R" requiere reescribir la expresién iterativa
de manera que no haya evaluaciones de la funciéon no lineal f en el denominador, ya que se
convertirian en vectores en la extensién a sistemas. Para resolver este problema se puede utilizar
el operador diferencias divididas [z, y; F'|, como se ha visto en el Capitulo 4. Una vez el método
ha sido transferido al caso multivariable, se puede hacer un estudio dindmico para comprobar
si los métodos que mostraron ser estables para resolver ecuaciones no lineales en el Capitulo 5

1Resultados parciales de este capitulo forman parte del articulo Multidimensional stability analysis
of a family of biparametric iterative methods publicado en Journal of Mathematical Chemistry [41] y
presentados en el congreso internacional CMMSE 2016
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también lo son cuando se extienden a sistemas de ecuaciones no lineales, como se puede ver en

[70).

En el Capitulo 4 se introduce la familia biparamétrica de métodos iterativos de Ostrowski-Chun,
y se transfiere para resolver sistemas de ecuaciones no lineales usando el operador diferencias
divididas (4.10). Su expresién iterativa es

y® = 2B — [F' @) P E®),
2B = B — Gy W) [F (a0)) 7 F(y®),
1
G(a®,y®) = — [(1+a1by = 2a1)T = oy (b2 = 2)[F' ()] 7 2, y®; F|

ai

-1

1
+CT ((a1 + a1b2 — 1)[ — albg[F'(x(k))]_l[x(k),y(k); F]) y
1

donde y*® es el paso de Newton, [ZE(k), yk), F] es el operador diferencia dividida de F' en z(k)

y®) I es la matriz identidad y F’ (ac(k)) es la matriz jacobiana del sistema.

y

Se han realizado varios estudios dindmicos usando herramientas de dindmica compleja de
métodos escalares para resolver ecuaciones no lineales sobre polinomios de bajo grado, por
ejemplo, [68, 69, 20]. Estas técnicas han mostrado ser eficientes para analizar la estabilidad de
un método y para seleccionar los elementos mas estables de una familia.

En este capitulo se propone un estudio dindmico real multidimensional de la familia de métodos
iterativos de Ostrowski-Chun. Se analiza el comportamiento dindamico del método iterativo de
punto fijo para sistemas cuando se aplican a una funcién de n variables cuyas componentes son
polinémicas p : R" — R™ z € R", usando el procedimiento establecido en [70]. Los conceptos
bésicos de la dindmica real han sido introducidos en el Capitulo 2, se puede consultar [71] para
profundizar en ellos.

6.1 Estudio dinamico de la familia de métodos de
Ostrowski-Chun

En esta seccién se aplican los conceptos dindamicos vistos anteriormente a la funcién racional
multidimensional asociada a la familia de métodos de orden cuatro de Ostrowski-Chun. En
particular, se va a analizar el comportamiento dinamico de esta familia de métodos actuando
sobre el sistema polinomial p(z) = 0, donde

Aplicando la expresion iterativa de Ostrowski-Chun (4.10) sobre p(x), se obtiene el operador
racional multidimensional asociado; mas adelante se estudiardn sus puntos fijos reales para
analizar su estabilidad.

La coordenada j-ésima de la funcion racional vectorial asociada a la familia de Ostrowski-Chun
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sobre p(x) es

3 3
1 (ba — 2) (:UJQ — ) ba (1:? - 1) + 4x? —12 (mJQ + 2) a:? .
/\?(%):73 — 5 ,i=12,...,n.
8 aj(be — 2) (IJQ — 1) + 43:? 4y

Como los puntos fijos son las soluciones de )\g (x) = x;, es decir,

3 3
. (b~ 2) (22— 1) by (22— 1) + 422 =12 (22 +2) ot
8x? al(bz — 2) (ZL‘? — 1) =+ 41']2 4:6?

=x;,j=12,...,n,

0, de manera equivalente,

(zj — 1)(zj +1) (x? (a103 + 18a1ba — 40a; + 88) + x§ (—3a1b3 — 18a1by + 48a; — 32)

+ 27 (3a1b3 — 2a1by — 8ay + 8) — arb3 + 201172) =0,7=12,...,n, (6.3)

se puede formular el siguiente resultado

Proposicién 6.1.1 Los puntos fijos de la funcion vectorial de componentes racionales asociada
a la familia de Ostrowski-Chun sobre p(x) son las n-tuplas (ri1,7i2,...,Tin), @ € {1,2,...,8},
cuyas componentes son las raices del polinomio

r(xz,a1,b2) = (xr—1)(x+ 1)(3:6 (alb% + 18a1bs — 40aq + 88) + 2t (—3a1b§ — 18a1by + 48a1 — 32)
—1—1‘2 (3&1[7% — 2a1by — 8a1 + 8) — alb% + 2a1b2).

Las raices del sistema p(x) serdn las combinaciones en las que solo aparezca z =1y z = —1,
que siempre satisfacen la ecuacion r(z,aq,b2) = 0. El resto de combinaciones serdan puntos fijos
extranos, que dependeran de a; y ba. Dado que sin contar los dos términos asociados a las
raices ¢ =1y © = —1, r(x, a1, b2) solo tiene potencias pares, se pueden calcular los puntos fijos
extrafios usando un cambio de variable ¢ = 22, que transforma la expresién en un polinomio de
tercer grado

pa(t) = (t— Day (2 (9% — 1) by + (¢t — 1)?b3 + 8t(1 — 5t)) + 8t (11> — 4t + 1),

sus raices 791, T92 ¥ 23, se pueden calcular con procedimientos analiticos.

Ademis, solo estamos interesados en los puntos fijos extranos reales. Dependiendo de los valores
de los pardmetros pueden existir desde ninguna hasta 6 soluciones reales (ademés de 1y -1). Es
decir, para n = 2 y si solo una raiz es real aparecen 12 puntos fijos extrafios, 32 si dos raices son
reales y 60 en el caso de que todas las raices sean reales.

La cantidad de puntos fijos extranos reales depende de los valores de a1 y bo. Se ha utilizado el
comando Reduce del software Wolfram Mathematica para analizar las raices reales de r, primero
en funcién del valor de by, y posteriormente se estudiara cada caso en funcién del valor de a;.
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1. Siby < é (—820 - 176\/22), entonces el nimero de puntos fijos extranos depende de a1 y
también de las rafces 15, j = 1,2,3,4 de p1(t) = t4(by — 2)*(4bg — 1) — 2t3(ba — 2)3(3by +
1) +t2(bg — 2)? (27b3 — 42bg + 11) — 4t (8b3 — 25by + 18) + 28 y de 725, j = 1,2, 3 que son
las raices de pa(t).
a) Siaj; < ri1 6 a; > ri9, entonces existen seis soluciones reales +,/ra1, ++/T22, £+/T23.
b) Para a; = r11 6 a1 = 712, hay cuatro soluciones reales +,/ro1 y ++/T23 6 /722,
respectivamente.
c) Si <ay < 88 60<a; < entonces hay solamente dos soluciones
ir a a r12 entomn olamen solucion
11 1 —40+18b2+b§ = al 12 y
reales, +,/ra1.
—88
d) Cuando < a7 < 0, no hay puntos fijos extranos.
) 40 + 18by + 63 — yp jos ex
2. Para by = % (—820 - 176\/22), se analizaran diferentes casos
a) Sia; < 58 oa; > entonces existen seis soluciones reales para los
ia a r12, enton xisten sei uciones r r
R NET  E P
puntos fijos extranos, /721, £+/T22, £4/T23.
b) Si a; = 712, hay cuatro soluciones reales +,/ra1, £,/722.
—88
c) Para a1 = o 0 < a1 < rqi9, hay solamente dos soluciones reales,
) DT a0 p a8 g 00 M S e
:|:‘/T‘ 1-
d) Cuando 58 < a1 <0, no ha tos fijos extranos
uan a , Il un xtranos.
—40+ 18by + 63 ! yp !
3. Para % (—820 - 176\/22) < by < —20, existen varias posibilidades
)S‘<_88 5 a1 > r12, hay seis soluciones diferent los punt
a) Sia 0a r12, hay seis soluciones diferentes para los puntos
DS a0+ a8y 103 O T P P
fijos extranos: 4,/ra1, £1/T22, £1/723.
—88
b) Cuando a1 = < a1 < r11 6 a1 = ri2, hay cuatro soluciones reales,
) DT A0 ¢ 18hy 4 b3 - SO T A
+,/T22 y £4/721 6 £,/723, respectivamente.
c) Sia; =ry; 60 < a; < rg existen solamente dos soluciones diferentes, estas son
+,/r99 6 +,/T21, respectivamente.
d) Para 711 < a; < 0 no hay puntos fijos extranos.
4. El ntimero de puntos fijos reales para by = —20 depende del parametro a1 y de las raices

de los polinomios p3(t) = 4743684t* + 314116t> — 1409771¢? + 3718t — 7 y pa(t), denotados
por r3i, r32 y 725, J = 1,2, 3, respectivamente.

Para a; > r3o, hay seis soluciones reales 4/7ra1, +1/722, 2=1/723.

Sia; < rg1 6 a;p = 730, entonces £,/rog, £./To3 0 /o1, 14/T22, respectivamente,
son las soluciones reales para los puntos fijos extranos.

Cuando a1 =131 6 0 < a1 < r39, hay dos soluciones reales +,/r99 0 £./T91, respec-
tivamente.

Para r3; < a1 < 0 no hay puntos fijos extrafos.
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84
5. Si by estd en el rango —20 < by < ~ 397 entonces:

—88
—40 4 18by + b3
extranos, 4=/ro1, £1/r22, £/723.
—88
—40 + 18by + b3’
—88
—40 + 18by + b3’
d) Sia; =711 60 < ay <ry2 solo hay dos soluciones reales, /722 6 %,/721, respecti-
vamente.

a) Sir < a; < entonces hay seis soluciones para los puntos fijos

b) Para a; <ry; 6 a; > las soluciones reales son =+, /795, £./723.

¢) Cuando a; =712 6 a1 =

las soluciones reales son +./7r21, £./722.

e) Para r11 < a1 < 0, no hay puntos fijos extranos.

184
6. Cuando by = TR de nuevo el nimero de puntos fijos extranos depende de aq y también

de la primera raiz del polinomio p4(t) = 6023307403 + 563854192 — 11941127t + 170723,
denotada por 741 y de r2; j = 1,2,3 que denota las raices de pa(t).

841
a) Sia; <ry 6a; > 1089’ entonces las soluciones reales son +./rs9, £./723.

841
b) Para a1 = 141 6 0 < a1 < 1089° hay solamente dos soluciones reales: +,/r22 0
23
+./721, respectivamente. En particular, este caso corresponde a la solucién =+ Tk

¢) Cuando r4; < a3 < 0, no hay puntos fijos extranos.

7. Si—%<b2<0,

—88
—40 + 18by + b2’
—88

—40 + 18by + b3

a) Cuando a1 <71 6 a; >

las soluciones reales son =+, /795, £./723.

b) Sia; =111 6a1 = entonces las Uinicas soluciones reales son =4, /795.

—88

—40 + 18by + b2
corresponden con +,/r91 6 £,/r93, respectivamente.

c) Para0 <a; <rigére <a; < hay dos soluciones reales, que se

d) Siri;; < ap <0, no hay puntos fijos extranos.

8. Para el caso by = 0, el niimero de soluciones reales depende de a; y también de las raices
de pa(t), denotadas por m; j = 1,2,3.

11
a) Si a; < —1 — V2 6 ar > = entonces hay seis soluciones reales diferentes:
ty/To1, £4/T22, T4/T23

11
b) Cuando a; = —1 — V261<ar < T hay cuatro soluciones reales, +./ros v /721
6 +./ro3, respectivamente.

11
c) Si—1-— V2<a < -1+ \@, —14+4vV2<a1<16ay = = entonces las soluciones

/3
reales son dos: =4=/ro1, ££4/T23 6 & 23’ respectivamente.
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d) Para a; = 1 no hay puntos fijos extranos.

1
9. Cuando 0 < bs < % (33 — 7\/21), el niimero de puntos fijos extranos depende la relaciéon
entre a; y las raices de p1(t) y pa2(t), definidos previamente.

—88
—40 + 18b + b3’

a) Si ap < 111 6 a3 > entonces hay 6 soluciones diferentes

+/To1, £4/T22, T4/T23.
b) Para a =111, 01 = —88 6 ra <ap < 58
’ —40 + 18by + b3 —40 + 18by + b3’
reales: &£./r91, /729 en los primeros dos casos, y 14/r22, 4/r23 en el tltimo.
c) Siryp < ap <06 a; = riyg, hay solamente 2 soluciones reales, +,/r21 y /722
respectivamente.

hay 4 soluciones

d) Cuando 0 < a; < 714, no hay puntos fijos extranos.

1
10. Si 90 (33 — 7\/21) < by < % (44@ — 205), se dan los siguientes casos

—88
—40 + 18by + b2’

a) Para a1 < 711 6 a hay 6 soluciones reales:

+4/T21, £/T22, I4/T23.
—88 —88

b) Si = ) = : < < 7
) Star =, a1 = e B 7" T S04 18h, + 03

reales: +./r21, /722 en los primeros dos casos, y /722, =+/7r23 en el ultimo.

¢) Cuando 711 < a1 < 0 6 a3 = ri2, solo hay dos soluciones reales: +,/ro1 6 +./722,
respectivamente.

hay 4 soluciones

d) Para 0 < a; < 712, no hay puntos fijos extranos.

11. Si by = % (44\/2 — 205), aparecen varios casos:

—88
—40 + 18by + b2’

a) Para a1 < 711 6 a1 > hay 6 soluciones reales, que son

+./r21, £/T22, £4/T23.

b) Si a1 = r11, hay 4 soluciones reales diferentes: 4,/721, £/722.
—88

—40 4 18by + b3’

¢) Cuando r1; < a3 <06 a; = hay solamente 2 soluciones reales

:|:1/7“ 1.

—388
d) Finalmente, si 0 < a; <

—40 + 18by + b2

no hay puntos fijos extranos.

1
12. Para valores de by en el intervalo % (44\/2 - 205) < by < T se analizaran diferentes
casos

a) Siaj; <ry1 6 a; > ri2, hay 6 soluciones diferentes, +,/ra1, £1/T22, =1/T23.

b) Para a; = r11 6 a1 = ri2, hay 4 soluciones reales +,/T91 y £,/r22 6 £/723, respec-
tivamente.
—88

—40 + 18by + b3

¢) Cuando 111 < a3 <06

reales, +,/ro7.

< a1 < 719, hay solamente dos soluciones
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d) Si0<a < —58

, no hay puntos fijos extrafios.
= 240 + 186y + B3 yp !

1
13. Cuando by = T la relacién entre el pardmetro a; y la primera raiz de ps(t) = 6863 +

245t? — 1792t + 1024, denotada por 751 y las raices de pa(t), denotadas por rq; j = 1,2,3,
es clave en el numero de soluciones reales.

a) Siaj < rs; entonces hay 6 soluciones diferentes, +, /721, £1/722, £1/723.

b) Para a; = r5; hay 4 soluciones reales 4+,/r21 y +4/T22.

1408

=67’ el nimero de soluciones reales se reduce a 2:

¢) Cuando a1 < r51 <06 a; >

:|:‘/7’21.

1408
d) Si0<a < —2

67 entonces no hay puntos fijos extranos.

1
14. Si = < by < % (33 + 7\/21), se analizan los siguientes casos para deducir el niimero de

puntos fijos extranos.
—88
—40 + 18bg + b3’

b) Para a; = r11 6 a1 = 712, el nimero de soluciones es 4, +,/721 y £+/T23 6 £/722,
respectivamente.

a) Sia; <ri,re<a; <06a; > hay dos soluciones reales, 4, /rs7.

c¢) Por otro lado, si 711 < a; < r12 hay 6 soluciones reales: +./ra1, £1/T22, £1/723.

88
d) Si0<a <
) Si0<as =g, T w

entonces no hay puntos fijos extranos.

15. Cuando % (33 + 7\/21) < by < 2, el andlisis es mas sencillo

—88
—40 + 18by + b3’

—88
b) Siby =2 6sib 2v0 <
) Si by 6siby<2y <a1_—40+18b2+bg’

a) Para by <2,a1 <06a; > las tinicas soluciones reales son +,/77.

no hay puntos fijos extranos.

16. Cuando b2 > 2, el ntimero de casos también se reduce:

—88
a) Sia; < 6 a1 > 0, las tinicas soluciones reales son +./797.
) Sia 40+ 18by + b2~ ' T 2
—88 . -
b) Cuando a1 < 0 no hay puntos fijos extranos.

<
—40 + 18by + b3 —

Se puede ver como para todos los valores de by existen regiones, definidas por el valor de a1, en
las que no existen puntos fijos extranos reales.
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6.1.1 Analisis de la estabilidad de los puntos fijos

Para comprobar la estabilidad de los puntos fijos es necesario calcular la matriz Jacobiana del
operador de punto fijo y evaluar sus valores propios en cada punto fijo,

Ji0 0

J(a:l,a:g,...,a:n): 0 .. 0

0 0 J,
donde ) )
(zj — 1)3(x; +1)3s;
J;=— 5

32:z?- (alngjz —aiby — 2a1:c§ + 2a1 + 4:0?)
y
s; = —baibi + 20aib5 — 20a7bs + 3 (4aib — 4atbs — 32a7bs + 48a7 + 28a1b3 — 32a1by — 48a1)

+a (afb3 — 16a7b3 + 52a7by — 48aT + 4a1b; — 96a1by + 176a; — 160)

con valores propios a; = Jj, j =1,2,...,n. Al evaluar los valores propios en las raices de p(z)
se obtiene Jj(+1) =0, j =1,2,...,n, por tanto todas las raices son superatractoras.

El andlisis de la estabilidad del resto de puntos fijos es especialemente tediosa, ya que los
intervalos (los dominios de los pardmetros a; y be) donde los puntos fijos son reales deben
tenerse en cuenta. Por simplicidad se estudiard con detalle el caso by = 0 con n = 2.

Como se estableci6 en la seccién anterior hay al menos seis soluciones para cada componente de
los puntos fijos extranos que dependen de a1, por lo tanto se deben detallar todos los casos en
los que cambia el nimero de puntos fijos extrafios. Para comprobar su estabilidad se dibujaran
diagramas de estabilidad en dos dimensiones, que se construyen representando |J;(r;)| j = 1,2,
i€{1,2,...,6} en funcién del pardmetro a;.

Teorema 6.1.1 La estabilidad de los puntos fijos reales del operador vectorial de punto fijo
asociado a la familia de Ostrowski-Chun para el caso bs = 0 es:

i) Todos los puntos fijos cuyas componentes pertenecen a {./ra2,+1} son atractores si
—1.981 < a1 < —1.9809 ¢ 0.91415 < a; < 0.9196.

i1) Los puntos fijos extranos cuyas componentes pertenecen a {\/ra3,£1} son atractores para

11
5 < ap < 2.4899.

i11) El resto de puntos fijos extranos son repulsores o silla.

Resumiendo, para los valores de ay establecidos en los casos i) y i) en el caso n = 2 hay 12
puntos fijos atractores, 24 repulsores y 24 silla. Para valores de a1 fuera de esas regiones hay
36 puntos fijos repulsores y 24 silla.

Demostraciéon: Para probar el teorema es necesario dibujar diagramas 2D para las compo-
nentes ro; de los puntos fijos extrafios. Es importante notar que 721 = 0 y J;(0) no estdn

Universitat Politecnica de Valencia
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definidos para j = 1,2,...,n. Al no poder evaluarse la jacobiana en esos puntos, su estabilidad
se debe deducir del diagrama de bifurcacién.

Los diagramas de estabilidad muestran el valor absoluto de J;, j = 1,2,...,n evaluado en las
componentes de los puntos fijos extranos. Como el operador y sus valores propios solo dependen
de z; y ademas tienen simetria par respecto a cada x;, se usardn solamente las raices cuadradas
positivas de los ceros de po(t),es decir, /721, \/T22 ¥ \/T23. Esto significa que, para el caso n = 2,
si hay 3 puntos fijos atractores en el primer cuadrante, en total habrd 12 puntos fijos atractores.

La estabilidad de los puntos fijos extranos se debe estudiar teniendo en cuenta todos los diferentes
subintervalos donde el niimero de puntos fijos extranos varia:

a) Sia; < —1 — /2, ambos puntos satisfacen |J;(1/72;)| > 1 para j = 1,2, i = 2,3 como se

puede ver en la Figura 6.1. El mismo comportamiento se observa para ,/rss y /723 en el

. 11
intervalo 1 < a1 < =

W_10sarlr_231)1

W_1sartr_{22})

(a) |J;(y/r22)] (b) |J(\/T23)]
Figura 6.1: Diagramas de estabilidad para /res y /723 con by =0y a; < —1 — V2

11
b) Para a; > = entonces |J;(/T22)] > 1 j = 1,2 mientras |J;(,/723)| < 1 en el intervalo

11
= < ay < 2.4899, como se puede ver en la Figura 6.2, esto significa que el punto fijo

extrano ,/ro3 es atractor.
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H_10sartfr_{22})]
W_10sart{r_{23))1

\\\
\ N
\ 5
(a) [J;(y/r22)] (b) [5(y/r23)]
11
Figura 6.2: Diagramas de estabilidad para \/ro5 v /723 con by =0y a3 > =

¢) Si—1—v2<a; <—-1++2 |J;j(yr3)| > 1y |J;(y/r22)] < 1 en el intervalo —1.9809 <
a1 < —1.981. Este comportamiento se puede observar en la Figura 6.3, de lo que se deduce
que existen valores de a1 que hacen que /T23 sea atractor.

e\ ’//—\:
(a) [J;(y/ra2)] (b) |J5(y/T23)|

Figura 6.3: Diagramas de estabilidad para /To2 y /Taz conby = 0y —1—v2 < a3 < —1+/2

d) Cuando —1 + v2 < a; < 1 entonces |J;(y/ra3] > 1y |J;(y/722| < 1 en el intervalo
0.91415 < a1 < 0.9196 (ver Figura 6.4), por lo que en este caso también existen valores
de a1 que hacen que /T95 sea atractor.
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7

W_10sart{r_{22))l

23

|1 (sart{r_{

W,

o

(a) [J;(Vra2)| (b) |J;(/T23)]
Figura 6.4: Diagramas de estabilidad para ros y 793 con by =0y —1 + V2<a <1

6.1.2 Diagramas de bifurcacion

Los diagramas de bifurcacién muestran los cambios de comportamiento de un método cuando
la estimacién inicial es cercana a un punto fijo extrano. Para estudiar los fenomenos de bifur-
cacién se usaran diagramas Feigenbaum ([71]) para cada coordenada de la funcién de punto fijo
A? (x), 7 =1,2,...,n, usando como estimacién inicial cada uno de los puntos fijos extranos, y
observando los intervalos del parametro a; para los que ocurren cambios en la estabilidad del
método. Debido a las simetrias mencionadas en la seccién anterior, es suficiente con representar
un diagrama de bifurcacién escalar, de una de las componentes de todos los puntos fijos extranos.

Los diagramas Feigenbaum consisten en tomar una particion en 5000 intervalos de una regién de
valores de aq. Para cada uno de los nodos, que corresponde a un valor diferente del pardmetro
a1, se calculan 500 elementos de la érbita de cada punto fijo extrano, de los cuales se representan
los 1ltimos 100.

En la seccién anterior se analizo la estabilidad de los puntos fijos extranos y en la Figura 6.5
se presentan los diagramas correspondientes a 13 = /122, T4 = —/T22, s = \/T23 ¥ T6 = /T23
i = 3,4,5,6. La razén por la que los diagramas de r; y ro no aparecen es que la componente
del operador de punto fijo no estd definida en £,/r2; = 0. Sin embargo, su estabilidad puede
deducirse del resto de diagramas de bifurcacién.
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Oy ¥o)ra ) Ol ¥o)ra)

e e L S £ I

0 . 0 —_—

1 . - 1 e e e e e e !
2 2

3 3 ,-1

4 4 ‘

t
5 5 . S f
5 -4 3 -2 10 1 2 3 4 5 5 -4 3 -2 10 1 2 3 4 5
(a) r3 (b) 74
O (xg:¥o)=r(t) O, (XY o)=rg(t)

5 - 5

4 : 4

3 ft 3

2 2

1 10 -4
of —_— 0 -

S . —— I -

1 1=

2 -2 g

3 A 3

4 4
-5 i 5

5 -4 3 -2 10 1 2 3 4 5 5 -4 3 -2 10 1 2 3 4 5

(c) rs (d) 7

Figura 6.5: Diagramas de bifurcaciéon para by = 0

El eje de abcisas de los diagramas de la Figura 6.5 corresponde a los valores del parametro ag
y el de ordenadas muestra los valores de las ultimas 100 iteraciones (de un total de 500). Lo
primero que se observa es la simetria respecto a a;. Los iterados pueden converger a 1 y -1,
componentes de las raices de p(x), o hacia los puntos fijos extranos atractores (incluyendo el
cero, que es atractor para a; € (1,2)), para valores del pardametro definidos en los intervalos
obtenidos en el Teorema 6.1.1, o hacia otras estructuras atractoras.

En la Figura 6.6 se muestran algunos detalles de r4 y r5 que aparecen en las Figuras 6.5b y
6.5¢c. Estos detalles muestran regiones de a; que corresponden a los casos b) y ¢) del estudio de
estabilidad de la seccién anterior. Se puede observar como, cuando un punto fijo extrano presenta
cambios en su estabilidad, aparecen bifurcaciones de periodo 2, que a su vez generan cascadas
de 6rbitas periddicas atractoras de periodo 2,4,8,... Entonces, en las regiones azules, aparece el
caos. En la siguiente seccion se vera como estas orbitas periédicas también se manifiestan en
los planos dindmicos. En las regiones azules también pueden aparecer atractores extranos, que
también se veran en los planos dindmicos. Un atractor extrano, a diferencia de los puntos fijos
extrafos y las érbitas peridédicas, no consiste en un punto o conjunto de puntos, sino que es un
objeto geométrico complejo que aparece para valores muy concretos de los parametros.
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Ol ¥t O (xg.¥,)=rg(t)

- N W &=
\
{

-0.8

-0.85

-0.9

N I -
T

-0.95

L L
28 29 3 -2.05 -2 -1.95

(b) Ts

Figura 6.6: Detalle de los diagramas de bifurcacion correspondientes a r4 y 75

6.2 Planos dinamicos y de convergencia

Los planos de convergencia (ver [76]) son ttiles para comprobar el comportamiento de una
familia de métodos iterativos cerca de puntos fijos extranos. El espacio de convergencia se
obtiene asociando cada punto del plano con valores reales de a; (eje OX) y b2 (eje OY). Se han
usado 800 x 800 combinaciones diferentes de a; y b2. Los puntos del plano que se muestran
en color negro corresponden a valores de los parametros para los cuales el método iterativo
asociado no converge a la rafz con una tolerancia de 1072 después de 500 iteraciones, tomando
como estimacion inicial todos los puntos fijo extranos. Los puntos que se muestran en color rojo
convergen a una raiz a pesar de haber tomado estimaciones iniciales cerca de todos los puntos
fijos extranos.
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80 6.2. Planos dinamicos y de convergencia

Figura 6.7: Plano de convergencia y detalle de la regiéon central

Los planos dindmicos que se presentan se han obtenido usando 400 x 400 subintervalos, un
maximo de iteraciones de 40 y una tolerancia de 1073, cuando los iterados convergen a un punto
fijo.

(a) Ostrowski (b) Chun (c)ap=1,b3=1

Figura 6.8: Planos dindmicos para métodos estables de la familia de Ostroswki-Chun
sobre p(x)

La Figura 6.8 muestra los planos dindmicos para los métodos de Ostrowski, Chun, y el método
correspondiente a a; = 1y be = 1 sobre p(z) para n = 2. Aparecen cuatro cuencas de atraccion,
una para cada raiz. Los tres métodos muestran un comportamiento estable, ya que los tinicos
puntos fijos con cuencas de atraccién son las raices del polinomio.

Otros métodos no muestan un comportamiento estable si algiin punto fijo extrano es atrac-
tor, como se puede ver en la Figura 6.9, donde se muestran combinaciones de pardmetros que
presentan puntos fijos extrafios atractores.
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(a) a1 =23, b2 =0

Figura 6.9: Planos dinamicos con puntos fijos extranos atractores

La estabilidad de un método no depende solamente de la existencia de puntos fijos extranos
atractores, sino también de la existencia de 6rbitas periédicas. En la Figura 6.10 se muestra
una combinacién de pardmetros que produce seis orbitas periédicas. En la Figura 6.10b se ha
modificado el programa que genera el plano dinamico para pintar en diferentes colores los puntos
que convergen a cada una de las érbitas periddicas.

(b)
Figura 6.10: Planos dindmicos correspondientes al método a; = —2.5, by = 3.7

Para by = 0 los diagramas de bifurcacién muestran regiones caéticas en azul, donde pueden
aparecer atractores extranos para algunos valores de a;. Para visualizar los atractores extranos
se usaran graficos 2-D en los que se fija el valor del parametro a; y se muestra el comportamiento
asintdtico del método con diferentes estimaciones iniciales. En la Figura 6.11a se muestra un
plano dindmico de un método que presenta comportamiento cadtico, correspondiente a a; = 2.59,
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se observa como los iterados no convergen a una érbita peridédica, sino que se agrupan de manera
aparentemente aleatoria en dos extremos del plano.

0c: o= 259

0
X

(a) Plano dindmico (b) Atractores extranos

Figura 6.11: Plano dinamico y atractores extranos para el método a; = 2.59, by =0

Para obtener més detalles de este elemento cadtico, en la Figura 6.11b se muestran las iteraciones
del operador multidimensional de punto fijo de la familia para un valor del parametro a; cercano
a a3 = 2.5, es decir, en una de las regiones cadticas que se han estudiado en la Figura 6.5. La
Figura 6.11b se ha obtenido tomando 1000 estimaciones iniciales diferentes en un rectangulo
cercano al origen, para un valor fijo de a1, y se puede ver como aparecen dos atractores extranos
simétricos. La imagen resultante muestra como los puntos fijos extranos que aparecen en los
diagramas de bifurcacién se convierten en regiones atractoras. Sin embargo, el intervalo de
estimaciones iniciales que pertenecen a sus respectivas cuencas de atraccion es muy reducido,
asi como el intervalo de valores reales de a; para los que se observa este comportamiento.

6.3 Pruebas numeéricas

En esta seccion se van a aplicar diferentes miembros de la familia propuesta para resolver sistemas
de ecuaciones que resultan de aplicar la técnica de las diferencias finitas para resolver el problema
de difusién. Se van a usar diferentes miembros de la familia de Ostrowski-Chun, algunos que
hayan mostrado un comportamiento estable y otros que hayan mostrado un comportamiento
inestable, segin los resultados obtenidos hasta el momento en este capitulo.

La ecuacién en derivadas parciales

U = Dy, + 10 (1 — %) , (6.4)

fue propuesta por Fisher [73] como un modelo de difusién en dindmicas poblacionales, donde
D > 0 es la constante de difusion, r es la tasa de crecimiento y k es la capacidad de carga.
En los ultimos anos la ecuacién se ha utilizado como base de una gran cantidad de modelos de
distribucién espacial de los genes en una poblacion. Esta ecuacién tiene también aplicaciones
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interesantes en la propagacion de las ondas quimicas, matematicas financieras y economia, ya
que estima la relacién entre el interés nominal y real de las tasas de inflacién.

Se va a analizar un caso particular de la ecuacién de Fisher, el que correspondea D =k =7 =1,
x € [—25,50], con condiciones de contorno u(—25,t) =1, u(50,t) = 0, t > 0, y condicién inicial

1, r < —10

0, -10<z<10
u(z,0) = 1/4, 10 <z <20

0, x>20

Aplicando un método implicito de diferencias finitas, el problema (6.4) se transforma en una
familia de sistemas no lineales, que provee una solucién aproximada en un instante ¢; partiendo
de la solucién en t;_;. Se va a tomar un paso espacial h = 75/nx y un paso temporal k =
Tnaz/nt, donde nx y nt son el nimero de z-subintervalos y ¢-subintervalos, respectivamente, y
Tnaz s el tiempo final del estudio. Se ha seleccionado una malla de [—25,50] X [0, T)nqe] con
puntos (z;,t;)

2 =0+ih, i=0,1,...,nz, t;=0+jk j=0,1,... nt.

Se desea estimar la solucién del problema (6.4) en esos puntos, transforméndolo en varios sis-
temas no lineales, tantos como el ntiimero de nodos temporales ¢;. Para hacer esto, se realizan
las siguientes aproximaciones

u(z,t) —u(z,t — k)
k 9y
u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)
h? ’

ug(x,t) ~

Ugp (T, 1) =

donde u; ; es la estimacion de la solucién en (z;,t;), sustituyéndola en (6.4) se obtiene el siguiente
sistema no lineal

Uij — Wij—1 _ Witlj = 2Uij tUi-1j o
L - h2 + i — ug
parai = 1,2,...,ne — 1y j = 1,2,...,nt. Después de varias manipulaciones algebraicas el

sistema se transforma en

k’LLH_Lj + (khQ — 2k — h2)ui7j — (k:h2)u?7j + k:ui_lJ- = —hzuiﬂ'_l,

dondei=1,2,...,ne—1y j=1,2,...,nt. Para un j fijo, se tiene el siguiente sistema no lineal
de tamano (nz — 1) x (nx — 1):
kugj + (kh* — 2k — h*)uy ; — kh*ui j = —h*u1j_1 — k,
]{fui+17j + (k‘h2 — 2k — h2)ui,j — khQUij + k:uz;l,j = —h2ui,j,1, 1=2,3,....nc — 2, (6.5)
(kh? = 2k — h*)ung—1,j — kh*up, 1 j 4 Ktng—2; = —h*uy ;-1 — k.
Las incognitas del sistema son uy j,u2j, ..., Unz—1,j, €s decir, las aproximaciones de la solucién
en t;. Partiendo de la solucién en t;_1, se va a resolver el sistema para diferentes valores de

Tnaz, usando en cada caso nx = 20 y los métodos M1 (a = b = 1), M2 (método de Chun), M3
(a=123,b=0)y M4 (a = —2.5 b =3.7). Los métodos M3 y M4 se han seleccionado en la
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region inestable (negra) del plano de convergencia que se mostré en la seccién anterior, mientras
que M1 y M2 estan en la regién estable (roja). Como estimacién inicial se usard la solucién
aproximada del anterior ;.

Trae = 0.1 M1 M2 M3 M4
nt = 100 iter 1 2 2 1
| F(x®+D)|| | 1.61e-13 | 3.39e-24 | 3.68e-22 | 1.52e-13
e-time 94.65 | 171.98 | 509.57 | 283.30
nt = 500 iter 1 2 nc 1
| F(z*+D)|| | 2.57e-16 | 3.64e-31 2.54e-16
e-time 464.85 | 856.44 1405.43
Traz = 0.3 M1 M2 M3 M4
nt = 100 iter 2.01 2 2 2

| F(z*+D)] | 2.21e-29 | 2.21e-29 | 1.03e-18 | 1.88e-29
e-time 492,92 | 175.31 | 513.66 | 547.91
nt = 500 iter 1 1 2 1.002
| F(z*+D)|| | 2.23e-18 | 2.25e-14 | 1.31e-23 | 2.12¢-14
e-time 437.80 | 1221.66 | 2384.80 | 1375.31
Thnaz = 0.5 M1 M2 M3 M4

nt = 100 iter 2.01 2 2 2

| F(z® )| | 4.02e-27 | 3.99e-27 | 4.32¢-17 | 5.06e-27
e-time 496.80 | 554.01 | 554.01 | 581.26
nt = 500 iter 1.002 2 2 1.0060
| F(z*+D)|| | 1.82e-13 | 5.52e-22 | 5.52e-22 | 1.56e-13
e-time 1322.68 | 2587.08 | 2587.08 | 1502.13

Tabla 6.1: Resultados numéricos para diferentes valores de T;,,4.

En las Tablas 6.1 y 6.2 se calcula la soluciéon aproximada en diferentes Ty, y se muestra
| F(z® )|, el promedio de iteraciones necesarias para resolver los sistemas no lineales que
aparecen para cada instante ¢; en el proceso completo y el tiempo transcurrido en segundos,
para analizar la estabilidad y consistencia de cada método.

En todos los célculos se ha usado aritmética de precisiéon variable con 500 digitos de mantisa.
Para cada valor de T4, se analiza el nimero de iteraciones necesarias para converger a la
solucién de manera que se satisfaga || F(z**+1)| < 10712, donde || - || denota la norma euclidea.

Universitat Politecnica de Valencia



6. Estudio dinamico real de la familia de Ostrowski-Chun 85

Trnaz = 0.7 M1 M2 M3 M4

nt = 100 iter 2.0100 2 2 2
| F(x*+D)|| | 1.17e-25 | 1.15e-25 | 4.95e-16 | 7.06e-16
e-time 540.12 | 527.59 | 543.90 | 495.37

nt = 500 iter nc nc nc nc
| F(zHD)] - - - -
e-time - - - -

Tras = 1 M1 M2 M3 M4

nt = 100 iter 2.01 2 2 2

| F(x*+D)|| | 3.48e-24 | 3.39e-24 | 5.83e-15 | 8.31e-15
e-time 519.36 | 521.74 | 536.57 | 509.08
nt = 500 iter 2.002 2 2 2

| F(x*+D)|| | 3.75e-31 | 3.64e-31 | 7.46e-20 | 1.07e-19
e-time 2489.67 | 2464.47 | 2631.47 | 2424.11

Tabla 6.2: Resultados numéricos para diferentes valores de 7,4

Como se puede ver en las Tablas 6.1 y 6.2, no es necesario aumentar el nimero de subintervalos
temporales cuando T;,q: crece. Es mas, debido al alto orden de convergencia de los métodos,
el promedio de iteraciones requerido es muy pequefio, asi como el valor de ||F(z*+1)|. Por lo
que respecta a la estabilidad los métodos, se puede observar que los métodos M1 y M2 tienen
comportamientos similares, mientras que M3 y M4 toman mucho mas tiempo en converger,
cuando lo hacen.

En la Figura 6.12 se muestra la soluciéon aproximada del problema para T;,,, = 5, tomando
nt = 100 y nz = 20. Se observa que no existe atenuacién después de ese tiempo, como se espera
del comportamiento de una onda viajera.

Figura 6.12: Gréfica de la solucién aproximada para t € [0, 5] con nt = 100

Este analisis dindmico de la familia de Ostrowski-Chun ha complementado la informacién cuali-
tativa sobre la estabilidad y confiabilidad de sus elementos que se habia obtenido en el Capitulo
5 con el estudio unidimensional. Con este estudio multivariable, se han podido seleccionar de
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manera mucho mas precisa miembros de la familia con buenas propiedades y evitar los que tien-
den a ser cadticos o inestables. Se han aplicado elementos de la familia al problema de las ondas
viajeras, y se ha observado que los métodos que no mostraron buen comportamiento con un
sistema de polinomios de grado dos han tomado més tiempo e iteraciones en converger, cuando
lo han hecho. Estos resultados confirman la necesidad de un estudio dindmico multidimensional
para analizar los métodos iterativos para sistemas de ecuaciones.
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Capitulo 7

Convergencia semilocal del método
de Chun

La convergencia semilocal del método de Newton para sistemas fue probada por Kantorovich en
[31] utilizando el método de las sucesiones mayorizantes. Rall [34] sugirié una estrategia diferente
para probar la convergencia semilocal, basada en relaciones de recurrencia, que consiste en una
sucesion de nimeros reales positivos que garantizan la convergencia en un dominio definido.

Ezquerro y Hernandez ([77]), Gutiérrez y Hernandez ([78], [79]), Parida y Gupta ([80]) y Candela
y Marquina ([81], [82]) han utilizado esta idea para probar la convergencia semilocal de varios
métodos de distintos érdenes de convergencia. Mas recientemente, Amat et al. en [83] han
probado la convergencia semilocal de un método de orden 6 para ecuaciones cuadraticas.

La convergencia local del método de Ostrowski fue probada en [27], donde se parte de asumir que
las derivadas segunda y tercera de la funcion estén acotadas para obtener el radio de convergencia
alrededor de la raiz y el orden de convergencia del método.

En este capitulo se va a usar la técnica de las relaciones de recurrencia para probar la convergencia
semilocal en espacios de Banach del método iterativo de Chun, un método iterativo de cuarto
orden que, como se ha visto en el Capitulo 4, puede transferirse al caso multivariable mediante el
uso del operador diferencia dividida. Adema4s, es un elemento de la familia de métodos iterativos
de la familia de Ostrowski-Chun que ha mostrado ser muy estable tanto en el caso escalar como
en el multidimensional.

7.1 Relaciones de recurrencia

Sean X y Y espacios de Banach y sea F':  C X — Y un operador no lineal doblemente
diferenciable Fréchet en un abierto €.

El esquema iterativo del método de cuarto orden de Chun para sistemas de ecuaciones es
2D =y — (31 = 2042,y F]) T (y M), (7.1)

donde y*) = z(F) — T, F(2®)) es el paso de Newton, [z, y; F] es el operador diferencia dividida,
y 'y = [F’(x(k))}il.
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Se va a asumir que la inversa de la matriz Jacobiana del sistema en la primera iteracién, I'g €
L(Y,X), existe en z¢ € €2, donde L(Y, X) es el conjunto de operadores lineales que van de Y
a X. Aunque todas las expresiones que aparecen en la férmula iterativa son multivariables, a
partir de este momento, como es habitual en los trabajos sobre convergencia semilocal, se van a
utilizar subindices en lugar de superindices para hacer la notacién menos pesada.

Para demostrar la convergencia semilocal se van a asumir las condiciones de Kantorovich para
la convergencia semilocal del método de Newton

e (Dol <5,
o [[ToF (zo)ll < n,

o |[F'(x)— F'(y)| < K|z — y|| (condicién de Lipschitz),

Para una mayor simplicidad se va a denotar ag = K1 y a definir la sucesién

ant1 = anf(an)2g(an)a (72)
y las funciones auxiliares
h(z) =z + 22, (7.3)
1
f(z) (7.4)

o) =243

z ) + = (h(x))2 .
243 (241) )+ S (75

8

que jugaran un papel clave en la demostracién del resultado principal de este capitulo.

7.1.1 Resultados preliminares

La diferencia entre los primeros dos elementos de la sucesién definida en (7.1) es

r1 —x0 = (Yo — w0) — (31 — 2L0[z0, yo; F])ToF (yo). (7.6)

Desarrollando en serie de Taylor F' alrededor de zg y evaluando en yg

Yo

Fww:ﬂmwwmm@www+/<F@—mema

Zo

donde el término F'(xg) + F'(x0)(yo — o) es igual a cero, ya que se trata del paso de Newton.
Mediante el cambio de variable z = xg + t(yo — x¢) se obtiene

1
f%yo>::jﬁ (F'(z0 + t{yo — 20)) — F'(20)) (30 — w0)d.

El operador diferencia dividida se puede expresar de forma integral mediante la férmula de
Genocchi-Hermite [z, y; F] = fol F'(xz + t(y — x))dt, véase [36]. Utilizando ademds la expresion
integral de F(yp) en (7.6)
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1
r1—x9 = (Yo — To) — (31 - 2Fo/ F'(zo + t(yo — xo))dt>
0

1
Lo </0 (F'(z0 + t(yo — w0)) — F'(z0)) (yo — $0)dt> ;

entonces

1
r1— Ty = (yo - SCQ) - 3F0/0 (F,(SUO + t(yo - CCQ)) - F/(.’Eo))(yo - .To)dt +

1 1
+ 2F3/0 F'(z0 + t(yo — wo))dt/o (F'(z0 4 t(yo — x0)) — F'(20))(yo — xo)dt,

sumando y restando F’(zg) a la segunda integral se pueden agrupar los términos

1
v1—w0 = (yo—0)— o /0 (F (20 + t(yo — 70)) — F(z0))(yo — x0)dt
1
o2 / (F' (20 + t(yo — x0)) — F'(x0))dt
0

1
/0 (F' (20 + (o — 20)) — F'(20)) (5o — 0)dt.

Tomando la norma de esta ultima expresion y aplicando la condicién de Lipschitz

IN

K K K
o = oll < Lo 2ol + ol g o = a0l + 20Tol? | 5 0 = ol 5 o — ol

IN

K., 1 1 1
n+ 55772 + §K262n3 =1 <1 + 5 (a0 + a%)) =1 (1 + zh(ao)> :

de manera que

h(a
21 — zol| < <1 + <2°)> : (7.7)
donde ag = Kf3n y h(z) = z + 22
1
Por el lema de Banach (2.8) si ||B|| < 1 entonces I — B es invertible y ||I — B|| < =Bl Si
se toma B = FoFfl
I =ToF'(z)ll = [ToF" (o) — ToF"(x1)]| = [IToll [F"(x0) — F'(x1)]|
1 1
< Bl — ol = KBo(1 + 50+ ) = ao (1+ htan) ) <1
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entonces, siempre que ||B|| < 1, es decir ag (1 + %h(ao)) < 1, olo que es lo mismo ag < 0.650629,
el lema de Banach garantiza que B~! = My L existe y

1
1Tl <

Tol| = Toll, 7.8
< T Lot Loy ol = Sa) o] (73)

1
:1—1‘(14—%]1(33))'

Las siguientes cotas se van a probar por induccién para n > 1:

donde f(x)

(In) [ITall < flan-1)[[Tnll
(L) lyn = xnll = [T F (zn)]| < flan-1)g(an—1)llyn—1 — zn-1]]
(I11,) K|Talllyn — znll < an

1
(1Y) N = 31l < (14 3(0n-1) ) s =

Se va a empezar con n = 1, por lo que (I1) ya se ha probado en (7.8).
(II1): se puede desarrollar F' en serie de Taylor alrededor de yy y evaluarla en x;

Flo) = Fln)+Fw) =)+ [ (F) -~ Fn)ds

Yo

= F(yo) + (F'(yo) — F'(20))(x1 — yo) + F'(0)(x1 — vo) (7.9)

1
# [ o+t = o)) = Fw) (21 - o,
0

es necesario calcular (z1 —yp) para poder acotar. Escribiendo los términos de la férmula iterativa
(7.1) en forma integral

1 —yo = —3T0F(yo) + 2[z0,y1; FITAF (o)

- - | (P (o -+t — 20)) — F(z0)) o — 50t

4213 (/01 F'(xo + t(yo — :Uo))dt> /OI(F/(l‘O + t(yo — x0)) — F'(20))(yo — x0)dt
- (o + 1 — 20)) — F(z0)) o — w0))dt

4213 /Ol(F’(a:o + t(yo — 20)) — F'(x0))dt

1
/0 (F'(wo + t(yo — w0)) — F'(z0))(yo — zo)dt,

y su norma

1 1 1 1 1
lz1 — yoll < §K/37)2 + §K252773 = 577a0 + 577@3 = 577}1(@0)- (7.10)
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Tomando la norma de (7.9) y sustituyendo (7.10)

1 1 1 1
1F (1)l < S EKn? + S Knh(ao) + 5znh(ao) + 2 Kn*(h(ao))?,
2 2 28 8
entonces, aplicando (1)
Iy =1l = [T1F (@)l = f(ao)[Toll[ F(z1) <
1 1 1
< flao) | 5a0 + 5 (a0 +1) hlao) + gao(h(ao))2 ns
es decir,
ly1 — 21| = f(ao)g(ao)n < f(ao)g(ao)llyo — woll,
donde

o) = 5+ o+ Dh(e) + 5 (h(a))*

(I11y): usando (I1)y (II1)
E|Ti[lllyr — a1l < K f(ao)l|Toll f (a0)g(ao)llyo — zoll = ao(f(a0))*g(a0) = ar.
(IVh): para n =1 se ha probado en (7.7).

Tomando (1), (I1),(I11,),(IV,) como hipdtesis inductiva para n > 1 se puede probar de
manera similar que (Iy41), (I1,41), (I1I41),(IV,41) también son ciertos y completar la de-
mostracién por induccion.

7.2 Analisis de la convergencia

Para analizar la convergencia de {x,} en un espacio de Banach es necesario probar que {z,}
es una sucesién de Cauchy. Para probarlo se van a analizar las propiedades de {a,} y de las
funciones h(z), f(z) y g(z).

Lema 7.2.1 Sean h(z) f(x) y g(x) definidas en (7.3), (7.4) y (7.5). Entonces,

i) f(x) es creciente y f(z) > 1 para x € (0,0.650629)

ii) h(z) y g(x) son crecientes para x € (0,0.650629)

Lema 7.2.2 Sean f(x) y g(x). Entonces

i) f(ao)g(ap) <1 para ap < 0.367826
i) f(ao)?g(ag) < 1 para ag < 0.300637

i11) la sucesion {an} es decreciente y a, < 0.300637 para n >0
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Demostracién: De la definicién de las funciones f, g y h y utilizando un procedimiento grafico
se puede ver que se cumplen (i) y (#4). Como f(ag)?g(ap) < 1 entonces a,, es decreciente, por
tanto a, < ag = 0.300637.

Teorema 7.2.3 Sean X y Y espacios de Banach y F : Q C X — Y sea un operador no lineal
doblemente diferenciable Fréchet en un abierto Q2. Asumiendo que I'g = [F'(xq)] !
xo € Q0 y haciendo las siguientes suposiciones

eriste en

i) [Toll < 8
i) [[ToF (zo)ll <n
iir) |[F'(z) = F'(y)|| < Kllz -y

Denotando a9 = Kfn y suponiendo que 0 < ag < 0.3. Entonces, si B(xg,rn) = {z € X :
1 + %h(ao)

1 = f(ao)g(ao)

en xg converge a la solucion x* de la ecuacion F(x) = 0. En ese caso, tanto la solucion como

los iterados {xn} y {yn} estdn contenidos en B(xo, Rn) y x* es la unica solucion de F(x) =0

en B = (xo, KlﬁRn)

|z —zol| < Rn} C Q donde R =

, la sucesion {x,} definida en (7.1) y empezando

Demostracién: Aplicando sucesivamente (IV},) se puede escribir

fow =l < (M52 1) o - 2l
< (M5 1) Hanatan s ool
n—1
< o2 (M) [ @t | I -l )

J=0

entonces

|Znam = Tall < Znem — Tagm—1ll + [|Tnem—1 — Tnam—zl| + - + [[Zar1 — 20|

ntm—2 n+m—3
< (fl(afl;m—l) + 1) U ]1;[0 f(aj)g(az) + <h(an;m_2) N 1> ! };[0 flai)stes)

n—1
+ o (h(;”) + 1) n H f(aj)g(aj),
=0

como h(x) es creciente y a, decreciente

m—1 [ n+i—1
v —anll = (M54 1) 0> | TT flaatay)
=0 | j=0
m—1
< (M 1) 0 Y lanlgtan
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7. Convergencia semilocal del método de Chun 95

como por los lemas 7.2.1 y 7.2.2, f y g son son crecientes y a, decreciente, se puede aplicar la
expresién para la suma parcial de una serie geométrica

h(a(]) + 1) 1— (f(a())g(a(]))m (f(ao)g(ao))nn‘

2 1 — f(ao)g(ao)

Por lo que se concluye que {x,} es una sucesién de Cauchy si y solo si f(ag)g(ag) <1

[ — 2l < (

Paran=0

||xm _ 330” < <h’(a0) + 1) 1- (f(a())g(CLO))m < RT],

2 1= f(ao)glag) =

1+ %h(ao)
1 — f(ao)g(ao)”

Para probar que x* es solucién de F(z) = 0 se debe empezar acotando || F'(zy,)||,

haciendo m — oo se obtiene el radio de convergencia R =

[F' (@)l < [1F (o)l + | (zn) — F' (o)
< |IF(zo)ll + Kllzn — 2ol
< |[F'(zo)| + K Rn.
Entonces de (7.11)
[F@a)ll < [1F @ )ll|zn — o
n—1
< 1Pl (52 + 1) | TLr@atan | o

J=0
como h, f y g son crecientes y a,, decreciente

h(an)
2

IF @) < | F ()] ( n 1) (F(ao)g(ao))™

como || F'(x,,)|| estd acotada y (f(ag)g(ap))™ tiende a cero cuando n — oo, se puede concluir que
| F'(zy)|| — 0. Por la continuidad de F' en €, entonces F(z*) = 0.

Finalmente se va a probar la unicidad de z* en B = (xo, KlﬁRn) N Qp. Se va a asumir que y* es

otra solucién de F(z) =0 en B = (=, K%BRU) N Qg, y se va probar que z* = y*. Partiendo del
desarrollo en serie de Taylor de F' alrededor de x*
1
F(z)=F(2") + / F'(z* + t(x — o)) (z — 2¥)dt,
0

y evaluando la serie en y*

1
F(y*) = F(e") + /0 F(a 4ty — o))" — ),
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96 7.3. Aplicaciones

de forma que
1
0= F(u) - Fla) = —a) [ Pl 41l = ")
0

Para garantizar que (y* —x*) = 0 es necesario demostrar que el opemdorfo1 F(x*+t(y* —a*))dt
es invertible. Aplicando la hip6tesis (7i7)

1 1
ol [ 17"+t = a%) =~ Flan)dt < KB [ " + by — o) = aolld
0 0
1
< KB [ (1= 0w ol + tly” ~ o)
0
Kg 2
— | R — —Rn) =1
< 2 ( " Kp ”)
por el lema de Banach el operador es invertible, por tanto y* = x*. [l

7.3 Aplicaciones

Se van a comprobar los resultados obtenidos en un problema aplicado, la resolucién de una
ecuacion integral de tipo Hammerstein.

2(s) :1+/01 G(s,t)z(t)2dt, se0,1], te[0,1] (7.12)

(I—s)t, t<s

donde =z € C(0,1), t € [0,1] y el nicleo es G(s,t) = { s(1— 1) g

Para resolver la ecuacién (7.12) se va a transformar en un sistema de ecuaciones no lineales
mediante un proceso de discretizacién. Se puede aproximar la integral que aparece en (7.12)
usando la cuadratura de Gauss-Legendre

/ (bt ~ iwih(ti) (7.13)

donde t; y w; son los nodos y pesos del polinomio de Gauss-Legendre respectivamente. Deno-
tando la aproximacién de z(t;) como z; (i = 1,2,...,m) entonces (7.12) se puede aproximar por
el sistema de ecuaciones no lineales

m
ri=14> ayal, i=12..,m (7.14)
j=1
o Jwiti(=t), <
donde Wij = { wjti(l — tj), j > 1
El sistema puede escribirse como
Flz) = 2—1—Av,, v, =23 23 .. 227
F'(z) = I-2AD(x), D(z)=diag(z1,x2,...,Tm)
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7. Convergencia semilocal del método de Chun 97

Se va a utilizar el método de Chun (7.1) para resolver el sistema no lineal.

Tomando 2o = (1.7,1.7,...,1.7), m = 8 y la norma maximo se obtiene

IToll <8, B ~1.6550

IToF (z0)]| <n, n ~0.6927

|F'(z) — F'(y)|| < kllz—yll, &k =0.2471
ap =kpBn, ap =~ 0.2833

Se cumplen las condiciones de convergencia y en consecuencia se puede aplicar el método al
sistema. Ademads, por el Teorema 7.2.3 se puede garantizar la existencia de la solucién en
B(x0,3.3263), y la unicidad en B(xg,9.3249).

La solucién aproximada del sistema (7.14) después de 4 iteraciones del método de Chun y
tomando como criterio de parada ||z — 2"~ V||, < 107180 o || F(2,) [0 < 107150 es

l 1 2 3 4 3 6 7 8

x; | 1.0122... | 1.0584... | 1.1181... | 1.1598... | 1.1598... | 1.1181... | 1.0584... | 1.0122...

Tabla 7.1: Solucién numérica de (7.14)

Como era de esperar el método converge a la solucién si se cumplen las condiciones de Kan-
torovich, lo que no significa que el método necesariamente no converja aunque las condiciones
no se cumplan. Este tipo de demostraciones de convergencia semilocal que garantizan la exis-
tencia y unicidad de la solucién bajo unos supuestos son especialmente valiosas en procesos no
supervisados que siempre requieren una solucién correcta.
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Capitulo 8

Conclusiones y lineas futuras

En esta tesis se han introducido los conceptos y herramientas que se utilizan en el estudio de la
dindmica de los métodos iterativos. Se ha mostrado la importancia de incluir este estudio, y no
solamente el orden de convergencia, a la hora de analizar una familia de métodos iterativos, y
también a la hora de establecer criterios para seleccionar los mejores miembros de dicha familia.

También se ha utilizado el operador diferencia dividida para extender métodos de ecuaciones
no lineales a sistemas de ecuaciones no lineales, y se ha disefiado y estudiado una familia bi-
paramétrica, adaptando cuando ha sido necesario las herramientas de la dindmica compleja.

Ademsds, se ha extendido la familia a sistemas de ecuaciones no lineales y se han utilizado
herramientas de la dindmica real al caso multivariable para asi hacer posibles estudios dinamicos
de métodos para sistemas.

Se han usado casos académicos pero también casos aplicados para probar el buen compor-
tamiento de los métodos propuestos.

Entre las lineas futuras destaca el diseno y estudio dindmico de métodos con memoria.
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Capitulo 9

Anexos: Rutinas dinamicas en

MATLAB

9.1 Plano dinamico para el método de Newton

Z plano_dinamico f(xz)=x"2-1

clear;

tic

numNodosx = 200;numNodosy = 200;

maxIter = 20;

tol = 0.001;

syms x;

f = @0(x) x°2-1; /% problema a Tesolver

fp = @(x) 2xx;

r = solve(f(x)==0); /J soluciones analiticas

rl = double(r(1)); r2=double(r(2));

n
S

e(x) x - £(x)/fp(x);
@(x) x - £(x)"2/(£f(x + £(x))-£(x));

numPuntos = (numNodosx+1)*(numNodosy+1);
xini= -3; xfin=3; yini= -3; yfin=3;

dx = (xfin-xini)/numNodosx;

dy = (yfin-yini)/numNodosy;

[X,Y] = meshgrid(xini:dx:xfin,yini:dy:yfin);

R=zeros(size (X)) ;G=zeros(size (X)) ;B=zeros(size(X));

[rows,cols] = size(X);

for i=1:rows
for j=1:cols
x = complex(X(i,j),Y¥(i,j));

iter = 0;

e = 1000;

while iter<maxIter && e > tol
an = Xx;
Az = n(z); % Newton
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102 9.1. Plano dinamico para el método de Newton

x = s(x); #Steffensen
e = abs(an-x);
iter = iter + 1;

end

dl = abs(rl-x); / distancia a las raices

d2 = abs(r2-x);

if d2<tol Zconvergio a la primera Tatz
R(i,j) = (l-iter/maxIter);

elseif dl<tol Jconvergio a la segunda Taiz
B(i,j) = (l1-iter/maxIter);

else /4 mo comnverge
R(i,j) = 0;
G(i,j) = 0;
B(i,j) = 0;

end

end
end

I(C:,:,1)=R(:,:);

I(C:,:,2)=G(:,:);

I(C:,:,3)=B(:,:);

figura = imshow(I,’X’,[xini,xfin],’Y’,[yini,yfinl);
xlabel(’Re’); ylabel(’Im’);

hold on, axis on, axis xy, grid
plot(real(rl),imag(rl),’w+’,’MarkerSize’ ,5);
plot(real(r2),imag(r2),’w+’,’MarkerSize’ ,5);

toc

[puntol ,punto2] = ginput(1l); 7 Punto cuya orbita se dibuja
pO0 = complex(puntol,punto2);
plot (puntol ,punto2,’w+’,’MarkerSize’ ,5)

n_lineas = 0;
while (n_lineas<maxIter)
x = p0;
x = x - f(x)/fp(x);
p = x5
plot(real(p),imag(p),’w+’,’MarkerSize’ ,5);
line([real (p0) real(p)]l,[imag(p0) imag(p)l,...
’Color’,’w’,’LineWidth’ ,2);
pause (0.2);
pO = p;
n_lineas = n_lineas + 1;
end
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9. Anexos: Rutinas dinamicas en MATLAB 103

9.2 Plano dinamico con la transformacion de Moe-
bius

4 plano_dinamico f(z)=x"2-1 con la
Z transformacion de Moebius

clear;

tic

numNodosx = 500;numNodosy = 500;
maxIlter = 20;

tol = 0.001;

% obtencion del operador para el metodo
% de Newton sobre f
syms X C y;

f = x"2-c; J problema a resolver

df = 2%*x;

n = simplify(x - f£/df);

Afy = simplify(subs(f,z,y));

Zop = matlabFunction(n); J operador

% transformacion de Moebius para Newton
h = (x-sqrt(c))/(x+sqrt(c));

hinv = -sqrt(c)*(1+x)/(x-1);

a = simplify(subs(n,x,hinv));

b simplify(subs(h,x,a));
op = matlabFunction(b); % operador

numPuntos = (numNodosx+1)*(numNodosy+1);
xini= -3; xfin=3; yini= -3; yfin=3;
dx = (xfin-xini)/numNodosx;

dy = (yfin-yini)/numNodosy;
[X,Y] = meshgrid(xini:dx:xfin,yini:dy:yfin);

R=zeros(size(X));G=zeros(size (X)) ;B=zeros(size(X));

[rows,cols] = size(X);
% recorre todos los puntos de la malla
for i=1:rows
for j=1l:cols

x = complex(X(i,j),Y¥(i,j));
iter = 0;
e = 1000;
Zx = complez (-.20567 ,1.6143);
while iter<maxIter && e > tol && abs(x)<1000 && ~isnan(x) && ~isinf (x)

an = Xx;
x = op(x); /4 operador de punto fijo
e = abs(an-x);
iter = iter + 1;

end

d = abs(x); /% distancia a las Tatices

if d<tol sconvergio a 0

R(i,j) = (1-iter/maxIter);
elseif d>1000 Jconvergio a inf
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104 9.2. Plano dindmico con la transformacion de Moebius

B(i,j) = (1-iter/maxIter);
else % mo comverge a una Taiz
R(i,j) = 0;
G(i,j) = 0;
B(i,j) = 0;

end
end
end
I(:,:,1)=R(:,:);
IC:,:,2)=G(:,:);
I(:,:,3)=B(:,:);
figura = imshow(I,’X’,[xini,xfin],’Y’,[yini,yfin]);
xlabel (’Re’); ylabel(’Im’);
hold on, axis on, axis xy
plot (0,0, ’w+’,’MarkerSize’ ,5);
toc

[puntol,punto2] = ginput(1l); /% Punto cuya orbita se dibuja
pO = complex(puntol,punto2);
plot (puntol,punto2,’w+’,’MarkerSize’ ,5)

n_lineas = O0;
while (n_lineas<maxIter)
x = pO0;
x = op(x);
P = x5
plot(real(p),imag(p),’w+’,’MarkerSize’ ,5);
line ([real (p0) real(p)]l,[imag(p0) imag(p)]l,...
’Color’,’w’,’LineWidth’ ,2);
pause (0.2);
pO = p;
n_lineas = n_lineas + 1;
end
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9.3 Plano de parametros para la familia de King

/4 plano de parametros

clear;

numNodos = 200%200;
maxIlter = 20;

tol = 0.001;

% obtencion del operador para el metodo
% de King sobre f
syms X c y beta;

f = x"2-c; J problema a resolver

df = 2x*x;

y = simplify(x - f£/df);

fy = simplify(subs(f,x,y));

k = simplify(y-((f+(2+beta)*fy)/(f+betaxfy))*x(fy/df));
% king

4 transformacion de Moebius

h = (x-sqrt(c))/(x+sqrt(c));

hinv = -sqrt(c)*(1+x)/(x-1);

a = simplify(subs(k,x,hinv));

b = simplify(subs(h,x,a));

op = matlabFunction(b); % operador

/ obtencion de los criticos
opp = diff (b,x);
c = solve (opp==0);

4 defintcion de la malla y el numero de puntos
xini= -5.5; xfin=5; yini= -3; yfin=3;
dx=(xfin-xini); dy=(yfin-yini); d=max(dx,dy);
paso = d/ceil (sqrt (numNodos));
x=xini:paso:xfin;

y=yini:paso:yfin;

[X,Y]=meshgrid(x,y);
R=zeros (size(X));
G=zeros (size (X));
B=zeros (size(X));
[rows,cols]=size (X);
for i=1l:rows

for j=1l:cols
beta = complex(X(i,j),Y¥(i,j));

iter = 0;
e = 1000;
Az0 = -1,

x0 =-((20 + 14*beta + 3xbeta”™2 + sqrt(3)x*

sqrt (betax (80 + 84 xbeta + 28 x*beta”2 +

3 *beta”3)))/(20 + 8 *beta)); 4 critico libre king
% itera hasta llegar al mazimo de titeraciones o al error
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106 9.3. Plano de parametros para la familia de King

% partiendo del critico libre

raiz_encontrada = 0;
while iter<maxIter && raiz_encontrada==0/66 e > tol
an = x0;
x0 = op(beta,x0); /4 operador de punto fijo
e = abs(an-x0);
iter = iter + 1;

/% comprueba st se ha llegado a alguna raiz

norma = norm(x0);

if norma<tol || norma>1000 || isnan(norma)
raiz_encontrada = 1;
R(i,j)=1-iter/(maxIter+1);

end

end

end
end

I(C:,:,1)=R(:,:);

IC:,:,2)=G(:,:);

I(:,:,3)=B(:,:);
imshow(I,’X’,[xini,xfin],’Y’,[yini,yfin]);
xlabel (’Re’); ylabel(’Im’);

hold on

axis on, axis xy, grid
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9.4 Plano dinamico para la familia de King

4 plano_dinamico f(z)=xz"2-1 con la
4 transformacion de Moebius para King

clear;

tic

numNodosx = 500;numNodosy = 500;
maxIter = 20;

tol = 0.01;

% obtencion del operador para el metodo
% de King sobre f
syms x c y beta;

f = x"2-c; J problema a resolver

df = 2xx;

y = simplify(x - f/df);

fy = simplify(subs(f,x,y));

k = simplify(y-((f+(2+beta)x*fy)/(f+beta*fy))*(fy/df));
A king

Z transformacion de Moebius

h = (x-sqrt(c))/(x+sqrt(c));

hinv = -sqrt(c)*(1+x)/(x-1);

a = simplify(subs(k,x,hinv));

b = simplify(subs(h,x,a));

beta = -4; J metodo en particular

b = simplify (eval(b));

op = matlabFunction(b); % operador
numPuntos = (numNodosx+1)*(numNodosy+1);
xini= -3; xfin=3; yini= -3; yfin=3;

dx = (xfin-xini)/numNodosx;

dy = (yfin-yini)/numNodosy;
[X,Y] = meshgrid(xini:dx:xfin,yini:dy:yfin);

R=zeros (size (X)) ;G=zeros(size (X)) ;B=zeros(size(X));

[rows,cols] = size(X);
% rTecorre todos los puntos de la malla
for i=1:rows
for j=1l:cols
x = complex(X(i,j),Y(i,3));
iter = 0;
e = 1000;

while iter<maxIter && e > tol && abs(x)<1000

an = x;
x = op(x); % operador de punto fijo
e = abs(an-x);
iter = iter + 1;

end

d = abs(x); / distancia a las Taices

if d<tol Zconvergio a O
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108 9.4. Plano dinamico para la familia de King

R(i,j) = (l1-iter/maxIter);

elseif d>1000 Jconvergio a inf
B(i,j) = (l-iter/maxIter);

else % mo comverge a una Tatz
R(i,j) = 0;
G(i,j) = 0;
B(i,j) = 0;

end

end
end

I(C:,:,1)=R(:,:);

I(C:,:,2)=G(:,:);

I(:,:,3)=B(:,:);

figura = imshow(I,’X’,[xini,xfin],’Y’,[yini,yfin]);
xlabel(’Re’); ylabel(’Im’);

hold on, axis on, axis xy

plot (0,0, ’w+’,’MarkerSize’ ,5);

toc

[puntol ,punto2] = ginput(1l); J Punto cuya orbita se dibuja
pO = complex (puntol,punto2);
plot (puntol,punto2,’w+’,’MarkerSize’ ,5)

n_lineas = O0;
while (n_lineas<maxIter)
x = p0;
x = op(x);
p = %
plot(real(p),imag(p),’w+’,’MarkerSize’ ,5);
line([real (p0) real(p)],[imag(p0) imag(p)],...
>Color’,’w’,’LineWidth’ ,2);
pause (0.2);
PO = p;
n_lineas = n_lineas + 1;
end
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9.5 Implementacién del operador diferencia dividida
de segundo orden

function TDD

divdiff_orden2 (fun,X,Y)
[ p, m 1 = size(X’); 7 m puntos

TDD =vpa( zeros(m, m));

for j =1 :m
vi=X; v1(1:j)=Y(1:j);
v2=X; v2(1:j-1)=Y(1:j-1);
[Fvli, ]l=feval (fun,vpa(vl));
[Fv2, ]1=feval (fun,vpa(v2));

v3=X; v3(j:end)=Y(j:end);
v4=X; v4(j+1l:end)=Y(j+1l:end);
[Fv3,"]1=feval (fun,vpa(v3));
[Fv4 ,"]1=feval (fun,vpa(vd));

TDD(:,j)=vpa((Fv1(:)-Fv2(:)+Fv3(:)-Fvd (:))/(2x(Y(3)-X(j))));
end
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110 9.6. Plano dinamico para la familia OC

9.6 Plano dinamico para la familia OC

4 plano_dinamico f(z)=xz"2-1 con la
4 transformacion de Moebius

clear;

tic

numNodosx = 400;numNodosy = 400;
maxIter = 30;

tol = 1le-3;

% obtencion del operador para el metodo
% de Newton sobre f

syms X C y;

% metodo en particular

al=1;b2=2;
f = x"2-c; J problema a resolver
df = 2*x;
y = simplify(x - £/df); 7 Newton
fy = simplify(subs(f,x,y));
k = simplify(y-(1/al)*((f/(f+al*(b2-2)*xfy)+...

((Cal-1)*f+al*b2xfy)/£))*x(fy/df))); Z0C

4 transformacion de Moebius

h = (x-sqrt(c))/(x+sqrt(c));
hinv = -sqrt(c)*(1+x)/(x-1);
a = simplify (subs(k,x,hinv));

b simplify(subs(h,x,a));
op = matlabFunction(b); /% operador

numPuntos = (numNodosx+1)*(numNodosy+1);
xini= -3.75; xfin=3; yini= -3; yfin=3;
dx = (xfin-xini)/numNodosx;

dy = (yfin-yini)/numNodosy;
[X,Y] = meshgrid(xini:dx:xfin,yini:dy:yfin);

R=zeros (size (X)) ;G=zeros(size(X));B=zeros(size(X));

A fijos
pf = double(solve(op(x)==x));

[rows,cols] = size(X);
% rTecorre todos los puntos de la malla
for i=1:rows
for j=1l:cols
x = complex(X(i,j),Y¥(i,j));
iter = 0;
e = 1000;
while iter<maxIter && (abs(x)>tol && abs(x)<1100)
&& ~“isnan(x) && “isinf(x) /66 e > tol

an = x;

x = op(x); /4 operador de punto fijo
e = abs(an-x);

iter = iter + 1;
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end

/% averigua a que punto fijo ha convergido
d = abs(pf-x);
if d>1000 /convergio a inf

B(i,j) = (l-iter/maxIter);
else

n = find(d<tol);

if n==1 J cero

R(i,j) = (1-iter/maxIter);
elseif n==2 J 1
G(i,j) = (1-0.3xiter/maxIter);

R(i,j) = (1-0.3*iter/maxIter);
elseif n>3
G(i,j) = (1-(n/10)*iter/maxIter);
R(i,j) = (1-(n/10)*iter/maxIter);
else
R(i,j) = 0;
G(i,j) = 0;
B(i,j) = 0;

end
end

end
end
save (’plano.mat’,’R’>,’G’,’B’,’al’,’b2’,’0p’,...
maxIter’,’xini’,’xfin’,’yini’,’yfin’,’pf’);
I(C:,:,1)=R(:,:);
I(:,:,2)=G(:,:);
I(:,:,3)=B(:,:);
figura = imshow(I,’X’,[xini,xfin],’Y’,[yini,yfin]);
xlabel(’Re’); ylabel(’Im’);
hold on, axis on, axis xy, grid
ZAplot (0,0, w+’,’MarkerSize ’,5);
toc

for pfl=pf
plot(real (pfl),imag(pfl),’w+’,’MarkerSize’,5)
end

[puntol ,punto2] = ginput(1l); / Punto cuya orbita se dibuja
pO = complex (puntol,punto2);
double (p0)

plot (puntol ,punto2,’w+’,’MarkerSize’ ,5)

n_lineas = 0;

while (n_lineas<maxIter)
x = p0;
x = op(x);
P = x5
plot(real(p),imag(p),’w+’,’MarkerSize’ ,5);
line ([real (p0) real(p)]l,[imag(p0) imag(p)l,...

>Color’,’w’,’LineWidth’ ,2);
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pause (0.2);

pO = p;

n_lineas = n_lineas + 1;
end
double (p)
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9.7 Plano de parametros para la familia OC

/4 plano de parametros

tic

clear;

numNodos = 400%400;
maxIlter = 40;

tol = 0.001;

/4 obtencion del operador para la familia
% de 0C sobre f
syms x ¢ y al b2;

f = x"2-c; J problema a resolver

df = 2x*x;

y = simplify(x - £/df);

fy = simplify(subs(f,x,y));

k = simplify(y-(1/a1l)*((£f/(f+al*x(b2-2)*xfy)+...
(((a1-1)*xf+al*xb2*xfy)/£))*x(fy/df)));

4 0cC

Z transformacion de Moebius

h = (x-sqrt(c))/(x+sqrt(c));

hinv = -sqrt(c)*(1+x)/(x-1);

a = simplify(subs(k,x,hinv));

b = simplify(subs(h,x,a));

op = matlabFunction(b); /% operador

/ obtencion de los criticos
opp = matlabFunction(diff (op,x));
¢ = solve(opp(al,b2,x)==0);

% definicion de la malla y el numero de puntos
xini= -10; xfin=10; yini= -10; yfin=10;
dx=(xfin-xini); dy=(yfin-yini); d=max(dx,dy);
paso = d/ceil(sqrt (numNodos));
x=xini:paso:xfin;

y=yini:paso:yfin;

[X,Y]l=meshgrid(x,y);

R=zeros(size(X));
G=zeros (size(X));
B=zeros (size(X));

[rows,cols]=size (X);

for i=1:rows
for j=1:cols
al = X(i,3);
b2 = Y(i,j);
iter = 0;
e 1000;

/4 criticos 0OC
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N1=80+(-3).%al."2.%x((-2)+b2)."3+(-2).%xal.*x(44+(-24) .*xb2+b2."2);
Di1=(-5)+al.*x((-2)+b2)."72;
Ri=al."2.%x((-2)+b2).73.%x((-72)+9.%al1."2.%x((-2)+b2)."3+196.*b2...
+4.%al.*(36+(-56).%b2+19.%b2.72));

N2=32.%(30+al. 2.%((-2)+b2).72.%x(3+b2)+al.*((-36)+16.*xb2+b2.72));
N3=(-80)+3.*al. 2. *x((-2)+b2)."3+2.%al.*x(44+(-24) .*xb2+b2.72);

szcl

xcl=(1/16) .x(N1./D1 - sqrt(R1./(D1)."2) -
sqrt (2) .* (sqrt(-64 + ((-N1).72)./((D1)."2) +
N2./D1 + ((N3).*sqrt(R1./((D1).72)))./D1)));
7 zc2

xc2=(1/16) .x(N1./D1 - sqrt(R1./(D1).°2) +
sqrt (2) .* (sqrt(-64 + ((-N1).72)./((D1).72) +
N2./D1 + ((N3).*sqrt(R1./((D1).72)))./D1)));
rre3

xc3=(1/16) .*(N1./D1 + sqrt(R1./(D1).°2) -
sqrt (2) .* (sqrt(-64 + ((-N1).72)./((D1).72) +
N2./D1 + ((N1).*sqrt(R1./((D1).72)))./D1)));
nred

xcd4=(1/16) .x(N1./D1 + sqrt(R1./((D1).72)) +
sqrt (2) .*x(sqrt(-64 + ((-N1).72)./((D1)."2) +
N2./D1 + ((N1).*sqrt(R1./((D1).72)))./D1)));

/% establece el critico que se usa como estimacion inicial

x0 = xci;
Asyms x;

Aze = double(subs (c(3),[al,b2],[X(%,5),Y(i,5)1));
Az0 doudble(zc);

/% itera hasta llegar al mazimo de iteraciones o al error
% partiendo del critico libre

raiz_encontrada = 0;
while iter<maxIter && raiz_encontrada==0/86 e > tol
an = x0;
x0 = op(al,b2,x0); /% operador de punto fijo
Az0 = op(X(i,7),Y(%,35),20); /% operador de punto fijo
e = abs(an-x0);
iter = iter + 1;

/% comprueba st se ha llegado a alguna raiz

norma = norm(x0);

if norma<tol || norma>1000 || isnan(norma)
raiz_encontrada = 1;
R(i,j)=1-iter/(maxIter+1);

end

end

end
end
IC:,:,1)=R(:,:);
IC:,:,2)=G(:,:);
I(:,:,3)=B(:,:)
imshow(I,’X’,[xini,xfin],’Y’,[yini,yfin]);

)
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xlabel(’Re’); ylabel(’Im’);
hold on
axis on, axis xy, grid

toc
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