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Parte 1

Ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) y sistemas de EDO






Capitulo 1

Introducciéon

Para estudiar un fenémeno natural, habitualmente es dificil hallar unas rela-
ciones que enlacen las magnitudes que caracterizan dicho fenémeno. Pero, al
mismo tiempo, a menudo es facil establecer la dependencia entre esas mag-
nitudes y sus derivadas. Asi obtenemos un modelo matematico del fenémeno
que contiene las funciones desconocidas, escalares o vectoriales, bajo el signo
de derivada.

No estudiamos aqui fenémenos cuya descripcién matemética exigiria el uso de
las magnitudes matriciales.

Definicion 1.1 Las ecuaciones en las cuales la funcion desconocida, escalar
o vectorial, se encuentra bajo el signo de derivada, se llaman ecuaciones
diferenciales.

Ejemplo 1.2 Muchos fendmenos, por ejemplo, la desintegracion radioactiva o
el proceso elemental unimolecular, A — P, los podemos describir mediante la

EDO q
x
— = —kux. 1.1
o (1.1)
Aqui x = x(t) es la cantidad de sustancia no desintegrada o la concentacion
[A] en el momento de tiempo t; k es una constante que puede depender de



Capitulo 1. Introduccion

otros parametros (en el sequndo caso, de las condiciones termodindmicas): la

velocidad del proceso Z—f = 1 es proporcional a la cantidad de la sustancia.

Ejemplo 1.3 La ecuacién de movimiento de un punto de masa m, bajo la
influencia de una fuerza F dependiente del tiempo y de la posicion del punto,
d*’r .. F(tr)

@~ T

Ejemplo 1.4 La ecuacion de difusion

du (t,r)

= V-(D(t,r) Vu(t,r)),

9 0 9
dx? Oy’ Oz
rador de gradiente y D (t,r) es el coeficiente de difusion variable.

donde u (t,r) es la concentacion de la sustancia, V = ( ) es el ope-

Observacion 1.5 La biusqueda de las funciones desconocidas, determinadas
por las ecuaciones diferenciales, es precisamente el problema fundamental a
resolver en esta Parte del curso.

Definicion 1.6 Si en una ecuacion diferencial las funciones desconocidas, es-
calares (como en el Ejemplo 1.2) o vectoriales (como en el Ejemplo 1.3), son
funciones de una sdla variable (en estos ejemplos lo es el tiempo t), la ecuacion
diferencial se dice ordinaria (EDO). Si, en cambio, la funcion desconocida
es funcion de dos o mds variables (como en el Ejemplo 1.4 donde la funcion a
determinar depende de cuatro variables: t,z,y, z), la ecuacion es una ecuacion
diferencial en derivadas parciales (EDDP).

En lo que sigue, particularmente en los Capitulos 7 y 21, veremos ejemplos de
los modelos fisicos que podrdan ayudar ver la utilidad de los desarrollos mate-
madticos propuestos.

Definicion 1.7 Se llama solucion de la ecuacion diferencial a una funcion
que, al ser sustituida en la ecuacion diferencial, la convierte en una identidad.

Por ejemplo, la ecuacion (1.1) tiene la solucion

z(t) = Ce ™.



Si conocemos el valor de la funcién en un momento inicial g,
xo =z (o),
podemos determinar el valor de la constante arbitraria (positiva):
zo =z (ty) = Ce ™" = C = zpe*™.
Asi tenemos la solucion inica del problema del valor inicial (PVI)

{a’;:dw:—kx,

dt
T (to) = X

x (t) = zoe 1), (1.2)

Definicion 1.8 El proceso de determinacion de las soluciones de una EDO o
EDDP se llama integracion de la misma.

Nota 1.9 Supongamos que una pequena variacion de los pardmetros del pro-
blema, por ejemplo, de la constante k y/o de la condicion xq, produce sélo un
pequenio cambio de la solucion (1.2) que estos determinan. Es decir, suponga-
mos que la solucion es estable.






Capitulo 2

EDO de primer orden

2.1 EDO de primer orden resueltas respecto a la derivada

Consideremos ecuaciones del tipo

p_dy

v=_ = f(z,y)

y empecemos con un ejemplo simple de tal ecuacién,

dy
%—f(l‘)-

La integracion de esta ecuacion se analiza en célculo integral. La solucién, en
el caso que sea la funcion f (z) integrable,

y = / f(z)de+C
contiene una constante arbitraria y la solucién del PVI

{ y=rf), (2.1)

Y (130) = Yo



Capitulo 2. EDO de primer orden

€s
T

Y =1+ /f (s)ds. (2.2)

Zo

Observacion 2.1 FEstd claro que la integrabilidad de la funcion f (x) garantiza
ahora la existencia y eventualmente la unicidad de la solucion (2.2). También
entendemos que la existencia y la unicidad de las soluciones de las ecuaciones
del tipo

,_ dy

y=2"=9)
vienen garantizadas por la integrabilidad de la funcion
1 dx
) g(y) dy (23)

y por la posibilidad de hallar la funcion inversa y = y(x) de la solucion
x =z (y) de la ecuacion (2.3).

2.2 EDO con variables separadas

Las ecuaciones del tipo
’ @ o fl (.%')

V=i~ Ry

(2.4)
que podemos reescribir como

f2(y)dy = fi () da (2.5)

se llaman ecuaciones con variables separadas. Es evidente que la ecuacion (2.3)
es un caso particular de (2.4). Supongamos que las funciones f; (z) y fa (y) son
continuas, entonces la ecuacién

[rway= [f@dsc, (2.6)

donde C es una constante de integracién, nos proporciona una solucién impli-
cita de la ecuacion (2.5). Si esta solucion determina sin excepcion todas las
soluciones de (2.4), entonces se trata de su solucion general.



2.2 EDO con variables separadas

Ejemplo 2.2 La ecuacion
dy «x
= == 2.7
iy (2.7)
carece de sentido para y = 0. Lo tendremos en cuenta st a la solucion implicita
de la ecuacion
ydy = xdx,
2

:%+C<:>y2:x2—|—K

anadimos la condicion K = 2C # 0.

v
2

Ejemplo 2.3 Podemos escribir la solucion general de la ecuacion

dy _y

dr =

comoy =Kz con KR yx#0.

Ejercicio 2.4 Resolver el PVI

Comentario. La solucion inica,
Yy=—v 2-— 1:27

geométricamente es la semi-circunferencia inferior de radio /2 centrada en el
origen.

Ejercicio 2.5 La solucion general de la ecuacion

y =e" Iny,

/e”zdl‘:/dy+0,
Iny

no la podemos reducir a funciones elementales.

1La integracioén de la ecuacién dy — df produce la solucién implicita logy = logx + C' de donde

tenemos: y = z exp (C) = cx con ¢ > 0.



Capitulo 2. EDO de primer orden

Ejercicio 2.6 La solucion del PVI

ARG

€S
x (t) =t

pero el problema

{2ty

no tiene solucion.

2.3 EDO que se reducen a ecuaciones con variables separadas

Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas a ecuaciones con varia-
bles separadas mediante una sustitucion de variables.

Por ejemplo, las EDO
dy
'=—==f(ax+b
y= =/ Y)
donde a y b son constantes, se transforman a las EDO con variables separadas
mediante la sustitucién de la funcién y por z = ax + by. Efectivamente,
dz

dy
%—a-i-b%—a-i-bf(z)

con lo que hemos separado las variables. Integrando, obtenemos

dz
x:/a—l-bf(z)—i—c'

Ejemplo 2.7
dy
/
=—==2 .
dx Ty
Haciendo z = 2z 4y, tendremos
d
d—z:2—|—z:>1n]z+2]:x+lnc=>z:2x+y:—2+ce"”
x
g
y=ce®" —2x—2, c>0.
T t
2/1 Z(f;g: 12tdt:>\/5:t2:>x:t4.

10



2.4 Las EDO homogéneas

Ejemplo 2.8
1

r—y

/

Yy = + 1.

Haciendo z = x — y, obtenemos

d 1
72::_7:>Z2:—2$—|—C:>(x—y)2:—2l'+c.
dx z

A EDO con variables separadas se reducen también

2.4 Las EDO homogéneas

que tienen la forma

dy y
1 2 J
Y7 e / <x) '
En efecto, la sustitucion y = zx nos lleva a
dy dz dz dx
dx :Ed:v—{_z /() fz)—z =

:>/f(j)z_zzlnlx|+ln02>x(z):cexp </f(j)z—z)

Ejemplo 2.9 La solucion general de la EDO homogénea

y’:g—l—tang
x T

es
y =wxarcsinkx , ke€R.

Ejemplo 2.10 La solucion del PVI

es unica. En efecto, supongamos que existe otra solucion

y=h(z),

11



Capitulo 2. EDO de primer orden

distinta de la (2.8), tal que

Entonces, la funcion
r=h(x)+z—-1

satisface el problema
r=h+1=0,
r(1)=h(1) =0,

cuya solucion, obviamente, es
r=0<=h(z)=1-uz,

que es una contradiccon.

Ejercicio 2.11 Probar que (2.2) representa la inica solucion del PVI (2.1).

12



Capitulo 3

EDO lineales de primer orden

Definicion 3.1 Se llama EDO lineal de primer orden a toda EDO lineal
con respecto a la funcion desconocida y a su derivada:

Y +g(@)y=h(x), (3.1)

donde g (x) y h(x) se consideran en lo sucesivo funciones continuas de x en el
dominio donde se exige integrar la ecuacion (3.1).

Si h(z) =0, la ecuacion (3.1) se dice lineal homogénea (ELH). En la ELH las
variables se separan:

dy dy
- f— —_— = — .2
dx+g(:c)y 0+ ) g () dx, (3.2)

e integrando, obtenemos
In|y|=-G(z)+C ,
siendo G (x) una primitiva (jque existe!) de la funcion g (x) :
G—/g(:c)dx%:»G’ () = g (). (3.3)
Entonces,

y(z) =Ce €@ O =e" >0.

13



Capitulo 3. EDO lineales de primer orden

Si permitimos que la constante C' tome todos los valores reales, incluimos las
soluciones negativas y la identicamente nula. La tdltima, la hemos perdido al
dividir entre y en (3.2). Asi, la solucion general de la ELH

Yy +g(@)y=0 (3.4)

es
y(z) =Ce %@  CeR. (3.5)

Observacion 3.2 Es fdcil ver que podemos hallar la solucion general de la
ecuacion lineal no homogénea (ELNH), (3.1), si sumamos a la general de la
ELH, (3.5) una solucion particular de la (3.1), pues son lineales. Para en-
contrar una solucion particular de la ELNH, (3.1), apliquemos el método de
variacion de los pardmetros.

Precisamente, supongamos que la solucion particular de la ELNH, (3.1), tiene

la forma
y(z)=C(x)e W, (3.6)

siendo C'(z) una funcion diferenciable a determinar. Para hallar la ultima,
sustituyamos (3.6) a la ELNH y hagamos uso de la definicion (3.3):

d(Ce %)

Ce“g=h 3.7

. +Ce g = (3.7)
— C'e % — gCe ¢ + C’e’Gg =h<=

= "' =he® = C(x /h ) e @ dg. (3.8)

Entonces, la solucion general de la ELNH (3.1) tiene la forma

y(z) =e €@ (C + /h(:z) eG(m)dx> , (3.9)

siendo C una constante real arbitraria.

Teorema 3.3 La solucion del PVI lineal no homogénea
Yy (o) = Yo,

(i) tiene la forma
y (@) = exp (— /:g(s) d5> <y0 +/:h(s) exp </I:g(t) dt) ds) (3.11)
y (ii) es tunica.

14



Demostraciéon. Para simplificar esta demostracion, introduzcamos la nota-
cion

G (z,x0) := /m:g(s) ds.

Entonces, podemos reescribir (3.11) como

y (z) = e Cm0) <yo +/ h(s) €G(S’x°)d3> (3.12)

y al sustituir la ultima funcién a la ELNH, observar que su derivada es exac-
tamente igual a

—g () (eG(I’“’“) (yo + /zj h(s) eG(S"”O)ds>> +h(x).

Asi tenemos probada la parte (i). Para probar la unicidad, supongamos que
existe una solucion y = y; (z) del PVI (3.10) distinta de la solucion (3.12). El
resto r (x) = y (z) — y1 () entonces satisface el correspondiente PVI homogé-

neo:
r+g(x)r=0,
T (IL‘()) = 0,

cuya solucion es, como sigue de la (3.5), idénticamente nula. m

Ejercicio 3.4 Ya sabemos que la solucion de la ELH

Y

y—==0
x
asociada a la ELNH y
/ 2
- == 3.13
y—-- = (3.13)
es
y = kax.
Consideremos k como una funcion diferenciable de x, entonces
2
yzk(m)xz>y’z:ck’+k:k+x2:>xk:':$2=>k(ac):%—i—c.
Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion (3.13) es
3
y(z) =cr+ —, (3.14)

2
lo que es facil de comprobar sustituyendo (3.14) a (3.13).

15



Capitulo 3. EDO lineales de primer orden

Ejercicio 3.5 Probar que la solucion inica del PVI

{ y —ycotx = 2xsinz,

€S

16



Capitulo 4

Ecuacion de Bernoulh

La ecuacion de Bernoulls

Y +g@)y=nh(z)y", n#l (4.1)

es un ejemplo de la EDO reducible a las lineales mediante un cambio de varia-
ble. En efecto, introduzcamos la nueva funcion z (x) = y* (x) y seleccionemos
el parametro a que reduzca la ecuaciéon (4.1) a una lineal. Derivando, hallamos

!/ a

Z=ay" 'y =ay"' (—gy + hy") = —agz + ahy* " (4.2)
Asi, con a = 1 — n la altima ecuacién es lineal:

1 dz+
1—ndx g

(x)z=h(zx). (4.3)

Ejemplo 4.1 La ecuacion de Bernoulli

dy 'y z* y+a°

dr ~ 2% @: 2y

mediante el cambio z (x) = y? (x) se convierte en la del ejercicio 3.4:

dz dy =z+2* =z
dx dx T T

17



Capitulo 4. Ecuacion de Bernoulli

Entonces, la solucion general implicita de la ecuacion (4.4) es

18



Capitulo 5

Ecuaciones exactas

5.1 La funcién potencial

Puede suceder que la parte izquierda de la EDO
p(z,y)+a(@,y)y =h(z) (5.1)

sea la derivada completa de una cierta funcion de dos variables f (z,y) llamada
funcion potencial,

p(z,y)+q(z,y)y = Of (2, y) n of (z,y)dy _ df (z,y)

ox oy dxr  dx
Si existe una funcion potencial tal que
of (z,y) of (z,y)

p(z,y) o 4(@Y) oy (5.2)
entonces af ( )
T,y

=h 5.3

) () (53)

y si la funcion y = y (x) es una solucion de la ecuacion (5.1), su solucion general
implicita sera

f(zy) = /h(:v) dz. (5.4)

19



Capitulo 5. Ecuaciones exactas

Reciprocamente, si una cierta funcion y = y (x) convierte en identidad la con-
dicion (5.4), entonces derivandola obtendremos la relacion (5.3), es decir, que
(5.4) es la solucion general implicita de la ecuacion (5.1).

Definicion 5.1 Si existe una funcion potencial tal que se cumplen las condi-
ciones (5.2) decimos que la EDO (5.1) es exacta.

Observacion 5.2 Para comprobar si la EDO (5.1) es exacta, basta comprobar
que se cumplen las condiciones de Fuler

Op (z,y) _ 0q(x,y)
oy or '

(5.5)

es decir, que las derivadas cruzadas sequndas de la funcion potencial coinciden
en el dominio de definicion de las funciones p (x,y) y q(x,y) .

Observacion 5.3 Las condiciones (5.2) permiten hallar la funcion potencial
y asi encontrar la solucion implicita (5.4).
Podemos proponer dos caminos a elegir.

(i) A partir de la primera condicién (5.2) tenemos

f(z,y) = / p(z,y)dz+ F (y), (5.6)

donde F' (y) es una funcion arbitraria diferenciable de y. Utilicemos la segunda
de las condiciones (5.2) para obtener que

of (x,y) _

0
N F/
o= o [pa@yyde+ P ).

q(r,y) =

de donde
F(y)=/<fJ($,y)—§; p(x,y)d:ﬂ> dy

y asi hallamos la potencial (5.6).

(ii) A partir de la segunda condicién (5.2) tenemos

f(@,y) = / ¢(z,y)dy + G (x), (5.7)
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5.1 La funcion potencial

donde G (z) es una funcién arbitraria diferenciable de x. Utilicemos la primera
de las condiciones (5.2) para obtener que

play) = L0 = 2 [y + 6 @),

G(:C)—/(p(x,y)—;x/q(x,y)dy> dzx

y asi hallamos la potencial (5.7).

de donde

Ejemplo 5.4 Es fdcil ver que la EDO
(z+y+1)+(z—y*+3)y =0 (5.8)
es exacta, puesto que se cumple la condicion de Euler (5.5),

dx+y+1) d(x—y*+3) 1
y N Ox -

Entonces, yendo por el camino (i) tenemos:
2

f(x,y):/(x—i-y—I—l)d:r—i-F(y):xQ+:cy+x+F(y),

8(%—1—:1:?4—1-3:)

(z—y*+3) = o +F (y)=x+F(y),
y3
F’(y)=3—y2=>F(y)=3y—§+Cl,
1'2 y3
flay) =5 tay+a+3y— 5 +Ch

La solucion implicita de la ecuacion es, entonces,

322 4 6xy + 62 + 18y — 2y° = C.

Ejercicio 5.5 Comprobar que el camino (ii) lleva la mismo resultado.
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Capitulo 5. Ecuaciones exactas

5.2 El factor integrante

En algunos casos, aunque la ecuacion (5.1) no es exacta, es posible escoger una
funcion m = m (x,y) no nula tal que la ecuacion equivalente a la (5.1),

m (z,y) p(z,y) +m(z,y)q(z,y)y =m(v,y)h(x) (5.9)

sea exacta.

Definicion 5.6 Si se cumple la condicion de Fuler,

d(m(z,y)p(z,y) 9(m(z,y)q(z,y))
o - - , (5.10)

decimos que la funcion m (xz,y) es un factor integrante de la ecuacion (5.9).

Ejemplo 5.7 La EDO
(z+2%(2*+97) +yy =0 (5.11)

no es exacta, pues
9 (z + 2% (2% + y?))

= 277
dy vy

pero

Ay

— =0.

ox
Sin embargo, es evidente que al multiplicar (5.11) por el factor

1
m(z,y) = m

conseguiremos que se cumpla la condicion (5.10),

8<x2+$>_8< y )__2931/
83/ x2+y2 T Ox a:Q—l—yQ - (xQ_’_yg)za

es decir, que sea la ecuacion

dx ydy
2r 4+ — 4 =0
r-ax xZ + y2 1»2 + y2

exacta. Integrando, tendremos la solucion implicita

(x2 + yg) exp <§x3> =C.

22



5.2 El factor integrante

Esté claro que no siempre el factor integrante se escoge tan facilmente. En
general, para hallarlo es necesario seleccionar por lo menos una soluciéon parti-
cular no identicamente nula de la ecuacion en derivadas parciales (5.10) o, en
forma desarrollada,
om dp  Om Jq
p@y +m8y ~ o +m8:n’
la cual, al dividir entre m, se reduce a
8lnm_q81nm:@_@ . (5.12)
oy Oz or Oy
En general, la integracion de (5.12) en derivadas parciales no es un problema
menos simple que la integracion de la ecuacién inicial (5.1). Sin embargo, a
veces, la eleccion de la solucion particular de (5.12) no presenta dificultades.

Aparte de ello, considerando que el factor integrante es una funcién de una
solo variable (por ejemplo, depende solo de x +y o de x? + y?, o funcién s6lo
de z o de y, etc.) se puede integrar ya sin dificultad la ecuacion (5.12) e indicar
las condiciones de existencia de un factor integrante del tipo considerado. Con
esto se obtienen clases de ecuaciones para las cuales el factor integrante puede
ser hallado facilmente.

Consideremos los dos altimos casos.

Caso 5.8 El factor integrante depende sélo de x: m = m (x). La ecuacion se
simplifica y toma la forma

dlnm  9q Op

—q

dr  Ox Oy '
de donde, considerando
9p _ 9q
Oy ox
pla)= 22
( q

funcidon continua de x, obtenemos

lnm—/cp(m)daf—i—lnc,

m () = exp {/ (81’;8“’> dy} , (5.13)

ya que es suficiente tener sdlo un factor integrante y poner ¢ = 1. Si ¢ (z) no
es una funcion continua de x, no existe ningun factor de la forma m = m (x).
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Capitulo 5. Ecuaciones exactas

Caso 5.9 En el caso que sea m = m (y), la forma (5.13) viene

con

funcion continua de y sdlo.

Ejemplo 5.10 ;Tiene la ecuacion
(z—y)+(@+yy =0
un factor integrante de la forma m = m (z* + y*)?
Solucion. Designemos z = x* + y*. La ecuacion (5.12) para
m=m (z* +y*) = m(z)
toma la forma

Olnm 0O0q Op
2 (py — qx) or ~9r 9y

de donde
m (z) = ez J x(x)dz
con
9q _ Op
ox 4]
X(2)=——".
Py —gqx

Para la existencia de un factor integrante del tipo elegido, es

sustituida por

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

necesario - v,

en caso de que x (z) sea continua, suficiente - que (5.17) sea funcion sdlo de

2% + y2. En nuestro caso,

9q _ Op
_ Oz oy __ 2
x(e)=2"m_ 2
Py —qx z

por lo tanto, el factor integrante m = m (x* + y*) existe y es igual a (5.16):

m(z)=etfxea L1
z  x?+y?
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5.2 El factor integrante

Asi, la ecuacion (5.15) se reduce a

xdr +ydy  xdy — ydx
.%'2 + y2 .T,'2 + y2

o bien,

ld@+y?)  d(3)
2 x2+9? 1+(y)

1 2 2 Yy _
§dln (2% + y°) + darctan (;) = 0.

Integrando, obtenemos

In/x? + y? = — arctan (%) +1Ine

y, al potenciar, tendremos
/I'2+y2 — ce arctan(%)‘

Ejercicio 5.11 Integrar la ecuacion

sujeta a la condicion

Solucion 5.12 Ayuda. La solucion de este PVI, y = +/2x + 1, se obtiene me-
diante el cambio de variables x = zy o aplicando el factor integrante (x* + y2)71/2.
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