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1 Resumen de las ideas clave.

En este articulo vamos a trabajar con los modelos fisicos que se emplean para
explicar los fendmenos viscoelasticos en materiales, asi como las expresiones
matemadaticas que permiten llevar a cabo un andlisis. Teniendo en cuenta que la
viscoelasticidad define una naturaleza dual: sélidos eldsticos y liquidos viscosos y que
los modelos fisicos correspondientes son un resorte y un émbolo, respectivamente, este
articulo se centra en el modelo bdsico de viscoelasticidad de Kelvin-Voigt que
considera el acoplamiento en paralelo de ambos elementos fisicos representativos de
comportamiento eldstico y viscoso.

2 Introduccion.

En el dmbito de ingenieria, es bastante frecuente encontrar asignaturas ligadas
al comportamiento eldstico de los materiales (por ejemplo, elasticidad y resistencia de
materiales). También es bastante frecuente la presencia en los Planes de Estudio, de
asignaturas ligadas al comportamiento de los fluidos (ingenieria de fluidos o fluido-
mecdnica). Ello se debe a la relevancia que presentan los materiales con
comportamiento eldstico en diseno y cdlculo en ingenieria, asi como el
comportamiento de fluidos en el diseno de instalaciones y tecnologias derivadas de
gases, flujo de liquidos, etc.

Cuando se aborda el estudio de los materiales poliméricos, aparece una
dualidad de comportamiento. Los polimeros lineales o termopldasticos, presentan una
naturaleza intermedia entre sélidos eldsticos vy liquidos viscosos, de ahi que la disciplina
gue estudia su comportamiento es la denominada “viscoelasticidad” ['l. El elemento
fisico representativo del comportamiento el@stico es un resorte y el modelo matematico
que rige su comportamiento es la denominada Ley de Hooke que establece la
proporcionalidad de la tensidon aplicada (c) con la elongacion producida (g), a través
de una constante de proporcionalidad o eldstica (£). Esta expresidn (en la que no
aparece la variable tiempo), sugiere que cuando se aplica una tensidon (o) a un material
eldstico, la elongacion (g) se produce de forma instantdnea y, evidentemente no
depende del tiempo 23],

§ o c=¢(¢
e# (1)
?; = Constante elastica

c=n1-de/dt
e=1(1)
N= Constante viscosa

Figura 1. Representacidon esquemdtica de los modelos fisicos bdsicos de
comportamiento eldstico (resorte) y viscoso (Embolo con un fluido) y sus expresiones
matemadticas y caracteristicas generales.
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Con relaciéon al comportamiento viscoso, el modelo fisico que mejor se adapta
es un émbolo o pistén con un determinado fluido en su interior. La expresién matematica
que relaciona las tensiones y las elongaciones es la denominada Ley de Newton, que
establece la proporcionalidad entre la tension aplicada (c) y la variacion de la
elongacién con el tiempo (de/dt). La constante de proporcionalidad estd ligada a la
naturaleza del fluido y es un valor constante denominado constante viscosa o viscosidad
(n). Como puedes deducir de la expresidon de la Ley de Newton, la respuesta depende
del tiempo, es decir, cuando se aplica una tensidén (o) a un fluido newtoniano, la
variacién de la elongaciéon con el tiempo (de/dt) es proporcional a la tensidon aplicada,
con lo cual, la respuesta si que depende del tiempo 431,

Como se ha indicado, los materiales termopldasticos ofrecen una naturaleza
hibrida o dual enfre el comportamiento puramente eldstico y viscoso. Por ello, su
comportamiento  mecdnico/reoldégico viene determinado por su naturaleza
“viscoeldstica”. Para analizar el comportamiento mecdnico/reoldgico segin el punto
de vista de la viscoelasticidad, cualquier modelo fisico de tipo viscoeldstico debe
contener al menos un elemento eldstico (émbolo) y un elemento viscoso (resorte).
Cuando el émbolo vy el resorte se acoplan en paralelo, el modelo que se obtiene es el
modelo bdsico de viscoelasticidad de Kelvin-Voigt, que, si bien no es perfecto, si que
representa una base sélida para llevar a cabo el andlisis de diversos fendmenos
derivados del comportamiento viscoeldstico: fluencia (elongacion creciente con el
tiempo bajo la accién de una tensidn constante) y relajacion (liberacién de tensiones
con el paso del tiempo bajo la accién de una elongacién/deformacion constante) [l

3 Objetivos.

El objetivo principal de este articulo docente es que puedas identificar las
condiciones de contorno del modelo de Kelvin-Voigt, que servirdn de base para deducir
la expresion general de dicho modelo. Una vez obtenida esta expresion general, el
articulo te guiard en el estudio de los fendbmenos de fluencia y relgjacién segin el
modelo desarrollado, definiendo sus pros y contras como modelo viscoeldstico.

4 Desarrollo.

El modelo de Kelvin-Voigt contempla el acoplamiento de un muelle y un émbolo
en paralelo tal y como se indica en la Figura 2. Como puedes deducir, se trata de un
modelo de dos pardmetros que se corresponden con la constante elastica del resorte
() vy la constante viscosa del fluido en el émbolo ().

S

N

Figura 2. Representacion esquemdtica del acoplamiento en paralelo de resorte vy
émbolo que definen el modelo viscoeldstico de Kelvin-Voigt.
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Para llevar a cabo el andlisis de las expresiones matemdticas que rigen este
modelo es conveniente que disles cada uno de los componentes con su respectiva
tension y elongacion tal y como se muestra en la Figura 3. Con 1=resorte; 2=émbolo.

Simplemente observando la Figura 3, puedes deducir las condiciones de
contorno (relacionadas con las fensiones y elongaciones, si son constanfe o se suman)
spodrias decir como serd la elongacion resultante? Y en relacion a la tensién, zqué
opinas sobre la tensién en cada uno de los elementos?2

Figura 3. Representacién esquemdtica del modelo fisico de Kelvin-Voigt con las
tensiones y elongaciones en cada uno de los componentes.

Segun la Figura 3, puedes hacer las siguientes consideraciones:

En el elemento puramente eldstico [resorte]

ol tensién soportada por el resorte
€1 elongacién producida en el resorte al aplicar la tensién o1
& constante eldstica del resorte

En el elemento puramente viscoso [émbolo]

G2 tensién soportada por el pistdn
€2 elongacién producida en el émbolo al aplicar la tensién o2
n constante viscosa del fluido en el émbolo

De la observacién del modelo grdfico (Figura 3) puedes deducir las condiciones
de contorno. Con relaciéon a la tensidn total aplicada, (s), se puede ver claramente que
esta es compartida por el resorte (c1) y el Embolo (c2), de tal manera que se cumple el
criterio de aditividad de tensiones (Expresion 1). Con relacién a las elongaciones, la
elongacién total (g), no es la suma de la elongacién en cada componente; realmente
la elongacion total (g) es idéntica en el resorte (1) y en el émbolo (s2). Es lo que
denominados el principio de igualdad de deformaciones (elongaciones) tal y como se
indica en la Expresién 1.

e=e1=¢& [lgualdad de elongaciones]
G=01+02 [Adicién de tensiones] Expresion 1

Una vez has identificado las condiciones de contforno, intenta llevar a cabo el
andlisis parcial en cada uno de los elementos, eldstico y viscoso seguin las expresiones
correspondientes. Para obtener la expresion general del modelo de Kelvin-Voigt, basta
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con aplicar la condicién de contorno correspondiente a la adicién de tensiones. Para
ello, debes intentar evaluar la tension en cada uno de los modelos fisicos segun la
expresion correspondiente (Ley de Hooke para el elemento eldstico y Ley de Newton
para el elemento viscoso). jInténtalo antes de continuar con la lectura del articulo!

La ecuacién bdsica que rige la respuesta eldstica en el resorte, es la Ley de
Hooke que, aplicada al elemento eldstico (1), te lleva a la siguiente expresion.

c1=E¢ Expresién 2

Venga, ahora que ya sabes como se ha aplicado la deduccién en el elemento
eldstico, jintenta avanzar en la deduccion con el componente viscoso (2)! Como halbrds
deducido, basta con emplear la Ley de Newton para identificar el valor de la tensidn
en el elemento viscoso (2), tal y como se muestra en la Expresién 3.

o, =n-Je2
27N gt Expresion 3

Teniendo en cuenta el criterio de contorno correspondiente a la adiciéon de las
tensiones, puedes substituir la Expresion 2 y 3 en la Expresion 1.

c=c]+02=§~s]+n-& Expresion 4
dt
Y, asumiendo que las elongaciones son idénticas tanto a nivel global como en
cada uno de los componentes (eldstico y viscoso) tal y como se ha evaluado en las
condiciones de contorno vy reflejodo en la Expresion 1, puedes obtener la expresion
general de viscoelasticidad segun el modelo de Kelvin-Voigt (Expresién 5).

G:§.8+n.% Expresion 5

A partir de esta expresidn general del modelo viscoeldstico de Kelvin-Voigt,
vamos a deducir las expresiones que rigen el comportamiento reolégico a fluencia
(variacién de elongaciéon con el tiempo bajo tensidn constante) y relajacién (variacion
de tensidn con el tiempo bajo elongacién constante) de materiales pldsticos con
comportamiento viscoeldstico y evaluar sus ventajas y limitaciones.

4.1 Fluencia segiUn el modelo de Kelvin-Voigt.

Como ya sabes, la fluencia o plastodeformacion implica un alargamiento o
elongacioén creciente a medida que franscurre el tiempo, debido al desenrollamiento
de la estructura molecular en forma de ovillo en el polimero; todo ello, bajo la accién
de una tensién aplicada constante. Asi pues, la condicidon de fluencia implica que ¢ =
cte. Si substituyes el valor de o=co=cte en la en la ecuacién general del modelo de
Kelvin-Voigt (Expresion 5), obtienes la siguiente ecuacién diferencial representativa del
comportamiento a fluencia segin este modelo.

g.gﬂl.%:cfe Expresion é
at
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Siintegras la ecuacion diferencial de la Expresion é, obtienes la evolucidon de la
elongacién en funcién del tiempo, o fluencia (Expresién 7).

(&),
e(t)=K-|1-e [n] donde 2=Cons’ron’re de tiempo Expresién 7

Teniendo en cuenta la naturaleza de la respuesta eldstica y de la respuesta
viscosa 3Cudl crees que serd el valor de la constante “K”)2 ;Cudl serd la elongacion en
el instante inicial?

Si analizas matemdaticamente la Expresion 7, te dards cuenta de que se trata de
una funcién exponencial creciente, que tiende asintéticamente hasta el valor de K. Si
ahora consideras el modelo fisico con el resorte y el émbolo trabajando en paralelo, la
deformacién cuando t—w, serd la que permite el resorte. Es por ello para t—ow, la

.z , . . (e}
elongacion serd la que proporciona el resorte, es decir, K = ?0

Con relacién al instante inicial en el que se produce el salto de tensién, +—0. Si
substituyes este valor de t en la Expresion 7, el valor de elongaciéon obtenido es 0. Es
decir, segun el modelo viscoeldstico de Kelvin-Voigt, la fluencia se produce de forma
exponencial creciente hasta un valor mdximo que viene definido por la constante
eldstica del resorte. El émbolo actia como un amortiguador que ralentiza la respuesta
del muelle. Esta situaciéon se puede apreciar claramente en la Figura 4.

El modelo de Kelvin-Voigt es bastante sdlido en cuanto a la forma de producirse
la fluencia ya que los resultados experimentales cuadran con una fluencia de fipo
exponencial creciente. No obstante, este modelo no predice la elongacidn instantdnea
(cuando t—=0) y, ademds, solo explica fluencia de forma amortiguada hasta un valor
mdximo definido por la constante eldstica del resorte. Es por ello, que el modelo bdsico
de Kelvin-Voigt explica algunos aspectos de la fluencia, pero falla en ofros.

O = constante =0q

tension, ¢

tiempo, t

elongacion, €

tiempo, t

Figura 4. Representacién esquemdtica del fendmeno de fluencia segun el modelo
viscoeldstico de Kelvin-Voigt con acoplamiento en paralelo de resorte y émbolo.
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El modelo de Kelvin-Voigt, ademds de conocer la evolucidn de la elongacion
con el tiempo, permite estimar el valor del médulo del material a medida que transcurre
el tiempo. Este es el denominado médulo de fluencia o de plastodeformacion, que en
materiales viscoeldsticos, presenta una disminucidon con el tiempo. Para obtener el
modulo de fluencia, basta con llevar a cabo una analogia con la expresidn general de

la Ley de Hooke ¢ = c-% .

Teniendo en cuenta la expresion basica de la Ley de Hooke, gpodrias determinar
la variacion del médulo con el tiempo?

Como habrdés podido deducir, se pueden identificar términos (e(t) = c-%) y
obtenerla expresidn del mddulo de fluencia o plastodeformacién en funcién del tiempo,
tal y como se muestra en la Expresiéon 8, que implica una disminucion del mddulo a
medida que franscurre el tiempo. El valor mdximo se da para t—0 y el valor minimo
(correspondiente a la constante eldstica del resorte), se da para t—o.

]_ef(%]‘T _ ]_e_[%J'T Expresion 8

4.2. Relajacion de tensiones segin el modelo de Kelvin-
Voigt.

Cuando un material viscoeldstico se somete a condiciones de elongaciéon
constante, se produce un fendmeno de liberacién o relajacion de tensiones. Ello se
debe ala estructura del material viscoeldstico. En el caso de los polimeros, Ia accién de
una tensién inicial (la necesaria para alcanzar una determinada elongacién constante),
provocaria fluencia, pero como la elongacion estd restringida, el material reorganiza su
estructura interna vy libera tensiones. Esto implica que a medida que pasa el tiempo,
cada vez se requiere una tensidon mas baja que la inicial para mantener el mismo nivel
de elongacion.

Por lo tanto, si el material se somete a una elongacién constante, e=go=cte, su

variacion con el tiempo es nula; es decir %:O . Si ahora substituyes este término en Ia
ecuacion general del modelo de Kelvin-Voigt (Expresion 5), obtienes:

o= &g Expresion 9

Esta expresion indica que, bajo una elongacién constante, la tensidon la soporta
solamente el resorte o componente eldstico, y en consecuencia no hay relajacién. Al
trabajar en paralelo, es el componente eldstico el responsable de la tensién inicial (oo)
necesaria para alcanzar el nivel de elongacién constante definido (e0). Ademds, dada
la naturaleza eldstica del resorte, la tensidn se mantiene constante. Es por ello que el
modelo de Kelvin-Voigt no explica adecuadamente los fendmenos de liberacion de
tensiones con el tiempo. En la Figura 5 se muestra la representacion gréfica de la
respuesta del modelo de Kelvin-Voigt a relajacién.
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Figura 5. Representacién esquemdtica del fendmeno de relajacién de tensiones segin
el modelo viscoeldstico de Kelvin-Voigt con acoplamiento en paralelo de resorte y
émbolo.

5. Conclusiones

Los materiales poliméricos presentan un comportamiento viscoeldstico, es decir,
simultdneamente ofrecen una respuesta eldstica (que se rige porla Ley de Hooke y cuyo
elemento fisico representativo es un resorte) y una respuesta viscosa (que se rige por la
Ley de Newton y cuyo elemento fisico representativo es un émbolo con un fluido). Es por
ello que cualguier modelo de viscoelasticidad debe considerar simultdneamente un
componente eldstico (resorte) y uno viscoso (émbolo). Segin se produzca el
acoplamiento entre estos elementos, en serie o en paralelo, se fiene el modelo de
Maxwell o el modelo de Kelvin-Voigt, respectivamente.

El modelo de Kelvin-Voigt es uno de los modelos bdsicos y simples que aborda
los fendmenos de viscoelasticidad y, para ello, considera el acoplamiento en paralelo
de un resorte y un émbolo. En el modelo de Kelvin-Voigt los elementos eldstico y viscoso
trabajan en condiciones de isodeformacion y adicién de tensiones, de tal manera que
es posible deducir la expresion bdsica del modelo. Una vez obtenida la expresidon bdsica,
es posible deducir cédmo explica este modelo diversos fendmenos relacionados con el
comportamiento viscoeldstico.

Con relacion a los fendmenos de fluencia (elongacion creciente con el tiempo
bajo la accidn de tensidn constante), merece la pena destacar que el modelo de
Kelvin-Voigt predice una fluencia de fipo exponencial creciente desde un valor nulo
hasta un valor asintético mdximo definido por la constante eldstica del resorte. Si bien el
modelo de Kelvin-Voigt explica adecuadamente la forma de fluencia, de ftipo
exponencial creciente, la experiencia demuestra que cuando se aplica una tensidn
constante, se produce una elongacién inicial ligada a la respuesta eldstica inmediata
del material. Por otfro lado, la mdxima fluencia que permite el modelo de Kelvin-Voigt,
viene condicionada por la constante eldstica del resorte.
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En cuanto alos fendbmenos de relajacién o liberacién de tensiones bajo la accién
de una elongaciéon constante, el modelo de Kelvin-Voigt presenta importantes
limitaciones ya que no es capaz de explicar liberacién de tensiones con el tiempo. Ello
se debe a la forma de acoplamiento en paralelo. Con este modelo en paralelo, es el
resorte el que soporta la tensidn inicial necesaria para conseguir cierta elongacién vy,
ademds, como el elemento eldstico no varia sus propiedades con el tiempo, no se
produce liberacién de tension.

A pesar de las carencias o limitaciones de este modelo bdsico, es conveniente
resaltar su utilidad para llevar a cabo un andlisis conceptual y critico de los fendmenos
viscoeldsticos y comprender los fendbmenos asociados: fluencia y relajacion.
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