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Resumen

Esta tesis doctoral se encuadra dentro del Anélisis Matricial, y dentro de
esta drea se estudia un tipo particular de matrices. Se ha realizado un anélisis
tanto desde el punto de vista de sus caracterizaciones, pasando por el estable-
cimiento de relaciones con diferentes tipos de matrices complejas conocidas en
la literatura, hasta llegar a obtenerlas de manera efectiva mediante diferentes
métodos numéricos. A continuacién se indican los problemas concretos que
han sido desarrollados en esta tesis asi como los resultados conseguidos.

En primer lugar, se ha introducido una nueva clase de matrices denomina-
da {K, s+ 1}-potente. Se puede observar que las matrices { K, s + 1}-potentes
contienen como casos particulares las matrices {s + 1}-potentes, periédicas,
centrosimétricas, mirrorsimétricas, circulantes, etc. Estos dltimos tipos de ma-
trices son de gran utilidad en diferentes areas tales como transmision de lineas
multiconductor, antenas, ondas, sistemas eléctricos y mecéanicos, y teoria de
la comunicacién, entre otros.

Para la clase de matrices { K, s + 1}-potentes se ha realizado el anélisis de

su existencia. También, se han obtenido diferentes propiedades relacionadas



con la suma, el producto, la inversa, la adjunta, la semejanza y la suma directa.

Los resultados que permiten el posterior desarrollo de la tesis vienen dados
por las caracterizaciones de las matrices { K, s + 1}-potentes. Estas condicio-
nes necesarias y suficientes se han obtenido desde distintos puntos de vista:
usando teoria espectral, potencias de matrices, inversas generalizadas, y tam-
bién mediante una representacién por bloques de una matriz de indice 1. Este
hecho permite abordar los casos particulares anteriormente citados a partir de
un nuevo enfoque.

Posteriormente se ha relacionado la clase de matrices introducida con dife-
rentes clases de matrices con coeficientes complejos: matrices { K }-hermiticas,
proyectores {s -+ 1}-generalizados, matrices unitarias, matrices normales, cen-
trosimétricas { K }-generalizadas, etc. Se han obtenido una serie de inclusiones
entre los conjuntos que las definen, y se ha observado que la mayoria de es-
tas inclusiones son estrictas mediante la construccion de los contraejemplos
adecuados.

Con la intencién de construir de manera efectiva matrices de esta clase se
han disenado algoritmos tanto en el caso s mayor o igual a 1 y el caso s = 0.
Mediante su implementacién en MATLAB se ha podido analizar su efectividad
asi como sus prestaciones.

Por otra parte, para los casos s mayor o igual a 1 y s = 0 se ha resuel-
to el problema inverso de calcular las matrices involutivas K que satisfacen
la ecuacién matricial que se esta tratando. Estos algoritmos se han construi-
do a partir de la teoria espectral, concretamente mediante los idempotentes
principales de la matriz original.

La tesis termina con una extensién del estudio anterior al caso de matrices
{K, —(s + 1) }-potentes, completando asi todos los posibles valores enteros de
s. Como antes, en este ultimo analisis, se han distinguido los casos s =0y s

mayor o igual a 1.



Esta tesis esta organizada en 5 capitulos. El Capitulo 1 contiene una in-
troduccién donde se detallan algunos antecedentes del tema y se introducen
las notaciones necesarias. El Capitulo 2 contiene la existencia y propiedades
de las matrices {K, s + 1}-potentes, siendo su principal resultado el Teorema
2.2 en el que se presentan diferentes caracterizaciones de las mismas. En el
Capitulo 3 se introducen una serie de conjuntos de matrices y se establecen
relaciones con las matrices { K, s + 1}-potentes utilizando las caracterizaciones
obtenidas en el Capitulo 2. En el Capitulo 4 se desarrollan diferentes algorit-
mos para el cdlculo de las matrices { K, s+ 1}-potentes. Primero se construyen
matrices en esta clase a partir de informacion espectral de la matriz involutiva
K. Mas ejemplos se pueden construir utilizando este algoritmo, uno auxiliar
que permite hallar otra matriz { K, s + 1}-potente, y el andlisis de combinacio-
nes lineales. En la dltima parte del Capitulo 4 se analiza el problema inverso
al planteado en la memoria y se dan una serie de ejemplos numéricos. En el
Capitulo 5 se extiende el tipo de matrices introducidas de modo que se abarcan
todos los casos para los valores de s enteros. La tesis finaliza con un anexo en

el que se indican las conclusiones finales y las lineas futuras.






Resum

Aquesta tesi doctoral s’enquadra dins de I’ Analisi Matricial, i dins d’aquesta
area s’estudia un tipus particular de matrius. S’ha realitzat una analisi tant
des del punt de vista de les seues caracteritzacions, passant per ’establiment
de relacions amb diferents tipus de matrius complexes conegudes en la lite-
ratura, fins a arribar a obtindre de manera efectiva per mitja de diferents
metodes numerics. A continuacié s’indiquen els problemes concrets que s’han
desenvolupat en aquesta tesi aixi com els resultats aconseguits.

En primer lloc, s’ha introduit una nova classe de matrius denominada
{K, s + 1}-potent. Es pot observar que les matrius {K, s + 1}-potents conte-
nen com a casos particulars les matrius {s + 1}-potents, periodiques, cen-
trosimetriques, mirrorsimetriques, circulants, etc. Aquests darrers tipus de
matrius sén de gran utilitat en diferents arees com ara transmisié de linies
multiconductor, antenes, ones, sistemes electrics i mecanics, i teoria de la co-
municacié entre altres.

Per a la classe de matrius {K, s + 1}-potents s’ha realitzat 'analisi de la

seua existencia. També, s’han obtés diferents propietats relacionades amb la



suma, el producte, la inversa, ’adjunta, la semblanca i la suma directa.

Els resultats que permeten el posterior desenvolupament de la tesi vénen
donats per les caracteritzacions de les matrius {K,s + 1}-potents. Aques-
tes condicions necessaries i suficients s’han obtés des de distints punts de
vista: usant teoria espectral, poténcies de matrius, inverses generalitzades, i
també per mitja d’una representacié per blocs d’una matriu d’index 1. Aquest
fet permet abordar els casos particulars anteriorment citats a partir d’un nou
enfocament.

Posteriorment s’ha relacionat la classe de matrius introduida amb dife-
rents classes de matrius amb coeficients complexos: matrius { K }-hermitiques,
projectors {s + 1}-generalitzats, matrius unitaries, matrius normals, centro-
simetriques { K }-generalitzades, etc. S’han obtés una seérie d’inclusions entre
els conjunts que les definiexen, i s’ha observat que la major part d’aquestes
inclusions sén estrictes mitjancant la construccié de contraexemples adequats.

Amb la intencié de construir de manera efectiva matrius d’aquesta classe
s’han disenyat algoritmes tant per al cas s major o igual a 1 com per al cas
s = 0. Mitjangant la seua implementacié en MATLAB s’ha pogut analitzar la
seua efectivitat aixi com les seues prestacions.

Per altra banda, per als casos s major o igual que 1i s = 0 s’ha resolt el pro-
blema invers de calcular les matrius involutives K que satisfan ’equacié ma-
tricial que estd tractant-se. Aquests algoritmes s’ha construit a partir de la
teoria espectral, concretament per mitja dels idempotents principals de la ma-
triu original.

La tesis finalitza amb una extensié de 'estudi anterior al cas de matrius
{K, —(s+1)}-potents, completant d’aquesta manera tots els valors sencers de
s possibles. Com anteriorment, en aquest darrer analisi, s’han distinguit els

casos s = 0 i s major o igual que 1.



Aquesta tesi esta organitzada en 5 capitols. El Capitol 1 conté una in-
troduccié on es detallen alguns antecedents del tema i s’introduixen les no-
tacions necessaries. El Capitol 2 conté l'existéncia i propietats de les ma-
trius { K, s + 1}-potents, essent el seu principal resultat el Teorema 2.2 en el
que es presenten diferents caracteritzacions de les mateixes. En el Capitol 3
s’introduixen una serie de conjunts de matrius i s’establixen relacions amb
les matrius {K,s + 1}-potents utilitzant les caracteritzacions obtingudes al
Capitol 2. Al Capitol 4 es desenvolupen diferents algoritmes per al calcul de
les matrius { K, s + 1}-potents. Primer es construixen matrius d’aquesta clas-
se a partir d’informacié espectral de la matriu involutiva K. Més exemples
es poden construir utilitzant: aquest algoritme, un altre auxiliar que permet
trobar una altra matriu {K, s + 1}-potent, i I’analisi de combinacions linials.
En la darrera part del Capitol 4 s’analitza el problema invers al plantejat en
la memoria i es donen una serie d’exemples numerics. Al Capitol 5 s’estén
el tipus de matrius introduides de manera que es consideren tots els casos
per als valors sencers de s. La tesi finalitza amb un annexe on s’indiquen les

conclusions finals i les linies futures.






Summary

This thesis can be classified as being part of Matrix Analysis. Within this
area, a particular type of matrices is studied. It has been analyzed from the
point of view of its characterizations, through the establishment of relations
with different known types of complex matrices, and this particular class of
matrices has been effectively obtained by different numerical methods. Now we
detail the specific problems developed in this thesis and the results achieved.

First, a new class of matrices called {K, s + 1}-potent has been introdu-
ced. It can be seen that the {K, s + 1}-potent matrices contain, as particular
cases, {s + 1}-potent matrices, regular matrices, centrosymmetric, mirrorsy-
metric, circulant, etc. These latter types of matrices are very useful in various
areas such as multiconductor transmission lines, antennas, waves, electrical
and mechanical systems, and communication theory, etc.

For this class of {K,s + 1}-potent matrices, it has been performed an
analysis about its existence. Also, different properties related to the sum, pro-
duct, conversely, conjugate transpose, similarity, and direct sum, have been

obtained.



The results that allow the further development of this thesis are given
by the characterizations of the {K, s + 1}-potent matrices. These necessary
and sufficient conditions have been obtained from different points of view:
using spectral theory, powers of matrices, generalized inverses, and by a block
representation of a matrix of index 1. This allow us to study the particular
cases previously mentioned.

Then, the new introduced class of matrices has been related to different
classes of matrices with complex coefficients: { K }-Hermitian matrices, {s+1}-
generalized projectors , unitary matrices, normal matrices, {K }-centrosym-
metric generalized matrices, etc. We have obtained a series of inclusions bet-
ween the sets that define them, and it has been observed that most of these
inclusions are strict constructing the appropriated counterexamples to check
them.

With the purpose to build in an effective way matrices of this class, several
algorithms have been developed for the case s greater than or equals 1, and
for the case s = 0. Their effectiveness and performance have been analyzed
through its implementation in MATLAB.

Moreover, for the cases s greater than or equals 1 and s = 0 it has been
solved the inverse problem for calculating involutive matrices K that satisfy
the matrix equation that we are analyzing. These algorithms have been cons-
tructed from spectral theory, particularly through the principal idempotents
of the original matrix.

This thesis ends with an extension of the previous study to the case of
{K, —(s + 1) }-potent matrices, completing all possible integer values of s. As
before, in the last analysis, we have distinguished the case s = 0 and s greater
than or equals 1.

This thesis is organized in 5 chapters. Chapter 1 contains an introduction

where the background are mentioned, and the necessary notation is intro-



duced. Chapter 2 contains the existence and properties of {K, s + 1}-potent
matrices. The main result in this chapter, Theorem 2.2, provides characte-
rizations of this class of matrices. Chapter 3 introduces a number of sets of
matrices and establishes relations with the { K, s+ 1}-potent matrices by using
the characterizations obtained in Chapter 2. In Chapter 4 different algorithms
for calculating the {K, s + 1}-potent matrices are developed. First, matrices
of this class are constructed from spectral information given by the involutive
matrix K. More examples can be constructed using: this algorithm, an auxi-
liary algorithm that allows us to find another {K,s + 1}-potent matrix, and
the analysis of linear combinations. In the last part of Chapter 4, the inverse
problem is analyzed and several numerical examples are shown. Chapter 5 ex-
tends the type of matrices introduced to include all cases for integer values of
s. The thesis concludes with an annex where the final conclusions and future

lines are shown.
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cAPiTULO 1

Preliminares

1.1. Antecedentes y estado actual

Es conocido el estudio de situaciones donde una matriz coincide con al-
guna de sus potencias, siendo casos béasicos los de las matrices idempotentes
y tripotentes [4, 6]. Este tipo de matrices estd relacionado con las matrices
inversas generalizadas [3, 7, 8, 29].

Una matriz involutiva K € C™*™ es una matriz que coincide con su propia
inversa, es decir, cuando se aplica dos veces, se vuelve al punto de partida.
Algebraicamente se representa K2 = I,,, donde I,, denota la matriz identidad
de tamano n x n. Algunos ejemplos de matrices involutivas son: una de las tres
clases de matrices elementales (denominada matriz elemental de intercambio
de filas) que corresponde a una matriz de permutacién, las matrices signatura
(es decir, matrices cuyas diagonales contengan sélo 1 y/o —1), una matriz

ortogonal que también sea simétrica, etc.



Capitulo 1. Preliminares

Se han aplicado involuciones en diferentes dreas. Por ejemplo, en geometria
euclidea (reflexién sobre un plano), teoria de grupos (clasificacién de grupos
simples finitos), teoria de anillos (tomar la traspuesta en un anillo de matrices),
etc. Por otra parte, en criptografia, se ha utilizado una matriz involutiva como
clave para la encriptaciéon mediante el cifrado de Hill. En este caso, es muy
util el uso de matrices involutivas para eliminar el calculo de matrices inversas
para las desencriptaciones de Hill. Esto significa que la misma herramienta se
podria utilizar tanto para encriptar como para desencriptar mensajes. [16].

Es bien sabido que la matriz de intercambio J = [ji 4] € C"*" se define co-
mo una matriz con unos a lo largo de la diagonal secundaria (i.e., ji n—k+1 = 1,
1 < k < n) y ceros en las restantes posiciones. Las matrices A € C™*"™ tales
que JA = AJ se denominan centrosimétricas y se han estudiado en profun-
didad por sus aplicaciones en ondas, teoria de antenas, sistemas eléctricos y
mecanicos, fisica cuantica, teoria de la comunicacion, filtros digitales, sistemas
lineales, ecuaciones en derivadas parciales y otras dreas [10, 15]. De forma mas
general, una matriz A € C"*"™ es centrosimétrica con respecto a una matriz
involutiva K € C™*" si satisface KA = AK, y esta clase de matrices se ha
estudiado en [32].

En [26, 27] se han estudiado las matrices denominadas mirrorsimétricas
(o con simetria tipo espejo). La mayor parte de las propiedades de las matri-
ces centrosimétricas se pueden generalizar para las matrices mirrorsimétricas.
Como aplicacién de este tipo de matrices destaca la transmision de lineas
multiconductor.

En esta memoria se introduce y se estudia un nuevo tipo de matrices, deno-
minado matrices { K, s + 1}-potentes, como una extensién de las mencionadas
anteriormente. En el Capitulo 2, se desarrollan diferentes propiedades bési-
cas asi como caracterizaciones de este tipo de matrices desde distintos puntos

de vista. Al final del capitulo, se proporciona una aplicaciéon al estudio de
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combinaciones lineales de este tipo de matrices. En el Capitulo 3, se obtienen
relaciones entre las matrices { K, s + 1}-potentes y otros tipos de matrices, co-
mo por ejemplo, matrices { K }-hermiticas, proyectores {s + 1}-generalizados,
matrices unitarias y matrices normales. También se obtienen nuevas propie-
dades de las matrices centrosimétricas. En el Capitulo 4 se presentan diversos
algoritmos para obtener matrices {K, s + 1}-potentes asi como varios ejem-
plos numéricos. En el Capitulo 5 se extienden los resultados encontrados en
el Capitulo 2 para los restantes valores enteros del parametro s, completando

asi el estudio de esta clase de matrices.

1.2. Resultados preliminares y notaciones

Con la intencién de establecer las notaciones a utilizar se recuerdan con-
ceptos y resultados clasicos del andlisis matricial que seran necesarios en la

memoria.

Definicién 1.1 Una matriz A € C*" se llama normal si conmuta con su

traspuesta conjugada A*, es decir, si AA* = A*A.

Definicién 1.2 Una matriz involutiva K € C™*™ es una matriz que coincide

con su propia inversa, es decir, si K~ = K, o equivalentemente, si K% = 1I,,.

Definicién 1.3 FEl espectro de una matriz A € C"*™ es el conjunto de todos

sus valores propios y se denota por o(A), es decir,
a(A) ={ 1, A2, s A}y

donde para cada escalar \; € C, denominado valor propio, existe un vector no
nulo x; € C™, denominado vector propio, que satisface Ax; = \jx; para cada

ie{l,2,...,n}.
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Definicion 1.4 Una matriz A € C"*"™ se denomina unitaria si su itnversa

coincide con su traspuesta conjugada, es decir, A=t = A*, que es equivalente

a AA* = A*A=1,.

Definicién 1.5 Sea A € C**™. Una matriz A% € C™" se denomina inversa
de grupo de A si cumple las tres condiciones siguientes:

(IG1) AATA = A,

(IG2) A7 AA* = A7,

(IG3) AA#* = A#A.

La matriz A existe si y s6lo si A y A? tienen el mismo rango. Si existe,
es unica [3]. Una representacién para las matrices que cumplen esta condicién

se muestra en el siguiente resultado.

Lema 1.1 Sea A € C™™™ una matriz de rango r > 0 tal que existe su in-
versa de grupo. Entonces existe una matriz invertible S € C™*™ y una matriz

invertible C' € C™" tales que

c O 1
A=S5 ST
O O
En este caso,
c' o
A* =S st
O O

Se denota mediante 2, el conjunto de todas las raices k-ésimas de la unidad
siendo k un entero positivo. Es conocido que €2 es un grupo multiplicativo, y

2mi/k

si se define w, = e entonces 2, = {w,%,w,i, . 7WI/:_1}-

Definicién 1.6 Una matriz A € C™*" se llama idempotente si coincide con

su cuadrado, es decir, si A2 = A.
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Es conocida la siguiente caracterizacién de matrices idempotentes [37].

Lema 1.2 Sea A € C"*™ una matriz idempotente de rango r. Entonces

(a) A es diagonalizable y o(A) C {0, 1}. Por tanto, existe una matriz invertible
S e C™™ tal que

(b) rango(A) = traza(A) =r.

Definicién 1.7 Una matriz A € C"*™ se llama tripotente si coincide con su

cubo, es decir, si A3 = A.

Una caracterizacion de las matrices tripotentes se establece en el siguiente

lema [21].

Lema 1.3 Sea A € C™*™ una matriz tripotente de rango r. Entonces

(a) A es diagonalizable y o(A) C {—1,0,1}. Por tanto, existe una matriz
invertible S € C"*" tal que

L, 0 O
A=5| o0 -1, O |5
O O O,

donde r1 + 1o =1 y ademds vy + 19 + 13 = n.
(b) r1 = %traza(A2 +A), rg= %tmza(A2 — A) yr3 = traza(l — A?).

Una relacién entre matrices idempotentes y tripotentes se encuentra en el
siguiente resultado [29]. Se puede observar que dicho resultado es una conse-
cuencia del Lema 1.3.

Se dice que dos matrices B,C' € C™*" son disjuntas si BC'= O = CB.
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Lema 1.4 Sea A € C™*". Entonces A es tripotente si y sdlo si existen dos
matrices idempotentes disjuntas B € C"*™ y C' € C"*" tales que A= B — C.
En estas condiciones, las matrices B y C' son dnicas y cumplen que

B:;ﬁ+A) y o:;ﬁ_Ay

En general, una matriz A € C"*" se denomina {k + 1}-potente cuando
AR = A siendo k € N. Una caracterizacién de matrices {k + 1}-potentes se
recoge en la siguiente proposicion y, por completitud, se incluye una demos-

tracién [4].

Proposicién 1.1 Sea A € C"*" y k € N. Entonces A es {k+ 1}-potente si y
sélo si A es diagonalizable y o0(A) C {0} UQy. En este caso, existe una matriz

invertible S € C™ "™ tal que

M O ... 0
0 X ... O

A=2S8 St
0 0 ... A\,

donde \; € {0} UQy parai=1,2,... n.

Demostracién. Si A1 = A entonces el polinomio ¢(t) = t**! — ¢ es un
multiplo del polinomio minimal g4 (¢) de A, y como cada raiz de q4(t) estd en C
y tiene multiplicidad 1, entonces A es diagonalizable y ademas o(A) C {0}UQ.

Reciprocamente, si A es una matriz diagonalizable y ademés cumple que
o(A) C {0} U Qy, entonces existe una matriz invertible S € C"*" y escalares

complejos Ay, ..., \, tales que \¥ € {0,1} parai =1,2,...,n, con lo que

M O ...0
0 N ... O

A=S8 S—1
0 0 ... M\,
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Luego un célculo sencillo muestra que A*t! = A pues )\fH = )\; para cada
i€{1,2,...,n}. |
Ma3s generalmente, para matrices diagonalizables se tiene el siguiente resultado

conocido con el nombre de Teorema espectral [3].

Teorema 1.1 Sea A € C™*"™ una matriz con valores propios Ai,...,\¢ que
sean distintos dos a dos. Entonces A es diagonalizable si y sdlo si existen

matrices Py, ..., P, de C"*"™ tales que

(a) P2=P,i=1,...,t.

(b) PiP; = O, para todo i,j € {1,...,t} tales que i # j.
(c) In=P1+---+ P,

(d) A=MP+ -+ NP

Ademds, las matrices Py,. .., P con estas propiedades son unicas y se llaman

idempotentes principales de A.

La primera condicién del Teorema 1.1 se expresa diciendo que los P; son
proyectores (y generalmente serdn proyectores oblicuos), la segunda que son
proyectores disjuntos, la tercera suele llamarse resolucién de la identidad y la
cuarta expresa propiamente la descomposicion espectral de A.

A continuacién se mostrard la forma, probablemente més natural, de cons-
truir los idempotentes principales.

Sea A € C™" una matriz diagonalizable. Entonces es posible escribir la

matriz

A=8DS!

para alguna matriz invertible S € C™*" y alguna matriz diagonal D € C"*™,

Agrupando los valores propios iguales y ordenandolos segun sus multiplicida-
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des, la matriz diagonal D se puede escribir como

ML, ... O
D =
9, Ay,
I, 0
= X e A
0 o

con r1 + ---+r; = n. Ahora se consideran, para i = 1,

O,

Es evidente que

» £ =F; paratodoi=1,...,t

)

O

I

t

..., t, las matrices

» [E; = O, para todo 4,5 € {1,...,t} tales que i # j.

« Y B =1,
» D=3, \E;
Como A = SDS™!, los proyectores buscados son
P =SE;S™
para los cuales es facil comprobar que

. Pf:Pi paratodoi=1,...,t.
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» PP; = O, para todo i,j € {1,...,t} tales que i # j.
= S P=1,
= A=Yt NP

Ademaés es posible probar que AP; = P;A (= \;P;), paratodoi=1,...,t.

Cuando A € C™*™ es una matriz diagonalizable con ¢ valores propios dis-

tintos Aq,..., A, entonces se prueba que los idempotentes principales de A
estan dados por
(A
P, = pi( ), parat=1,...,t
pi( i)

donde

j=1
j#i
Una ligera modificacion permite establecer un resultado semejante al dado
en el Teorema 1.1 para matrices normales. Para establecerlo se debe cambiar

diagonalizable por normal y agregar la condicién P* = P a las indicadas en

(a)-(d).






CAPITULO 2

Matrices { K, s + 1}-potentes

2.1. Introduccion

Como se ha comentado en la introduccién, han sido objeto de estudio

situaciones en que una matriz A € C"*" cumple

AJ = JA,
siendo _ -
0 0 1
0 10
J =
1 00

la matriz de intercambio; o bien situaciones en las que

AM = MA,
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correspondiendo

<

[
~ QO O
O - O
O QO ~

a las matrices mirrorsimétricas.
Ademsds, en [11, 14], se estudian las matrices circulantes que corresponden

a aquellas matrices A € C"*" tales que

aq as e an
a al e a 1 n—1
A= .n . n. = Z a1 RF
: : - : k=0
a2 0/3 PEEEEY a/l
donde ) )
010 0 O
0 01 0 O
0 00 0 O
R pu—
O 00 --- 0 1
100 - 0 0]

Es posible observar que las matrices circulantes satisfacen las condiciones:
AR = RA con R" = I,,.

Por otra parte, en relacién a las potencias de la matriz A, se conocen
caracterizaciones de las matrices A € C™*" tales que A*t! = A para algin
keN.

Motivados por estos tipos de matrices, se presenta la siguiente definicién
que corresponde a la clase de matrices objeto de estudio en esta memoria. La
intencién es introducir un ambito general en el cual todos los tipos de matrices
mencionados sean casos particulares y realizar un andlisis de esta nueva clase

de matrices.

12
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Definicién 2.1 Sea K € C™*" una matriz involutiva y s € {1,2,3,...}. Una

matriz A € C"*™ se denomina {K, s + 1}-potente si cumple
KASTIK = A (2.1)

Se denotara por P(5%) al conjunto de todas las matrices {K, s + 1}-potentes,
es decir,

PES) = (4 e C™ . KASTK = A} (2.2)

Concretamente, las matrices {K,s + 1}-potentes incluyen los siguientes
tipos de matrices: {s+1}-potentes (i.e., A°T! = A), idempotentes, tripotentes,
involutivas, periédicas (i.e., A® = I,), centrosimétricas (i.e., AJ = JA), mi-
rrorsimétricas (i.e., AM = MA), circulantes (i.e., AR = RA), etc. En el
Cuadro 2.1 se puede observar la relacién entre estos diferentes tipos [4, 11, 26,

34].

{K,s+1}— | {s+1}— | periédicas | centro- mirror- | circulantes
potentes potentes simétricas | simétricas
K I, I, J M R
s - - 0 0 0
A — invertible — — —
n — — - — 2

Cuadro 2.1: Casos particulares de matrices { K, s + 1}-potentes.

Este capitulo esta organizado de la siguiente forma. En la Seccion 2.2 se
obtienen propiedades de las matrices { K, s + 1}-potentes. Especialmente, se
muestra que para cada entero positivo n, existe al menos una matriz de tamano
n que pertenece a esta clase. También se presenta un método para construir

un ndmero infinito de matrices { K, s + 1}-potentes a partir de solamente una

13
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de ellas. Ademsds, se estudia cuiando sumas, productos, inversas, adjuntas y
sumas directas de matrices {K, s + 1}-potentes permanecen en dicha clase.
En la Seccién 2.3, se presentan caracterizaciones de las matrices {K,s + 1}-
potentes desde distintos puntos de vista: mediante la descomposiciéon espec-
tral, en términos de potencias de la matriz, mediante su inversa de grupo y
también mediante una representacién por bloques de una matriz de indice 1.
Finalmente, en la Seccién 2.4, como aplicacion se proporcionan condiciones
bajo las cuales una combinacién lineal de dos matrices { K, s+ 1}-potentes que
conmutan es {K, s + 1}-potente.

Se observa que, si bien el caso de matrices centrosimétricas corresponde al
valor de s = 0 y no se incluye en la Definicién 2.1, en capitulos posteriores
se desarrollaran tanto el caso s = 0 como cuando s toma valores enteros

negativos.

2.2. Existencia y propiedades

La primera cuestion que se abordara en este capitulo esta relacionada con la

existencia de matrices { K, s+1}-potentes y se analiza en el siguiente resultado.

Teorema 2.1 Para cada n € N, existe al menos una matriz A € C™*" tal
que A es {K,s + 1}-potente para cualquier matriz involutiva K y para cada

se{1,2,3,...}.

Demostracién. Sean € {1,2,3,...} y la matriz A = wl,, donde w € Q. Se

tiene que ASt! = w1, = wl, = A y entonces

KA K = KAK = wK? = A.

Ahora se estableceran propiedades referentes a matrices { K, s+1}-potentes.

14
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Es claro que el determinante de matrices en esta clase es un elemento de

{0} N Q5. En efecto,
det(KAK) = det(A*T!) <= det(K)det(A)det(K) = [det(A)]*™
— det(A) =0 6 [det(A4))* =1.

Lema 2.1 Sean A € C™*", K € C™" una matriz involutivay s € {1,2,3,...}.

Entonces se cumple que:
(I) Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es una matriz {K, s + 1}-potente.
(b) KAK = A+,
(c) KA=ATIK.
(d) AK = K As+1.
(II) Si A € C"™" es una matriz {K, s + 1}-potente entonces AS+D* = A,

Demostracién. A partir de K? = I,,, multiplicando ambos lados de la igual-
dad KASt'K = A por K, se obtiene K?Ast1 K? = KAK y entonces A5t =
K AK. La implicacién reciproca es similar, y entonces la equivalencia entre (a)
y (b) en (I) queda probada. Las otras igualdades de (I) se obtienen directa-
mente teniendo en cuenta que K~ ! = K.

Utilizando (I) (b) y la definicién, se obtiene
AGHD? = (A5H st — (KAK)*H = KAHK = Al

Por tanto el lema queda probado. |

Ademds, en este apartado se presentan propiedades que muestran cudndo

el conjunto de matrices { K, s+1}-potentes es cerrado bajo ciertas operaciones.

15
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Lema 2.2 Sea K € C™"™ wuna matriz involutiva, s € {1,2,3,...}, y sean
A, B € C™" matrices {K,s + 1}-potentes. Se cumplen las siguientes propie-
dades.

(a) Si s =1 entonces A y B son anticonmutativas (i.e., AB = —BA) si y
sélo si A+ B es una matriz { K, 2}-potente.

(b) Si AB = BA =0 entonces A+ B es una matriz {K, s + 1}-potente.
(c) Si AB = BA entonces AB es una matriz {K, s + 1}-potente.
(d) Site{0}UQs entonces tA es una matriz {K, s + 1}-potente.

(e) Si A es una matriz invertible, entonces A~' es una matriz {K,s + 1}-

potente.
(f) Si K es hermitica (i.e., K* = K ) entonces A* es {K, s + 1}-potente.

(g) SiW € C™" es invertible y KW = WK entonces WAW ! es {K,s+1}-

potente.
(h) P~YAP es {P~1K P, s+ 1}-potente para toda matriz invertible P € C"*".

Demostracién. Sea s = 1. Como KA?K = Ay KB?K = B, entonces se
obtiene que la condicién K (A + B)?2K = A + B es equivalente a AB = —BA.
El apartado (a) queda demostrado.

En el apartado (b), si AB = BA = O, entonces

(A+ B)s+1 _ As+1 + Bs+1

KA+ B)y*'"K = KA"'K + KB*"'K = A+ B.

El apartado (c) se obtiene directamente de
K(AB)S+1K — KAS+1BS+1K

16
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— (KAs-i-lK)(KBs-i-lK)
= AB

va que AB = BA.

La suposicién t*71 = ¢ implica que
KA K = ¢"TKATTIK = tA.

La propiedad relacionada con la no singularidad de A es cierta porque

Al — (KAerlK)*l

= Kl(asth)—lg-!
— K(ATY)HE.

De forma similar, al ser K hermitica, se obtiene que
A = (KASHEK)*

= KA)'K
= K(A*)*'K.

En el apartado (g), por la definicién y por la hipétesis, se tiene
KWAW st = KwATwK!

= W(KAT K)w!
= WAW™ L

Finalmente, para demostrar el apartado (h) basta aplicar la definicién como
sigue
(P'KP)(P'AP)(P7'KP) = P 'KAKP
= plastlp

= (P'AP)ST

17
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teniendo en cuenta que (P~1KP)% = I,,. |

Lema 2.3 Si A € PUS9) entonces se cumplen las stguientes propiedades:
(o) KATK = At para todos los enteros j > 1.

(b) (KA)? = A5+2,

(c) (KA)>** 1 = KA

(d) (AK)**! = AK.

Demostracion. El apartado (a) se demostrard por induccién sobre j. Sij =1,
es evidente a partir de la propia definicién. Supéngase que KAK = Astl y
que, por hipétesis de induccién, K ATK = A7+ se cumple para algin j > 1.
Debido a que K? = I,,,

KATIK = (KAK)(KAK)
Aj(s+1)As+1
—  AUHD(s+1)
Por tanto, la propiedad (a) queda demostrada.
La propiedad (b) se deduce directamente de la definicién, ya que
(KA)? = (KAK)A
— As+1A

As+2

La propiedad (c) se puede demostrar de la siguiente forma

(KA = (KA)(KA)?)
= (KA)(A?)

18
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= KAGHD?
= KA,

donde se ha utilizado el apartado (b) y la propiedad (II) del Lema 2.1.
El apartado (d) es similar al apartado (c). [ |

A partir del apartado (a) del Lema 2.3 es posible obtener de nuevo la
propiedad (II) del Lema 2.1 como sigue:
A(s+1)2 _ ASQAQSA
_ AS(S+1)A8+1
= KAKAT
= KA°KKAK
= KA™MK
= A
Mediante la utilizaciéon de la semejanza unitaria, los siguientes resultados
permiten construir mas ejemplos a partir de los iniciales. Mas ain, el Co-
rolario 2.1 permite construir infinitas matrices {K, s + 1}-potentes a partir

de solamente una de ellas, donde K es hermitica y conmuta con una matriz

unitaria dada.

Corolario 2.1 Sean s € {1,2,3,...}, K € C™" wuna matriz involutiva y
hermitica, y A € C"*™ una matriz {K,s + 1}-potente. Si U € C™™" es una
matriz unitaria tal que KU = UK entonces UAU* es {K, s + 1}-potente.

Demostracién. Como KA K = Ay K~' = K = K* entonces
KUAU**NK = KUAST'WU*K* = UK AT K*U* = UAU™,

y por tanto el resultado queda demostrado. |
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Ejemplo 2.1 Para las matrices

0 0 —i 100
A=14 0 0 Y K=10 01
01 0 010

es facil ver que A es {K,2}-potente. La forma mds general para la matriz

unitaria U que cumple UK = KU es

a b b
U=1|d e f
d [ e

siendo a,b,d,e, f € C que satisfacen |a|> + 2|b> = 1, ad + be + bf = 0,
|d]?> +le|> + |f|> =1 y |d|?> + ef + f& = 0. Por ejemplo, si e = 0 se obtiene
d=0,lal =|f| =1yb=0. En este caso, se obtienen infinitas matrices

{K,2}-potentes:

0 —iaf O
UAU*=| 0 0 1
ifa 0 0

donde |a| = |f| = 1.

Se puede observar que el Corolario 2.1 tiene una demostracién sencilla. Sin
embargo, es interesante puesto que permite construir un amplio conjunto de
ejemplos a partir de solamente uno. En especial, este resultado muestra que
con sblo una matriz { K, s + 1}-potente se pueden construir infinitos ejemplos.

El corolario anterior lleva a la siguiente cuestién: ;jtoda matriz {K, s+ 1}-
potente tiene esta forma? Es decir, dadas dos matrices { K, s + 1}-potentes A
y B del mismo tamafio, jes posible encontrar una matriz unitaria U tal que
B =UAU*y KU = UK? La respuesta es negativa tal y como se comprueba

mediante el siguiente contraejemplo: las matrices
0 0 10

0 —i 0 1

20
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son {K,5}-potentes para K = Iy, pero es facil comprobar que no existe una
matriz unitaria U tal que B = UAU*. En efecto, si existiese tal matriz U en
esas condiciones se tendria que cumplir que det(A) = det(B), lo cual es una
contradiccién. Este ejemplo, ademés de responder a esta pregunta relacionada
con el Corolario 2.1, también soluciona el mismo problema para matrices no
singulares, es decir, el correspondiente al caso (g) del Lema 2.2.

Ahora se presentan algunas propiedades relacionadas con las matrices

{K, s + 1}-potentes mediante la utilizacién de matrices definidas por bloques.

Lema 2.4 Sean {K1,Ks,..., K} y {A1,Aq,..., At} dos conjuntos de ma-
trices tales que K;, A; € C"*™ siendo K; una matriz involutiva para todo
i=1,2,...,t ysease{1,2,3,...}. Si para cada i = 1,2,...,t, cada matriz

A; es {K;, s + 1}-potente, entonces definiendo las sumas directas

la matriz A es {K, s + 1}-potente.

Demostracion. Como

A - O]
A=
0 A |
y
K 0|
K= ;
O - K|

realizando el producto K AsT1K por bloques se obtiene
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K AP - 0]
KA5+1K —
O e KGASTUE,
Ay -+ O
O - A
Se puede observar que para todas las matrices A;, 1 = 1,2,...,t, es nece-
sario utilizar la misma potencia s + 1. |

2.3. Caracterizaciones

En esta seccién se utilizard la descomposicién espectral indicada en el Teo-
rema 1.1 de la pagina 7.
2.3.1. Observaciones previas

Antes de la caracterizacion general se estudiardn dos casos particulares

para ver el comportamiento de este tipo de matrices.

s Caso s = 1. Sea K € C™*™ una matriz involutiva, y sea A € C"*™ una

matriz que cumple

KAK = A?,

es decir, A es { K, 2}-potente. De estas condiciones se deduce que A* = A,

puesto que
A'= A?A? = KAKKAK = KA’K = A
y por tanto se cumple, por la Proposicién 1.1, que

22
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(a) A es diagonalizable.

(b) o(A) C {0,w,w? w3}, donde w = =
Por el Teorema 1.1, es posible escribir A como

A= Py + P+ P+ \3Ps,
de donde

KAK = KM\oPo+ MP1+ P+ \3P3)K
= MKPK+MKPK+ MKPK + M MKP3K
siendo A\g = 0, \{ = w, A2 = w?, A3 = w? =1 y P, proyectores disjuntos
para i =0,1,2,3.

Ademsds, usando esta propiedad de los proyectores, se tiene

A? = (MNPy+ AP+ APy + \3P3)?
= AP+ AP+ 3P+ \3Ps
= MoFo+ AP+ MNP+ 3P,

Comparando las expresiones para K AK y A? y, teniendo en cuenta la

unicidad de la descomposicion espectral, se obtiene que
Py=KPK, P =KPK, P,=KPK, P; = KPK,

siendo la expresion P, = K P; K redundante ya que es equivalente a la

expresion Pp = KPK.

» Caso s = 2. Sea ahora K € C™*" una matriz involutiva, y A una matriz

que cumple

KAK = A3.
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Como en el caso anterior, de estas condiciones se deduce que A° = A,

puesto que
AY = A3A3A® = KAKKAKKAK = KA’K = A.
Por tanto se cumple que, de nuevo, por la Proposicién 1.1,

(a) A es diagonalizable.

27

(b) o(A) C {0, w,w?, w3, w w? Wb W', wd}, siendow =es .

Denotando por \g =0y \; = w’ para j =1,...,8 (obsérvese que w® =
1), y realizando un razonamiento andlogo al caso de matrices {K,2}-

potentes, se obtiene que
Py =KPF)K, P = KPBPK, P, = KFK, P;=KPK,

Py=KPK, Ps=KPK, Py=KPK, P;=KPK,

Py = KRK,

puesto que (w!)? 3 = W', y ademss, (w’)3 = w’

para j = 0,4,8.
Como antes, las expresiones P3 = KPIK, Ps = KP,K y Pr = KPK

son redundantes por ser equivalentes a las expresiones P, = KP3K,

P, =KPFP;K y Ps = KP;K, respectivamente.

A partir de los casos analizados para las matrices { K, 2} y { K, 3}-potentes
se puede observar una cierta relacién entre los proyectores. Mas concretamente,
es posible en ambos casos establecer las correspondencias biyectivas que se
muestran en el Cuadro 2.2 para los subindices de los proyectores involucrados

en cada caso.
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{K,2} — potente | {K,3} — potente
0+—0 0+—0
1+—2 1+—3
2 —1 2 —6
3+—3 3+—1

4+—14
D+— T
6 — 2
7T+—5
8§+— 8

Cuadro 2.2: Correspondencia biyectiva.

2.3.2. Caracterizacién de matrices {K, s + 1}-potentes

Con el fin de generalizar los casos particulares anteriormente analizados
a matrices {K, s + 1}-potentes es necesario establecer una relacién entre los
proyectores correspondientes. Esto se realizara a partir de la funciéon ¢ cons-

truida en el siguiente lema, basada en el Cuadro 2.2.
Lema 2.5 Sea s € {1,2,3,...} y
©:{0,1,2,...,(s+1)2 =2} - {0,1,2,...,(s +1)2 = 2}

la funcion definida por ¢(j) = b; donde b; es el menor entero no negativo tal

que b; = j(s+ 1) [mod ((s +1)% — 1)]. Entonces ¢ es una funcion biyectiva.

Demostracién. Es evidente que la funciéon ¢ estd bien definida. Ahora, se

definen los siguientes conjuntos:

By ={0,s+1,2(s+1),...,s(s+ 1)}
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y, por recurrencia, para cada k € {1,2,...,s — 1}, los conjuntos
By = {1} + By
y, finalmente,
Bei1={s,(s+1)+52(s+1)+s,...,(s —1)(s+ 1) + s}.

Denominando B a la unién de todos ellos, por construccion se obtiene

s+1
B=|JBr={0,1,2,...,(s + 1) = 2}.
k=1

A continuacién se demostrard que para cada b € B, existe un valor unico
j€1{0,1,2,...,(s+1)%2 -2} tal que b = j(s+ 1) [mod ((s + 1)®> — 1)] donde
b es el menor entero no negativo que satisface estas condiciones. Para esto,

primero se construyen los siguientes conjuntos:
J1=40,1,2,...,s}
y, por recurrencia, para cada i € {1,2,...,s— 1} los conjuntos
Jiyr ={s+ 1} +Ji
y, finalmente,
Jop1 ={s(s+1),s(s+1)+1,s(s+1)+2,...,8(s+ 1)+ (s—1)}.

Sea b € B. Entonces existe k € {1,2,...,s+ 1} tal que b € By,.

Si k =1 entonces b € By, y es evidente que existe un tnico j € Jj tal que
b=j(s+1)y por tanto b = j(s + 1) [mod ((s + 1) — 1)].

Sike€{2,3,...,s} entonces

beBy={k—1,(s+ 1)+ (k—1),2(s+ 1)+ (k—1),....s(s + 1) + (k — 1)},

por tanto es evidente que existe un tnico j € Ji tal que j(s+1) = b+ (k —

1)((s+1)2 —1), y por tanto, b = j(s + 1) [mod ((s + 1)% — 1)].
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Finalmente, si b € Bsy1 entonces es evidente que existe un tinico j € Js41
tal que j(s+1) = b+s((s+1)2—1) y por tanto b = j(s+1) [mod ((s+1)2—1)].
Ademads, por construccién,

s+1

UJ7i={01.2... (s+1)?-2}
=1

y por tanto el razonamiento previo demuestra la existencia. Finalmente, es
obvio que #(J;) = s+ 1 para i € {1,2,...,s}, #(Js41) = s y la condicién
JiNJr =0 se cumple para cada i,k € {1,2,...,s+ 1} con i # k, lo que ga-

rantiza la unicidad. Esto finaliza la demostracion. [ |

La teoria espectral es un enfoque adecuado para obtener caracterizaciones
de diferentes clases de matrices que incluyen potencias [12]. Se utilizara esta

teorfa con el propdsito de caracterizar las matrices { K, s + 1}-potentes.

Teorema 2.2 Sea K € C"*™ una matriz involutiva, s € {1,2,3,...} y sea

A € C™*™, Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es {K,s+ 1}-potente.

(b) A es diagonalizable, 0(A) C {0} U Q(s41y2—1, KPjK = P, donde j €
{0,1,...,(s+1)2 =2} y KP1y221K = Pp1y2—1 siendo ¢ la biyeccion
definida en el Lema 2.5y Py, P1, ..., P(sy1)2—1 los proyectores que aparecen
en la descomposicion espectral de A dada en el Teorema 1.1 asociados a

los valores propios

1 (s+1)2-2
O,W(S+1)2_1, NN ,w(s+1)2_1, 1,

respectivamente.

(c) ATD’ = A, KP;K = P, donde j € {0,1,...,(s + 1) — 2} y ademds
K P12 1 K = P12 siendo ¢ la biyeccion definida en el Lema 2.5
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y Po, P, ..., Psp1)2—1 los proyectores que aparecen en la descomposicion

espectral de A dada en el Teorema 1.1 asociados a los valores propios

1 (s+1)>—-2
O,W(S+1)2_1, NN ,w(s+1)2_1, 1,

respectivamente.

Demostracion.

(a) = (b) Como A es {K, s+ 1}-potente, la propiedad (II) del Lema 2.1
implica que AG+HD? = A Por la Proposicion 1.1 se tiene que A es diagonali-
zable y o(A) C {0} U Qg q)2_4.

Por otra parte, existen proyectores disjuntos Py, Py, ..., P21 (Teore-

ma 1.1) tal que

(s+1)2-1 (s+1)2-1

A= Z w€s+1)2—1pj Y Py = Iy, (2.3)
j=1

j=0
donde se debe entender que Pj, = O si existe jo € {1,2,...,(s+ 1)* — 1} tal
que w{2+1)2_1 ¢ 0(A) y ademds, que Py = O cuando 0 ¢ o(A).

Pre y postmultiplicando las dos expresiones anteriores por la matriz K se

obtiene
(s4+1)2-1 '
KAK = Y w4 KPK
j=1
y
(s+1)2-1
Y KPK=1I, (2.4)
j=0

ya que K? = I,,. Por tanto, como los proyectores Pj son disjuntos dos a dos,
es evidente que K P; K también son proyectores disjuntos dos a dos para todo

j=0,1,...,(s +1)> =1, ya que

(KPK)* = KP;K = KPjK
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(KP,K)(KP,K) = KP,P,K = O

para todo j,t € {0,1,...,(s + 1)2 — 1}. De nuevo, como P; son proyectores

disjuntos dos a dos, de (5.2) se deduce por recurrencia que

(s4+1)2-1
1_ j(s+1)
AT = Z W€s+1)2—1pj
j=1

y como ¢(j) = j(s+1) [mod ((s+1)? —1)] paratodo j = 1,2,...,(s+1)2 -2

se llega a que

(s+1)2-2 ‘
ASTL — Z WEPS(])1)2—1PJ + Prog1)2_1-
j=1

Utilizando la hipétesis y el Lema 2.1, e identificando las expresiones K AK y

A5t se obtiene

(s+1)2-2 (s+1)2-2 '
Z Wiss12 1 KBK + KPgyp2 1 K = Z wé(i)l)Lle + Pls+1)2-1-
i=1 j=1
Como ¢ es una biyeccién, para cada i € {1,2,...,(s+1)?—2}, existe un tinico

j€{1,2,...,(s+1)% — 2} tal que i = ¢(j). A partir de la unicidad de la
descomposicién espectral se obtiene que para cada i € {1,2,...,(s+1)%2 -2},
existe un tinico j € {1,2,...,(s+1)* — 2} tal que KP, ;K = KP,K = P; y
por tanto se cumple que K P;K = P, ;). Es claro que dicha unicidad también
implica que K P, y1)2_1 K = P41)2_;. Finalmente, de (5.2), se obtiene

(s+1)2-1
P=I,- > P
j=1

y teniendo en cuenta (2.4) y la definicién de biyeccion ¢ se obtiene

(s+1)2-2
KRK = I,— Y KPK-KPg. 2 K
i=1
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(s+1)2—2
= Z KPy K — KPy 12 1K

(s+1)2—2
i=1

— P,

Se debe observar que en el caso de que exista jo € {1,2,...,(s +1)% — 2} tal
que wgg )2—1 ¢ o(A), se ha indicado que se tiene que considerar Pj, = O. En
esta situacion, también se debe cumplir que P, ;) = KP;, K = O.

(b) = (a) Por hipétesis y por el Teorema 1.1, es evidente que

(s+1)2-1
Wl (sr1y21 L (2:5)
j=1
y por recurrencia se obtiene
(s+1)2—1
A=) wgi)lgAPJ
j=1

Mediante un razonamiento similar al de la implicacién (a) = (b) y utilizando
la hipétesis se tiene que
(s+1)2-2

AT = Z wi(j-l 21 B + Plsty21

(s+1)2 2
= Z Wil K P K+ KPpaye K

(s+1)271
S SR
i=1
— KAK,
donde en el ultimo paso se ha utilizado (2.5).

(b) <= (c) Es suficiente demostrar que las condiciones A diagonalizable y

o(A) C {0} UQs41)2_1 equivalenten a AGTD? = 4,
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Pero este hecho es consecuencia directa de aplicar el Lema 1.1 particulari-

zado para k = (s + 1)2 — 1. Esto termina la demostracién. [ |

Nota 2.1 Como se puede observar en la demostracion del Teorema 2.2, para
cada jo € {0,1,2,...,(s+1)2 =2}, los proyectores Pj, y Pj,) deben ser ambos
nulos, o bien, ambos proyectores no nulos en la descomposicion espectral de A
porque KPj K = P,;,). Ademds, el proyector P, 1y2_; puede aparecer o no
en esa descomposicion satisfaciendo las relaciones indicadas en los apartados
(b) y (¢) dependiendo de si el valor propio 1 pertenece o no al espectro de A.
Por ejemplo, si s =2 (es decir, (s+1)2—1 = 8) yw es una raiz primitiva de la
unidad de orden 8, entonces A = w"I, no puede ser una matriz { K, 3}-potente
para ninguna matriz involutiva K € C™"*™. En efecto, el espectro de la matriz
A deberia contener el valor propio w® (debido a que KP;K = P,y = Ps), lo
que conduciria a una contradiccion. También se puede observar directamente

que KA’K = WK? = w2A# A.

Ejemplo 2.2 Sean las matrices

ko1 1k
A= Y K =
-1 0 0 -1
con k € C—{£2}. Para este ejemplo, A € PUS5) iy sélo si k = 2cos (%),
conre{l,2,...,s+ 1} — {#} En efecto, primero se diagonaliza la matriz
A mediante A = PDP~' donde
k+vEkZ—4 0 —k—Vk2—4 —k+Vk?—4
D = 2 y P= 2 2
k—vk2—4
0 —— 1 1
Ahora,
k—vk%2—4 0
-1 _ 2
PORAKP = 0 k+VEk2—4
2
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e identificando con DSt se obtiene que

a=btl

b=at!

donde a = . De este ultimo sistema se obtiene que

k=vE2 =4 1 _ k+VEP—4
2 yo= 2
a=0=0b6abe Q2. El caso a =0 = b supone una contradiccion y

por tanto se descarta. Con un sencillo cdlculo se obtiene

k= Lta? con VkZ—4 =12

a a

2 32
k:% con \/k2—4:—%.

Por tanto, b = a (# 0) 6 b = 1 (cuando b # a). De b = a se obtiene que

a==+1yk =22, los cuales se descartan. De a € (4 1)2_y se puede escribir

k=a+a!= e<sff)2;*1 + e_<sff>1;*1 = 2cos _ 2mt (2.6)
(s+1)2—-1

p 2 . (542)
para algint € {0,1,..., (s+1)°—2}. Ademds, t # 0 (porque k # 2) yt # =5~
cuando s es par (porque k # —2). Sustituyendo (2.6) en el sistema anterior

se obtiene

2 2
k:2005<sir2>, con 7”6{172,...,8—{—1}—{8—12_ }

(s+1)? = 4 se cumple para cada matriz A que

Tal y como se ha visto, A
sea {K, s + 1}-potente. jSeria posible que exista una potencia k de A tal que
A* = A se cumpla siendo k < (s + 1)2? La respuesta estd dada en el siguiente

resultado.

Corolario 2.2 Sea K € C™™"™ una matriz involutiva, s € {1,2,3,...} y sea

A € C™" de modo que exista un entero positivo 1 < k < (s +1)? que cumpla
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A¥ = A. Entonces A es una matriz {K, s+ 1}-potente si y sélo si k— 1 divide
a(s+1)2 =1, A es diagonalizable,

U(A) = {/\0, Ay ... ,)\t} - {0} UQn_q (27)

(sitendo \; # \j parai # j, coni,j € {0,1,...,t}), y para cadai € {0,1,...,t}
existe un unico j € {0,1,...,t} tal que \; = )\j"'l y P, = KP;K donde
Py, P, ..., P, son proyectores que aparecen en la descomposicion espectral del
Teorema 1.1 de A asociados a los valores propios dados en (2.7), respectiva-

mente.

Demostracién. Como A es {K, s+ 1}-potente, por el Teorema 2.2, la matriz
A es diagonalizable y o(A) C {0} U Q541)2—1. Como {A, A?,... AF1} es
un subgrupo de orden k — 1 del grupo ciclico {A, A2, ..., A(SH)Q*l} de orden
(s 4+ 1)2 — 1 se tiene que k — 1 divide a (s 4+ 1)? — 1. La suposicién A¥ = A
conduce a que 0(A) € {0}UQy,_1 y por tanto 0(A) C {0}UQcq(h—1,(s41)2-1) =
{0} U Qg_1. A partir de A = KA*T K y de la unicidad de la descomposicién
espectral, se obtiene la correspondencia \; = )\;TH y P, = KP;K tal y como
se ha indicado en el enunciado.

La implicacion reciproca se puede demostrar de forma similar, tal y como

se ha hecho en el Teorema 2.2. |

Ejemplo 2.3 La matriz

0 0 —2
A=14 0 0
01 O

es {K,2}-potente para la matriz involutiva

1 00
K=1001/,
010
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y cumple A* = A. Se puede comprobar que, en este caso,

—1+iV/3 —1—iV§1}

o(A) = {w,w? W} = {

2 2
stendo w = _1%"/5 Los proyectores correspondientes son
1 —w —w 1 —w —iw
H:§ iw 1 w | &:g iw 1 o |
W w 1 1w w 1
1 -7 —
Pa=-14¢ 1 1],
7 1 1

y la relacion entre ellos es: KP\K = P, y KP3K = Ps.

Por otra parte, se puede verificar facilmente que cualquier matriz { K, s+1}-
potente tiene una matriz inversa de grupo. En efecto, si A es { K, s+1}-potente

entonces K AST'K = A. Luego
rango(A) = rango(K A*T1 K) = rango(A*™) < rango(A?) < rango(A),

es decir,

rango(A?) = rango(A)

con lo que A# existe. Este hecho permitird obtener otra equivalencia para las
matrices {K, s + 1}-potentes mediante este tipo de inversas generalizadas.
En [6] se ha demostrado la equivalencia entre las condiciones A% = Ay

A3 = A. En el siguiente lema se realiza una extensién directa.

Lema 2.6 Sea A € C"*™. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Euiste la inversa de grupo A# y A% = Alst1)?=2,
(b) ATD* = 4,
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Demostracion.

(a) = (b) Si A#* = ATV =2 entonces, por definicion de inversa de grupo
se tiene que AA*A = A, luego AAGTYV* =24 = A, es decir, ASTD® = A.

(b) = (a) Sabiendo que A+Y* = A se tiene que la matriz X = Als+1)*=2

cumple que
(1) AXA=AAGTD =24 = A+D? = 4

(II) XAX — AGT)?=2 g A(s+1)*=2 _ A(s+1)* g(s4+1)°=3 _ g A(s+1)*=3 _
A(s+1)272 - X.

(i) AX = AGTD*=1 = x A

Por la unicidad de la inversa de grupo se deduce que A% = X.

Corolario 2.3 Sea K € C™™"™ una matriz involutiva, s € {1,2,3,...} y sea
A € C™™. Entonces se cumple que A es {K, s+ 1}-potente si y sdlo si se

cumplen las condiciones siguientes:

(I) A#F = A(S+1)2_2,

(1) KP;K = P,;), para j € {0,1,2,...,(s + 1)? — 2},
(i) KP1)2 1K = Prg1y2_1,

donde ¢ es la biyeccion definida en el Lema 2.5, y Po, P1, ..., Psy1)2—1 son
los proyectores que aparecen en la descomposicion espectral de A dada en el

Teorema 1.1 asociados a los valores propios

1 (s+1)2-2
Oaw(8+1)2_17 tee 7w(s+1)2_17 17

respectivamente.
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Demostracion. La demostracién es una consecuencia inmediata del Lema 2.6

y de la propiedad (c) del Teorema 2.2. |

De nuevo, como cualquier matriz {K, s + 1}-potente tiene una inversa de
grupo, se puede dar otra caracterizacién de las matrices {K, s + 1}-potentes
mediante inversas generalizadas. En realidad, se utilizara el siguiente resultado:
una matriz cuadrada tiene indice 1 si y s6lo si A y A? tienen el mismo rango.
Se recuerda que el indice de una matriz cuadrada A es el menor entero no

negativo k tal que rango(A*) = rango(A*+1) [7].

Teorema 2.3 Sea K € C"*"™ una matriz involutiva, s € {1,2,3,...} y sea
A € C™". Entonces A es una matriz {K, s + 1}-potente si y solo si existen

dos matrices invertibles Q, P € C™*" tales que

D O . X 0O _1
A:Q Q 5 K:P P 3
O O o T

w0
0 Infr

PlQ =

donde D = [d;j] € C™" es diagonal, r = rango(A), y di; € {0} U Qgy1)2_y;
X e C" y T e C=X(v=") son matrices involutivas, y W € C™" es una

matriz invertible tal que C = WDW =1 € C™" es {X, s + 1}-potente.

Demostracién. Como se ha comprobado en la pagina 34, si A es {K, s+ 1}-
potente entonces A tiene indice 1. Por tanto, por el Lema 1.1 de la pagina 4

es posible escribir A (de rango r) de la siguiente forma

c o
A=p P, (2.8)
0 O
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donde C' € C"™" es invertible. Utilizando esta expresion, se tiene que

s+1
ATl =p oo p!
O O
y
c O 1
KAK =KP P K.
O O
Igualando se obtiene
cstl o c O
P Pl=KP PIKL (2.9)
O O O O

Se considera ahora la particién de P~ K P dada por

XY
Z T

P'KP =

con X,Y,Z, T de tamanos adecuados segin la particién de A dada en (2.8).

Sustituyendo esta dltima matriz en (2.9) se obtiene

cstl O X Y XY c O
O O Z T Z T O O

e identificando se llega a
c*HlX = XC, cHly =0 y ZC = 0.
Como C es invertible, Y = O, Z = O y por tanto

X O 1
K=P P
O T
Como K? = I, esta tltima expresién implica que X y T son matrices in-

volutivas. Por tanto XC*t'X = C, es decir, C es {X,s + 1}-potente. Por

el Teorema 2.2, existe una matriz invertible W y una matriz diagonal D tal
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que C = WDW~! donde los elementos de la diagonal de D pertenecen a

{0} U Q(441)2_1. Sustituyendo estas expresiones en (2.8) se llega a

wWDW-1 O 1
A = P P
0] 0]
W O D O w1t 0O ,
= P P
O I,_, O O o I,

y denotando

[W 0 ]
Q=r
O I,

se obtiene la forma requerida para la matriz A.

La implicacion reciproca se prueba como sigue. Como

D O |
A = Q Q
O o
y
X O __, X O w0 XwW o
P Q: =
O T O T O I, O T
se tiene que
) Xo|_, |p*tof| | X O|_
KAYK = P P7'Q Q'p P
O T O O O T
Xw o D5t O w-x o | |
= P P
o T O O o T
XWDsHw-x o | |
= P
O @

XCcsHlx O P
@) @)
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Cc O 4
= P P
O O
W O D O w-t O 1
= P P
O 1 O O o I
D O 4
= Q Q
O O
= A
Esto completa la demostracion. |

Nota 2.2 Suponiendo ahora que ambas matrices A y K comparten la misma
matriz de semejanza, un razonamiento similar al realizado en el anterior teo-
rema proporciona el siguiente resultado: A es una matriz { K, s+ 1}-potente si

y solo si existen matrices invertibles P € C™*™ y C € C"™*" tales que

C O . X O 1
A=P p1 K=P P
O O O T

donde r = rango(A), X € C™*" y T € C"=")*(=") son matrices involutivas y

C es una matriz {X, s + 1}-potente.

También, aprovechando la estructura de la matriz involutiva K, se puede

proporcionar el siguiente resultado.

Teorema 2.4 Sea K € C"*" una matriz involutiva y sea P € C™ " una

matriz invertible tal que

k-p| ™ © -l
0 -1
Se supone que
B C 1
A=P P
O D
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donde B € CP*P, C' € CP*1 y D € C?*1. Entonces A es {K, s + 1}-potente si
y solo si B y D son {s+ 1}-potentes y

C + Z BS'{CD' = O.
1=0

Demostracion. Es facil comprobar que

Bs+1 Zf:o BsfiCDi

ATl =p " p! (2.10)
O D?
puesto que
2
L2 p B? BC+CD =
O D?
3 2 2
B p B3 B?C+BCD+CD P
O D3
A_p B* B3C+ B*CD + BCD? + CD? P

O D*

y asi sucesivamente, de donde por induccién se deduce la expresién (2.9).

Ahora, después de realizar algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene
que KA*T K = Asiysélosi By D son matrices {s + 1}-potentes y ademds
C+ Y5 o B*'CD" = 0, lo que finaliza la demostracion. [ |
Se puede obtener un resultado similar a este ltimo asumiendo que la matriz
A es semejante a una matriz triangular inferior por bloques. Sin embargo,
cuando no se asume esta forma especial de A, la tesis del Teorema 2.4, en

general, no se cumple. Por ejemplo, considérese

0 2 oo
K= . =P P
3 0 0 -1
y la matriz { K, 2}-potente
1 5
O A I T G
i 2 SHVT 3
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donde

P=

Utilizando la misma notacién que en el Teorema 2.4, es claro que las matrices

no son {2}-potentes y por tanto la conclusién no es vélida.
Otra caracterizacién de las matrices { K, s + 1}-potentes se presenta en el

siguiente teorema.

Teorema 2.5 Sea K € C"*™ una matriz involutiva, s € {1,2,3,...} y sea

A € C™*™ con espectro
U(A) = {)‘17)‘2a"'a)‘t} (211)

(sitendo A; # Xj para i # j coni,j € {1,2,...,t}). Entonces A es una matriz
{K, s+ 1}-potente si y sdlo si A es diagonalizable y para cada i € {1,2,...,t}
existe un unico j € {1,2,...,t} tal que \; = )\j"'l y P, = KP;K donde
P, P, ..., P, son los proyectores que aparecen en la descomposicion espectral
del Teorema 1.1 de A asociados a los valores propios dados en (2.11), respec-

tivamente.

Demostracién. Como A es {K, s + 1}-potente, por el Teorema 2.2, se tiene
que A es diagonalizable. De la expresién A = KAt K, se obtiene que A es
semejante a AT, La unicidad de la descomposicién espectral permite esta-
blecer la siguiente correspondencia: para cada i € {1,2,...,t}, hay un dnico
je{1,2,...,t} tal que \; = )\jﬂ y P = KP;K tal y como se indica en el

Teorema 2.2 ya que

t
A=>"\NP, y EKATE=) NYKPK.
i=1 j=1
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La implicacién reciproca se puede demostrar de forma similar por medio del

teorema espectral. [ ]

Se puede observar que, bajo la notacién del Teorema 2.5, es posible definir
una funcién

0:{1,2,....t} > {1,2,....t}

por medio de 6(i) = j, donde j es el unico elemento de {1,2,...,t} tal que
A= )\j-'H. Por lo tanto, se observa que € es una involucién (en particular,

biyectiva). Esta funcién permite escribir en el Teorema 2.5
o \stl — .
N=Xil vy P=KPyK.
Otra condicién necesaria para que A sea una matriz {K, s + 1}-potente se

proporciona en el siguiente resultado donde aparecen los vectores propios.

Corolario 2.4 Sea K € C"™" una matriz involutiva, s € {1,2,3,...} y sea
A € C™" tal que Az; = MNax; siendo N; # \j para i # j, x; # 0 para
i,7 € {1,2,...,n}. Si existe ip € {1,2,...,n} tal que A5+1x9(i0) 7 NioTo(io)
entonces A no es {K, s + 1}-potente.

Demostracién. Si se supone que A es {K, s + 1}-potente entonces

AN - O
A=pP| + .+ |p!
O -

y por tanto el Teorema 2.5 conduce a

)‘TH e 0O
At = p o . 0| P
@ At
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Aoty 10
=Pl P
O - o
AN - O
= Px »tp-1
O - \

A - O
= (P)| ¢ o [(PD)T
O -

donde ¥ representa un producto de matrices de permutacién que reordena los

valores propios. Este resultado es contrario a la hipdtesis. |

2.4. Combinaciones lineales

Como aplicacion de los resultados presentados en las secciones anteriores
se proporciona el siguiente teorema. Hay que recordar que dos matrices diago-
nalizables que conmutan comparten una base de vectores propios, y por tanto,

son simultdneamente diagonalizables [18].

Teorema 2.6 Sean c1,cy niumeros complejos no nulos y A, B € C"™ ma-
trices {K, s + 1}-potentes no nulas tales que AB = BA. Supéngase que C =
1A + coB es una combinacion lineal de A y B que sea {K, s + 1}-potente.

FEntonces alguna de las siguientes condiciones se cumple:
a) C1,Co € Q(S+1)2_1.

b) 1 € Qgy1)21 y exister € {0,1,...,(s+ 1)2 -2} tal que Wisp1)2_1C1HC2 €
{0} UQ 121
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c) ca € Qgyry2_1 yexistet € {0,1,...,(s+1)* =2} tal que ¢; —1—@)’(t
{0} U Q(S+1)2_1.

s+1)2-1€2 €

d) Ezister,t € {0,1,...,(s+1)>—2} tal que r+t no es miiltiplo de (s+1)?—1
y existe C1,C2 € {0} U Qg 1y2_1, con G #00C#0, y

t
o = Clw(s+1)2—1 — Q2 (= CQW(TS+1)271 -G
+t ’ +t
w€s+1)271 -1 w€s+1)271 -1

e) 1) c1+ca€{0}UQ )2 .
1) Eziste t € {0,1,...,(s + 1)% — 2} tal que w(_s';l)z_lcl +cp € {0} U
Q(8+1)2—1'
Demostracién. Como Ay B son matrices { K, s+1}-potentes tales que AB =

BA, existe (Teorema 1.3.19 de [18] y Teorema 2.2) una matriz invertible P y
matrices diagonales D4 v Dp tales que A = PDy4P~ !y B = PDgP~!. Por

tanto,
C =c1A+c3B=P(c;Da +c2Dg)P7,
denotando
A - O o - O
Da=1| :+ . y Dp =
O - M\ O -

Los valores propios de D 4, Dp vy ¢c1Da+c2Dp son elementos de {O}UQ(sH)z_l

porque A, By C son matrices { K, s+1}-potentes (Teorema 2.2). De este modo,
c1di + capi € {0} U Q(gq1y2-1, para todo i=1,...,n. (2.12)

Como Dy # O, existe igp € {1,...,n} tal que A\, # 0 y por tanto \;, €
Q(s41)2—1- A partir de (2.12),
Hig
c1t e € {0} Uz,
10
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Capitulo 2. Matrices {K, s + 1}-potentes

y ademads f\%g € {0} U Qg41)2_1 porque £, 1)2_1 es un grupo multiplicativo.
Andlogamente, existe jo € {1,...,n} tal que uj, € Q(s11)2_1 porque Dp # O.
De nuevo, a partir de (2.12) se obtiene

Ao

zc1 +c2 € {0} U Q4121

Si pip = 0 = Aj, entonces c1,ca € Qey1)2_1 (porque ¢1 # 0 # c) y por
tanto se obtiene el caso (a).

Sipiyz, = 0y Ajy € Qeq1)2—1 entonces c1 € Qeqqy2_; y existe r €
{0,1,...,(s + 1)2 — 2} tal que Wisi1y2_1€1 + €2 € {0} U Qrey1y2_1. Asi, se
obtiene el caso (b).

Si piy, # 0y Aj, = 0, se obtiene el caso (c) de forma similar al caso (b).

Finalmente, si iy, Aj, € $,41)2—1 entonces hay que resolver el sistema
lineal

Wiep1)2—1C1 +C2=C
€1+ w(erl 2102 = (2
en las incégnitas ¢ y c2 donde (1,2 € {0} UQ(;11)2_;. Mediante eliminacién

de Gauss es facil comprobar que

o Clw€s+1)2_1 - CQ €2w (s+1)2 Cl
= w?”-i—t -1 ’ €2 = T‘+t -1
(s+1)2-1 (s+1)2 1
siw ( +1)2 | # 1, es decir, cuando 7+t no es miltiplo de (s+1)%—1 (caso (d)).
Cuando w(;l)Q , = 1, hay dos posibilidades: r =t = 00 r+t = (s+1)*—1. El
primero conduce al caso (e)-(i) y el segundo al caso (e)-(ii) ya que Wisp1)2—1 =
w(_s':rl)Q_l. Esto completa la demostracion. l
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CAPITULO 3

Relacidn con otras clases de matrices

3.1. Introduccién

En este capitulo se analizan las matrices {K, s + 1}-potentes consideran-
do sus relaciones con diferentes clases de matrices complejas. Estas clases de
matrices corresponden a: proyectores {s + 1}-generalizados, matrices {K }-
hermiticas, matrices normales y matrices B € C™*" que anticonmutan con
K o tal que KB es involutiva, hermitica o normal. Ademés, se proporcionan
nuevas relaciones para matrices centrosimétricas K-generalizadas.

Se dice que una matriz A € C™"*" es anticentrosimétrica si JAJ = —A,
donde J € C™*" es la matriz de intercambio con unos en la antidiagonal y
ceros los elementos restantes. Estas matrices han sido estudiadas ampliamente
por varios autores y tienen aplicaciones en ecuaciones diferenciales, procesa-
miento de senal, procesos de Markov, problemas de ingenieria, etc. (véanse,

por ejemplo, [1, 2, 10, 24, 34]).



Capitulo 3. Relacién con otras clases de matrices

Con la intencion de extender los resultados conocidos para matrices centro-
simétricas, en [30] Stuart proporciona una generalizacién, encontrando todas
las matrices que conmutan con una matriz de permutacién. En [26], Li y Feng
analizan matrices mirrorsimétricas (o con simetria tipo espejo), siendo ese tra-
bajo un caso especial de las generalizaciones que se consideran en este estudio
y tienen aplicaciones en lineas de transmisién multiconductoras. Se pueden en-
contrar otros resultados relacionados con esta clase de matrices, por ejemplo,
en [9, 12, 13, 25, 28, 31, 32, 33].

Otra generalizaciéon conocida de la clase de matrices centrosimétricas son
las denominadas matrices centrosimétricas K-generalizadas que son matrices
A € C™™ que cumplen A = KAK donde K € C™*"™ es una matriz involutiva.
Un andlisis de la teoria espectral de este tipo de matrices fue realizado en [36].

En lo que sigue, se utilizard el siguiente conjunto:
Q) = {AeC™™: g(4) C{0}UQ1},

donde o(A) representa el conjunto de todos los valores propios de A, es decir,
el espectro de A.

A lo largo de este capitulo, se asumira que la matriz K € C™*" es involutiva
y que s € {1,2,3,...}. Ademds, como ya se ha indicado en la pégina 13 se
denotara por PU$%) al conjunto de todas las matrices {K, s + 1}-potentes, es
decir,

P = {AeC: KATIK = A}
Por otra parte, seran necesarias las notaciones
KS={KB: BeS} y SK ={BK: BeS}

donde K es la matriz fijada anteriormente y donde S es un subconjunto pre-
fijado de C™*™.
Una matriz A € C"*" con la propiedad KA*K = A se denomina {K}-

hermitica. En [17], Hill y Waters llaman matrices x-hermiticas a las matrices
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Capitulo 3. Relacién con otras clases de matrices

{K }-hermiticas. En su articulo, los autores enfatizan la permutacién  y ahora,
en este estudio, se pone énfasis en la matriz K para ser consecuentes con las
restantes definiciones. Es claro que la igualdad K A*K = A es equivalente a
KAK = A* ya que K? = I,,.

Respecto a las propiedades de las matrices { K, s + 1}-potentes analizadas
en este capitulo, en particular, en la Seccién 3.2, se obtienen relaciones entre
matrices {K, s + 1}-potentes y matrices { K }-hermiticas, proyectores {s + 1}-
generalizados, matrices unitarias y matrices B € C"*" tal que K B sea involu-
tiva. En la Secciéon 3.3, se analizan relaciones con matrices normales y matrices
B € C™ " tal que K B sea hermitica o normal. En la Seccién 3.4, las matrices
hermiticas y antihermiticas, y matrices B € C™*"™ anticonmutativas con K se
relacionan con matrices {K, s + 1}-potentes. En todos estos casos, se han es-
tudiado relaciones entre estas clases de matrices, y en caso de haber obtenido
una inclusién, se ha analizado si es propia. Por otra parte, se ha obtenido un

conjunto de nuevas propiedades de las matrices centrosimétricas.

3.2. Analisis de P¥»*) mediante diferentes conjuntos

de matrices
Sea s € {1,2,3,...} y sea
©:{0,1,2,...,(s +1)> =2} - {0,1,2,...,(s + 1) = 2}

la funcién dada por ¢(j) = b; donde b; es el menor entero no negativo tal que
b; = j(s+1) [mod ((s+1)2—1)]. En el Lema 2.5 de la p4gina 25 se ha demostra-
do que esta funcién ¢ es biyectiva. Por otra parte, en el Teorema 2.2 de la pagi-

na 27 se ha demostrado que los valores propios de una matriz { K, s+1}-potente

1 (s+1)2-2 1

estan incluidos en el conjunto constituido por O,w(s+1)2_1, s Wi 1)2_ 1

dicha matriz A tiene asociados unos idempotentes principales. Se consideraran
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Capitulo 3. Relacién con otras clases de matrices

las matrices P;’s que cumplan las relaciones
KPJK = P@(j) y KP(S+1)2,1K = P(s+1)271 (31)

paraj € {0,1,...,(s+1)>—2} donde Py, Py, ... ; P(s41)2—1 son los proyectores
que aparecen el la descomposicién espectral de A dada en el Teorema 1.1

asociados a los valores propios

1 (s+1)2-2
07w(8+1)2—17 T ’W(s+1)2717 1,

respectivamente. A partir de ahora, se dird que los proyectores P;’s que satis-
fagan (3.1) cumplen la condicién (P).

El siguiente teorema reproduce las caracterizaciones de la clase de matrices
{K, s + 1}-potentes obtenidas previamente en el Teorema 2.2 y en el Corola-

rio 2.2 de la pagina 32 utilizando la condicién (P).

Teorema 3.1 Sea A € C™*™. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
(a) A€ PUS),

(b) A es diagonalizable, o(A) C {0} U Q(s41y2—1 y las matrices Pj satisfacen

la condicion (P).
(¢c) ASTD® = A y las matrices P; satisfacen la condicion (P).
(d) A# = ASTD*=2 y lus matrices P; satisfacen la condicion (P).
Considerando los conjuntos
D ={AeC"": A es diagonalizable},
® ={AcC"™: proyectores P; que satisfacen la condicién (P)},
PE) = {AeCmm: AT = A},
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Capitulo 3. Relacién con otras clases de matrices

GO ={AeCmm: A% = A7}
se puede reescribir el Teorema 3.1 de la siguiente forma méas compacta:
P(K,s) —DnN Q(8+1)2—2 NP = P((S+1)2—1) Nd = G((S+1)2—3) N ®.

Segin la notacién anterior, se tiene que PUn5) = P()_ Por otra parte, P
es el conjunto de todos las matrices idempotentes de tamano n x n. Ademas,
P(s+2) _ G(s)

Es conocido que la matriz A € C™*" con la propiedad A%t = A* para
algin entero positivo s se denomina proyector {s + 1}-generalizado [5, 12],
y también que la matriz A se denomina {K }-hermitica cuando KA*K = A.

Estas clases de matrices se representaran mediante los siguientes conjuntos.
GP® = {AeCmm: A = A},
HX) = {AeC": KA'K = A}

En el resultado que se establece en el Teorema 3.2 siguiente, se obtiene la
relacién entre los conceptos conocidos de proyector {s + 1}-generalizado y de
matriz {K }-hermitica y el concepto de matriz {K,s + 1}-potente. Antes de
ello se observan los siguientes ejemplos.

La matriz

1+¢ —1—1

A= (3.2)

1

2 1+ 1+
es un proyector {3}-generalizado para K = I3. Sin embargo, A no es {K, 3}-
potente ni { K }-hermitica.

Por otra parte, la matriz

A= ' (3.3)
—1 0

es { K }-hermitica para K = I5. Sin embargo, A no es { K, s+ 1}-potente ni un

proyector {s + 1}-generalizado para ningin entero positivo impar s.
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Finalmente, la matriz

-3 27

es { K, 2}-potente para

K:

o= O

2
0
Sin embargo, A no es una matriz { K }-hermitica ni un proyector {2}-generalizado.
A partir de estos tres ejemplos, se han buscado relaciones entre proyectores
{s+1}-generalizados, matrices { K, s+ 1}-potentes y matrices { K }-hermiticas.

Es facil ver que para que si dos de ellas son validas también lo es la tercera.

Teorema 3.2 Se cumplen las siguientes inclusiones:
(a) PUS) nHE) € GPO) 0 P62 = GP®).

(b) P 0GP ¢ HE) 0 PG+2),

(c) HE) 0 GP®) C PUs) A pls+2),

Demostracién. Sea A € PU58) N HK) Entonces, KAK = A5T! y KAK =
A*. Por tanto, A € GP®). A partir del Teorema 2.1 de [5] se tiene que
AsT3 = A, por tanto A € P62 Se observa que ademds se ha obtenido
que GP®) C P12y entonces GP®) NP2 = GP®). Asi, el apartado (a)
queda demostrado.

Utilizando las definiciones, se puede ver facilmente que ambas interseccio-
nes PUS9) 0 GP®) y HE) 0 GP®) estén incluidas en HE y PUSS) | respec-
tivamente. De nuevo, la inclusién GP®) C P6+2) conduce a las propiedades
() y (o). .
Los ejemplos que preceden al Teorema 3.2 muestran que ninguna de las condi-

ciones implica las otras dos, y que, en general, las tres inclusiones son estrictas.
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Se debe tener en cuenta que el Teorema 3.2 relaciona un conjunto que sélo
depende de K con otros dos que dependen sélo de s, y con otro conjunto que
depende de K y de s a la vez. Ademas, los tres conjuntos méas pequenos en las
inclusiones no son vacios porque todos ellos contienen la matriz identidad.

Un caso particular importante es cuando se requiere que las matrices A
son invertibles. En este caso, se obtienen relaciones con las matrices unitarias.

Para esto, se definen los siguientes conjuntos
GL = {A € C™": A es invertible},
U={AeC"": AA*=A"A=1,}.
Teorema 3.3 Se cumplen las siguientes inclusiones:
PHEInHE NGL CU.

Demostracién. Sea A una matriz {K, s + 1}-potente y {K }-hermitica. El
apartado (a) del Teorema 3.2 implica que 4573 = A. Como A es invertible, se
obtiene que A%t2 = I, y por tanto AA* = AA*T! = I, es decir, A es unitaria.
Asi, la demostracién queda completada. |

Incluso se puede decir méas. En general,
P nHE)NGLCU (3.5)

ya que por ejemplo, la matriz dada en (3.2) es unitaria y pertenece a P4

(K) para K = I,. También, la matriz dada en (3.3) es

pero no pertenece a H
unitaria y {K }-hermitica pero no pertenece a P cuando s es impar para
K = 1I.

Se obtienen varias observaciones interesantes como consecuencia directa de

los Teoremas 3.2 y 3.3. La primera es:
PESINHIONGP® = PESINHE) — pEINGPE) = HENGPE) | (3.6)
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es decir, si un elemento pertenece a dos de los tres conjuntos considerados,
entonces pertenece al conjunto restante.
Otra observacién general basada en (3.5) y (3.2) es que se cumplen las

siguientes inclusiones estrictas:
(a) PES nHE) NGL ¢ U.
(b) PES N GP®) NGL C U.
(¢c) HE)NGP®)NGL C U.

Incluso, a partir del Teorema 2.1 de [5] se puede demostrar que se cumple

una inclusién maés general.

Teorema 3.4 Se cumple la siguiente inclusion:
GP®'NGLCU.

La matriz dada en (3.3) muestra que la dltima inclusion es estricta: s debe ser
impar.

En (3.5) se ha presentado una inclusién que involucra el conjunto de ma-
trices unitarias. ;Qué ocurre con D si se intersecta U con otro conjunto?

Sea

I = {AeCv™™. AT =1,}.

Obsérvese que, cuando s = 1 el conjunto I corresponde a las matrices invo-

lutivas, y ademads, es evidente que 1) C P+l y que 1) = PG+ N GL.
Teorema 3.5 Se cumplen las siguientes inclusiones:

(a) UNKIW c HE),

(b)) UnHE) c KIW,

(¢) UNnPE2) C GP®),
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(d) KIW nHE) Cc U.

Demostracién. Supéngase que A es unitaria y que existe B € IM) tal que
A= KB. Entonces KAKA = (KA)? = B2 = I, y por tanto, KAK = A~! =
A*. De esta forma, el apartado (a) queda probado.

Con la finalidad de demostrar el apartado (b), postmultiplicando por A la
igualdad KAK = A* se obtiene (KA)2 =1, ya que A € U. Asf, KA e IM y
por tanto A € K1,

Sea A € UNP®+2) . Como A es invertible, A5T3 = A implica que A5T2 = I,
que es equivalente a A5t = A~1 = A* Asi, A € GP®).

Finalmente, si se supone que KAK = A* y A = KB con B? = I,,, entonces
el apartado (d) se deduce a partir de

A*A = (KAK)A= (KA)? =B* =1I,.

De esta forma, la demostraciéon queda completada. |

Se puede ver que en general, las inclusiones del Teorema 3.5 son estrictas,

como muestran los siguientes ejemplos.
(1) El apartado (a) se puede analizar mediante la matriz

10
0 0

(1) El apartado (b) se puede analizar mediante la matriz
0 2
—3i 0

() El apartado (c) se puede analizar mediante la matriz

10
0 0
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(1v) El apartado (d) se puede analizar mediante la matriz dada por (3.2),

donde s € {1,2,3,...} para el caso (III). Ademads, en todos los casos se utiliza
K = 1.

Del Teorema 3.5 es posible ver que
UNKIY = UnH® = KIW nHE) = UunKI® nHE),

Para el conjunto KI(!) también se pueden obtener las siguientes inclusio-

nes:

(a) KIW QPEs) C 1(s+1),

(b) GP® N KIW N GL C PU),
(c) P62 0 KIM nHEK) € ps),

La demostracién requiere la propiedad (b) del Lema 2.3 y del Teorema 2.1 de
[5]. En general, todas las inclusiones son estrictas. Para ello se consideran los
siguientes ejemplos: la matriz del ejemplo (I) de la péagina 55 para (a), y la
matriz dada en (3.4) para analizar (b) y (c).

De nuevo, jqué ocurre en (3.5) con D si se intersecta U con P57 Se

puede proporcionar el siguiente resultado.

Proposicién 3.1 Sea (PU3))* = {A* . A € PUS)). Entonces se cumple la
siguiente igualdad:

UNPES) —Un (P
Demostracién. Sea A € U. Se debe demostrar que A € PU5s)

A* ¢ PUSS) En efecto, si A € PU9) utilizando la propiedad (e) del Lema

si y solo si

2.2 se tiene que

KA*K = KA—IK — (A—1)5+1 _ (A*)S+1,
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Asi, A* € PS) y por tanto A € (P(Kﬁs))*. La implicacién reciproca se puede

obtener de forma similar. Esto finaliza la demostracién. [ |

., Qué se puede decir con respecto a la igualdad PKs) — (P(K’S))* cuando
A ¢ U? En general, no se cumple. De hecho, la matriz dada en (3.4) pertenece
a PUSD v A ¢ U, pero A no pertenece a (PUD)*,

Sin embargo, la igualdad sigue siendo valida en el caso que la matriz K es
hermitica. El resultado siguiente extiende las propiedades (d) y (e) presentadas

en el Lema 2.2.

Lema 3.1 Sea (PU59)~1 = {A~1: A c PE") NGL}. Entonces
(a) PE"S) = (PUEY - B particular, PUES) = (PUS))* i K es hermitica.
(b) P3N GL = (P(K#)~ 1,

En particular, A € (P51 si y sélo si A~1 € (PUE=)~1,
Ademss, en general, la igualdad Ps) — PE™s) no ge cumple cuando

K no es hermitica. Esto se puede comprobar utilizando la matriz del ejemplo
(3.4).

Por otra parte, se puede asegurar que en general
PES N pE) NGL ¢ U,

como es posible comprobar mediante la matriz { K, 4}-potente

1 —3+iV3
A=
0 —3+i

para K = I,. También se observa que PUS8) N PE™5) - () ya que contiene, al
menos, a la matriz nula.
Con el fin de ver que en general U ¢ Ps) nPE™9) | se puede considerar

A = —I,, cualquier ntimero positivo impar s, y cualquier matriz involutiva

K e Cvxm,
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Esta seccién finaliza con el andlisis del dltimo conjunto considerado P:$)N0
P(E"5) Recuérdese que K*K es una matriz hermitica y semidefinida positiva.
Por lo tanto, existe una matriz unitaria U € C™*" y una matriz diagonal

D € R™™ con elementos diagonales no negativos tal que
K*K =UDU". (3.7)
Teorema 3.6 Sean U € C™*™ una matriz unitaria y
D = diag(M Iy, Aolpy, ..oy ADy,)

una matriz diagonal no negativa como en (8.7) conry+ro+---+ry =ny
Ai # Aj para i # j. Entonces el conjunto PUs) 0 PE™S) es dado por todas

las matrices de la forma UDU* siendo
D= diag(AH, Ao, ... ,Att) c PUKUs) A p(U*K*U,s)
con Ay € C"%"i parai=1,2,...,t.

Demostracién. Sea A € PUS)INPE™5) Entonces A5T! = KAK y (A*)t! =
KA*K. Realizando algunas manipulaciones algebraicas se obtiene K*KA =

AK*K. En efecto,
K*KA = K'A*T'K
= (K ()T K
= (K*KA*KK)*
= AK*K.
Debido a que K*K es hermitica y semidefinida positiva, se puede suponer que

K*K =UDU* con U y D como en el enunciado. Por tanto, sustituyendo en

la igualdad anterior, se tiene
UDU*A = AUDU*
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y en consecuencia

D (U*AU) = (U*AU) D.

Ahora, se particiona la matriz U* AU de la siguiente forma

A=U"AU =

A
Agy

An

Al
Ago

Ap

A
Agt

Att

donde los bloques son de tamaifios adecuados conforme a D. Asi, AD = DA

conduce a A;; = O para todos i,j € {1,2,...,t} coni # j, y consecuentemente
A= Udiag(All, AQQ, N ,Att)U*.
Como A € P se tiene que
A‘ﬁrl O O Ay O 0]
o At @) O A O
U*KU U*KU =
O @) A O O A

Entonces D = diag(Ai1, Aga, ..., Au) es {U*KU, s+ 1}-potente porque U* KU
es evidentemente involutiva. Un razonamiento similar es valido para A €
P9 Agf, D e PWU KUs) q pUTK"Uss) 1,4 otra inclusién es evidente. |
El teorema previo permite obtener otra representacién para el conjunto P Es)
(véase el Teorema 3.1). Su ventaja es que la diagonalizacién estd dada por
una matriz unitaria U. Sin embargo, a diferencia del Teorema 3.1, la matriz
diagonal D est4 dada por bloques.

Se puede observar que, con respecto al espectro de cada A;;, para i =

1,2,...,1, se tiene

a(Aii) € o(D) C{0}UQr1y2_1.
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3.3. Anilisis de PX¥) mediante GP" y la normali-
dad

Se pueden obtener més relaciones cuando se involucran las matrices hermi-

ticas. Sea el conjunto
H={AeC"™": A" = A}.

Se debe tener en cuenta que HU») = H. Cuando K € H se puede observar
que H = KHX) = HK)K ¢ bien, de forma equivalente, H¥) = KH = HK.
Hasta el final de esta seccién, la matriz K es involutiva a menos que se

especifique alguna hipotesis adicional de manera explicita.
Teorema 3.7 Se cumple la siguiente inclusion:
KHNPEs c kp®.

Demostracién. Sea A € KHNP%) Es conocido que el espectro de la matriz
hermitica K A es real y también, por la propiedad (c) del Lema 2.1, que estd in-
cluido en {0} U Qy, puesto que A € PU3), Por lo tanto, o(KA) C {0,1,—1}.
Como K A es diagonalizable, entonces es tripotente, y por tanto, A € KP (2. W

En general, la Gltima inclusién es estricta tal y como muestran las siguientes

matrices:
0 0 0
A=| -1 -1 0| =KB
-3 -2 1
donde
1 0 0 0 0 0
K=]|0 -1 0 y B=1|11 0
0 0 -1 3 2 -1
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Sin embargo, la condicién adicional de que K sea hermitica permite obtener

un resultado mas interesante.
Teorema 3.8 Sea K € H. Entonces
KHNPES) = GPE) npHs),

Demostracién. Sea A € P59 Se debe probar que A € KH si y sélo si
A e GP®. En efecto, si existe B € H tal que A = K B entonces es obvio que
KA = By por tanto KA € H. Ademaés, las igualdades

KA=(KA)* = A*K

permiten concluir que A5t = KAK = A*. De esta forma, A € GP®).

Para la implicacién reciproca, si A € GP®), por definicién se tiene que
Astl = A*. Por tanto, KAK = A* y KA = A*K. Asi, se obtiene que A =
K(A*K), es decir, A = KB donde B = A*K cumple

B*=K'A=KA=A"K = B.

De esta forma, B € H y finalmente A € KH, lo que termina la demostracién.

Ahora se considerara el conjunto de las matrices normales:
N={AcC"": AA* = A*A}.
En [5], se han establecido las equivalencias entre las siguientes afirmaciones:
(PG1) ASTH = A*.
(PG2) A es normal y o(A) C Q0.
(PG3) A es normal y A5t3 = A.
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A partir de estas equivalencias y del Teorema 3.8, se puede obtener una
relacién entre las matrices {K, s + 1}-potentes y las matrices normales, con

los proyectores {s + 1}-generalizados y las matrices {s + 1}-potentes.
Proposicion 3.2 Sea K € H. Entonces
NN Qe N PES) = NnPEH2D npEs) = KH N PUES), (3.8)
Demostracién. Se deduce directamente de (PG1)-(PG3) y del Teorema 3.8.
|
En particular, de la Proposicién 3.2 se deduce que se cumple
GPY NPES) C NnPE),
Sin embargo, en general
N NP ¢ GPEe) npE»

tal y como muestra el siguiente ejemplo. En efecto, es evidente que la matriz
A = il es normal y, considerando K = I, se obtiene que A es {K,5}-potente
y A5 # A*.

Adems4s, en general

(a) NN QG+t ¢ GP® NP (como muestra la matriz indicada en (3.2)

cuando s = 2).

(b) PEFD N PEs) ¢ GP® N PU) (como muestra la siguiente matriz
A= (3.9)

considerando K = I y s = 1).
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(c) Q6T N PUs) ¢ GP®) N Ps) (como muestra el mismo ejemplo que se

usa en el apartado (b)).

(d) GP® ¢ KH NP (como muestra la matriz indicada en (3.2) cuando
s =2).

Ahora se presenta una relacién entre N y KN para matrices en P(55),

Teorema 3.9 Sea K € H. Entonces NN PUs) C KN.

Demostracién. Sea A € NN P&E#) Los Teoremas 1.1 y 3.1 aseguran que

5+1)2 1

ws+12 P

j=1
donde las matrices P; son proyectores ortogonales disjuntos que cumplen la
condicién (P). Se debe tener en cuenta que Pj, = O si existe un nimero entero
jo € {1,2,...,(s+1)2—1} tal que w( )21 ¢ o(A) y ademas, Py = O cuando
0 ¢ o(A). Entonces,
(s+1)2—-1 (s+1)2-1

KA(KA)® = Y Wy KP wy,
: =

(s+1 )2 IP K

(s+1)2-1

= > KPK

j=1
(s+1)%-2
= ) Pug+ Paspa

En la dltima igualdad se han utilizado las relaciones (3.1). Un calculo similar

conduce a

v

(s+1)2—-1
(KAKA= )~
j=1
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Asi, KA € N, lo que termina la demostracion. |
No obstante, no se puede establecer que N sea cerrado bajo multiplicacién por
K. M3és atn, en general, la inclusién contraria en el Teorema 3.9 no es cierta,

es decir NN P55 C KN. En efecto, la matriz

1 1
A=
1 —
no es normal y KA € N para
K =
10

A continuacién se proporciona una caracterizacién para aquellas matrices

{K, s + 1}-potentes que son también normales.

Teorema 3.10 Se cumple la siguiente igualdad:
NN PEs) — gp((s+1)?=3) A p(K.s)

Demostracién. Sea A € P3) Se debe probar que A € N si y sélo si
A e GP(T)*=3) Ep efecto, si A € N, por los Teoremas 1.1 y 3.1, todos los
valores propios diferentes A1, ..., A\; de A pertenecen a {O}UQ(sH)z,l y existen
proyectores ortogonales disjuntos P, Ps, ..., Py (ie., PP; = §;jP; y P} = P
para i,j € {1,2,...,k}) tal que A = 2521 AjPj. Bajo estas condiciones, es

facil ver que
k

k
A =3"NP y AT =) AP
j=1 j=1
para cadam € {1,2,3,... }. Para todos los \; € Q,,1)2_1, se tiene que NN =
2
1= )\j)\gsﬂ) -2 y entonces

k k
A =3P = SN 2 p g4,
j=1 j=1
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Esto prueba que A € GP(s+1)?=3)
La implicacion reciproca es evidente ya que A* es una potencia de A. W

Los Teoremas 3.8, 3.10 y la igualdad (3.8) permiten deducir que
GPONPES) — QG+ agPp(+)?*=3)Ap(Ks) _ pls+2)gPp((+1)?=3) Ap(K.s)
El siguiente resultado es una consecuencia de los Teoremas 3.9 y 3.10.
Corolario 3.1 Sea K € H. Entonces

GP(+1)=3) A p(Ks) ¢ KN NP,

Se puede observar que, en general, la inclusién opuesta en el Corolario 3.1
no es cierta. Para comprobarlo se usa el ejemplo de la pagina 31 para k = —1.

Se puede comprobar que A € PED A € KN, vy es facil ver que A ¢ GPW,

En efecto,
-1 1 1 -1
A= ; K = )
-1 0 0 -1
2 I -1 *
KAK = A° = £ A*,
0 0

(KA)" (KA)=(KA)(KA)" =
0 1
Por tanto, se puede asegurar que, en general, se cumple que

GP(tD)*=3) A p(Es) ¢ KN P,

A continuacién se deduce una relacién entre KN y K GP ™ para un valor

concreto de m.
Teorema 3.11 Se cumple la siguiente igualdad:
KENNPES = gGPZ=2 npEs),
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Demostracién. Sea A € PU%) . Se debe probar que A € KN si y sélo si
Ae KGP®~2 Epn efecto, si KA € N, por los Teoremas 1.1 y 3.1, se obtiene
que todos los valores propios diferentes A1, ..., Ay de K A pertenecen a {0}UQq
y existen proyectores ortogonales disjuntos P, Ps, ..., Py (i.e., PP; = 6;;F;
y P = P, parai,j € {1,2,...,k}) tales que KA = Z§:1 A\jP;. Bajo estas

condiciones, es facil comprobar que

k
(KA = AP
j=1

k
(KA)™ =Y "\"P
j=1

para cualquier m € {1,2,3,...}. Para todo \; € Qa,, se obtiene que )\ij =

1= )\?S y por tanto

k k k
(KA) =D AP = ) Aj'hj =) AP = (KA,
j=1 j=1

7j=1
Esto prueba que KA € GP5-2),

La implicacién reciproca es evidente ya que (K A)* es una potencia de K A.

Esto finaliza la demostracién. |

Observacién 3.1 Recordando que GPO = H, a partir del Teorema 3.11 se
puede deducir que

KNNPEYD = kHNPUED,

3.4. Otros resultados

En esta seccién se presentan algunas propiedades similares a las estudia-

(Ks)

das, pero en este caso el objetivo es analizar la relacién entre P y las
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matrices anticonmutativas, las matrices antihermiticas, y las matrices para las

que alguna de sus potencias coincide con su opuesta.

3.4.1. Analisis de P®*) mediante H, SH, C¥™ y SP®)

Esta subseccion empieza con la definicién del conjunto de matrices anti-
hermiticas y con el conjunto de todas las matrices que conmutan (anticonmu-

tan) con la matriz K:
SH={AeC"": A" = —-A}
CHm — 4 e C™": AK =mKA} donde m € {+,—}.
También se introduce el conjunto dado por:
SP®) = {A e Cvm: AT = —A).
Ahora, se pueden establecer los siguientes resultados.
Teorema 3.12 Se cumplen las siguientes igualdades:
(a) HNPEs) = CEH) NT donde

PONGPD  sis es impar,
PO NGP® s es par.

T:

(b) (1) SHNPES) = {0} sis es impar.

(1) SHN P = SP@ NGPA NT donde

CEH) g g =4,
CES)  gis=4t42,

parat € {1,2,3,...}.
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Demostracién. Suponiendo que A* = A y KAT'K = A se tiene

{0,1} si s es impar,
o(A) SRN {0} UQ11)2 1) = ,
{0,1,—-1} si s es par,

por tanto,

A?  cuando s es impar,

A3 cuando s es par,

de donde KAK = A*™! = Ay de esta forma se obtiene (a). La implicacién
reciproca se puede comprobar facilmente.

El apartado (b) se deduce de forma trivial cuando s es impar. Si s es par y
A € SHNP®E) entonces o(A) C iRN ({0} UQ(s42)) = {0,4, —i}. De ahf que

A3 = — A, y por tanto, cuando s = 4t se llega a
KAK = ATt = A%+ — _ A3 = 4

para todo t € {1,2,3,...}. De forma similar, el caso s = 4t + 2 se deduce de
A% = — A2 Como antes, la implicacién reciproca se puede comprobar ficil-

mente. [ |

Ademéds, las matrices { K, s+ 1}-potentes que también estdn en K'SH cum-

plen las siguientes relaciones.

Teorema 3.13 Se cumplen las condiciones siguientes:
(o) KSHNPES) C KSP® i s es par.
(b) KSHNPWS) = {0} si s es impar.

Demostracion. Sea A € KSH. En primer lugar se observa que KA € SH y
por tanto o(K A) C iR. Ahora, para A € PU5%) se tiene que (KA)*+ = KA
y por tanto, o(KA) C {0} U Qqs. De esta forma, el caso s impar se deduce
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trivialmente. Cuando s es par, se puede observar que o(KA) C {0,i,—i}. Co-
mo K A es diagonalizable, se obtiene que (KA)? = —K A, lo cual significa que
Aec KSPW®, =

Se observa que, en general, la inclusién en (a) es estricta tal y como se
puede comprobar mediante el ejemplo dado en (3.9).

También se puede observar que KSP®?) C SP®+2) porque (KA = -KA
implica que A5T3 = — A. En general, en este caso la inclusién es estricta porque
la matriz 1 x 1 definida por A = [ w } cumple las condiciones requeridas para
K = [ 1 } y wd = —1# w?

Finalmente, cuando K* = K se puede observar que las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(a) KA € SH.

(b) KA*K = —A.

(¢) AK € SH.

Ademds, la condicién A € SH es equivalente a K(KA)*K = —KA.

En la Definicién 2.1, las matrices { K, s + 1}-potentes han sido considera~
das para s € {1,2,3,...} excluyendo el caso s = 0. El motivo es porque el
Teorema 3.1 no proporciona ninguna informacion para el caso s = 0. Asi pues,

en la siguiente subseccion se obtienen resultados validos para s = 0.

3.4.2. Matrices centrosimétricas K-generalizadas

En primer lugar, se observa que P50 = CE+) | que es el conjunto de las
matrices centrosimétricas K-generalizadas. Mediante el uso de la descomposi-

cién espectral, se puede deducir facilmente el siguiente resultado.
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Teorema 3.14 Sea A € C™*™ una matriz diagonalizable con descomposicion
espectral dada por A = Zle A P; tal y como en el Teorema 1.1y sea K € C™*™
una matriz involutiva. Entonces A € CUEH) g y solo st KP; = P;K, para todo

i€f{1,2,...,k}.

Ahora se pueden obtener nuevos resultados para las matrices centrosimétri-
cas K-generalizadas a partir de los establecidos en las Secciones 3.2 y 3.3. Se
pueden obtener nuevas relaciones con el valor s = 0 en todos los resultados
correspondientes después de realizar sencillas verificaciones. En el siguiente

teorema se presentan los resultados deducidos a partir de la Seccion 3.2.

Teorema 3.15 Se cumplen las siguientes condiciones:
(a) CEH) NnHE) C H.

(b) CEH NH C HE),

(c) HE) nH ¢ Cc(KH),

(d) CEHD NHE) "nH = CcEH nHE) = CcEH) nH =HK NH.
(e) CEH NnHE) 10 ¢ U.

(f) CEHD NHNIW C U.

(g) CEH A KIM ¢ 1D,

(h) IH N KIM ¢ CUH),

(i) P? 0 K1 ¢ ¢+,

(j) UnCE+ =Un (CHEH)*,

La matriz
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permite mostrar que la inclusién en el apartado (e) es estricta para K = I.
Este capitulo termina mostrando en el siguiente teorema los resultados

deducidos a partir de la Seccién 3.3.

Teorema 3.16 Sea K € H. Entonces

(a) HNCEH) = KHN CEH),

(b)) NNnQW nCcEH =NnP® nCcEH = KHN CEH),

(c) NnCE+H C KN.
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cAPiTuLO 4

Problemas directo e inverso para matrices { K, s + 1}-potentes

4.1. Introduccién

Se ha observado que las matrices { K, s+ 1}-potentes incluyen las siguientes
clases: matrices idempotentes, matrices tripotentes, matrices periddicas, ma-
trices {s+ 1}-potentes, matrices involutivas, matrices centrosimétricas, matri-
ces mirrorsimétricas, matrices circulantes, etc. Por tanto, es interesante saber
c6mo construir un nimero suficiente de elementos de esta nueva clase de ma-
trices.

Uno de los principales objetivos de este capitulo es desarrollar métodos
para poder construirlas de manera efectiva. Otro de los objetivos es resolver el
problema de encontrar las matrices involutivas K que hacen que una matriz
A dada sea {K,s + 1}-potente para un valor de s prefijado. El primero de
los problemas, el de encontrar matrices A, es el llamado problema directo.

El segundo de los problemas, el de encontrar las matrices K, constituye el



Capitulo 4. Problemas directo e inverso

llamado problema inverso.
Como en los capitulos anteriores, serd necesaria la funcién introducida en

el Lema 2.5 de la pagina 25. Sea
N, ={0,1,2,...,(s+1)> =2} paras > 1

y sea

p: Ng — Ng

la funcioén biyectiva dada por ¢(j) = b; donde b; es el menor entero no negativo
tal que b; = j(s +1) [mod ((s + 1)% — 1)].

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la Seccién 4.2,
se presenta un algoritmo para obtener matrices {K, s + 1}-potentes. En la
Seccién 4.3, se obtienen matrices { K, s + 1}-potentes que conmutan con una
matriz { K, s+1}-potente dada y se desarrolla un algoritmo para obtener todas
las combinaciones lineales { K, s+ 1}-potentes de matrices { K, s+ 1}-potentes.
En la Seccién 4.4 se dan dos procedimientos que permiten resolver el problema
inverso mencionado anteriormente. Finalmente, en la Seccién 4.5, se propor-
cionan varios ejemplos numéricos para mostrar las prestaciones numéricas de
los métodos.

Para una matriz involutiva K € C"*™, una matriz A € C"*"™ y un nimero
natural s dados, es ficil verificar si A es {K, s + 1}-potente o no. En primer
lugar se dara un algoritmo basico para realizar esta comprobacion teniendo en

cuenta que, en este caso, solo se debe aplicar la Definicién 2.1.

ALGORITMO 1

Entradas: La matriz A € C™*™ el nimero natural s y la matriz

K e Cnxn,

Salida: Si A es una matriz {K, s + 1}-potente o no.

Paso 1 Calcular T := KA°K.
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Paso 2 SiT = A entonces “A es una matriz { K, s+ 1}-potente”,

en caso contrario “A no es una matriz {K, s + 1}-potente”.

Fin

4.2. Obtencién de matrices {K, s + 1}-potentes

En esta seccion se desarrolla un algoritmo que permite encontrar matrices
{K, s + 1}-potentes. Se analizardn dos situaciones: s =0y s > 1, empezando

por esta ultima.

4.2.1. Caso s>1

Dada una matriz involutiva K € C™*" y s € {1,2,3,...}, se desea en-
contrar una matriz {K,s + 1}-potente A € C"*". Es evidente que los casos
K = =1 sélo proporcionan los resultados conocidos [4] correspondientes a
Astl = A y estas situaciones no son de interés en este estudio.

Como K es involutiva, existe una matriz no singular

T = |: t1 ... tn ]
tal que
-1, O 1
K=T T (4.1)
O In—r

donde los primeros r vectores propios de K que componen las columnas de la
matriz T estdn asociados al valor propio —1.

Sin pérdida de generalidad, se asumira que r < n — r. De lo contrario, se
elige —K en vez de K obteniéndose la misma solucién, puesto que si se cumple
KAK = A*t1 también se cumple (—K)A(—K) = AsTL.

Del Teorema 2.2 de la pagina 27 se sabe que los valores propios de A deben

estar incluidos en el siguiente conjunto
_ 1 (s+1)2-2
A= {0, Wiep1)2—15+ s W(s41)2-1) 1}
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y que A es diagonalizable, i.e.

M O ... 0
0 X ... O

A=2S8 St
0 0 ... M\,

Particionando las matrices S v S~! segiin sus vectores columnas y filas res-

pectivamente, se tiene
S:[sl sn] y S~ =

En tal caso, es facil comprobar que y;fsj = 0;; porque S~1S = I,, donde i
indica la delta de Kronecker. Por tanto, denotando por P; = siyiT se tiene que
O sii#j
Pi sig = j

PPy =

y como SS~! = I, se obtiene >y P = I,. Asi pues, la matriz A se debe

escribir como

A:ﬁiMa (4.2)
i=1

Cuando todos los \; son diferentes entre si, la expresiéon (4.2) proporciona
la descomposicién espectral de A. En caso contrario, es decir, cuando algin
valor propio estd repetido, para obtener dicha descomposicién es suficiente
con multiplicar cada valor propio correspondiente por la suma de todos los P;
asociados a ese mismo valor propio.

Como se debe cumplir que K P K = P,;), se pueden elegir

KSZ' = Stp(i) y KTyi = yw(z) (4.3)
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con el objeto de que se cumpla la igualdad A%t! = KAK, como se ha demos-
trado en el Teorema 2.2 de la pagina 27.

La idea del método estd basada en la construccién de los s; y los y; en
términos de los t;, que son conocidos. En primer lugar se realizara la eleccion
del primer vector propio t; de K asociado a —1 y el primer vector propio ¢,
de K asociado a 1 (segun el orden establecido en la matriz T"). Por tanto, si

se realizan las siguientes operaciones
51 =81 =t +tr1 y 89 = 8:0(1) = —t1 +try1,
es facil ver que Ks; = so, puesto que
Ks1 =K(t1 +trq1) = Kt1 + Ktpp1 = —t1 + try1 = S2.
En segundo lugar, se asignan
S3 = sg =19+ tr42 y S4 = Sip(a) = —12 + try2

donde @ € Ny — {0,1, (1)} es tal que ¢(a) # a. Se puede continuar de esta

forma hasta llegar a alguna de las situaciones siguientes:

= Se han obtenido todos los vectores propios necesarios s; (este caso se da

s6lo cuando n es par).

= Se han utilizado todos los vectores propios t; y todavia es necesario
obtener méds vectores propios s;, hasta conseguir los n vectores propios

de A.

En este ultimo caso, los restantes vectores propios de A se completan tomando
como s; algunos de los vectores propios t; correspondientes al valor propio 1
aun no utilizados. Esto es posible puesto que se cumple la relacién r < n —r.
De esta forma, se obtiene un conjunto de n vectores propios de A linealmente

independientes.
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De acuerdo al resultado encontrado en el Teorema 2.2, la biyeccién ¢ se
utiliza para relacionar los proyectores P; y P,;) para j € {0,1,..., (s+1)2-2}
mediante la relacion K PjK = P, ;). Ademas, si w’ es un valor propio asociado
a Pj, entonces w?() debe ser valor propio asociado a P, = KP;K. Por

tanto, Pj y P,(;) deben construirse simultdneamente. Esto es lo que origina

/
w(J

simplemente como si, S92, S3, S4, etc.

la notacién s; Y S,(;) due, con la intencién de simplificarla, se renombran
Con el fin de clarificar este proceso, en las siguientes tablas se presentan los
casos mas representativos. Se consideraran las siguientes matrices involutivas

K; =TD;T~! parai=1,2,3,4,5 donde

-1 0 0 O
-1 0 0
-1 0 01 0O
D1: ) D2: o1 0], D3: )
0 1 0010
0 0 1
0 0 0 1
- - -1 00 0O
-1 0 00
0 -1 0 0 O
0O -1 0 0
Dy = , Ds= 0O O 1 0 0]-
0O 010
0O 0 0 10
0O 0 01
- - 0 0 0 0 1

Definiendo w := W(s41)2—1 en los Cuadros 1, 2, 3, 4 y 5, se considera que

a € Ng—{0,1,p(1)} es tal que ¢(a) # a, y que b € Ng—{0} es tal que p(b) = b.
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Construccion de los s; | Construccién de A

o —
Dy 1= 4 =h+th A=wP; —|—w‘p(1)P2
Sg = S:O(].) = —1t1 + 12

Cuadro 4.1: Dy = diag(—1,1)

Construccion de los s; Construccién de A

512832t1+t2

Dy | s9 = 520(1) — 14ty |A=wP+w?DPy+ Py

s3 =13

Cuadro 4.2: Dy = diag(—1,1,1)

Construccion de los s; Construccion de A

81:8/1:t1—|-t2

Sog =28 =—t1+1

Dy| C T W TR A P 40D P + P+ Py
53 =13
Sy =14

Cuadro 4.3: D3 = diag(—1,1,1,1)
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Construccion de los s;

Construccion de A

Dy

A= w(P1 =+ Pg) —+ wsp(l)(Pg + P4)

Cuadro 4.4: Dy = diag(—1,—1,1,1)

Construccion de los s;

Construccion de A

Slzsllztl—i-tg
52:8:0(1) = —t; +t3

53:8;:t2+t4

S4 = s;(a) = —ty+ 1ty

852822155

A =w(P, + P3) 4+ w?D(Py + Py) + Ps

Se observa en los Cuadros 4.2, 4.3 y 4.5 que los proyectores provenientes
de vectores s; que se obtienen a partir de un sélo ¢;, y no de una combinacion
lineal de ellos, se asocian al valor propio 1. La justificacién de este ultimo hecho

radica en que se debe cumplir la relacién Py 1)2_1 = KP1)2_1 K cuando se

Cuadro 4.5: D5 = diag(—1,—1,1,1,1)

trata del valor propio 1.

Una vez obtenidos los vectores s;, se puede obtener los vectores y; resol-
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viendo los sistemas lineales dados por Sy; = e;, donde e; son los vectores de
la base canénica de C™ para 1 < i < n.

Aunque se va a construir s6lo una matriz { K, s+ 1}-potente A, es evidente
que este método permite construir més matrices de este tipo (es suficiente con

cambiar adecuadamente los valores de w elegidos en (4 1)2_1).

ALGORITMO 2
Entradas: Una matriz K € C"*" y un nimero natural s.

Salidas: Una matriz {K, s + 1}-potente A € C"*" y los proyectores P;.

Paso 1 Diagonalizar K como en (4.1).

Paso 2 Sir >mn—r, cambiar K por —K y reordenar como en el Paso 1.

Paso 3 Parai=1,...,r, calcular so;—1 = t; +tr1i v 525 = —t; + triy.
Paso 4 Parat=2r+1,...,n, asignar s; = t;.

Paso 5 Resolver los sistemas lineales Sy; = e; parait =1,...,n.

Paso 6 Calcular P; = siy;-r parai=1,...,n.

Paso 7 Parai=1,...,r, calcular Q; = wPs_1 + w?M) Py;.

Paso 8 Calcular A =377 Q;+> 15 | P
Fin

Del anélisis previo realizado antes del algoritmo se desprende que el tinico
paso que requiere justificacién es el Paso 8. En efecto, A es { K, s+ 1}-potente

porque usando la expresién (4.3) se tiene

s+1
T

n
AT = Z(wpziq +w?WPy) + Z P;
i=1 j=2r+1
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T

= > @Py g twPy)+ Y P

i=1 j=2r+1

n
= Y (WKPy; 1K +wWKPyK)+ Y KPK
i=1 j=2r+1

4.2.2. Caso s=0

Este caso corresponde a las matrices A € C™*™ que conmutan con K. El
Teorema espectral permite afirmar que una matriz diagonalizable A € C™*"
es { K }-centrosimétrica si y sélo si KP; = P;K donde P; son los proyectores
que aparecen en esa descomposicién, como se ha visto en el Teorema 3.14 de
la pagina 69. Utilizando este hecho se podria construir un algoritmo similar al
previo.

Sin embargo, a través de una descomposicion por bloques, es facil ver
que en este caso se pueden proporcionar todas las matrices { K, 1}-potentes.
De hecho, si la matriz K es diagonalizable como en (4.1), un sencillo calculo

proporciona las matrices { K }-centrosimétricas requeridas a partir de:
Xa O
A=T Tt (4.4)
O Yy

donde X4 €e C"™*" y Yy € C(n=r)x(n=1) gon matrices arbitrarias. En efecto, si

-1 O 1
K=T T
O 1
y se particiona
Xa Z
A=T| 4 A
Wa Ya

(con bloques de tamanos adecuados), se cumple que KA = AK si y sélo si

-1 O X4 Za X4 Za -1 O
O I Wa Ya Wa Ya o I
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que equivale a
—Xa4 —Za —Xa4 Za
Wa  Ya —Wa Yy
es decir, si y s6losi Z4 =0y Wy = 0.
Se observa que esta idea no es un buen método para llevar a cabo en el
caso s > 1 puesto que la potencia s+ 1 complica enormemente el cdlculo. Este

ultimo hecho queda reflejado en el Teorema 2.4 de la pagina 39.

4.3. Aplicaciones

En esta seccion se utilizaran algunos resultados obtenidos hasta ahora con
la intencion de proporcionar otros métodos que permitan construir mas matri-
ces {K, s + 1}-potentes. En el Algoritmo 3 se construyen matrices {K, s+ 1}-
potentes que conmutan con una dada y luego, dicho algoritmo se utilizara para
la construccién de combinaciones lineales { K, s + 1}-potentes de dos matrices

{K, s + 1}-potentes que conmutan.

4.3.1. Matrices { K, s+1}-potentes que conmutan con una dada
El primer objetivo es encontrar una matriz {K, s + 1}-potente B € C™*"

tal que AB = BA.

Caso s > 1

Cuando s > 1, esta matriz { K, s+ 1}-potente B que se busca tiene que ser
diagonalizable. Por tanto, con el fin de cumplir la condicién AB = BA, ambas

matrices A y B tienen que ser simultdneamente diagonalizables [18], es decir,

AN -+ O up -+ 0
A=S| + -~ |Sst y B=S|: .. |g!
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donde los valores propios u; tienen que pertenecer a A, siendo A el conjunto

indicado en la pagina 75.

ALGORITMO 3
Entradas: La matriz { K, s+ 1}-potente A obtenida en el Algoritmo 2 y los
proyectores P;.

Salidas: Una matriz {K, s + 1}-potente B € C™*™ que conmuta con A.

Paso 1 Asignar p := w€s+1)2_1, donde p ¢ {1, ¢(1),¢(p)}
. (@)

Paso 2 Parat=1,...,r, calcular W; = puPoj—1 +u » Ps;.

Paso 3 Calcular B=3"/_ W; +> 1", ., P

Fin

Se debe tener en cuenta que p se elige de entre los no utilizados en el
e(p)
Algoritmo 2. En el Paso 2 es evidente que g » = w?®. El resto de los

calculos del Algoritmo 3 se realizan como en el Algoritmo 2.

Caso s =0

Cuando s = 0, si se fijan las matrices X 4 e Y4 de (4.4), se obtiene

X 0]
p=T1|"" 7!
O Yp
Se puede observar que cualquier par de matrices por bloques Xpg e Yp que

satisfagan las ecuaciones matriciales (lineales) X4 Xp = XpXa y YaYp =

YpY 4 proporciona una solucién, ya que en este caso AB = BA.
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4.3.2. Algoritmo para la obtencién de combinaciones lineales

Para las matrices A y B obtenidas, por ejemplo, por medio de los Algorit-

mos 2 y 3 se puede establecer la siguiente relacion lineal:
C=c1A+ B, (45)

donde ¢; y ¢ son nimeros complejos distintos de cero a determinar. En esta
seccion se realiza la busqueda de los escalares ¢; y co tales que C' sea una
matriz { K, s + 1}-potente.

El valor s = 0 no proporciona ningun resultado interesante porque cual-
quier par de nimeros complejos ¢; y co cumplen la igualdad. Por tanto, se
asume s > 1.

Sustituyendo

en (4.5) y, eliminando las matrices S y S~!, la condicién
v 0 AN - 0 e e 0
=c | : . | te
0 - 0 - A\ 0 - pn

conduce a la solucién del siguiente sistema lineal:

Ao gl
1
c2
An Hn Tn
donde C' = Sdiag(7y1,...,7) S ! y cada ~; recorre todos los valores en el

conjunto {0} U Qg4 1y2_1.
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Ahora se puede establecer un algoritmo para calcular esta clase de combi-

naciones lineales.

ALGORITMO 4
Entradas: Dos matrices { K, s + 1}-potentes A y B que conmutan.
Salidas: Los valores de ¢ y ¢ tales que C' = ¢ A + coB sea una matriz

{K, s + 1}-potente.

Al
Paso 1 Asignar M =
An Hn
M
Paso 2 Elegir v1,...,7, € {0} UQ(s41)2—1 y asignar v =
Tn
c
Paso 3 Resolver el sistema lineal M | | = v.
C2

Paso 4 Repetir los Pasos 2 y 3 para todas las posibles elecciones de ~;

en {0} U Q(s+1)271.
Fin

Se observa que hay un numero finito de combinaciones posibles a elegir

para llevar a cabo los Pasos 2 y 3.

4.4. Problema inverso

En el Teorema 2.2 se ha encontrado una caracterizacion para las matrices
{K,s + 1}-potentes y en la Seccién 4.2 se ha realizado un Algoritmo 2 para
encontrar este tipo de matrices. Este problema ha sido denominado problema

directo.
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El problema inverso asociado consiste en hallar (cuando existen) todas las
matrices K que satisfagan la ecuacién matricial K AT K = A para una matriz
A € C™™ y un ntmero natural s dados. A tal efecto se disenara un algoritmo

y posteriormente se establecerd su justificacion.

4.4.1. Obtencién de la matriz K

Para cualquier matriz X € C™*", se denotara por v(X) al vector de C™"*!
que se obtiene concatenando consecutivamente las columnas de X en un Uni-
co vector columna empezando por la primera de ellas. Dadas dos matrices
A= [ aij ] e C"" y B € C™" se recuerda que el producto y la suma de

Kronecker se definen como
annB ... aipB
AR B =
apmB ... an,B

A®B=(A®I,)+ (I, ® B),

respectivamente. En [3] se puede encontrar la siguiente propiedad relativa al
producto de Kronecker:

Si AeC"™™ y B e C"" entonces
v(AXB) = (BT @ A)v(X)

para cualquier matriz X € C™"*",
Por otra parte, para establecer simplificaciones obtenidas en las matrices
serd util la siguiente propiedad:

Si A e C™™y B e C"" entonces

A
Nic(A) N Nice(B) = Nuc ,
B
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lo cual es también vélido para un nimero finito de matrices de tamafnos ade-
cuados. Se recuerda que, en este caso, Nic(.) denota el espacio nulo de la
matriz (.).

Utilizando la funcién ¢ y los proyectores introducidos en el Teorema 2.2

es posible considerar la matriz

Pg S¥ _P<p(0)
PlT D _P<p(1)

P£+1)2—2 D —Py((s+1)2-2)

P(7;+1)271 & —Plstrz

que sera de utilidad en el siguiente algoritmo.

Se recuerda que los idempotentes principales asociados a los valores propios

Ajis---»Aj, vienen dados por
P (4) -
Pj, = (X donde pj.(n) = H (n = Ai).
p]t( ]t)

i =J1
e

Por otra parte, serd necesaria la siguiente notacién, que corresponde al proce-
dimiento inverso de realizar la vectorizacién de una matriz.

Sea v un vector columna en CP?*!. Se denotard por [v]{1,..py al vector
columna formado por los primeros p elementos del vector v, [v](,41,.. 2p) al
vector columna formado por los siguientes p elementos del vector v, y asi su-

cesivamente hasta [v] } que denota el vector columna formado por

{gp—p+1,....9p
los ultimos p elementos del vector v. Es decir, el vector de partida y la matriz
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en la que se convierte al aplicar este proceso son los siguientes:

U1

Up+1
V1 Upt1 - Upg—p+l

ng

Ugp—p+1

Ugp

El algoritmo que se presenta a continuacién permite resolver el problema

inverso anteriormente descrito.

ALGORITMO 5
Entradas: Una matriz A € C™*™ y un ndmero natural s.

Salidas: Todas las matrices K € C™*" (cuando existan) tales que

A es {K, s + 1}-potente.

Paso 1 Calcular 0(A) = {o1,092,...,01}.
Paso 2 Definir A = {O} U Q(s+1)2,1 = {)\0, )\1, ce ,/\(s+1)2,1} €n

1 (s+1)2-2 1

el siguiente orden 0, Wisg1)2—10 2 W (s 419217

Paso 3 Si existe i € {1,2,...,1} tal que o; ¢ A entonces ir al
Paso 15.

Paso 4 Si A no es diagonalizable entonces ir al Paso 15.

Paso 5 Si Als+D)? # A entonces ir al Paso 15.
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Paso 6 Reordenar los valores propios o; en o(A) de modo que

aparezcan en el mismo orden que en A donde ahora se lla-
maran {51, Be,..., 0}

Paso 7 Identificar cada 3;, i = 1,2,...,[, con los correspon-
dientes \;, j = 0,1,2,...,(s + 1)2 — 1. El conjunto de estos
subindices j se llamard {ji, j2,...,j1}

Paso 8 Para cada t € {1,2,...,l}, calcular los idempotentes

principales asociados

=TS onde  pj(n) = URRY
! pjt(/\jt) ’ = g1
i # Jt
a los valores propios {\j,, Aj,, ..., Aj }.

Paso 9 Calcular ¢(j1), ¢(52),---,¢()-

Paso 10 Definir la matriz M como en (4.6) donde sélo se deben
incluir las filas (por bloques) correspondientes a los valores
propios {Aj,, Ajy, . -5 Aj, }.

Paso 11 Calcular el espacio nulo de la matriz M obteniendo la
solucién v(K).

Paso 12 Si v(K) = 0 entonces ir al Paso 15.

Paso 13 Redistribuir los elementos de v(K) para obtener la

matriz cuadrada K de modo que

Paso 14 Comprobar si K? = I,, para las matrices K obtenidas.
Si no se cumple entonces ir al Paso 15; de lo contrario, las
matrices K que lo cumplan dan todas las posibilidades para

que A sea {K, s+ 1}-potente. Ir al Fin.
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Paso 15 “No existe una matriz involutiva K € C™*" tal que A
es {K, s + 1}-potente”.
Fin

A continuacién se presenta la justificacion del algoritmo anterior. Como se
ha indicado, el objetivo del problema inverso es hallar todas las matrices K
tales que K AT'K = A. Paraello, a partir del Teorema 2.2, es posible trasladar
este problema al de hallar la solucion de las ecuaciones KP;K = P,;) en la

incognita K. Es decir, se trata de encontrar las soluciones comunes a
KPJ = PQO(])K y KP(S+1)2_1 = P(S+1)2_1K

donde ¢ es la funcién definida en el Lema 2.5. Usando la notaciéon de Kronecker
se tiene que

v(KPj) = v(Py(;K)
es equivalente a
(P]T ® [n)v(K) = (In ® Pgo(j))v(K)
para j =0,1,...,(s+1)? — 2, y andlogamente que
U(KP(S+1)2_1) = ?}(P(S+1)2_1K>
es equivalente a
(P£+1)271 ® In)'U(K) = (In ® P(8+1)2_1)’U(K)

para j = (s + 1)2 — 1. Es claro entonces que es necesario encontrar soluciones

no triviales v(K) del espacio nulo de la matriz

(P ® In) + (In ® —Py())
(PL® I,) + (In ® —Py))
: (4.7)
(P(:£+1)2—2 ® In) + (In ® —Py((s41)2—2))
(P£+1)2_1 & In) + (In 0% _P(s+1)271)
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que cumplan la condicién K? = I,,. La notacién de la suma de Kronecker
permite reescribir esta matriz (4.7) como la matriz M dada en (4.6).

En resumen se ha demostrado el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Sea A € C"™*" y s € N. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(a) Existe una matriz involutiva K € C™*" tal que A es {K, s+ 1}-potente.

(b) A es diagonalizable, 0(A) C {0} U Q121 ¥ la matriz dada en (4.6)
tiene espacio nulo v(K) tal que K* = I, y las matrices P; satisfacen la
condicion (P).

(¢) ATD* = Ay la matriz definida en (4.6) tiene espacio nulo v(K) tal que
K? =1,, y las matrices P; satisfacen la condicién (P).

Se debe tener en cuenta que en el Teorema 4.1 se deben considerar sélo los
nimeros complejos que estén en el espectro de A, al igual que en el algoritmo.

Para ello basta descartar los nimeros complejos de {0} U Q(s41)2-1 que no

se utilicen y hacer las reordenaciones adecuadas como se ha realizado en el

algoritmo.

4.4.2. Un método alternativo

Si bien el Teorema 4.1 ha permitido disenar el Algoritmo 5 a partir de la
relacién que se establece entre sus proyectores y la matriz K, en el siguiente
algoritmo se dard otro procedimiento simplificado para encontrar solucién al
problema inverso de hallar las matrices involutivas K.

ALGORITMO 6
Entradas: Una matriz A € C™*" y un ntimero natural s.
Salida: Todas las matrices involutivas K € C™*™ tales que A es

{K, s + 1}-potente.
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Paso 1 Diagonalizar A como A = PDP~!.
Paso 2 Resolver el sistema lineal JpeviasD — DSHJpreUmS =0.

Paso 8 Llamar J a las las matrices Jprevias del Paso 2 que cum-
plan Jgremas = I,, (si existen) e ir al Paso 4. De lo contrario,

indicar que no existen matrices K en las condiciones requeri-

das. Ir al Fin.

Paso 4 Para cada una de las matrices J del Paso 3, calcular

K=PJjP™ L.

Fin

A continuacién se presenta la justificacién del algoritmo anterior. De nue-
vo, el objetivo del problema inverso es hallar todas las matrices K tales que
KAt K = A. Como es sabido, del Teorema 2.2 se desprende que A debe
ser diagonalizable y su espectro debe estar contenido en {0} U Q(41)2_1. Por
tanto, existe una matriz invertible P € C™*" y una matriz diagonal D € C"*™
tales que A = PDP~! con D = diag(M1y,, ..., \ely,) donde \; # \; para
iFj it re=ny N €{0fUQ 2 parai=1,... k.

Por el apartado (h) del Lema 2.2 de la pdgina 16 se tiene que P~1 AP debe
ser {P71K P, s + 1}-potente, es decir el problema inverso se puede reformular
donde ahora se deben buscar todas las matrices J € C"*™ tales que D sea
{J, s + 1}-potente y luego calcular K = PJP~!. Por tanto, por definicién, se

debe resolver la ecuacién matricial
DSty =JD

para J. Este razonamiento justifica el Paso 2 del Algoritmo 6. Se puede ob-
servar que el sistema lineal a resolver es homogéneo. A partir de las matrices
Jprevias calculadas en el Paso 2, se deben descartar las que no sean involutivas,

siendo las restantes las matrices buscadas.
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De este modo es posible generar gran cantidad de ejemplos de matrices A
que sean {K,s + 1}-potentes, a partir de una matriz D (con valores propios

adecuados) que diagonalice a A.

4.5. Ejemplos numéricos

Los algoritmos desarrollados han sido implementados empleando el paquete
MATLAB R2010b. Entre las consideraciones a tener en cuenta cabe destacar la
utilizacién de variables simbdlicas debido a la posibilidad de infinitas soluciones
en algunos de ellos, o bien, que algunos elementos de las matrices buscadas sean
variables (aunque quizas sélo temporalmente en algunos pasos del algoritmo).

En esta seccion se presentan varios ejemplos numéricos para mostrar las

prestaciones de estos algoritmos y demostrar su funcionalidad.

4.5.1. Caso s>1

Mientras el coste computacional del Algoritmo 2 es O(n?), el Algoritmo 3
solamente requiere una complejidad computacional O(n).

Nétese que el coste computacional del Algoritmo 4 estd basicamente dado
por el Paso 3. En este ultimo caso se observa que la matriz M tiene como

maximo rango 2. Entonces, para resolver el sistema

A1

An Hn

hay que elegir dos ecuaciones linealmente independientes (o bien solamente
una cuando rango(M ) = 1). Es decir, solamente se resuelve como méximo un
sistema lineal 2 x 2.

Por 1ltimo, en el Algoritmo 5 el coste computacional viene marcado por los

Pasos 1, 8, 11 y 14, y en el método alternativo presentado en el Algoritmo 6,
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el coste computacinoal viene marcado por los Pasos 1 y 2.

Ejemplo 4.1 Paras=2y

con el Algoritmo 2 se

Ay

Ejemplo 4.2 Para la misma matriz K del Ejemplo 4.1, con el Algoritmo 8
se obtiene B = B1 + 1By donde

By

By =

1,2989
1,3793
—0,2759
0,6437

—0,3820
0,3657
—0,2845
0,3657

—0,0731
0,5202
—0,1300

0,5202

[ —0,3901
0,2601
—0,0650
0,2601

—0,3786
0,4095
—0,3754
0,4095

—1,2069
—2,7241

1,3448
—2,1379

1,2435
0,6035
0,4145
—0,1036

—0,0853
—0,4145
—0,7803

0,2026

0,6644
0,1463
0,4938
—0,5608

0,7763
0,0857
—0,5022
0,7928

95

3,5632
4,1379
—3,8276
4,5977

obtiene A = A1 + 1Ay donde

—0,9103
—1,0241

0,0894
—1,0241

0,4877
—0,3251

0,7884
—0,3251

0,2438
—0,1626

0,0406
—0,1626

—1,3880
~1,3810

0,1096
~1,3810

3,0460 |

4,8276
—3,9655

5,2529 |

—0,9834 |
—1,0180
—0,6421
—0,3109 |

1,1582 |
0,4064
0,9591
—0,3007 |

~0,1280 |

—0,5039

—0,4044
0,2032 |

—0,6307 |

—0,5238
0,1433

—1,2310 |
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Ejemplo 4.3 Para las matrices A y B obtenidas en los Ejemplos 4.1 y 4.2,
el Algoritmo 4 proporciona los escalares ¢ = —0,7071 4+ 0,7071¢ y ¢5 = 0.

Ejemplo 4.4 Para s=2,n=2y

1 -1
K= )
0 -1
con el Algoritmo 2 se obtiene
-1
A=
2 -1

Ejemplo 4.5 Para la misma matriz K del Ejemplo 4.4, con el Algoritmo 3

se obtiene
| Vv V2
—2i 0

Ejemplo 4.6 Para las matrices A y B obtenidas en los Ejemplos 4.4 y 4.5,

el Algoritmo 4 proporciona los escalares

allo] 0 |1|=1]iv2]|—-iv2| -1 1
coll1l=110] 0 1 —1 [ivV2 | —iv2

ademds de la solucion nula.

Ejemplo 4.7 Para s = 2,

[ —0,3465 —0,4752 —0,7129 —0,1584 |
—0,9703 0,06931 —0,396  0,3564
~0,3366 —0,1188  0,8218 —0,0396
| —1,1200  1,3660 —0,9505 —0,5446
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-1 0
0 -1

D=
0 0
0 0

.
0
0
1_

con el Algoritmo 2 se obtiene A = A1 4+ 1As donde

Aq

Ao

Py

0,6581 —0,3501
0,3921 —0,7351
0,4656 —0,9171
—0,2030 —0,2380
[ _0,3571 1,2880
—0,5741 1,2530
—0,4901 0,7421
| —0,4621 0,3361
0,4307  0,5050
0,1436  0,1683
—0,0718 —0,0842

| —0,1436 —0,1683
0,2178 —0,1584
0,2723  —0,198
—0,0545  0,0396
0,3267 —0,2376

[ 0,1832 0,4059
—0,5495 1,218
—0,2748  0,6089

| —0,1832 0,4059

97

0,1820
—0,0420
0,3921
0,3501

—0,8961
0,1120
—0,3010
0,5041

—0,7426
—0,2475
0,1238
0,2475

—0,2376
—0,297
0,0594
—0,3564

0,1089
0,3267
0,1634
0,1089

~0,5881 |

—0,2450
0,6371

—0,3150 |

~1,4560 |
11,2320
00,2240
—0,5951

~0,8317 |

—0,2772
0,1386
0,2772 |

0,6139 |

0,7673
—0,1535

0,9208 |

~0,198 |
—0,5941

—0,297

—0,198 |
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[ 0,5347 —0,7525 0,8713 0,4158
0,1337 —0,1881 0,2178 0,1040
0,4010 —0,5644 0,6535 0,3119
0 0 0 0

Ejemplo 4.8 Para la misma K del Ejemplo 4.7, con el Algoritmo 3 se obtiene
B = B1 + 1By donde

0,2240 —0,4201 0,7841 —0,1400 |
~0,09080  0,0070 0,3641 —0,4691

By =
0,3220 —0,4271 0,4201  0,3290
| —0,2310  0,1680 0,2520 —0,6511 |
y — -
0,0818  0,7431 —1,3000 —1,3620
5 0,060 —0,7765 —0,5182 —0,2993

2:

—0,0421 -0,3220 —-0,5437  0,3236
| —0,1914 —-0,4062  0,3907 —0,1759 |

Ejemplo 4.9 Para s = 2,

0,4982 -0,2292 -0,8301 0,6536 —0,3221
-0,1218  0,4011 -0,5472 0,3562  0,5638
K= -03118 -0,4140 0,3113 0,5049  0,1208
0,5018 0,2292 0,8301 0,3464  0,3221
| —0,4254  0,8921 —0,0124 0,1590 —0,5570

y - -
-1 000 0

0 -1 000

D=| 0 010 0],

0 0010

0 000 1
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con el Algoritmo 2 se obtiene A = A1 4+ iAs donde

0,8199  0,1071 —0,0755 —0,2323 —0,1421
—0,5095  0,4159  0,3395  0,4043 —0,5910
A= 00328 00410 0,7337 —0,0356  0,2039
—0,1277  0,5904 0,7359 —0,5351 —0,2279
| —0,8049 —0,1933 0,702  0,0616 —0,4344

~0,2089  0,1635 —0,6308  0,0815 —0,0759
0,3513  0,3205 —0,0241  0,5449 —0,1993
Ay =] —0,1993  0,1708 —0,3559 —0,0285 —0,1803
0,3434  0,5293 —0,2234 —0,1970  0,2088
0,1844 —0,3523 —0,3585  0,5936  0,4413

0,0409  0,1133 -0,0085  0,0260 —0,0705
0,2861  0,7932 —-0,0596  0,1819 —0,4933
P = 0,0409  0,1133 —-0,0085  0,0260 —0,0705
0,1635 0,4533 —-0,0341  0,1039 -0,2819
| —0,0410 -0,1133  0,0085 —0,0260  0,0705

—0,0246 —0,0503 —0,0201  0,0917 —0,0302
0,1230  0,2517  0,1007 —0,4586  0,1510
Py = | —0,0246 —0,0503 —0,0201  0,0917 —0,0302
—0,1723 —0,3523 —0,1409  0,6421 —0,2114
0,1230  0,2517  0,1007 —0,4586  0,1510

0,0522 —0,0173 —0,0762  0,0606  0,0973
0,1567 —0,0519 —0,2284  0,1817  0,2919
Py=| —0,0522 00173 0,0762 —0,06067 —0,0973
0,2089 —0,0692 —0,3046  0,2423  0,3893
0,3656 —0,1211 —0,5330  0,4240  0,6812
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04132 —0,0849  0,8276 —0,1205 0,1644
—0,1771  0,0364 —0,3547 0,056 —0,0705
Py=| 02951 —0,0607 05911 —0,0860 0,1174 |,
0,05903 —0,0121  0,1182 —0,0172  0,0235
| —0,0590  0,0121 —0,1182  0,0172 —0,0235

0,5183  0,0392 —0,7228 —0,0578 —0,1611
—0,3887 —0,0294 0,5421  0,0434  0,1208
P;=| —02592 —0,0196 0,3614 0,0289  0,0805
~0,2592 —0,0196 0,3614  0,0289  0,0805
| —0,3887 —0,0204 0,5421  0,0434  0,1208

Ejemplo 4.10 Para la misma K del Ejemplo 4.9, con el Algoritmo 8 se ob-
tiene B = By + 1By donde

0,8279  0,0148 —-0,1234 —0,2079 —0,0235_
-0,6010 -0,1817  0,2201  0,4042 -0,0358

Bi=| —0,0331 —0,0269 0,7936 —0,0968  0,1849
—0,0956  0,2210  0,5446 —0,4373  0,2466
| 05175 —0,1988  0,3873  0,3798 —0,0026 |

y _ -
—0,2861  0,2263 —0,5033 —0,0143 —0,2627

0,1676  0,6414  0,3484  0,2880 —0,8422

By=| —0,0982 0,1745 —0,4884  0,0825 —0,0349

0,0346  0,7802  0,2866 —0,5802 —0,5383
| —0,4517 —0,1788  0,5540 —0,1379 —0,7009 |

Ejemplo 4.11 Paras=4y

i 0 0
A=10 5 -2
0 15 -6
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el Algoritmo 5 proporciona las soluciones

Kl :I3a K2 :diag(l?ilvil)’ K3 :dlag(il’lvl)a

1 0 0 1 0 0
Ky = —1Is, Ks=10 —-11 4 |, Ke= |0 11 —4 |,
0 —30 11 0 30 —11
-1 0 0 -1 0 0
K7 = 0 —11 4 |, Ks = 0 11 —4 |,
0 —30 11 0 30 —11

siendo los proyectores obtenidos

0 0 O 1 00 0 0 0
PBh=10 6 -2, Ps=10 0 0|, Po=10 -5 2
0 15 =5 0 00 0 —-15 6

Ejemplo 4.12 Para la misma matriz A que en el Ejemplo 4.11, las matrices

K se obtienen a partir

Z9 0 0
0 —52z1 + 625 221 — 225
0 —15z; +152z5 621 — 5z5
que resulta de aplicar el Algoritmo 6 dando a los pardmetros los valores indi-

cados en el Cuadro 4.6, que coinciden con las soluciones proporcionadas en el

ejemplo anterior.

4.5.2. Caso s=10

En este caso, los tnicos ejemplos interesantes corresponden a los construi-
dos en el apartado 4.2.2. La razén es que para cada matriz {K, 1}-potente
que conmuta con la matriz A, todas las combinaciones lineales posibles son

matrices { K, 1}-potentes.
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Parametros 21 25 29
1 1 1 1
2 1 1 -1
3 1 -1 1
4 1 -1 -1
5 -1 1 1
6 -1 1 -1
7 -1 -1 1
8 -1 -1 -1

Cuadro 4.6: Parametros para obtener todas las matrices K

Ejemplo 4.13 Si se considera la matriz involutiva

7 —4 4
1
K=-| _
9 4 1 8|,
4 8 1

todas las posibles matrices {K,1}-potentes son A = §(aMq + bMy + cM. +
dM;+ eM,) donde

4 —4 =2 —4 -2 —4 -4 4 2
My=1|-4 4 2|, M= 4 2 4|, M.=|] -2 21
-2 2 a 2 1 2 —4 4 2
4 2 4 1 2 =2
Mg=12 1 2 y M= 2 4 -4,
4 2 4 -2 —4 4

siendo a,b, c,d, e son complejos arbitrarios.

A continuacién se estudiard el tiempo computacional en términos de n y

s. Para estos célculos se ha utilizado un procesador Intel Core 2 Duo a 2GHz.
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Para n

10, 30,50, ...,500, la Figura 4.1 muestra el tiempo computacional

requerido para s = 1,5, 100, 200. Se puede observar que, como era de esperar,

el tiempo computacional crece exponencialmente con s y n. Sin embargo, estos

valores de t se incrementan mas rapidamente con n que con s.

s=1 s=5
0.35 T T T T 0.35 T T . :
X X
0.3 1 0.3f %
X
0.25 1 0.25f
X
~ 02 X 1 ~ 021 g
; : 3 x
2 X 2
=015 « 1 = 0.15} <
X X
X
0.1 « 1 0.1 N
x x
0.05 X x 1 0.05f i« %
x X X X X x X
0 x X ; ; ; 0 ; ; ; ;
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
n n
s=100 $=200
0.35 T T T T 0.4 T T . .
X
0.3 J 0.35¢ <
0.25 | 0.3r X
X
02 X 0.25f X
~ 0. " 1 -~ %
g x g 02 N
=015 % 1 = M
. X 0.151 X
X
0.1 . M X 1 01+ « X x
< X | Y X
0.05 XXXX 0.05’XX><><><><X
X XX
0 X X X XX ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 4.1: Tiempo para la obtencién de A con n variable y s = 1,5,100, 200
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CAPITULO B

Matrices { K, —(s + 1) }-potentes

5.1. Introduccion

En [10] se han estudiado las matrices centrosimétricas, que son de gran
interés por sus diversas aplicaciones y reduccién en el calculo computacional.
Entre las aplicaciones de este tipo de matrices cabe destacar el andlisis y
sintesis de arrays de antenas, donde la utilizacién de matrices centrosimétricas
facilita la simulaciéon y célculos por computador. Otra aplicacion interesante es
el andlisis de vibraciones de estructuras, que se pueden caracterizar mediante
matrices de este tipo y facilitar el analisis de las respuesta en frecuencia de
dichas estructuras mediante un calculo computacional reducido. También, en el
reconocimiento de patrones son de gran utilidad las matrices centrosimétricas
puesto que la complejidad de los calculos se reduce gracias a su utilizacién.

Por otro lado, en el articulo [35], Wikramaratna ha estudiado las matrices

X tales que X' = Xp, donde X = JXJ, siendo J la matriz de intercambio.
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Este estudio se hizo sobre matrices con coeficientes en los enteros médulo m,
puesto que su objetivo era aplicar este estudio en criptografia.

En los Capitulos 2, 3 y 4 se han estudiado las matrices { K, s+ 1}-potentes
para s > 1. El caso s = 0, que corresponde a las matrices centrosimétricas
K-generalizadas, se ha analizado en los Capitulos 3 y 4. Sin embargo, el caso
particular K AK = A° no se ha considerado, puesto que la tinica matriz que lo
verifica es la identidad. Los casos correspondientes a los demés valores enteros

de s se estudiaran a lo largo de este capitulo.

Definicion 5.1 Sea K € C*"*™ una matriz involutiva. Una matriz A € C**"

se denomina {K, —1}-potente si cumple
KAK = A™1.

Es claro que esta clase de matrices es una subclase de las matrices invertibles
con determinante +1. Ademds, K es {I,,, —1}-potente e I,, es { K, —1}-potente
para cualquier matriz involutiva K.

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la Seccién 5.2 se
introducen y caracterizan las matrices { K, —1}-potentes ademds de realizar el
estudio del problema inverso correspondiente. Algunos algoritmos que permi-
ten construir tanto las matrices A como las matrices involutivas K, que hacen
que A sea {K, —1}-potente, se presentan en la Seccién 5.3. Finalmente, en la
Seccién 5.4 se muestra que un estudio similar al realizado para las matrices
{K, s + 1}-potentes es posible llevarlo a cabo, en este caso, para las matrices

{K,—(s+ 1) }-potentes.
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5.2. Matrices {K, —1}-potentes

Sea PU5=2) ¢] conjunto de todas las matrices A € C™ ™ tal que A es

{K, —1}-potente, es decir,
PHE2) = fAeC™: KAK = A7},

y sea I el conjunto de todas las matrices complejas involutivas de C™*™.
Un resultado similar al dado en el Teorema 1 de [35] se proporciona a con-
tinuacién. En este caso se relaciona ademés con el conjunto PU»1) considerado

en el Capitulo 3.

In,1)

Teorema 5.1 Los conjuntos PE-2) 1 Y P! son equipotentes.

Demostracién. Es facil ver que la correspondencia ¥ : P(5:=2) — T dada por

A — KA esta bien definida puesto que si KAK = A~! entonces
[T(A))?=(KA?=KAKA=A"'A=1,,

con lo que U(A) € I. Ademas, U es biyectiva. En efecto, es inmediato que por

ser K invertible, se tiene que
KA = KAy = A = Ay,

y es evidente que cualquier matriz B € I es la imagen de KB por V¥ siendo

KB e P%:=2) puesto que
K(KB)K = BK =B 'K = (KB)™%.

(K,*Z)

De esta manera se ha establecido que P e I son equipotentes. Més atn,

U es una involucion puesto que

V2 (A) = U(U(A)) = K(KA) = A, para todo 4 € PU—2),
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Por otro lado, se considera la funcién & : P(5=2) — PUnD dada por
£(A) = %(In — KA) para A € PU5:=2)_ Es claro que £ estd bien definida puesto
que si KAK = A~! entonces (KA)? = I,, y asi

e = (bu-xa)

- i([n _KA— KA+ (KA)?)
1
= {(4),

con lo que £(A) € PUn1) . Ademés, € es biyectiva. En efecto, la inyectividad
se deduce del hecho que si £(A;) = £(Ay) para Ay, Ay € PUS~2) entonces
%(In —KA;) = %(In — KAs) de donde KA; = KAy y asi, A] = Ag. Para ver
que ¢ es sobreyectiva, sea B € PUn1_ Si se define A = K(I,, — 2B) se cumple
que

€(4) = 5[~ K(K(I, ~ 2B))] = B

siendo A € PU:=2) puesto que al ser B2 = B se tiene que (I,,—2B)~! = I,,—2B

y asi
KAK = K(K(I, —2B))K = (I, - 2B)K = [K(I, —2B)] ' = A%

De esta manera, P(—2) y PUnD gon equipotentes. |

Observacién 5.1 Las matrices

1 4 1 0 1
A=-— Yy K=
31 -1 2 10

permiten comprobar que
PE.-2) 71 y PE.-2) ¢ Pl
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puesto que
112 -1 1 15 6
KAK = = =AY pero AZ=2 £1, y A2+ A,
311 4 9| -6
Por otro lado, las matrices
1 0 1 1
0 -1 0 -1
permiten comprobar que
I ,¢_ PE.-2)
puesto que
9 1 2 1 1 0
A =1, pero KAK = + AT = ,
0 -1 0 -1

y cualquier matriz idempotente no invertible permite comprobar que se tiene

PUn1) ¢ PE=2) " Bs evidente que los conjuntos I y PUn1) son distintos.

Por lo tanto P#=2) Ty PUnD) son clases coordinables y diferentes dos a

dos. Mas adelante se veran algunas de estas diferencias.

5.2.1. Caracterizaciones

En el siguiente resultado se proporciona una caracterizacién de este tipo

de matrices.

Teorema 5.2 Sea A € C"*™. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
(a) A es {K,—1}-potente.

(b) (KA)? = 1I,.
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(¢) Existe una matriz invertible P € C™*™ tal que

I o .,
A=KP P
o I

(d) Existe una matriz idempotente B € C"*™ tal que KA+ 2B = I,,.

Demostracién. La equivalencia entre (a) y (b) se prueba directamente a
partir de la Definicién 5.1.
(b) <= (c) Como (K A)? = I,,, hay una matriz invertible P € C™*" tal

que

I O 1
KA=P P
O -1
Ahora, el resultado se puede obtener directamente. La implicacién reciproca
es evidente.

La equivalencia entre (a) y (d) es consecuencia del Teorema 5.1. [ |

Un resultado dual se da en el siguiente teorema, cuya demostracion es
andloga a la del Teorema 5.2 (a pesar de que KA no tenga por qué coincidir

con AK).

Teorema 5.3 Sea A € C™*™. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:

(a) A es {K,—1}-potente.

(b) (AK)? = I,,.

(¢) Existe una matriz invertible P € C™*™ tal que

I o |
A=P PK.
0 I
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(d) Existe una matriz idempotente B € C™*™ tal que AK + 2B = I,,.

Para una matriz involutiva K € C™*", se considera una matriz invertible

P e C™™ tal que

I O 1
K=pP P (5.1)
0O —-I
Cuando se utiliza esta informacién espectral de la matriz K, se puede estable-

cer el siguiente resultado.

Teorema 5.4 Sea A € C"*™ y sea K como en (5.1). Entonces A es una
matriz { K, —1}-potente si y sdlo si existen matrices M, N, R y S de tamanos

adecuados (siendo M una matriz cuadrada) tal que

M N 1
A=P P (5.2)
R S
donde las matrices por bloque satisfacen M>—~NR =1, MN = NS, RM = SR

yS?— RN =1.
Demostracion. Como

I O 1
K=P P,
0O —I
para alguna matriz invertible P € C"*™, la matriz A se puede particionar

como en (5.2). De la hipétesis y el Teorema 5.2, la condicién (KA)? = I,

conduce a

M?-NR MN —-NS
—RM +SR —RN + 52

La implicacién reciproca es evidente a partir de un sencillo célculo y teniendo

en cuenta que (K A)? = I, implica que A es invertible. [ |
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También es posible analizar las matrices estudiadas en este capitulo a
través del complemento de Schur. Recuérdese que el complemento de Schur de

M en Z para
M N

R S

7 =

(donde M y S son matrices cuadradas), viene dado por
Z/M =S~ RM™!N.

En este caso, es bien conocido que det(Z) = det(M) det(Z/M) y

-1
M N MY+ MINZ/M)*RM~t —M-IN(Z/M)~!

R S —(Z/M)"*RM~! (Z/M)~1
(5.3)
siempre que M sea invertible. Andlogamente, se puede definir el complemento

de Schur de S en Z mediante Z/S = M — NS™R.

Teorema 5.5 Sea K como en (5.1) y A € C™™™ tal que

M N | |
A=P P
R S

para ciertas matrices M, N, R y S de tamatios adecuados. Si A es una matriz

{K, —1}-potente entonces
(a) M #0 yS#O.
(b) sélo se cumple una de las siguientes condiciones:

(1) M no es invertible.

(1) M es invertible, M~—' + M~IN(Z/M)"*NM~' = M, RM~! =
(Z/M)R, N =MN(Z/M) y (Z/M)S = 1I.

(c) sélo se cumple una de las siguientes condiciones:
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(1) S no es invertible.
(i1) S es invertible, S~ + ST'R(Z/S)'RS™! = S, NS™! = (Z/S)N,
R=SR(Z/S) y (Z/S)M = I.

Demostracién. A partir del Teorema 5.4, si M = O se tiene que NR = —1,
NS =0,SR=07yS?-RN = I. Postmultiplicando por S la tltima igualdad,
se obtiene S — RNS = S. Por tanto, S = 5. Si S fuese invertible entonces
R = O, que supone una contradiccién. Asi, S no es invertible. Por tanto, existe

una matriz invertible Pg tal que

D O |
S = Py P;
0O O

donde D es una matriz invertible (diagonal). Ahora se realizan las siguientes

particiones

R = Ps i R Ps'  y  N=rPs N o Pl
R3 Ry N3 Ny
El hecho de que SR = O supone que Ry = Oy Ry = O y el hechode que NS =
O supone que N1 = Oy N3 = O. A partir de NR = —1 se obtiene NoR3 = —1
y NyRy = —1, es decir, Ry = —N4_1. Sustituyendo en S? — RN = I se obtiene
que R3No = O. Postmultiplicando esta tdltima igualdad por Rgs, se obtiene
R3 = O, que supone una contradicciéon. Asi pues, M # O. Anélogamente se
puede comprobar que S # O y el apartado (a) queda probado.
Como A es invertible, cuando M también lo sea, se cumple que Z/M
también es invertible. Ahora, si se considera K como en (5.1),
kag—p| M TN | po
-R S
y mediante la utilizacién de la férmula de Banachiewicz-Schur (5.3), la igual-

dad KAK = A~! proporciona el resultado del apartado (b) (II).
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La prueba del apartado (c) es similar a la del (b) mediante el cambio de
la férmula (5.3) por

MoN] (2/8)~! —(2/8)"'NS!

R S ~S~1R(Z/S)"' $~'+ S 'R(Z/S)"'NS-1

Nota 5.1 Se puede demostrar que las condiciones obtenidas en el Teorema 5.4
son equivalentes a las dadas en el apartado (b) (II) del Teorema 5.5.
5.2.2. Analisis espectral

En el préoximo resultado se estudian los posibles valores propios de una
matriz {K, —1}-potente. Recuérdese que de los Teoremas 5.2 y 5.3 se puede
deducir que o(KA) = o0(AK) C {—1,1}. Por otra parte, si A~} = KAK,

entonces tomando trazas a ambos lados de la igualdad, y utilizando que
traza(A™!) = traza(K(AK)) = traza((AK)K) = traza(A)

se tiene que
n n
-1
D= K
i=1 i=1

donde o(A) = {u1,..., un}. La informacién obtenida en esta tltima igualdad

se puede detallar atin mas como se observa en el siguiente teorema.
Teorema 5.6 Sea A € C™™" una matriz { K, —1}-potente. Entonces
Aeo(A) < M leo(A).

Ademdas, existen escalares complejos no nulos A1, ..., A, distintos dos a dos

que cumplen
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(a) {07 =0,
(b) Xi # N\t para todo i =1,...,p, i.e.: \i # 1 para todoi = 1,...,p,

tales que

o(A) ST A AT =1

Demostracién. Por definicién, se cumple que o(A) = o(A71). Si A € o(A)

entonces A\~! € o(A), y reciprocamente. Pueden ocurrir dos situaciones:
» A\~! = \. Por tanto, A = £1.

= A1 = X\ Por tanto, existe u € o(A) — {A\} tal que A=t = p, es decir,
A, A7 € 0(A) simultdneamente cuando A # AL

Evidentemente, la implicacién reciproca en el Teorema 5.6 no es cierta

como se puede comprobar mediante la matriz

A=
0

= O

y cualquier matriz involutiva K € C?*2.

En el caso en que s > 1, cuando A es {K, s + 1}-potente, se ha mostrado
que AGTD? = 4, Ahora, si A es {K,—1}-potente, jes posible encontrar una
potencia t € N tal que ATt = A? En general, la respuesta es negativa y se

puede comprobar por medio del siguiente contraejemplo. La matriz

1 4 1
A= -
31 -1 2

es { K, —1}-potente para
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Sin embargo, es posible mostrar, por induccién, que

t 1 1
At A= % O, para todo t € N.
3| -1 -1
En efecto, sit =1,
1 1 1
A2 — A= 3 £ 0.
-1 -1

entonces

Al A = AtA— A

= | — +A|A-4
3| -1 -1
—1| 1 1
S +A-TI|A
3] -1 -1
t—1] 1 1 1] 41 1] 3
e _— _1_7 — —
3 -1 41 3| -1 2 310
1| t t
= - A
R
t] 11
= - A
3| -1 -1
11 41
Bl -1 || -1 2
B 3 3
¥ -3 -3
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t] 1 1
31 -1 -1

Con la intencién de buscar un resultado semejante al obtenido en el Teore-
ma 2.2, es necesario estudiar cémo se relaciona las matrices { K, —1}-potentes
con respecto a su diagonalizacion. A tal efecto, es posible mostrar que la matriz
A del ejemplo anterior es {K, —1}-potente pero no es diagonalizable, puesto

que su descomposicion de Jordan es

A 11 11 0 -3
Lo lo 1 11
3
S Ja S-1

A pesar de ello, una relacién semejante a la dada en el Teorema 2.2 con
respecto a los proyectores de la descomposicién espectral de A puede estable-
cerse, suponiendo en este caso que A es diagonalizable. A continuacién se da

otra caracterizacién de las matrices { K, —1}-potentes.

Teorema 5.7 Sea A € C"*™ una matriz diagonalizable. Entonces las siguien-

tes condiciones son equivalentes:
(a) A es una matriz { K, —1}-potente.

(b) El espectro de A satisface las relaciones descritas en el Teorema 5.6 y

ademds
(1) KP,K = P! para todo i =1,...,p.
(1) KP;K = Pj para j € {p+1,p+ 2}.

donde P, P|,..., Py, Pzg, Pyi1, Pyya son los proyectores asociados a los va-

lores propios A1, )\fl, ce Ap, )\;1, 1, —1, respectivamente.

Demostracién. (a) = (b) El Teorema 5.6 asegura la afirmacién sobre los

valores propios de A. Adema4s se observa que cada valor propio distinto de £1
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tiene la misma multiplicidad que su inverso. En efecto, sea A € o(A4) — {£1}
con multiplicidad algebraica o y A= € o(A) con multiplicidad algebraica £3.
Como A es diagonalizable, A™! € o(A7!) con multiplicidad algebraica a y
A € 0(A™1) con multiplicidad algebraica 8. Por tltimo, de o(A) = o(A™1), se
tiene que o = . Por tanto, como A es diagonalizable, el Teorema 1.1 permite

realizar la descomposicién espectral siguiente:

A = Pdiag(MI Ay ML AT

Tpr *p Tp+19

= MPL+ AP+ NP+ N P+ Pyt — Py

-1

Tp+2

) P

La inversa de la matriz A viene dada por
ATV = AP+ MNP 4+ A By + AP + Ppyt — Py
Como A es {K,—1}-potente, de KAK = A~! se obtiene que

KPK = P

KP,K = Pzg
KPPy K = Py
Kpp+2K - Pp+2.

Se debe tener en cuenta que para cadai=1,...,p,p+ 1,p+ 2 se tiene
(KP,-K)2 = KPKKP,K = KP’K = KPK,

con lo que cada K FP;K es idempotente.
(b) = (a) Por ser A una matriz diagonalizable, la hipé6tesis de nuevo

permite realizar la descomposicién espectral

A = Pdiag (ML Ay ML AT

Tp7 D 'I‘p+17

-1

Tp+2

)P

= MPL+ AP+ APy + A P+ Pyt — Ppyo.
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Luego,
AT = ATTPLA MNP+ 4+ N P+ NP4 Pyt — Poyo
= M'KPK+MKPK+---+)\'KPK + )\, KP,K +
+KPy 1 K — KP, oK
= KW\'Pl+ MNP+ + X 'P)+ APy + Ppp1 — Ppi2) K
= KAK,
con lo que A es una matriz { K, —1}-potente. [ |

Se debe entender que Pj, = O = PJ{O si existe jo € {1,...,p} de tal modo
que Aj, ¢ 0(A). Ademés, Py1 = O & 1 ¢ 0(A), y por tltimo se tiene que
Ppio=0 & —1¢ 0(A).

5.2.3. Problema inverso

En esta subseccién se responde a la siguiente pregunta. Dada una matriz
invertible A € C™*", jexiste siempre una matriz involutiva K € C™*" tal
que A es { K, —1}-potente? El siguiente contraejemplo permite comprobar que
esto, en general, no es asi.

Sea
11

10

A=

Si existiese una matriz involutiva K € C?*? tal que KAK = A~! entonces
KA = A"'K o bien I, KA = A“'K1,. Vectorizando esta ecuacién matricial
se llega a (AT I, —1I,® Ail) v(K) = 0, cuya unica solucién es K = O, que
evidentemente no es involutiva.

En el siguiente resultado se encuentra la forma de la matriz involutiva K

para que una matriz invertible dada A sea {K, —1}-potente, (de nuevo, en
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el caso en que A sea diagonalizable). Este resultado corresponde al problema

inverso para el caso de las matrices { K, —1}-potentes.

Teorema 5.8 Sea A € C™" una matriz diagonalizable (i.e., A = PDP~!,
para alguna matriz invertible P € C™ " y una matriz diagonal D € C™"*")
con espectro como en el Teorema 5.6. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(a) Existe una matriz involutiva K € C™*" tal que A es {K,—1}-potente.
(b) La matriz K tiene la forma:

O K1 O Kt

-1
K=P = = CKi1 @Ko | P,
K; (@) K,
donde K1,...,K; son matrices invertibles arbitrarias cuyos tamanos son
Ty X T1,...,Tt X Ty Tespectivamente, Kt2+1 =L,y Kt2+2 =1,

Demostracién. (a) = (b) Se recuerda que cada valor propio de A tiene la
misma multiplicidad que su inverso. La demostracién se realizara considerando
diferentes casos.

Caso 1: La matriz A tiene dos valores propios distintos junto con sus in-

versos y todos ellos distintos de +1.

A, O (0] @)
o X', O O 1
A=P Pt
O 0 wlyp, 0
| O O O u'lL, |
La matriz A se puede escribir como
[, O 0 O] (0O 0 0 O]
O O O O 1 1 o I, O O 1
A = AP P~ + AP P~ +
O O O O O O O O
O 0 O O | | O O O O
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0o 0 0 O] 0o 0 0 O]
oo o0 o | . looo o]
+ P Pt 4 utp P
0O 0 I, O O 0 O O
0O 0 0 0] 0 0 0 I, |

= AP+ NP+ P+ putpy

donde P; = PE;P~! siendo E; = diag(I,,,0,0,0), Ey = diag(O, I,.,,0,0),
Es = diag(0, 0, I,,,,0) y E4 = diag(0, 0,0, I,,).

La inversa de A viene dada por
AT = \TIP 4+ APy + Py + Py
Por el Teorema 5.7 se tiene
KPK=P y KP3K = Py.

Sea M = P~!KP. Premultiplicando la ecuacién KP;K = P, por P~ y
postmultiplicando por K P se obtiene

(1, o o0 [o 0o o0 O]
O 0 0 O O I O O
M = M,
O 0 0 O O 0 0 0
0o 0oo0oo0] |0 0 0 O]

donde M se puede dividir en bloques de tamanos adecuados como sigue

My My Mg Mg
M1 May Mg Moy
Mz My Mz My
My Myy Myg My

De la igualdad anterior se obtiene que
M =0, M3y =0, Myy =0, My =0, Maz =0y My =O.
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Sustituyendo en M y realizando operaciones similares con la ecuacién

K P3K = Py se obtiene que

Miz =0, M33 =0, Myo =0y My, =O.

Como K = PM P!, al sustituir los bloques encontrados se consigue

O My O My ]
My O 0] O

O Mz O Msy

O O My O

Como K es involutiva, a partir de K2 = I se obtiene que

O My O O
Mgyt O O O

O O O My

O O Mz' O

Caso 2: La matriz A tiene un valor propio y su inverso junto con los

valores propios 1 y —1. Como en el caso anterior, A y A~! tienen la misma

multiplicidad. Por tanto,

A, O
O A\,
o 0
o 0

My Mo
My Mas
M3z Mgy
| My My

0] O
0] O
L, O
o —I,
My My
M3 May
Mss Mgy
My My
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Realizando un desarrollo similar al Caso 1 se obtiene

O My O O
Mzt 0o o o

O O My O

O O O My |

Caso general: Es claro que la demostracion del caso general se obtiene como
combinacién de casos semejantes a los analizados anteriormente.
(b) = (a) A partir de la expresién de K dada en (b) es ficil obtener que

K? = 1I,. Ademés, usando que A es diagonalizable, se puede expresar

A= Pdiag (ML A Ly Ny N T 1) P
Realizando algunos célculos sencillos se obtiene que KAK = A~L. |

5.3. Algoritmos y ejemplos

A partir de los resultados presentados en este capitulo, es posible disefiar

los algoritmos de esta seccion.

ALGORITMO 7
Entradas: Una matriz involutiva K € C**",

Salida: Una matriz A que es {K, —1}-potente.

Paso 1 Generar una matriz P € C**" invertible arbitraria.

Paso 2 Seleccionar el parametro r > 0.
I, O
O —I,..

Paso 3 Calcular A = KP P11
Fin
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Una forma alternativa al algoritmo anterior se da a continuacién.

ALGORITMO 8
Entradas: Una matriz involutiva K € C**",

Salida: Una matriz A que es { K, —1}-potente.

Paso 1 Generar una matriz P € C™*™ invertible arbitraria.

Paso 2 Seleccionar el parametro r > 0.

Paso 8 Calcular

g-p| 9P
O O

Paso 4 Calcular A = K(I,, — 2B).

Fin
Es posible observar que al variar las elecciones en los Pasos 1 y 2 en los

algoritmos anteriores se pueden obtener diferentes matrices A.

Un procedimiento semejante al utilizado para analizar el ejemplo de la

pagina 119 permite establecer el siguiente algoritmo.
ALGORITMO 9
Entradas: Una matriz A € C™*" invertible.
Salida: Todas las matrices involutivas K € C™*™ tales que A es

{K, —1}-potente.

Paso 1 Resolver los sistemas lineales Azx; = e; parai=1,...,n.
Paso 2 Asignar B = [ X1 ... Tn }

Paso 8 Calcular M := AT ® I, — I, ® B.

Paso 4 Calcular el espacio nulo de la matriz M obteniendo la

solucién v(K).
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Paso 5 Siv(K) =0 entonces ir al Paso 8.

Paso 6 Redistribuir los elementos de v(K') para obtener la matriz

cuadrada K de modo que

K = [[v(K)]q1,...np WE)]fnt1,. 20 - - 0E) ] (n2mnt1,...n2} ] -

Paso 7 Comprobar si K? = I,, para las matrices K obtenidas.
Si no se cumple entonces ir al Paso 8; de lo contrario, las
matrices K que lo cumplan dan todas las posibilidades para

que A sea {K,—1}-potente. Ir al Fin.

Paso 8 “No existe una matriz involutiva K € C™*" tal que A es
{K,—1}-potente”.
Fin
Sea A € C™™ una matriz {K, —1}-potente y diagonalizable. Por tanto,

A = PDP~! para alguna matriz invertible P € C"*" y alguna matriz diagonal
D € C™*". Entonces P~1AP es {P7'K P, —1}-potente. En efecto, sustituyen-
do A= PDP~!en KAK = A™! se tiene que (P"'KP)D(P~'KP) = D71
Como P~1K P es involutiva, entonces D es { P~1K P, —1}-potente.

ALGORITMO 10
Entradas: Una matriz A € C"*" diagonalizable e invertible.
Salida: Todas las matrices involutivas K € C™"*™ que hacen que A
sea { K, —1}-potente.

Paso 1 Diagonalizar A = PDP~!.

Paso 2 Calcular M =1, D' —D®I.

Paso 3 Calcular el espacio nulo de la matriz M obteniendo la

solucién v(J).
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Paso 4 Siwv(J) =0 entonces ir al Paso 8.

Paso 5 Redistribuir los elementos de v(J) para obtener la matriz

cuadrada J de modo que

J = [(D],ny WD 1,20} - - - 0D 2 —nt1,. 2} ] -

Paso 6 Comprobar si J? = I,, para las matrices J obtenidas.
Si no se cumple entonces ir al Paso 8; de lo contrario, ir al
Paso 7.

Paso 7 Para las matrices J obtenidas en el Paso 6, calcular
K = PJP~!, que son todas las posibilidades para que A sea
{K, —1}-potente. Ir al Fin.

Paso 8 “No existe una matriz involutiva K € C™*" tal que A es
{K,—1}-potente”.

Fin

Ejemplo 5.1 Dada la matriz involutiva

100
K={00 1/,
010

el Algoritmo 7 genera una matriz invertible P de tamano 3 x 3. Por ejemplo,

al generar
[ 2 1 1]
P = ! 2 0 1
=5 ,
| 4 -1 -4
y elegir r = 2 se obtiene la matriz { K, —1}-potente
11 1]
A= L 4 4 2
=5 4 —
—1 3 1
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Ejemplo 5.2 Dada la misma matriz involutiva K del ejemplo anterior, el
Algoritmo 8 genera una matriz invertible P arbitraria de tamano 3 x 3. Por

ejemplo, si se genera

3 2 2
P = 1 0 1
-1 -1 3

y se elige r = 2, la matriz idempotente B obtenida es

5 2 —4
B=2|_18 -2
== - _

-3 3 1

Finalmente, la matriz { K, —1}-potente obtenida es

-3 —4 8
1
A== _
7 6 6 5
2 -9 4

Ejemplo 5.3 Se considera la matriz invertible

1 4 1
A==
31 -1 2

Del Algoritmo 9 se obtienen las matrices involutivas K con la forma

K— —koo  —koa —1 ’
koo — 1 koo
o bien _ _
K —koo  —kap+1 |
koo — 1 koo

con koy € C arbitrario, de modo que la matriz A es {K,—1}-potente. Se o0b-

serva que a pesar de que A no es diagonalizable, el Algoritmo es aplicable.
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5.4. Matrices {K, —(s + 1)}-potentes

Hasta ahora se ha analizado la ecuacién matricial KAK = A**t! para los

siguientes casos:

{K,s+ 1} —potente | s>1 s=0

Capitulos 2,3,4 3,4

y la ecuacién matricial KAK = A=+ para el caso:

{K,—(s+1)} —potente | s=—1 s=0
Capitulo - 5 (Secciones 5.1,5.2 y 5.3)
El caso correspondiente a s = —1 carece de interés ya que la tinica matriz

A que lo verifica es la identidad. Los casos restantes seran estudiados en esta

seccidn.

Definicién 5.2 Sea K € C"*" una matriz involutiva y s € {1,2,3,...}. Una

matriz A € C"*™ se denomina {K,—(s + 1) }-potente si cumple
KAK = A~6H0,

Es decir, en esta definicién se analiza el caso KAK = A" para r < —2 con lo
que queda completo el estudio de la ecuaciéon matricial para todas las potencias
enteras 7.

Es claro que esta ultima clase de matrices es una subclase de las matrices

invertibles con determinante en (2549. En efecto,

det(KAK) = det(A~6H)) = det(K) det(A) det(K) = det(jlsﬂ) —
s det(A) = (det(jl))sﬂ e (det(A)2 = 1.

Como en el Capitulo 2, el préximo objetivo es obtener una caracterizacion
de las matrices {K, —(s + 1)}-potentes. Para ello, de nuevo sera necesario

construir una biyeccién adecuada.

128



Capitulo 5. Matrices {K, —(s + 1)}-potentes

Lema 5.1 Sea s € {1,2,3,...} y
¥i{1,2,...,(s+1)? =2} = {1,2,...,(s +1)* = 2}

la funcion definida por (j) = bj donde b; el menor entero no negativo de
modo tal que b; = —j(s+ 1) [mod ((s + 1)? — 1)]. Entonces ¢ es una funcién

biyectiva.

Demostracion. Si bien esta demostracién se podria realizar de manera cons-
tructiva como en el Lema 2.5 de la pagina 25, una demostracién alternativa
puede realizarse de la siguiente forma. Es suficiente mostrar que si ¢ es un
entero arbitrario positivo y med(r,q) = 1, entonces se tiene que la funcién
#(l) = —rl[mod (q)] para 1 < < g—1, es una permutation de {1,2,...,¢—1}.
Para ver esto, se supone que —rl = —rm[mod (q)] con r,l € {1,2,...,q — 1}.
Entonces (I —m) es un miultiplo de g. Como mcd(r, q) = 1, esto significa que
I — m = tq para algin entero t. Puesto que |l — m| < ¢, t = 0; luego | = m.
En particular, la observacién para la funcién ¢ se puede obtener directamente

poniendo r = s+ 1y qg=(s+ 1) - 1. |
A partir de la Definicién 5.2 se tiene que

KAK = A—(+D) — KA 'K = A5t

Es posible obtener una relacién que involucre A, semejante a la encontrada en

el Teorema 2.2 de la pagina 27, independientemente de K:
KAK — Af(erl) — (KAK)8+1 _ (Af(s+1))s+1 —

KA = A=6H)? A7l A= 6HD)? — g = AT (54)

De este modo, se puede establecer un resultado semejante al Teorema 2.2. No

se incluye la demostracién puesto que es completamente anéloga.
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Teorema 5.9 Sea A € C™*™. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
(a) A es una matriz {K, —(s + 1)}-potente.
(b) A es diagonalizable, 0(A) C Q(s41)2_1 y ademds
(1) KP;K = Py donde j € {1,2,...,(s+1)? — 2},
(1) KPgy1y2 1K = Pgiy2 1,
siendo ¢ la biyeccion definida en el Lema 5.1 y Py, Ps, ..., P12 los
proyectores que aparecen en la descomposicion espectral dada en el Teore-
ma 1.1 asociados a los valores propios
2
w(s+1)2717 W(S+1)2_1, ce aw(s+1)2_17 )
respectivamente.
(c) ACTD® = Ay ademds
(1) KPjK = Py ;) donde j € {1,2,...,(s+1)* — 2},

(H) KP(S+1)2_1K - P(5+1)2_1,

siendo 1 la biyeccion definida en el Lema 5.1 y P1, Pa, ..., P12 los
proyectores que aparecen en la descomposicion espectral dada en el Teore-

ma 1.1 asociados a los valores propios

2 (s+1)2-2 1
W(s+1)2=10W(s41)2—17 - s W(sp1)210 5

respectivamente.

Por ser A una matriz invertible, de la dltima igualdad de (5.4) se obtiene

AGHD*=1 — 1 de donde resulta que

A1 = A(s+1)2—2.
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De esta manera, el resultado equivalente al obtenido en el Corolario 2.3 es
irrelevante en este caso.

También es posible obtener para las clases de matrices analizadas en este
capitulo, resultados similares a los obtenidos en los capitulos anteriores.

Por ejemplo, se consideran las tres condiciones siguientes para una matriz

A € C™™ y una matriz involutiva K € C"*"™:
(a) Aes {K,—1}-potente.

(b) A es centrosimétrica K-generalizada.

(c) A es involutiva.

Se puede demostrar que dos de ellas implican la tercera.
Una gran coleccion de resultados semejantes al indicado se pueden obtener

para este tipo de matrices.
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Conclusiones y lineas futuras

Debido a la importancia del Anélisis Matricial tanto en el desarrollo de las
ciencias basicas como de la ingenieria, el estudio de diferentes clases de matrices
ha sido abordado por un considerable nimero de investigadores a lo largo de
los ultimos anos. Por su parte, el auge de la informdtica ha permitido un gran
desarrollo en el campo de las implementaciones de algoritmos dando lugar a
la realizacién de calculos complicados de manera sencilla. En esta memoria,
se han utilizado herramientas de ambas areas para abordar el estudio de una
nueva clase de matrices y se han implementado algoritmos para el cdlculo de
las mismas.

Con la intencién de agrupar y generalizar algunas clases de matrices cono-
cidas, en este trabajo se ha estudiado el nuevo tipo de matrices denominadas
matrices {K, s + 1}-potentes. Se han desarrollado propiedades de las mismas
y se han construido matrices de este tipo (problema directo) mediante algo-
ritmos tratando tanto este caso como el problema inverso originado a partir
de ellas.

En el Capitulo 2, en primer lugar se han introducido las matrices { K, s+1}-
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potentes. La importancia de este tipo de matrices radica en que cuando se
particularizan sus pardmetros K y s se obtienen las matrices {s+ 1}-potentes,
periddicas, centrosimétricas, mirrorsimétricas, circulantes, etc. Estos tltimos
tipos de matrices son de gran utilidad en diferentes dreas como: transmision de
lineas multiconductor, antenas, ondas, sistemas eléctricos y mecénicos, teoria
de la comunicacion.

Posteriormente, en la Seccién 2.2 se analiza la existencia de este tipo de
matrices y se presenta un considerable niimero de propiedades de las mismas.
Concretamente, se analiza cuando esta clase de matrices es cerrada para las
operaciones de sumas, productos, inversas, adjuntas, semejanzas, sumas direc-
tas, etc.

El principal resultado de este capitulo se encuentra en el Teorema 2.2
de la Seccién 2.3 en el cual se caracterizan las matrices de esta nueva clase.
Se obtienen caracterizaciones desde distintos puntos de vista: usando teoria
espectral, potencias de matrices, inversas generalizadas y también mediante
una representacién por bloques de una matriz de indice 1. Estas equivalencias
serdn de gran importancia en el desarrollo de este estudio. Finalmente, en
la Seccién 2.4, como aplicaciéon se proporcionan condiciones bajo las cuales
una combinacién lineal de dos matrices { K, s + 1}-potentes que conmutan es
{K, s + 1}-potente.

En el Capitulo 3 se analizan las matrices { K, s + 1}-potentes considerando
sus relaciones con diferentes clases de matrices complejas. En la Seccién 3.2,
se obtienen relaciones entre matrices {K,s + 1}-potentes y matrices {K }-
hermiticas (Teoremas 3.2 y 3.3), proyectores {s + 1}-generalizados (Teoremas
3.2 y 3.4), matrices unitarias (Teorema 3.5, Proposicién 3.1) y matrices B €
C™*™ tal que K B sea involutiva (Teorema 3.5).

En la Seccién 3.3, se analizan relaciones con matrices normales (Teoremas

3.9 y 3.10) y matrices B € C"*" tal que KB sea hermitica (Teorema 3.7)
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o normal (Teoremas 3.9 y 3.11). En la Seccién 3.4, las matrices hermiticas
y antihermiticas, y matrices B € C"*™ anticonmutativas con K se relacio-
nan con matrices {K,s + 1}-potentes (Teorema 3.12). Por otra parte, se ha
obtenido un conjunto de nuevas propiedades de las matrices centrosimétricas
K-generalizadas en la Seccién 3.4 (Teoremas 3.14 y 3.15). En las diferentes
secciones de este capitulo, con una serie de contraejemplos, se muestra que
algunas relaciones de inclusién entre los conjuntos considerados, en general,
no se cumplen.

Con la intencién de construir matrices { K, s+ 1}-potentes, uno de los prin-
cipales objetivos del Capitulo 4 es desarrollar métodos para poder realizarlo
de manera efectiva. En la Seccién 4.2 se obtienen matrices de este tipo para
los casos s =0y s > 1, que constituye el llamado problema directo. En este
ultimo caso, se desarrolla el Algoritmo 2 a partir de informacién espectral ob-
tenida a partir de la matriz K. En los Algoritmos 3 y 4 se dan dos métodos
alternativos.

Otro de los objetivos del Capitulo 4 es resolver el problema de encontrar
las matrices involutivas K que hacen que una matriz A dada sea {K,s + 1}-
potente para un valor de s prefijado. Este ultimo objetivo constituye el llamado
problema inverso. Los Algoritmos 5 y 6 dan solucién a este problema. Al final
del capitulo se muestran una serie ejemplos numeéricos, tanto para el problema
directo como para el problema inverso.

Hasta este punto, se han estudiado las matrices { K, s + 1}-potentes para
s > 0. El caso s = —1 carece de importancia. En el Capitulo 5 se extiende el
estudio de este tipo de matrices para potencias negativas, es decir, matrices
{K, —(s+1)}-potentes con s > 0. En la Seccién 5.2 se estudia el caso particular
de matrices {K, —1}-potentes, donde se presentan condiciones necesarias y
suficientes para este tipo de matrices (Teoremas 5.2, 5.3, 5.4 y 5.5). También,

un punto de vista espectral se ha dado en los Teoremas 5.6 y 5.7.

135



Conclusiones y lineas futuras

La caracterizacion de las matrices K que dan soluciéon al problema in-
verso se han encontrado en el Teorema 5.8. En la Secciéon 5.3 se muestran
varios algoritmos y ejemplos para el problema directo y para el problema
inverso. Finalmente, en la Seccién 5.4 se lleva a cabo el estudio de las ma-
trices {K, —(s + 1)}-potentes para s > 1 mostrando una caracterizacién en
el Teorema 5.9. Es interesante resaltar que las matrices { K, —1}-potentes se
comportan de una manera diferente a las {K, s + 1}-potentes desde un punto
de vista espectral. Sin embargo, las matrices {K, —(s + 1) }-potentes vuelven
a tener propiedades similares a las consideradas para potencias positivas.

Algunos problemas concretos a estudiar en lineas futuras se citan a conti-

nuacion:

= Relacionar las clases de matrices estudiadas con las matrices normales
conjugadas (es decir, aquellas matrices A € C"*" que cumplen la condi-
cién AA* = A*A).

= Generalizar la propiedad de la matriz K de ser involutiva, pasando a ser

periddica y analizando la nueva clase que éstas determinan.

= Un problema mas general en el que la matriz involutiva K pase a ser

una matriz invertible en general.

» Un problema maés general en el que las matrices A de la definicién tengan

potencias diferentes.
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Tabla de simbolos

N, Z
R", C"
I&'I’I’LXTL7 (CT)’LX?’L
N

I

AT

A*

J

conjunto de los niimeros naturales y enteros.

espacio euclideo real y complejo de dimensién n.
espacio de matrices reales/complejas de tamafno m X n.
conjunto de las matrices normales.

matriz identidad de tamano n.

traspuesta de la matriz A.

traspuesta conjugada de la matriz A.

matriz de intercambio.

matriz inversa de grupo de A.

matriz {K, s + 1}-potente.

determinante de la matriz A.
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Tabla de simbolos

Niic(A)

o(A)

x € C" tales que Ax = 0.

espectro (conjunto de valores propios) de la matriz A.
producto de Kronecker de M y N.

inversa ordinaria de la matriz cuadrada A.

operador vec (transforma la matriz A en un vector columna).
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