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Resumen

Los sistemas dinamicos de control tienen multiples aplicaciones en
diferentes dreas dentro de la ciencia y la técnica como, por ejemplo,
en teoria de circuitos, economia, quimica, estudio de poblaciones, etc.
Es por esto que esta memoria se centra en el estudio de los sistemas
singulares de control en tiempo discreto, atendiendo particularmente
a la propiedad de no negatividad de los mismos. Para ello, primero
se presenta un estudio matricial sobre la no negatividad de diferentes
matrices y productos de matrices que involucran inversas generaliza-
das. Estos resultados algebraicos se aplican posteriormente al estudio
de los sistemas singulares de control.

Para alcanzar los objetivos propuestos en esta tesis se divide el
estudio del problema general en dos situaciones. La primera de ellas
aborda el caso inicial correspondiente a matrices de indice 1 ya que

este caso tiene caracteristicas especiales respecto al caso general. Una



vez analizado en su totalidad esta primera situacion, se procede a
realizar la extension al caso general de indice mayor que 1 teniendo
en cuenta también aquellas situaciones que difieren del primer caso
estudiado. Andlogamente, se realiza el estudio de la no negatividad de
sistemas singulares de control de indice mayor que 1 a partir del de
indice 1 aplicando en ambos casos los resultados matriciales obtenidos
previamente.

Asi pues se introducen en primer lugar los conjuntos de matri-
ces que involucran la no negatividad de una matriz, la de su inversa
de grupo, la de su proyector de grupo o las diferentes combinaciones
entre ellas. El andlisis de estos conjuntos permite establecer diferen-
tes relaciones de inclusion entre ellos asi como caracterizaciones de
los mismos. Como caso especial se estudian también las matrices {}-
periddicas de grupo, las cuales se definen como una extension de las
matrices involutivas de grupo.

A continuacién se analiza la no negatividad de los sistemas sin-
gulares de control del tipo (E, A, B, (). Inicialmente se presenta un
resultado que utiliza las matrices coeficientes para establecer una ca-
racterizaciéon de la no negatividad del sistema de control. Posterior-
mente, el uso de los resultados matriciales obtenidos anteriormente
permite encontrar otra caracterizacion que involucra sélo bloques de
dichas matrices coeficientes (adecuadamente modificados) en lugar de
las matrices completas. Este hecho contribuird a un ahorro de opera-
ciones a la hora de analizar dicha no negatividad.

Este estudio finaliza con la construccion de un algoritmo que per-
mite obtener realimentaciones de estados que transforman el sistema

original en un sistema que satisface las condiciones de regularidad y



de no negatividad.

Con el objetivo de extender los resultados obtenidos para el caso
de indice 1, se definen los conjuntos correspondientes para matrices
de indice mayor que 1. En dichos conjuntos se combinan las condicio-
nes de no negatividad de una matriz, de su inversa de Drazin y de su
proyector de Drazin. En este caso, la principal herramienta algebraica
que se utiliza es la descomposicion core-nilpotente de una matriz cua-
drada. Asi se obtienen caracterizaciones de los mismos y relaciones de
inclusién entre ellos y con los conjuntos definidos para indice 1.

De nuevo, como extensién de las matrices {/}-periddicas de grupo,
se introducen las matrices {l}-periédicas de Drazin y se obtiene su
caracterizacion.

Finalmente, se aplican los resultados obtenidos para estudiar la
caracterizacién de la no negatividad de un sistema singular de control
cuya matriz E tenga indice superior a 1.

Esta memoria se organiza en 3 capitulos. El Capitulo 1 contiene
una introduccién donde se detallan algunos antecedentes del tema y
se introducen las notaciones necesarias. El Capitulo 2 estd dedicado al
estudio de las matrices de indice 1; en él se obtienen las caracterizacio-
nes de los diferentes conjuntos, se analizan las matrices {l}-periédicas
de grupo y se aplican los resultados matriciales anteriores a los sis-
temas singulares de control. En el Capitulo 3 se analiza el caso de
indice mayor que 1 obteniendo caracterizaciones para los conjuntos
correspondientes asi como las relaciones de inclusién entre ellos. En
este dltimo capitulo se presentan también las matrices {l}-periédicas
de Drazin y las caracterizaciones de la no negatividad de los sistemas

de control con indice superior a 1. La tesis finaliza con un anexo en



el que se enumeran las conclusiones obtenidas y se esbozan las lineas

futuras de trabajo.



Resum

Els sistemes dinamics de control tenen multiples aplicacions en
diferents arees dins de la ciencia i la tecnica com, per eixemple, a
teoria de circuits, economia, quimica, estudi de poblacions, etc. Es
per aco que esta memoria es centra en 'estudi dels sistemes singulars
de control en temps discret, atenent particularment a la propietat
de no negativitat dels mateixos. Per a aix0, primer es presenta un
estudi matricial sobre la no negativitat de diferents matrius i productes
de matrius que involucren inverses generalitzades. Aquests resultats
algebraics s’apliquen posteriorment a I'estudi dels sistemes singulars
de control.

Per a assolir els objectius proposats a aquesta tesi es divideix
I'estudi del problema general en dues situacions. La primera d’elles
aborda el cas inicial corresponent a matrius dindex 1 ja que aquest

cas té caracteristiques especials respecte al cas general. Una vegada



analitzat en la seua totalitat aquesta primera situacid, es procedeix
a fer 'extensio al cas general d’index major que 1 tenint en com-
pte també aquelles situaciones que difereixen del primer cas estudiat.
Analogament, es realitza ’estudi de la no negativitat de sistemes sin-
gulars de control d’index major que 1 a partir del d’index 1 aplicant
en ambdods casos els resultats matricials obtinguts previament.

Aixi doncs s’introdueixen en primer lloc els conjunts de matrius
que involucren la no negativitat d’una matriu, la de la seua inversa de
grup, la dels seu projector de grup o les diferents combinacions entre
elles. [’analisi d’aquests conjunts permet establir diferents relacions
d’inclusi6 entre ells aixi com caracterizacions dels mateixos. Com a
cas especial s’estudien també les matrius {l/}-periodiques de grup, les
cuals es defineixen com una extensio de les matrius involutives de grup.

A continuacio s’analitza la no negativitat dels sistemes singulars de
control del tipus (E, A, B, C). Inicialment es presenta un resultat que
utilitza les matrius coeficients per establir una caracteritzacié de la no
negativitat del sistema de control. Posteriorment, I'is dels resultats
matricials obtinguts anteriorment permet trobar una altra caracte-
ritzacié que involucra només blocs de les esmentades matrius coefi-
cients (adequadament modificades) en lloc de les matrius completes.
Aquest fet contribuira a l’estalvi d’operacions a I'hora de analitzar
I’anomenada no negativitat.

Aquest estudi finalitza amb la construccié d’un algoritme que per-
met obtenir realimentacions d’estats que transformen el sistema ori-
ginal en un sistema que satisfa les condicions de regularitat i de no
negativitat.

Amb I'objectiu d’extendre els resultats obtinguts per al cas d’index



1, es defineixen els conjunts corresponents per a matrius d’index major
que 1. En dits conjunts es combinen les condicions de no negativitat
d’una matriu, de la seua inversa de Drazin i del seu projector de Dra-
zin. En aquest cas, la principal ferramenta algebraica que s’utilitza és
la descomposici6 core-nilpotent d’una matriu quadrada. Aixi s’obtenen
caracteritzacions dels mateixos i relacions d’inclusi6 entre ells i amb
els conjunts definits per a index 1.

De nou, com a extensié de les matrius {l}-periodiques de grup,
s’introdueixen les matrius {/}-periodiques de Drazin i s’obté la seua
caracteritzacio.

Finalment, s’apliquen els resultats obtinguts per estudiar la carac-
teritzacio de la no negativitat d'un sistema singular de control per al
que la matriu F té index superior a 1.

Aquesta memoria s’organitza en 3 capitols. El Capitol 1 conté una
introduccio on es detallen alguns antecedents del tema i s’introdueixen
les notacions necessaries. El Capitol 2 esta dedicat a 'estudi de les
matrius d’index 1; en ell s’obtenen les caracteritzacions dels diferents
conjunts, s’analitzen les matrius {/}-periodiques de grup i s’apliquen
els resultats matricials anteriors als sistemes singulars de control. Al
Capitol 3 s’analitza el cas d’index major que 1 obtenint caracteritza-
cions per als conjunts corresponents aixi com les relacions d’inclusié en-
tre ells. A aquest tdltim capitol es presenten també les matrius {l}-
periodiques de Drazin i les caracteritzacions de la no negativitat dels
sistemes de control amb index superior a 1. La tesi finalitza amb un
annexe on s’enumeren les conclusions obtingudes i s’esbossen les linies

futures de treball.






Summary

Control dynamical systems have many applications in different
areas of science and technology, for example, in circuit theory, eco-
nomics, chemistry, population studies, etc. That is why this thesis
focuses on the study of singular control systems in discrete time, with
particular attention to their nonnegativity property. To do this, firstly
a matrix study about the nonnegativity of different matrices and pro-
ducts of matrices involving generalized inverses is presented. After
that, these algebraic results are applied to the study of singular con-
trol systems.

In order to achieve the objectives proposed in this thesis, the study
of the general problem is divided in two situations. The first one deals
with the initial case corresponding to matrices of index 1. This ca-
se has special characteristics with respect to the general one. Once

fully analyzed this first situation, the extension to the general case of



index greater than 1 is considered, taking into account also those si-
tuations that differ from the first case studied. Similarly, the study of
the nonnegativity of singular control systems of index greater than 1
is implemented from the index 1 case. In both cases the matrix results
previously obtained has been used.

Then, firstly several sets of matrices involving the nonnegativity
of a matrix, of its group inverse, of its group projector or different
combinations between them are introduced. The analysis of these sets
allows to establish different inclusion relations between them as well
as characterizations of them. As a special case, group {l/}-periodic
matrices are also studied, which are defined as an extension of the
group involutive matrices.

Next, the nonnegativity of singular control systems of the form
(E, A, B,C) is analyzed. Initially, a result that uses the coefficient ma-
trices to establish a characterization of the nonnegativity of a control
system is presented. Later, the matrix results obtained above allow to
derive another characterization involving only blocks of the aforemen-
tioned coefficient matrices (suitably modified) instead of the complete
matrices. This fact will contribute to saving operations when analyzing
the nonnegativity of a control system.

This study concludes with the construction of an algorithm to ob-
tain state feedbacks that transform the original system into a system
satisfying the conditions of regularity and nonnegativity.

As an extension of the results obtained for the case of index 1, the
corresponding sets for matrices with index greater than 1 are defined.
In these sets, the conditions of nonnegativity of a matrix, its Drazin

inverse and its Drazin projector are combined. In this case, the main



algebraic tool used is the core-nilpotent decomposition of a square
matrix. So, characterizations of these sets and inclusion relationships
between them and the sets defined for index 1 are obtained.

Again, the Drazin {{}-periodic matrices are introduced and cha-
racterized as an extension of the group {l/}-periodic matrices.

Finally, the obtained results are applied to study the characteriza-
tion of the nonnegativity of a singular control system whose matrix F
has index greater than 1.

This thesis is organized in 3 chapters. Chapter 1 provides an intro-
duction that details some background of the topic and introduces the
necessary notations. Chapter 2 is devoted to the study of matrices of
index 1; here, characterizations of the different sets are obtained, the
group {l}-periodic matrices are analyzed and those matrix results are
applied to singular control systems. Chapter 3 considers the case of in-
dex greater than 1 obtaining characterizations for the corresponding
sets and the inclusion relations between them. In this last chapter,
Drazin {{}-periodic matrices and characterizations of the nonnegati-
vity of singular control systems with index greater than 1 are also
presented. The thesis concludes with an appendix that lists the con-

clusions and outlines future lines of work.
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CAPITULO 1

Introduccidén y antecedentes

La teoria de control es una linea de investigacion de gran interés
por su amplio campo de aplicacién a diferentes procesos de naturaleza
fisica, quimica, bioldgica, econémica, etc. En ella se utiliza el concepto
de sistema como un conjunto de elementos fisicos relacionados entre si,
de manera que la variacion en alguna magnitud de uno puede influir
en los demas. Los diferentes tipos de relaciones existentes entre los
elementos (variables) del sistema y la representacion matematica o
modelo que se generan dan lugar a diferentes tipos de sistemas. De
ahi tenemos los sistemas dinamicos, cuando las variables dependen
del tiempo, los sistemas lineales, cuando las relaciones que existen
entre las variables son lineales, etc. [10, 15].

Este trabajo se centra en el estudio de los llamados sistemas lineales
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generalizados de control o sistemas singulares, los cuales involucran,
en su formulacion matemaética, matrices singulares. Concretamente, la
propiedad de no negatividad de estos sistemas resulta de especial utili-
dad en su aplicacion a problemas reales como por ejemplo en sistemas
eléctricos, mecanicos, procesos quimicos, etc. [10, 39].

Las matrices no negativas (matrices con entradas no negativas)
juegan un importante papel en teoria de control. En particular, la no
negatividad de las matrices coeficientes caracterizan la no negatividad
de los sistemas discretos estandar.

Como se ha comentado, la representacién matematica de los siste-
mas singulares de control involucran matrices singulares, por lo que un
estudio previo de estas matrices y sus propiedades es necesario para su
aplicacion a la teoria de control. Las matrices singulares son aquellas
matrices que no son invertibles bien por no ser cuadradas o bien por
no ser de rango completo. Las distintas generalizaciones del concep-
to de matriz inversa ayudan a la resoluciéon de los problemas que la
involucran como por ejemplo el calculo de soluciones aproximadas de
un sistema incompatible, cuestiones relacionadas con las cadenas de
Markov y por supuesto la resolucion de ecuaciones diferenciales ma-
triciales, ecuaciones en diferencias matriciales, sistemas singulares de
control, redes eléctricas, entre otros [1, 10, 8, 11, 14]. De las distintas
inversas generalizadas conocidas en la literatura, en este trabajo se
hara uso principalmente de las conocidas como inversa de grupo e in-
versa de Drazin de una matriz debido a su aplicacion en la resolucién

de los sistemas singulares generalizados antes mencionados.
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1.1. Inversa de grupo e inversa de Drazin

A continuacién se introducen algunos conceptos matriciales y se
indicaran las notaciones que seran necesarias a lo largo del trabajo. Se
denotard por A > 0 a una matriz A con entradas no negativas y por
0(A) el espectro de una matriz cuadrada A. También serd de utilidad
el conjunto

o(E,A) ={\ € C/ det(A— \E) =0}
para dos matrices cuadradas FE, A € R"*". Se definira por
B(a,r)={2z€C/|z—al|<r}
a la bola abierta con centro en a € C y radio r > 0.

Definicién 1.1 Sea A € R"*". Se define la inversa de Drazin de A

como la matriz AP tal que:

(a) APAAP = AP

(b)) AAP = AP A

(c) AFYAD = A para algin entero k > 0.

El menor entero no negativo k que verifica la condicién (c) de
la definicién anterior se llama indice de A y se denota por ind(A). La

inversa de Drazin existe siempre y se puede probar que es unica [1, 11].

Observacion 1.1 Es claro que k también es el menor entero no ne-

gativo tal que rg(A*) = rg(A**1) puesto que

rg(AF) = rg(AFTAP) < rg(AMY) < rg(AF)
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Definicién 1.2 Sea A € R™"™. Se define la inversa de grupo de A

como la matriz A" tal que:
(a) AAA = A

(b) A*AA# = A#

(c) AA#" = AT A.

La inversa de grupo de una matriz cuadrada existe si y sélo si A y A2
tienen el mismo rango, o equivalentemente si y sélo si A tiene indice 1
[1, 11]. En caso de que exista, la inversa de grupo es tnica.

A continuacién se indica un resultado conocido [1] sobre matrices

con inversa de grupo.

Lema 1.1 Toda matriz A € R™™ de rango r > 0 e indice 1 se puede

representar como

c ol
A=P P
0 0

siendo P € R™" y C' € R™" dos matrices invertibles. En este caso,
su inversa de grupo viene dada por
ct O
A#* =P P
O O
Observacion 1.2 Es posible notar que siind(A) = 1 (es decir, k = 1)
entonces la inversa de Drazin de la matriz A coincide con su inversa
de grupo. En efecto, de la condicion (c) de la definicion de inversa
de Drazin se tiene que, en este caso, A’AP = A y aplicando (b) se
obtiene AAP A = A que es la condicion (a) de la definicion de inversa

de grupo. Las otras dos condiciones coinciden en ambas definiciones.

4
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El siguiente resultado extiende el dado en el Lema 1.1 para el caso

de inversas de Drazin.

Lema 1.2 Toda matriz A € R™"™ de rango r > 0 e indice k > 0 se

puede representar como

c O .
A=P P
O N
siendo P € R™"y C' € R™" dos matrices invertibles y N € R(»=m)x(n=7)
una matriz nilpotente con indice de nilpotencia k. En este caso, su in-
versa de Drazin viene dada por
ct O
AP =p P
O O
Tal representacion de la matriz A se llama forma core-nilpotente de A.
Las inversas generalizadas de matrices dadas por bloques han sido
estudiadas en [11]. Entre algunos de los resultados alli presentados se
muestran dos teoremas que se refieren al calculo de inversas de Drazin

de matrices triangulares por bloques. En el siguiente se presenta el re-

sultado correspondiente a una matriz triangular superior por bloques.

Teorema 1.1 (Teorema 7.7.1, [11]) Sea

A B
M = e R™",
O C

donde A y C' son matrices cuadradas con k = ind(A) y [ = ind(C).

Entonces
AP X
MD — c Rn XN 7
o b
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donde

-1

}:/P )'BC"

i=0
k—1
=0

(I —CCP)

+(I — AAP) (CP)? (1.1)

—APBCP
siendo, por convencion, O° = I.

Cuando se requiere el calculo de la inversa de Drazin de una matriz

triangular inferior por bloques se puede utilizar el siguiente resultado.

Teorema 1.2 (Corolario 7.7.1, [11]) Sea

¢ O
L: E Rnxn)
B A

donde A y C' son matrices cuadradas con k = ind(A) y I = ind(C).
Entonces
cP o
LD — c }Rnxn7
X AP

donde X es la matriz dada in (1.1).

S.K. Jain conjuntamente con otros investigadores como E.K. Kwak,
V.K. Goel y J. Tynan, entre otros, caracterizaron la no negatividad de
cierto tipo de matrices que involucran inversas generalizadas: inversa
de Moore-Penrose, inversa de grupo e inversa de Drazin [31, 32, 33].

Uno de sus resultados que serd de gran utilidad es el siguiente.

Teorema 1.3 (Teorema 1, [33]) Sea A € R™™ una matriz no ne-
gativa de rango r. Entonces las siguientes condiciones son equivalen-

tes:
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(a) AA* > O.

(b) Eziste una matriz de permutacion P € R™"™ que permite escribir

la matriz A como

J JM 0 O
papi—| ¢ 0 00© (1.2)
NJ NJM O O
0 o0 0 0]

donde los bloques diagonales son cuadrados, J = XTY, T € R™"
es una matriz invertible no negativa, y ademds X = diag(zy, xa,. .., x,),
Y = diag(yt,vs, ..., yh), x; ey; son vectores unitarios positivos ta-
les que yiz; = 1, y M, N son matrices no negativas de tamano

apropiado.

A partir de este resultado, se pueden deducir algunas propiedades
utiles acerca de la matrices A y J definidas en (1.2), las cuales se
presentan en el siguiente lema. Por una cuestién de completitud se

incluird su demostracion.

Lema 1.3 Sea A € R™"™ una matriz no negativa de rango r < n tal
que AA" > O y sea J definida como en (1.2). Entonces se cumplen

las siguientes condiciones:
(a) rg(J) =r.
(b) ind(J) € {0,1} y J# = XT71Y.

(c) o(A) =0o(J)U{0}.
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Demostracion.

(a) Puesto que J = XTY y T € R™" se tiene que rg(J) < rg(7T) =
r. Ademas, el hecho de que X tenga rango completo por columnas e
Y tenga rango completo por filas implica que existen dos matrices X ~
e Y™ tales que XX =T eYY™ =1 [l]. Entonces T = X~ JY " y
r =rg(T) <rg(J). Por lo tanto, rg(J) = r.

(b) Es conocido que rg(J?) < rg(J) = r. Como J = XTY e
Y X = I, se tiene que J? = XT?Y. Premultiplicando ambos miembros
de la igualdad por Y y postmultiplicando por X se llega a T? =
Y J2X. Luego, r = rg(T?) < rg(J?) por ser T una matriz invertible.
Consecuentemente, ind(J) € {0,1}. Ademds, para mostrar que J# =
XT7'Y es necesario comprobar las tres condiciones de la definicién

de inversa de grupo:

(1) JJ#J = XTYXT'YXTY = XTY = J.

() J#JJ# = XTWXTYXTY = XT7Y = J#,
(1) JJ# = XTYXTY = XY = XT-YYXTY = J#J.

(c) El espectro de A esta dado por los valores de A que satisfacen

la ecuacién:

J—X JM O O
@) -\ O O
det (A — A\I) = det =0.
NJ NJM —-X O
O O O =\
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Desarrollando por columnas este ultimo determinante se tiene que
A =0 o0 que
J—=X M
det = 07
O Al
lo cual es equivalente a A = 0 o det(J — Al) = 0. Entonces, 0(A) =
o(J) U {0} puesto que r <n . |

Un concepto importante que se utilizara a lo largo de toda la me-

moria es el de proyector de grupo y proyector de Drazin.

Definicién 1.3 Sea A € R™"™ una matriz de indice 1. Se llama pro-

yector de grupo de A a la matriz AA¥, o equivalentemente a A" A.

Definiciéon 1.4 Sea A € R™"™ una matriz de indice k > 1. Se llama

proyector de Drazin de A a la matriz AAP | o equivalentemente a AP A.

Es facil de ver que ambas matrices son idempotentes:

(AA#)? = (AA#)(AA®) = (AA*A)A* = AA*

(AAPY? = (AAP)(AAP) = A(APAAP) = AAP,

con lo que ambos productos son proyectores oblicuos. Més atun, la
matriz AA# es un proyector sobre el rango de A paralelamente al
espacio nulo de A; y la matriz AAP es un proyector sobre el rango de
AF paralelamente al espacio nulo de A* siendo k el indice de A. Cuando
ademas, los productos sean matrices simétricas, los correspondientes

proyectores seran ortogonales.
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1.2. Sistemas singulares de control

Los sistemas singulares lineales de control se pueden representar
mediante un modelo espacio-estado que relaciona las tres variables
del sistema: entradas, estados y salidas. Asi, en tiempo discreto, un
sistema invariante con n estados, m entradas y p salidas viene dado
por

Ex(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) (1.3)

y(k) = Cuz(k)+ Du(k)
donde F, A, B,C'y D son matrices de coeficientes reales de tamanos
nXxXmn,nxXn,nxXm,pxXny pxm,respectivamente. Si E = I, el sistema

se llama estandar, y por extension todos aquellos en que la matriz F

sea invertible ya que, en este caso, el sistema se puede escribir como

r(k+1) = E 'Ax(k) + E-'Bu(k)
y(k) = Cuz(k)+ Du(k).

Climent, Herranz y Perea han desarrollado aplicaciones de los sistemas
estandares como puede encontrarse en [12, 13]. Si la matriz E es no
invertible, entonces el sistema se llama singular. Algunas propiedades
de este tipo de sistemas se pueden encontrar en [15, 18, 35].

Por otro lado, el sistema (1.3) se llama no negativo si produce esta-
dos y salidas no negativos a partir de condiciones iniciales y controles

no negativos, mas concretamente se expresa en la siguiente definicion.

Definicién 1.5 Un sistema singular de control del tipo (1.3) se llama
no negativo si cumple que para x(0) > 0 y u(k) > 0 para todo k > 1,
se tiene que x(k) >0 e y(k) > 0, para todo k > 1.

10
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Asi mismo, el sistema (1.3) se dice que es estable si el conjunto
o(E, A) anteriormente introducido esta contenido en la bola abierta
B(0, 1) centrada en el origen y de radio 1.

En términos coloquiales, un sistema dinamico es no negativo si sus
variables de estado son no negativas en todos los instantes de tiempo.
En las dltimas dos décadas, estos sistemas han cobrado gran atencion
apareciendo en una amplia variedad de areas aplicadas tales como
biologia, quimica y sociologia [10, 29, 37, 39, 42].

A lo largo de este trabajo se considerara el siguiente sistema de

control singular en tiempo discreto
(1.4)

donde E;A € RV B € R™™ (C € R z(k) € R, y(k) € RP
con rg(F) = r < n. Este sistema es denotado por (E, A, B,C) y por
(E, A,C) cuando la matriz B sea nula, es decir cuando el sistema
carezca de controles.

Si el sistema (1.4) satisface la condicién de regularidad, la cual
consiste en que existe un escalar « tal que det(aE+ A) # 0, entonces el
sistema tiene solucion tnica. Para obtener dicha solucién se transforma

el sistema (1.4) en el sistema equivalente (E ,ﬁ,é ,6) siendo
E=(aE+A)'E, A= (aE+A) A, B=(aE+A)'B, C =C.

Las matrices de este uiltimo sistema satisfacen la condicion A = I —aF

puesto que
aE+A=a(aE+A)"E+(aE+A)"'A= (aE+A) N(aE+A) =1

11
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y la solucién del sistema (E, A, B,C) esta dada por y(k) = Cz(k)
donde

k—1
v(k) = (EPAFEPE2(0)+ Y EP(EPA)* D Bu(i) —
=0
qg—1
—(I - EPE)Y (EAPY AP Bu(k + 1), (1.5)

I
o

7
~

con ¢ = ind(E) y con x(0) una condicién inicial admisible [35]. El

conjunto de condiciones iniciales admisibles viene dado por
N():]m[E\DE\ H(] Hq,1 ]

donde H; = (I — EDE)(EA\D)i/AlD,i =0,...,¢ — 1. Tanto la solucién
como el conjunto de condiciones iniciales admisibles son independien-
tes del escalar « elegido [11].

Cuando las salidas coinciden con los estados el sistema se denota

por (E, A, B). En [8] se establece el siguiente resultado.

Proposicién 1.1 Sea (E, A, B) un sistema singular en tiempo dis-
creto tal que EPE > O, EA = AE y Ker(E) N Ker(A) = {0}. El
sistema (E, A, B) es no negativo si y solo si se cumplen las siguientes

condiciones:

(a) EPA > O,

(b) EPB > O,

(c) —(I — EEP)(EAP)YAPB > O, para cada i =0,1,...,ind(E) — 1.

Por otro lado, si el sistema (1.4) no satisface la condicién de re-

gularidad, no se puede garantizar la existencia de soluciéon del mismo.

12
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En este caso es usual la consideracién de realimentaciones de estado,

es decir, la utilizaciéon de controles de la forma

con I una matriz de tamano m x n. Se pretende que el nuevo sistema

obtenido, que tendra la forma

Ex(k+1) = (A+BF)a(k)
y(k) = Cux(k)

satisfaga la condicion de regularidad y, dependiendo del problema
que se esté resolviendo, alguna propiedad adicional para cierta/s ma-
triz/ces F' que se deberd/n encontrar (o caracterizar). Un estudio de
este tipo de sistemas se puede encontrar en [21].

La regularizacién de sistemas singulares a través de realimentacio-
nes de estado fue estudiada por diferentes autores [38, 40]. En general,
estos trabajos se han basado en la descomposicion de Weierstrass-
Kronecker del sistema, la cual usa dos matrices P y ) que pueden
cambiar la informacién de las matrices originales. En algunas aplica-
ciones la evolucién del sistema estd representada en la forma espacio-
estado y es usual buscar realimentaciones que lo transformen en un
nuevo sistema que cumpla algunas propiedades especificas tales como

la estabilidad, la simetria, etc. [14].
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1.3. Descripcion general del contenido de

la memoria

Dentro de la matematica aplicada, en un sin niimero de problemas
de la teoria de control se utilizan matrices inversas generalizadas como
una herramienta esencial, tanto en la obtencién de los propios resul-
tados, como también en sus demostraciones. Es por este motivo que
en esta memoria se estudian las matrices inversas generalizadas, y su
aplicacion a algunos problemas de la teoria de control. Concretamen-
te, la propiedad de no negatividad serd la analizada en una variedad
de situaciones a las que dan origen diferentes inversas generalizadas.

La memoria se organiza como sigue.

En este primer capitulo se ha realizado una introduccion al te-
ma indicando algunos resultados conocidos que serdn necesarios en
el resto de la memoria. También se incluye parte de la notacion que
serd utilizada a lo largo de la misma.

En esta tesis doctoral se usaran diferentes factorizaciones basadas
en el reordenamiento de la informacion que aparece en las matrices
originales. Algunas matrices inversas generalizadas han sido utilizadas
para caracterizar las propiedades de no negatividad de los sistemas
singulares [6, 8]. Se pretende mejorar estos resultados y realizar ex-
tensiones a situaciones de mayor alcance que las conocidas.

Concretamente, en el segundo capitulo, se caracterizan todas las
matrices tales que ciertos productos que involucren inversas de grupo
sean no negativos, entre ellos el proyector de grupo. Como aplicacion,

a partir de estos resultados, se analizaran los sistemas singulares de

14



Capitulo 1. Introduccién y antecedentes

control caracterizando su no negatividad en todos estos casos.

En el tercer capitulo, se analizaran las situaciones que involucren
las matrices inversas de Drazin extendiendo asi los resultados matri-
ciales presentados en el segundo capitulo. Del mismo modo también
se presentaran las aplicaciones correspondientes a sistemas de control
singulares que involucren matrices de indices arbitrarios.

La memoria finaliza con una serie de conclusiones generales sobre
las aportaciones que se consiguen en la misma. Por otra parte, se
incluyen posibles lineas futuras que se han ido vislumbrando a lo largo

de la investigacion efectuada.
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CAPITULO 2

Matrices de indice 1 y aplicaciones a teoria de

control

2.1. Introduccion

Una clase importante dentro de las matrices inversas generaliza-
das corresponde a la determinada por las inversas de grupo, que se
pueden calcular para las matrices de indice a lo sumo 1. Obtener ca-
racterizaciones de las diferentes propiedades de estas matrices resulta
de importancia para los diferentes campos de aplicacién, como por
ejemplo, en cadenas de Markov, ecuaciones diferenciales, etc. Concre-
tamente, la propiedad de no negatividad y su caracterizacién es lo que
se estudiara en este capitulo para su posterior aplicaciéon a la teoria

de control.
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Por otro lado, una parte importante de los trabajos de ingenieria
concierne al establecimiento de modelos matematicos. Debido a su ca-
pacidad para describir simultdneamente la dindmica y las relaciones
algebraicas entre las variables de estados, un sistema singular permite
dar una descripcién matematica a muchos sistemas dinamicos practi-
cos, los cuales no admiten un modelo de representacién estandar del
tipo espacio-estado tradicional. Recientemente, la no negatividad de
un sistema singular ha sido aplicada en diferentes campos.

En este capitulo se presentan las condiciones que se deben cumplir
para que un sistema lineal singular de control de indice 1 sea no nega-
tivo. Para ello, se verd que la no negatividad de esta clase de sistemas
esta caracterizada mediante una particiéon en bloque de las matrices
originales.

Como se ha comentado, la no negatividad de las matrices involu-
cradas juega un importante papel en teoria de control. En particular,
la no negatividad de las matrices coeficientes caracteriza los sistemas
discretos estandar no negativos. Sin embargo, ésto no es el caso pa-
ra los sistemas singulares porque esta caracterizacion esta hecha por
medio de productos de las inversas de Drazin de las matrices de esta-
dos. Los sistemas singulares aparecen cuando se modelizan fenémenos
fisicos y sistemas interconectados tales como los sistemas eléctricos,
mecénicos y procesos quimicos [10, 15, 39]. Este tipo de sistemas han
recibido un especial interés en los ultimos anos por diferentes autores
2, 6, 9].

Por otra parte, diferentes aspectos de la no negatividad de las
inversas generalizadas han sido estudiados en la litaratura durante los

ultimos anos. Un resultado clasico de A. Berman y R. J. Plemmons
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da una condicién necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada
sea mondétona de grupo. Estas matrices tienen inversa de grupo no
negativa y su caracterizacion involucra el octante positivo y el espacio
nulo de la matriz. Especificamente, si A € R™" Ker(A) denota su
espacio nulo e Im(A) su espacio imagen entonces A es monétona de

grupo si y sélo si
Ar € R} + Ker(A), =z ¢€Im(A) — x > 0.

Un resultado similar es valido para las matrices mondtonas de Drazin
como se verd mas adelante [3].

En la década de los sesenta, Flor [19] presenté algunos resultados
especiales para la no negatividad de matrices idempotentes (es decir,
para matrices cuadradas que coinciden con su cuadrado). Maés tarde,
usando estos resultados, Jain, Goel, Kwak y Tynan obtuvieron algunas
caracterizaciones para matrices no negativas que involucran inversas
de grupo no negativas, inversas de Drazin no negativas o proyectores de
grupo o de Drazin no negativos [31, 32, 33]. Algunos de estos resultados
han sido aplicados para caracterizar A™ = A con m > 2 para una
matriz no negativa A [32]. Ademds, algunos resultados sobre inversas
de Drazin de suma y diferencias de matrices idempotentes también
son presentados en [16].

El principal objetivo de este capitulo es dar caracterizaciones de
matrices cuadradas A que satisfagan diferentes condiciones. A tal efec-
to, se introducen los conjuntos que cubren todas las posibilidades en
las que interviene la inversa de grupo y se presentan relaciones entre
ellos. Estos conjuntos se definen a partir de las siguientes desigualda-

des:
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(1) A* > O,

(1) AA* > O,
() A>0y A* > 0O,
(1v) A> Oy AA* > O,
(V) A% > Oy AA* > O.

En una primera etapa, todos estos conjuntos son caracterizados. Pos-
teriormente, se presentan algunos resultados que caracterizan a las
matrices {l}-periddicas de grupo. Finalmente, los sistemas singulares
de control son analizados desde el punto de vista de su no negatividad.
Los resultados matriciales anteriormente obtenidos son aplicados para

la caracterizacion de tales sistemas.

2.2. Matrices de indice 1

En esta seccién se introducen diferentes conjuntos usando la inversa
de grupo de una matriz, asi como la caracterizaciéon de cada uno de
ellos.

El conjunto de las matrices idempotentes no negativas es definido
como

PJ={A R A>0, A2 = A}.

Las matrices monétonas de grupo son consideradas en el siguiente
conjunto:

PG = {A € R™™: A* > 0}
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y agregando la no negatividad de la matriz A se tienen las matrices

mondtonas de grupo no negativas:
PPG={AcR™: A>0, A* > O}.

Por otro lado, cuando se consideran los proyectores de grupo, se

tienen las matrices no negativas con proyectores de grupo no negativo:
PPGP = {AcR™"™: A>0, AA* > O}

y las matrices con proyectores de grupo no negativo propiamente di-
chas

PGP = {A c R . AA* > O}

cuando no se requiere la no negatividad de A.

Es posible notar que estos conjuntos cubren todas las posibilidades
combinando A > O, A* > O y AA# > O. De hecho, no es necesario
considerar los conjuntos {A € R™" :ind(A) =1, A > O}y {A €
R™" . A% > O, AA* > O} porque hay correspondencias biyectivas
entre cada uno de ellos y los conjuntos PG and PPGP, respectivamente.

Por una parte, la funcién
¢p:{AeR” :ind(A) =1, A >0} - PS

dada por ¢(A) = A# define una de las mencionadas correspondencias.

En efecto,

= ¢ esta bien definida pues si A es una matriz no negativa de indice

1 entonces ¢p(A) = A* € PG puesto que (A#)# = A.

= ¢ es inyectiva pues si Ay, Ay € R™™ son dos matrices no nega-

tivas de fndice 1 tales que ¢(A;) = ¢(Ay) entonces A¥ = AF.
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Tomando inversa de grupo en ambos miembros y usando que

(A#)# = A se tiene que A; = A,.

= ¢ es sobreyectiva pues si B € R"*" es una matriz de indice 1
con inversa de grupo no negativa entonces existe A = B¥ que
cumple A > O siendo A también de indice 1. Es evidente que

6(4) = (BH)# = B.
Por otro lado, la funcién
o : {Ac R A* > 0, AA* > O} — PPGP
dada por ¢(A) = A# define la otra correspondencia. En efecto,

=  esta bien definida pues si A es una matriz de indice 1 con
inversa de grupo y proyector de grupo no negativos entonces

©(A) = A" € PPGP puesto que A# (A#)# = A# A = AA* > O.

= es inyectiva pues si Aj, Ay € R™*" son dos matrices de indice
1 con inversa de grupo y proyector de grupo no negativos tales
que ¢(A4;) = ¢(Ay) entonces A¥ = A¥. Como antes, tomando
inversa de grupo en ambos miembros y usando que (A#)# = A

se tiene que A; = A,.

=  es sobreyectiva pues si B € R™" es una matriz de indice 1
no negativa con proyector de grupo no negativo entonces existe
A = B* que cumple A% = B > O (siendo A# también de indice
1) y AA#* = B#(B#*)# = B*¥B = BB* > 0. De nuevo, es
evidente que ¢(A) = A# = (B#)# = B.

También es posible establecer las siguientes relaciones entre los

conjuntos anteriormente definidos.
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Lema 2.1 Los conjuntos definidos anteriormente satisfacen las si-

guientes relaciones:

(a) PI C PPS.

(b) PPG C PPSP C PGP.

(c) PPG =PPGPNPS C PS.

Las inclusiones son todas estrictas.

Demostracién. La condicién A? = A para una matriz cuadrada no
negativa A implica que A*> = A y entonces A = A% > O. Asi, PJ C
PPG. Ademas, la inclusion es estricta porque, por ejemplo, la matriz

no negativa

010
A=1100
0 00
satisface que A = A# > O pero A? # A. Luego, el apartado (a) ha
sido probado.

Las restantes inclusiones se pueden obtener facilmente a partir de
las definiciones de los conjuntos y de las propiedades de la inversa
de grupo. Por lo tanto, se debe centrar la atencién en comprobar
que las inclusiones son estrictas. Para ello, se presentan los siguientes
contraejemplos.

Primero, se comprueba que PPG C PPGP. Por ejemplo, la matriz

no negativa
110

A=1010
0 00
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satisface que

1 -1 0 100
A =0 10|20 v AA*=|0 1 0] >0,
0 00 00 0

es decir, A € PPGP pero A ¢ PPS.
Luego, se prueba que PPGP C PGP y PPG C PG. Por ejemplo, la

matriz

1 -1 0
A=10 10
1 00
no es no negativa y cumple que
110 100
AF =101 0|>0 v AA*=]01 0| >0,
1 20 110

luego A € PGP pero A ¢ PPGP y A € PG pero A ¢ PPS.
Con esto, los apartados (b) y (c¢) quedan demostrados y se finaliza

la demostracion. [ |

Ahora se estudiardn con mas detalle los conjuntos definidos an-
teriormente. Se supondra que todas las matrices involucradas tienen
inversa de grupo. Se comienza con un resultado dado parcialmente en

[20]. Aqui se incluye ademads la implicacién reciproca.

Lema 2.2 Sea A € R™" una matriz con rg(A) = r > 0. Luego

A € PJ si y solo si existe una matriz de permutacion P € R™"™ tal
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que
XY XYM O
A=P| O O o | P (2.1)
NXY NXYM O
donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices ar-
bitrarias no negativas de tamanos apropiados y X = diag(x1,...,x,),
Y = diag(y{,...,yl) siendo x; e y; vectores columnas positivos con

i,je{l,...,r} tales que Y X =1.

Demostracion. Si A € PJ entonces la prueba de que A tiene la forma
indicada en el enunciado estd dada en la demostracion del Lema 2.1
de [20]. Reciprocamente, puesto que P, M, N, X y Y son matrices no
negativas, de (2.1) se tiene que A > O. También de (2.1) y haciendo

una multiplicacién en bloques se tiene A2 = A. En efecto,

XYy XYM O XYy XYM O
A = P O O O O O o | P*
| NXY NXYM O NXY NXYM O

XYXY XYXYM O
= P O O o | PT
| NXYXY NXYXYM O

XY XYM O
= P O O o | P*
| NXY NXYM O

= A

Por lo tanto, el lema ha sido probado. [

Un caso particular importante se presenta en el siguiente corolario.
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Corolario 2.1 Sea A € R™*" una matriz con rg(A) = r > 0. Enton-
ces A € PGP si y solo si existe una matriz de permutacion P € R™ "

tal que
XY XYM O

AA* =P | O o o|pr" (2.2)

NXY NXYM O
donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices ar-
bitrarias no negativas de tamanos apropiados y X = diag(zy,...,x,),

Y = diag(yf,...,yl) siendo x; e y; vectores columnas positivos con

i,je{l,...,r} tales que Y X =1.

Demostracién. La inversa de grupo A# de una matriz A satisface
que
(AA#)? = AATAAT = AAY,

esto es, AA¥ es una matriz idempotente. Luego, el resultado se ob-
tiene directamente aplicando el Lema 2.2 a la matriz AA* cuando se

asume que es no negativa, puesto que rg(AA#) = rg(A). [ |

Teniendo en cuenta que para una matriz dada A € R™ " se tiene
que AA* es idempotente, la no negatividad de AA* induce una fac-
torizacion de dicho producto. Esta factorizacion permite establecer el

siguiente resultado sobre la matriz A.

Teorema 2.1 Sea A € R™" una matriz conrg(A) =r > 0. Entonces

A € PGP si y solo si existe una matriz de permutacion P € R™ "™ tal
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que
XTY XTYM O
A=P O O o | P* (2.3)
NXTY NXTYM O
donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices arbi-
trarias no negativas de tamanos apropiados, T € R™" es una matriz
invertible y X = diag(x1,...,2,), Y =diag(y{,...,yl) siendo x; e y;
vectores columnas positivos con i,j € {1,...,r} tales que Y X = 1.

En este caso,

XT'Y  XT'YM O
A* =p O 0, o | P (2.4)
NXT-'Y NXT 'YM O

Demostracién. Se presentan dos demostraciones de este resultado
siendo comun a las dos la primera parte de ambas. En efecto, del

Corolario 2.1 se puede escribir AA# de la siguiente forma

XY XYM O
AA* =P | O o o |P" (2.5)
NXY NXYM O
siendo P, M, N, X e Y como antes. Ahora se particiona la matriz A

en una matriz por bloques de tamafios adecuados como en (2.5) de la

siguiente manera

Ay Ay Ag
A - P A4 A5 AG PT- (26)
A, Ag Ao
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Aplicando la propiedad (AA#)A = A y teniendo en cuenta la forma
de la matriz AA# y la particiéon de A se tiene

XY XYM O Ay Ay Ag Ay Ay Ag
@) O O A4 A5 AG = A4 A5 Aﬁ
NXY NXYM O A; Ag Ay A7 Ag Ay

con lo que, al realizar el producto por bloques se obtiene que las
matrices Ay, As, y Ag son matrices nulas, y que A; = XY A;, y
Aing = NA; para i = 1,2,3. Puesto que A¥A = AA#, la misma
propiedad A(A#A) = A permite escribir

Ay As As XY XYM O Ay As As
0] O O O O O | = O O (0]
NA; NAy; NAj NXY NXYM O NA; NAy; NA;

lo que conduce a A3 = 0, A; = A1 XY y Ay = A1 M. Luego, la matriz

A queda como

A, AM O
A=P| 0O o o |P,
NA, NAM O

donde A; = XY A, = A, XY.

Primera forma:

Ahora se deben analizar estas dos ultimas condiciones para de-
mostrar que A; = XTY con T una matriz invertible. Para ello se

particiona la matriz A; como

All Ce Alr
A= + - (2.7)
An ... A
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de acuerdo a la particién del producto XY. Sustituyendo (2.7) en
la condicién A; = XY A; y realizando el producto esta expresion se

reduce a

xz'yiTAij = Aij (2-8)

coni,j € {1,...,r}. Puesto que rg(A;) = r, para cadai € {1,...,r},
existe j € {1,...,r} tal que A;; # O. En este caso, rg(A4;;) = 1 porque

0 <rg(4;) = rg(xiyZTA,-j) <rg(x;) =1.

Asi, A = uijvg siendo w;; y v;; vectores no nulos. Entonces, la condi-
cién (2.8) se puede escribir como zy] ui;v); = ugv]; y postmultiplican-
do por v;; se tiene Ui = Q4T donde Q5 = yZTUZJ Luego, Az’j = xﬂjg
siendo ¥;; = a;;v;;. Nétese que si existe algin j € {1,...,r} tal que

Ai; = O entonces también se puede escribir A;; = .731173; siendo v;; = 0.

Entonces,
~T ~T
vy - 2103,
A= : : . (2.9)
~T ~T
TyUpy  ovv Ty,

Ademas, sustituyendo (2.9) en la igualdad A; = A; XY y realizando
los productos se obtiene que esta condicion es equivalente a xﬁ)gx]yf =
x;0,;. Puesto que g z; = 1, la dltima condicién lleva a ;; = fy;y; sien-

do fi; = vj;x;. Finalmente,

331511?41T ﬂflﬁlr?JTT
A = . . .

mrﬁrly{ s xrﬁrry?
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T Bin ... Pur le

Ly ﬁrl v ﬁrr y;

donde T' = [ Bij } y r =rg(A4;) = rg(XTY) < rg(T) < r porque
T e R™".
La implicacion reciproca es evidente.
Sequnda forma: Otra manera de demostrar que A; = XTY con
T una matriz invertible es considerar las condiciones A; = XY A; =
A1 XY para escribir
A =XTY

definiendo 7' = Y A; X. Se observa asi que rg(A;) = rg(A) = r. Asi,
r=rg(XTY) <rg(T)<r

porque T' € R™" y por tanto T es invertible.

La demostracion de la implicacién reciproca es evidente.

La comprobacion de que la inversa de grupo de A tiene la forma
especificada en (2.4) se obtiene de comprobar las tres propiedades de

su definicion y de utilizar su unicidad. Luego el teorema queda proba-

do. [ |

En [33], S.K. Jain y J. Tynan obtuvieron un resultado semejante
a este ultimo. En su resultado también se asumia como hipétesis que
la matriz A era no negativa. La importancia del Teorema 2.1 radica
en que la condicién A > O ha sido eliminada. Ademas, la forma de
la matriz A ha sido ligeramente simplificada respecto a la dada en el

Teorema 1 de [33].
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Observacién 2.1 Notese que en el teorema previo la matriz A tiene
proyector de grupo no negativo pero ella misma no necesita ser no ne-
gativa. En efecto, la condicion adicional A > O en el teorema previo
implica que la matriz T en (2.3) debe ser no negativa, y reciprocamen-

te.

En el siguiente resultado se agrega la no negatividad de la matriz
A lo que permite comparar el Teorema 2.1 con el resultado dado por

S. Friedland y E. Virnik en [20].

Corolario 2.2 Sea A € R™"™ una matriz con rg(A) =r > 0. Enton-
ces A € PPGP siy solo si existe una matriz de permutacion P € R™*"

tal que
XTY XTYM O

A=P O O o | P" (2.10)

NXTY NXTYM O
donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices no
negativas arbitrarias de tamanos adecuados, T € R™" es invertible y
no negativa y X = diag(zy,...,x,), Y = diag(yl,...,yl) siendo z; e

y; vectores columna positivos con i,j € {1,...,r} tales que YX = I.

Demostracién. Aplicando el Teorema 2.1 sélo es necesario mostrar
que T'> O. En efecto, de A > O y P > O se tiene que PTAP > O
y entonces, por (2.10), en particular se tiene XTY > O. Puesto que
X >0,Y >0 eYX = I, pre y postmultiplicando la igualdad
XTY > O por Y y por X, respectivamente, se obtiene T' > O. |

A continuacion se obtiene un nuevo resultado relativo a la no ne-

gatividad de A y a la no negatividad de A%, de forma independiente.
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Corolario 2.3 Sea A € R™*" una matriz con rg(A) = r > 0. Enton-
ces A € PPG si y solo si existe una matriz de permutacion P € R™*"

tal que
XTYy  XTYM O

A=P O O o | P* (2.11)
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices no
negativas arbitrarias de tamanos adecuados, T € R™" es una matriz
invertible no negativa con T-' > O y X = diag(xy,...,7,), ¥ =
diag(y{,...,yl) siendo z; e y; vectores columna positivos con i,j €

{1,...,r} tales que YX = 1I.

Demostracién. Por el Teorema 2.1, la matriz A tiene la forma reque-
rida (2.11) con 7' € R™" una matriz invertible. Teniendo en cuenta
las hipdtesis, la no negatividad de A es equivalente a la no negativi-
dad de T' como se ha probado en el Corolario 2.2. Andlogamente, de

(2.4) se obtiene la equivalencia entre la no negatividad de A# y 7-!. Bl

Se recuerda que una caracterizacion del conjunto PG fue dada
en [3].

Noétese que, en general, para una matriz no negativa A € R™" la
condiciéon A? = A implica que AA# > O. Sin embargo, la implicacién
reciproca no es siempre cierta como se puede comprobar mediante el

siguiente contraejemplo:

010
A=[1 00| >0
000
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satisface que AA# > O pero A% # A. Esto implica que el Corolario 2.2

es una version mas general del Lema 2.1 de [20].

2.3. Matrices {l/}-peridédicas de grupo

En [7], los autores estudiaron las matrices involutivas de grupo, es
decir matrices cuadradas que coinciden con su inversa de grupo. Este

concepto se puede generalizar de la siguiente manera.

Definicién 2.1 Sea A € R™™ una matriz de indice 1 yl € {2,3,...}.

Se dice que A es {l}-periddica de grupo si
A# = AL

Una caracterizacién inmediata para las matrices {l/}-periddicas de

grupo se presenta en el siguiente lema.

Lema 2.3 Sea A € R™" una matriz conind(A) =1yl € {2,3,...}.
Entonces A es {l}-periddica de grupo si y sélo si AT = A.

Demostracion.
Si A# = A=! entonces de la primera condicién de la definicién de
inversa de grupo se tiene que AA"'A = A, es decir que A"! = A.

Reciprocamente, sea At = A y sea X = A'"!. Entonces
(a) AXA = AAIA = AL = A
(b) XAX = ATTAAT = AHIAIR2 = JAF2 = AP = X

() AX = AA-T = Al = AF1A = XA
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De la unicidad de la matriz inversa de grupo se tiene que A% = X.

Ahora, el Teorema 2.1 se aplica para caracterizar la clase de ma-

trices {{}-periddicas de grupo.

Teorema 2.2 Sea A € R™"™ una matriz con rg(A) = r, ind(A) =1,
y At > O con A # O para algin 1 € {1,2,...}. Entonces A es
{l}-periddica de grupo si y sdlo si existe una matriz de permutacion

P e R™™ tal que

XTY XTYM O
A=P O O o | P* (2.12)
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son no negativas
de tamano apropiado, X = diag(xy,...,x,), Y = diag(y?,...,yl),
siendo x; e y; son vectores columna positivos con i,j € {1,...,r} tal

que yrz; =1, y T € R™" es una matriz invertible tal que T' = I.

Demostracién. Del Lema 2.3 se tiene que la condicién A7 = A
es equivalente a A* = A'"! lo cual implica que AA* = A > Oy
por hipétesis AA# = A £ O. Entonces, del Teorema 2.1, se tiene
que A y A¥ tienen la forma (2.3) y (2.4), respectivamente. Ademas,
usando estas expresiones, se puede ver que la condicién A7 = A1 es

equivalente a

XT7'y  XT7'YM O XT-Y  XTH'YM O
O O O | = O O O
NXT-'Y NXT7'YM O NXT-YY NXT'YM O
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Por lo tanto, se tiene que XT~'Y = XT*"'Y. Premultiplicando por Y’
y postmultiplicando por X esta tltima igualdad, y usando que Y X = I
se llega a T—! =T, es decir T = 1.

Reciprocamente, si A tiene la forma (2.3) con T invertible, es facil

ver que

XTHY XTHYM O
Al+1 —_ o) o) 10
NXTHY NXTHYM O

Teniendo en cuenta que 7% = [ resulta que 7'T! = T, por lo tanto,
Al = A Del Lema 2.3 resulta que A es una matriz {/}-periédica de

grupo. |

A partir de este resultado, también es posible conservar la forma
de A en el caso A > O, teniendo en cuenta que entonces la matriz T’

debe ser no negativa.

Corolario 2.4 Sea A € R™™ una matriz con rg(A) = r, ind(A) =1,
A>0 y A # O para algin | € {1,2,...}. Entonces la matriz A es

{l}-periddica de grupo si y sdlo si existe una matriz de permutacion

P e R™™ tal que

XTY XTYM O
A=P 0, O o | P" (2.13)
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices ar-
bitrarias no negativas de tamano adecuado, X = diag(xy,...,z,),

Y = diag(yi,...,yl) siendo x; e y; vectores columnas positivos con
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i,j€{l,...,r} tales que YX =1 y T € R"™" es una matriz (inverti-

ble) no negativa que satisface T = 1.

Demostracién. Aplicando el Teorema 2.2 sélo es necesario mostrar
que T > O. En efecto, de A > O y P > O se tiene que PTAP > O
y entonces, por (2.13), en particular se tiene XTY > O. Puesto que
X >0,Y >0 eYX = I, pre y postmultiplicando la igualdad
XTY > O por Y y por X, respectivamente, se obtiene T' > O.

|

2.4. Aplicaciones a la teoria de control

En esta seccién se presenta un método para analizar si un sistema
singular de control es no negativo utilizando informacion acerca de
propiedades sobre los bloques de las matrices coeficientes en lugar de
condiciones sobre las matrices completas. A diferencia de los resulta-
dos conocidos en que la hipdtesis de no negatividad de la matriz F
es requerida en esta seccion se presenta un resultado donde no es ne-
cesario que se cumpla esta condicién. De este modo, el analisis de no

negatividad realizado es aplicable a una clase mas general de sistemas.

2.4.1. Una primera aproximacion
A partir de ahora se considerara un sistema singular de control en
tiempo discreto (E, A, B, C') descrito por

Exz(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)

2.14
y(k) = Ca(k) .

36



Capitulo 2. Matrices de indice 1 y teoria de control

donde E;A € R™™ B € R™™ C e R x(k) € R (k) €
R™ e y(k) € RP*L. Se supondra que se satisface la condicién de
regularidad, es decir, existe un escalar « tal que det(aF + A) # 0.
En este caso, el sistema (2.14) se puede transformar en el sistema
equivalente

Ex(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)

~ 2.15
y(k) = Ca(k) 219

donde E = (aE + A)™'E, A = (aE+ A)™'A, B = (a/E+ A)"'By

C = C. Este nuevo sistema (2.15) satisface las condiciones

-~

(ii) Ker(@) N Ker(A) = {0}, con Ker(-) denotando el espacio nulo
de (-),

(i) A=1— k.

La condicién de regularidad asegura que el sistema (2.15) tiene

solucién y esté dada por y(k) = Cz(k) donde

k—1
v(k) = (EPAFEPE2(0)+ Y EP(EP A1 Bu(i)
e (2.16)
—(I — EPE)Y "(EAP) AP Bu(k + 1),
=0

con ¢ = ind(E) y 2(0) una condicién inicial admisible [35]. Como
se ha indicado en la introduccion el conjunto de condiciones iniciales
admisibles esta dado por Im [ EPE Hy ... Hy,, ], donde H; =
(I—EPE)(EAPY AP i=0,...,q—1eIm[] denota el espacio imagen
de [].
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A continuacion se obtiene una relacion entre el indice de las matri-

ces involucradas E v E. En general, ni ind(£) = 1 implica ind(E )=1

ni ind(£) = 1 implica ind(E) = 1. Por ejemplo, dadas las matrices

110 1 11
E=1010 y A=12 21
1 00 1 00

y tomando a = 0, se tiene que

100
E=@E+A)"E=| -2 0 0
2 10

~

con ind(E) = 2 mientras ind(E) = 1 # 2. Intercambiando los roles de
E y E se puede mostrar que ind(E) = 1 no implica que ind(E) = 1.
Sin embargo, se puede probar el siguiente resultado usando el Le-

ma 1.1.

Lema 2.4 Sea E € R™" una matriz con ind(E) =1, es decir,

c ol |
E=qQ Q
0 0

donde C' es una matriz invertible. Sea A € R™™ tal que existe (aFE +
A) para algin escalar oo y Q H(aE+A)™1Q es una matriz triangular

superior por bloques. Entonces ind((aFE + A)7'E) = 1.

Demostracién. Puesto que Q7 (aFE+A)~1Q es una matriz triangular

superior por bloques,

Ry Ry

QN (aE+A)7'Q =
O Rj
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Luego,
R, C O

(aE+A)'E=0Q
O O

Q.

La invertibilidad (aE + A)~! implica que Q' (aF + A)~'Q es inver-
tible. Asi, Ry es invertible y, por el Lema 1.1, ind((aE + A)™'E) =1
ya que C' es invertible. [ |

Un resultado similar se puede obtener intercambiando los roles de
Ey(aE+A)E.

Como se ha indicado en la introduccién un sistema (E, A, B, C) es
no negativo si, para cada estado inicial admisible 2(0) > 0 y para cual-
quier sucesién de controles no negativa u(i),i = 0,1, ..., k—1+ind(FE),
los estados z(k) son no negativos y las salidas y(k) son no negativas,
Vk € Z". El siguiente resultado presenta condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre las matrices E, A, By C para que el sistema (E, A, B, C)

sea no negativo.

Teorema 2.3 Sea (E, A, B,C) un sistema singular en tiempo discre-
to tal que EPE > O, EA = AE y Ker(E)NKer(A) = {0}. El sistema
(E, A, B,C) es no negativo si y solo si se cumplen las siguientes con-

diciones:

(a) EPA> O,
(b) EPB > O,
(c) CEPE > O,

(d) —(I — EEP)(EAPYAPB >0, y
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(e) —C(I — EEP)(EAP)'APB > O.
para cada it =0,1,... ind(F) — 1.

Demostracién. A partir de la Proposicion 1.1, es claro que la no
negatividad del sistema (F, A, B) implica (a), (b) y (d).

Puesto que EPE > 0y para cada j = 1,...,n, los vectores x(0) =
EPEe; > 0 son condiciones iniciales admisibles (donde e; representa
el vector candnico con un 1 en la posicién de la j-ésima componente y

ceros en las demés posiciones). Entonces, y(0) = CEPEe; > 0, para

cada j = 1,...,n y para cada sucesién de control no negativa u(i).
Por lo tanto, CEPE = CEPE [ e ey ... e, } y entonces
CEDE61 CEDEGQ . OEDEen :| 2 O,

asi se cumple (c).
Para cada j = 1,...,n, si se elige z(0) = 0, u(k +h) = e; y
w(i)=0,1€{0,1,...,k— 14+ ind(E)} — {k + h}, se tiene que

y(k) = Cax(k) = —C(I — EEP)(EAPY"AP Be; > 0,

entonces —C'(I—EEP)(EAP)"APB > O paratodoh = 0,1,...ind(E)—
1 y, por tanto, se cumple (e).

Reciprocamente, a partir de EPA = AEP y EPEEP = EP | es
facil comprobar que (a), (b), (¢), (d) y (e) implican que z(k) > 0 e
y(k) > 0 paracadau(i) > 0,7 =1,...,k—1+ind(F) y cada condicién

inicial admisible x(0). |

Se observa que en el resultado anterior se utilizan las matrices

coeficientes (completas) para dar la caracterizacion.
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2.4.2. Caracterizacion de sistemas singulares no

negativos de indice 1

De ahora en adelante se considerara el sistema singular de control
(2.15) en el cual E es una matriz con fndice igual a 1 y con proyector
de grupo E*E > O. Entonces, se puede aplicar el Teorema 2.1 para
escribir la matriz E en la forma (2.3). Por tanto, se utilizard la matriz
ortogonal P que aparece en (2.3) para transformar el sistema (2.15) en
un sistema equivalente cuyas matrices tienen una forma simplificada
de la manera siguiente. Haciendo el cambio z(k) = Px(k), el sistema

(2.15) se transforma en el sistema equivalente

Ez(k+1) = Az(k)+ Bu(k)

2.17
y(k) = Cz(k) =10

donde las matrices coeficientes son

XTY XTYM O
E = PEP! = O 10 o, (2.18)
NXTY NXTYM O

A = PAP'=]—aF
I—aXTY —aXTYM O

= @) I o |, (2.19)
—aNXTY —aNXTYM I

B=PB y C=CP. (2.20)
Un céleulo sencillo permite mostrar que ind(E) = 1 implica ind(E) =

o~ ~

1. En realidad, se cumple que ind(E) = 1 es equivalente a ind(E) = 1

puesto que E es una permutacion simétrica de E.
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Ademas, se cumple que el sistema (E, E, E, 6) > O si y sélo si el
sistema (E , Z, B ) C ) > O porque claramente se cumplen las siguientes

equivalencias:
E*E >0 E*E >0
(E*A)* >0
(E*A)'E*E > O

(E*AY >0
(E*AE*E > O
E*B >0 E*B >0
—(I — EE*)APB > 0O —(I—EE#*)APB >0
CE*E >0 CE*E >0

—C(I — EE*)APB > 0O

(T

—~C(I — EE#)APB > O

puesto que (PAP~1)P = PAPp-1,

Ahora se centrara el interés en encontar condiciones sobre las ma-
trices E, Z, B y C tales que garanticen las propiedades de no ne-
gatividad siguientes: E*A > 0, (E#g)kE#E > O, E*B > O,
(- EE"APE > 0, CF#E > 0y —C( — EE#HAPE > O,
bajo las suposiciones ind(E) =1, E*E > O, y A=TI-aF.

En primer lugar se estudia el caso C =1 , es decir, cuando el
vector de salidas es igual al vector de estados. El resultado se presenta
en el siguiente lema, el cual es un resultado técnico previo al resultado
principal de esta seccion.

Para ello, se particionaran las matrices B y C dadas en (2.20) de

la siguiente manera:

B=PB=| B, |, (2.21)
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~ -~

C=CP'=|0C, Cy C5|. (2.22)

teniendo en cuenta los tamanos de las matrices X e Y de (2.18).

Lema 2.5 Sea (E,g, E) un sistema singular donde E,A € R™™,
B € R™™ son matrices tales que ind(E) = 1, rg(E) = r > 0, EE# >
O, A=1- ozE, para algiun escalar o y B se particiona como en
(2.21). Entonces (E, A, B) es no negativo si y sélo si se cumplen las

siguientes condiciones

(a) T™' —al > O,

(b) T-'Y(By + MBsy) > O,

(¢) =B> > 0O,

(d) (XY —I)(HPB; + SBy)+ XYMB,y > O,

(e) NXY(HPB, +SBy+ MBy) —UB; —VBy — By > O,

donde X, Y, M, N y T son las matrices definidas en (2.18), H =
[ —aXTY,

-1
S=(I—-HHP) [Z H"J] — HPJ, (2.23)
=0
-1
U=—aNXTY (Z H)(I — HHP) — HD> : (2.24)
7=0
-1
V =aNXTY ( HI(HS +J)+ S) (2.25)
7=0

yJ=—aXTYM.
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Demostracion. Suponiendo que E*E > 0O, a partir del Teorema
2.3, el sistema (E, A, B) es no negativo si y solo si (E#A)F > O,
(E#AVZE#*E >0, E*B >0y —(I — EE#)APB > O.
A partir de las expresiones de las matrices E y A dadas en (2.18)
y (2.19), denotando T = T~! — al, se tiene que
E*A = E* —aoE*E
XJTY XTJYM O
= O O O
NXTY NXTYM O
Por induccién se tiene
(XTY)r  (XTIY)*M O
(E*A) = 0 o) ) (2.26)
N(XTY)* N(XTY)*M O
para cada entero positivo k. Dado que Y X = I, se sigue que (XTY)* =

XT*Y y entonces se cumple la no negatividad de (E# A)* si y sélo si

se satisfacen las siguientes condiciones:
(i) XT*Y > 0O,
(i) XT*Y M > O,
(iii) NXT*Y > O,y
(iv) NXT*Y M > O,

las cuales se pueden reducir a la tinica condicién XT*Y > O, porque
M y N son matrices no negativas. Ahora, ya que X > O, Y > O e
Y X = I, se tiene que XT*Y > O es equivalente a 7% = (T~1 —al)k >

O, para todo entero positivo k, y en particular para k = 1.
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A continuacién se analiza el producto (E#A)*(E#E). A partir de

las expresiones (2.18) y (2.26), se llega a

XTtY  XT*YM O
(E#A}E*E = 0) 0) 0)
NXTFYY NXTEYM O
Asi, andlogamente, (E#¥A*E#E > O si y sélosi T~ — al > O.
La siguiente propiedad a analizar es la no negatividad de £# B. De

nuevo, partiendo B como en (2.21), se consigue

XT7YYB, + XT'YMB,
O
NXT'YB, + NXT'YMB,
O

Por tanto, E#B > O si y s6lo si XTYY (B + M By) > O (puesto que

E*B =

N > O). Premultiplicando esta tltima desigualdad por Y y usando
que Y X =1 y que X e Y son matrices no negativas, se consigue que
E#B > O siy solosi T7'Y (By + MBy) > O.

Finalmente, se estudia el producto (I — EE#)AP B. Para ello, se
debe calcular AP. Utilizando la notacién H = I — aXTY y J =
—aXTY M, se tiene que

H J o
N Flo
A= 0 I o] = , (2.27)
Gl
—aNXTY NJ‘I

donde F' y G tienen tamanos adecuados. Aplicando el Teorema 1.2 se

obtiene que
~ FP O
A

~ )

G I
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donde

-1

Z GF'

1=0

G = (I - FFP) - GFP (2.28)

siendo [ el indice de F'.

Notese que g, F y H tienen el mismo indice. En efecto, de (2.27)
es facil ver que rg(g’“) = rg(F¥) +rg(l) y rg(g’“_l) = rg(FF1) +
rg(I). Asi, rg(AF) — rg(AF~1) = rg(F*) —rg(F*1), lo cual implica que
ind(A) = ind(F). Analogamente, se llega a que rg(F*) = rg(H*) +
rg(I), para todo entero no negativo k, luego ind(F') = ind(H). Esto
muestra que la informacion relevante de A se concentra en su bloque

(1,1), es decir en la matriz F'.

A partir del Teorema 1.1 se tiene que la inversa de Drazin de F' es

o _ HP S
o I
siendo
-1
S=(I-HHP) [Z H"J] — HPJ. (2.29)
=0

Con respecto a la matriz G que aparece en (2.28) se tiene que

i—1
: H' HJ

O I

Y

y por tanto

H’ pHP1J

-1 -1

d Fi=TI+ 4

1

p

:<z—1>1
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entonces

~ u v
G = ,
O O

donde U y V se han definido en (2.24) y (2.25), respectivamente.

Por lo tanto, la inversa de Drazin de A es

HP S O
A= 0 1 O0]. (2.30)
v Vv I

Es posible notar que las matrices A y AP tienen la misma estructura
de bloques.
Luego, calculando el producto (I — E#E)AP B resulta

(I-XY)B—XYMB,
BZ ) (231)
—NXYB—-NXYMBy;+UBy+VBy+ Bs

donde B = HPBy + SB,. Asi, —(I — E¥E)APB > O si y sélo si
los tres bloques de la matriz son no negativos, es decir, —By > O,
(XY — I)(HPB;, + SBy) + XYMB, > O y NXY(HPB, + SBy +
MB;y) —UBy — V By — B3 > O. Esto termina la demostracion. [ |

Observacion 2.2 De la demostracion del lema anterior es posible
observar que una condicién necesaria para obtener E¥B > O es que

Y(B) + MBy) > O puesto que TT* =1y T > O.

Observacién 2.3 Notese también que si se agrega la condicion E >
O como hipotesis adicional en el lema anterior se obtiene la misma

conclusion que agregando la condicion T' > O.
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Esta seccion finaliza analizando la no negatividad de un sistema

general (E, Z, E,é)

Teorema 2.4 Sea (E, Z, E, 5’) un sistema singular con E, Ae R™*™
B e R™™ C e RP*™ matrices tales que ind(E) = 1, rg(E) = r > 0,
EE#* > 0, A=1- ocE, para algun escalar o, y B Y C' estdin particio-
nadas como en (2.21) y (2.22), respectivamente. Entonces (E, A, B, C)

es no negativo si y solo si se cumplen las siqguientes condiciones:
(a) T7' —al >0,

(b) T'Y (B, + MBy) > O,

(c) =By > O,

(d) (XY —I)(HPBy + SBy) + XYMB,y > O,

(e) NXY(HPB, +SBy+ MB,) —UB; — VBy — B3 > O,

(f) (Ci+C3N)X > O,

(g) Cl[(XY_I>(HDBl+SB2)+XYMB2]_CQBQ+03[NXY(HDBl+
SBy+ MB,) —UBy — VBy — Bs] > O,

donde X, Y, M, N y T son las matrices definidas en (2.18), H =
I —aXTY, S, U yV son dadas en (2.23), (2.24) y (2.25), respecti-

vamente.

Demostracion. Dado que EE#* > O, se puede aplicar el Teorema
2.3 teniendo que el sistema (E',/Nl, E,é) es no negativo si y sélo si
(E#AY > O, (E*AE*E > O, E*B > O, —(I — EE#)APB > O,
CE#E> 0y —C(1 - F*B)APB > 0.
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Una aplicacion inmediata del Lema 2.5 muestra que las cuatro
primeras desigualdades lleva directamente a las condiciones (a)-(d)
del enunciado.

Ahora se debe analizar la condicién CE#E > O. En efecto, parti-

cionando la matriz C' como en (2.22), se tiene
CE*E = | (C, + CsN)XY (Cy +CsN)XYM O |

Luego, la equivalencia entre CE*E > O y las dos condiciones (C} +
CsN)XY > Oy (C; +C3N)XYM > O es clara. Puesto que M > O,
X >0,Y >0 eYX =1, las dos condiciones se pueden reducir a
(C1+C3N)X > 0.

La tltima condicién a ser estudiada es —C(I — E#E)EDE > 0.
El analisis de la no negatividad del producto de las matrices C y
(I — E#E)AP B, dadas por las expresiones (2.22) y (2.31) repectiva-
mente, permite mostrar claramente la condicién (g). Esto termina la

demostracién. [}

El teorema anterior mejora el resultado obtenido en el Teorema
2.9 de [22] en el sentido que el nuevo resultado no requiere la hipdtesis
E> 0.

A continuacién se presenta un ejemplo que ilustra el Teorema 2.4.

Ejemplo 2.1 Sea (E, A, B,C) el sistema singular dado por las ma-

trices
0 3 3 1 2 3
E=10 4 4 1, A= 0 4 71,
0 —4 —4 -1 -3 -9

49



Capitulo 2. Matrices de indice 1 y teoria de control

B = 0 y C= Ol 02 Cg

A

Este sistema es equivalente al sistema (E, A, B, C’), donde

R atl  atl R atl  atl
E=10 o aa |0 A=|0 a3 a5 |
0 O 0 0 O 1
-1
B=1| o0 y (C=¢C,
0

con a # —1. Ahora, la matriz E tiene indice 1 y E#* = (a4 1)2E.
Asi, EE# > O y E se puede escribir en la forma (2.3) siendo

010
P=1001],
1 00
X=Y=M=N=1yT = %H Luego, se obtiene el sistema
equivalente (E’, A, B, C~’) donde
E = 0 0o 0], A= 0 1 01,
0
B= 0 y C = Cy, C3
-1
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Entonces el Teorema 2.4 asegqura que el sistema es no negativo cuando
a#-1,C,>0yC+Cy > 0.

Por otro lado, la expresion (2.16) asegura que el vector de estados
esta dado por

k—1

a(k) = (E*AE#Ex(0)+ ) E*(E#*A)F " Bu(i)
=0
—(I — E*E)AP Bu(k)
011 1
= |01 1 |z(0)+ |0 |uk)
0 00 0

y el vector de salidas es
y(k) =0 CitCy O+ Gy | w(0)+ Cruth),

lo cual, claramente, muestra que las condiciones encontradas en el

Teorema 2.4 son las requeridas para la no negatividad del sistema.

A continuacién se presenta otro ejemplo.

Ejemplo 2.2 Sea (E, A, B,C) el sistema singular dado por las ma-

trices
b i 1= =3 0
E=100 0], A=1—-aF = 0 1 01,
1o -5 -3 1
by
B = 0 y C= Cy Oy 03];
bs

51



Capitulo 2. Matrices de indice 1 y teoria de control

con o < 2, los escalares by y bs satisfaciendo by > 0, by < by, y los
vectores C y C3 satisfaciendo C3 > O y Cy; 4+ C3 > O. Entonces, el
Teorema 2.4 asequra que el sistema es no negativo.

Se puede ver que efectivamente se cumple que el sistema es no

negativo a partir de la expresion (2.16). En este caso el vector de

estados estd dado por

e
—

(k) = (ETAFEFE2(0)+) E?(E*A)*1Bu(i) —

N

Il
=)

2

—(I — E*E)AP Bu(k)
110 - 1
= 2-af|0 0 0 |z0)+20) 2-a) | 0| ui)-
110 =0 1
0
- 0 u(k)
b3 — b1

y el vector de salidas es

y(k) = Cux(k)
k,
+2b1 > (2 = a)* 7N (Cy + Ca)uli) — Cs(bs — by )u(k).
1=0
SehaidentiﬁcadoP:LT:%yX:Y:M:Nzl

como en el Teorema 2.1. La Figura 2.1 muestra la no negatividad de

2-a)| Ci+C G0y 0 a(0)

—

la sucesion de salidas y(k) para diferentes valores del parametro o y

diferentes condiciones iniciales x(0). En ambos casos, se ha elegido
t

B = [2 0 1],0: [1 0 1} y la sucesion de control u(i) =i

parai=1,... k.
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+ o=0 + o=0
* o=l * o=l
4500 6000
4000
5000
3500
3000 4000
—~ 2500 =
x = 3000
= 2000 + = N
1500 2000
1000 + N
1000
500 " N
N NS S | ob v s nw ke & % ¥ ¥ T
0o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 2.1: La figura de la izquierda representa las salidas y(k) para

z(0) = [0,0,0]" y la de la derecha las salidas y(k) para z(0) = [1, 0, 1]".

En este ejemplo se ha considerado @ < 2 obteniendo una matriz A
invertible. Entonces, la no negatividad de sistema se ha comprobado
utilizando el Teorema 2.4. De forma semejante, es posible comprobar
la no negativiadad del sistema usando el Teorema 2.3 con calculos
similares. Sin embargo, si se considera el ejemplo con a@ = 2 entonces
es mas facil aplicar el Teorema 2.4 que el Teorema 2.3, debido a que
en el ultimo se tiene que calcular una inversa de Drazin puesto que
la matriz A no es invertible mientras que en el primero no hace falta
realizar su calculo.

El siguiente corolario presenta una situacion particular importante

del Teorema 2.4.

Corolario 2.5 Sea (E, A, E,é) un sistema singular con E,AeRv™,
B € R C € RP™ matrices tales que E > 0, ind(E) =1,

rg(E) =r > 0, EE#* > 0, A =1 — aE’, para algiun escalar o vy
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B y C se particionan como en (2.21) y (2.22), respectivamente. En-
tonces (E, Av, é, 5) es no negativo si y solo si se cumplen las siguientes

condiciones:

(a) T > O,

(b)) T=' —al > 0O,

(¢c) T-'Y(By + MBsy) > O,

(d) =By > O,

(e) (XY —I)(HPBy + SBy) + XYMB, > O,

(f) NXY(HPB; + SBy+ MBy) —UB; — VBy — By > O,
(9) (C1+ CsN)X >0,

(h) C1[(XY —I)(HP By4SBy)+XY M By)—CyBy+C5[NXY (HP B, +
SBy+ MBy) —UB, —V By — B3] > O,

donde X, Y, M, N y T son las matrices definidas en (2.3), H =
I—aXTY,y S, UyV estin dadas en (2.23), (2.24) y (2.25), respec-

tiwamente.

2.4.3. Estudio de la no negatividad via realimen-

taciones

Como se ha presentado en el Capitulo 1, si un sistema no satisface
la condicién de regularidad entonces no se puede garantizar la exis-
tencia de solucion del mismo. En este caso la consideracién de reali-

mentaciones de estado, es decir, la utilizacién de controles de la forma
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u(k) = Fz(k), con F una matriz de tamano n X m, permite construir
un nuevo sistema que satisfaga dicha condicién de regularidad ademas
de otras propiedades.

En esta seccién se analiza un sistema (E, A, B, C') con el objetivo
de encontrar una realimentacién de estados de tal modo que el siste-
ma realimentado cumpla la condicion de regularidad. De este modo,
una vez garantizada la existencia de solucién del nuevo sistema, se
podra estudiar la no negatividad del mismo.

Por tanto, se partira del sistema (E, A, B, C) dado en (2.14) en el
cual la matriz F tiene indice 1 y su proyector de grupo es no negativo.
Bajo estas condiciones, el Teorema 2.1 asegura que la matriz F tiene
la forma dada en (2.3). Entonces, haciendo el cambio z(k) = Px(k),
siendo P la matriz ortogonal que aparece en (2.3), el sistema (2.14) se
transforma en el sistema equivalente (E , E, B , 5), donde las matrices

coeficientes son
E=PEP', A=PAP', B=PB, C=CP". (2.32)

Claramente, algunas propiedades de E son heredadas por la matriz E,
por ejemplo, E tiene fndice 1 y su proyector de grupo es no negativo.

Sobre este ultimo sistema se realizara una realimentacién de esta-
dos del tipo u(k) = Fz(k) de modo que el sistema en lazo cerrado

(E, A+ BF, 5), cuya forma es

Ex(k+1) = (A4 BF)x(k)

= , 2.33
y(k) = Cu(k) 25

cumpla la condicién de regularidad y sea no negativo.
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Con el objetivo de encontrar una matriz adecuada F', ésta se ele-
gird de manera que
A+BF =1—-pBE (2.34)
para garantizar que el sistema en lazo cerrado cumple la condicion de
regularidad. Esta ecuacién matricial BF =1-— BE' — A tiene solucién
si y sélo si éé‘([ — ﬁE — E) =] —BE— A [1], es decir, si y sélo si
(I —BB™)(I - BE—A)=0.

Cuando esta ultima condicién se satisface entonces la forma general

de la matriz F' viene dada por
F=B(I-BE—A+(—-B BW, (2.35)

siendo W una matriz arbitraria de tamano adecuado.
Ademas, para asegurar la no negatividad de este sistema se deben

analizar las condiciones:

(a) EE* > O,

(b) E#(A+ BF) > O,

(c) CEE#* > O.

La primera de estas tres condiciones se verifica por hipétesis, con lo
que soélo es necesario analizar las otras dos.

En primer lugar se estudia la condicién (b). Para ello, teniendo
en cuenta la forma (2.3) de E, la definicién de E dada en (2.32) y la
condicién (2.34), se tiene que

XT7YYy XT7'YM O
NXT-'YY NXT-'YM O
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con lo que la condicién resulta
X(T'-p80Y X(T'-p0HYM O
0 1 o | =>0. (2.36)
NX(T7' - pIY NX(T7'-pNHYM I
donde se ha tenido en cuenta que Y X = I. Esta desigualdad implica
que el bloque (1,1) es no negativo, es decir que X(T~! — BI)Y > O.
Puesto que X e Y son no negativas y también Y X = I se tiene que
T—1—BI > O. Se puede notar que es el tinico bloque que aporta infor-
macién sobre la no negatividad al ser M y N matrices no negativas.
La siguiente condiciéon que se debe analizar para asegurar la no
negatividad del sistema es CEE# > O, lo que implica
XY XYM O
c| o 0O o0|=0.
NXY NXYM O

Particionando en bloques la matriz C de acuerdo con los tamafios de

los bloques de la matriz E como en (2.22) se tiene que

XY XYM O
o, O, 03] 0 o o]|>o0
NXY NXYM O

De nuevo el bloque (1, 1) es el que contiene la informacién necesaria
para asegurar la no negatividad de toda la matriz. Esta condicion se
transforma en (C7 + C3N)X > O teniendo en cuenta que X > Oy
que Y X =1.

Hasta este momento se han encontrado las condiciones necesarias y
suficientes para que el sistema en lazo cerrado (E A+ BF, 5) cumpla

la condicién de regularidad y sea no negativo.
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Por ultimo, se presenta la solucion explicita de dicho sistema mos-
trando ademas que efectivamente es no negativa bajo las condiciones
encontradas. Como E tiene fndice 1, la inversa de Drazin se redu-
ce a la inversa de grupo, y la solucién del sistema realimentado es

y(k) = Cz(k) donde z(k) queda de la siguiente manera [35]:
2(k) = (E*(I — BE))*E#* E=(0)

siendo z(0) € Im [ E#*E (I — E*E)(I — BE)P ] donde (I — BE)P
representa la inversa de Drazin de la matriz [ — SE [1]. Este dltimo
conjunto es el subespacio de las condiciones iniciales admisibles del
sistema. Ahora, reescribiendo z(k) mediante propiedades de la inversa

de grupo se tiene

2(k) = (- BE)E#)"2(0)
X(T='—pDky  X(T7'-BD*YM O
= O O O | 2(0).
NX(T-'-B8D*Y NX(T!'-pBDH*YM O
De esta expresién se observa que los estados z(k) son no negativos
cuando T~' — BT > O y 2(0) > 0.
Por tanto, la salida del sistema viene dada por:
X(T='—pDky  X(Tr—-8DfYM O
y(k) = C O @) O | 2(0)
NX(T7' - BDH*YY NX(T7'—-pIH*YYM O
= (C+CNX(T = BDY [ T M 0 | 2(0)

donde se ve claramente que si (C; + C3N)X > Oy T — I > O

entonces y(k) > 0 para una condicién inicial admisible no negativa.
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Todo este razonamiento se presenta resumido en un algoritmo que
analiza la existencia de una realimentacion y su construcciéon para un

sistema singular de control cuya matriz E tiene indice 1 y satisface
EE#* > O.
Algoritmo.

Entrada: Sistema singular (E, A, B, C) tal que EE# > O.

Salidas: La matriz F tal que el sistema en lazo cerrado
(E,A+ BF,C) es no negativo (y satisface la condicién de

regularidad) y la solucién de dicho sistema.

Paso 1: Transformar el sistema original (E, A, B, C') en el sis-

tema equivalente (E, A, B, C) dado en (2.32).

Paso 2: Si (C; + C3N)X < O entonces ‘No existe una matriz
F para que el sistema en lazo cerrado sea no negativo’.

Ir al Fin.

Paso 3: Elegir un escalar § tal que T-!— 31 > O y una matriz

{1}-inversa generalizada B~

Paso 4: Si (I — BB™)(I — BE — A) # O entonces volver al

Paso 3 o ir al Fin.

Paso 5: Construir la matriz F' como

F=B (I-BE—A)+(I—-B BW

con W una matriz arbitraria.

Paso 6: Por tanto ‘El sistema en lazo cerrado es no negativo y

satisface la condicién de regularidad’. Las salidas del
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sistema (E, A+ BF, 5) vienen dadas por
y(k) = (Cr+CsN)X (T =30 [ 1 0 0 | 2(0)
Fin

Si al elegir un escalar § y una matriz B~ en el Paso 3, la condicion
(I—BB~)(I—BE—A) = O no se cumple, se debe realizar una nueva
eleccién de ellos. Es posible fijar uno de ellos y cambiar el otro o bien
cambiar los dos simultdneamente. En cualquier caso, un criterio de
parada puede ser que este paso se realice un nimero finito de veces.

Por otro lado, la matriz W del paso 5 se puede elegir de manera
arbitraria lo que produce diferentes realimentaciones para el valor de
y la matriz B~ fijados. Si sélo se requiere calcular una realimentacién
basta tomar W = O, pero si se quieren hallar otras realimentaciones
puede hacerse variando esta matriz W.

Por tltimo, la condicién inicial z(0) que aparece en la solucién del
sistema realimentado en el Paso 6 debe elegirse de entre las condiciones

admisibles del sistema.
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CAPITULO 3

Matrices de indice k > 1 y aplicaciones a teoria de

control

3.1. Introduccion

En los ultimos anos, el interés por estudiar la no negatividad de los
sistemas lineales de control ha ido en aumento [22] debido a su apli-
cabilidad en diferentes campos de ingenieria, economia, etc. En todos
ellos surge la necesidad de obtener una respuesta del sistema que sea
no negativa. Por ejemplo, cuando representan poblaciones, probabi-
lidades, consumo de bienes, densidades de sustancias quimicas, etc.
Dado que la solucién de un sistema singular de control involucra la in-
versa de Drazin de la matriz singular de coeficientes, la no negatividad

de la solucion esta ligada con la propiedad de no negatividad de dicha
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inversa de Drazin entre otras. Asi, la caracterizacion de la solucién de
este tipo de sistemas se ha desarrollado utilizando la no negatividad
de la matriz de coeficientes. Recientemente, se han obtenido algunos
resultados que involucran la propiedad de no negatividad de la matriz
y de su proyector de grupo [27] como se ha presentado en el capitulo
anterior. En estos casos s6lo se han considerado matrices de indice 1.

En este capitulo se pretende generalizar los resultados obtenidos en
el capitulo anterior para matrices de indice mayor que 1 tanto en lo que
se refiere al estudio de la no negatividad de las matrices en si mismas,
como al estudio de la no negatividad de los sistemas singulares de
control.

La no negatividad de las inversas generalizadas para matrices de
indice k£ > 1 ha sido abordada en la literatura desde diferentes puntos
de vista. Por ejemplo, en [3], A. Berman y R. J. Plemmons dan una
caracterizacion de las matrices monotonas de Drazin. Estas matrices
son matrices cuadradas cuya inversa de Drazin es no negativa y su
caracterizacion involucra el octante positivo y el espacio nulo de la
k—ésima potencia de la matriz. Concretamente se tiene que si A €
R™ " es una matriz de indice k, N(A*) denota el espacio nulo de A*
v R(A*) su espacio imagen, entonces A es una matriz monétona de

Drazin si y sélo si se cumple que
Az € RT +N(4Y), € R(AF) — x> 0.

Asi mismo, Jain y Goel presentaron algunos resultados para de-
terminar cuando una matriz cuadrada no negativa admite una inversa
de Drazin no negativa [31] dando una forma general para este tipo de

matrices como suma de r matrices de indice 1 y una matriz nilpotente.
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El principal objetivo de este capitulo es dar caracterizaciones de
matrices cuadradas A que satisfagan diferentes condiciones de no ne-
gatividad. Con ello se pretende generalizar lo expuesto anteriormente
para matrices cuadradas de indice 1. Para ello se definen los conjuntos
correspondientes a matrices cuadradas de indice superior de manera
que con ellos se cubran todas las posibilidades en las que aparece la
inversa de Drazin. Estos conjuntos se definen a partir de las siguientes

desigualdades:
(1) AP >0,
(1) AAP > O,
() A>0y AP > O,
(1v) A> 0y AAP > O,
(v) AP >0y AAP > O.

En primer lugar se analizan estos conjuntos dando caracterizacio-
nes o condiciones necesarias para que una matriz cuadrada pertenezca
a dichos conjuntos. A continuacion se aborda el estudio de las matrices
{l}- periédicas de Drazin y por ultimo se aplican los resultados exis-
tentes sobre matrices al analisis de la no negatividad de los sistemas

singulares de control.

3.2. Matrices de indice k > 1

En esta seccion se introducen diferentes conjuntos que involucran
la inversa de Drazin de una matriz y se analizan las condiciones que

se deben verificar en cada uno de ellos.
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En primer lugar se tiene el conjunto de las matrices monétonas de

Drazin dado por
PD ={Ac R : AP > 0}

y agregando la no negatividad de la matriz A se obtienen las matrices

mondétonas de Drazin no negativas:
PPD ={Ac R : A>0, AP > O}.

Por otro lado, cuando se considera el proyector de Drazin de la matriz
A (es decir, el producto AAP), se puede definir el conjunto de las ma-

trices no negativas cuyo proyector de Drazin es también no negativo:
PPDP ={AcR™™: A>0, AAP > O},
o aquellas en las que sélo el proyector de Drazin es no negativo:
PDP = {A c R™™: AAP > O},

y también el conjunto de las matrices mondtonas de Drazin con pro-

yector de Drazin no negativo:
PDPDP = {Ac R : AP >0, AAP > O}

cuando se exige ademds la no negatividad de la inversa de Drazin de
la matriz A.

Cabe destacar que, en el caso de matrices de indice mayor que 1
donde intervienen las inversas de Drazin, no se puede establecer una
biyeccién similar a la definida para matrices de indice 1. Esto es debido

a que, en general, (AP)P # A. De ahi la necesidad de incluir este
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ultimo conjunto que, como se puede observar, no aparece en el estudio
realizado en el capitulo anterior para indice 1 gracias a la existencia
de dicha biyeccion para este tltimo tipo de matrices.

Sin embargo, se pueden establecer otras relaciones entre los con-

juntos anteriormente definidos.

Lema 3.1 Los conjuntos definidos anteriormente satisfacen las si-

guientes relaciones:
(a) PPD C PPDP C PDP.
(b) PPD = PPDPNPD C PD.

(c) PPD C PDPDP = PDP N PD.

En general, todas las inclusiones son estrictas.

Demostracion. Las inclusiones e igualdades especificadas son facil-
mente obtenidas a partir de las definiciones de los conjuntos y de las
propiedades de la inversa de Drazin. Por lo tanto, se debe centrar la
atencion en comprobar que las inclusiones son estrictas. Para ello, se
buscan matrices que sirvan de contraejemplos.

En primer lugar, la matriz A de indice 3 siguiente

(1 100 0]
0 1000
A=]0 00 11
0 0001
[0 000 0]
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no es no negativa y satisface que su inversa de Drazin y su proyector

de Drazin son ambos no negativos:

AP =

o O o O =

1
1
0
0
0

o O o O O

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

>0 y AAP =

1
0
0
0

0

o o O = O

o O o o O

0
0
0
0

0

0
0
0
0

0

por lo tanto se prueba que las inclusiones PPD C PD, PPDP C
PDP y PPD C PDPD?P son realmente estrictas. Con esto se han

demostrado los apartados (b), (c¢) y parte del apartado (a).

Para completar la demostracién del apartado (a) se debe estudiar

el caso PPD C PPDP. Esta inclusion es esctricta puesto que la matriz

S
I
o o o o =

1 000
1 000
0011
0001
100000

de indice 3 es no negativa y satisface que su proyector de Drazin es

también no negativo:

AP =

o O o O

—1

1
0
0
0

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

o O o O O

FO y AAP =

o o O

0
1
0
0
0

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

Sin embargo, como se puede ver, su inversa de Drazin no es no nega-

tiva. Con esto se termina la demostracion.
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Todas estas relaciones entre conjuntos, incluidas las especificadas
en el capitulo anterior para matrices de indice 1 y sus inversas de
grupo, se pueden resumir en la Figura 3.1. En dicho gréfico, las lineas
continuas ascendentes indican la inclusién estricta entre los conjuntos
conectados. Ademads, se han tenido también en cuenta las relaciones
de inclusiéon entre los conjuntos que involucran las inversas de grupo y
aquellos que involucran las inversas de Drazin ya que ambas inversas
coinciden cuando la matriz tiene indice 1.

As{ se tiene la inclusién estricta
{A e R A% >0, AA* > O} C PDPDP.

Esta inclusion permite establecer una relaciéon de inyeccion entre el
conjunto PPGP y el conjunto PDPDP, la cual se ha indicado con una
linea de puntos en la Figura 3.1. Esta inyeccion se define del mismo
modo en que se ha establecido la biyeccion ¢ introducida en el Capitulo
2.

A continuacién se estudian los conjuntos definidos anteriormente
con la intencion de obtener condiciones que los caractericen. Para ello
se utilizara una ligera modificacion del resultado dado en el Lema 1.2.

Si A € R™" es una matriz de indice k > 0 siempre se puede escribir

como [11]:
cC O .
A=S S™" =By + Ny, (3.1)
O N
donde se ha denotado
C O . O O .
By=5 S y Ny=S ST,
O O 0O N
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Figura 3.1: Relaciones de inclusion entre los diferentes conjuntos de

matrices.

siendo S y C' matrices no singulares y N; una matriz nilpotente de
indice de nilpotencia k. De esta manera, B4 es una matriz de indice
1y N4 es una matriz nilpotente con indice de nilpotencia k. Como se
ha indicado en la introduccion, esta descomposicién recibe el nombre
de descomposicion core-nilpotente de la matriz A.

En primer lugar cabe establecer el siguiente lema.

Lema 3.2 Sea A € R™" wuna matriz de indice k > 1. Entonces
AAP = O siy solo si A es la matriz nula o es una matriz nilpo-

tente de indice de nilpotencia k.

Demostracion.
Si AAP = O entonces premultiplicando ambos miembros de la

igualdad por AP y usando la definicién de inversa de Drazin se tiene
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que
AP = AP AAP = O.

Si A # O, y teniendo en cuenta la expresién (1.2) de la pagina 5, se
deduce que la matriz invertible C' no puede aparecer en la descompo-
sicén core-nilpotente de A. De este modo, debe ser A = PNP~! para
alguna matriz nilpotente de indice de nilpotencia k.

La implicacion reciproca se puede deducir de nuevo a partir de la

descomposicion core-nilpotente de la matriz A. |

Por tanto, en lo sucesivo se consideraran los casos restantes en los
que el proyector de Drazin de la matriz A no es la matriz nula.

El primer resultado que se presenta caracteriza el conjunto de ma-

trices PDP.

Teorema 3.1 Dada la matriz A € R"™", sea By € R"™" la matriz
de la descomposicion core-nilpotente (3.1) de A con rg(Ba) = r > 0.
Entonces A € PDP si y solo si exviste una matriz de permutacion

P e R™™ tal que la matriz B4 viene dada por

XTY XTYM O
Bs=P O O o | P’ (3.2)
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M y N son matrices no
negativas arbitrarias de tamanos apropiados, T € R™" es una matriz
invertible, y ademds X = diag(zy,...,z,) e Y = diag(y{,...,y7)
siendo x; e y; vectores columna positivos con i,j € {1,...,r} tales

que Y X = 1.
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En este caso,

XT7'y  XT7'YM O
AP =p O O o | P (3.3)
NXT-'Y NXT'YM O

Demostracién. De la descomposicién core-nilpotente (3.1) de la ma-

triz A se tiene que AP = B% y que
AAP = (B, + N,4)B% = B,B" + N,B* = B,B*

ya que N4B% = O. Puesto que se satisface que BABﬁ =AAP >0y
que rg(Ba) > 0, se puede aplicar el Teorema 2.1 el cual asegura que

la matriz By tiene la forma especificada en el enunciado. [ |

A continuacién se aborda el estudio del conjunto PDPDP.

Teorema 3.2 Dada la matriz A € R"™", sea By € R"™" la matriz
de la descomposicion core-nilpotente (3.1) de A con rg(Ba) = r > 0.
Entonces A € PDPDP si y solo si existe una matriz de permutacion

P € R™™ tal que la matriz B, viene dada por

XTY XTYM O
Ba=P O O o | P"
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M y N son matrices no
negativas arbitrarias de tamanos apropiados, T € R™" es una matriz
invertible con T~ > O, y ademds se tiene que X = diag(xy,...,,)
e Y = diag(y!,...,yl) siendo z; e y; vectores columna positivos con

i,7€{1,...,7r} tales que Y X = 1.
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Demostracién. Aplicando el Teorema 3.1 se obtiene que B, tiene la
forma requerida con 7' € R™™" una matriz invertible. Para asegurar
la no negatividad de la matriz 77! se tiene en cuenta que A” = ij
tiene la forma dada en (3.3). Luego, un simple célculo lleva a que la
no negatividad de 7! es debida a la no negatividad de la matriz A”.
La implicacion reciproca es evidente con lo que el teorema queda de-

mostrado. |

Los siguientes resultados surgen del estudio del resto de los con-

juntos definidos.

Teorema 3.3 Dada la matriz A € R™", sea B4 € R™™ la matriz de
la descomposicion core-nilpotente (3.1) de A con rg(By) =1 > 0. Si
A € PPDP entonces existe una matriz de permutacion P € R™" tal

que la matriz By tiene la forma

XTY XTYM O
Bs=P| O O o | PT
NXTY NXTYM O
donde los bloques diagonales son cuadrados, M y N son matrices no
negativas arbitrarias de tamanos apropiados, T € R™" es una matriz
invertible con T'> O, y ademds se tiene que X = diag(xy,...,z,) €
Y = diag(yy,...,yl) siendo x; e y; vectores columna positivos con

i,je{l,...,r} tales que YX =1.

Demostracién. Aplicando el Teorema 3.1 se tiene que B4 tiene la
forma especificada en el enunciado del teorema donde se cumple la
condicién que T' € R™" es una matriz invertible. La matriz B4 (co-

rrespondiente a la parte core) estd relacionada con la matriz AAP A.
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Para ver esta ultima afirmacién se usa la descomposicion core-
nilpotente de A, el hecho que NABj;E = BﬁNA = O (puesto que Bﬁ es
un polinomio en B4) y las propiedades de la inversa de grupo, llegando

a

AAPA = (Ba+ Na)B%(Ba+ Na)
= BuB%B,+ NuyB%Bj+ BAsB%¥N,+ NsB%N,
— B,

Entonces, puesto que A > O y AAP > O, se tiene que B4 > O y esto
implica que T' > O realizando un simple cédlculo. Con esto se completa

la demostracion. [ |

Como se puede ver este teorema presenta una condicién necesaria
para que una matriz A esté en el conjunto PPDP. Sin embargo no re-
presenta una condicion suficiente ya que, en general, el sentido inverso

no es valido. Prueba de ello es el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 La matriz

0
0
0
0

(11
0 1
00
|0 0

no es no negativa y su descomposicion core-nilpotente es A = Ba+ Ny
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donde
(110 0] (000 0]
01 00 0 00 0
By = >0 y  Na=
00 0O 00 0 -1
_0000_ _OOO O_

siendo N nilpotente, Ba de indice 1 escrita como (3.2) con

1 1
T = > 0O e invertible,
01

yM=N=0,X=Y=IyP=1.

No obstante, se puede establecer un resultado parcial en el sentido

reciproco.

Observaciéon 3.1 Siguiendo la misma notacion que en el Teorema 3.3,
se tiene que si A = By+ N4 con By de la forma (3.2) yT una matriz

invertible no negativa entonces AAP? > O y By > O.

En el siguiente teorema se establece una condicién necesaria para

el conjunto PPD.

Teorema 3.4 Dada la matriz A € R™", sea By € R™" la matriz que
aparece en la descomposicion core-nilpotente (3.1) de A con rg(Ba) =
r > 0.5 A& PPD entonces existe una matriz de permutacion P €

R"™ ™ tal que la matriz B se escribe de la forma

XTY XTYM O
By=P 0] O o | P’ (3.4)
NXTY NXTYM O
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donde los bloques diagonales son cuadrados, M y N son matrices
no negativas arbitrarias de tamanos apropiados, T € R™" es una
matriz invertible con T > O y T~ > O, X = diag(zy,...,2,) e
Y = diag(y{,...,yl) siendo x; e y; vectores columna positivos con

i,j€{l,...,r} tales que Y X =1.

Demostracion. Bajo las hipdtesis pedidas, el Teorema 3.2 asegura
que By tiene la forma requerida con T € R™ " una matriz inverti-
ble que satisface que T=' > O. Ademés, como por hipétesis A > Oy
AP > O se tiene la no negatividad del proyector de Drazin, AAP > O.
Por tanto se puede aplicar también el Teorema 3.3, el cual premite ase-

gurar que 7' > O. Con esto se completa la demostracion del teorema. ll

Como ocurria para el resultado anterior, el resultado reciproco del
Teorema 3.4 no se verifica en general. El siguiente ejemplo permite

comprobar esta afirmacion.

Ejemplo 3.2 La matriz de indice 2

(100 0
010 0
A—

000 —1
(000 0]

no es no negativa y su desomposicion core-nilpotente es A = Ba+ Ny

donde

1 000 000 O

01 00 000 O
By = >0 'y Na=

0 00O 0 00 —1

(000 0| 000 0]
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siendo N4 una matriz nilpotente, B4 una matriz de indice 1 escrita

como en (3.2) conT =1, M=N=0,X=Y=1yP=1.

De nuevo, el resultado reciproco se puede establecer solo parcial-

mente.

Observaciéon 3.2 Siguiendo la misma notacion que en el Teorema 3.4,
se tiene que st A = Ba+ Ny teniendo Ba la forma dada en (3.2) con
T y T~' matrices no negativas entonces A? > O y B, > O.

Para finalizar el estudio de los conjuntos definidos usando la inversa
de Drazin y el proyector de Drazin de una matriz A, se presenta una
observacion en la que se ha tenido en cuenta la no negatividad de la

matriz A.

Observacion 3.3 Siguiendo la misma notacion que en los teoremas
anteriores se obtienen las siquientes equivalencias cuando se asume la
no negatividad de la matriz A. Es decir, bajo la hipdtesis A > O se

tiene que:

(a) AAP > O siy sélo si By tiene la forma dada en (3.2) con T > O

e invertible.

(b) AP > O si y sdlo si Ba tiene la forma dada en (3.2) con T > O
yT=t>0.

3.3. Matrices {/}-periddicas de Drazin

En el capitulo anterior se introdujeron las matrices {/}-periédicas

de grupo como una generalizaciéon de las matrices involutivas de gru-
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po. Ademas, se caracterizaron haciendo uso de los resultados obtenidos
para caracterizar los diferentes conjuntos que involucran la inversa de
grupo y el proyector de grupo. Del mismo modo, en esta seccién se
introducen las matrices {{}-periédicas de Drazin para cualquier entero
[ > 1 y se caracterizan utilizando los resultados establecidos en la sec-
cién anterior y la descomposicién core-nilpotente (3.1) de una matriz
cuadrada A de indice k > 0.

En primer lugar se presenta la siguiente definicién.

Definicién 3.1 Sea A € R™" wuna matriz de indice k > 0 y sea

1 €{2,3,...}. Se dice que A es {l}-periodica de Drazin si
AP = AL

Esta definiciéon coincide con la Definicién 2.1 de la pagina 33 cuando el
indice de la matriz sea k = 1. Anadlogamente se puede establecer una

caracterizacién inmediata de las matrices {/}-periédicas de Drazin.

Lema 3.3 Sea A € R™"™ una matriz de indice k > 0 y sea | €

{2,3,...}. Entonces A es {l}-periddica de Drazin siy sdlo si se cumple

Al—l :A2l—1 yAk :Ak-i—l'

Demostracién. Si A” = A'~! entonces de la primera condicién de la
definicién de inversa de Drazin se tiene que A"t AA=! = A1 es decir
que A%=1 = A= Ademas, de la tercera condicién de la definicién se
tiene que AFTTAT = AF es decir que A¥ = A*.
eciprocamente, si A71 = A%~ = veamos que X =
R p te, Al A2-1 y Ak AkH, q X

A1 satisface las condiciones de la definicién de inversa de Drazin:
(a) XAX = AFTAARL = A2 = AT = X
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(b) AX = AAFL = Al = ATA = XA,
(C) AR Y = AR AT — AR — AR

Por tanto de la unicidad de la matriz inversa de Drazin se tiene que

AP = X = AL u

A continuacion se presenta un resultado previo a la caracterizacion

de las matrices {l}-periédicas de Drazin.

Lema 3.4 Dada la matriz A € R™", sea By € R™™" la matriz que
aparece en la descomposicion core-nilpotente (3.1) de A con rg(Ba) =
r>0yseal>1 tal que By > O. Si AP = A= entonces existe una

matriz de permutacion P € R™ "™ tal que

XTY XTYM O
Ba=P O O o | P*
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices no ne-
gativas arbitrarias de tamanos adecuados, T' € R™" es una matriz in-
vertible tal que T' = I y X = diag(zy,...,z,) e Y =diag(yl,...,yl)
siendo x; e y; vectores columna positivos con i,j € {1,...,r} tal que

YX=1.
Demostracién. La condicion A” = A=! implica que
BY = (Ba+ Na)™t =B+ N?

yva que ByNy = NyBs = O. Entonces, BABjZE = Bf4 > O , por lo
tanto se puede aplicar el Teorema 2.1 obteniendo que B, y BZL tienen

la forma dada en (2.3) y (2.4), respectivamente.
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Ademas, gracias a estas expresiones, la igualdad B ABff = B! se

puede escribir como

XY XYM O XT'Y  XT'YM O
O O O | = O O o |,
NXY NXYM O NXTY NXT'YM O

de lo que se sigue que XY = XT'Y. Premultiplicando por Y, post-
multiplicando por X y utilizando que Y X = I, se obtiene que T" = 1I.
|

Como se puede ver, este lema da solamente condiciones necesa-
rias para obtener A” = A~ En el siguiente resultado se presentan

condiciones necesarias y suficientes.

Teorema 3.5 Dada la matriz A € R"™", sea B4 € R™™" la matriz que
aparece en la descomposicion core-nilpotente (3.1) de A con rg(Ba) =

r>0yseal>1 tal que B}, > O. Entonces

A1 I>k+1
AL N <k +1

AP =

sty solo si existe una matriz de permutacion P € R™ "™ tal que

XTY XTYM O
Ba=P o) o) o | P" (3.5)
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices no
negativas arbitrarias de tamanos adecuados, T € R™" es una ma-

triz invertible tal que T' = I y ademds X = diag(z1,...,2,) e Y =

78



Capitulo 3. Matrices de indice k£ > 1 y teoria de control

diag(yl, ... ,yT) siendo x; e y; vectores columna positivos con i,j €

{1,...,r} tal que YX = 1.

Demostracion. La necesidad queda practicamente demostrada por
el Lemma 3.4, s6lo queda por probar que la condicién AP = A=! —
N'7! implica que By tiene la forma dada en (3.5) cuando [ < k + 1.
Claramente, A? = B% = (B, + N,)'"! — N™! = B! Entonces,
BaB* = B!, > O. Siguiendo un razonamiento similar al desarrollado
en el Lema 3.4 se obtiene que By tiene la forma dada en (3.5) con
T =1.

Reciprocamente, dado que AP = Bﬁ = Bf[l puesto que T! = I,
entonces
A Bt N AP > k+1

AP+ NV I <k +1

como se queria demostrar. [ |

El siguiente corolario prueba que el teorema anterior incluye tam-

bién el caso k = 1.

Corolario 3.1 Dada la matriz A € R™™ con rg(A) = r > 0 e
ind(A) = 1, sea | > 1 tal que A" > O. Entonces AT = A siy
solo si existe una matriz de permutacion P € R™™™ tal que
XTY XTYM O
A=P O O o | Pt (3.6)
NXTY NXTYM O
donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices no
negativas arbitrarias de tamanos adecuados, T € R™" es una ma-

triz invertible tal que T' = I y ademds X = diag(z1,...,2,) e Y =
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diag(yl, ... ,yT) siendo x; e y; vectores columna positivos con i,j €

{1,...,r} tal que YX = 1.

Demostraciéon. El caso [ > 1 es una consecuencia directa del Teore-
ma 3.5 puesto que A% = A'~! es equivalente a A = A y entonces
la descomposicién core-nilpotente resulta A = By para k = 1. El caso

[ =1 corresponde al Lema 2.2 (donde A> = Ay T =1). |

Ademas, si se agrega la no negatividad de la matriz A, se conserva
la forma de A teniendo en cuenta que en este caso la matriz T' debe

ser también no negativa. Es decir, para [ > 1 se tiene que:
A> 0y A" = A <= A tiene la forma (3.6) con T> O y T"' = 1.

Sin embargo, para indices mayores que 1, las relaciones cambian

ligeramente siendo las siguientes.

Observacién 3.4 Los casos correspondientes a AP? > O o A > O
pueden ser estudiados como en el Teorema 3.5 obteniendo los siguien-

tes resultados para [ > 1.

(a) AP >0y
At I >k+1
AT NEY T <k

AP =
si y sélo si By tiene la forma dada en (3.5) con T~ > O yT' = 1.
(h) SiA>0y

A1 [ >k+1
AT NP T < k41
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entonces By tiene la forma dada en (3.5) con T > O yT' =1
(ademds, T~ > O cuando 1 >k +1).

El ejemplo 3.2 puede ser utilizado para ver que el reciproco del apartado

(b) no es wvdlido en general.

3.4. Aplicaciones a teoria de control

En esta seccién se pretende analizar las condiciones que garantizan
que un sistema singular de control sea no negativo haciendo uso de los
resultados presentados anteriormente sobre matrices de indice mayor
que 1. Como en el capitulo anterior, el hecho de trabajar con matri-
ces por bloques permite en general el manejo de matrices de menor
tamano que las originales facilitando asi una mejor implementacion
computacional.

Como se ha introducido en el capitulo anterior, se considerara un
sistema singular de control en tiempo-discreto (E, A, B,C') descrito
por:

Exz(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Ca(k)
donde E, A € R™" B e R™™ (C € RP*", x(k) € R™!, u(k) € R™!

e y(k) € RP*1. Se supondra que se satisface la condicién de regularidad

(3.7)

y por lo tanto el sistema tendra solucién dada por y(k) = ax(k’) donde

los estados se escriben como:
k—1
v(k) = (EPAFEPE2(0)+ Y EP(EPA) ' Bu(i) -

=0

—

q—

—N"(I — EPE)(EAP) AP Bu(k + i)

s
Il
o
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~

siendo ¢ = ind(F) , z(0) una condicién inicial admisible y

(aE+ A)7tA

. (3.8)

A
C
matrices que satisfacen que Ker(E) N Ker(4) = {0}, A=1—aFEy
EA = AE.

Se recuerda que un sistema (E, A, B,C) es no negativo si, para
cada estado inicial admisible xz(0) > 0 y para cualquier sucesién de
control no negativa u(i), i = 0,1,...,k — 1+ ind(F), los estados x(k)
son no negativos y las salidas y(k) son no negativas, Vk € Z*. Esto se

traduce en que se deben satisfacer las siguiente condiciones:
(a) EPE >0

(b) EPA > 0O,

A~ A~

(c) EPB > O,

para cada i =0,1,...,ind(E) — 1.

El principal objetivo de esta secciéon es el andlisis de la no nega-
tividad del sistema singular de control (F, A, B,C') cuando la matriz
FE tiene indice mayor que 1 utilizando las descomposiones en bloques
de dicha matriz. Como una primera aproximacién se abordara dicho
estudio haciendo uso de la caracterizacion obtenida por Jain y Goel

[31] sobre matrices cuadradas no negativas con inversa de Drazin no
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negativa. Posteriormente se analizaran los casos en que la matriz sin-
gular de coeficientes del sistema pertenezca a alguno de los conjuntos
estudiados en la seccién anterior. Se utilizaran para ello los resulta-
dos y las descomposiciones en bloques obtenidas como mejora de los

resultados conocidos hasta el momento.

3.4.1. Una primera aproximacion

A continuacion, se obtiene una nueva caracterizacién de la no ne-
gatividad de un sistema singular de control en tiempo-discreto que
implica trabajar con matrices por bloques relacionadas con las ma-
trices coeficientes del sistema. Para ello, se presenta en primer lugar
la caracterizacién obtenida por Jain y Goel [31] de las matrices no

negativas que tienen inversa de Drazin no negativa.

Teorema 3.6 Sea A € R™" una matriz no negativa con ind(A) = k.
Entonces AP > O si y sdlo si existen matrices A;, i € {1,2,...,7} y

una matriz nilpotente N con ind(N) = k tales que
A=A+ +A+N
donde, para todo i € {1,...,r},
1. A; > 0,
2. AAIN=NA, =0,

3. AjA; = O, para todo j € {1,...,1} coni # j.
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4. para alguna matriz de permutacion P; y para matrices no nega-

tivas M;, N;

Gi G;M;
O O

O O

@)
@)

@)

S & O O

donde los bloques diagonales son cuadrados, con G; = X;T;Y;,

T; € R™" una matriz invertible, y ademds X; = diag(z}, ..., xT)

e V; = diag((y))T,..., (y")T), tales que x5,y > 0 son vectores

columna con s € {1,...;r} eV, X, =1.

Utilizando este resultado se obtiene la siguiente caracterizacion

de los sistemas singulares de control en tiempo discreto cuya matriz

singular de coeficientes es no negativa y tiene inversa de Drazin no

negativa.

Teorema 3.7 Sea (E, A, B,C) un sistema singular en tiempo discreto

con E definida como en (3.8) de indice k y satisfaciendo que E >0

Y EP > O. Entonces el sistema (E, A, B,C) es no negativo si y solo

st se cumplen las siguientes condiciones:
(a) T7H —al >0,
(b) T,Yi(Bi + M;Bip) > O,

(c) (511 + 5i3Ni)Xi >0,

@) - (z oy PEP) (BAPYAPB > 0,

i=1
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(e) —=C (1 -3 PZ-EBT> (EAPYAPB > 0O,
1=1

siendo 121\, B definidas como en (3.8) y T;, X;, Yi, M; y N; dadas en
(3.9).

Demostracién. Dado el sistema singular de control (E, A, B,C) de
la forma (3.7), se construyen las matrices E, A, By C como en (3.8).

Como ind(E) =k, E>O0 y ED > O, por el Teorema 3.6, se tiene que
E=FE +--+E+N (3.10)
y por lo tanto

A=I—aE=1-a(E, +-- +E, +N)

EP = Ef +...+ EF.

Teniendo en cuenta esta descomposicion y la caracterizacion de siste-
mas no negativos dada en el Teorema 2.3, se analizara la no negativi-
dad del sistema.

Puesto que la condicién EPE > O se satisface por hipotesis, se

tiene que analizar en primer lugar la condicién EPA > 0. De hecho,

-~

EPA = Ef ...+ E¥ —a(B\EY +--- + E,EF)
Py
= PlT P;‘F Dpg

e

donde
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Dy = diag(Ef — aE\EY, ... E¥ — aE,E¥),

¢, GM, O O]
- 0] O 0 O
Ei:

N,G; N;GiM; O O

| 0 O 0 O]
y — —
¢t afmM;, 0 O

w_| O O 0 0

' N,G¥ NGFM;, O O
| 0 O 0 O]

siendo G# = X;T; Y, para todo i € {1,...,r}. Por tanto, se puede
concluir que EPA > O si y sélo si G? — aGin > O, para todo
ie{l,...,r}, siysélosi GF(I —aG;) > O, para todoi € {1,...,r}.
Usando que Y; X; =1 v X;,Y; > O se tiene que la ultima desigualdad
resulta 7,! — al > O, para todo i € {1,...,7}.

A continuacion, se tiene que analizar la no negatividad del produc-

to EPB. La forma de EP lleva a

BPB — (BF+ +E#§
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Denotando por

se tiene que EPB > Osi y sélo si EZ#E > O, paratodoi € {1,...,r},

si y solo si
Gt GfM; 0 O ¢ ~
Bz‘l
‘ ‘ 00 t 1 >0 todo i € {1 }
: > O, para todo 17 ooy Tp
N,G¥ N,GFM;, O O =
|0 o oo|""

Por lo tanto, EPB > O siy solo si G?Eil + G?MZ’E@'Q > O, siy solo
si Gi(éﬂ + Ml§12> > O, es decir, TiY;(Eﬂ + Mzézg) > O, para todo
ie{l,...,r}

La siguiente condicién a estudiar es CEPE > 0. Dado que

EYE, Pr
CEPE=C[p ... P | ]
E*E, | | PT
denotando C' = C [ P ... P } = [ c, ... C, ] se tiene que

CEPE > O siy sélo si

GtG, G*G:M, O O]

_ _ 0 0 o0 0
[ Co o G >0,

N,G*G; N,GFa;M; O O

e 0 0 0
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para todo i € {1,...,r}. Luego CEPE > O s y solo si éilGiG;# +
613]\7716;’ZG'Z£)Ié Z O, si y solo si (511 + 513NZ)GZ#GZ Z O, es decir (521 +

CisN;)X; > O, paratodoi € {1,...,r}.

Con esto se finaliza la demostracion. [ |

Este teorema es una primera aproximacion al estudio de la no
negatividad de los sistemas singulares de control en tiempo discreto
con matriz de coeficientes E de fndice mayor que 1.

Por otro lado, la no negatividad del sistema singular de control
(E, A, B,C) que satisface que ind(E) =k, E>0 y EP >0 para E
definida como en (3.8), puede ser estudiada desde otro punto de vista.

Dado que E = E,+---+FE,.+ N, se pueden construir los siguientes

subsistemas:
(( Bk +1) = (I—aB)ai(k)+ Bu(k)
Esxo(k+1) = (I —aFEy)zs(k)
: (3.11)
E.x.(k+1) = (I—aFE)z. (k)
[ Nor(k+1) = zr4a(k)

cuyas soluciones estan relacionadas con la solucién del sistema (F, A, B, C).

De hecho la solucién de la ecuacion

~

Ex(k+1) = (I — aE)x(k) + Bu(k)
se puede obtener como
z(k) = ByEf zy(k) + - + E,E¥x,(k)

siendo x;(k), para i € {1,...,r}, utilizando las soluciones de los sub-

sistemas definidos en (3.11) y asumiendo que Ey E B=B.
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Se puede observar que el término de control Eu(k;) aparece en
el primer subsistema pero podria haberse colocado en cualquier otro
de los subsistemas. Ademas en cualquiera de ellos la salida final del
sistema es y(k) = Cx(k).

Por tanto la no negatividad de la solucién del sistema general
(E, A, B,C) se puede analizar via estos r subsistemas asociados. Para
ello se asumira que FE; es una matriz que cumple que EZEl# > O pa-
ra todo i € {1,...,r}. Entonces, es posible aplicar el Teorema 3.6
que asegura que existen r matrices de permutacién P;, para todo

ie{l,...,r}, tales que
XiT;Y; XiTY;M; O
P; O O O | PT, paratodoi € {1,...,r}.
N XY, N X LY;M; O

E;

Bajo estas condiciones se puede utilizar el Teorema 2.4 para dar las
condiciones de no negatividad de cada uno de los r subsistemas. Hay
que tener en cuenta que el primer subsistema (Ey, I — aEy, é) tiene
términos de control mientras que el resto de subsistemas (F;, [ — aF;),
para todo i € {2,...,r}, estan libres de controles. Asi pues se tiene

el siguiente resultado sobre la no negatividad del sistema (E, A, B, C)

dado por (3.7).

Teorema 3.8 Sea (E, A, B,C) un sistema singular en tiempo discreto
con E definida como en (3.8) teniendo indice k y satisfaciendo que
E > O y que ED > O. Entonces el sistema (E, A, B, C) es no negativo

st se cumplen las siguientes condiciones
(a) T, —al > O, para toda i € {1,2,...,r}.

89



Capitulo 3. Matrices de indice k£ > 1 y teoria de control

(b) Ty 'Y1(By + M By) > O,
(C) —BQ Z O,
(d) (X,Y, — I)(HPB;y + S1By) + X,Y1M, By, > O,

(e) N1X1Y1(H1DB1 + S1By + M By) — U1 By — ViBy — B3 > O,
(1) Y CPXY.Pr >0,
i=1

donde todas las matrices que aparecen estan dadas en el Teorema 2./

yen (3.9).

Es facil ver que las condiciones que aparecen en este teorema se

reducen a las condiciones dadas en el Teorema 2.4 cuando k£ = 1.

3.4.2. Caracterizacion de sistemas singulares no

negativos de indice £

En este apartado se hara uso de las caracterizaciones presentadas
en la seccién anterior, para matrices de indice k con diferentes pro-
piedades, para estudiar la no negatividad de un sistema singular de
control. De esta manera se pretende trabajar con matrices por bloques
relacionadas con las matrices originales pero que son de menor tamano
en general.

Para el sistema singular (F, A, B, C') dado en (3.7), se construyen

las matrices E, 27 B y C como en (3.8), las cuales intervienen en
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la solucion del sistema. A partir de la descomposicién core-nilpotente

(3.1) de la matriz E, como ind(E) = ¢, se tiene que
E=B;+N; (3.12)

y entonces A =1 —aE =1 — a(Bg+ Ng) y EP = Bg. Teniendo en
cuenta esta descomposicion y el resultado dado en el Teorema 2.3 es
posible analizar la no negatividad del sistema (E, A, B, C).

De ahora en adelante se supondra que el proyector de Drazin de E
cumple que es no negativo, es decir EEP > O,y tienerg(Bg) = r > 0.
De aqui se obtiene que Bj tiene la forma dada en el Teorema 3.4. Se
recuerda que si se cumplen E>O0 y EP > O entonces T > O y
T-1'> 0.

El siguiente resultado presenta una caracterizaciéon de la no nega-
tividad de los sistemas singulares de control en tiempo discreto cuya
matriz de coeficientes E tiene indice mayor (o igual) que 1. En este
sentido, este resultado es un complemento al obtenido para matrices

con indice 1 [27] presentado en el capitulo anterior.

Teorema 3.9 Sea (E, A, B,C) un sistema singular en tiempo discre-
to con definida como en (3.8) una matriz de indice q tal que satisface
que su proyector de Drazin es no negativo (EED > O). Entonces el
sistema (E, A, B,C) es no negativo si y sélo si se cumplen las condi-

ctones siguientes:

(a) T™' —al > O,

(b) T7'Y (B, + MBsy) > O,
(c) (Ci+C3N)X >0,
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Bi—XY(Bi+MBy) | | B
(d) —aq B, -> aNL| B, | 20,
—NXY(B; + MBy) = Bs
el i+1 By
(e) — |aol + Zaj]\_f% N.| By | >0,
j=1
Bj

(f) —ao (C1By — (C1 + C3N)XY (By + M Bsy) + CyB3) —

n—1 Bl
Y0 6 oo |NL| B | z0.
i=1 B,
n—1 i+l Bl
(9) _[01 Cs 03} aOI"‘ZajN%] Njif; By | 2 0.
=1 B,

Demostracién. La primera condicién que se debe analizar es £P A >

O. Dado que EED = BEBZL; se tiene que
oDy # _p#
EYA = BE — aBEBE
X(T7'—al)Y X(T7'—al)YM O

= P o) O o | PT.
NX(T-'—al)Y NX(T'—al)YM O

Por lo tanto, se puede concluir que EPA > O si y sélo si X (T~ —
al)Y > O. Usando el hecho que Y X = I y como X,Y > O se obtiene

que la ultima desigualdad se transforma en
T'—al >0. (3.13)
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A continuacion se analiza la no negatividad del producto EPB. La

forma de EP conduce a
XT-Y XT'YM O
@@:B#%J? 19 O o | P'B
NXT'Y NXT'YM O

By
Denotando por B=P B, | , se tiene que EPB > O siy sélo si
Bs
T7YY (B + MBy) > O. (3.14)

Para estudiar la condicién CEPE > O se tiene que:

XY XYM O
CEPE =CP O 19, o | PT
NXY NXYM O

y denotando C = C, Cy Cs ] PT se obtiene que CEPE > O si y
solo si

(C1 + C3N)X > O. (3.15)

Ahora se estudia la condicién —(I — EEP)(EAP) APB > O. Para
ello, primero se debe obtener la inversa de Drazin de la matriz A. En

efecto, es conocido que [11] siempre existe un polinomio p en A tal que

~ ~ -~

AP = p(A) = Arq(A)H

donde s = ind(A) y ¢(C) = C~! siendo C' la matriz no singular que
aparece en la descomposicion core-nilpotente de la matriz A. Como

A=1-aF , un calculo sencillo lleva a que la inversa de Drazin de A
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se puede escribir como un polinomio p en E. Entonces dicha inversa

de Drazin tiene la forma

n—1 n—1 n—1
A\D = ﬁ(E) = Z CLJ’E\j = Z CLj(BE + NE)J = CL()[ -+ Z CLj(B% -+ N]E)
7=0 7=0 j=1

debido a que Bz Nz = O.

Sustituyendo esta expresién en la condicion bajo estudio se obtiene

1 i+l

—(I — BgBE)(Bs + Np)' |aol +_a;(BL+N.)| B>0
j=1

para todoi=0,1,...,q — 1.
= Si¢ = 0 entonces
[—aO(I — BpBY) - nz_lajNé B>0
j=1
y por lo tanto
By — XY(B; + M Bs) - B

—ag B, —> a;NL| B, | >0 (3.16)

E
~NXY (B, + MBy) | By
donde NE = PTNEP.
= Sii > 0 entonces
1 qi+1
—N% [—aol +Y a;(BL+NL)|  B=0
Jj=1 i
y por lo tanto
n—1 i+l By
j=1
Bs |
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La tltima condicién a estudiar es —C/(I — EEP)(EAPY APB > O.

Un anélisis semejante al anterior conduce a que

s Sii¢ =0 entonces

—Qg (OlBl - (Cl + OgN)XY(Bl + MBQ) + OQBQ) -

n—1 Bl
- aj[C'l 02 Cg]NgL; Bs > 0.
Jj=1 Bs
= Sii > 0 entonces
n—1 i+l Bl
_ [ Cl C’2 C3 :| CL()I—{—Z(I]N]EI NZE\ B2
j=1

Bs

(3.18)

(3.19)

Corolario 3.2 Sea (E, A, B,C) un sistema singular en tiempo dis-

creto con E definida como en (3.8) una matriz de indice q¢ no negativa

tal que su inversa de Drazin es también no negativa. Entonces el siste-

ma (E, A, B,C) es no negativo si y sdlo si se cumplen las condiciones

siguientes:
(a) T <1,
(b) Y (B, + MBy) > O,

(C) (Cl +C3N)X Z O;
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Bi—XY(Bi+MBy) | | B
(d) —aq B, -> aNL| B, | 20,
—NXY(B; + MBy) = Bs
el i+1 By
(e) — |aol + Zaj]\_f% N.| By | >0,
j=1
Bj

(f) —ao (C1By — (C1 + C3N)XY (By + M Bsy) + CyB3) —

n—1 Bl
Y0 6 oo |NL| B | z0.
i=1 B,
n—1 i+l Bl
(9) _[01 Cs 03} aOI"‘ZajN%] Njif; By | 2 0.
=1 B,

Demostracién. Puesto que E y EP son no negativas se tiene que en
la descomposicion core-nilpotente de la matriz E aparece la matriz Bz
de indice 1 que se puede escribir en la forma dada en el Teorema 3.4
conT >0y T 1>0. Ademds, como EEP es también no negativa,
se puede aplicar el teorema anterior obteniendo las condiciones reque-
ridas. En cuanto a las dos primeras condiciones, dado que 7'y T!

son matrices no negativas, son equivalentes a:
al’ <1 y Y (B + MBs) > O (3.20)

respectivamente. [ |
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Bisqueda del mejor (més conveniente) valor de «

Como se ha visto, el calculo de la matriz AP consiste en encontrar
los coeficientes de cierto polinomio caracteristico y realizar algunas
operaciones algebraicas. Sin embargo, este proceso se puede simplificar
eligiendo adecuadamente el valor de a en (3.8). Para ello, se utiliza el

siguiente resultado.

Lema 3.5 Sea R € R™" una matriz no nula de indice 0 ¢ 1. Entonces

existe un escalar no nulo § € R tal que la matriz I — BR es invertible.

Demostracion. Bajo las hipotesis del enunciado, la descomposicion

core-nilpotente de la matriz R es

C O .
R=S ST
O O
En este caso, )
I1—-p5C O
I-BR=S & S
O 1

Asi, eligiendo # de manera que % no es un valor propio C, se obtiene
que I — BC' es invertible, y por lo tanto I — SR es invertible, lo cual

completa la demostracion. [ |

Por lo tanto, se puede elegir o de manera que se cumpla que aF+ A
y I — aBjg son matrices invertibles. Esto es posible ya que existen
infinitos valores de « tales que se satisfagan det(aF + A) # 0y el
Lema 3.5 simultaneamente. Asi, es posible asegurar que A=1-aFE
es invertible y en consecuencia AP = (I —aBg)™", lo cual simplifica el

estudio de las 1iltimas dos condiciones de la no negatividad del sistema
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(E, A, B,C). En efecto, dichas condiciones se pueden reescribir como

sigue:
(a) —(I = BgBE)((Bg + Ng)(I — aBg)™")'(I —aBg)™'B > 0,

(b) =C(I = BgBE)((Bg + Ng)(I — aBg)™)'(I — aBg)™'B > O,

~

para todo i =0,1,...,ind(F)— 1. Dado que la inversa de toda matriz
invertible puede escribirse como un polinomio en ella misma se tiene

que
n—1
(I —aBg) ™' =) bBL.
=0

Ahora, sustituyendo en las dos expresiones anteriores y realizando los

calculos correspondientes se llega a
(a) —bo(I — BgB%)B > 0,

(b) =0y NLB > O,

(c) —boC(I — BzBE)B > 0O,

(d) ~0i"'CNLB > O,

~

para todo i =1,...,ind(E) — 1.

Por otro lado, estas condiciones también pueden ser simplificadas
bajo la suposicién de que el radio espectral de Bz es menor que 1. En
este caso,

o
_aB-)"1 = J
(I—aBg) ™' =) BL
§=0
y entonces las condiciones que se obtienen son similares a las tltimas

cuatro condiciones indicadas (haciendo by = 1).
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Debido a la importancia de la Matematica Aplicada en el desarro-
llo de la ciencia y la técnica, los sistemas dindmicos de control han
tenido un auge notable en diversos campos a partir de la segunda mi-
tad del siglo pasado. En este trabajo se ha centrado la atencién en los
sistemas singulares de control en tiempo discreto. Para ello, primero
se ha hecho un estudio matricial sobre la no negatividad de diferentes
matrices y productos de matrices que involucran inversas generaliza-
das. Estos resultados algebraicos se han aplicado posteriormente al
estudio de sistemas singulares de control, de los cuales se ha analiza-
do la propiedad de no negatividad tanto para el caso de matrices de
indice 1 como superior.

En el Capitulo 2 se han introducido clases de matrices que permiten
analizar la no negatividad de una matriz, de su inversa de grupo y de

las diferentes combinaciones entre ambas. Mas especificamente, se han
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considerado los conjuntos que analizan las siguientes propiedades:
(1) A# > O (matriz monétona de grupo),
(11) AA# > O (proyector de grupo no negativo),

() A>0y A* > 0,

(1v) A> 0y AA* > O,
(V) A#* > Oy AA* > O.

En primer lugar se ha establecido una relacion de inclusién entre los
conjuntos que describen estos tipos de matrices. Especial atencion se
ha prestado al hecho que la mayoria de estas inclusiones son estrictas.
Posteriormente, dichos conjuntos han sido caracterizados.

El principal resultado obtenido respecto al analisis algebraico de
estos conjuntos se encuentra en el Teorema 2.1 en el que se caracterizan
las matrices con proyector de grupo no negativo y se presenta la forma
de la inversa de grupo de una matriz de este tipo. Entre las condiciones
que aparecen en la caracterizacién surge una matriz 7' que juega un
papel fundamental en el resto de los resultados. En este caso, T es
invertible.

Al agregar en el Teorema 2.1 la condicién de no negatividad de
la matriz A se obtiene el Corolario 2.2. En este resultado la matriz T’
ademas de invertible debera ser no negativa. Es facil ver que en el caso
particular 7" = I se recupera el resultado dado en [20] por Friedland
y Virnik.

Por otra parte, las matrices no negativas monotonas de grupo han

sido analizadas en el Corolario 2.3. La conclusién en este caso es que
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la matriz T" involucrada debe ser no negativa, invertible y su inversa
no negativa.

Las matrices {l}-periédicas de grupo se introducen en este trabajo
como una extension de las matrices involutivas de grupo estudiadas
en [7]. Una caracterizacién de este tipo de matrices se establece en el
Teorema 2.2. La matriz T en este caso debe satisfacer que T = I. Al
imponer la hipotesis que ademas la matriz de partida sea no negativa,
se obtiene en el Corolario 2.4 que la matriz T, ademdas de cumplir la
condicién anterior, debe ser no negativa.

En la segunda parte del Capitulo 2 se realizan aplicaciones de los
resultados matriciales anteriores a los sistemas singulares de control
del tipo (F, A, B,C'). En el Teorema 2.3 se presenta una ligera mo-
dificacion del principal resultado obtenido por Canté, Coll y Sanchez
en [8]. Se observa que este resultado utiliza las matrices coeficientes
para establecer una caracterizacién de la no negatividad del sistema
de control. En la aplicacién realizada se encuentra otra caracteriza-
cién en la que se utilizan sélo bloques de dichas matrices coeficientes
(adecuadamente modificados) en lugar de las matrices completas. Es-
te hecho contribuira a un ahorro de operaciones a la hora de analizar
dicha no negatividad. Esto iltimo se debe a que no sera necesario el
calculo explicito de inversa de Drazin de la matriz A del sistema.

En el Lema 2.5 se establece la caracterizacién anteriormente in-
dicada, para el caso de matrices con proyector de grupo no negativo
considerando en esta primera etapa el caso particular en que la matriz
de salidas C' del sistema sea la identidad. El caso general se estudia
posteriormente en el Teorema 2.4. Este resultado mejora el obtenido

en [22] en el sentido que no se exige la no negatividad de la matriz
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coeficiente E. Con la intencién de poder establecer una comparativa
entre ambos resultados se incluye este tltimo como Corolario 2.5.

Cabe notar que en todas las caracterizaciones establecidas aparece
una permutacién simétrica (dada por la matriz P) lo que implica tan
solo la reorganizacion de la informacion dentro de la matriz E, pero
no requiere el calculo de nuevas operaciones.

El capitulo termina con el diseno de un algoritmo y su justificacion
tedrica. Este algoritmo permite buscar una realimentacion de estados
de modo que el sistema en lazo cerrado cumpla las condiciones de
regularidad y no negatividad.

Con el objetivo de extender los resultados obtenidos para el caso
de indice 1, en el Capitulo 3, se realiza un estudio paralelo al realizado
anteriormente pero considerando ahora la situacién general de indice
arbitrario. La principal herramienta algebraica que se utiliza es la des-
composicion core-nilpotente de una matriz cuadrada. Del mismo modo
que en el Capitulo 2, también se presentaran las aplicaciones corres-
pondientes a sistemas de control singulares que involucren matrices de
indice arbitrario.

Al igual que en el capitulo anterior, se han introducido los conjun-
tos correspondientes a los enumerados anteriormente en (a)-(e). En
este caso se han combinan las condiciones de no negatividad de una
matriz, de su inversa de Drazin y de su proyector de Drazin puesto
que se ha abordado el caso de indice superior a 1.

Las inclusiones entre los conjuntos definidos ha sido el primer pun-
to estudiado, considerando nuevamente el caracter de ser estricto en
la mayoria de los casos. Una vista rapida de estas relaciones se ha pre-

sentado en la Figura 3.1, donde también se han incluido los conjuntos
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de indice 1 y las interrelaciones entre todas ellas.

A continuacién se analizan los diferentes conjuntos utilizando la
descomposicion de una matriz cuadrada A como suma de una matriz
B4 de indice 1 y una matriz nilpotente N 4. La matriz B4 involucra
una matriz 1" del mismo modo que en el caso de indice 1.

En el Teorema 3.1 se presenta una caracterizaciéon de las matrices
que tienen proyector de Drazin no negativo. En este caso se obtiene
que T debe ser invertible y ademés se da la forma de la inversa de
Drazin de dicha matriz A. Agregando que la matriz a estudiar sea
monotona de Drazin se tiene el Teorema 3.2 en el que la matriz T'
tiene inversa no negativa.

Cuando el proyector de Drazin es no negativo, ademas de serlo la
propia matriz A, se obtiene que la matriz T debe ser invertible y no
negativa. Este resultado se encuentra en el Teorema 3.3. Si bien el
resultado da solo una condicién necesaria para que se cumpla tanto
A > O como AAP > O, la Observacién 3.3 (a) permite caracteri-
zar, dentro del conjunto de las matrices no negativas, aquellas cuyo
proyector de Drazin sea no negativo.

En el Teorema 3.4 se muestra que cuando la matriz A y su inversa
de Drazin son no negativas entonces tanto la matriz 7' como su in-
versa deben ser también no negativas. Asimismo, el apartado (b) de
la Observacién 3.3 caracteriza, dentro del conjunto de las matrices no
negativas, aquellas cuya inversa de Drazin sea no negativa.

De nuevo, como extensién de las matrices {/}-periddicas de grupo
se introducen las {l}-periédicas de Drazin. En el Lema 3.4 se obtiene
la forma de estas matrices. En este caso se debe satisfacer que 7" = I.

Si bien el resultado anterior presenta una condicién necesaria, esta

103



Conclusiones y lineas futuras

informaciéon se completa con la condicién suficiente presentada en el
Teorema 3.5.

Una primera aproximacién a la caracterizacion de la no negatividad
de un sistema singular de control de indice superior se realiza en el
Teorema 3.7 a partir de un resultado de Jain y Goel [31] en el que
intervienen la no negatividad de la propia matriz F y de su inversa de
Drazin.

Los tltimos resultados dados en la memoria se encuentran en el
Teorema 3.9 y el Corolario 3.2. En ellos, se caracteriza la no negativi-
dad de un sistema singular de control cuya matriz F tiene proyector
de Drazin no negativo en el primer caso y en el otro caso, la matriz F
y su inversa de Drazin son no negativas. Este resultado simplifica el
dado en la primera aproximaciéon desde el punto de vista en que sélo
se debe considerar una matriz 7.

Por otra parte, en cuanto al desarrollo futuro de los temas estudia-
dos en la presente memoria, cabe destacar que han sido numerosos los
problemas que se han planteado de forma paralela a los que se resolvian
a medida que se abordaban algunos de los resultados presentados en
esta Tesis.

Como lineas generales para futuras investigaciones se destacan las
relacionadas con el diseno de realimentaciones de estado que permitan
que el sistema en lazo cerrado cumpla las condiciones de no negativi-
dad para las diferentes situaciones estudiadas en esta memoria.

Por otra parte, teniendo en cuenta los resultados conocidos en la
literatura sobre los sistemas simétricos de control, parece interesante
plantearse el analisis de la no negatividad en ese caso, asi como los

algoritmos necesarios para su sistematizacion.
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