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Resumen

Este trabajo propone una técnica de control predictivo para ser aplicada en procesos rápidos utilizando optimización en lı́nea.
Actualmente, en el sector industrial, los controladores avanzados son cada vez más necesarios en los bajos niveles de automati-
zación, que están asociados con tiempos de muestreo del orden de milisegundos o microsegundos. La programación cuadrática
resultante del problema de control de un algoritmo de control predictivo con restricciones, como por ejemplo el control por matriz
dinámica (en inglés Dynamic Matrix Control - DMC), que es uno de los más usados en la industria, se puede considerar compu-
tacionalmente costosa y se convierte en una limitación para empotrar y usar el DMC en plantas con tasas de muestreo rápidas. Este
artı́culo propone una solución a este problema basada en el método de proyección de gradiente acelerado dual, que tiene tiempos de
convergencia menores que otras soluciones de la literatura basadas en estrategias de control predictivo con optimización en lı́nea.
Como caso de estudio, se aplica el control propuesto a un sistema de suspensión semi-activa de un coche, que es un sistema con
dinámicas muy rápidas, y se muestra que se puede controlar el proceso con tiempos de muestreo de 5 ms. Además, el algoritmo de-
sarrollado se implementó en una matriz de puertos programables (en inglés field-programmable gate array – FPGA) y el problema
de programación cuadrática resultante se calculó en microsegundos, lo que permite el uso del DMC en procesos muy rápidos.
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Fast constrained dynamic matrix control algorithm with online optimization

Abstract

This work proposes a predictive control technique to be applied in fast processes using online optimization. Currently, advanced
controllers are increasingly needed in industry at low levels of automation, which are associated with sampling times on the order
of milliseconds or microseconds. The quadratic programming resulting from the control problem of a predictive control algorithm
with constraints, such as Dynamic Matrix Control (DMC), which is one of the most used alternatives in industry, can be considered
computationally expensive and becomes a limitation to embed and use the DMC in plants with fast sample rates. This paper proposes
a solution to this problem based on the dual accelerated gradient projection method, which has shorter convergence times than other
solutions in the literature based on predictive control strategies with online optimization. The proposed approach was tested in
simulation to control a semiactive automotive suspension system, which has fast dynamics, showing that satisfactory results can
be obtained with a sampling time of 5 ms. Moreover, the proposed control was implemented in a field-programmable gate array
(FPGA) and the resulting quadratic programming problem was calculated in microseconds, which allows the use of the DMC to
control very fast processes.
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1. Introduccion

El control por matriz dinámica (DMC, en inglés Dynamic
Matrix Control) fue propuesto por Cutler and Ramaker (1980)
y se ha convertido en uno de los métodos de control avanza-
dos más populares en la industria. Tiene un uso generalizado en
la industria petroquı́mica, especialmente en columnas de des-
tilación, pero también se utiliza en otros sectores industriales
(Camacho and Bordons, 2004). El DMC es una formulación
particular de control predictivo que utiliza un modelo de res-
puesta al escalón para el cálculo de las predicciones de la salida
del proceso. La investigación sobre aplicaciones industriales del
DMC aún está activa y algunos trabajos recientes pueden citar-
se. El trabajo de Fernandes et al. (2020), utiliza el DMC en una
planta que integra un proceso de separación de aire con un ciclo
de Allam. En el trabajo de He and Lima (2019) una estrategia
con base en un DMC se usa para controlar una central eléctrica
de carbón. Y en Wang et al. (2020) el DMC se utiliza en el con-
texto del control predictivo distribuido, aplicado a un proceso
de reacción y separación.

A pesar de ser masivamente usado en el contexto industrial,
casi no hay aplicaciones del DMC en procesos que usen fre-
cuencias de muestreo rápidas. En la literatura, la investigación
sobre algoritmos MPC de computación rápida se centra princi-
palmente en formulaciones de MPC en espacio de estados con
diferentes enfoques para resolver el problema de optimización
resultante. Sin embargo, estas soluciones en el espacio de es-
tados no se utilizan mucho en aplicaciones industriales, donde
las estrategias MPC basadas en modelos de entrada/salida tie-
nen mucha más aceptación. En general, el tiempo que se tarda
en resolver el problema de programación cuadrática (QP, del
inglés Quadratic Programming) para obtener la acción de con-
trol en cada iteración es el principal obstáculo para acelerar el
cálculo del MPC. Por lo tanto, la elección del método de reso-
lución del MPC-QP es fundamental para obtener un algoritmo
eficiente. Un enfoque es reescribir el QP como un problema de
programación paramétrica y luego calcular una solución offli-
ne basada en regiones. Esta estrategia, que se denomina en la
literatura como MPC explı́cito (Pistikopoulos et al., 2015), tie-
ne como inconveniente que el número de regiones crece muy
rápidamente con el número de estados del sistema y, en con-
secuencia, aumenta la memoria necesaria para almacenar los
datos. En Borrelli et al. (2010) y Kvasnica et al. (2015), se pre-
sentan soluciones de MPC en espacio de estados explı́citas sin
regiones, para mitigar este problema, donde se evita la genera-
ción de regiones crı́ticas y se las reemplaza por la enumeración
de conjuntos activos óptimos, lo que reduce la memoria reque-
rida para el almacenamiento. Sin embargo, su uso todavı́a está
limitado a problemas con pocas restricciones ya que el núme-
ro de posibles combinaciones de restricciones activas aumenta
exponencialmente con el número de restricciones del proble-
ma (Ahmadi-Moshkenani et al., 2018). Entre las soluciones in-
formáticas online, el método de los conjuntos activos (Cimini
and Bemporad, 2017); (Herceg et al., 2015), el método del pun-
to interior (Roldao-Lopes et al., 2009); (Wills et al., 2011) y
los métodos de primer orden merecen ser resaltados. Entre los
métodos de primer orden se pueden destacar algunos trabajos.
En el artı́culo de Patrinos and Bemporad (2014) se presenta una
solución basada en el método de gradiente proyectado acele-
rado dual (GPAD) para la formulación dual del QP del MPC.

En el trabajo de O’Donoghue et al. (2013) se presenta una so-
lución a través del método de operador de partición, llamado
de método de dirección alterna de multiplicadores (ADMM) y
en el trabajo de Pu et al. (2017) los autores utilizan un método
de operador de partición llamado algoritmo de minimización
de alternancia rápida (FAMA). FAMA puede verse como una
versión acelerada equivalente a ejecutar el algoritmo iterativo
rápido de contracción del lı́mite (FISTA) en el problema dual
(Goldstein et al., 2014). Otro enfoque con base en métodos de
primer orden se presenta en Cairano et al. (2013), que utili-
za un algoritmo de optimización sin proyección basado en el
método de programación cuadrática paralela. Lo interesante de
los métodos de primer orden es que requieren pocos recursos
computacionales y son relativamente simples de implementar
en comparación con los enfoques tradicionales de optimización
en lı́nea. Sin embargo, una desventaja común de los métodos de
primer orden es que las prestaciones en términos numéricos de-
penden de las caracterı́sticas del problema a resolver (Ferreau
et al., 2017).

Una ventaja de usar el DMC y no las formulaciones de es-
pacio de estados es el número reducido de variables para mo-
delar el QP resultante, especialmente para modelos con muchos
estados. Además, una aplicación con DMC requiere un núme-
ro reducido de sensores y no necesita observadores de estado.
Matemáticamente, siempre es posible reescribir el DMC en una
formulación de espacio de estados, sin embargo, debido al uso
del modelo de respuesta al escalón, el número de estados del
modelo que se obtiene es muy grande comparado al número de
entradas y salidas. Por ejemplo, un sistema de una entrada y una
salida representado de esta manera tendrı́a tantos estados como
coeficientes de la respuesta al escalón (Lee et al., 1994). Para
un sistema de múltiples entradas y múltiples salidas, el número
de estados hace que la implementación del DMC en el espacio
de estados no sea práctica para sistemas rápidos.

Aunque la mayorı́a de los algoritmos de computación rápi-
da para MPC con restricciones utilizan exclusivamente formu-
laciones de espacio de estados, algunos trabajos recientes pre-
sentan soluciones con enfoques prácticos para incorporar im-
plementaciones de MPC de computación rápida, basadas en es-
trategias de MPC con modelos de entrada/salida. Por ejemplo,
en Wojtulewicz and Ławryńczuk (2018) los autores presentan
una implementación de DMC en una FPGA, sin embargo, el
estudio solo analiza el caso sin restricciones, que no requiere
que un QP se resuelva en lı́nea. En Peccin et al. (2019), se pre-
senta una implementación de otra forma de controlador MPC,
llamada control predictivo generalizado (GPC), que utiliza un
modelo de entrada/salida de función de transferencia de tiem-
po discreto. En ese trabajo se propuso un algoritmo de cómputo
rápido para GPC con restricciones y se utilizó el método GPAD.

Con el fin de contribuir a las aplicaciones prácticas de DMC
en procesos con dinámica rápida, el objetivo principal de este
trabajo es proponer un algoritmo DMC de computación rápida
para el caso con restricciones, que hace uso del método de gra-
diente proyectado acelerado dual (GPAD) para resolver el QP
resultante en cada perı́odo de muestreo. El algoritmo propuesto
se llama DMCGPAD y se puede utilizar para controlar sistemas
multivariables con dinámica rápida. Además, es adecuado para
aplicaciones empotradas, ya que cumple con algunos requisitos
para este tipo de aplicaciones, como la simplicidad para gene-
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rar el código y la necesidad de poco espacio de memoria para
almacenar los datos que definen el problema de optimización y
el código que implementa la solución. Por tanto, las tres apor-
taciones principales de este artı́culo son las siguientes:

la propuesta de un algoritmo DMC multivariable con
restricciones eficiente, diseñado para requerir recursos
computacionales modestos;

un estudio comparativo del algoritmo propuesto con otros
métodos de cálculo rápido utilizando el problema de con-
trol de una suspensión semi-ativa de un coche;

la presentación de resultados experimentales con los al-
goritmos integrados en una FPGA.

El resto de este artı́culo está organizado de la siguiente ma-
nera: el Apartado 2 revisa el algoritmo DMC multivariable y al-
gunos detalles de formulación que se exploran para mejorar su
implementación. El algoritmo DMC propuesto con el método
de gradiente proyectado acelerado dual se presenta en el Apar-
tado 3. En el Apartado 4 se estudia la aplicación del DMCG-
PAD en el control de la suspensión semi-activa de un coche, y
se compara el algoritmo propuesto con otras estrategias de con-
trol. En el Apartado 5 se presenta una implementación de FPGA
y se analizan los requisitos de tiempo de cálculo. Finalmente, el
Apartado 6 es dedicado a las conclusiones del artı́culo.

2. Control por Matriz Dinámica

La función objetivo del DMC, para el caso monovariable,
viene dada por (Camacho and Bordons, 2004):

JDMC =

N2∑
j=N1

δ ( j)
[
ŷ (k + j|k) − w (k + j)

]2

+

Nu∑
j=1

λ ( j)
[
∆u (k + j − 1)

]2 ,

(1)

donde ŷ (k + j|k) representa la predicción de la salida del pro-
ceso en el instante futuro de tiempo discreto k + j, determinada
en k; w(k + j) es la trayectoria de referencia en k + j; ∆u es el
incremento de control; δ( j) y λ( j) son las secuencias de pon-
deración del error y del esfuerzo de control, respectivamente.
N = N2 − N1 + 1 define el horizonte de predicción donde N1 es
el comienzo del horizonte, generalmente definido como igual a
d +1, siendo d el tiempo muerto del sistema, y N2 es el final del
horizonte; Nu es el horizonte de control.

El modelo utilizado por el DMC para predecir las salidas
del sistema, que debe ser estable en bucle abierto, se basa en
la respuesta al escalón. La respuesta al escalón de la planta con
condiciones iniciales cero y sin perturbaciones viene dada por:

y0(k) =

∞∑
i=1

gi∆u(k − i), (2)

donde gi, i = 1, 2, ..., representan los coeficientes de la respues-
ta al escalón de bucle abierto.

Usando el modelo de (2), el DMC calcula las predicciones
de la salida del sistema con:

ŷ(k + j|k) =

∞∑
i=1

gi∆u(k + j − i) + n̂(k + j|k), (3)

donde n̂(k + j|k) representa la predicción de la perturbación en
k + j obtenida en k (Camacho and Bordons, 2004). La predic-
ción de la salida puede ser dividida en dos términos, el primero
con las acciones de control futuras que serán calculadas y el se-
gundo con los valores de las acciones de control pasadas. Ası́,
(3) puede ser reescrita como:

ŷ(k+ j|k) =

j∑
i=1

gi∆u(k+ j−i)+
∞∑

i= j+1

gi∆u(k+ j−i)+n̂(k+ j|k). (4)

Como los valores futuros de las perturbaciones son desconoci-
dos, se los puede considerar constantes e iguales al valor actual,
o sea, n̂(k + j|k) = n̂(k|k) = y(k) − y0(k|k). Utilizando (2), (4) se
puede representar como:

ŷ(k + j|k) =

j∑
i=1

gi∆u(k + j − i)

+

∞∑
i= j+1

gi∆u(k + j − i) + y(k) −
∞∑

i=1

gi∆u(k − i),

(5)

y puede ser reescrita como:

ŷ(k + j|k) =

j∑
i=1

gi∆u(k + j − i) + f (k + j), (6)

siendo f (k + j) la respuesta libre del sistema, que puede ser cal-
culada de manera simple agrupando las sumas y truncándolas
en i = Nss. Esto es posible pues el modelo de bucle abierto es
estable, ası́ gi ≈ gNss para i > Nss, por lo que, en la práctica,
apenas guardando Nss coeficientes se tiene una buena represen-
tación del comportamiento del proceso. Nss se define como el
“horizonte del modelo”. Ası́, Nss solamente se usa para descri-
bir el modelo del proceso, y no es igual al horizonte de predic-
ción N, usado para el cálculo de las predicciones que afectan la
función objetivo J. El valor de Nss se puede estimar aproxima-
damente como el tiempo de que el sistema lleva para llegar al
estado estacionario en un ensayo de respuesta al escalón dividi-
do por el perı́odo de muestreo.

Representando (6) en forma matricial, la predicción futura
de la salida del sistema puede ser dividida en dos términos, la
respuesta libre y la respuesta forzada, modeladas por f y G∆u,
respectivamente:

ŷ = G∆u + f, (7)

con ŷ ∈ RN , ∆u ∈ RNu , G ∈ RN×Nu , f ∈ RN dados por:

ŷ =


ŷ(k + N1|k)

ŷ(k + N1 + 1|k)
...

ŷ(k + N2|k)

 , ∆u =


∆u(k)

∆u(k + 1)
...

∆u(k + Nu − 1)

 ,

G =


gN1 gN1−1 · · · gN1−Nu+1

gN1+1 gN1 · · · gN1−Nu+2
...

...
...

...
gN2 gN2−1 · · · gN2−Nu+1

 , f =


fN1

fN1+1
...

fN2

 .
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La matriz G puede ser calculada directamente dado que sus co-
lumnas son formadas por los coeficientes de la respuesta al es-
calón de la planta en bucle abierto.

Para calcular la respuesta libre del sistema más fácilmente,
se puede utilizar un enfoque recursivo. Al comienzo de cada
perı́odo de muestreo hay un vector de predicción de la salida
del sistema del paso anterior,

f̂(k − 1) = [ŷ(k|k − 1) ŷ(k + 1|k − 1) ... ŷ(k + Nss − 1|k − 1)]T .

El vector actualizado se calcula con:

f̂(k) = f̂(k − 1) +


g1
...

gNss

 ∆u(k − 1). (8)

El primer elemento de f̂ es ŷ(k|k), que se usa para calcular el
error de predicción e(k|k). Este valor luego se descarta del vec-
tor ya que ahora solo se necesitan las predicciones desde k + 1
hasta k + Nss. Suponiendo que la planta se inicia en estado esta-
cionario, f̂(0) tiene todos sus elementos iguales a y(0). El vector
f̂ también debe cambiarse en cada iteración del control debido
al horizonte deslizante. Sin embargo, cuando el vector se des-
plaza, el elemento ŷ(k|k) se descarta y, para mantener las di-
mensiones adecuadas, el valor de ŷ(k + Nss − 1|k) es repetido
en la última posición del vector. Este enfoque se puede adoptar
porque, para sistemas estables, ŷ(k + Nss − 1|k) ≈ ŷ(k + Nss|k)
para un Nss suficientemente grande (Lima et al., 2014).

El siguiente paso para el cálculo del control es aplicar las
secuencias de predicción de salida (7) a la función de costo del
DMC (1), que se puede reescribir como:

h(∆u) =
1
2

∆uT H∆u + bT ∆u, (9)

donde
H = 2

(
GT QδG + Qλ

)
,

bT = 2(f − w)T QδG,

Qδ = diag(δ j) ∈ RN×N y Qλ = diag(λ j) ∈ RNu×Nu son matrices
de ponderación diagonales definidas positivas, y

w = [w(k + N1) w(k + N1 + 1) ... w(k + N2)]T

es el vector de trayectoria de referencia.
Finalmente, el vector de incremento de control ∆u se puede

obtener, en cada iteración de control, a partir de la solución del
siguiente QP:

min
∆u

h(∆u)

s.a. R̄∆u ≤ r̄,
(10)

con la matriz de restricción R̄ ∈ Rnrin×Nu , el vector r̄ ∈ Rnrin y
nrin que representan el número de restricciones de desigualdad.
La forma condensada de representar las restricciones R̄∆u ≤ r̄
es genérica y permite la representación de muchos tipos de res-
tricciones, como magnitud, tasa de cambio y sobrepaso para las
variables de entrada y salida (Camacho and Bordons, 2004).

La generalización a los sistemas multivariables es sencilla.
Para representar las predicciones de no salidas, los vectores aso-
ciados con cada salida se pueden agrupar en un solo vector

ŷm ∈ R
∑no

p=1 N(p)
2 −N(p)

1 +1 y las ni señales de control en un vector
um ∈ R

∑ni
l=1 N(l)

u , tal que:

ŷm =
[
ŷ(1)T

... ŷ(no)T ]T
, um =

[
u(1)T

... u(ni)T ]T
, (11)

con N(p)
1 , N(p)

2 los horizontes de la salida p y N(l)
u el horizonte

del control l.
El modelo de predicción multivariable del DMC sigue los

mismos pasos desarrollados para el caso monovariable y se pue-
de escribir como en (7). En el caso multivariable, la matriz Gm

está formada por otras matrices G(p,l), donde G(p,l) es una matriz
de coeficientes de respuesta al escalón que relaciona la salida p
con la entrada l. Por tanto, la matriz Gm viene dada por:

Gm =


G(1,1) · · · G(1,ni)

G(2,1) · · · G(2,ni)

...
. . .

...
G(no,1) · · · G(no,ni)

 .
Para obtener el vector de respuesta libre generalizado fm, las
respuestas libres para cada salida del sistema se agrupan como:

fm =
[
f(1)T

. . . f(no)T
]T
.

Siguiendo la misma lógica para obtener la ley de control para
el caso monovariable y generalizando wm con la agrupación de
referencias futuras para cada salida predicha de manera simi-
lar a (11), el problema de optimización multivariable se puede
representar de la misma forma estándar (10).

3. Algoritmo DMCGPAD

En este apartado se presenta un algoritmo para el DMC con
el método de gradiente proyectado acelerado dual. El GPAD
fue propuesto por Patrinos and Bemporad (2014) y usa la for-
ma dual del QP con el método de aceleración propuesto por
Nesterov (1983). El GPAD es adecuado para un MPC compu-
tacionalmente eficiente porque es simple, es fácil de codificar
y su costo computacional crece linealmente con el horizonte de
control. Además, permite una estimación del número máximo
de iteraciones para obtener el valor óptimo para una determina-
da precisión deseada.

El paso principal del método de gradiente proyectado es la
solución del problema sin restricciones en la dirección descen-
dente seguida de la proyección sobre el conjunto de restriccio-
nes activas,

x j+1 = P
(
x j − l j∇h(x j)

)
, (12)

donde P es una función de proyección ortogonal, l j > 0 es el ta-
maño del paso y −∇h representa el anti-gradiente de la función
h.

El GPAD usa la forma dual del problema QP para simpli-
ficar la función de proyección. El dual de la función (9) viene
dado por:

hd(ψ) = −

(
1
2
ψTR̄H−1R̄Tψ + (R̄H−1b + r̄)Tψ +

1
2

bTH−1b
)
,

(13)
donde ψ ∈ Rnrin es el vector de multiplicadores lagrangianos
asociados con las restricciones de desigualdad y la función la-
grangiana es:

L(∆u, ψ) =
1
2

∆uTH∆u + bT∆u + ψT (R̄∆u − r̄).
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El QP dual de (10) puede ser representado como:

min
ψ

− hd(ψ)

s.a. ψ ≥ 0.
(14)

El paso principal de GPAD (12) para el problema de doble
QP (14) se convierte en:

ψ j+1 = máx
(
ψ j −

1
L

(R̄H−1R̄Tψ j + R̄H−1b + r̄), 0
)
, (15)

donde el operador máx, definido para ser elemento por elemen-
to, es la función de proyección, 0 es un vector con todos los
elementos iguales a cero y dimensiones apropiadas, y 1/L re-
presenta el tamaño del paso. L es una constante de Lipschitz y
se puede obtener a partir de la formación de la matriz hessiana
de (13) y el cálculo de su norma espectral, L = ‖R̄H−1R̄T‖2.

La ecuación (15) puede ser dividida en dos pasos:

∆u j = −H−1
(
b + R̄Tψ j

)
,

ψ j+1 = máx
(
ψ j +

1
L

(R̄∆u j + r̄), 0
)
.

(16)

El paso de aceleración GPAD, basado en el método de Nes-
terov, se realiza con una operación a priori, que se inserta en el
cálculo de ψ:

a = ψ j + β(ψ j − ψ j−1), (17)

donde β se puede calcular simplemente como β =
j−1
j+2 , y ga-

rantiza la convergencia del algoritmo (Patrinos and Bemporad,
2014).

Las propiedades de factibilidad y optimalidad primaria se
utilizaron como criterios de detención para los algoritmos. Para
la viabilidad primaria, es posible probar si las restricciones se
cumplen dentro de la tolerancia deseada ε f , es decir:

R̄∆u j − r̄ ≤ ε f . (18)

Para el criterio de optimalidad primaria, se puede utilizar
una propiedad derivada de la dualidad fuerte, que implica:

h(∆u) − h(∆u∗) ≤ h(∆u) − hd(ψ), (19)

donde h es la función de costo principal, hd es la función de
costo dual y ∆u∗ representa el valor óptimo de ∆u. Por lo tanto,
para obtener una solución εo óptima, una condición necesaria
es que:

h(∆u) − hd(ψ) ≤ εo. (20)

Sustituyendo (9) y (13) en (20) y usando la definición de la-
grangiano, tenemos:

−ψT (R̄∆u j − r̄) ≤ εo. (21)

De los desarrollos presentados, DMCGPAD se puede resu-
mir en el algoritmo 1, donde g(p,l) es el vector de coeficientes
de respuesta al escalón del sistema de bucle abierto de la entra-
da l para la salida p. El sı́mbolo← denota la asociación de un
valor a una variable, λmax(M) es el valor propio máximo de la

matriz M y la notación Vn:m representa un subvector compuesto
por los elementos n a m del vector V. jmax es el número máxi-
mo de iteraciones de GPAD. Si se alcanza el número máximo
de iteraciones del bucle de optimización, se utiliza el incremen-
to de control subóptimo calculado. Se supone que el problema
es factible, los casos no factibles no fueron abordados en este
trabajo.

4. Caso de estudio

El caso de estudio considerado fue el problema de control
de un sistema de suspensión de un coche con amortiguador se-
miactivo electrorreológico (ER) (Morato et al., 2021). Este caso
de estudio se basa en el modelo a escala del proyecto INOVE
1. En este vehı́culo, la suspensión de cada rueda es un sistema
independiente cuyo objetivo es aumentar la comodidad y segu-
ridad de los pasajeros a bordo. En la Figura 1, se presenta un
diagrama esquemático del sistema de suspensión referido a la
rueda del vehı́culo.

Figura 1: Diagrama esquemático del problema de control de la suspensión.

La posición vertical del chasis viene dada por zc. Las po-
siciones verticales del centro de masa de la rueda están dadas
por zu. La variable zr representa el perfil de la carretera, que en
este caso se modelará como una perturbación en el sistema de
control. La masa equivalente del vehı́culo conectada al amor-
tiguador está representada por mc y la masa del conjunto que
acopla el amortiguador a la rueda por mr. La rigidez del muelle
del sistema de amortiguación viene dada por el coeficiente kc y
el neumático está modelado por un muelle con coeficiente kp.
El modelo dinámico linealizado de la fuerza del amortiguador
semiactivo ER viene dado por:

Fa(t) = k0(zc(t) − zu(t)) + c0(żc(t) − żu(t)) + fcu(t), (22)

1Para más detalles vea www.gipsa-lab.fr/projet/inove.
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Algoritmo 1: MIMO DMCGPAD

Entrada: g(1,1), ..., g(no,ni), R̄, r̄, u(1)(k − 1), ..., u(ni)(k − 1)
Salida: u(1)(k),...,u(no)(k)
Datos: Qλ, Qδ, Nu, N1, N2, Nss, ψ0 = ψ−1 = 0, εf , εo, jmax

inicio
para p = 1 : no hacer

N(p) ← N(p)
2 − N(p)

1 + 1;
para l = 1 : ni hacer

para i = 1 : N(l)
u hacer

G(p,l)
i:N(p),i ← g(p,l)

N(p)
1 :N(p)

2 +1−i
;

Gmpl ← G(pl);
f̂(p) ← 1N(p)

ss
y(p)(0);

H← (GT
mQδGm + Qλ);

H̆← H−1;

L←
√
λmax((R̄H̆R̄T )2);

k ← 0;
mientras modo automático hacer

si perı́odo de muestreo entonces
Obtener las salidas y(1)(k) ... y(no)(k);

Definir las referencias wm ←
[
w(1)(k) ... w(no)(k)

]T
;

para p = 1 : no hacer
f̂(p) ← f̂(p) + g(p)∆u(p)(k − 1) ;
e(p) ← (y(p)(k) − f̂ (p)

0 );
f̂(p) ← [ f̂ (p)

1 ... f̂ (p)
N(p)

ss −1
f̂ (p)
N(p)

ss −1
]T ;

f(p) ← f̂(p)
N(p)

1 :N(p)
2

+ 1N(p)×1e(p);

fm ← [f(1) ... f(no)]T ;
bT ← (fm − wm)T QδGm;
mientras j < jmax hacer

si j = 0 entonces
β← 0;

en otro caso
β← j−1

j+2 ;
a← ψ j + β(ψ j − ψ j−1);
∆um ← −H̆(RT a + b);
s← (1/L)(R∆um − r̄);
si si ≤ ε f /L, ∀i = 1, ..., nrin entonces

si −aT s < εo/L entonces
rompe;

ψ j+1 ← máx(a + s, 0);
j← j + 1;

para l = 1 : ni hacer
u(l)(k)← u(l)(k − 1) + ∆u(l)(k);

k ← k + 1 ;
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donde k0 representa el coeficiente del muelle y c0 el coeficien-
te de rozamiento viscoso de la parte pasiva del amortiguador.
El coeficiente de fuerza dinámica del fluido ER está dado por
fc. La señal u(t) representa el ciclo de trabajo de una señal
PWM que regula el voltaje de entrada responsable de generar
el campo eléctrico en el amortiguador ER. Este campo eléctrico
varı́a la viscosidad del fluido ER. En la práctica, la señal PWM,
0 ≤ u(t) ≤ 1, es la variable manipulada del sistema de control.

Las ecuaciones dinámicas relacionadas con el cuerpo del
chasis y la rueda se pueden obtener usando las leyes del movi-
miento alrededor de un punto de equilibrio mediante:

mcz̈c = −Fm(t) − Fa(t)
muz̈u = Fm(t) + Fa(t) − Fp(t),

(23)

con
Fm(t) = kc(zc(t) − zu(t))
Fp(t) = kp(żu(t) − żr(t)).

(24)

El propósito principal de los controles es disminuir la ace-
leración del chasis (Ac(t) = z̈c(t)) y la aceleración de las ruedas
(Au(t) = z̈u(t)) que están directamente relacionadas con la co-
modidad del pasajero dentro del vehı́culo (Kiencke and Nielsen,
2000). Por tanto, Ac(t) y Au(t) son las variables controladas con-
sideradas. En la práctica, estas aceleraciones se pueden medir
con acelerómetros.

Las funciones de transferencia del sistema se definen como:[
Ac(s)
Au(s)

]
=

[
Gcu(s)
Guu(s)

]
U(s) +

[
Gcr(s)
Gur(s)

]
Zr(s), (25)

con

Gcu(s) =
−(mu fcs4 + kp fcs2)

α1s4 + α2s3 + α3s2 + α4s + α5
,

Guu(s) =
mc fcs4

α1s4 + α2s3 + α3s2 + α4s + α5
,

Gcr(s) =
c0kps3 + (kc + k0)kps2

α1s4 + α2s3 + α3s2 + α4s + α5
,

Gur(s) =
(mcs2 + c0s + kc + k0)kps2

α1s4 + α2s3 + α3s2 + α4s + α5
,

α1 = mcmu,

α2 = c0(mc + mu),
α3 = (mc + mu)(kc + k0) + mckp,

α4 = c0kp,

α5 = kp(kc + k0).

(26)

Los parámetros utilizados son los mismos definidos en Mo-
rato et al. (2021) y pueden ser vistos en la Tabla 2.

Tabla 1: Parámetros utilizados en el modelo de suspensión del vehı́culo
Descripción Valor Unidad

mc Masa equiv. acoplamiento chasis 2.27 kg
mu Masa equiv. acoplamiento rueda 0.32 kg
kc Coef. muelle de la suspensión 1396 N/m
kp Coef. muelle que modela la rueda 12270 N/m
k0 Coef. muelle do amortiguador pasivo 170.4 N/m
c0 Coef. rozamiento viscoso pasivo 68.83 N.s/m
fc Fuerza dinámica del fluido ER 12.59 N

La simulación se realizó en el entorno MATLAB. Los co-
eficientes de las respuestas al escalón, utilizados en el DMC,
se obtuvieron utilizando un perı́odo de muestreo de 5 ms y el
horizonte del modelo se definió como Nss = 100 muestras. Las
respuestas, al escalón en la entrada u(t), de las aceleraciones
Ac(t) y Au(t) se pueden ver en las Figuras 2(a) y 2(c), respecti-
vamente. Las respuestas, al escalón en el perfil de la carretera
zr(t), de las aceleraciones Ac(t) y Au(t) se muestran en las Figu-
ras 2(b) y 2(d), respectivamente.

El algoritmo 1 se implementó en Matlab y el bucle GPAD
se tradujo al lenguaje C a través de la biblioteca codegen. Los
horizontes se ajustaron considerando la dinámica del proceso
en bucle abierto, que no tiene retardo, con N(1)

1 = N(2)
1 = 1,

N(1)
2 = 15, N(2)

2 = 10 y Nu = 5. Los pesos de la función objetivo
se ajustaron experimentalmente con λ(1) = 0, 03, δ(1) = 0, 95
y δ(2) = 0, 075. La relación entre los pesos en la aceleración
del chasis y la rueda se definió utilizando el cálculo sugerido en
Morato et al. (2019), con el fin de priorizar la comodidad de los
ocupantes del vehı́culo. Las restricciones a la acción de control
se definieron como 0 ≤ u(k + j) ≤ 1 con j = 0, ...,Nu − 1, por
las caracterı́sticas del actuador. Las dos tolerancias residuales
del algoritmo se ajustaron a εo = ε f = 10−3. Estos valores se
consideraron adecuados para una aplicación práctica del caso
de estudio. El problema de optimización a ser resuelto en ca-
da muestra tiene una matriz H ∈ R5×5 y 10 restricciones. Las
simulaciones se realizaron en un ordenador con un procesador
Intel Core i3 de doble núcleo de 2,40 GHz y 12 GB de memo-
ria RAM. El tiempo de cálculo se midió utilizando la función
tic-toc disponible en MATLAB.

Se configuró un escenario de simulación con una duración
de 15 s con la aplicación de tres perturbaciones en secuencia. El
perfil de las perturbación se puede ver en la Figura 3.
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Figura 3: Perfil de la carretera

Los resultados de la simulación para el DMC se pueden ver
en la Figura 4. En la Figura 4(a) y en la Figura 4(b), se presentan
el perfil de aceleración del chasis y el perfil de aceleración de
la rueda, respectivamente. En la Figura 4(c), se muestra la ac-
ción de control generada por el DMC. Analizando la respuesta
del sistema en bucle cerrado, es posible verificar el rechazo de
las perturbaciones causadas por la variación en el perfil de la
carretera. La comparación con el sistema con suspensión pa-
siva2 se realizó mediante el uso de un ı́ndice que considera la
raı́z cuadrada del error cuadrático medio para el seguimiento de
referencias (RMSE, en ingles Root Mean Squared Error). Los

2El sistema pasivo corresponde con el mismo modelo del sistema considerando la acción de control nula.
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(c) Respuesta de la aceleración de la rueda al escalón unitario en la acción
de control
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Figura 2: Respuesta al escalón de las aceleraciones para escalones unitarios en u(t) y en el perfil de la carretera zr(t). Todas las aceleraciones están en m/s2.

datos para la comparación de las prestaciones se presentan en
la Tabla 2. A partir de los resultados, es posible verificar que el
valor del RMSE para la aceleración del chasis con el DMCG-
PAD es 1,85 veces menor que el valor del RMSE obtenido con
la suspensión pasiva. En cuanto a la aceleración de las ruedas,
el RMSE para ambos casos fue similar, siendo el RMSE corres-
pondiente al DMCGPAD un 5,4 % más bajo que el RMSE de
la suspensión pasiva. Además, los picos de aceleración se re-
ducen en aproximadamente 50 %. De esta forma, los resultados
son satisfactorios, dado que la aceleración del chasis es la varia-
ble mas importante porque tiene un impacto más directo en la
comodidad de los pasajeros. Recordemos que por este motivo,
el ajuste del controlador prioriza esta aceleración en la función
de coste.

Tabla 2: RMSE de las salidas en el experimento realizado
Método RMSE - Ac(t) (m/s2) RMSE - Au(t) (m/s2)
DMCGPAD 0.26 2.77
Sistema Pasivo 0.48 2.92

Para el análisis del tiempo de cálculo, se utilizó el coman-
do tic-toc de MATLAB en el bucle de control automático del
algoritmo. A modo de comparación, también se implementó el
DMC con los optimizadores comerciales Gurobi y Quadprog,
ambos con el método de punto interior. El comportamiento en
el tiempo del sistema en bucle cerrado es equivalente para to-
dos los optimizadores y, por lo tanto, no se muestra. El perfil de
tiempo de cálculo para el DMCGPAD, el DMC con Quadprog
y el DMC con Gurobi se puede ver en la Figura 6.

El perfil del número de iteraciones de los optimizadores se
puede ver en la Figura 6(a). Se puede observar que el núme-
ro de iteraciones del DMCGPAD alcanza su punto máximo en
los momentos en que existen restricciones activas y presenta

valores mucho más bajos en los demás casos. Esta es una ca-
racterı́stica esperada para los métodos de primer orden (Ferreau
et al., 2017).

En la Tabla 3 se muestran los tiempos de cálculo (medio y
máximo) de la acción de control que se obtuvieron en las simu-
laciones.

Tabla 3: Tiempos de cálculo de la acción de control
Método Tiempo máximo Tiempo medio
DMCGPAD 0,56 ms 0,33 ms
DMCQuadprog 18,15 ms 10,91 ms
DMCGurobi 78,31 ms 15,15 ms

Se puede ver que el tiempo de cálculo del DMCGPAD es
menor que el del DMC con el optimizador Quadprog y con el
Gurobi. La diferencia es mayor que un orden de magnitud. El
tiempo máximo del DMCGPAD de 0,56 ms indica que, incluso
en la plataforma MATLAB, que no es optimizada para cálcu-
los rápidos en tiempo real, el algoritmo podrı́a cumplir con el
perı́odo de muestreo definido en 5 ms.

Cabe señalar que al usar un perı́odo de muestreo menor se
pueden obtener mejores resultados del sistema controlado, es-
pecialmente para perturbaciones rápidas o en un escenario don-
de el vehı́culo se mueve a alta velocidad. Para investigar el efec-
to del muestro en las prestaciones del vehı́culo, se realizó una
simulación comparando el comportamiento en bucle cerrado
del sistema con dos perı́odos de muestreo diferentes Ts = 5 ms
y Ts = 10 ms. Las ventanas de tiempo asociadas a los hori-
zontes de predicción se mantuvieron iguales en los dos casos,
por lo que los valores de N1, N2 y Nu se ajustaron según ca-
da perı́odo de muestreo. El resultado obtenido en bucle cerrado
con los dos controladores, para la aceleración del chasis y la
señal de control, se puede ver en la Figura 7. Se observa, en la
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Figura 4: Respuesta de las aceleraciones en bucle cerrado para la perturbación causada por la variación en el perfil de la carretera zr(t).
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Figura 6: Número de iteraciones de los algoritmos de optimización.

Figura 7(a), que el controlador con el período de muestreo me-
nor, de 5 ms, tiene mejores prestaciones que el controlador con 
el período de muestreo de 10 ms, rechazando mejor la 
perturbación. Esta mejora del control con menor Ts es 
esperada, ya que las señales de aceleración reaccionan muy 
rápidamente a la perturbación (en particular la aceleración de 
la rueda es afecta-da instantáneamente) y con un menor 
período de muestreo se consigue una reacción más rápida del 
control. En el caso de es-tudio considerado, solo el 
DMCGPAD podría obtener la acción de control con este 
período de muestreo, lo que refuerza el uso del algoritmo 
propuesto.

También se realizó un estudio para evaluar la sensibilidad 
del algoritmo en relación a diferentes valores en las tolerancias 
residuales. El resultado de la simulación se puede ver en la 
Figura 8(a). Los valores máximos de iteraciones en el ciclo 
GPAD se muestran  con tolerancias que van desde 10−2 hasta 
10−9. Se aprecia un aumento considerable en el número de 
iteraciones  con  una   menor tolerancia,  siendo  11  iteraciones 

para el caso 10−2 y 146 iteraciones para el caso 10−9. A pesar 
de este incremento, como el tiempo por iteración del método es 
bastante bajo, el tiempo máximo observado para el cálculo de 
la acción de control fue de 0,56 ms en la tolerancia de 10−2 a 
0,74 ms en la tolerancia de 10−9. Es bien sabido en la literatura 
que los métodos de primer orden son más adecuados para 
soluciones de baja y media precisión. Sin embargo, para usar 
en sistemas de control, las soluciones subóptimas son 
adecuadas debido a que solo se usa la primera acción de 
control y una ventana deslizante (Wang and Boyd, 2010). Se 
puede ver en la Figura 8(b), que el valor del RMSE para la 
aceleraión del chasis es muy poco afectado por las variaciones 
de la tolerancia y a partir del valor 10−4 los cambios son 
prácticamente imperceptibles. En los sistemas reales existen 
todavía otras limitaciones prácticas, como la resolución de 
sensores y actuadores, por ejemplo. Un estudio de la 
sensibilidad del GPAD en relación al aumento del horizonte de 
control en el contexto de GPC se puede ver en Peccin et al. 
(2021).
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Figura 7: Respuesta de la aceleración en bucle cerrado para la perturbación causada por la variación en el perfil de la carretera con diferentes perı́odos de muestreo.

5. Implementación en FPGA

El algoritmo DMCGPAD se incorporó a un FPGA y se eva-
luó el tiempo de cálculo. Esta implementación fue posible ya
que el algoritmo propuesto solo usa recursos computacionales
y operaciones modestos. Se utilizó una FPGA de Altera, fa-
milia MAX 10, modelo 10M50DAF484C7G. La familia MAX
10 contiene un convertidor analógico/digital y 50 000 elemen-
tos lógicos programables. El algoritmo 1 se implementó con un
lenguaje de descripción de hardware llamado Verilog. Se uti-
lizó una aritmética de punto fijo de 16 bits para representar los
números, con 10 bits para los decimales. Se usó una máquina
de estado para sincronizar el algoritmo y todas las operaciones
matriciales se implementaron en computación paralela.

Los parámetros de configuración del controlador se pasan a
través de una comunicación externa (USB-Blaster) con el pro-
cesador NIOS II implementado en una FPGA. La comunicación
entre los bloques lógicos del DMC y el código incrustado del
NIOS II se realizó a través del bus Avalon. El bloque DMC crea
una instancia de los bloques GPAD y Free Response. Las bi-
bliotecas de multiplicación de matrices y las operaciones bási-
cas en aritmética de punto fijo también se implementaron direc-
tamente en la lógica personalizada. El algoritmo de multiplica-

ción de matrices paralelas tiene una propiedad de complejidad
dada por O(dlog10(n)e + 1) (Peccin et al., 2020). Los valores de
tiempo de ejecución se obtuvieron utilizando un osciloscopio y
conmutación de puerta digital. Se pueden ver más detalles so-
bre la arquitectura de implementación de FPGA en Peccin et al.
(2020).

El peor caso observado en la simulación para el estudio de
caso en cuestión, con 23 iteraciones del GPAD, se replicó pa-
ra la implementación en el FPGA. Los resultados obtenidos,
con lo tiempo de ejecución en el peor de los casos (WCET, en
inglés Worst Case Execution Time) en las funciones principales,
se presentan en la Tabla ??. El tiempo de ejecución es rápido,
con un valor máximo de 7, 64 µs, lo que permite el uso de DMC
en procesos con dinámica rápida utilizando periodos de mues-
treo inferiores a 1 ms.

6. Conclusiones

Este trabajo propuso un algoritmo DMC basado en el méto-
do de gradiente proyectado acelerado dual, llamado DMCG-
PAD. El algoritmo DMCGPAD presentó un tiempo de ejecu-
ción del orden de ms, considerando la optimización en linea,
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Figura 8: Análisis del numero máximo de iteraciones y del RMSE para diferentes tolerancias del GPAD

siendo adecuado para el caso de estudio en cuestión, que utiliza
un tiempo de muestreo de 5 ms. Las ventajas del DMCGPAD
propuesto son muy importantes en casos donde el problema de
optimización tiene dimensiones que exigen mucho espacio de
memoria para el almacenamiento de datos. La implementación
del algoritmo de control en una FPGA Max 10 demostró ser
muy rápida, con un tiempo de cálculo de 7,64 µs para el caso de
estudio utilizado en este trabajo. Estos resultados contribuyen a
facilitar el uso del DMC en los niveles más bajos de automatiza-
ción y ası́ poder aprovechar sus ventajas inherentes en sistemas
que se operan tı́picamente con controladores clásicos, debido a
la existencia de dinámicas rápidas.
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