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Resumen

En esta tesis se aborda primeramente el estudio de las grietas tridimensionales
partiendo de las premisas de la [Mecanica de la Fractura Elastica Lineal —MFEL—]
y considerando la importancia de los términos de segundo orden del desarrollo de
Williams para la correcta descripcion del campo de tensiones en problemas tridimen-
sionales. El estudio de las grietas tridimensionales se realiza mediante una extension
de los resultados bidimensionales en los que se suponen conceptos que en un estado
tridimensional no pueden ser admitidos directamente. En la tesis se hace un anéali-
sis del efecto de la triaxialidad sobre estos resultados, poniéndose de manifiesto que
no basta con aceptar los términos singulares, sino que al menos se deben incluir los
términos constantes del desarrollo de Williams.

El segundo punto lo constituye una introduccion al [método de los elementos fi-|
[nitos extendido —XFEM, del inglés Extended Finite Element Method—| para grietas
tridimensionales, incluyendo algunos de los avances desarrollados en los tltimos afnos.
A continuacion se aborda el calculo de los [Factor de Intensidad de Tensiones —FIT—]
en grietas genéricas tridimensionales con curvatura. Para ello se proponen mejoras
en la formulacion de las integrales de dominio y se realizan verificaciones numéricas
y estudios de convergencia. El célculo de los en grietas que presentan curvatura
es el objetivo principal de la tesis. La formulacion de la integral de interacciéon ha
sido modificada para mejorar su eficacia. Ademéas se ha introducido el efecto de la
curvatura en los gradientes, para lo cual se han usado conceptos de geometria dife-
rencial aprovechando la formulacién mediante la [funcion distancia o de nivel —Ls, del|
[inglés Level Set—| Esta propuesta mejora apreciablemente los resultados obtenidos
mediante las integrales de dominio.

El ultimo punto es el estudio y propuesta de un enriquecimiento para mejorar la
descripcién del estado existente en las cercanias de la singularidad de esquina —o de
borde libre—. Ademaés de una revision bibliogréfica del problema de esta singularidad,
se ha introducido parte del efecto local de esta singularidad en la formulacion de [XFEM]
mediante una propuesta de enriquecimiento basado en armoénicos esféricos. Este enri-
quecimiento utiliza las funciones armonicos esféricos que constituyen una base para la
descripcion de fendomenos con simetria esférica, justificada en grietas tridimensionales
debido al comportamiento esférico de esta singularidad.







Abstract

The first objective of the thesis is the review of the analysis of three-dimensional
cracks starting from the premises of the [Linear Elastic Fracture Mechanics (LEFM)}
The importance of second-order terms of the Williams’ series expansion is considered
for the correct description of the stress field in three-dimensional problems. The study
of three-dimensional cracks is usually performed using an extension of two-dimensional
concepts that cannot be done in a straightforward manner. An analyisis of the effect
of triaxiality is done in this thesis, concluding that singular terms are not enough
to achieve the desired description and, at least, constant terms of Williams’ series
expansion have to be considered.

The second point is an introduction to the [Extended Finite Element Method|
for three-dimensional crack modelling, including some of the developments
carried out in the last years. The main goal of the thesis is the computation of the
[Stress Intensity Factors (SIF)|for generic three-dimensional cracks with curvature. So-
me improvements in the formulation are introduced and numerical verification and
convergence studies are performed. The computation in cracks that exhibit curva-
ture is a challengig issue. The formulation of the interaction integral has been modified
to improve efliciency and the effect of curvature in the gradient has been also intro-
duced. For the gradient formulation the differential geometry theory has been applied
using the [Ls| description. This proposal significantly improves the performance of the
domain integrals for curved and non-planar crack studies.

The last point is the study and introduction of an enrichment to improve the des-
cription of the existing state close to the corner singularity (or free border singularity).
In addition to a review of the state of the art, the spherical behavior of the free border
singularity has been considered using a set of functions known as spherical harmonics
that constitute a basis for the description of phenomena with spherical symmetry. An
enrichment based on these functions has been introduced in the formulation of XFEM]
to reproduce the local singularity effect.
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Resum

En esta tesi s’aborda primerament ’estudi de les clivelles tridimensionals partint
de les premisses de la[Mecanica de la Fractura Elastica Lineal —MFEL—]i considerant
la importancia dels termes de segon orde de la serie de Williams per a la correcta
descripcié del camp de tensions en problemes tridimensionals. L’estudi dels clavills
tridimensionals es realitza per mitja d’una extensio dels resultats bidimensionals en
que se suposen conceptes que en un estat tridimensional no poden ser admesos direc-
tament. En la tesi es fa una analisi de I'efecte de la triaxialidad sobre estos resultats,
posant-se de manifest que no n’hi ha prou amb acceptar els termes singulars, siné que
almenys s’han d’incloure els termes constants de la serie de Williams.

El segon punt ho constituix una introduccié al [Métode dels elements finits estesol
[—xFEM, de 'anglés Extended Finite Element Method—]per a clivelles tridimensionals,
incloent alguns dels diferents avangos desenvolupats en els tltims anys. A continuacié
s’aborda el calcul dels[Factor d’'Intensitat de Tensions —FIT—en clavills tridimensio-
nals amb curvatura. Per a aixo es proposen millores en la formulacio de les integrals
de domini i es realitzen verificacions numeériques i estudis de convergéncia. El cal-
cul dels en clavills que presenten curvatura és I'objectiu principal de la tesi. La
formulaci6 de la integral d’interaccié ha sigut modificada per a millorar la seua efica-
cia. A més s’ha introduit I'efecte de la curvatura en els gradients, per a la qual cosa
s’han usat conceptes de geometria diferencial aprofitant la formulacié per mitja de
la [funcié de distancia o de nivell—LS, de 'anglés Level Set—| Esta proposta millora
apreciablement els resultats obtinguts per mitja de les integrals de domini.

L’altim punt és 'estudi i introduccié d’un enriquiment per a millorar la descripcid
de l’estat existent en les proximitats de la singularitat de canté6 —o de bord lliure—
. A més d’una revisié bibliografica del problema d’esta singularitat, s’ha introduit
part de lefecte local d’esta singularitat en la formulacié de per mitja d’'una
proposta d’enriquiment basat en harmonics esférics. Este enriquiment utilitza les fun-
cions harmonics esférics que constituixen una base per a la descripcié de fenomens
amb simetria esférica, justificada en clavills tridimensionals a causa del comportament
esféric d’esta singularitat.
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Capitulo 1

Introduccion

Sé breve en tus razonamientos,
que ninguno hay gustoso si es largo.
Miguel de Cervantes y Saavedra

1.1. Motivacion

Uno de los puntos méas importantes en el diseno mecénico de componentes de
méquinas es la identificacion del modo de fallo méas probable y la elaboracién de un
criterio para su detecciéon. Estos fallos ocurren, incluso cuando la estructura o pieza en
servicio se halla sobredimensionada respecto a la teoria de la resistencia de materiales,
debido a procesos de fatiga y fractura. La fractura es un proceso de fallo mecanico que,
a nivel muy bésico, puede definirse como la consecuencia de la rotura de los enlaces
interatémicos existentes en los sélidos. Desde un punto de vista macromecénico puede
verse como la separacién de un componente por ruptura en dos o més piezas debido
a la propagacion de grietas. El estudio del efecto de la existencia de grietas y defectos
en las estructuras, usando la aproximaciéon de la [Mecanica de la Fractura Elastical
[Cineal —MFEL—] es una de las herramientas de las que se dispone para evitar fallos
prematuros y catastroficos. Una breve introduccion y repaso histoérico al nacimiento
de la teoria de la asi como algunos de los accidentes y catéastrofes que han
demostrado su importancia, se puede encontrar en [1J.

A pesar de que existen observaciones en trabajos anteriores tan antiguos como
los tratados de Galileo, todo el desarrollo tedrico de la puede fijar su origen en
los trabajos de Griffith, [2] [3], sobre todo a partir de las interpretaciones realizadas
en [4 B]. El comportamiento asintotico de los campos presentes en la cercania de
la grieta para un problema plano y el caso de grieta circular fue establecido en [6]
a partir del campo de soluciones de Westergaard para problemas planos. Irwin, [7],
generalizd esta expresion, estando entre sus contribuciones: la expresion genérica para
el campo asintético de tensiones a cortas distancias al frente de grieta y la introduccion
del concepto de [Factor de Intensidad de Tensiones —FIT— Los constituyen los
pardmetros caracterizadores de la intensidad de los campos de tensiones en puntos
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cercanos a los frentes de grieta y por tanto se convierten en las magnitudes que se
deben calcular para establecer un criterio de fallo.

Estudios posteriores aplicados a tres dimensiones como [8HI0] ponen de manifiesto
las diferencias entre los campos singulares existentes en grietas tridimensionales y las
expresiones de [7], asi como la aparicion de nuevos tipos de singularidades, resultados
que motivan un estudio més profundo. Sin embargo, el estudio analitico de proble-
mas reales es inviable, debido a la dificultad que conlleva la resoluciéon del sistema
de ecuaciones diferenciales asociado, por lo que se siguen aceptando aproximaciones
bidimensionales. Ademéas se hace necesario la utilizacion de métodos y herramientas
numéricas para obtener soluciones aproximadas.

El estudio de los diversos fené6menos naturales, como el comportamiento mecani-
co de los solidos elésticos, suele modelarse de forma matemaética mediante el uso de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales aplicadas al estudio de problemas de
contorno. La resolucién analitica de dichos problemas de contorno es habitualmente
irrealizable por lo que diversas técnicas numéricas se han desarrollado para lograr un
resultado aproximado. Una introduccién a las técnicas numeéricas mas usadas en me-
cénica computacional puede consultarse en [II]. El [Método de los Elementos Finitos|

MEF—| constituye una de las herramientas numéricas mas potentes de las que se
dispone. Una buena introduccion a los fundamentos del se puede encontrar en
muchos libros, por ejemplo en [12HI4].

El converge asintoticamente a la solucién exacta, si el término correcto puede
expresarse usando un desarrollo polinémico, pero una singularidad, o comportamiento
descrito por gradientes muy elevados, no puede describirse usando este desarrollo
y, por tanto, aparecen complicaciones para obtener una aproximaciéon numérica. El
método de los elementos finitos extendido —XFEM, del inglés Fxtended Finite Elemend
Method—] introducido en [I5HI8] es una alternativa eficaz para el modelado de este
tipo de problemas. Esta técnica constituye una modificaciéon de la expresion béasica
del de forma que incluye un enriquecimiento local del espacio de aproximacion
mediante conceptos del [método de particion de la unidad—pum, del inglés Partition
[of Unity Method—| y va a constituir la herramienta bésica de modelado para los
problemas relacionados con la en esta tesis, lo que justifica que se haga una
revision de su formulacion tridimensional.

En el estudio del efecto mecanico de la presencia de grietas, una de las magnitudes
usadas para evaluar su influencia son los parametros que caracterizan los campos
asintoticos cerca de la singularidad. Para su obtencién a partir de un modelo numérico
se suelen emplear técnicas de postproceso basadas en métodos energéticos, [19] [20].
Estos métodos energéticos pueden utilizar la soluciéon aproximada de elementos finitos
en puntos alejados de la singularidad y, por lo tanto, evitar la zona de mayor error en
los resultados, o pueden utilizar algin tipo de soluciéon mejorada para reducir el error
y, ademas, son relativamente simples de implementar.

Hay que comentar que la mayoria de estos métodos han sido desarrollados para
estudios en dos dimensiones con grietas rectas. Es decir, en su desarrollo tedrico se
aceptan las hipotesis asociadas a estados bidimensionales de grietas. Por tanto, para
los casos tridimensionales se acepta el comportamiento correspondiente a una grieta
plana de frente recto, que es similar al caso 2-D. Aunque existen algunas modifica-
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ciones para su implementacion genérica tridimensional, incluyendo la influencia del
resto de la grieta en el punto de evaluacion, [21] [22] y configuraciones no planas y
de frente curvo, [23H25], el calculo de los es un problema atn no totalmente re-
suelto en casos genéricos tridimensionales, grietas no planas y frentes curvos. Estas
configuraciones de geometria compleja son las que suelen aparecer en la realidad.

En el estudio de grietas reales tridimensionales no solo se puede identificar el estado
singular asociado al frente de grieta y estudiado por la Otros tipos de singu-
laridades también existen. Una de ellas, conocida como singularidad del borde libre,
se origina en la interseccion del frente de grieta con una superficie libre, [10} 26} [27].
Este efecto es totalmente tridimensional y por tanto no admite una aproximacion
bidimensional. Existen algunos estudios sobre el desarrollo teérico para esta singula-
ridad, pero no se dispone de una expresion analitica. Sin embargo es conocido que
presenta un comportamiento con cierta simetria esférica y un orden de singularidad,
no igual, pero cercano al asociado al frente de grieta. Aunque en su proximidad los
conceptos asociados al frente de grieta no pueden ser rigurosamente aceptados, es
habitual aplicarlos, como por ejemplo el concepto y valor de los A pesar de su
influencia en el comportamiento a fatiga y debido a su pequeiia region de influencia,
suele ignorarse en los estudios de grietas tridimensionales. Sin embargo para obtener
conclusiones correctas debe ser tenido en cuenta, ya que influye sobre la morfologia
de propagacion de la grieta.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de esta tesis es la mejora del modelado numérico de grietas
tridimensionales en el ambito de la siendo la herramienta principal del analisis
el Sin embargo, el formalismo utilizado la hace susceptible de generalizacion.

Se ha tenido que profundizar en la descripciéon del campo asintotico y modifi-
car la implementaciéon de una herramienta numeérica disponible para los calculos con
Dicha herramienta esta implementada en el codigo abierto de elementos finitos
FEAP, [28H30], usdéndose MATLAB como aplicacion auxiliar. Es un programa con fines
académicos lo que facilita cambios, pero presenta ciertas restricciones en la gestion de
memoria, cuya optimizacién, escapa de los objetivos de esta tesis.

Los puntos que se han seguido para la realizacion de la tesis son:

1. Estudio del estado tridimensional de campo asintético singular asociado al frente
de la grieta.

2. Mejora y adaptacién de un programa basado en para el estudio de grietas
tridimensionales.

3. Modificacién de las herramientas de postproceso para el calculo y obtenciéon de
los en grietas curvas bidimensionales.

4. Elaboraciéon de herramientas de postproceso para el calculo y obtenciéon de los
en grietas tridimensionales genéricas.
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5. Estudio de la singularidad de borde libre y desarrollo de un enriquecimiento
para su introduccion en el método

1.3. Organizaciéon de la tesis

La tesis se organiza en una memoria compuesta por siete capitulos. El segundo
capitulo es una introduccién teérica al problema de la tridimensional, donde
se establece el marco teoérico del problema mecanico seguido en el resto de la tesis.
Es decir, presentamos el desarrollo en serie para el comportamiento asintético de los
campos cercanos a la singularidad del frente de grieta. El tercer capitulo constituye
el marco teorico del se repasa brevemente la formulacién tridimensional inclu-
yendo la descripcién de la grieta mediante [funcién distancia o de nivel —LS, del inglés|
El cuarto capitulo trata sobre las integrales de dominio y su aplicacion
para la extracciéon de los en grietas tridimensionales. El capitulo esta constituido
por una introduccién tedrica sobre las dos integrales de dominio que son utilizadas en
nuestro estudio, la integral [J] y la integral de interaccion. Se incluye una revision de
su uso en tres dimensiones con modificaciones para la introduccién de coordenadas
curvilineas. El capitulo quinto es el anélisis de los ejemplos numéricos de céalculo de
los Se realiza un estudio de diversos pardmetros tanto para dos como para tres
dimensiones que permite establecer la aplicabilidad de cada integral. En el capitulo
sexto se introduce un breve repaso historico de los trabajos existentes sobre la sin-
gularidad de borde libre. Se introduce también un posible enriquecimiento para su
modelado en Finalmente en el dltimo y séptimo capitulo se resumen las apor-
taciones, conclusiones y futuros trabajos que surgen de forma natural a partir de esta
Tesis.




Capitulo 2

Problema mecanico de la
fractura elastico lineal

Una sola piedra puede desmoronar un edificio.

Francisco de Quevedo

2.1. Repaso historico del problema tridimensional

Uno de los puntos criticos en el diseno mecanico de componentes de maquinas es
la identificacién del modo de fallo mas probable, lo cual permite elaborar un criterio
de deteccion de fallo. Como se ha mencionado, la fractura es un proceso que puede
definirse como la consecuencia de la rotura de los enlaces interatéomicos existentes en
los sélidos. Desde un punto de vista macromecanico puede considerarse como la sepa-
raciéon de un componente por ruptura, en dos o mas piezas, debido a la propagacion
de las grietas, a partir de defectos previos.

Cuando aparece el fallo por un proceso asociado a la fractura, éste ocurre atn
cuando la estructura o pieza en servicio se halle sobredimensionada respecto a los
criterios de la resistencia de materiales, ya que su comportamiento debe estudiarse en
el campo de la micromecanica, mecanica de los enlaces atomicos. El enfoque desde
una teoria atomistica no es de utilidad préactica por su dificultad y complicada in-
terpretabilidad, por lo que, desde un punto de vista de diseno, se suelen usar teorias
macromecanicas conocidas como teorias de la mecanica de la fractura.

La razon que explica la divergencia entre los resultados obtenidos al usar teorias
de mecéanica de la fractura, respecto de los de otras teorias que no tienen en cuen-
ta la presencia de defectos, es que la distribuciéon de tensiones en la seccion plana
que contiene la fisura no es uniforme. El efecto que introduce la grieta es equivalente
al originado por concentradores de tensiones, como agujeros o entallas, pero mucho
més acusado. Considerando que en el material solo existe comportamiento elastico, se
desarrolla la Sin embargo, el comportamiento real cerca del extremo de grie-
ta necesita la introducciéon de comportamiento plastico que se estudia dentro de la
[Mecanica de la Fractura ElastoPlastica —MFEP—] Existen problemas que presentan
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rotura esencialmente fragil y en los que la zona plastica, aunque importante concep-
tualmente, es de poca relevancia practica. En consecuencia la tesis se limita al estudio
del caso elastico.

La es una de las herramientas méas importantes de las que se dispone para
evitar fallos prematuros y catastroficos. Una breve introduccion y repaso histérico al
nacimiento de la teorfa de la[MFEL] asi como algunos de los accidentes y catastrofes que
la motivaron, puede encontrarse en articulos de revisiéon sobre el estado del arte, [,
o en monografias especificas, [31H40)].

El efecto danino de la presencia de grietas en las estructuras ha sido observado en
trabajos tan antiguos como los tratados de Galileo, [I], pero el desarrollo teorico de la
puede fijar su origen en los trabajos de Griffith, [2,3]. Griffith baso sus estudios
en las diferencias de casi dos 6rdenes de magnitud observadas entre el limite de rotura
teorico y real en cristales y cables de metal. La razon de esta diferencia, segun las
observaciones, se debe al efecto de la existencia de fallos, defectos, imperfecciones y
muescas en las piezas reales.

El estudio de las observaciones experimentales le lleva a modelar los defectos como
un agujero eliptico, siendo su efecto independiente del tamano global pero dependien-
te de la proporcion relativa entre los semiejes. Abandona el criterio de fallo de tension
méxima e intenta establecer una nueva teoria de criterio de fallo, teoria que es el
germen de la teoria actual de mecanica de la fractura. El principio bésico sobre el que
edifico esta nueva teoria es que, de forma analoga a los liquidos, los sélidos también
tienen energia superficial. Por tanto, para aumentar la superficie de un defecto o grie-
ta se necesita una cantidad de energia, que debe provenir de una fuente externa o de
una liberacién de energia interna. Un resultado de sus trabajos fue la deteccion de un
comportamiento singular cerca del extremo de grieta, que en su formulacion, origina
una solucioén infinita en ese punto. La aparicién de una singularidad dificilmente inter-
pretable, motivd que la comunidad cientifica ignorara el resultado de forma practica
durante casi tres décadas.

El fisico aleman Wieghardt, anteriormente a Griffith y casi 50 afios antes de los
primeros estudios en los que se basa la mecéanica de la fractura actual, ya consider6
en [41] —reeditado y traducido al inglés en [42]— el estudio de una grieta seminfinita,
siendo el primero en llegar a las expresiones asintéticas del campo de tensiones, con
el término singular correcto. Sin embargo, en dicho trabajo no abandoné el criterio
de fallo basado en la tensién méxima, por lo que, aunque clarificador, no se considera
como el origen de la mecanica de la fractura.

La formulacion actual proviene de las interpretaciones realizadas en [4], 5]. Irwin
consigue dar una interpretaciéon a los trabajos de Griffith, incluyendo un comporta-
miento plastico en las cercanias del frente de fisura, de forma que el campo de tensiones
mantenia valores finitos en el extremo de grieta. En la esta zona plastica, sin
embargo, es muy pequeiia en comparacion con el tamano de la region donde el com-
portamiento elastico asociado a la grieta domina, y en conclusién se puede aceptar
que la energia correspondiente a la creacion de las nuevas superficies de grieta esté
dominada por el comportamiento elastico.

El comportamiento asintotico del campo de tensiones en grietas con simetria axial
es presentado por Sneddon en [6], desarrollado a partir del campo de soluciones de
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Westergaard para problemas planos. Sneddon no consigue obtener una expresion ge-
neral para el campo de tensiones asintético, detectando que la diferencia entre el caso
plano y el caso axisimétrico es un factor constante. Irwin, [7], identifica el factor y ob-
tiene una expresion genérica para el campo de tensiones asintotico en puntos cercanos
al frente, que se puede enunciar como

05|~ () fi’ (2.1)

donde es una funciéon angular independiente del problema y que también apa-
rece en [6], 41]. La geometria del problema y el efecto de las cargas est4 contenido en
el factor es decir, introduce el concepto de los que contienen toda la informa-
cion necesaria para reconstruir el campo asintotico. Los son, asi, los parametros
caracterizadores de la intensidad de los campos de tensiones en puntos cercanos a las
grietas y, por tanto, se convierten en las magnitudes a calcular para establecer un
criterio de fallo.

El desarrollo en serie de campos asintéticos se asocia a la solucion de Williams,
[43], pero estudios posteriores como [8HI0] ponen de manifiesto las diferencias entre los
campos singulares existentes en grietas tridimensionales y las expresiones de [7] [43],
asi como la aparicién de nuevos tipos de singularidades.

Hartranft aborda en [9] el estudio de la solucion tridimensional. Para ello considera
que el caso tridimensional puede aproximarse por una grieta infinita donde los estados
tensionales en los puntos cercanos al frente de grieta pueden asimilarse a estados de
deformacion plana. Supone, ademaés, que la solucion tridimensional puede ser obtenida
mediante separaciéon de variables y un desarrollo en serie. El resultado es el mismo
desarrollo en serie que Irwin y Williams.

Sih argumenta en [8] que los estados de tensiéon plana generalizada no pueden
usarse como aproximacion bidimensional a los casos tridimensionales, ya que con
esta aproximacion no se satisfacen las condiciones asociadas a las ecuaciones de la
elasticidad en tres dimensiones. Sin embargo, la consideracién de deformacién plana
bidimensional puede utilizarse como caso limite del estudio tridimensional. Ademaés,
el estado de deformacion plana es muy proximo al estado tensional que se encuentra
en los puntos cercanos a la grieta en el interior de material. No obstante, la intensi-
dad del campo de tensiones puede depender del espesor de la placa que contiene a
la grieta, y a pesar de que el estado de tensiéon plana no es rigurosamente aplicable,
introduce el efecto del espesor como un cambio en el estado tensional desde un es-
tado de deformacién plana a un estado de tensiéon plana, junto con una dependencia
funcional en los valores de los [EIT

Otros estudios que abordan el calculo de los campos de tensiones en grietas tridi-
mensionales son: Olasebikan que en [44] usa un desarrollo que se basa en derivar el
campo de tensiones de un potencial complejo, Gray que en [45] parte de las ecuacio-
nes de la elasticidad y Leung que en [46] realiza un estudio de la determinacion del
campo de desplazamientos y tensiones para grietas tipo «penique» y circunferenciales,
mediante un desarrollo en autofunciones.

A partir de estos estudios sobre los campos de tensiones se aborda el célculo de los
en casos tridimensionales, como por ejemplo en grietas curvas, [47H50]. Resultados
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interesantes en estudios de este tipo son [5I], donde se hace una breve discusion
acerca de la divergencia de los FIT, obtenidos en tres dimensiones, respecto a los que
se obtienen al considerar la aproximacion de estado de deformacion plana y en [52]
que también encuentra divergencias respecto a la aproximaciéon usando deformacion
plana.

Se puede concluir que muchos avances en este campo atn se basan en conceptos y
resultados que provienen de los estudios bidimensionales, como son las suposiciones
de estados de deformacion y tension plana. Sin embargo, actualmente es cuestionado
por algunos autores que dichas suposiciones puedan ser directamente extrapoladas
a estudios de mecénica de la fractura en tres dimensiones [53]. No obstante, en la
tesis se consideran los campos asintéticos como validos, y por tanto se aceptan las
hipoétesis de comportamiento elastico y estado de deformaciéon plana y, en una primera
aproximacion, se ignora la existencia de otro tipo de singularidad.

2.2. Formulacion en 3D. Serie de Williams

El estado de tensiones de la grieta tridimensional se suele describir mediante un
sistema de referencia local similar al usado en [9] y que se muestra en la Fig.
donde la direccion 1 es la normal al frente de grieta, contenida en el plano de la
grieta, la direccién 2 es la normal a la superficie de la grieta y la direccién 3 es la
tangente al frente de grieta. Se aceptan las hipotesis de la[MFEL]y se considera estado
de deformacion plana para la descripciéon del estado tridimensional. Por tanto, se
utiliza la serie de Irwin y Williams [7, [43] para realizar la descripcion asintética de los
campos singulares en las cercanias del frente de grieta. Los términos de segundo orden
se incluiran en la descripcion analitica, ya que generalmente no pueden ser ignorados
en la region cercana al frente de grieta. De forma genérica se tendra una expresion

del tipo
- ot 14 ot )

direccién 2

direccién 1

Superficie de la grieta direccion 3

Figura 2.1. Sistema local de coordenadas para el frente de grieta.
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Debido a razones de simetria y condiciones de contorno —como la hipotesis de
caras de grieta libres de tensiones de tracciéon— se pueden anular algunos términos
de segundo orden, Los términos de segundo orden en general no nulos son
—comtnmente conocido como [I-stress}—, y Sin considerar efectos de ma-
yor orden, las expresiones analiticas para los campos de tensiones en el sistema de
referencia local son

K 0 0 |K 0
H |:1S6n286n 3@} cos — — ul(s) {2+cos2(:os 3'22'} seng H

:ﬂ}ws Kol5) 81

COS — COS — Sen —

2 Vo 2 2 2

0 0
H COS — COS %ﬂsen -+ Kofs) {1 — seng sen f?} g

N T R R TR AV, =

Konfs) l I
=-— sen — Ht13|(s
E]._?J \/QTE 2 13 '

\/2w|ZI "2

ﬁ

Para los campos de desplazamiento se tiene

1 ) 0]
:ﬂ M{EEI)COS.CO l) sen.+2+co}
2@” {I: s senf (5] — sedd) Icos.—2+co'} (2.4)
[m|_|[1 @
@— K (s sen —
@ o7 2

donde
|E|
= =3- “ .

Los termlnos.. v [KGnf(s]) son lospara los tres posibles modos de cre-
cimiento de la grieta, véase Flg 2| Hay que destacar que los|FIT| My los termmosl

dependen funcionalmente de la coordenada local del frente de grieta en direccion 3,
es decir de la posicion [s a lo largo del frente de grieta —se usa[s| en vez de [x3] para
indicar explicitamente que es la coordenada de la longitud en el frente de grieta—.
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B | T m

//W
7
A’/ —

Figura 2.2. Diagrama de modos de apertura de grieta.

2.3. Situaciones triaxiales. Estudio del efecto de la
constriccion

Cuando se realizan anélisis del comportamiento tridimensional de las grietas usan-
do solo se suele tener en cuenta el primer término en el desarrollo en serie de
Williams, término que se corresponde con la singularidad %. Eso es asi, a pesar de
que se conoce que los términos de segundo orden, tensiones tienen influencia sobre
el estado triaxial. Incluso cuando se tienen en cuenta los términos de segundo orden,
habitualmente se incluye tinicamente el conocido como En esta seccion
se expone que si se quiere hacer un estudio correcto del estado triaxial hay que tener
en cuenta el resto de los términos [53, [54], especialmente

En general, aparecen efectos triaxiales debidos a las constricciones. Ejemplos ti-
picos de este estado son una grieta que atraviesa de lado a lado una placa —donde
el espesor de la placa es del mismo orden de magnitud que la longitud caracteristica
de la grieta— o grietas situadas en las esquinas. En estas situaciones, la triaxialidad
que aparece en los campos de tensiones en los puntos cercanos al frente de grieta,
tiene gran influencia sobre los resultados obtenidos en los estudios de mecénica de la
fractura [33}, 55HG0].

Las constricciones triaxiales que aparecen son, basicamente, la coplanaria y trans-
versal, cuyos valores dependen de la geometria y las cargas aplicadas en la estructura.
La constriccion coplanaria es esencialmente provocada por las magnitudes en el plano
normal al frente de grieta. La constricciéon transversal se debe, principalmente, a las
dimensiones paralelas al frente de grieta —espesor— junto con las condiciones de
contorno. Estas magnitudes afectan a la resistencia observada de los componentes
estructurales, como se demuestra en [61] a partir de estudios mediante el en los
analisis de barras redondas realizados en [62] o mediante el estudio estadistico de su
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efecto en probetas normalizadas [58]. En consecuencia, es importante conseguir una
mejor comprension de su descripcién a partir de los campos de tensiones. Para realizar
el analisis se consideran casos bajo tracciéon pura que provocan crecimiento de grieta
en modo I. Esta restriccion, a pesar de simplificar los célculos no supone ningin tipo
de pérdida de generalidad conceptual para la deduccion de las conclusiones.

2.3.1. Analisis mediante ?;;

Las expresiones de los valores normales de los campos de tensiones para una carga
simétrica —modo I— expresados en un sistema de referencia cilindrico local 2.1] que
se pueden encontrar por ejemplo en [53] 63] son las Ecs. , donde se consideran
puntos suficientemente cercanos al frente de grieta para poder despreciar términos de
mayor orden. Solo aparecen los términos y en las Ec. , ya que las otras
componentes se anulan por razones de simetria y la condicién de caras de grieta
libres de tensiones de traccion.

K 0] [4
= CcoS — 1fsenfsen%aal t11
2 2 2
( HZZI)

£

=

=
SES
Eg

cos— (14 sen—sen — (2.6)

2 2 2

[l
2V cos

El término puede obtenerse utilizando la integral de interaccion
presentada en [63]. El término de tension puede deducirse a partir del valor de
v las relaciones entre los campos elasticos, tal y como se detalla en este subapar-
tado. Estos términos afectan la triaxialidad en las cercanias del frente de grieta y
se relacionan directamente con las constricciones coplanarias y transversal: esté
relacionado directamente con la constriccién coplanaria y con la transversal. Por
tanto, los términos de tensiones junto con los proveen un conjunto de pa-
rametros que permiten caracterizar los campos de tensiones en las cercanfas de un
frente de grieta tridimensional, esto es véase [53] 54 [64 [65]. Es bien conocido
que [K] varia a lo largo de la coordenada local 3, e igualmente varian [f11] y tal

como se muestra en [53), 66H6F].

I

3
[)
)
[ S ]

X

3
w
(98]
[ 3]

Deformacién transversal y céalculo de

Una expresién para el calculo de puede obtenerse directamente a partir del
estudio de como en [53] 54, 65]. Para ello se acepta la serie de Williams para la
componente transversal, Ec. , en la direccion tangencial al frente. Las tensiones
en las cercanias del frente de grieta particularizadas para el dngulo polar [f] = 0
son
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2.7)

Al aplicar la ley de Hooke generalizada para un material isétropo se puede obtener
la deformacion transversal, como

1
R Rt r) 29

Después de sustituir (2.7)) en (2.8]) se consigue

- LS L (B - B e

Dado que = el desplazamiento transversal en el frente de grieta

iEI=0 = ||B=0 (2.10)

Puesto que [ug] tiene que tener valor finito, no puede presentar un compor-
tamiento singular con [r| y por tanto los términos o S¢ cancelan en la Ec. (2.9).
Consecuentemente se obtiene

es

1
] - o ) 2.1)

Se puede observar que, en el frente de grieta, el comportamiento de se halla
dominado por términos de segundo orden que no pueden ser ignorados. En consecuen-
cia, [Eg3] es, en general, no nulo y estrictamente hablando no se alcanza un verdadero
estado de deformacién plana con =0, [53].

La tltima expresion es de aplicacion practica ya que permite el calculo de [f33] como

[Eaal ={ ZEasl +H{f] (2.12)

Notar que los valores de y deben ser conocidos con antelaciéon para poder
calcular Estos valores pueden ser obtenidos a partir de la aproximacion de ele-
mentos finitos: 33 se corresponde directamente con la solucién de elementos finitos
para deformaciones en el punto dado del frente y puede obtenerse mediante ex-
trapolacion [63] o usando la integral de interaccién propuesta por Nakamura y Parks
en [63]. Esta integral de interaccion utiliza los campos elasticos asociados a una carga
lineal unitaria tangente al frente de grieta como campos auxiliares.
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2.3.2. Factor T,

Otra aproximacion para caracterizar la constriccion transversal es el factor
propuesto por Guo en [69H71]. Este factor [T,|es un término que se utiliza en la defini-
cién del campo de tensiones para describir el efecto de la constriccion transversal
en el campo de tensiones tridimensional. Esta propuesta no utliza el concepto de
y se vera mas adelante que no describe correctamente el estado tensional tridimen-
sional. En este caso, el conjunto de parametros que se utilizan para caracterizar el
estado tensional es [72]. Guo acepta la siguiente aproximacion para el campo
de tensiones en modo I puro:

dondelT] Fhélj se usa para 1dent1ﬁcar el término T [T-stress|o u 711] La definicion del factor

] es

33

] @14)

Hay que remarcar que es funcion de las coordenadas del punto. Asi para un
plano normal al frente de grieta y usando coordenadas polares es . Para un
material isétropo lineal, se tienen los siguientes valores limite: = 0 en condiciones
de tension plana y en condiciones de deformacion planaﬂ Por tanto, el factor
proporciona una medida del grado de triaxialidad de los estados tensionales a lo
largo del frente de grieta. Los términos que aparecen en las Ec. son las
funciones trigonométricas del desarrollo tridimensional de la serie de Williams. Se
puede observar que el término [t33] no aparece y, para ser consistente con la definicion

de f33{(0) se expresa como
(f1f@) + F221ED) (2.15)

donde el término se desprecia en comparaciéon con los términos singulares.

En [73], la forma funcional de como funcién de la coordenada tangencial |x3|y
la distancia radial, ] al frente de grieta en el plano normal, es construida como una
variacion continua desde un estado teoérico de tensiéon plana en la superficie libre a
un estado de comportamiento teérico correspondiente a deformacion plana en puntos
suficientemente alejados de las fronteras. Por tanto, debe satisfacer las siguientes
condiciones de contorno en las superficies libres

g 9
_ 0, =0 (2.16)

Y ademas, la distribucién de dentro del frente de grieta tiene un valor limite de
en elasticidad isétropa, que se corresponde con la zona donde se acepta estado de
deformacion plana. Asi, la forma funcional exacta de viene determinada por la
geometria del problema considerado.

1Los términos tensién plana y deformacion plana son usados aqui como aproximaciones concep-
tuales, ya que los estados de tensién y deformacion plana no pueden estrictamente usarse en grietas
tridimensionales tal y como se demuestra en [53}, [65].
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La principal dificultad de esta aproximacion se encuentra en la estimaciéon de
que tiene que ser ajustada a partir de una solucién numeérica. Como no se dispone de
una solucién analitica, el criterio general es aplicar una aproximacion usando métodos
de minimos cuadrados para obtener coeficientes ad hoc para diversas distribuciones
de que cumplan las condiciones de contorno y simetria, como por ejemplo en el
caso particular de una grieta con forma de cuarto de elipse situada en una esquina,
realizado en [73].

2.4. Ejemplos numéricos

Si se realiza un estudio exhaustivo del comportamiento elastico en presencia de
grietas, los términos [t;;| tienen que incluirse en la descripcién del campo de tensiones
cercano al frente de grieta. Por otra parte los siguen siendo los parametros funda-
mentales para la caracterizacion del estado tensional en Los valores de los
se suelen extraer a partir de las soluciones numéricas usando integrales de contorno,
como la integral |J] [I9] o su formulacién equivalente en dominio [21]. Sin embargo, es
conocido que en problemas tridimensionales como en el caso de grietas en placas de
espesor finito la formulacién bidimensional de dichas integrales no es estrictamente
aplicable, ya que el estado encontrado no se corresponde con un caso de deformacion
o tensiéon plana pura. Existen modificaciones para su uso mediante dominios tridi-
mensionales, como |2}, 23], y su estudio detallado en el ambito de se realizara
en el Cap. [d

Para validar la importancia de la triaxialidad, se consideran dos problemas estu-
diados mediante aproximaciones de elementos finitos. Primero, se reproduce parte del
trabajo en [53], donde se considera una placa finita con una grieta plana sometida
a traccion pura, que es un caso de modo I puro. En este ejemplo se varia el espesor
de la placa y el tamano de la grieta presentandose los efectos de la constriccion en
los términos y en los Con estos resultados numéricos se pone de manifies-
to la divergencia del caso tridimensional respecto a la aproximacién bidimensional
correspondiente a un estado de deformaciéon o tension plana.

El segundo ejemplo, publicado en [54], se corresponde con el estudio de una grieta
de cuarto de elipse situada en una esquina. El efecto de la constriccion en esta confi-
guracion de grieta fue estudiada en [73] [74] aplicando lo cual ha permitido realizar
una comparacion entre las dos aproximaciones.

2.4.1. Placa finita

Para verificar la validez de la disertacion teérica, se considera parte del analisis
publicado en [53], para placas de distinto espesor [B} y anchura con una grieta de
longitud [q] La longitud de la grieta se hace variar en proporcion a la anchura, esto es
al El objetivo es demostrar la influencia de |B|y de en E y

Debido a la geometria y condiciones de carga impuestas solo se necesita considerar
la mitad del dominio geométrico, como se muestra en la Fig. Todas las placas
tienen la mismas dimensiones coplanarias, es decir, anchura [F] = 50 mm y altura
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Para estudiar el efecto de la variacion en la relacion a/B, se han considerado
los espesores

[B]=0.1,02, 05, 1,2, 5,10, 20, 35, 50, 75, 100, 200, 400 mm

Esta serie de espesores se ha combinado con cuatro proporciones entre la grieta y
la anchura de la placa:

[alfW]= 0.1, 0,3, 0,5, 0,7

Se asume que la placa estd compuesta de un material que presenta propiedades
de elasticidad lineal, es decir, material elastico, homogéneo e is6tropo. El moédulo de
Young es[E]= 207 GPa, con un coeficiente de Poisson []= 0,3. La tension de traccion
aplicada es[o]= 1 MPa. En la Fig. 2.4 se presenta la malla para el caso de[B]= 1 mm,
pudiéndose observar la estructura de malla usada en el anélisis. Los elementos usados
son del tipo isoparamétrico de 20 nodos con 3 x 3 x 3 puntos de integraciéon. La
discretizacion en [B| es de 50 elementos. Para espesores superiores a [B] = 1 mm, la
malla no estd tan concentrada en las cercanfas de la grieta como en la Fig. para
poder describir mejor el comportamiento de la region afectada por constriccion en la
direccion radial.

Condiciones
de simetria

Figura 2.3. Modelo geométrico de la placa.
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Figura 2.4. Ejemplo de malla del analisis de la placa.

Se puede observar la variaciéon de a lo largo del frente de grieta para diversos
espesores en la Fig. 2.5 Los resultados confirman que es no nulo a lo largo del
frente de grieta para placas de espesor finito. Para espesores grandes, disminuye
en el frente de grieta —en puntos alejados de las superficies frontera—. Sin embargo
su valor sigue sin ser nulo en contra de lo que se supone en un estado de deformaciéon
plana tedrico.

Normalmente se acepta que en el frente de grieta existe un estado de deformacion
plana para puntos alejados de las fronteras, lo cual lleva a la suposicion de que =
0 en el frente de grieta para una placa suficientemente gruesa. En la Fig.
representa la variacion de a lo largo del frente de grieta para un espesor elevado
—B] = 200 mm— en comparacioén con el resto de dimensiones —[W] = 50 mm—,
pudiéndose aceptar en la practica como un ejemplo de placa de espesor infinito. El
resultado es que en vez de tender a cero, converge al valor de correspondiente
a la misma configuracion pero sin grieta, valor que se obtiene a partir de la ley de

Hooke. La conclusion directa es que un estado de deformacién o tensién plana puro
no existe en la grieta tridimensional.
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Figura 2.5. Variaciéon de en el frente de grieta de la placa para distintos espesores
—en mm—.
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& & | - sin grieta =—y
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Figura 2.6. Variacién de en el frente de grieta de la placa para distintas relaciones

W]
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A continuacién se considera el comportamiento de los términos v Prime-
ramente se considera el plano medio de la placa. En esa zona es posible observar la
variacion para distintos espesores —Bl— y relaciones entre el ancho y longitud de
grieta —g , véase Fig. Merece la pena comentar que es una tensiéon de
compresion —es decir es siempre negativa— mientras que puede cambiar de signo
para valores pequenos de|a}/[I¥] como se puede observar en la Fig. dondetiende
a ser negativo para y gran[B] tal como ya apuntaron Nakamura y Parks en [63].
El uso de en la adimensionalizacién —recordemos que para problemas tridi-
mensionales varia con permite su comparacion con problemas de placas finitas
que presenten otras geometrias o cargas.

En la Fig. se puede observar la dependencia de y con el espesor para
cuatro valores distintos del coeficiente de Poisson = (0, 0,15, 0,3, 0,45)—. Debido
a que los efectos de la constriccion de la grieta tridimensional en una placa se deben
en ultima instancia al efecto del coeficiente de Poisson, éste tiene mucha influencia
en los resultados [55] 63]. Esta claro que si | = 0, no hay efecto de constriccion
y la placa no presenta variacion a lo largo del espesor. En este caso =0y
coincide con el valor correspondiente al problema anélogo en dos dimensiones. Hay
que poner de manifiesto que en el estudio bidimensional tanto como los son
independientes del coeficiente de Poisson, indiferentemente de si se asume tension o
deformacion plana. Para valores realistas de [} se verifica que a mayor [ mayor efecto
enftii]y Igualmente la influencia de [B]se acenttia a un mayor valor de [} siguiendo
asi la misma tendencia.

La variaciéon de y a lo largo del espesor para distintos [B] se puede ver
respectivamente en las Figs. 2.9 y 2.10] Se puede observar que y aumentan
claramente para valores bajos de [B] en todo el frente de la grieta. En general, la
magnitud de [t11|y [t33|en el frente de grieta tiene un minimo en el plano medio. Como
es de esperar, converge al valor correspondiente a un caso bidimensional cuando
[B] tiende a infinito. Hay que comentar que en estas tltimas gréficas los valores en
los puntos cercanos a la frontera tienen una validez cuestionable debido a los campos
auxiliares de deformacion plana utilizados en la integral de interaccién para el calculo
de

Finalmente, en el cuadro se presenta una lista con la variacion de los valores
del de modo I —tnico que aparece en la grieta— para distintos espesores[B]y re-
laciones En este cuadro se puede apreciar claramente el efecto de la constriccién
también en los y su divergencia respecto a los valores que aceptan las aproxima-
ciones bidimensionales de deformacion y tension plana, valores que se pueden observar

en 7]
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Figura 2.7. Variacion de y en el plano medio de la grieta para distintos |B|y
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Figura 2.8. Variacion de m y en el plano medio de la grieta para distintos |B|y
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Figura 2.9. Variaciéon de en el frente de grieta de la placa para distintos |B|—en
mm-—.
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Figura 2.10. Variacion de en el frente de grieta de la placa para distintos |B|—en
mm-—.
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Kiocall en |:z:_3| —0 (\ /MPa/mm)
W]

50 4,77 11,84 26,09 68,98
75 4,73 11,68 25,79 68,27
100 4,72 11,58 25,60 67,88
200 4,71 11,43 25,23 67,19
400 4,71 11,40 25,04 66,72
[KEP| 4,71 11,40 25,03 66,60

Cuadro 2.1. Variacion de (K|) en el plano medio [z3|= 0 con |B|y

21
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2.4.2. Grieta de un cuarto de elipse en esquina

Las grietas de esquina tridimensionales suelen aparecer en los concentradores de
tensiones, como superficies de uniones atornilladas o remachadas. Existen estudios
sobre la aplicacion del factor [T,|en grietas con forma de cuarto o de media elipse, [73]
74]. La aproximacion usada para el factor [I>|en dichos trabajos ignora la existencia de
[T%] es estimado a partir de una aproximacion de minimos cuadrados a partir de los
resultados numeéricos. A continuacion se muestra la influencia de [f33] en la triaxialidad
considerando su efecto en comparacion con la aproximaciéon usando llegandose
a la conclusion de que el término [t33] es necesario para conseguir la descripcion del
campo de tensiones de las grietas tridimensionales.

La geometria del problema numérico seleccionado coincide con el estudiado en [73]
y por tanto es posible hacer una comparaciéon exhaustiva entre los resultados obtenidos
usando y los obtenidos a partir de que se ha publicado en [54] y se reproduce
aqui. La grieta considerada se corresponde con una grieta de esquina de un cuarto de
elipse contenida en una placa elastica isoétropa, sometida a carga uniforme constante
que provoca un estado de tracciéon. Un esquema de las cargas y geometria del problema
puede observarse en la Fig. 2.11]

Figura 2.11. Descripcién esquematica de la geometria y cargas de la grieta de esquina.
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Las propiedades del material se corresponden con 200 GPa para el modulo eléstico
v [/ = 0,3 para el coeficiente de Poisson. La tension aplicada es = 1000 Pa. Las
dimensiones de la placa en relacion al semieje mayor de la elipse son: para la anchura,
d = 30, para el espesor ﬂ/ﬁ = 7,5 y para la altura = 15. El cuarto de elipse
viene definido por su semieje mayor [d y su semieje menor [g] Se han establecido tres
relaciones E[/]a = 1,0, 0,5, 0,2. Utilizamos una malla de elementos finitos con una
distribucién estructurada de elementos en las cercanias del frente de grieta. La zona
estructurada se ha construido usando elementos de tipo hexaedro con 20 nodos. El
resto del dominio se ha mallado con tetraedros cuadraticos. Una perspectiva general
de la malla puede observarse en la Fig. 2.12]

Figura 2.12. Vista de la malla con detalle de los elementos hexaedros en las cercanias
del frente de grieta.

Primeramente se evaltian [K}] la deformacion [33] y los términos de segundo orden
de tensiones y a lo largo del frente de grieta. La posicion a lo largo del frente
de grieta se define mediante el angulo [g] que puede observarse en la Fig. 2.13] Para
ello se han utilizado las herramientas disponibles en el programa de elementos finitos
ABAQUS, excepto que se evalia a través de la Ec. . Todas estas magnitudes,
adimensionalizadas convenientemente, y para distintas proporciones se pueden
observar de la Fig. 214 a la Fig. 225 El obtenido es comparado ademés con
la solucion de referencia de Newman y Raju, [47, [50]. Las diferencias mostradas en
los resultados de los se encuentran también en el estudio por elementos finitos
de [47] y pueden deberse a la presencia de contorno finito. M4s atn, otra fuente de
discrepancia proviene de la naturaleza aproximada de la propia solucién de referencia
—que solo garantiza menos de un 5% de error—.



24 PROBLEMA MECANICO DE LA FRACTURA ELASTICO LINEAL

Figura 2.13. Detalle del angulo de definicion de la posiciéon a lo largo del frente de
grieta y de la circunferencia centrada en un punto dado del frente de grieta usado
para el estudio del estado tensional de la grieta.
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Figura 2.14. |Klocal|y|KNewman_Rajul Variacion a lo largo del frente de grieta. @/@ =1,0.
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Figura 2.16. |Klocal|y|KNewman_Rajul Variacion a lo largo del frente de grieta. @/@ =0,2.
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Figura 2.18. Variacion de a lo largo del frente de grieta. : 0,5.
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Figura 2.19. Variacién de a lo largo del frente de grieta. : 0,2.
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Figura 2.20. Variacion de a lo largo del frente de grieta. : 1,0.
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Figura 2.22. Variacién de a lo largo del frente de grieta. [afd = 0,2.
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Figura 2.23. Variaciéon de a lo largo del frente de grieta. @@ =1,0.
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Figura 2.24. Variacién de [f33]a lo largo del frente de grieta. [a)[d = 0,5.
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Figura 2.25. Variacién de a lo largo del frente de grieta. @/la =0,2.

Hay que notar ciertos comportamientos que son mostrados en las gréaficas, como
que y presentan un comportamiento singular cerca de las esquinas y que
es mayor en el semieje menor. Las mismas conclusiones obtenidas en el caso de
una placa finita con grieta recta son extrapolables a la discusion de la grieta esquina
de cuarto de elipse. Es interesante sefialar que el valor de [f33] es mayor que[ti1} debido
a que domina la contribucién del término en la Ec. (2.12) —notese que
y tienden al mismo comportamiento a lo largo del frente de grieta, como puede

observarse para a/c = 1,0 en las Figs. y para = 0,5 en las Figs.
y y finalmente para [a)[d = 0,2 en las Figs. y . La precisiéon obtenida

cerca de la superficie es discutible, tanto por la solucién de elementos finitos, como
por suponer estado de deformacién plana en la integral de interacciéon empleada para
el calculo de Ademaés, las distorsiones de la malla, debidas a la curvatura de la
grieta, introducen dificultades para el calculo de una solucién suave para a través
de la integral de interaccion. Sin embargo el comportamiento encontrado es similar al
presentado en [66]. Un mayor detalle sobre el comportamiento y calculo de para
grietas semi-elipticas y de un cuarto de elipse puede encontrase en [66HGS].

Finalmente, se realiza una comparacion de la descripcion del estado de tensiones
usando y tal y como se recoge en [73]. El estado tensional se estudia en
puntos situados a una distancia radial muy pequenia —aunque finita— al frente de
grieta. Se emplea una pequena circunferencia radial centrada en un punto determinado
del frente de grieta —véase Fig. [2.I3}— como camino para comparar la descripcion
tensional dada por [I}|y por El radio de la circunferencia es|r|y el angulo polar
varia entre 0° y 180°.
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Se han representado las componentes principales del tensor de tensiones de cada
caso a lo largo del camino circular para cinco posiciones definidas por el 4&ngulo —véase
Fig. 2.}—. Las tensiones se presentan convenientemente adimensionalizadas mediante
el valor de la tension asociado al valor local del en la posicion [g] Estas posiciones
son aproximadamente [g] = 0,9°, 22,5°, 45°, 67,5° y 88° —notese que la primera
y dltima posicién se corresponden con localizaciones muy cercanas a las superficies
libres—. La distancia radial se ha variado para las distintas relaciones @/H con el
fin de enfatizar la generalidad de la aproximacion. Las gréaficas se pueden observar de
la Fig. a la Fig. respectivamente para las proporciones @/ﬁ =0,2,05y 1.

Las funciones son las funciones trigonométricas de la expansion de Williams,
Ec. , donde los términos de orden superior al segundo se ignoran debido a que el
camino circular es muy préximo al frente de grieta. En estos puntos se deben verificar

las siguientes relaciones:
]

IF LI

donde

2
il
f22flf)) = cos g <1 +s n!sen 3‘3) (2.18)

i) (fn T2l@) = cos

Como ya se ha comentado, por razones de simetria y la hipotesis de carga nula
en la caras de grieta, se tiene que = 0. De la Fig. [2.:26] a la Fig. 2:2§ la funcion
f33pT] se corresponde con la expresion estimada en [73] usando el factor E es decir

fsard] = T o) (F11]+ fo2) como en la Ec. 1;
Con en [73], se busca hacer coincidir 77— con - y los resultados que

se obtuvieron no son satisfactorios. Notese que en [73], el término [ts] - no se tiene en

cuenta y la coincidencia con R no se plantea para todo el rango
de[f} En vez de ello, [T’]se calcula fijando el valor y calculando, para los otros

a través de | fggm , reduciendo su aplicabilidad al rango
[0°,90°] —aproximadamente—. Se observa que la aproximacion proporcionada por
es muy mala en el rango = [90°,180°]. La razon es que las funciones trigonométricas
son cero en || = 180° y fs3pr) se separa necesariamente de la solucion
esperada ya que, equivocadamente, no se resta el término En las referencias [73] [74]
se dice que las diferencias en el rango 90° <[ < 180° son poco importantes, ya que
esta region tiene poca influencia en la propagacion de la grieta. En las figuras de la
Fig. a la Fig. la representacion de [os3] y esta desplazada un valor
constante que se corresponde, obviamente, con el valor en la posicion del frente
bajo estudio.

Por otra parte, se observa que la introduccion de[fzz|lleva a una descripcion correc-
ta de la tension transversal para todo el rango de|f|y virtualmente cualquier posicion
[£ a lo largo del frente de grieta —exceptuando zonas cercanas al borde libre—. La

f11{{0) = cos <1 - !sen ﬂ)




32 PROBLEMA MECANICO DE LA FRACTURA ELASTICO LINEAL

concordancia entre y 1 es francamente buena en las posicio-

nes [g] analizadas en todo el rango de [f] Las tunicas discrepancias aparecen en puntos
cercanos al borde libre o donde el cambio brusco de curvatura afecta a la calidad de
la discretizaciéon. Esto demuestra la necesidad de incluir en la descripcion tenso-
rial de los estudios tridimensionales, mejorando asi claramente otros planteamientos,
como el basado en [T}
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Figura 2.26. Estado de tensiones en el camino circular cercano al frente de grieta.

Ejemplo @/ﬁ =02y = 0,010.
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Figura 2.27. Estado de tensiones en el camino circular cercano al frente de grieta.

Ejemplo @/@

= 0,5y [flfd = 0,002.
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Figura 2.28. Estado de tensiones en el camino circular cercano al frente de grieta.

Ejemplo @/ﬁ =10y = 0,004.






Capitulo 3

Aproximaciéon numérica
mediante elementos finitos
extendidos

Las grandes ideas son aquellas
de las que lo tnico que nos sorprende
es que no se nos hayan ocurrido antes.

Noel Clarasé

3.1. Motivacion y antecedentes

El estudio analitico del comportamiento mecanico de piezas, incluyendo el anélisis
de grietas mediante el uso de la solo puede realizarse analiticamente en casos
sencillos. Los casos mas complicados tienen que abordarse inevitablemente median-
te técnicas numéricas, que permiten obtener una solucién aproximada del problema.
Una de las técnicas numéricas més consolidada y usada tanto en ambitos cientificos
como técnicos, es el Este método se haya bien documentado en gran cantidad de
libros [12HI4) [75H80], v se incluye en los planes de formacion de diversas carreras de
ciencia e ingenierfa. La consolidacion del método llega incluso a la existencia de nu-
merosas herramientas comerciales de calculo, de las cuales, ejemplos representativos
pueden ser ABAQUS, [81] y ANSYs, [82]. Existen ademés herramientas de &mbito acadé-
mico, por ejemplo FEAP, [28H30] y ELMER, [83]. Incluso hay distribuciones especificas
en Linux dedicadas a su aplicacioén, como CAELINUX, [84].

No obstante, el presenta algunos inconvenientes en la resolucion de proble-
mas donde existen singularidades, de los cuales la existencia de grietas es un caso
particular. La razon es que la aproximacion del se basa en un desarrollo en un
espacio polinémico y puede utilizarse para estudiar, con elevada precisiéon, problemas
cuya solucién presenta un campo continuo y suave, pero presentan poca eficacia al
emplearse para describir comportamientos singulares. En particular, la solucion co-

37
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rrespondiente a la existencia de la fisura presenta una discontinuidad y una region
con comportamiento singular que se describe mediante funciones no polinémicas. Para
conseguir una precision adecuada de este tipo de problemas, resulta obligatorio el uso
de un refinamiento local de la malla en la regiéon donde domina la singularidad, lo que
conduce a un aumento considerable de los |[Grados De Libertad —GDL—] Ademas, el
uso del necesita la discretizacion del modelo mediante una malla con topologia
adaptada a la geometria de la grieta, que anade complicaciones al estudio de la pro-
pagacion de la fisura, ya que se hace necesario realizar un remallado que se adapte a
la nueva configuracion geomeétrica.

Para mejorar el comportamiento del en los estudios de singularidades, es-
pecialmente en aplicaciones de la existen varios planteamientos que permiten
incluir la tendencia de los campos asintoticos en la formulacion de los elementos, entre
otros se pueden nombrar [85H88]. Strang, en [76], introduce un nuevo planteamiento
para este tipo de aproximaciones, que consiste en introducir términos exactos de la
solucién conocidos a priori en la propia formulaciéon de la base de los elementos fini-
tos. En el caso de la se esta hablando de los términos del campo asintético del
extremo de grieta.

Un paso natural a partir de esta idea es considerar el en unién con el
dando lugar al método de elementos finitos con particion de la unidad—PUFEM, del|
[inglés Partition of Unity Finite Element Method—| introducido por Babuska en [89-
91]. El[puM]|es una técnica sin malla donde la descripcion se realiza utilizando regiones
solapadas, o parches, definidos empleando funciones de aproximacién. Ademas se defi-
nen unas funciones de peso para conseguir que se mantenga la particion de la unidad y
lograr regularidad en la solucién. En el es sencillo incluir informacion analitica
de la solucion en el espacio de elementos finitos. Fleming et al introducen, en [92],
el[Método de Galerkin libre de elementos —EFG, del inglés Element Free-Galerkin—|,
que consiste en un método sin malla para el estudio de la fractura y del crecimiento
de grieta. Encontraron que los resultados en tensiones alrededor del extremo de grieta
presentan oscilaciones, a menos que se realice un elevado refinamiento. Para solven-
tar estd complicacion se introducen términos de enriquecimiento en la formulacion,
incluyendo ademas un algoritmo de transformacion para posibilitar su utilizacién en
grietas curvas.

Belytschko, [93], introduce un método para estudiar problemas de como la
propagacion de grietas. Este método, entre otras ventajas, apenas necesita realizar un
remallado para el estudio del crecimiento de la grieta. La base de la técnica es el
pero la aproximacién es enriquecida con las mismas funciones de enriquecimiento que
se usan en [92]. La topologfa de la malla es independiente de la grieta, pero el efecto se
introduce enriqueciendo la aproximaciéon en los elementos cercanos al frente de grieta.
Este enriquecimiento se realiza con las funciones de la solucién del campo asintético
del extremo de grieta, que cumple la condicion de particion de la unidad, [S9HIT].

Una técnica mas genérica y sencilla es introducida por Moés en [15]. Aqui la
discontinuidad de los campos asociados a las caras de grieta se introduce usando como
enriquecimiento la funcion de Heaviside. El enriquecimiento, tanto para el extremo
de grieta como para las caras de grieta, se efectiia siguiendo una reglas sencillas. Este
método, en principio, permite obtener una mayor precision y evita realizar mallas
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adaptadas a la geometria de grieta. En [94], en el estudio de grietas ramificadas, se
dio a esta técnica el nombre de También se ha usado en casos tridimensionales,
por ejemplo en [I8] 251 [95], e incluso es capaz de incluir otro tipo de leyes constitutivas,
tales como las correspondientes a la existencia de contacto, [96] 97].

Existe un planteamiento muy similar al del incluso en su formulacién, cono-

cido como[método generalizado de los elementos finitos —GFEM, del inglés Generalized
Finite Element Method—] introducido por Stroubolis, [98-100], y Duarte, [I01]. En

esta formulacién, usando los principios del se mejora la aproximacion del
tanto local como globalmente, incorporando funciones, de origen analitico o aproxi-
mado, que se encuentran en manuales y prontuarios, al espacio de aproximacion.

En estos métodos se debe introducir la descripcion geométrica de la grieta de al-
gin modo —aunque puede ser innecesario en casos sencillos, es un punto crucial en
casos genéricos donde pueden existir grietas con topologias realmente complicadas—
y las técnicas numéricas disponibles para el movimiento de superficies son un can-
didato perfecto. Una de estas técnicas es el jmétodo de las funciones distancia o de]
[nivel —LsM, del inglés Level Set Method—| introducido por Sethian, [I02HI04], y Os-
her, [105] [106], que aunque parte de espacios de aproximacion de diferencias finitas,
se pueden implementar en elementos finitos, [I07, [108|. El ha sido aplicado en
concordancia con el para permitir la descripcion de la grieta, facilitar la selec-
cién del enriquecimiento y realizar la propagaciéon en gran ntimero de trabajos, incluso
para grietas tridimensionales. Entre ellos se pueden destacar [16], 18], 25l TO9HITT].

Aunque el [XFEM] presenta muchas ventajas, también muestra inconvenientes, como
una menor velocidad de convergencia, [I12] [TT3]. Chessa atribuye este comportamien-
to a la falta de propiedades de la particion de la unidad en los elementos que no estan
totalmente enriquecidos, que se conocen como elementos de transicion. Las solucio-
nes que proponen, se basan en intentar recuperar la particiéon de la unidad en dichos
elementos, para ello o se modifica la formulacion de los elementos, [I14], o se in-
troducen funciones de forma jerarquicas de orden superior, [113} [115]. La zona de
enriquecimiento también afecta a la velocidad de convergencia, tal como se puede ob-
servar en [II5HIT7]. Si se usa una zona de enriquecimiento independiente de la malla
se puede conseguir mejor velocidad de convergencia. Sin embargo el resultado es un
empeoramiento en el condicionamiento de la matriz del sistema.

El condicionamiento se puede mejorar eliminando problemas en la zona de tran-
sicion, usando precondionadores, [116] o reduciendo el nimero de asociados al
campo asintotico, [115} [I17]. Un estudio méas exhaustivo de esta problematica puede
encontrarse en la tesis doctoral de Vercher, [118], incluyendo unos primeros estudios
sobre los elementos de transicion en tres dimensiones.

La integracién numérica de los elementos enriquecidos es uno de los puntos en los
que hay que prestar una atencién especial al emplear el La integracion de dichos
elementos debe ser abordada con cierto cuidado, debido a la presencia de funciones
que presentan discontinuidades y singularidades. Las reglas de integraciéon que se
pueden emplear han sido consideradas en diversos trabajos, [I5] 97, [1T6] 117, 119~
[122], que generalmente, se basan en la subdivision del elemento en subelementos
conformes con la geometria de la grieta, normalmente tridngulos o cuadrilateros para
dos dimensiones, y en tetraedros o hexaedros para tres dimensiones, con las caras de
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los nuevos subelementos orientadas con la grieta.

En estos nuevos elementos se realiza una integraciéon estandar o una integracion
usando una transformaciéon de coordenadas para capturar mejor la singularidad. Hay
otro tipo de técnicas como la descrita en [123] que permite usar una cuadratura
estandar sin particionar el elemento reemplazando las funciones no integrables por
polinomios equivalentes.

Se puede, por tanto, resumir el como una modificacion del que incor-
pora conceptos del de forma que introduce funciones locales para enriquecer el
espacio de aproximaciéon. La idea es, por tanto, extensible a muchos campos. En el
caso concreto de la mecénica de la fractura introduce las funciones necesarias para
representar las discontinuidades y los términos en los que se encuentra el comporta-
miento singular del campo asint6tico de desplazamientos. De esta manera, el mallado
no necesita incorporar la geometria de la grieta.

Al tratarse de un [MEF modificado también permite el uso de técnicas que han
demostrado su efectividad, como refinamientos, elementos de orden superior o ele-
mentos especiales. Ha sido tal la importancia que ha tenido este método que en
poco mas de una década ha llevado ademas de publicaciones del estado del arte
como [1111, 120} 124], a gran namero de tesis doctorales, por ejemplo [125], 126], mo-
nografias, [I27] y su implementacion en programas de elementos finitos comerciales
tal como ABAQUS, [128]. En este capitulo se realiza un breve resumen de la implemen-
tacion para tres dimensiones.

3.2. XFEM en grietas tridimensionales

El modelado eficaz de problemas que presentan grietas tridimensionales atin cons-
tituye un reto para la mecanica computacional. El estudio mediante es complica-
do, ya que se necesita construir una malla que describa la topologia tanto del cuerpo
como de la grieta. Ademas debe capturar el comportamiento singular en el frente de
grieta y en la discontinuidad entre las caras de grieta. También aparecen dificultades
anadidas, si se decide considerar el estudio de la propagacion de la fisura, ya que se
deben realizar remallados para permitir el estudio de cada paso del crecimiento. Una
opcidén que existe para resolver esta problematica es el cuya aplicacion a tres
dimensiones se resume a continuacion.

3.2.1. Descripciéon de la grieta tridimensional mediante level
sets

El primer objetivo consiste en lograr introducir la descripcién de la grieta sin
necesitar una expresion analitica o tener que modificar la topologia de la malla, que
se consigue con el uso de Originalmente, los[Ls|se definen como funciones distancia
euclideas —de gradiente unitario— y continuas Lipschitz.

Una ventaja de la aplicacion de esta técnica es que permite el uso del [102-
106], con lo que es posible realizar la propagacion de la grieta usando la misma malla de
elementos finitos como soporte, como en [18] 25] 110} 129]. Lo habitual, sin embargo,
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es usar una malla de diferencias finitas para realizar la propagacion como en [130, [131],
debido a que el se construyé originalmente para dicha aproximacién.

La misma estrategia de descripcion es valida para otros métodos de propagacion
de superficies como el [método de avance rapido —FMM, del inglés Fast Marching Met]
[I32H134], que se emplea en [135] [136]. En conclusion, se trata de una técnica
muy versatil que proviene de métodos bien conocidos en la comunidad matematica.

Para realizar la descripcion de la grieta se utilizan dos [18, 25, TT0], que se iden-
tifican mediante [y [/] El es también llamado funcién distancia de la superficie
de grieta y la localizacion geométrica de la superficie de la grieta se corresponde con
su valor cero. El[LS|[{] se denomina funcion distancia del frente de grieta. La posicion
del frente de grieta se identifica mediante la interseccién de los niveles cero de los
es decir, donde se verifica [f = 0 y [f] = 0. Ademas [] se construye de forma que sea
ortogonal a[@ al menos en el frente y superficie de la grieta. En resumen la grieta se
define mediante dos mediante la relacion , tal como se puede apreciar en la
Fig.

x) =0 :v) <0 — superficie de grieta
[Hz) =0 [fJz) =0 — frente de grieta

(3.1)

Figura 3.1. Ejemplo de level sets para la descripciéon genérica de una grieta.

Las condiciones de funcion distancia euclidea y que ambos [Ls| sean ortogonales se
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traducen en las condiciones expresadas en la Ec. . Sin embargo ambas condiciones
no se pueden verificar al mismo tiempo en todo el espacio para grietas genéricas tal
y como se muestra en [I8] 25 [[T0], aunque en las zonas cercanas a la superficie y al
frente de grieta, esta desviacién es apenas apreciable.

M) =1
V()] = 1 (3-2)
Vida) Vi) =0

Desde un punto de vista de la geometria diferencial, los pueden entenderse
como las parametrizaciones correspondientes a dos cartaﬁﬂ de manera que permiten
definir una superficie, que se corresponde con la definicién de la grieta. A partir de
esta definicion, los [LS|se pueden utilizar para construir una base local de coordenadas
curvilineas asociadas a la grieta. Una primera opcién, expuesta en [I8] [25], es utilizar,
directamente, los vectores correspondientes a los gradientes normalizados de los
como dos vectores de la base, siendo el tercero el producto vectorial entre ellos, es
decir:

- Y
() (3.3)

E= 155

B2

La definicion de la base local segun la Ec. , no consigue asegurar la ortogona-
lidad en todo el espacio. Hay que recordar que la ortogonalidad no es una exigencia
matematica en una geometria diferencial curvilinea general, pero es recomendable
yva que la mayoria de los desarrollos en mecéanica se realizan en sistemas cartesianos
euclideos —es decir, en un sistema coordenado de base ortogonal donde la funcién
distancia se corresponde con una distancia euclidea—.

En [I10] se propone una modificacion, en la que el tercer vector de la base local
en un punto se corresponde con el vector tangente al frente de grieta en el punto méas
cercano del mismo, lo cual requiere calcular el punto mas cercano de grieta y averiguar
la direccién tangente. En contraposicién a estas definiciones, en la tesis se propone
usar una base a partir del triedro de Frenet-Serrat, definido geométricamente en la
Fig. donde se realizan las identificaciones geométricas siguientes:

Bl =L
BB (3.4)
B

1Sin intencién de presentar una definicién rigurosa, se puede entender que una carta se corresponde
con una superficie que es diferenciable y tiene definido un sistema coordenado asociado.
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Plano rectificante Plano normal

Plano osculador

Figura 3.2. Triedro de Frenet-Serrat para una curva.

Al interpretar los como las funciones de parametrizaciéon de la superficies, se
puede identificar el plano normal con el definido con los gradientes. El vector nor-
mal a dicho plano se puede definir como el producto vectorial normalizado de los

radientes, que se corresponde con el vector tangente del triedro de Frenet-Serrat,

y analogamente es el vector |€5] de la base buscada. El vector base |€| se define

como V@kx )/ VY]] que es el vector normal en el triedro de Frenet-Serrat, [N| Resta
calcular el vector de la base [€5 o el binormal del triedro |Bl que viene dado por el
producto vectorial deﬁy@ Por tanto el triedro de Frenet—Serrat se construye segin
la Ec. y de ahi se obtiene una base curvilinea local ortogonal. Realmente el Gnico
cambio realizado respecto a la Ec. (3.3]) es recalcular |5 a partir de los vectores |7y

[E] como [e3] = (ex] [ e) / lfex] el

9Ty 11

(x) x
3 Hx z)| i (3.5)
(™
AT

La identificacion de [@] y [/] con las parametrizaciones de una superficie permite
usar el formalismo asociado a la geometria diferencial de superficies para el estudio de
casos con curvaturas, como se realiza en la seccion [£.4.3] El triedro de Frenet-Serrat
es una base que coincide con la base local de la grieta y que se ha introducido en la
Fig.

Otro uso que se le da a los[Lg|es la introduccion de las coordenadas polares asocia-
das al sistema de coordenadas locales de la grieta. Para ello, se utiliza la identificacion
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de los [LS| y su base asociada con la base local de la grieta y finalmente se construye
segln la expresion:

o= VP +[&
=tan"! (3.6)

[

Desde un punto de vista riguroso esta asociacién no es totalmente valida, ya que
asume que la base es cartesiana y que las coordenadas definidas por los son de
tipo euclideo, condiciones que no se pueden asegurar estrictamente. A pesar de ello
estas diferencias pueden ignorarse, por construccién, en un entorno local y préximo
al frente de grieta, sin embargo, pueden tener influencia en puntos alejados del frente
de grieta.

3.2.2. Implementacion de level sets en elementos finitos

La implementacién de la informacion de los|[Ls|en un espacio de elementos finitos
es casi directa. Los valores analfticos —si existe la expresion directa o mediante ac-
tualizacion numérica para proceso de crecimiento de grieta o definicién no analitica—
se calculan en los nodos del dominio y los valores dentro de los elementos se obtienen,
mediante la interpolacién usando las funciones de forma correspondientes.

Teniendo en cuenta el signo de los en los nodos, es posible detectar los ele-
mentos afectados por la discontinuidad y por el frente de grieta. Informacion que da
una idea de la geometria de la grieta segun el espacio de elementos finitos y es de
tremenda utilidad para el Los elementos cortados por la superficie de la grieta
se identifican con la Ec. , y la Ec. permite determinar los elementos que
contienen el frente de grieta. Para ello se computa el signo de los valores maximos y
minimos de los [LS| en los nodos del elemento identificados por

min, gze7 (signo ) méx; J7er (signo ) <0 (37)
max; Jre7] (signo ) <0

min, Jren (signo ) mAax; Jre7) (signo ) <0 (3.8)
min, gren (signo ) mAx; 471 (signo ) <0

La construccion de la base local de la grieta se obtiene de los valores nodales de
la base local de los Dado que las funciones de forma utilizadas habitualmente
en elementos finitos solo tienen continuidad C?, sus derivadas no son continuas entre
elementos, y por tanto, la base local construida a partir de los gradientes de los[Lg|no es
en general continua. Para intentar resolver esta problemética se usa la idea propuesta
en [I8], que consiste en promediar en cada nodo los valores de los gradientes de
los elementos a los que pertenece. Estos valores promediados son los nuevos valores
nodales de la base, que se usan en el dominio mediante la interpolacién usual de
elementos finitos.
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La evaluacion exacta de los términos de la base tal como se describe en (3.3) —y

que permite obtener directamente la expresion (3.5) con [eb| = x[&) / |[E1] X &)l —

€8s

el L& el

Los gradientes promediados se indican con y son las funciones de

forma del elemento correspondientes al nodo i. Esta implementacion es la misma que
se introduce en [25] [110].

3.2.3. Funciones de enriquecimiento para grietas tridimensio-
nales

El es una técnica numérica que permite el enriquecimiento local de los espa-
cios de aproximacién a partir de conceptos relacionados con la particiéon de la unidad.
Este método es 1util para resolver problemas con soluciones no suaves en pequenas
partes del dominio de calculo, como ocurre debido a la presencia de singularidades y
discontinuidades.

En comparacién con el método clasico de los elementos finitos, el tiene
muchas ventajas para el modelado numérico de la grieta, sobre todo si se quiere
considerar su propagaciéon. El método consiste en el enriquecimiento del modelo de
con adicionales en los nodos asociados a los elementos afectados por la
grieta [15].

La discontinuidad y el comportamiento asintético de la grieta se introducen con
enriquecimientos, evitando la necesidad de modificar la malla, por lo que es posible
usar solo una malla de elementos finitos para cualquier tipo de grieta y orientacion. Por
tanto, la misma malla es vélida para realizar estudios de propagacién. Sin embargo,
la malla utilizada debe estar suficientemente refinada para la correcta descripcion de
la trayectoria del crecimiento de la grieta a partir de los Por tanto es necesario un
refinamiento moderado en comparacion con el método clésico.

El utiliza enriquecimientos locales para introducir la singularidad. Asi con-
siderando la malla de elementos finitos, los nodos cercanos al frente de grieta estan
enriquecidos con que introducen funciones que representan el comportamiento
asintotico de la grieta y la discontinuidad segin la La Fig. [3.3| representa una
region de una malla formada con hexaedros lineales. Los nodos marcados con circulos
estan enriquecidos con [GDI]adicionales asociados a la discontinuidad, y los nodos mar-
cados con cuadrados se enriquecen con adicionales asociados a la singularidad.
Los elementos que contienen al menos un nodo con enriquecimiento se conocen como
elementos enriquecidos.
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Figura 3.3. Nodos enriquecidos en el Circulos: nodos enriquecidos con la
funcion de Heaviside. Elementos afectados directamente por este enriquecimiento en
amarillo. Cuadrados: nodos con funcién de enriquecimiento de extremo de grieta.
Elementos afectados por el enriquecimiento en azul.

Los nodos con asociados a la discontinuidad tienen funciones de forma que
multiplican la funcion de Heaviside , funcién que cambia de signo a cada lado de
la grieta, = +1. El ntimero de nuevos se corresponde con la dimension del
problema, para tres dimensiones anadimos tres nuevos Fisicamente, esta funcion
introduce la discontinuidad entre las caras de la grieta.

Los nodos que presentan el enriquecimiento correspondiente a la singularidad se
enriquecen en cada direccion cartesiana, mediante cuatro funciones de enriquecimiento
que son capaces de reproducir los campos asociados a la singularidad del frente de
grieta, [I5]. En tres dimensiones se enriquece, por tanto, con 12 adicionales,

o)

[ 0 [l [l
[FLF0), o = 1-4] = | vimsen 2 ViMcos ; \/Elsen:se \/Elcos:se (3.10)

donde [} [f] son las coordenadas polares locales definidas en los puntos del frente de
grieta, Fig. Estas funciones reproducen el campo de desplazamientos asintético
correspondiente al comportamiento en puntos cercanos al frente de grieta segtin [MFEL]
produciendo el comportamiento singular en deformaciones y tensiones correspondien-
tes a los puntos cercanos al frente de grieta. Las funciones de enriquecimiento
y [F1)(7]) son funciones discontinuas en la cara de grieta. Se elige =1si esté en
la parte superior de la grieta y = —1 en otro caso, y por tanto coincide con el
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signo de la funcién La discontinuidad asociada a las caras de grieta se introdu-

ce mediante la funciéon de Heaviside en los elementos partidos por la grieta, y en el

elemento enriquecido con las funciones de extremo de grieta se consigue mediante la

funcién de enriquecimiento \/ﬁsen en la Ec. , que es discontinua en |f|= +7.
La aproximaciéon en desplazamientos utilizada es:

o ﬂ) - Y[~ u N; u R H
igqrel i

4
] B -me)
ikl a=1

donde es el conjunto de nodos del elemento, son las funciones de forma y
son los normales del nodo ¢ representa el desplazamiento fisico en los nodos).
Los subconjuntos[7]y [K] contienen los nodos enriquecidos con la funcién de Heaviside,
, y con las funciones que reproducen el comportamiento asintético de frente de
grieta, , respectivamente, ademas |a;| y son sus correspondientes

Para facilitar la introduccién de condiciones de contorno, la formulacién utilizada
es la que introduce el shifting, es decir, se restan las funciones de enriquecimiento
correspondiente a cada nodo, de manera que la contribucién desaparece en los nodos
pero no en los puntos de integracion. De la Ec. (3.11]), se deduce que el desplazamiento
fisico en el nodo enriquecido 1, viene dado por los normales, [u;] Esta
representacion permite la introduccién de condiciones de contorno en los nodos de la
zona enriquecida usando los del

Hay que remarcar que los adicionales |a;| y de la Ec. solo se aniaden

en los nodos que se enriquecen. Asi, si no hay enriquecimiento, la ecuacioén anterior se

reduce a la aproximacion clasica de elementos finitos, esto es [umed([T) = -1 Nif{fudl

Por tanto, el [XFEM| mantiene gran parte de las ventajas asociadas con el

11)

3.2.4. Subdivisién e integracién numeérica

En el la integracion numérica en los elementos se suele realizar mediante
reglas de cuadratura de Gauss. Cuando la funcion a integrar es de tipo polindmico,
este tipo de integracién da muy buen resultado, siendo posible incluso obtener el valor
exacto. Sin embargo para el caso de funciones discontinuas o singulares pueden surgir
ciertos problemas, no siendo suficiente la estrategia de usar cuadraturas de mayor
orden. Una buena opcién para estos casos es la realizacién de subdivisiones donde se
mantiene un bajo orden de cuadratura, [137].

En el estudio de comportamiento de grietas mediante el la malla se adapta a
la geometria de la grieta, pudiéndose aplicar sin problemas los esquemas de integracion
basados en el método de Gauss-Legendre. Si el problema es abordado usando el [XFEM]
la malla no se adapta a la geometria de la grieta y es necesario integrar funciones
no continuas y/o singulares. Esta integracion numérica ha sido objeto de distintos
trabajos como [15] [97, [116] 117, 119-123].

Los elementos de la aproximacién que involucran sélo funciones de for-
ma estandar de elementos finitos, es decir, aquellos elementos en que no se realiza
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un enriquecimiento, requieren tnicamente una regla de integraciéon normal, de tipo
Gauss-Legendre, [98] 99]. En los elementos intersectados por la grieta y enriquecidos
con la funcién que representa la discontinuidad es necesario unir adecuadamente las
contribuciones de ambos lados de la grieta y el uso de una regla de integraciéon es-
tandar de Gauss-Legendre es incorrecto, ya que la malla y la grieta estan orientados
arbitrariamente entre si y ademas la funciéon a integrar presenta discontinuidad. Es
necesario modificar la forma en que se realiza la cuadratura en el elemento, con tal de
que la forma débil esté bien representada, para lo cual, en se integra el dominio
elemental mediante la construccién de subdominios.

Moés, [15], define los subdominios del elemento como la suma de subpoligonos
cuyos contornos se alinean con la geometria de la grieta, que se convierte en frontera
en la subdivisién junto con el contorno del elemento. Estos subpoligonos son necesarios
Gnicamente para la integraciéon numeérica y no conllevan grados de libertad adicionales.
Si al integrar la funcién de enriquecimiento, , el resultado es indistinguible de
una funcién constante pueden aparecer singularidades en el sistema de ecuaciones.
Para evitar este fenémeno, Daux et al, [94], no enriquecen los nodos en los que el
soporte esta casi por completo a un solo lado de la grieta.

La eleccién de estos subpoligonos se realiza desde un punto de vista de simplicidad
en su construccion. En los elementos bidimensionales se suele usar una subdivisiéon en
tridngulos, de manera que la grieta coincida con alguno de sus lados y en los elementos
tridimensionales se subdividen en tetraedros.

El algoritmo que se utiliza para la subdivision a partir de las regiones obtenidas
en el corte del elemento por la grieta es introducido en [138], que produce triangulos
—2-D— o tetraedros —3-D—, de forma que la superficie de grieta se corresponde con
un lado de los subdominios y el frente de grieta coincide con alguna de las aristas
o contiene un vértice. Un ejemplo del resultado de dicho algoritmo para una malla
bidimensional de triangulos se puede observar en la Fig. [3.4]

Los elementos que contienen el frente de grieta ademas de introducir la discon-
tinuidad, poseen términos que se corresponden con funciones singulares tipo 1/4/T.
El uso de cuadraturas Gauss-Legendre normales para su integracion produce resulta-
dos no 6ptimos. Es decir, es necesario usar un elevado orden de cuadratura o anadir
subdivisiones para aumentar el nimero de puntos de integraciéon. Sin embargo, estas
estrategias no son las mas adecuadas. Laborde, [I17], propone usar un esquema ba-
sado en una transformacién de coordenadas de los puntos de cuadratura de manera
que queden concentrados alrededor de la singularidad siguiendo una distribucién polar
centrada en el extremo de grieta, procedimiento conocido por el nombre de integracion
«casi-polary, que es facil de implementar y da buenos resultados como puede obser-
varse en [I15] [I18], pero no existen apenas estudios para tres dimensiones. Ademas
existen otros métodos, como los introducidos en [1T6} [123],

Una opcidén sencilla para la integracion, es usar un alto orden de integracion en
tetraedros a partir de un hexaedro colapsado adecuadamente, Fig. [3.5] estas reglas
de integracion son clasicas y faciles de encontrar en la bibliografia, por ejemplo en los
trabajos de Stroud [139] y posteriormente de Keast [I40]. La estructura de colapso
de Stroud ha sido usada en [I1§] para y es la aplicada aqui. Para aprovechar
el método de colapso de Stroud en un tetraedro seguimos la siguiente regla: La arista
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Figura 3.4. Ejemplo de subdivisién de elementos.

donde se colapsa el hexaedro se hace coincidir con la arista que comparte el tetraedro

con el frente de grieta, y el nodo donde se colapsan méas nodos del hexaedro se hace
coincidir con el vértice.

Colapso de los nodos del hexaedro

1,5, 87’
VVVFrente de grieta

Figura 3.5. Distribucién de los puntos de cuadraturas de Stroud.

Recientemente ha aparecido una implementacion de la técnica de integracion «casi-
polary en tres dimensiones, [122]. Aqui se parte de las reglas de integracion sobre un
prisma. El prisma se transforma en un prisma de referencia de donde se construye el
tetraedro de integracion. El esquema de transformacion se presenta en la Fig. La
transformaciéon no trivial, del prisma de referencia en el tetraedro se encuentra
en (3.12)). Un ejemplo de la distribucién de los puntos de cuadratura de dicho método
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se presenta en la Fig. [3.7]

E:@cos
B =] gsen?d] (3.12)
B =7

Frente de grieta

Figura 3.6. Transformacion de dominios para la integracion «casi-polar» de Park.

/

Frente de grieta

Figura 3.7. Ejemplo de distribuciéon de los puntos de cuadraturas «casi-polar» de
Park.

3.2.5. Error y convergencia

El y por tanto el son técnicas numeéricas utilizadas para obtener
una solucién aproximada de un problema. Esté claro, que por su propia naturaleza,
la solucién presentada por estos métodos no es la solucion exacta. Una vez que se
conoce la solucion aproximada para cada punto del dominio, la diferencia entre
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el valor obtenido y el valor exacto —casi siempre desconocido— se conoce como error.
Por ejemplo para los desplazamientos, siendo el resultado de elementos finitos y
el valor exacto, el error se define localmente como La definicién
del error como magnitud local resulta, habitualmente, poco conveniente y por ello se
suelen usar estimadores puntuales. En estadistica un estimador es una funciéon de la
muestra que da un intervalo sobre la valoraciéon de un parametro, si en vez del intervalo
se busca un punto del mismo se llamara puntual, [I41]. El estimador puntual buscado
debe dar un escalar representativo del error cometido.

Una forma de obtener un estimador puntual es aplicar el concepto de norma,
concretamente se suele aplicar la norma En el se suele utilizar la norma
en energia, @ que presenta una relaciéon evidente con la energia de deformacion
elastica, [12], y es:

1
2
el|= [ /m Ened 22 ” ({5 02 (3.13)

La definicién de norma energética también puede hacerse de forma local en cada
elemento, verificandose la siguiente relacion

Nel
2
lelsf* = > (e[E) (3.14)
e=1

Existe la costumbre de presentar el error en tanto por ciento respecto al valor
exacto, lo cual proporciona un orden intuitivo del error cometido de forma adimen-
sionalizada. Tras definir el concepto de error, hay que tener en cuenta que el
presenta una convergencia teoérica a la solucién exacta, es decir, si el tamano del ele-
mento, [} tiende cero se recupera la solucién exacta. Esta convergencia indica que,
refinando el sistema, la soluciéon obtenida se aproxima cada vez mas a la solucion
exacta, es decir con el refinamiento el error de discretizacion disminuye.

Es importante, por tanto, conocer como disminuye el error, y la norma ener-
gética del error, cuando aumenta el ntimero de del sistema o disminuye el [f]
—considerando la malla como regular—. Este aspecto es especialmente relevante en
problemas singulares —como los propios de la [MFEL}—, ya que, habitualmente, las
velocidades de convergencia no son las mismas que para problemas regulares [12], [14].
En general, la velocidad de convergencia de una secuencia de soluciones del de-
pende de distintos factores, como del tipo y orden g de los elementos utilizados y de la
intensidad de la singularidad que pueda contener el problema, [ —en N=0,5—.

La variacion tedrica del error, que sin pérdida de generalidad se puede asimilar
con el caso particular correspondiente al campo de desplazamientos, respecto al
tamafio de elemento, [ en el sigue la relacion:

e o{ 7 (3.15)

a partir de donde se define la velocidad de convergencia, |s| cuyo valor es = min (plf \).
Ademas, si en vez de considerar el error, se considera la norma la relacion con
es la mitad de la anterior, es decir, 2, [12).
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La expresion constituye la relacion de definicién, pero si se realizan refi-
namientos adaptativos o si la malla no es regular no acaba de ser representativa,
por ello también se suele considerar la convergencia del error respecto los Para
problemas bidimensionales se puede aproximar el nimero de con el tamano de
elemento como:

GDL| o (&)2 (3.16)

y para 3D:

GDL| o <|ZIZ|>3 (3.17)

Por tanto la velocidad de convergencia del error respecto a los es la mitad
que respecto al tamafno de elemento |hfen 2D, esto es 2, y un tercio para 3D.

Por abuso de lenguaje se utiliza el término velocidad de convergencia para referir-
nos al exponente en valor absoluto que relaciona la evolucién del error considerado, o
indiferentemente en norma con la magnitud de refinamiento de la malla, expresada
como [GDIl o [E

El tal como se muestra en [112] [I13], presenta una pérdida en velocidad
de convergencia respecto a la obtenida en el Esta pérdida segin Chessa se
debe a la falta de propiedades de la particiéon de la unidad en los elementos que no
estan totalmente enriquecidos y da lugar a que la velocidad obtenida sea la mitad
que si se utiliza el La forma de realizar el enriquecimiento estandar en
se conoce como enriquecimiento topologico y muestra la pérdida de velocidad de
convergencia que se acaba de describir. Sin embargo, es posible enriquecer una area
fija, enriquecimiento que se conoce como geométrico, procedimiento que en grietas
rectas permite recuperar el comportamiento asociado a un estudio empleando
véase [I15]. En la tesis no se ha empleado enriquecimiento geométrico, ya que atn no
se ha estudiado su efecto en grietas curvas, dejandose como un futuro trabajo.

La velocidad de convergencia esperada para los estudios en aparece en el

cuadro y sirve para verificar la implementacion y bondad de resultados a lo largo
de la tesis con enriquecimiento topologico.

Velocidad de convergencia del error, H
cprf(2D) | 0,25 0,5
(A 05 1

Cuadro 3.1. Valores asintoticos para la velocidad de convergencia [s| en el [XFEM| con
enriquecimiento topolégico.
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3.3. Verificacion numeérica

Uno de los mayores problemas para realizar verificaciones numéricas en estudios
tridimensionales es la falta de soluciones analiticas para casos finitos. Existen solu-
ciones correspondientes a situaciones infinitas, pero que imponen limitaciones en el
posible modelado numérico. Por ejemplo, si no se pueden imponer las condiciones de
contorno adecuadas, se debe utilizar una aproximacién a dominio infinito introduci-
do por un dominio muy grande en comparacion a las dimensiones de la grieta. Otra
opcién es imponer las tracciones exactas o desplazamientos exactos en la posicion
de un contorno. Los ejemplos que se suelen usar para verificar los métodos en casos
tridimensionales suelen corresponderse con casos bidimensionales extruidos, que —
exceptuando en algunos casos patologicos— son lo bastante genéricos para permitir
la realizacién de un anélisis tridimensional.

Un ejemplo de este tipo, se utiliza para verificar el funcionamiento de la imple-
mentacion del y elegir la regla de integraciéon. El problema considerado tiene
una solucién con parte suave y singular, se le conoce como problema de Westergaard
v ha sido empleado tanto en [142], como en [118]. En el problema se
considera una grieta de longitud 2g]en una placa infinita sometida a traccion biaxial
uniforme combinada con carga tangencial en el infinito, Fig. 3.8} Este problema tiene
la siguiente expresion exacta en los campos de desplazamiento:

B s B2 ([ fen osg)]
s 5 et B o {3
B e - 52 florg fefrs)
B-1 Teos? + 2 nﬁ “5)]

donde [ es el modulo de rigidez a cizalladura y [<]la constante de Kolosov. Ademés se
tienen las siguientes relaciones

+

8

@:

N

m La,f Lo {df

roAan (3.19)
i=+/—1 '
t=m-+1n

é = arg(m +in)

¢ =arg(m —in)
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Figura 3.8. Definicién geométrica del problema de Westergaard en dos dimensiones.

A partir de esta definicion se pueden imponer las condiciones de contorno exactas
en un modelo finito extruido —véase un ejemplo de la malla y grieta extruida en
la Fig. [3:3] . Solo se analizan los casos en que la solucién presenta o) lo que
permite estudiar el comportamiento de las reglas de integraciéon adaptadas al extremo
de grieta. Para ello, se hace una comparaciéon de la convergencia en norma energética
para las dos integraciones de la singularidad. Los elementos finitos, y los tetraedros
resultados de la subdivisién, que no necesitan una integracién especial se realizan
con una integracion con regla de Gauss normal de 64 puntos. La integracion de los
tetraedros que contienen singularidad se realiza mediante un hexaedro colapsado de
64 puntos, siguiendo Stroud tal como se ha realizado en [II8] o mediante una regla
de 42 puntos segin el esquema de Park [122]. El resultado se presenta en la Fig. (3.9
para[K]]y en la Fig. [3.1I0 para el

El comportamiento obtenido con ambas rutinas de integracién es correcto, segin
el cuadro Se elige el esquema de integracion introducido por Park ya que necesita
menos puntos de integracién para un nivel de exactitud similar.
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Convergencia en norma energética, |E(h)|. Modo 1.

T

10" 1

e

10" 1

Error Norma Energética(%)

—@— Velocidad de convergencia. Integracién de Stroud s=0.45344

—— Velocidad de convergencia. Integracion de Park s=0.45869

10 -

10

Figura 3.9. Convergencia en energia para el problema Westergaard con solo

Convergencia en norma energética, |E(h)|. Modo 2.

T

10" | 7

100 | W |

—@— Velocidad de convergencia. Integracién de Stroud s=0.48442

Error Norma Energética(%)

—#— Velocidad de convergencia. Integracion de Park s=0.4881

10 :
-1

10

Figura 3.10. Convergencia en energia para el problema Westergaard con solo






Capitulo 4

Métodos para el calculo de los
FIT en XFEM

Que no sabemos lo que nos pasa:
eso es lo que nos pasa.
José Ortega y Gasset

4.1. Motivacion y antecedentes

El calculo de los es un objetivo prioritario en la porque determinan el
estado asintotico de tensiones en el entorno del extremo de grieta. El conocimiento de
dichos valores permite caracterizar el crecimiento de la grieta, estimar la vida a fatiga
y evaluar la posibilidad de la rotura por fractura. Este estudio intensivo ha dado lugar
a la existencia de gran diversidad de técnicas tanto analiticas como numéricas. Como
resultado de este esfuerzo existen muchas fuentes donde los valores de los aparecen
tabulados para diversos casos de interés como en [50] [I43H145]. En [142] 146, [147]
pueden encontrarse introducciones a las diversas técnicas disponibles para su calculo.
No obstante, la obtencién de los valores de los en una grieta genérica atn no
se ha conseguido resolver completamente, por ejemplo, existen dificultades en grietas
curvas y en fisuras tridimensionales.

En el campo de la ingenieria, para el cédlculo genérico de los los planteamientos
basados en técnicas numéricas presentan ventajas sobre los planteamientos analiticos,
debido a su mayor versatilidad. Los métodos desarrollados con la integral de domi-
nio, que se fundamentan en principios energéticos a partir de la soluciéon numeérica
proporcionada por el se han impuesto claramente frente a otras técnicas.

Las integrales de dominio presentan diversas ventajas, como su teorica indepen-
dencia del tamano y forma de la regiéon de integracion —siempre y cuando se verifiquen
ciertas condiciones—, por lo que se pueden escoger regiones de integraciéon alejadas
del extremo de grieta en las que el error numeérico es menor. Ademaés su caracter ener-
gético es consistente, tanto con los planteamientos del como con la teoria de la
para criterios de crecimiento de grieta. Una ventaja anadida es su facilidad de

o7
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implementacién como técnica de postproceso del lo cual simplifica su extension
al XEEM]

El método més conocido es la integral de dominio equivalente a la integral de
contorno [J| propuesta por Rice en [19], denominada método de lafintegral equivalente]
[de dominio —EDI, del inglés Equivalent Domain Integral— [21]. La integral |J] sin
embargo, no es capaz de obtener los valores de los separados en los diversos
modos de apertura de grieta. Para el analisis de problemas en modo mixto, se suele
aplicar la formulacion [ED] de la integral de interaccion[I] La integral de interaccion en
formulacion de contorno fue propuesta en [I4§] y la formulacién en dominio en [149].
Sin embargo, no todas las integrales pueden aplicarse para el estudio de grietas curvas
o no planas, [23] 24], T50HI53].

Las formulaciones que las distintas integrales de dominio emplean para la extrac-
cion de los se basan en soluciones asintoticas de los campos de deformaciones
y tensiones correspondientes a grietas rectas en dos dimensiones. Algunas integrales,
por ejemplo la integral de interaccion, utilizan explicitamente campos auxiliares en
su formulacioén.

Se sabe que los campos solucion de las grietas curvas no son los mismos que los
de una grieta recta, pero ain no existe una expresiéon genérica. Consecuentemente la
extraccion de los en estudios genéricos de grietas curvas necesita una atencion
especial, como se puede apreciar en [23| 24, [[50HI57]. En la bibliografia existen di-
versas relaciones en la definicién de los campos auxiliares de grietas planas. Hay que
considerar asi cual de ellas es la més adecuada para ser utilizadas en estudios que
incluyan fisuras curvas.

Gosz introduce correcciones en la integral de interaccion para el estudio de grietas
curvas tridimensionales con el [23] 24], mostrando una mejora en los resultados.
Estas mejoras incluyen el uso de principios de geometria diferencial curvilinea en el
analisis de grietas. La parametrizacion curvilinea depende de la geometria de la grieta
considerada y debe construirse para cada caso particular. El junto con el
permite simplificar el estudio de la propagacion de grietas curvas y no planas en tres
dimensiones [I8}, 25 [110]. Una de sus ventajas es que provee de un sistema coordenado
local natural a la geometria de la grieta y analogo al observado en la Fig. En el
la grieta se define mediante los [15] 18, 25l 95, 110], que introducen una
parametrizacion explicita de la superficie asociada a la fisura. Puede considerarse
un formalismo analogo al correspondiente a la geometria diferencial con coordenadas
curvilineas asociadas a una superficie, y por tanto, permite introducir la formulacion
y correcciones asociadas a un sistema local curvilineo.

4.2. Integral J

4.2.1. Formulacién en integral de contorno e independencia
del camino

Una de las magnitudes criticas en cualquier estudio fisico es la cantidad de energia
asociada al fenomeno considerado. En un problema de suponiendo constantes
las fuerzas exteriores, siendo [[I] la energia potencial total del cuerpo elastico y [U] la
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energia de deformacion elastica del sistema, se define la tasa de liberacion de energia
[G] por unidad de area de grieta formada como

--8-/3

Rice, partiendo de la expresiéon anterior, y coincidiendo con su valor, introduce,
en [19), la integral E en su forma de contorno para evaluar el campo de deformacio-
nes en las proximidades de la entalla bidimensional. Eshelby ya habia utilizado una
integral similar con su tensor energia momento [I58], [159]. Planteamientos similares
aparecen en [I60H163].

Usando la notacién que incluye el tensor de energia momento de Eshelby, y con-
ceptos que resultan ttiles en la definicién como integral de dominio, la integral[J] bajo
las hipotesis de s6lido homogéneo con comportamiento elastico —no necesariamen-
te lineal—, en ausencia de fuerzas por unidad de volumen y fuerzas por unidad de
superficie en la entalla, para la configuraciéon de la Fig. se define por

H— —ﬁPi]q ;dC (4.2)

donde [[] es cualquier camino que rodee al extremo de entalla (cuyo contorno es ,
es un vector que indica la extension de la grieta, es decir es paralelo a la direccion
y por tanto a la grieta, es el tensor de Eshelby vy [n;] es un vector normal al
contorno [[1

El tensor energia momento de Eshelby, se define como

L2y o A i R TR 2 T (4.3)

donde [[7] es la densidad de energia de deformacion elastica que se obtiene segin la

expresion
1
9

La independencia de la integral [J] con respecto al camino [[] de evaluacion, es una
de las propiedades que hace que el método sea muy empleado. En [I9] también se
demuestra que [J] es nula cuando se evaltia usando un contorno cerrado que encierra
un dominio libre de singularidades, [[] Una seleccion adecuada de este dominio, tal
como se muestra en la Fig. permite que la demostracion sea inmediata. Se puede
apreciar, a partir de la figura, que las integrales correspondientes a EI y al no
existir fuerzas en las caras de grieta, son nulas y por tanto el resultado para los caminos
arbitrarios y El son iguales exceptuando el signo que se debe a la orientacién en
el recorrido. Asi pues el resultado no depende del camino elegido.

—#Pi]q nij:—LPijq nij—LPijq nij'—JLPijq nij—JLPijq nij
= In In In N
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Figura 4.1. Entalla en un dominio bidimensional para célculo de es cualquier
camino que contenga el fondo de entalla

—j{__Pijq JAC =0 —>#Pz—jq jdc:ﬁ-PijQ' ;AC (4.6)
= I IN

La relacion, para las condiciones dadas, que dota de sentido fisico a la integral [J]
y permite deducir los es :

NIETE! (4.7)

4.2.2. Formulacién en integral de dominio

El calculo de una integral de contorno a partir de los resultados del no es
una opcioén recomendable desde un punto de vista numérico, ya que su correcta im-
plementacién reviste de cierta complejidad y suelen aparecer errores asociados a la
proyeccion de los datos sobre el camino de integracion. Si es posible, es preferible
utilizar integrales de dominio, que pueden ser calculadas con mayor facilidad y ofre-
cen mayor precision. El método de la integral de dominio, introducido en [21], varia
la formulacion original de [I9] de forma ingeniosa para poder aplicar el teorema de
la divergencia y transformarla en una integral de dominio. La formulacion que se ha
usado en la definicion de la Ec. ya incorpora dichas modificaciones, con lo que
solo hay aplicar el teorema de la divergencia. Asi se obtiene
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H:—/majdﬂ (4.8)

Como Bj = 0, se llega a la siguiente integral de dominio

1<

Una de las ventajas de esta formulacion es que la misma integral sirve, concep-
tualmente, tanto para dos dimensiones como para tres dimensiones. En el caso bidi-
mensional el dominio se puede corresponder con el mostrado en la Fig. con cuya
extrusion es posible definir un dominio para estudios en tres dimensiones. Un punto
a considerar en tres dimensiones es que los son magnitudes puntuales que varian
a lo largo del frente de grieta, por lo que se debe considerar un dominio de extraccion
en cada punto de calculo, [P|

El tensor [g;| se ha introducido como un vector que indica la extensiéon virtual de
la grieta. Para que la definicién de integral de dominio sea consistente, su definicion
debe incluir un efecto de funciéon de peso para la influencia de los distintos puntos
del dominio. Asi debe valer 0 en el contorno exterior del dominio de extraccion,
—Ilineas o superficies que encierra el dominio de extraccion (] sea una superficie o un
volumen respectivamente— y 1 en una region cercana al punto [P| de célculo, que se

T4

I?2

I3

Figura 4.2. Dominio cerrado usado para la demostraciéon de
]

la independencia de camino en la integral



62 METODOS PARA EL CALCULO DE LOS FIT EN XFEM

T(Q)

Figura 4.3. Dominio de integracién para 2D.

consigue introduciendo [g;] mediante la siguiente ecuacién

lg] =L o] (4.10)

es decir, como el producto de un valor de ponderacion [of por el vector de la base local
—base introducida en Fig. y que se obtiene a partir de los valores de los [Ls}—.
El valor de la funcién de peso, [d] se discute en la Sec. [4.5]

El célculo numérico de las integrales, en el dominio [{}} equivale a la suma de las
integrales de dominio en los elementos incluidos en ()} La integral en cada elemento
se realiza numéricamente en el dominio de referencia del elemento usando las coor-
denadas y pesos de la regla de integracion correspondiente. Los valores que no estéan
calculados analiticamente en los puntos de Gauss se obtienen por interpolacion, usan-
do las funciones de forma del a partir de los valores nodales. Més informacion
sobre como realizar la integracién numeérica se puede encontrar en [15 [I8], [TT0, [I18].

En esta tesis los puntos de calculo [P] al utilizar el para las integrales en
tres dimensiones, son definidos como los puntos de interseccion de las caras de los
elementos con el frente de grieta, que se calculan por interpolacién a partir de los
valores nodales de los [LSl

4.2.3. Relaciéon con los factores de intensidad de tensiones

El objetivo principal de las integrales de dominio es la obtencién de los valores
numéricos de los Sin embargo hasta ahora se ha presentado una magnitud ener-
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gética que se obtiene a partir de los campos solucion cercanos al frente de la grieta,
pero no se ha introducido su relacién con los No obstante, [J] se puede utilizar
para calcular [G] que como aparece en cualquier texto de mecanica de fractura esta
relacionado con los valores de los [EIT

Por tanto, es posible establecer una relacion entre el valor de[J]y los que en
el caso bidimensional es:

:%ﬂ) (4.11)

donde es una magnitud generalizada que se corresponde con

: { en estado de tensiéon plana (4.12)

en estado de deformacién plana

La relacion de la Ec. también se puede obtener sustituyendo los valores de los
campos en la Ec. e integrando en contorno cerrado circular.

En el caso tridimensional, [J] no puede ser relacionado, tan directamente, con el
valor de [G] Sin embargo, si se interpreta que es resultado de la contribucion de los
distintos valores de[G]en los puntos a lo largo del frente de grieta, y dicha contribucion
puede ser ponderada mediante [o] en la longitud de grieta incluida en el dominio de
extraccion, [L77] y los se consideran constantes o de variacion suficientemente
suave en un entorno local de [P] se puede llegar a la expresion:

e -e@ - et e

Hay que observar que, usando esta integral, no es posible obtener de forma directa
la solucién en los distintos modos de los para problemas de modo mixto.

4.3. Integral de interaccion

Para conseguir obtener el valor de los en cada modo de crecimiento de grieta,
se utiliza la integral de interaccion, [I} Este método permite calcular y
utilizando campos auxiliares. La integral de interaccién se basa en considerar la in-
tegral [J] para describir la tasa de liberacion de energia provocada por dos campos
de tensiones, uno de los cuales va a ser el campo problema y otro un campo
auxiliar. La integral total, se puede descomponer como la suma del efecto de
los dos campos independientes, [J] y [J%™] y un término de interaccion, [I] tal como se

observa en:
(4.14)

La relacién exacta que se usa para evaluar la integral de interaccién, con las caras
de grieta libres de tracciones, en forma de dominio —que se puede encontrar por

ejemplo en [18, 23] [24] 110, I51]— es:

m-- /m 0; (P ) do (4.15)
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donde el tensor [P2**] analogo a (4.3), vy construido a partir de los campos de

interaccion, es:

Rl o L YR e i o (1.10

El término W™ indica la densidad de energia de interaccion, cuya expresion es:

1
W euz| — 5 (]Uijk(il;”:l_"lagju ijl) (417)

con |0§-’le |6Z»m| y |u?um| identificando los correspondientes campos auxiliares.

Habitualmente, se acepta que los campos solucién y los campos auxiliares estan
relacionados mediante el mismo tensor de propiedades del material, es decir, se acepta
la relacién de reciprocidad, esto es:

S 27 i T 7 b S, 3 T i Y (4.18)

Asi se puede desarrollar

s R R s (119

y es posible reducir la Ec. a
A 3l (420
La eleccion de los campos auxiliares se basa en la configuraciéon de la grieta recta,

donde se verifica que 8J = 0, lo cual permite llegar a la expresién de la integral
de interaccion para grietas rectas:

= paee aJQ (4.21)

4.3.1. Campos auxiliares

Una de las cuestiones que se plantea es la eleccion de unos campos auxiliares que
verifiquen los criterios necesarios. Obviamente, deben tener un sentido fisico claro
que justifique su introduccion, cumplir con las condiciones del problema y ademas
deben permitir extraer los Si, para la definicion de los campos auxiliares de
deformaciones y tensiones, se usa el primer término de los campos asintoticos de la

teoria de la [MFEL| que se pueden observar en (2.3) y (2.4), se cumplen, en principio,
todos los criterios propuestos y ademas es posible encontrar una relacién para obtener

los [EITl

Los campos auxiliares que se suelen utilizar en los célculos con la integral de
interaccion [I] se definen en las siguientes expresiones. Los campos de desplazamientos
son:
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an 1 ] auzr auz

- ~ g\ 2n K cosQ—co—i—KII %I)sen2+2—|—co
au 1 m aux aux

3" = 3\ 2 K, ssen§ (] — sex[]) H K scos§—2+co (4.22)
au 2 m aux

us | = %KIII S| sen 9

Los valores independientes —al ser el tensor simétrico— del campo de tensiones

| LS ) 1—se gse cos0 Ky i) 24—coscosBIHI se £
=== |1 _gen — sen — ] — cos — | sen —
V2 2% | %3 T T A 3“8 | %13
@"ﬂ— 1—|—sensen— cos—i—coscosa—alsen
Vo 27 2 2 om 277272
3= (o] Hoza)
K| s) 3a K 2% |(s) 38 0] (4.23)
[ ====" cos = cos —sen — + =L==" |1 — sen — sen — | cos
NGz I D B G 2 %M 2
Kauz
pr- - B,
V2l 2

Observando estas expresiones se puede concluir que se acepta el estado de de-
formacion plana en las cercanias de la grieta. Ademaés, se han introducido los
auxiliares de los campos, esto es [K2%2] [K%%%| y [KZ7| que son las magnitudes que
permiten obtener los separados en sus diversos modos. Los valores angulares [f] y
que aparecen en las expresiones se refieren a las magnitudes polares en el sistema
de referencia local del punto estudiado en la grieta y que se obtienen a partir de los
tal como se presenta en la Ec. (3.6).

Falta por comentar los valores del campo auxiliar de deformaciones. En principio
no existe una expresion analitica para su obtencién directa, pero se puede obtener
a partir de las definiciones de los campos elasticos. Dependiendo del autor se define
dicho campo de una forma u otra. Por ejemplo, Gosz, en |23, 24], usa el campo de
desplazamientos para su definicion como

1
Er- Stofir]s o (120

pero Moés, en [18], lo obtiene a partir del campo de tensiones auxiliares aprovechando
el tensor constitutivo segin:

|_|—1|_|
Es claro que ambas expresiones son equivalentes, al menos en el caso de la grieta

recta o plana. Las diferencias que aparecen en el caso de grietas curvas se presentaran
en la siguiente seccion.
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4.3.2. Relacién con los factores de intensidad de tensiones

Analogamente a la relacion que la integral [J] muestra con [G]y utilizando la defi-
niciéon de la integral de interaccion, Ec. , se puede definir una magnitud
Ademas con las mismas condiciones que con la integral [J] se puede establecer que en
dos dimensiones se verifica la relacion:

I-Lc™ (4.26)

y se tiene la siguiente relacion entre la[G™]y los

G|~ o IR HEIRT™) (@27

Si se considera la integral [I] tridimensional, para el punto del frente de grieta
indicado por [P} como resultado de la contribucion de los valores de ponderados
mediante [a] de los distintos puntos a lo largo del frente de grieta, y ademas se supone
que [G™ ] es constante —o de una variaciéon suficientemente suave— en un entorno
local de[P] se puede llegar a la siguiente expresion:

(E[) = A_Ga“ = G| () { |a|dl (4.28)

Es habitual suponer un estado de deformacion plana en el interior de un frente
de grieta tridimensional. Por ello se toma en general Como (1 ﬂ) Por tanto,
para un punto, [P} del frente de grieta, se tiene:

b
Gaur @ — "Klﬁlﬁﬁzl |KIIEIEI’W“ + lKu K&uz (4'29)

La eleccion de los valores [K%7%] [K 2% y [K2%% en la expresion de los campos auxi-
liares permite extraer los diversos valores de los del problema. Considerando las
integrales de interaccién en que solo exista un modo en los campos auxiliares, se puede
observar que el resultado para[G™]es proporcional al [FIT] del modo correspondiente.
Se tiene asi:

Si|K =1, |K8%"|= 0 y [K3**|= 0 se obtiene
Si* " = 0, K= 1y [K3"*|= 0 se obtiene
0

SiK | =0, |K3**"|=0y Kﬁ}“ﬁlz 1 se obtiene

III

que se traducen, para dos dimensiones, en las siguientes relaciones:

— _[H
El= 50 o)

(4.30)
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y, para tres dimensiones, en:

_ EE )
El= IE.
_ Eﬂ ()
K= 20 P fi) apl (4.31)

-i"®

Debido a las hipotesis y a que los campos auxiliares escogidos se corresponden con
un problema de grieta recta y plana con estado de deformacién plana, sus resultados
no son rigurosamente aplicables en problemas con comportamientos no suaves en la
variacion de los o grietas con algtn tipo de curvatura.

4.4. Integrales de dominio en grietas con curvatura

4.4.1. Problematica en grietas con curvatura

Uno de los mayores problemas que puede presentarse en el estudio de las grietas
curvas, es la definicion adecuada de la base local de referencia, ya que su obtencion
en estudios con el puede ser muy complicada, debiéndose elaborar para cada
problema por separado. Las expresiones que se utilizan en el célculo de las integrales
de dominio Ec. y Ec. se fundamentan en una correcta definicion de dicha
base, de manera que |g;| es paralela a las caras de grieta, y se pueden ignorar los
términos correspondientes a las integrales en las superficies de la fisura.

La base, en el ambito del[XFEM] puede formarse a partir de la informacién de los
La forma directa de definir la base local, Ec. , introducida en [I5], no asegura que
estas condiciones se verifiquen. En el presente trabajo se ha introducido una variaciéon
en la Ec. que consigue formar una base ortogonal local. Otra forma de conseguir
una base ortogonal que no resulta tan operativa también se puede encontrar en [110].
No hay que olvidar que las construcciones a partir de los [LS|solo tienen sentido en las
regiones en las que estas funciones distancia estén bien definidas.

Otra dificultad es que las soluciones generales, para los campos utilizados en la
se corresponden con un caso de grieta plana recta lo cual puede crear compli-
caciones al aplicar los diversos métodos para extraccién de los [I50]. Este punto se
puede observar claramente en la integral de interaccion que necesita la introduccion
explicita de campos auxiliares, que usualmente se corresponden con la solucion de la
para grietas rectas.

Ademés de las dificultades asociadas con la definicion de la integral de dominio, el
operador gradiente debe ser consistente con la utilizacion de coordenadas curvilineas.
Es decir, debe incluir el efecto introducido mediante los simbolos de Christoffel. El
célculo de dichos simbolos requiere conocer la definicién analitica de la geometria
de la grieta. Gosz, [23| [24], realiza este desarrollo para algunos casos de referencia.
Sin embargo no se suelen usar estas correcciones, ya que obligan a la realizacion de
diversos calculos, no triviales, para cada ejemplo particular en No obstante,
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los [LS| dan informacién sobre la construccion geométrica de la grieta que permite un
desarrollo aproximado del operador gradiente en curvilineas.

En resumen, existen diversos factores que afectan a la calidad de los resultados de
las integrales de dominio empleadas en el calculo de los[FIT|de analisis de grietas curvas
utilizando el y los En la tesis se considera la influencia de estos factores,
realizandose un estudio numeérico de su efecto en el capitulo [5] concretamente:

» La influencia de la ortogonalidad de la base. La formulacién de la integral de
dominio se basa en relaciones que aceptan que la base es ortogonal y asi evitar
célculos en la superficie de la grieta mediante integrales de contorno o superficie.
No obstante, no se puede garantizar la ortogonalidad de la base para grietas
curvas, cuando esta se construye a partir de los

= Los campos auxiliares empleados en la integral de interaccién se corresponden
con un caso de grieta recta. No obstante, en la literatura se suele extender
su aplicacion al anélisis de grietas curvas. Explicitamente, el campo auxiliar
de deformaciones se deduce de los otros campos auxiliares —de los campos de
desplazamientos o de tensiones— utilizando relaciones que no se verifican para
grietas curvas. En la tesis se realiza un anélisis del efecto de las distintas defi-
niciones del campo auxiliar de deformaciones para evaluar cuél de las opciones
presenta mejor comportamiento.

= Ademés, se considera también la validez de la condicion de reciprocidad en
algunos de los términos de la integral de interaccién cuando se utilizan los cam-
pos auxiliares correspondientes a la grieta recta para estudiar configuraciones
curvas.

= Estos factores también afectan a la propiedad de independencia del camino de la
integral de interaccion. En consecuencia, se analiza la influencia en los estudios
de grietas curvas de la funcién de crecimiento virtual de la grieta y del tamafio
y definicién del dominio de extraccion.

= Finalmente, el uso de coordenadas curvilineas complica el calculo de los gradien-
tes y derivadas, que habitualmente se suele ignorar en la préactica. Partiendo de
los [Ls| en la tesis se ha introducido una formulacién de los gradientes en curvili-
neas. La influencia de la introduccién del efecto de las coordenadas curvilineas
también se ha estudiado en la tesis.

4.4.2. Modificaciones a la integral de interacciéon en grietas
con curvatura

En la construccion de la integral de dominio para [I] se acepta, en grietas que no
presentan curvatura, que 5'j = 0 y se puede pasar de la Ec. ala Ec. (4.21)).
En caso de que la grieta presente alguna curvatura —debido a los campos auxiliares
de grieta recta escogidos— no se verifica Gj = 0 y asi la expresion de partida
debe ser:
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m-— / P;;wajsz - jP;;.MdQ (4.32)
1<

Esta expresion proviene de que para los campos auxiliares, expresados en la base
de coordenadas curvilineas, no se cumplen las ecuaciones de equilibrio interno y las
ecuaciones de compatibilidad entre deformaciones y desplazamientos. Es decir, se
tiene:

OFTI# 0
(Oufu™] - of5™) # 0

Ademas no se puede aceptar la ecuacion de reciprocidad, es decir, no se puede usar

el mismo tensor constitutivo para relacionar el campo de deformaciones auxiliares y el
campo de tensiones auxiliares, con lo que se propone en la tesis que para la expresion
para se debe emplear la Ec. , es decir |W““"”|: % (]Uijlsgj?”|—é-| J%“ﬂsijl).
El célculo de 9,{P3%"*| sin aceptar la condicién de reciprocidad, resulta muy poco
adecuado desde un punto de vista numérico, debido a que incluye términos en deriva-
das de aproximaciones por que introducen imprecisiones significativas. Ademas
este término se debe a una correccion por el uso de coordenadas curvilineas y su efecto
es bastante menor que el del término Para minimizar la introduccién de errores,
se acepta la reciprocidad en el desarrollo de 8j obteniéndose:

(4.33)

P = Ofoks ExPid {oniPrfur)— Ofoki Pifur] (4.34)

Los campos auxiliares se definen usando el primer término de los campos asinto-
ticos, pero en el sistema de referencia curvilineo no se verifican simultaneamente las
ecuaciones de compatibilidad, las de equilibrio y la ley de Hooke [18] 23], 24} 110}, [150].
Se puede reforzar la condicion de compatibilidad, como en [I8| [TT0], si se calcula el
campo de deformaciones a partir del campo de tensiones mediante la aplicaciéon de la
ley de Hooke, tal como se muestra en Ec. . También se puede reforzar que se
verifique la condicion de equilibrio interno, como en [23] [24], si se obtiene el campo
de desplazamientos auxiliar mediante la Ec.

Puesto que no se cumplen las condiciones de compatibilidad entre desplazamien-
tos y deformaciones y las condiciones de equilibro interno en los campos auxiliares,
entonces las dos expresiones disponibles para el calculo del campo de deformaciones
auxiliar no coinciden y ninguna de ellas tiene por qué ser la més correcta. Una opcién
es escoger una aproximacion de minimos cuadrados a las dos expresiones, Ec. y
Ec. . Una propuesta de esta tesis es emplear el promedio entre ambas opciones,
es decir:

- MOFTL ) Ol ] (4.35)

En el capitulo [5] se analizara numéricamente la influencia de estas alternativas.
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4.4.3. Gradiente en curvilineas. Derivadas de los campos au-
xiliares en la base de coordenadas curvilineas

Un problema anadido es que, al trabajar con una base local construida aplicando
coordenadas curvilineas, los términos que incluyen derivadas de los campos auxilia-
res se complican. En [23] [24] aparece parte de su desarrollo en problemas conocidos.
Utilizando dichas expresiones como punto de partida—que se basan en hacer un de-
sarrollo a partir del tensor de la métrica en lugar de usar directamente los simbolos
de Christoffel—, se va a realizar la construccion explicita de todos los términos nece-
sarios. Debido a la definicién del sistema de referencia y que no se puede asegurar su
ortogonalidad, se tiene que comentar que el sistema de coordenadas empleado es de
tipo covariante. A pesar de esta clarificacion, el desarrollo es el mismo para un sis-
tema de coordenadas contravariante, exceptuando los cambios formales de notacion,
notacion formal que no ha sido rigurosamente respetada en esta tesis por mantener
coherencia con la notaciéon usada en la bibliografia. Mencionar que ambos tipos de
coordenadas coinciden en un sistema de referencia ortogonal.

Una aportacion de esta tesis es la deduccion analitica de los distintos gradientes que
aparecen en la integral de interaccién cuando se utilizan coordenadas curvilineas en
estudios basados eny para lo que se parte de los desarrollos de Gosz [23] [24].

El operador gradiente en coordenadas curvilineas es:

1 0
0; Heil=—= 4.36
6@ (4.36)

con el factor de escala, la coordenada local correspondiente y % siendo el
operador derivada usual.

Para hacer el desarrollo consideraremos dos campos tensoriales genéricos, empe-
zando con el campo vectorial [fj} Calculando primero los términos d{f}] que correspon-
den al producto tensorial del operador gradiente con el campo vectorial:

off]=v (4.37)

y aprovechando la relacion en la Ec. (4.36)), la Ec. (4.37) se expresa de forma explicita
en la base de coordenadas curvilineas como:

|10 |11 9 |.|1 0 = — =
o) (e e o) @@ o

Desarrollando y usando notacién matricial, se llega a la siguiente Ec. (4.39)), donde
aparecen dos términos. Un término correspondiente a la derivada del campo y otro
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correspondiente a la derivada de la base curvilinea

(4.39)

El producto escalar -

'ﬂ l con j = 1,2,3, extrae las componentes en cada direcciéon
de la base de la derivada de cada vector de la base curvilinea.

Escribiendo el resultado (4.39) de una forma méas compacta se llega a

offj|= QZZI lm I (4.40)

que se usa para obtener las derivadas de|g;| y del campo de desplazamientos en la base
curvilinea, es decir, 8j y 6

La expresion anterior permite establecer la comparacion con la obtenida mediante
la nomenclatura con los simbolos de Christoffel

a = é% Hrolf. (4.41)

Anéalogamente se puede calcular la expresion de (‘30]-. utilizada para el calculo
de 9;0uf™] como:
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1
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Ademss, se obtiene el desarrollo para la expresion genérica de (’9 que se necesita
para la derivada de los campos auxiliares de tensiones —y a partir de ellos los de las

derivadas de las deformaciones auxiliares mediante la ley de Hooke—, 9, como

71
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1 df; 1 deyl | . 1 deyl |-
B EL LB

Después del desarrollo tedrico, se presenta la implementacion en de los tér-
minos numeéricos necesarios. La matriz jacobiana de la transformacion de coordenadas
entre la base cartesiana y la base curvilinea, obtenida a partir de las definiciones de
la base y que esta relacionada con las derivadas de la base curvilinea respecto a las

coordenadas cartesianas, es:
_ El (1.44)

Como no se puede asegurar la ortogonalidad del sistema de referencia, hay que realizar
la inversa de la transformacion usando la inversa de la matriz jacobiana, ya que en
este caso no coincide con la transpuesta.

Las derivadas respecto a las coordenadas curvilineas locales son:

(4.45)

@@‘m
@@\Qv

&l A
La tercera componente no tiene correspondencia directa en la representacion
mediante LS| que se utiliza, pero coincide con la coordenada [s| de longitud del frente
de grieta. Aun asi, los campos auxiliares usados —que se definen en la Ec. y
en la Ec. (4.23)— no dependen explicitamente de ella, con lo que se puede obviar
su célculo directo, aunque se puede obtener a partir de la matriz jacobiana de la
transformacion, Ec. (4.44])).

1o)

El factor de escala entre las coordenadas se obtiene a partir de la matriz jacobiana

mediante:
k

donde, a diferencia de los valores para los factores de escala calculados en [23] [24],
al construir la base mediante un promediado en los nodos del gradiente en elementos
finitos, no se puede asegurar que alguno de los factores de escala sea de valor unidad.

Usando la regla de la cadena y la expresiéon de la matriz jacobiana se deducen las

siguientes relaciones:
dell 3I5- 5.

1
ka

(4.47)

o))

EI\H

EﬂH
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Como la aproximaciéon utiliza la informaciéon del [MEF|, se pueden obtener los si-
guientes resultados calculados a partir de los valores nodales —informacién que se

@\

i\

\i @\
m i

1
Jrj
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indica mediante la notacion |;—

) _ O]
B zl: ]'1
ai (4.48)

\Ei
\@

=2 %)

donde % indica derivada de la funcion de forma correspondiente respecto a la coor-
denada cartesiana Hay que recordar que el espacio de aproximacion de elementos
finitos utilizado es lineal, por lo tanto, todos aquellos términos que incluyan segundas
derivadas de la base local son nulos, aunque su célculo para aproximaciones de mayor
orden no reviste mayor dificultad conceptual.

4.5. Definicion del dominio de extraccion

El campo vectorial [g]se interpreta como un campo virtual de crecimiento de grieta,
segin puede verse en la Fig. 1.4y en la Fig. La definicion es:

o] (1.49)
con @ = 0 en el contorno y @ =1 en el punto E| del frente de grieta

La definicién de [g;| como un vector tangente a tiene una gran ventaja, ya que
permite no realizar las integrales en el contorno de las caras de la fisura, indepen-
dientemente de la geometria. Esta simplificacién ya se ha incluido en las definiciones
de las integrales de dominio, Ec. (.9), Ec. y Ec. ([4.32). La funcién [g;] debe
ser suficientemente continua y suave para presentar un buen comportamiento en su
derivada.

Teniendo en cuenta que la estimacién en la zona cercana al extremo de grieta
siempre es menos precisa que en zonas alejadas —debido a la singularidad existente—
hay que procurar aumentar la influencia del calculo de estas regiones, y en principio,
cuanto mas se extienda el dominio[(]las estimaciones obtenidas mediante las integrales
de dominio seran mas precisas.

Hay diversos tipos de funciones [g;] utilizadas en la practica, que se definen medi-
ante [o] En el ambito del los [LS| proveen de herramientas para su construcciéon
independientemente de la malla y en concordancia con la definicién geométrica local
de la grieta. Una de las mas usadas, por ejemplo en [20, [IT§], es la definicion del do-
minio de extracciéon como una plateau de valor unidad y cero en el exterior, Fig. [4.6]
y que se puede introducir en dos dimensiones para un dominio definido por un radio
exterior [Rez] como

0 st VIR AP 2 Reat

Con la definicién como plateau de la Ec. (4.50)), la integracion se realiza solo en un
anillo de elementos, ya que los valores de @ se definen en los nodos segun la Ec. (4.50)),

{1 si R 1P < Rewt (450)
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0

Figura 4.4. Significado de |¢;| en el esquema del dominio de extraccion. Campo de
extension virtual de crecimiento de la grieta.

interpolandose de la forma habitual en el interior de los elementos. La precision puede
mejorarse incluyendo mas elementos, para ello se pueden definir dos zonas con una
region de variacion lineal entre ellas, como se puede observar en la Fig. [£.7] Se define,
asi, un dominio circular mediante a partir del cual[o]es nula y una region circular
interior de radio donde [o] es de valor unidad. Entre ambas regiones, el valor de
[o] varia linealmente entre cero y uno:

\

/\\q\ N /q\\ %
W\

\ |
EONNNY /3\ \ |

Grieta \ \\s\/ r Grieta \}‘\7

/

—

Como extension del Tangente al vector de la base
frente de grieta paralelo a la grieta

Figura 4.5. Representacion de la direcciéon del campo virtual de velocidadesrespecto
a la grieta. Izquierda: como extension en el extremo de grieta. Derecha: como vector
tangente alé1| en el dominio.
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= "@Zmﬂﬁﬁzen si Rint @ Rext (451)

Figura 4.7. Representacion de |g;| con dos regiones, una rampa con una plateau en la
zona central.

En el caso de que se plantee el calculo de los de una grieta que tenga algin
tipo de curvatura, no se anula el gradiente en la zona plateau porque también se
deriva el vector [e de la base, ya que varia al tratarse de una grieta curva —véanse
Flg.derecha EC 7 Ec. ) y Ec. —. Existe un término j
de la integral de mteracmon que al hacer los correspondientes desarrollos no se anula
en grietas curvas porque los campos auxiliares no son los correctos al haber tomado
los campos auxiliares de una grieta recta. Este término no depende del gradiente
de [18], 23], 24, [151] debe ser nulo para unos campos auxiliares exactos y puede
dominar para valores pequenos del otro término que depende del gradiente de
Para minimizar su efecto se puede introducir un dominio de integracion definido por
una figura rampa tal como se puede observar en la Fig. y en la definicion:
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- {1 -V s VA B (4.52)
0 si VIgP HUP > Reat

Figura 4.8. Representacion de |g;| como rampa.

En tres dimensiones el valor numérico de los [LS| no basta para definir el dominio
de extraccion. Para ello se utilizan las coordenadas de sistema de referencia local
curvilineo definido en[P|a partir de los[Ls Estas coordenadas vy [&] se construyen
a partir del sistema cartesiano con origen en el punto [P]y aprovechando la definicion
del sistema local de la grieta.

Frente de grieta

Figura 4.9. Representacion esquemaética de un cilindro como dominio de integracion
en tres dimensiones alrededor de un punto [P] del frente de grieta
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Para tres dimensiones se considera un dominio que coincide con un cilindro de

radio[R]y de altura dos veces[Sg] Fig.[£.9} y una funcion [o] definida de forma analoga
a una funciéon rampa en dos dimensiones, esto es

(- (-8) s ;I

(4.53)

0







Capitulo 5

Ejemplos numeéricos de calculo
de los FIT en XFEM

Afortunado es el hombre que
tiene tiempo para esperar.

Calderén de la Barca

5.1. Ejemplos numéricos en 2-D

5.1.1. Introducciéon y caso de referencia grieta curva

El objetivo principal de la tesis es el estudio de grietas tridimensionales aunque,
por sencillez, se comienza mediante analisis paramétricos bidimensionales que permi-
ten deducir informacion sobre los factores que influyen en la extraccion de los
Los analisis se realizan estudiando la velocidad de convergencia del error en los
respecto a los de valor 6ptimo 0,5, puesto que se realiza un refinamiento de
un modelo de con enriquecimiento topologico y 0,5 es la méxima velocidad de
convergencia alcanzable.

El problema de referencia considerado es una grieta arco en una placa infinita
sometida a tension biaxial. La geometria de la grieta se define mediante el radio y
el &ngulo @ Fig. con Valores =1 y = m/2. Se considera una porcion finita del
dominio, determinada mediante una anchurafw]= 2 y una altura[h]= 2. En el contorno
se imponen las condiciones de simetria y el campo exacto de tensiones, obtenido de la
solucion analitica presentada en [164]. La soluciéon exacta para los [24] [T65], es:

| (@)
K%\ = 00o|(ma)?
1 + sen? (

m

)
)

. sen ( )
K| o ra)
1 + sen? (
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donde a sen @ y la tension en el infinito es = 100. Las propiedades del

material son |[E| = 107 y || = 0,33. Las magnitudes son concordantes pero sin corres-
pondencia con unidades reales.

e e

LETT

NENRN

LEEELEETL

Figura 5.1. Problema de una grieta con forma de arco en una placa infinita sometida
a tension biaxial

En los estudios de convergencia se emplea una secuencia de mallas regular de
elementos triangulares lineales. Un esquema del refinamiento de la malla se puede
observar en la Fig.[5.2] Los tamafios de elementos utilizados, definidos a partir de un
lado del triangulo regular, son:

E{@E@@@@@@@

637737937 11371337 163" 1737 193" 213’

@m@mm@@} (5:2)

23372577 3237 413 457’ 513’ 673

5.1.2. Analisis de grieta curva

El primer analisis se plantea con la finalidad de elegir la definicion de la base. El
radio del dominio de extraccién se selecciona como = 0,2RJ que es lo suficien-
temente pequeno para disminuir el efecto de la curvatura y evitar regiones donde los
estén mal construidos. Para definir [of se usa la funciéon rampa introducida en la
Ec. (4.52)). El dominio de extraccién y la funcién |g;| utilizada, magnifican los errores
derivados de la definicion de la base al recoger informacién de los elementos veci-
nos al frente de grieta. Para evitar otro tipo de influencias, en el analisis se utiliza
tnicamente la integral [J]
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D N

Figura 5.2. Esquema del proceso de refinamiento y creacion de la secuencia de mallas.

Por una parte, la base es formulada siguiendo la definicion de la Ec. , es
decir, es construida de forma directa a partir de los Por otra parte, se define una
base ortogonal usando las consideraciones geométricas introducidas en la Ec. .
Observando la Fig. se deduce que con la base ortogonal se alcanza el valor 6ptimo
de convergencia.

Una vez demostrado que la base ortogonal ofrece mejores resultados se puede
abordar el estudio de la integral de interaccién, para lo cual se emplea el mismo
dominio de extraccion, es decir [o] definida como una funcion rampa con [Re = 0,2R ]



82 EJEMPLOS NUMERICOS DE CALCULO DE LOS FIT EN XFEM

Integral J
10" 1
—~ 40
§ 10 ¢ E
5
ol
10" 1
—©— Base Ls ortogonal. Velocidad de convergencia s=0.50
—8— Base LS directa. Velocidad de convergencia s=0.27
10° 4 S s 7
10 10 10 10

GDL

Figura 5.3. Estudio en la definicién de la base local a partir de los Estudio en la
convergencia del error para la integral [J}

Se consideran cinco casos, que incluyen todas las opciones definidas para la in-
tegral de interaccion en grietas curvas. Se tienen en cuenta las situaciones donde en
el término correspondiente a la energia, se acepta la aproximacion de la rela-
cion de reciprocidad y asi se puede utilizar la expresion . Para esta definicion
se consideran las tres posibilidades para la construcciéon del campo de deformaciones
auxiliares es decir, a partir del campo de desplazamientos auxiliar como en la
Ec. , a partir del campo de tensiones auxiliares, Ec. (4.24)) o con un promediado
entre ambas opciones, Ec. .

La otra situacién se corresponde con no simplificar el término de energfa
—marcado explicitamente en las graficas—, es decir usando la expresion . Los
casos considerados para el campo de desplazamientos auxiliar son su obtencién a partir
de los desplazamientos, Ec. o usando el promediado, Ec. . Los efectos en

la velocidad de convergencia para [K]|y para pueden verse en la Fig. [5.4]y en la
Fig. [5.5| respectivamente.
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Figura 5.4. Resultados del estudio en velocidad de convergencia para las definiciones
de la integral de interaccion en grietas curvas. Convergencia en error para

La velocidad de convergencia ¢ptima no se alcanza en ninguno de los estudios.
Se puede observar que en el caso de obtener a partir de se tiene mayor
precision en pero converge a otra solucién, como lo demuestra el cambio brusco de
pendiente. Este cambio de pendiente es debido al valor absoluto de errores negativos
cuando se sobrepasa la solucion de referencia. En el comportamiento de no se
pueden observar grandes diferencias.

El mejor comportamiento, segin la Fig. y la Fig. se corresponde con el
caso donde se usa el termino de [[W7%] no simplificado al no suponer la relacion
de reciprocidad, y ademaés se utiliza calculado a partir del promedio entre sus
posibles definiciones.

Este resultado es logico ya que implica el menor ntimero de suposiciones, al acep-
tarse la reciprocidad tnicamente en el término asociado a aj e imponiéndose un
promedio de las condiciones de compatibilidad y de equilibrio interno con la expresion
de dada por la Ec. . Se puede observar en la Fig. que los resultados en
los que se supone totalmente la relaciéon de reciprocidad —es decir, aquellos no iden-
tificados mediante en los términos apropiados de la integral de interaccion
muestran un comportamiento peor.
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FIT modo II
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Figura 5.5. Resultados del estudio en velocidad de convergencia para las definiciones
de la integral de interaccion en grietas curvas. Convergencia en error para

Considerando la Fig. [5.5] hay que comentar que no es posible apreciar apenas
diferencias en el comportamiento de Este fendmeno mereceria un estudio més
detallado que no ha sido abordado en esta tesis y se deja como trabajo a realizar en
el futuro.

Una vez seleccionada la base y la expresion mas adecuada para la integral de
interaccion, es posible abordar el analisis del efecto de la funcion usada para definir
el dominio de extraccién. La funcion @ definida en la Ec. incluye una regiéon
central con una pequena plateau y una zona con rampa, definidas por dos radios
[Rint] ¥ [Reztt Si|Rint = 0 se recupera la definicién de la funcién rampa presentada en

Ec. (#52) y si[Rin = Rezd se tiene la funcion de plateau constante, Ec. (&.50), que
implica la integracién en un tinico anillo de elementos.

Se escoge un valor : O,y se hace variar la proporcion . Este valor para
el radio es elevado, lo cual hace dificil obtener un valor de convergencia 6ptimo, puesto
que la aproximacion de campos auxiliares de grieta recta estd menos justificada cuanto
més lejos se esta del extremo de grieta, pero permite observar mejor las diferencias
entre los diversas relaciones. Los efectos en la velocidad de convergencia de
y [J] pueden observarse en la Fig. y el minimo error obtenido en la secuencia de
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mallas para cada caso de en la Fig. El uso de la funcién rampa, =0,
produce una pérdida de precisiéon pero el mejor comportamiento en la convergencia,
exactamente el 6ptimo para la integral [J]y el anico caso con velocidad de convergencia
positiva para la integral de interaccion.

Velocidad de convergencia

0.6 \ \ \

05 oot

041 —6— riT modo I I

0.3} . =——ff—— FIT modo II H

o2l —@— Integral J 1
Valor exacto

velocidad s

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Rint/Rext

Figura 5.6. Resultados del estudio de convergencia para distintas relaciones E para
definicion del dominio de extraccion.

Finalmente, se estudia el efecto del tamano del dominio de extraccion. El radio
que define el tamano del dominio de extraccion, se hace variar entre 0,01R ]y
0,9R] Se utiliza la expresion de la integral de interaccién que ha dado mejor resultado
en los analisis anteriores y un [o] definido mediante la funciéon rampa. La velocidad de
convergencia respecto al radio de extracciéon para los calculados con la integral
de interaccion, y para[J]se presenta en la Fig.[5.8] El error minimo alcanzado en cada
estudio de convergencia realizado también se presenta en la Fig.
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Exactitud
25 T T
——O—— FIT modo 1
20+ == FIT modo II 4
—@— Integral J
15} 1

10

Error minimo (%), secuencia mallas

0 02 04 06 08 1
Rint/Rezt

Figura 5.7. Minimo error obtenido en los estudios de convergencia para distintas
relaciones E para definicién del dominio de extraccion.

Observando los resultados se puede concluir que para alcanzar la velocidad de con-
vergencia 6ptima se debe usar un dominio de extraccién del mismo orden o inferior
al 10 % del radio de curvatura de la grieta. El coste de usar un radio de extraccion
pequetio es que conlleva emplear un mayor refinamiento para evitar integrar con po-
ca informaciéon —lo que supondria una pérdida de precision—. Este efecto se puede
observar en las graficas obtenidas. El resultado es totalmente 16gico ya que el compor-
tamiento asintético es dominante en regiones cercanas al frente de grieta, anulando,
debido a la proximidad, incluso los efectos de la curvatura, y por tanto en esa region
se observa que los campos auxiliares utilizados —de grieta recta— son correctos.

Considerando detenidamente la Fig. |5.8| parece recomendable usar un radio de
extraccién que verifique < 0,1[R Considerando la Fig. 5.9 parece recomendable
considerar un dominio de extraccion con ~ 0,2R] La causa es que cuanto menor
es el tamano del dominio de extraccién, en promedio mas afectan los errores asociados
al extremo de grieta y mayor refinamiento se necesita. Como conclusion global, parece
recomendable tomar un dominio de extracciéon definido por ~ 0,1R ] para tener
tanto una buena velocidad de convergencia como un error suficientemente pequeno.
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Figura 5.8. Velocidad de convergencia del error en los y E para varios radios de
extraccion.
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Figura 5.9. Resultados en el valor absoluto del minimo error (%) alcanzado en los
estudios de convergencia para varios radios de extraccion de los vl
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5.2. Ejemplos numéricos en 3-D

5.2.1. Problema de Westergaard

La convergencia de estudios bidimensionales ha sido exhaustivamente estudiada
en grietas rectas en el como por ejemplo en [I15]. Sin embargo los anélisis para
casos tridimensionales son poco numerosos. Como consecuencia es necesario verificar
la convergencia en grietas tridimensionales planas y de frente recto. Para ello se utiliza
el problema de Westergaard, introducido en el apartado extruido a lo largo de un
espesor [} Para la integracion numérica en el extremo de grieta se utiliza la integracion
«casi-polar» de Park descrita en [122] e introducida en la seccion El tamano
del dominio de la integracion tridimensional viene dado por [R] = 0,da} donde [d] es
la longitud de la grieta, y @, que coincide con el tamano del elemento usado —
recordemos que @ es el tamafno del dominio de extraccion en direcciéon del frente de
grieta, ver Fig. [4.9] .

Se estudian dos casos, uno en modo I puro, identificado con = 100, y otro en
modo II puro, con = 100. Se presenta la distribucion de los obtenidos con
la integral de interaccion y con la integral [J| y también se estudia la velocidad de
convergencia en error medio respecto al tamano de elemento. Para ello se parte de
una malla regular de hexaedros, considerando la siguiente secuencia de tamano de
mallas []= (1. &5, . 5. )d

La distribucion de los resultados a lo largo del frente para [K]] y [J] en el caso de
modo I puro se puede observar en las Figs. [5.10] y [.11] respectivamente. La velocidad
de convergencia en error medio respecto a , para el caso modo I para y |J| se
presenta respectivamente en las Figs. y

Para el problema con modo II puro se tiene la representacion de resultados a lo
largo del frente en las Figs.[5.14]y [5.15] La velocidad de convergencia del error respecto
al tamano de elemento se presenta en las Figs. [5.16] y p-17]



5.2. EJEMPLOS NUMERICOS EN 3-D

Problema de Westergaard con modo 1, K(z)
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Figura 5.10. Resultados de|K|en el frente de grieta para el problema de Westergaard

tridimensional en modo 1 puro. Integral de interaccién.

Problema de Westergaard con modo 1. J(z)
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Figura 5.11. Resultados deE en el frente de grieta para el problema de Westergaard

tridimensional en modo 1 puro.
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Problema de Westergaard, modo I. Vel. de conv. de Ki(z)
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Figura 5.12. Error de medio respecto a |h| para el problema de Westergaard tridi-
mensional en modo I puro. Velocidad de convergencia.
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Figura 5.13. Error de |J| medio respecto a |h| para el problema de Westergaard tridi-
mensional en modo I puro. Velocidad de convergencia.
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Figura 5.14. Resultados de en el frente de grieta para el problema de Westergaard
tridimensional en modo 1I puro.
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Figura 5.15. Resultados de

tridimensional en modo II puro.

E en el frente de grieta para el problema de Westergaard
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Problema de Westergaard, modo 11. Vel. de conv. de Ki1(z)
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Figura 5.16. Error de medio respecto a |h| para el problema de Westergaard
tridimensional con modo 11 puro. Velocidad de convergencia.

Problema de Westergaard, modo 11. Vel. de conv. integral J
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Figura 5.17. Error de |J| medio respecto a |h| para el problema de Westergaard tridi-
mensional con modo II puro. Velocidad de convergencia.
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El valor 6ptimo para la velocidad de convergencia del error es 1,0 y por tanto
se aprecia un buen comportamiento tanto en la precision de los como en su
comportamiento en la velocidad de convergencia. La implementacion de las integrales
de dominio utilizadas se corresponde con la formulacion para grietas curvas, con lo
se verifica que las imprecisiones debidas a los términos que no se anulan en grietas
curvas, practicamente desaparecen cuando se aplica sobre grietas planas y rectas.

5.2.2. Problema de grieta-arco

Una vez seleccionados los parametros mediante el estudio bidimensional de la
seccion[5.1.1] y verificado el comportamiento de las integrales tridimensionales con una
grieta plana, se realiza el estudio de una grieta arco plana en una placa infinita, que se
corresponde con el caso extruido del modelo 2D considerado en el apartado[5.1.1} con
espesor finito, [ = 1. Se tiene un modelo que permite realizar un estudio de grieta no
plana de frente recto que tiene solucion exacta, problema que ademaés también ha sido
estudiado con en [24]. En al analisis se utiliza una secuencia de mallas regulares
con tamano de elemento = (%, %, %, é, %) donde es el radio de la grieta
arco.

El primer objetivo consiste en confirmar las dimensiones del dominio de extraccion.
Dado que el frente de grieta sigue siendo paralelo a los lados de los elementos, se elige
como tamano de @ el tamano de elemento, que tiene concordancia con la forma de
extraer los a partir de las integrales de dominio.

El analisis del tamano del dominio de extraccion se realiza representando los va-
lores calculados promediados en el frente para un radio de extracciéon que varia entre
[Rg=0,01R]y [Rg]= IR Los resultados para [Kj|se pueden observar en la Fig. [5.1§
para en la Fig. y para[J] en la Fig. A falta de presentar los resultados

de convergencia, las graficas confirman las conclusiones obtenidas en dos dimensiones
de que @ debe ser del orden del diez por ciento del radio de curvatura.

La distribucién de y [7] a lo largo del frente de grieta para [Rj| = 0,1R]
se puede observar, respectivamente, en las figuras [5.21] [5.22] y [5.23] Gosz en [24]
obtiene para [J| un error minimo relativo de 0,4 % para un tamano de elemento de
= 550 R. El minimo error obtenido en los analisis aqui realizados es inferior al
0,7% para |h = i resultado que demuestra la exactitud de la implementacién y

40,
es un ejemplo claro de la precisiéon que se puede obtener con el [XFEM
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Grieta arco, media de Ki(z)
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Figura 5.18. Valor medio normalizado de a lo largo del frente de grieta respecto
a @ para el problema de grieta arco extruido en 3D.
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Figura 5.19. Valor medio normalizado de a lo largo del frente de grieta respecto
a[R para el problema de grieta arco extruido en 3D.
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Grieta arco, media de J(z)
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Figura 5.20. Valor medio normalizado de|J|a lo largo del frente de grieta respecto a
@ para el problema de grieta arco extruido en 3D.
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Figura 5.21. Distribucion de a lo largo del frente de grieta para el problema de
grieta arco extruido en 3D.
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Grieta arco, Kry(z)
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Figura 5.22. Distribucion de a lo largo del frente de grieta para el problema de
grieta arco extruido en 3D.
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Figura 5.23. Distribucion de E a lo largo del frente de grieta para el problema de
grieta arco extruido en 3D.



5.2. EJEMPLOS NUMERICOS EN 3-D 97

Las velocidades de convergencia del error en y [J] frente a[h] se presentan
en la Fig.[5.25] en la Fig.[5.20] y en la Fig. [5.27] respectivamente. Teniendo en cuenta
que el valor 6ptimo para la velocidad de convergencia es 1,0, se observa que los valores
obtenidos son cercanos al 6ptimo aunque presentan alguna desviacion.

La diferencia respecto al valor 6ptimo se puede atribuir a que al variar los dominios
de extraccion con la definiciéon nodal de los y por lo tanto depender su tamano
del tamano de elemento en la malla, hay oscilaciones significativas en el volumen de
extraccion, como puede verse en la Fig. [5.24] y por tanto aparecen oscilaciones en la
convergencia.

Seccion de un Seccidn de un
dominio de extraccion dominio de extraccion
/'Sl R, Val N
\ " \VAR
A\ i’ /’
7/ Y,
N /! 4
,/ //
....// &
Superficie de grieta Superficie de grieta

Figura 5.24. Oscilaciones en el radio de extraccion, debido a la malla. Aparicién
de convexidades.

Finalmente en las figuras[5.28] [5.29]y [5.30] se representa, para el tamaiio de elemen-
to |h|= ﬁ el efecto de incluir o no los términos correspondientes a la formulacion
en coordenadas curvilineas de los gradientes para y [J] respectivamente. Si se
representa la distribuciéon de a lo largo del frente en la secuencia de mallas sin
realizar la correccion asociada al uso de coordenadas curvilineas, Fig. [5.31] se puede
apreciar que no converge a la solucién exacta. Por tanto, la inclusién del término de
correccion debido a las coordenadas curvilineas es imprescindible para obtener una
convergencia hacia la solucién mediante la integral de interaccién en grietas no planas.
El efecto de esta correccién apenas supone una mejora en los resultados en lo que
motiva que el estudio de la diferencia en este comportamiento pueda ser considerado
como un futuro trabajo de investigacion.
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Grieta arco, velocidad de convergencia de Ki(z)
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Figura 5.25. Resultados del estudio de convergencia de error medio para en el
problema de grieta arco extruido 3D.

Grieta arco, velocidad de convergencia de Kpy(z)
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Figura 5.26. Resultados del estudio de convergencia de error medio para en el
problema de grieta arco extruido 3D.
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Grieta arco, velocidad de convergencia de J(z)
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Figura 5.27. Resultados del estudio de convergencia de error medio para |J| en el
problema de grieta arco extruido 3D.
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Figura 5.28. Estudio del efecto por la curvatura en los gradientes para la integral de
interaccion. en el problema de grieta arco extruido 3D.
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Grieta arco, Kry(z)
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Figura 5.29. Estudio del efecto por la curvatura en los gradientes para la integral de
interaccion. en el problema de grieta arco extruido 3D.
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Figura 5.30. Estudio del efecto por la curvatura en los gradientes para la integral de
dominio. [J] en el problema de grieta arco extruido 3D.
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Grieta arco, Ki(z)

1.02
1.014
1
0.99
0.98F
8
X i 0.97
—Q— 1 =R./8
0.96
—Q— 1 =R./16
0.951 —@— h=R./20
0.94 —0—h=1R./32
—Q— = R./40
0.93r
Exacta
0.92 : !
-0.5 0 0.5

z[t

Figura 5.31. Distribucion de a lo largo del frente de grieta para el problema de
grieta arco extruido 3D. No se incluye la correccién en los gradientes debido al uso de
coordenadas curvilineas.

5.2.3. Problema aproximado a grieta circular

Analizado el caso de una grieta no plana de frente recto, se va a estudiar una
grieta plana que presente frente curvo. Se considera una grieta circular —penny shape
en inglés— en un dominio infinito sometida a tensiéon remota constante. Esta tension
puede ser de traccion, en direcciéon normal al plano de la grieta y que produce
modo I puro, o de cortante, que provoca modos I1 y I11. Los valores exactos de los
para esta configuracion de grieta aparecen en diversos tratados y articulos como

[6, 15}, 95, [145] 166 m y se reproducen a continuacion:

1

1sen
- ‘l =] (5.3)
= 4o} 1";5

La dimension [g] coincide con el radio de la circunferencia. Un esquema de este
problema puede verse en la Fig. El modelado del problema se ha hecho mediante
una placa de dimensiones|[f] = 2(d)y[h]= 204} confa]= 1, que aplicando condiciones
de simetrfa representa la cuarta parte del espacio representado en la Fig. [5:33] Las
condiciones de domino infinito son aceptables por la proporcion de las dimensiones
caracteristicas de la placa respecto a la dimensién caracteristica de la grieta. Las
propiedades que definen el material son [E|= 10* y |1|=0,3.
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Se utiliza una malla de hexaedros, regular en una zona de dimensiones 4a| x[d] x[d]
que incluye la grieta, tal como se muestra en la Fig. [5.33] Se usa una secuencia de

mallas con tamanos de elemento @ = (%, 11—6, %)El en la zona regular.

4 Detalle del angulo de localizacién
1 5 en el frente

Tension remota
Traccion o cortante

Grieta circular

.\/ ..........................

Dominio infinito Frente de grieta

Detalle geometria de la grieta

Figura 5.32. Esquema de la grieta circular en dominio infinito.

El tamano del dominio de extraccion se selecciona tomando [R] = 0,1d] y [Sg =
0,025@7 que se corresponden con un 10% del radio de curvatura de la circunferencia
para @ y una cantidad muy pequena para E& Los resultados para el problema de
tracciéon pura se muestran en la Fig. para [K]y en la Fig. para[J] Para el
problema de cortante los resultados se presentan en las figuras [5.36] y [5.37] para[K,| y
respectivamente y en la Fig. [5.38 para[J]
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Plano de
simetria para
traccion o
antisimetria
para cortante

Plano de simetria

2h

| Zonade
malla regular

Figura 5.33. Esquema del modelo usado para simular la grieta circular en dominio
infinito.

Grieta circular carga normal, Ky(6)

15

T TSOwevygT 0 W o v - =

8
<l
0.5
—@—h=a/8
—@— h=a/16
—Q— h=a/20
/ Exacta
0 i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0/x

Figura 5.34. Resultados de la distribucién de a lo largo del frente en el problema
de grieta circular bajo traccién remota.
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15

0.5

Figura 5.35. Resultados de la distribucion de [J|a lo largo del frente en el problema
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Grieta circular carga normal, J(6)

/

—@— h=a/8
—Q— h=a/16
—Q— h=a/20

Exacta

0.1

0.2

de grieta circular bajo tracciéon remota.

1.8

1.6

14

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 5.36. Resultados de la distribuci(')n a lo largo del frente en el problema de

0/m

0.3

0.4

Grieta circular carga de cortadura, Ky(0)

—@— h=a/8
—0—h=a/l16
—0— h=a/20

Exacta

0.5

grieta circular bajo cortante remoto.
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2
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0.4
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0
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Grieta circular carga de cortadura, Kyip(9)

|

—@— h=a/8
—Q— h=a/16
—Q— h=a/20
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0

Exacta
T i - N

0.1 0.2 0.3
0/m

0.4

0.5

Figura 5.37. Resultados de la distribuci(’)n a lo largo del frente en el problema de
grieta circular bajo cortante remoto.
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0.8

0.6

0.4
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Grieta circular carga de cortadura, J(6)

—@— h=a/8
—Q— h=a/16
—0— i =a/20

Exacta

N/

0.1 0.2 03
0/m

0.4

0.5

Figura 5.38. Resultados de la distribucion E a lo largo del frente en el problema de
grieta circular bajo cortante remoto.



106 EJEMPLOS NUMERICOS DE CALCULO DE LOS FIT EN XFEM

De las Figs. [5.34] [5.35] [5.36] .37 v [f-38] podemos sacar varias conclusiones. Con
la malla 8 no es posible obtener resultados aceptables, lo cual se debe a que la

malla es demasiado basta como para permitir el estudio de la grieta curva. En los
resultados de la malla con tamano de elemento 16 aparecen unos picos debido a
inconsistencias con el tamano de @ al cortar un frente de grieta curvo con una malla
regular, que da lugar a segmentos muy pequenos. El comportamiento demuestra que
cuanto mas se refina la malla se alcanza mas precision. También hay que comentar
que cuanto més cerca estamos del valor 0 para y que coincide con regiones
situadas cerca de la frontera, se consigue una soluciéon con menor precision.

No se ha realizado un estudio de convergencia ya que el modelo es aproximado.
Ademaés al no ser la malla paralela al frente de grieta, y calcularse el dominio de
extraccion a partir de valores nodales, aparecen oscilaciones en el tamano y longitud
de grieta considerada en cada punto [P| de calculo de los que origina a su vez
oscilaciones en el resultado, como se puede deducir de la Fig. y que impide un
estudio de convergencia consistente.

>
WA

7

I

’l
AANEIZAS

i

Dominios de’extraccion Frente de grieta
efectivo en el plano de grieta

Figura 5.39. Oscilaciones del tamano de extraccion y longitud de grieta considerada
debido a que la malla no es paralela al frente de grieta.

En la Fig. [5.39] se observa que el tamafo y forma de los dominios de extraccion
efectivos varian mucho dependiendo de la topologia de la interseccién del volumen
teorico definido por [Rg]y [Sql v 1a malla.
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Se considera, ahora, el efecto a lo largo de frente de grieta de incluir o no los
términos que aparecen en los gradientes correspondientes al uso de coordenadas cur-
vilineas, para lo que se representa la distribucién de los y [J] para el tamafio de
elemento |h| = 2—10 Los resultados para el problema de traccién pura son Fig. [5.40
para ||y Fig. para[J] Para el problema de cortante los resultados se presentan
en la Fig. para en la Fig. para y en la Fig. para[J] Nétese que
no se aprecian diferencias significativas entre incluir el desarrollo para el gradiente en
curvilineas o no incluirlo, debido a que se trata de un ejemplo con grieta plana de
frente de curvatura constante, en el ejemplo siguiente —grieta eliptica— se apreciara
mas su importancia. Ademés hay que tener en cuenta que los errores correspondien-
tes a la discretizacion y a las oscilaciones de tamano en los dominios de extraccion
efectivos son elevados.

Grieta circular carga normal, Ky(6)

15p
14
1.3r
1.2
11r
3
<l "M’%
0.9+
0.8
o7l —@— Gradiente con correcciones curvilineas
—l— Gradiente sin correcciones curvilineas
061 Exacto
05 i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0/m

Figura 5.40. Resultados de la comparaciéon entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucién de a lo largo del frente en el problema de grieta
circular bajo traccién remota.
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Grieta circular carga normal, J(6)

14F

1.3f
11f

0.9

0.8

0.7F —@— Gradiente con correcciones curvilineas

—l— Gradiente sin correcciones curvilineas
0.6

Exacto

05 i T T T i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0/x

Figura 5.41. Resultados de la comparacién entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucion de [J] a lo largo del frente en el problema de grieta
circular bajo tracciéon remota.

Grieta circular carga de cortadura, Ki(0)

18 —@— Gradiente con correcciones curvilineas

—i— Gradiente sin correcciones curvilineas
16

Exacto

141

121

0.8

0.6

0.2

0 i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0/x

Figura 5.42. Resultados de la comparacion entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucion de a lo largo del frente en el problema de grieta
circular bajo cortante remoto.
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Grieta circular carga de cortadura, Kypy(6)

—@— Gradiente con correcciones curvilineas
1.8
—i— Gradiente sin correcciones curvilineas

16

Exacto

14L

12

0.6

0.4

0 i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0/x

Figura 5.43. Resultados de la comparaciéon entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucion de a lo largo del frente en el problema de grieta
circular bajo cortante remoto.

Grieta circular carga de cortadura, J(6)

1.6L
14

1.2

0.8

0.4} —@— Gradiente con correcciones curvilineas

02 —il— Gradiente sin correcciones curvilineas

Exacto

0 i T T T i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0/x

Figura 5.44. Resultados de la comparacion entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucion de [J] a lo largo del frente en el problema de grieta
circular bajo cortante remoto.



110 EJEMPLOS NUMERICOS DE CALCULO DE LOS FIT EN XFEM

5.2.4. Problema aproximado a grieta eliptica

Tras abordar un caso en el que la curvatura a lo largo del frente de grieta es
constante, a continuacién se considera un caso que presenta variacion en la curvatura
del frente de grieta. El problema elegido se corresponde con una grieta eliptica en
dominio infinito sometida a tensiéon constante. Esta tension puede ser de traccion,
normal al plano de la grieta que produce modo I puro, o de cortante, que
provoca modos 11 y I1I. La geometria de la grieta y de las tensiones de carga se puede

observar en la Fig[5.45]

A Detalle del angulo de localizacion

en el frente
— > e

Tension remota e
Traccion o cortante A

Grieta eliptica

Dominio infinito

Frente de grieta ™.,

Detalle geometria de la elipse

Figura 5.45. Esquema de la grieta eliptica en dominio infinito. Detalle de definicion
del angulo [g

Los valores exactos de los para esta configuraciéon, que aparecen en diversos
manuales y articulos como [23] [50} T67HI70], se reproducen a continuacion:

em_ O (ME\? oo
_E{k}() f (i

_ @ 3 k;ser@
R < > (32 2) B{k} + 2K {k}] f (5.4)
4(@% - kco
[GECEGEE IO

donde
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£ (lalldle]) = (Elzsen#-la2 cos%
R\ *

]% =
. 1 5.5
(1 —k*sen’® ¢)? do 5

S— BIE

E{k} =

E{k) = E{k:}

2 do
K{k} = _—
tk} /0 (1 — k2sen? d))%

El modelo se realiza con una placa de dimensiones [f] = 1(d} ] = 10d y [F] = 10d]
que por condiciones de simetria, representa una cuarta parte del dominio. El modelo
se acepta como infinito por la proporcion de las dimensiones caracteristicas de la placa
respecto a las dimensiones caracteristicas de la grieta. Las propiedades que definen el
material son [E]= 10* y [i|= 0,3.

Se utiliza una malla de hexaedros, con estructura regular en una region de dimen-
siones % X %ﬂ X %, tal como se muestra en la Fig. En el estudio se utiliza una se-
cuencia de mallas que en la zona regular tiene tamanos de elemento [h| = (%, %, 2—141)@
El dominio de extraccion se corresponde con las magnitudes [Sg] = 0,033d y [R| = 0,1}
elecciéon motivada por las dimensiones de la grieta y la geometria relativa entre malla

y grieta.

Plano de simetria
para traccion o
antisimetria para
cortante

2h

Zona de
[—— malla
regular

Plano dé
simetria

Figura 5.46. Esquema del modelo usado para simular la grieta eliptica en dominio
infinito.
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Los resultados para el problema de traccién pura se presentan en la Fig. para
[K]y en la Fig. [5.48 para[J] Para el problema de cortante los resultados se presentan
en la Fig. [5.49] para [K] en la Fig. [5.50] para [K,| y en la Fig. .51 para[J] Se puede
observar que, a pesar de las oscilaciones en el dominio de extraccién, que se muestran
en la Fig.[5.24]y en la Fig. los resultados mejoran al refinar la malla. No obstante,
se siguen observando oscilaciones en los resultados debido a lo irregular del dominio
de extraccion efectivo como ya se ha comentado anteriormente. Notese que ademas la
malla es mas basta de lo recomendable en la zona de maxima curvatura, limitacion
que viene impuesta por los requerimientos computacionales.

Ki(p)
1.5 [ . ’ . .
Grieta eliptica, carga normal
14r
13
12r
11
8
L R s
0.9
0.8 : —Q— h=a/6
0.7+ —0— h=a/12
06l —0—h=a/24
Exacta
05 ‘ ‘ ‘ . j
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 5.47. Evolucién de a lo largo del frente de grieta para distintos tamanos
de elemento en el problema de grieta eliptica bajo tracciéon remota.
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l4r

J(p)
Grieta eliptica, carga normal

0.9
0.8 —@— h=a/6
0.7 —Q— h=a/12
—Q— h=a/24
0.6
Exacta
05 i i i n i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

o/m

Figura 5.48. Evoluciéon deE a lo largo del frente de grieta para distintos tamafios de
elemento en el problema de grieta eliptica bajo traccion remota.
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141

0.8

0.6

0.4+

Kii(y)
Grieta eliptica, carga de cortadura

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
o/m

Figura 5.49. Evolucion de los a lo largo del frente de grieta para distintos tamanos
de elemento en el problema de grieta eliptica bajo cortante remoto.
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Ki(yp)

Grieta eliptica, carga de cortadura
1.8

16

145

Kauzx

061 —@— h=a/6

0.4+ —0— h=a/12
—Q— h=a/24
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0 i i i r i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Figura 5.50. Evolucién de losa lo largo del frente de grieta para distintos tamanos
de elemento en el problema de grieta eliptica bajo cortante remoto.
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Grieta eliptica, carga de cortadura

—@— h=a/6
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Figura 5.51. Evolucion deE a lo largo del frente de grieta para distintos tamanos de
elemento en el problema de grieta eliptica bajo cortante remoto.
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La comparacion entre los resultados obtenidos al utilizar o no el ajuste de coorde-
nadas curvilineas en los gradientes se presenta solo para la configuracién con tamano
de elemento |E| = %. Los resultados para el problema de tracciéon pura son represen-
tados en la Fig. [5.52| para y en la Fig. [5.53| para[J] Para el problema de cortante
los resultados se presentan en la Fig. para en la Fig. [5.55] para y en
la Fig. para [J] Se puede apreciar claramente que la correccion mejora el com-
portamiento en zonas de menor curvatura. Los tamanos de elemento empleados, no
permiten una descripcién correcta de la zona con mayor curvatura. Por tanto se puede
concluir, que es necesaria la introduccién de los gradientes en coordenadas curvilineas
para poder capturar adecuadamente el efecto de las variaciones de curvatura. Como
va se ha comentado en la zona donde existe mayor curvatura la malla es demasiado
basta para tener una descripcion correcta. Si ademas el valor tiende a cero se aumenta
el error cometido. Si junto a estas razones se considera que los calculos en la zona
de la frontera de la descripcion tienen menos informaciéon para el calculo numérico se
entienden los resultados de la Fig.

Ki(p)
150 : 8
Grieta eliptica, carga normal
14r
13
1.2
11

| e T

0.9+

0.8

0.7 —@— Gradiente con correcciones curvilineas
06l —il— Gradiente sin correcciones curvilineas

Exacto
0.5 :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

o/

Figura 5.52. Resultados de la comparaciéon entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucién de a lo largo del frente en el problema de grieta
eliptica bajo traccion remota.
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J(p)
Grieta eliptica, carga normal

14F

0.9+

0.8

0.7+ —@— Gradiente con correcciones curvilineas
06 —i— Gradiente sin correcciones curvilineas

' Exacto
05 i T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
p/m

Figura 5.53. Resultados de la comparaciéon entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucion de [J] a lo largo del frente en el problema de grieta
eliptica bajo tracciéon remota.
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Grieta eliptica, carga de cortadura
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Figura 5.54. Resultados de la comparacion entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucion de a lo largo del frente en el problema de grieta
eliptica bajo cortante remoto.
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Kin(p)
Grieta eliptica, carga de cortadura

0.6
04t —@— Gradiente con correcciones curvilineas
—il— Gradiente sin correcciones curvilineas

0.2

Exacto
0 i T T T
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Figura 5.55. Resultados de la comparaciéon entre usar el ajuste para el gradiente en
curvilineas o no. Distribucion de a lo largo del frente en el problema de grieta
eliptica bajo cortante remoto.

J(¢)
Grieta eliptica, carga de cortadura
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Figura 5.56. Resultados de la comparacion entre incluir el ajuste para el gradiente
en curvilineas o no. Distribucion de [J] a lo largo del frente en el problema de grieta
eliptica bajo cortante remoto.
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Una vez realizados los estudios numeéricos es posible llegar a conclusiones sobre la
bondad del método. En primer lugar, se consigue una mayor precision tanto por las
ventajas en la formulacion de la integracién, como por la utilizacién de funciones de
enriquecimiento capaces de capturar gran parte del comportamiento singular presen-
te. No obstante, también existe un gran ntimero de inconvenientes, entre los que se
pueden destacar los problemas que aparecen en la definiciéon del dominio de extrac-
cién y la longitud irregular del tramo de frente calculado en las integraciones debido
a la interseccién de la malla regular con el frente de grieta. Hay que destacar también
la menor velocidad de convergencia que exhibe el respecto al Uno de los
problemas que impone limitaciones en el calculo 3D es el peor acondicionamiento aso-
ciado al ya que impone limitaciones en los métodos iterativos para la resoluciéon
numérica del sistema de ecuaciones asociado. Aunque el uso de los [LS| se ha presen-
tado como una ventaja, también tiene sus inconvenientes al ser necesarios métodos
numéricos e iterativos para simular el crecimiento de grieta con esta descripcion.



Capitulo 6

Singularidad de esquina

Las ideas no duran mucho.
Hay que hacer algo con ellas.
Santiago Ramén y Cajal

6.1. Motivaciéon y antecedentes

En el estudio de las grietas tridimensionales se acepta la aproximacién bidimen-
sional de deformacion plana, que es avalada por diversos trabajos, [8-10] [44H46), 171],
en donde a través de diversos desarrollos se llega a expresiones analiticas equivalentes
a las introducidas en el capitulo 2] Por tanto, el anélisis tridimensional de grietas, uti-
lizando conceptos de la teoria de se realiza, aceptando las hipdtesis del estado
de tensiéon o deformacion plana, al no disponerse de una aproximacion mejor, a pesar
de no verificarse para el estado tridimensional real, como se demuestra en [8], 9] [65].

Maés aun, la singularidad asociada al frente de grieta no es el tnico tipo de com-
portamiento singular que sucede en la grieta tridimensional. Aparece otro tipo de sin-
gularidad en el campo de tensiones en la interseccion de la grieta con una superficie
libre, Fig. singularidad que se conoce como vertex o de borde libre o singularidad
de esquina. Uno de los efectos de esta singularidad es producir una reduccion drastica
de los valores calculados de en problemas en modo I.

En mecénica de la fractura no existen muchos trabajos que presenten resulta-
dos teoricos sobre el estado tensional existente en el punto del wvertex, siendo las
formulaciones disponibles aplicables solo en casos particulares, como se puede ver
en [8 [26] [172] [I73]. También existen estudios experimentales para intentar obtener
informacion del comportamiento de la singularidad de borde libre [I74, [175].

Debido a la falta de resultados analiticos o experimentales que permitan el desa-
rrollo de un modelo, la consideracion de este efecto se suele realizar mediante métodos
numéricos [51], T76HIT78], aunque lo habitual en los estudios practicos es ignorar su
existencia, al considerarse la region de influencia de esta singularidad muy pequena
en relacion al efecto total de la grieta, [51] 176, [I79]. Sin embargo, la presencia de la
singularidad asociada al vertex modifica el comportamiento en fatiga, véase [179] [180],

119
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Singularidad en
el frente de grieta

Singularidad de
borde libre

Figura 6.1. Ejemplo de configuracién de grieta tridimensional donde se indica la
interseccion de borde libre.

con lo que, para realizar un estudio correcto, es necesario su introduccion.

El se ha presentado como una técnica numérica que simplifica el estudio
de problemas de la mecénica de la fractura. No obstante, cuando se utiliza el
para estudiar una grieta en 3D que presenta singularidades de esquina, algunas de
sus ventajas no estan bien adaptadas a este problema, ya que las funciones de en-
riquecimiento del solo describen la singularidad tipica de grieta en 2D. Si se
quiere realizar una descripcién correcta del efecto en el vertex, hay que hacer algunas
modificaciones en el enriquecimiento.

Suponiendo que el resultado de la singularidad puede aproximarse anadiendo nue-
vos términos de enriquecimiento como en [I5], el desarrollo en puede conside-
rarse como la suma del enriquecimiento que corresponde a la singularidad del frente
de grieta y un nuevo conjunto de funciones que describe la singularidad de vertezx. Sin
embargo, no se dispone de una expresion analitica para construir estas funciones de
enriquecimiento.

A continuacion, se hace una breve descripcion de las teorias més relevantes acerca
de la singularidad de borde libre y se introduce un tipo de enriquecimiento genérico
para intentar mejorar los anélisis mediante el de problemas que presenten este
tipo de singularidad.

6.2. Breve revision de teorias sobre la singularidad
de esquina

Sih, en [8], aborda el problema de la interseccion del frente de grieta con una cara
libre, para lo que parte de las ecuaciones de Hartranft, presentadas en [9]. Plantea
el estudio de una placa finita que presenta la solucion de la grieta bidimensional en
estado de deformacién plana en los puntos cercanos a la grieta, situados en el interior
del solido y consigue obtener una tendencia asintotica, pero sin poder resolver explici-
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tamente la dependencia en la coordenada [x3| —coordenada definida en la direccién 3
del sistema de referencia asociado al frente de grieta, véase Fig. 2.1} —.

Este autor no consigue encontrar la solucién en el borde libre, argumentando que
es posible que los campos observados se deban a singularidades de orden mayor al de
las originadas por el frente de grieta. Sih concluye que el efecto provocado en el borde
libre se puede considerar como una variaciéon en [s]—coordenada 3 a lo largo del frente
de grieta— del factor de intensidad de tensiones e intenta reproducirlo mediante una
funcion que multiplica a los que vale cero en el borde libre, |f (7)|= 0, y uno
en la zona totalmente dominada por la grieta, = 1, aunque no consigue obtener
la forma analitica de dicha funcién,

Uno de los primeros intentos para el analisis de la singularidad de esquina fue
realizado por Folias en [172] 18T, [I82], donde, partiendo de las ecuaciones de Navier
para una grieta plana en una placa y usando transformaciones integrales de Fourier,
llega a un resultado para el comportamiento singular en el vertex para lo cual considera
un sistema de referencia esférico centrado en el punto de intersecciéon con el borde libre
tal como se muestra en la Fig. La expresion que obtiene es:

pad ¢ Bllbld (61

donde [g [0 y [#] son las coordenadas en el sistema de referencia esférico local, [] es el
coeficiente de Poisson, es una funcién que indica la dependencia angular de
la singularidad, a la que se le supone un comportamiento esférico.

Esta expresion origind cierta controversia, ya que su interpretacion directa provoca
estados que no tienen sentido fisico, como valores infinitos asociados al campo de
desplazamientos para el caso limite. Tal y como el autor matiza en [I81], el término
singular, es decir — (% + , debe considerarse como limite asintotico.

Benthem [26] considera el problema analitico de una grieta infinita y una superficie
libre, ortogonales entre si. Todo el estudio se realiza en coordenadas esféricas centradas
en el punto de interseccion entre la grieta y la cara. El autor sugiere que los estados
tensionales presentes en dicho punto son de la forma:

Aol ) (6.2)

Esta expresion tiene valores de tension nula en las caras de grieta y en la superficie
libre. Ademas, por motivos energéticos, se tiene que el orden de singularidad debe
cumplir la restricciéon adicional de > —%.

Para verificar los resultados utiliza las funciones de Boussinesq-Papkovich-Neuber
—funciones que son solucién de las ecuaciones de Navier-Cauchy y se forman a par-
tir de funciones armoénicas—. Intenta resolver, en primer lugar, las ecuaciones con las
condiciones de contorno utilizando el método de separacion de variables, pero encuen-
tra que ningin valor de [ crea una solucién correcta —aparte de las triviales que no
son solucién del problema de la singularidad en borde libre y de grieta—. Después,
intenta llegar a la solucién con una combinacion infinita de términos, para lo cual debe
resolver, mediante truncamientos, un determinante infinito. Sin embargo, el sistema
no converge a una solucion.
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Superficie libre s

Frente de grieta

Punto de
vertex

Superficie de la grieta

Figura 6.2. Sistema esférico de coordenadas definido en el punto de intersecciéon de
la grieta con la superficie libre.

Para resolver el problema, tras el fallo de la convergencia por el proceso del trunca-
miento del determinante, usa el «método de resonancias». Para dicha técnica necesita
introducir nuevos que se requieren para reproducir las condiciones de contorno.
Para incluir estos nuevos adicionales emplea funciones solucién que habian sido
desechadas en el método de separacion de variables. Estas funciones introducen ten-
siones en la cara de grietas que hay que eliminar, para lo que introduce una tension
virtual puntual en el punto de intersecciéon de grieta y superficie libre.

Finalmente, se tiene que, segin su desarrollo, la solucién para las tensiones es la

propuesta en la Ec. (6.2). En esta relacion el término |f;;{(\{0)f ) corresponde a una
i

serie infinita sin expresién analitica genérica. Ademas [f;;{(\{0#) v [N dependen de
es decir, del coeficiente de Poisson. La dependencia de [\ con [ se presenta en el
Cuad.

Con estos resultados el campo de desplazamientos es de la forma:

RS

0,0 | -0,5
0,15 | -0,4836
0,3 | -0,4523
04 | -0,4132
0,5 | -0,3318

Cuadro 6.1. Valores de Orden de singularidad de esquina dependiente del coeficiente
de Poisson [l
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3 TNl (6.3)

A pesar de estos resultados, el orden de la singularidad no acaba de ser aceptado
aunque estudios posteriores parecen demostrar que es el correcto. Asi Becker en [183]
hace un ajuste por minimos cuadrados para calcular un valor para el orden de singu-
laridad de borde libre —en el campo de tensiones—, obteniendo —[\|= —0,40 + 0,02.

Zhu en [I73] utiliza un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales propias
de la grieta —sistema que coincide totalmente con el sistema de coordenadas que se
construye a partir de la representacion mediante los [LSf— A partir de este sistema
de coordenadas, define los otros sistemas de coordenadas que necesita en los calculos.
Estos sistemas son equivalentes al sistema coordenado esférico y al sistema
coordenado cilindrico, . Emplea [t| en lugar de la expresion habitual || para
mostrar explicitamente que el origen estd en el borde libre y el caracter local del
sistema de referencia.

El articulo comienza haciendo un breve estudio comparativo entre la grieta tridi-
mensional y las grietas bidimensionales, concluyendo que, bajo ciertas hipotesis, los
puntos cercanos al frente de grieta de una grieta tridimensional tienen un estado que
se corresponde con una grieta bidimensional bajo deformacién plana. Las hipotesis
que deben cumplir estos puntos, [P] de la grieta son:

» El frente de grieta no tiene que tener discontinuidades en [p}
» El material no tiene que presentar discontinuidades en sus propiedades en [P

» La superficie de grieta en el punto [P no debe presentar tensiones singulares de
orden /2.

Para evaluar el problema de la singularidad en el punto F_‘Fl , que corresponde a la
interseccion de la grieta con una cara libre —ortogonales entre si—, considera que el
comportamiento fisico puede descomponerse en la superposicién de dos estados: uno
que corresponde a una grieta infinita y otro que coincide con el caso de cara libre
sin grieta. En el segundo estado se aplica un valor de tensién puntual, en E que
recupera las condiciones del estado original.

Asi obtiene un resultado para modo I en el punto F_‘Fl La solucién que obtiene da
lugar a las expresiones para las tensiones de la Ec. y para los desplazamientos
de la Ec. . Los términos que no aparecen explicitamente en la Ec. y en
la Ec. no sufren modificaciones respecto a los campos asintoticos del frente de
grieta en coordenadas cilindricas locales. La soluciéon, similar a la solucién asintética
de la fisura, tiene el orden de singularidad del frente de grieta, es decir 1/ 2,
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La obtencién y forma de los campos de tensiones en la cara libre para una placa
finita se estudia en [I7I]. Como resultado, se tiene que el estado tensional en la
cara libre se puede expresar como la suma de distintos estados tensionales. De todos
estos estados, el efecto de la singularidad de esquina en la cara libre esta localizado
en un solo término E Los resultados son totalmente mateméticos pero los refuerza
comparando un desarrollo particular con el andlogo obtenido al aplicar la teoria de
placas.

Pook en [176] [184] realiza una introduccion a la singularidad en el borde libre y
su influencia en los resultados. En sus trabajos se comentan las dificultades que han
evitado avanzar en este campo, como la falta de datos numeéricos para poder realizar
verificaciones y el desconocimiento del tamano de la zona de influencia, que se supone
dependiente de la carga existente. También considera la influencia del d4ngulo entre el
frente de grieta respecto a la superficie libre, que se identifica mediante |0y se define
en la Fig. Tanto este angulo, como el orden de singularidad del borde libre, [\
estan relacionados con |} el coeficiente de Poisson. Concluye que existe un dngulo
que llama critico, para el cual [N = 0,5, e introduce expresiones para la evaluacion de
dicho angulo en un modo tensional simétrico, Ec. , y en un modo antisimétrico,

Ec. (6.7).
B]=tan~! {} (6.6)

B = tan™* {} (6.7)

Ademas, en [I76], analiza el valor de los distintos en el borde de esquina,
donde comenta la importancia que tienen estos factores en la diferencia de los valores

1Resultado que conduce a pensar que el estado tensional provocado por la grieta en su interseccién
con la cara libre, puede expresarse como un estado tensional que se anade al resto de los estados
tensionales existentes en el dominio.
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Frente de la grieta |

Superficie de la grieta,

Superficie libre

Figura 6.3. Esquema de la definicién del angulo entre la superficie libre y la grieta.

obtenidos respecto a los que asintoéticamente se deben obtener al existir la singularidad
de borde libre. También introduce la medida de intensidad de tensiones del punto
esquina concepto que es andlogo al de los FIT para la singularidad del borde de
esquina. Asimismo, compara la importancia de la zona dominada por la singularidad
de borde libre con el efecto de la zona dominada por el frente de grieta. Presenta,
incluso, un tratamiento muy simple del papel de los y del aspecto de los campos
de tensiones y desplazamientos en la cercania de la grieta.

Leung, en [I85], estudia un caso tridimensional en modo I mediante elementos
finitos y se comprueban los resultados de la singularidad de borde libre con las ex-
presiones teoricas propuestas por Zhu en [I73] El También en este trabajo se incluye
una féormula para obtener el orden de singularidad de los mediante un ajuste por
minimos cuadrados de los datos del campo de tensiones en la cercania de la grieta.

ln = é% {ln 1n(2} (6.8)

También, en [I77], intenta analizar los campos de las singularidades presentes en
un caso en modo I, para lo cual separa los campos singulares en dos: un campo que
corresponde a la grieta para el que se acepta el desarrollo realizado en [9] y otro para
la singularidad de borde libre para el cual obtiene una solucién a partir de un cuerpo
con una grieta que es sometido a una tracciéon singular en la superficie libre normal al
plano de grieta. La fuerza que introduce en el cuerpo elimina la tensién que suministra
la solucién correspondiente a la grieta.

La solucion final se obtiene por superposicion de ambos campos. Para representar
el segundo campo, correspondiente a la singularidad borde libre, utiliza coordenadas
esféricas, con origen en la interseccion de la grieta con el borde libre. No consigue
resolver la expresion analitica de dicho campo pero sugiere que debe ser de la forma
% por lo que el orden de la singularidad es el mismo que en el frente de la
fisura.

En [51], Kwon usa como valor del orden de la singularidad en el borde libre —del
campo de desplazamientos— el valor [\ = 0,452 para la configuracion y coeficiente

2 Las expresiones originales en [I73] contenian errores tipograficos. Por ello, Leung las revisa en
los apéndices del articulo. Correccién que ya se ha incluido en las ecuaciones (6.4) y (6.5).
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de Poisson del problema, que obtiene de [26], valores que han sido recogidos en el
cuadro Considera la interaccion entre la parte de singularidad del frente de grieta
con la singularidad de borde libre. Para controlar la zona de influencia de cada sin-
gularidad introduce un factor, que senala si la zona corresponde a un caso de
tension plana —[Dpd = 0— 0 a uno de deformacion plana —[D,J= 1—. Este indice se
define como:

0~ (69

Argumenta que, para el campo de tensiones, la relacién entre el término corres-
pondiente a la singularidad de grieta y el término correspondiente a la singularidad

de borde libre es ([6.10).

#DP ff|+ (1%Dpe (6.10)

En el resultado anterior, es el campo de tensiones correspondiente a la grieta

y es el correspondiente a la singularidad del vertex, cuya expresion en el sistema
de coordenadas esféricas centrado en el punto del verter es:

relacion que se obtiene a partir de la Ec. (6.2) y que, para angulos pequenos, se puede
aproximar por:

G HO
\ﬁ (6.12)

donde la fraccion ﬂ@ es una aproximacion aﬂ' ' conel angulo de coordenadas
cilindricas. Sin embargo no obtiene expresiones generales para ﬂ. . y -

Dimitrov en [I86] intenta resolver, para el campo de desplazamientos, el orden
de la singularidad y los términos exactos de la funcion dependiente de los dngulos
de la base en coordenadas esféricas. Para ello parte de un problema de autovalores
resuelto sobre una aproximacion de Petrov-Galerkin de elementos finitos. Sin embargo
solo aporta un limite, segin el cual, [ debe ser mayor a —0,5.

Heyder revisa en [I79] el desarrollo de las distintas singularidades y encuentra
cotas para el orden de la singularidad de borde libre. Segin estos limites se tiene
—0,5 {N < 1. En el trabajo, se comentan las dependencias del orden de la singularidad
con el coeficiente de Poisson y la influencia del dngulo critico de la grieta, Hace
un estudio numeérico de la determinacién —con las ecuaciones y — del
dngulo critico de la grieta respecto al borde libre, que compara con los datos
ofrecidos en [I84]. En el articulo también se realiza un breve estudio experimental de
la influencia de las singularidades en la propagacion de la grieta por fatiga.

En el trabajo de Matos, [52], se tiene una introduccion sobre las distintas singula-
ridades en tres dimensiones. En este desarrollo teérico se utilizan, para el borde libre,
los resultados de Benthem [26]. El autor expone que, por cuestiones energéticas, el
borde libre tiende a tener orden de singularidad 1/ 2. estado ideal que se consigue
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cuando el dngulo entre la grieta y el borde libre es el dngulo critico, Por tanto el
crecimiento de la grieta tiende hacia esa configuracion geométrica.

6.3. Enriquecimiento para la singularidad del borde
libre

A continuacion se propone un enriquecimiento para el modelado de la singularidad
de borde libre basado en armonicos esféricos. El objetivo es introducir un enrique-
cimiento genérico para fendémenos esféricos y aplicarlo al caso de la singularidad de
borde libre. Este tipo de enriquecimiento es una propuesta de la tesis que permite
introducir parte del efecto de la singularidad de esquina en la formulacion de
En la seccion siguiente se realiza un estudio numeérico de su efecto.

6.3.1. Breve introduccién a los armoénicos esféricos

En matematicas los armoénicos esféricos son la parte angular de un conjunto de
soluciones de la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas. Los armoénicos esféricos
de Laplaceson un conjunto especifico de armoénicos esféricos que forman un sistema
ortogonal, introducidos originalmente por Pierre Simon de Laplace.

Los armoénicos esféricos son importantes en muchas aplicaciones, tanto teoéricas
como practicas, particularmente en el calculo de los orbitales atémicos de los elec-
trones, en la representacion de los campos gravitacionales, de las geodésicas, de los
campos magnéticos de cuerpos planetarios y estrellas, y en la caracterizacion de la
radiaciéon de fondo de microondas. En la realizacion de graficos tridimensionales por
ordenador, los armonicos esféricos juegan un papel muy importante en gran canti-
dad de efectos, incluyendo iluminacién indirecta —efectos de ambiente, iluminacion
global, transferencia de radiacion precalculada, etcétera— y en el reconocimiento de
formas tridimensionales, [187].

La ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas es:

10 of 1 0 of 1 0? [

V3if = ) 5 (se H ) (6.13)
A \] dd) " [P ser(@ed [P senqAldP

Los armonicos esféricos son funciones del cuerpo complejo asociadas a los polino-

mios de Legendre co— vy pueden generarse directamente a partir de ellos
mediante recurrencias, [I88HI90]. Las funciones normalizadas de armonicos esféricos

denotados mediante |Y;,,(0l¢) son

20410 -—m)Y i

De las propiedades de los polinomios de Legendre se pueden deducir los valores
1=0,12,...ym=—I,..0,..l y por tanto

= (=) "t @) (6.15)
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donde (6lig) es el complejo conjugado.

Las condiciones de normalizacién y ortogonalidad se expresan como

2m ™
/ / SeéYim %& }/l’m/ ‘Ey' — 6”’ 5mm’ (616)
0 0

donde [5,/ly son funciones delta de Kronecker.
La relaciéon de completitud viene dada por

9] l
=0 m=—

donde 5 codd] — codf]) ¥ ) son funciones delta de Dirac.

En el ambito de estudio, solo interesa considerar cantidades reales. Asi es més
conveniente trabajar con los armoénicos esféricos reales, donde:

I WinlOld) HYimf @UE)] sim >0

Yim () = ¢ [Yiol(O sim=0 (6.18)

La regla de normalizacion de los armonicos esféricos reales, es

27 ™
/ / 86/’% ilm %% Yi'm/ %@ = 6ll’§mm’ (619)
0 0

Una propiedad interesante de los armonicos esféricos es que forman una base de
funciones con dependencia angular esférica. Por tanto, toda funcién que presenta
solo dependencia angular del sistema de referencia esférica, puede ser expresada en
términos de armoénicos esféricos, por ejemplo:

I

=0 m=—

[eS) l
@‘!m' = Z Z Alm) lm H’ (620)

donde es el coeficiente real asociado con el armoénico esférico [y, {|O}d)).
La representaciéon habitual de las 4 primeras bandas de los armoénicos esféricos
reales se puede apreciar en la Fig. [6.4]

6.3.2. Armonicos esféricos como enriquecimiento para la sin-
gularidad de borde libre

Se va a aceptar que la Ec. puede ser utilizada para describir el efecto de
la singularidad de borde libre. La parte angular del campo de desplazamiento de la
singularidad en el vertez, puede expandirse utilizando la Ec. (6.20). De esta forma los
armonicos esféricos pueden emplearse para formar una base que reproduzca el campo
de desplazamiento asintético de la singularidad, siguiendo una descripciéon anédloga a
la realizada en . Consecuentemente, es posible introducir un nuevo conjunto de
funciones de enriquecimiento como:
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Figura 6.4. Ilustracion que muestra la forma de los primeros armoénicos esféricos

1=0,1,2,3.4.
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Crl(A0I8) = A= fyinllello) (6.21)

Asi se puede expresar el desplazamiento en la aproximaciéon de [XFEM] para simular
la existencia de grietas, incluyendo la singularidad de borde libre o esquina, como:

e = > Nz-+ Nz- H
igle] i

4
) > [FR) ] (6.22)
a=1

=0 m=—1

m l
Z Z Gl Gl Cilml

donde el subconjunto[V] contiene los nodos enriquecidos con las funciones enriquecidas
mediante armonicos esféricos, v son los correspondientes La seleccion
del conjunto [/] se realiza tomando los elementos que incluyan el punto vertez y cuyos
nodos pertenezcan al subconjunto [K] El nimero de términos de arménicos esféricos
anadidos se controla con [[1

Hay algunos aspectos de la construccion del subconjunto [V] donde se debe ser
cuidadoso puesto que estan relacionados con el conocimiento de las dependencias
de la singularidad de borde libre. La primera dificultad es la elecciéon del orden de
singularidad, [} Dado que siempre evoluciona hasta adquirir una configuraciéon que
presente donde aparece un orden de singularidad parecido al de la grieta, y que
los valores presentados en el cuadro [6.1] son muy proximos al comportamiento en la
fisura, se puede usar como primera aproximaciéon el mismo orden de singularidad del
frente de grieta —aunque seria posible introducir en la Ec. el verdadero valor
de [\ si es conocido a priori—.

La segunda complicacion deriva del caracter muy local del efecto de la singularidad
de borde libre, ya que su influencia solo se aprecia en una regién muy pequena y cer-
cana al punto de singularidad. Los elementos enriquecidos deben estar, en lo posible,
dentro de esta regién para que el enriquecimiento anadido no contamine la solucion
en regiones alejadas de esta zona. Esto impone un limite en el tamano del elemento
cercano al vertex, méas atn cuando no se puede saber a priori las dimensiones exactas
de la region afectada.

6.4. Verificacidon numérica

6.4.1. Modelo geométrico y problema de referencia

La geometria considerada es una placa rectangular de espesor [} anchura [w| y
altura 2h] que se muestra en la Fig. La longitud de la grieta es[d] La placa tiene
las siguientes dimensiones: =0,5, =15y = 2,5. El coeficiente de Poisson
es 0,3 y el modulo de Young es 20000 unidades. Este problema fue usado para estudiar
la singularidad de borde libre en [185], tomando el valor de [\| = 0,5. El calculo de los
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de un problema similar aparece en [I91] y ademas fue empleado como problema
de referencia para el en [95]. Para el estudio se considera un sistema coordenado
cartesiano centrado en el frente de grieta, y localizado en el plano medio del espesor
del modelo geométrico.

Figura 6.5. Esquema geométrico.

6.4.2. Modelos de elementos finitos

Se han construido dos modelos. El primero realizado en ABAQUS, utiliza una malla
estandar de elementos finitos, Fig. y gracias a las simetrias presentes en el plano
de grieta y en el plano medio, solo ha sido necesario considerar un cuarto de la placa.
La malla elaborada presenta dos regiones, una region adaptada a la singularidad y a
la morfologia de la grieta, que esté concentrada hacia el borde libre. La otra region se
malla para capturar el comportamiento general del modelo. Se han utilizado elementos
tipo hexaedro y tipo prisma de orden cuadratico, con 20 nodos por elemento, siendo
el tamafio minimo de elemento del orden de 0,002d]

El segundo modelo de elementos finitos lineales se ha creado para la aproximacion
de y utiliza una malla regular de hexaedros, Fig. [6.7 Solo se ha aplicado la
simetria que aparece en el plano medio, analizando una secuencia de mallas para
observar el efecto del enriquecimiento.
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6.4.3. Resultados para los factores de intensidad de tensiones

Los resultados obtenidos con los dos modelos de elementos finitos se comparan
con la solucién que aparece en [I85]. Se realiza un anéilisis usando tres tamafios de
elemento en la malla de El tamano de elemento se elige observando la solu-
cion de referencia y la obtenida mediante ABAQUS. En estas soluciones la region de
singularidad de esquina es alrededor del 3% de la longitud del frente de grieta, [t} Se
construyen tres mallas, una con un tamano de elemento méas grande que la region,
otra con un tamano de elemento similar y otra con un tamano de elemento inferior.

Este problema presenta configuraciéon de modo I puro. Como la integral de inter-
accion no es aplicable al estudio de singularidades distintas a la del frente de grieta,
tnicamente se utiliza la integral [J] para la obtencion de los [FIT} El dominio de extrac-
cion se define con [S] igual al tamano del elemento y [R]= 0,da]

Los resultados de los para diversos 6rdenes de armonicos esféricos, selecciona-
dos mediante [I] se presentan en las Figs. y En estas graficas, se puede
apreciar que el comportamiento de la singularidad de borde libre en los se captura
mejor si se usan algunos términos de enriquecimiento mediante armoénicos esféricos.
Se observa también que si el tamano de elemento es muy grande, el enriquecimiento
con armonicos esféricos introduce comportamientos no deseados. Este comportamien-
to no deseado se aprecia en la subida brusca de los valores de los —facilmente
identificable como una joroba en los graficas—, justo antes de la zona afectada por la
singularidad de borde libre, ~ 0,40 — 0,45.

vertex Malla orientada

~-

Figura 6.6. Malla adaptada al problema en ABAQUS. Se puede observar el refinamiento
concentrado hacia el vertez.
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Enriquecimiento
frente de grieta

Enriquecimiento
frente de grieta 'y
armonicos esféricos

Enriquecimiento
Heaviside

Figura 6.7. Ejemplo de una de las mallas para el analisis con Se pueden
observar las regiones enriquecidas.
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Figura 6.8. Resultados en los para un tamano de elemento mayor que la region
afectada.




134 SINGULARIDAD DE ESQUINA
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Figura 6.9. Resultados en los para un tamano de elemento similar a la region
afectada.

K (2), hetem/w = 0.020833
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Figura 6.10. Resultados en los para un tamano de elemento inferior a la region
afectada.
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6.4.4. Resultados en los campos de tensiones

Un analisis basado inicamente en los[FIT| no es suficiente para juzgar la bondad del
nuevo enriquecimiento. El estudio de los campos de tensiones en algunas secciones de
grieta permite observar mejor el efecto del enriquecimiento. Las secciones estudiadas
estan localizadas a 3% y 20% del espesor respecto a superficie libre, Fig. y
Fig. [0.12] La falta de precision de las soluciones de elementos finitos en el frente,
= 0, se evita tomando puntos cercanos al frente de grieta pero no situados en el
mismo.

Los datos se extraen del modelo deMEF|y del modelo més refinado, de forma
que en la aproximacién exista al menos un elemento entre la zona de extraccion y la
frontera para poder asegurar la bondad de los resultados.

Para extraer la distribucién de tensiones en la seccién se utilizan puntos situados
en una circunferencia pequena centrada en el correspondiente punto del frente de
grieta. Dicha circunferencia tiene un radio [r| y su relacion a la longitud de grieta es
= 0,004. El angulo polar |f| varia entre 0 y 180° grados. Se usa la transformaciéon
de coordenadas habitual para transformar todos los campos al mismo sistema de
referencia de la grieta. Los términos de ajuste correspondientes a t;; son ignorados.
La solucién de elementos finitos estandar se utiliza también como valor de referencia
y se indica por

La seccion situada al 3% de [t| respecto al borde libre —posicion 0,4, es
cercana a la zona enriquecida con armonicos esféricos y tiene cierta influencia de la
singularidad del borde libre. Las componentes normalizadas de los campos de tensio-
nes [os3] v se representan en la Fig. [6.11] De la grafica se obtiene que
el enriquecimiento de armonicos esféricos no produce empeoramiento en esta region,
siendo los resultados similares a los obtenidos en el La otra seccion considerada,
correspondiente al 20 % de [t respecto al vertex —posicion 0,, es una region
incluida en la zona dominada por la singularidad del frente de grieta, que presenta
un estado de deformacién plana. Las componentes normalizadas de los campos de
tensiones y se representan en la Fig. En esta zona ya no afecta
el nuevo enriquecimiento recuperandose el comportamiento estandar de

Los resultados obtenidos en el calculo de los son razonables, pero la represen-
tacion de los campos de tensiones no permite llegar a una conclusion definitiva sobre
este nuevo enriquecimiento, ya que el tamano de elemento utilizado es demasiado
grande. Debido a razones asociadas al coste computacional ha sido imposible realizar
un mayor refinamiento.
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Capitulo 7

Conclusiones, aportaciones y
trabajos futuros

El recuerdo que deja un libro
es mas importante que el libro mismo.
Gustavo Adolfo Bécquer

7.1. Conclusiones y aportaciones

7.1.1. Estudio de los campos asintéticos en la grieta tridimen-
sional

Se ha realizado una breve revisién de la teorfa de en su aplicacion a la
grieta tridimensional, donde se ha puesto de manifiesto que los supuestos utilizados
en la construcciéon de los campos asintéticos no son, en general, aplicables en grietas
genéricas, ya que las hipotesis de estado de tension o de deformacion plana y de sélido
infinito, utilizadas en la deduccién de las expresiones mateméticas de los campos
asintoticos no son totalmente aceptables.

Ademas, no basta con considerar el primer término del desarrollo asintético. En
los estudios numeéricos presentados, se ha demostrado que si se quiere realizar una
descripcién correcta en los puntos cercanos al frente de grieta, se deben incluir los
términos constantes del desarrollo. Es decir, para el campo de tensiones se tienen que
utilizar expresiones del tipo = % Es cierto que algunos autores incluyen
el término pero el término tarﬂrlﬁaién es necesario, pese a que su consideracion
en la literatura es mucho mas escasa.

Se ha realizado una comparaciéon en el analisis de la triaxialidad en la grieta,
mediante la descripcidén que utiliza respecto a otra metodologia que emplea un
factor empirico llamado factor de constriccion La descripcién incluyendo da
mejores resultados. Consecuentemente, y como primera contribucion de la presente
tesis, se ha comprobado que para poder describir correctamente el comportamiento

139
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triaxial existente en las cercanias de la grieta tridimensional, se requiere conocer los

i los 3

7.1.2. Adaptaciéon del método de los elementos finitos exten-
dido al estudio de grietas tridimensionales

Debido a que el estudio de una grieta tridimensional mediante el uso de es
muy costoso, aumentando la dificultad si se quiere estudiar la propagaciéon, se ha
decidido utilizar la técnica que se basa en el enriquecimiento de la solucién. Se
ha realizado una breve revision bibliografica de este método, comentando las ventajas
e inconvenientes.

La revision de la técnica se ha centrado en la formulacion tridimensional existente,
que ain deja ciertos puntos abiertos. La especificacion de la grieta se realiza mediante
funciones auxiliares, que utilizan definiciones bésicas correspondientes a
la geometria diferencial. La unién de la descripciéon de la grieta con conceptos de
geometria diferencial, permite obtener una nueva metodologia para construir una
base ortogonal local.

Se examina ademés el método de integraciéon numérica en los elementos que pre-
sentan la singularidad. Para ello, se selecciona entre dos reglas disponibles, una basada
en el colapso adecuado de un hexaedro presentada por Stroud, [I39], y otra que deriva
de la técnica «casi-polar» introducida en 3D por Park, [122]. Los dos métodos de in-
tegracion para la zona singular presentan convergencias similares, aunque la segunda
necesita menos puntos de integracion.

Las aportaciones realizadas en este apartado son la creacién de una metodologia de
definicion de base local ortogonal y la seleccién de un método de integraciéon numeérica
adecuado.

7.1.3. Calculo de los factores de intensidad de tensiones

La obtencién de los es una de las prioridades en los métodos numéricos apli-
cados a la mecanica de la fractura, ya que permiten la descripcion del estado de
tensiones y la caracterizaciéon de la severidad de la grieta. Uno de los métodos con
mejor resultado es el de las integrales de dominio, entre ellas la integral[J]y la integral
de interaccion. Este método, aunque potente y flexible, exhibe ciertas complicaciones
cuando se aplica a grietas tridimensionales que presenten curvaturas. Sin embargo,
el uso del introduce conceptos e informacion que puede facilitar algunos de los
célculos.

Se ha realizado un breve anélisis de los dos métodos y se ha desarrollado su
implementacién a partir del en la cual se incluye la definicién del dominio
de extraccion a partir de los Ademaés se consideran las dificultades que aparecen
en un espacio de aproximaciéon basado en el y los Uno de los resultados
obtenidos es la necesidad de utilizacion de una base local ortogonal para el calculo de
las integrales.

La aplicacion de la integral de interacciéon al estudio de grietas con curvaturas
presenta varios aspectos delicados, ya que los campos auxiliares involucrados en su
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definicion no son rigurosamente aplicables. Se han considerado ciertos cambios en la
formulaciéon para minimizar este efecto, que muestran en los estudios numéricos un
comportamiento aceptable.

El uso de coordenadas curvilineas complica la formulaciéon de los operadores gra-
diente. En la tesis, como parte de las aportaciones, se aprovecha la relaciéon de los
con las coordenadas curvilineas, propias de geometria diferencial y calculo tensorial,
para obtener una expresiéon numeérica, aproximacién que es necesaria para conseguir
un comportamiento correcto en la obtenciéon de los

Todos estos cambios no bastan si no se considera cuidadosamente el tamano del
dominio de extraccién. De hecho si, junto a las modificaciones anteriores, se selecciona
cuidadosamente el tamano de extraccién se puede obtener la velocidad de convergencia
optima. Este estudio cuantitativo no ha podido ser realizado en todos los ejemplos,
ya que en algunos casos se ha sacrificado esta posibilidad en aras de la sencillez de la
definicion del dominio de extraccion. Sin embargo, los resultados cualitativos también
parecen confirmar este comportamiento.

En el capitulo [4] se han introducido diversas aportaciones, como variaciones en la
formulacion de la integral de interaccion, expresiones numéricas para los gradientes en
coordenadas curvilineas y recomendaciones en cuanto a las dimensiones del dominio
de extraccion —y por tanto del tamano de elemento— que permiten obtener los
en grietas tridimensionales y ademas proporcionan una velocidad de convergencia
6ptima o al menos un comportamiento cualitativo adecuado, tal como se ha probado
mediante estudios numéricos en el capitulo [f]

7.1.4. Estudio y enriquecimiento de la singularidad en el borde
libre

La singularidad del frente de grieta no es la tnica singularidad asociada a la
existencia de la fisura en sélidos tridimensionales. Existe un comportamiento singular
en la interseccion de la grieta con las superficies libres. Primeramente, se ha realizado
una revision historica de las distintas teorias existentes para la caracterizacion de dicha
singularidad. Ademaés se ha desarrollado un enriquecimiento para su introducciéon en
estudios realizados mediante XFEML

En el estudio del borde libre aparecen varias dificultades no totalmente resueltas.
Por ejemplo, en general no se dispone del valor exacto del orden de la singularidad,
aunque se supone cercano al de la grieta, ni se conoce su forma funcional angular,
aunque parece presentar un comportamiento esférico, por lo que se ha considerado
razonable suponer que una base de efectos esféricos es capaz de introducir su des-
cripcién en un enriquecimiento. Otra importante dificultad es su limitada zona de
influencia, que supone una restriccion en el tamano de elemento necesario para lograr
una descripcion correcta.

El enriquecimiento introducido muestra un resultado razonable al estudiar los
Sin embargo no se ha podido confirmar representando los campos de tensiones, ya que
el tamano de elemento utilizado es demasiado grande para que el célculo de los
y la interpolacion cerca de la frontera permita llegar a conclusiones definitivas. No
se ha podido realizar un mayor refinamiento por cuestiones relacionadas con el coste
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computacional.

En conclusion, la propuesta de este enriquecimiento queda como una posible apro-
ximacién para abordar el problema, que al provenir de una idea general como es usar
una base genérica, puede ser aprovechada para otros tipos de singularidades o efectos.

7.2. Trabajos futuros

7.2.1. Trabajos relacionados con la malla de elementos finitos

Mejoras en la subdivision de elementos. Doble subdivisién y definicién de
la grieta utilizando elementos de mayor orden o diferencias finitas

En esta tesis se ha realizado una introduccién a la metodologia basica de
para estudios tridimensionales. Sin embargo, la técnica es susceptible de ser mejorada
para conseguir descripciones correctas de grietas genéricas. Aunque el necesita
un refinamiento menor que el equivalente en este debe ser lo bastante elevado
para introducir con detalle la geometria de la fisura. La especificacion de la grieta se
efectuia mediante el uso de funciones Por tanto, si no se desea disminuir el tamano
de elemento, se debe buscar formas de aumentar su eficacia.

En la aproximacion planteada se utilizan elementos lineales, pero la transforma-
cion del elemento de referencia en el real en el estudio de grietas genéricas, produce
que la subdivisién realizada no sea correcta, debido al término parasito no lineal que
presentan los elementos cuadrilateros —o los hexaedros en tres dimensiones—. Este
problema puede ser facilmente observado en la Fig. [7I] El resultado de este error es
apreciable ya que afecta a la integracion en el elemento que contiene el comportamien-
to singular y cambia totalmente la geometria de la grieta como se puede comprobar
en [IT1].

Elemento de referencia Elemento real
Grieta

Subdominio con integracion incorrecta

Figura 7.1. Error en la subdivisién del elemento con la técnica usada.

Claramente el problema se soluciona si se utiliza una malla adaptada a la geometria
de la grieta. Sin embargo, esta soluciéon motiva perder parte de las ventajas asociadas
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al XFEM| Una manera de minimizar el error en la subdivisiéon es realizarla dos veces,
es decir realizando un esquema como el mostrado en la Fig. [7.2]

Elemento real

Segunda
subdivisién

Grieta

Figura 7.2. Estrategia de doble subdivisién del elemento.

Al depender las funciones de enriquecimiento, la subdivision y la base auxiliar
de la correcta definicion de la grieta a partir de los una estrategia que se puede
utilizar, y ademaés puede ser usada en combinacién con la doble subdivision, es emplear
elementos finitos de mayor orden solo para la descripcién de la grieta mediante los
tal como se propone en [I92]. Una opcién que se plantea en [I130] es utilizar una malla
de diferencias finitas muy refinada para la descripcion de los[Ls]y luego proyectar los
valores en la malla de elementos finitos.

El uso de estas técnicas mejora el comportamiento general del método, pero atin no
se ha realizado una comprobacion rigurosa en tres dimensiones, con lo que constituye
una extension directa de la metodologia propuesta en la tesis para estudio de grietas
genéricas.

Refinamiento. Hanging nodes

Una de las tedricas ventajas del es que no resulta necesario realizar un
remallado para realizar estudios de propagacion de la grieta. Sin embargo, la malla
debe ser lo bastante refinada para que la técnica sea capaz de capturar la variacion
de la geometria de la grieta. En problemas bidimensionales no suele haber problema
en utilizar una malla suficientemente refinada en toda la regién de crecimiento.

En tres dimensiones el uso de una malla suficientemente refinada en toda la region
en que se puede dar lugar a la propagacion, constituye un problema de eficacia. Para
casos estaticos sin propagacion basta con hacer una malla adaptada a la geometria de
la grieta. Esto no es posible sin hacer remallados cuando se incluye el crecimiento de la
fisura. No obstante, el empleo de técnicas adaptativas que modifiquen la configuracion
de la malla para la correcta descripcion de la grieta, aunque el orden de refinado sea
inferior al necesario en el elimina parte de las ventajas del

Mas elegante es utilizar una técnica que permita mantener la malla original, ana-
diéndole refinamientos locales. Una de estas técnicas, es la que se puede llamar de
refinamiento no regular o no conforme y que se conoce como técnica de hanging
nodes, [193H195], que ha sido ampliamente empleada en dos y tres dimensiones. El
refinamiento por hanging nodes construye una malla no conforme, tal como se puede
observar en la Fig. Como se puede observar la malla original no es modificada,
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refinandose solo aquellos elementos que necesitan una discretizacion més elevada, que
se subdividen en nuevos elementos méas pequenos.

La creacion de mallas no conformes motiva la apariciéon de nodos no conformes o
colgantes —de ahi el nombre de hanging nodes—, es decir, no son nodos para todos
los elementos adyacentes. Los nodos que presentan un comportamiento no conforme
deben verificar condiciones adicionales para no provocar problemas en el calculo por
elementos finitos y asegurar la continuidad C° de la interpolacién. Por ejemplo, por
sencillez suele ser solo de un orden de subdivisiéon, es decir no presenta dos nodos no
conformes en el mismo lado del elemento, lo que se conoce como orden H'.

El desplazamiento de los nodos no conformes se debe relacionar con el de los nodos
conformes con los que comparte lado de elemento, esta restricciéon se puede imponer
por ejemplo usando multiplicadores de Lagrange. Se pueden encontrar diversas formas
de imponer esta limitacion en cuadrilateros y hexaedros en [196].

Hanging nodes
[ ]

d Zona

Grieta refinada

Figura 7.3. Ejemplo de malla no conforme resultado de refinar mediante la técnica
de hanging nodes.

Recientemente la técnica de hanging nodes se ha introducido en[XFEM] por ejemplo
en [197], aunque aparecen problemas si un nodo no conforme esta enriquecido. Una
solucién sencilla es refinar mas dominio que la regiéon a enriquecer, de manera que
los nodos no conformes no presenten enriquecimiento. La introduccién de los hanging
nodes en el proceso de mallado y remallado es una de los trabajos planteados para
llevar a cabo en el futuro.

Limitacién del tamano de elemento con la curvatura

Para realizar una descripcion adecuada de la grieta y para extraer los existe un
limite para el tamano de elemento, ya que se ha concluido en esta tesis que el tamano
del dominio de extraccion debe ser alrededor de un 10 % del radio de curvatura, que se
puede definir como la inversa de la curvatura, [l Se puede relacionar directamente este
tamano de elemento localmente con la descripcién geométrica de la grieta mediante
los [Ls| usando la definicién de [k, que por ejemplo para [g] es:

B=V () (7.1)
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Este limite se puede aplicar tanto a la hora de construir la malla inicial como
combinado con los criterios de tamano de elemento en el refinamiento. En cualquier
caso para conseguir la aplicaciéon correcta de este criterio es necesario disponer de una
buena definicién de los [Ls

Problemas en el condicionamiento y la velocidad de convergencia. Elemen-
tos de transicién mejorados y otras técnicas

Como se ha comentada en el capitulo 3] el presenta problemas tanto en
el condicionamiento de la matriz de rigidez, como en la velocidad de convergencia.
Diversas técnicas usadas en dos dimensiones, y que se empiezan a considerar en casos
tridimensionales, han sido comentadas, [IT2HIT8], pero no existen anélisis sobre su uso
en el estudio de grietas curvas, ni en dos ni en tres dimensiones. Un punto interesante
es su implementacién y verificaciéon en casos con curvatura.

Ademés, hay que tener en cuenta que el condicionamiento esté relacionado con
la estabilidad de los métodos iterativos de célculo, frecuentemente necesarios para
el estudio de modelos tridimensionales, debido a las limitaciones de memoria fisica
de los ordenadores. Por tanto, mejorar el condicionamiento de la matriz de rigidez
y seleccionar precondicionadores y métodos iterativos adecuados a la técnica
resulta un punto necesario e interesante para un futuro estudio.

7.2.2. Trabajos relacionados con las integrales de dominio

Relacion de las integrales de dominio tridimensionales con la tasa de libe-
raciéon de energia por unidad de area

Para poder obtener los se utiliza la relacion entre la integral [J] con [G] donde
se acepta que [G] es constante o presenta variacion suave en una region localmente
proxima al punto de célculo. En [22] se plantea otra relacion, que no acepta tantas
suposiciones, estableciendo que la integral de dominio se calcula en diversos puntos a
lo largo del frente y el tamano de extracciéon incluye los puntos de célculo cercanos.
La relacion que plantea es de la forma

7] (7.2)

donde [J] es la integral [J] calculada en los diversos puntos a lo largo del frente de
grieta, [G7)] se corresponde con [G] en ese conjunto de puntos y es una matriz que
los relaciona.

Cada elemento de la matriz se define como la integracion de la funcion del
dominio de extraccion para la integral [J;| y una funcion de forma es decir:

:/ Nl (7.3)
7]

La definicion de que es una funcion de forma unidimensional definida sobre
el frente de grieta y que vale 1 en el punto de céalculo i y cero en el resto, no es directa
ya que segin se comenta en [22] puede dar lugar a oscilaciones en la solucion, con
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lo que las ventajas obtenidas se pierden. Sin embargo considerar una integraciéon de
este modo es necesaria para abordar adecuadamente problemas con mayor curvatura
0 que necesiten un mayor dominio de extraccion.

Dominio fijo de extracciéon en 3D

Como se muestra en las Figs. [5.24] y [5.39] al depender la definicion del dominio
de extraccion de valores asociados a la grieta y a la malla, es posible que aparezcan
oscilaciones y convexidades. Para evitar estos efectos indeseables una opcion es definir
el dominio de extraccion mediante un dominio externo e independiente de la malla,
como en [I8], de forma que se proyecten las soluciones de elementos finitos en esta
region auxiliar. Ademaés, es posible definir este dominio exterior en funcion de los
y asi, también, de la curvatura local.

El proceso de proyeccién de informacién de la malla de elementos finitos a este
dominio auxiliar externo, supone evidentemente una fuente de error. Sin embargo
este dominio evita totalmente el efecto adverso de la variacién del tamano, y por
tanto, es posible realizar estudios de convergencia independientemente de la relacion
entre la geometria de la grieta y la topologia de la malla, con lo que es coherente con
el planteamiento del Una vez conseguido este domino externo, es interesante
estudiar el efecto en la convergencia y precision de distintas definiciones de la funcion
[a] incluyendo expresiones cuadraticas o exponenciales.

Implementaciéon de integrales para extraccion de t1; y t33

En el capitulo [2| se ha concluido que para hacer una descripciéon correcta de los
estados tensionales en la cercania de la grieta se necesita conocer los y los tér-
minos de segundo orden El valor de se obtiene a partir de una integral de
interaccién introducida en [63] y que se halla implementada en codigos de elementos
finitos comerciales, tal como ABAQUS, y a partir de se calcula

En los capitulos siguientes se han obtenido modificaciones para las integrales de
interaccion aplicadas al calculo de los pero no se ha realizado ningiin comentario
sobre el calculo de Parece natural un futuro trabajo que consista en implementar
la integral modificada para el calculo de

7.2.3. Trabajos relacionados con otro tipo de singularidades

Borde libre

Se ha introducido un nuevo enriquecimiento, basado en armodnicos esféricos, que
consigue, en parte, considerar el comportamiento de la singularidad de borde libre en
un estudio de Sin embargo, no se ha podido demostrar su validez debido a las
limitaciones en la discretizacion.

Consecuentemente debe realizarse una investigacion mas profunda, que puede in-
cluir la verificacion de distintos érdenes de singularidad, la seleccion de los términos
de armonicos esféricos que tienen mas peso —y por tanto dan informaciéon de la forma
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funcional de las funciones analiticas asociadas a la singularidad— y la comprobacion
del comportamiento en grietas curvas.

Al ser el campo de tensiones de la singularidad de borde libre diferente a la sin-
gularidad presente en el frente de grieta, el uso de la integral de interaccion para la
obtencioén de los no tiene sentido. Por tanto, es necesario buscar una expresiéon de
la integral de interaccién que nos permita obtener informaciéon sobre el efecto de esta
singularidad en situaciones con modo mixto.

Otras singularidades

La singularidad del frente de grieta y del borde libre no son las tnicas asociadas
a la existencia de grietas, aparecen otras cuando la estructura de grietas presenta
ramificaciones o cambios bruscos en la superficie —que se conocen en inglés como
kinked cracks—.

Una revisién del estado del arte del estudio de estas singularidades y sus pro-
bleméticas debe realizarse para tener una descripcién completa del efecto de grietas
en so6lidos tridimensionales. También, puede resultar de interés anadir enriquecimien-
tos para modelar su comportamiento en y obtener informacién sobre el estado
presente en esos puntos.
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