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Resumen

El célculo fraccionario es una extension del calculo clasico, donde el orden de las derivadas o integrales es
un namero real. Hoy en dia, el calculo fraccionario tiene numerosas aplicaciones en ciencias e ingenieria. La
principal razon es el mayor grado de libertad de las herramientas del cédlculo fraccionario en comparacion
con las herramientas del calculo clasico. Muchos problemas reales se modelan por medio de ecuaciones
diferenciales fraccionarias no lineales cuyo sistema de ecuaciones es no lineal, y por tanto, es conveniente que
se adapten procedimientos iterativos para resolver problemas no lineales con el uso de derivadas fraccionarias,
y observar cudl es la consecuencia en la convergencia de dicho método.

En esta Tesis Doctoral disefiamos nuevos procedimientos iterativos con derivadas fraccionarias (o su apro-
ximacion) que al menos igualen a los métodos clésicos en términos de orden de convergencia, mediante la
introduccién de las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville, de Caputo y conformable (o sus aproxima-
ciones). También, proponemos estudiar la estabilidad de estos esquemas con el uso de planos de convergencia,
y planos dindmicos en algunos casos. Finalmente, pretendemos disenar una técnica que nos permita obtener
la version fraccionaria conformable (o version con derivada conformable o su aproximacion) de cualquier
procedimiento iterativo clasico para problemas no lineales.

En el Capitulo 2 se exponen los conceptos previos que serdn necesarios para el desarrollo de los siguientes
capitulos: Se presentan los conceptos basicos relacionados con métodos de punto fijo, se muestran los es-
quemas clasicos que trataremos en esta memoria, y finalmente se introducen las herramientas del calculo
fraccionario que seran necesarias para el diseno de procedimientos iterativos fraccionarios.

En el Capitulo 3 se disefian métodos fraccionarios (o esquemas con derivadas fraccionarias) de tipo Newton-
Raphson escalares con las derivadas de Caputo, de Riemann Liouville y la conformable. También disenamos
esquemas fraccionarios de Newton-Raphson escalares de mayor orden. Finalmente, realizamos el anélisis de
convergencia de dichos procedimientos y estudiamos su estabilidad.

En el Capitulo 4 se disena la versiéon vectorial del método de Newton-Raphson conformable visto en el
Capitulo 3. Antes, es necesario definir nuevos conceptos y establecer nuevos resultados que seran necesarios
para el dersarrollo de este esquema. Finalmente, realizamos el anélisis de convergencia y estudiamos su
estabilidad.

En el Capitulo 5 se disefian procedimientos fraccionarios de tipo Traub escalares con derivadas de Caputo y de
Riemann-Liouville. También se disefia una técnica general para obtener la version fraccionaria conformable
escalar de cualquier método clasico, y se usa esta técnica para disenar algunos esquemas conformables
multipunto escalares: de tipos Traub, Chun-Kim, Ostrowski y Chun. Por ultimo, se realiza el anélisis de
convergencia y se estudia la estabilidad de tales procedimientos.

En el Capitulo 6 se disenan métodos fraccionarios libres de derivadas escalares de tipos Steffensen y Secante
(el cual tiene memoria), donde es necesario la aproximacion de derivadas conformables. Aqui se usa la
técnica general propuesta en el Capitulo 5 para obtener la version conformable de cada esquema. Finalmente,
realizamos el anélisis de convergencia y se estudia la estabilidad de dichos procedimientos. En el Capitulo 7
se presentan las conclusiones y lineas futuras de investigacion.
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Resum

El calcul fraccionari és una extensi6 del calcul classic, on ordre de les derivades o integrals és un nombre
real. Hui dia, el calcul fraccionari té nombroses aplicacions en ciéncies i enginyeria. La principal ra6 és el
major grau de llibertat de les eines del calcul fraccionari en comparacié amb les eines del calcul classic. Molts
problemes reals es modelen per mitja d’equacions diferencials fraccionaries no lineals el sistema d’equacions de
les quals és no lineal, i per tant, és convenient que s’adapten procediments iteratius per a resoldre problemes
no lineals amb 1’as de derivades fraccionaries, i observar quina és la conseqiiéncia en la convergéncia d’aquest
métode.

En aquesta Tesi Doctoral dissenyem nous procediments iteratius amb derivades fraccionaries (o la seua
aproximacio) que almenys igualen als métodes classics en termes d’ordre de convergéncia, mitjancant la
introduccié de les derivades fraccionaries de Riemann-Liouville, de Caputo i conformable (o les seues apro-
ximacions). També, proposem estudiar Iestabilitat d’aquests esquemes amb 1'ts de plans de convergeéncia,
i plans dinamics en alguns casos. Finalment, pretenem dissenyar una técnica que ens permeta obtindre la
versié fraccionaria conformable (o versi6 amb derivada conformable o la seua aproximacio) de qualsevol
procediment iteratiu classic per a problemes no lineals.

En el Capitol 2 s’exposen els conceptes previs que seran necessaris per al desenvolupament dels segiients
capitols: Es presenten els conceptes basics relacionats amb métodes de punt fix, es mostren els esquemes
classics que tractarem en aquesta memoria, i finalment s’introdueixen les eines del calcul fraccionari que
seran necessaries per al disseny de procediments iteratius fraccionaris.

En el Capitol 3 es dissenyen métodes fraccionaris (o esquemes amb derivades fraccionaries) de tipus Newton-
Raphson escalars amb les derivades de Caputo, de Riemann Liouville i la conformable. També dissenyem
esquemes fraccionaris de Newton-Raphson escalars de major ordre. Finalment, realitzem 1’analisi de conver-
géncia d’aquests procediments i estudiem la seua estabilitat.

En el Capitol 4 es dissenya la versi6é vectorial del métode de Newton-Raphson conformable vist en el Capitol
3. Abans, és necessari definir nous conceptes i establir nous resultats que seran necessaris per al dersarrollo
d’aquest esquema. Finalment, realitzem ’analisi de convergéncia i estudiem la seua estabilitat.

En el Capitol 5 es dissenyen procediments fraccionaris de tipus Traub escalars amb derivades de Caputo i de
Riemann-Liouville. També es dissenya una técnica general per a obtindre la versi6 fraccionaria conformable
escalar de qualsevol métode classic, i s’usa aquesta técnica per a dissenyar alguns esquemes conformables mul-
tipunt escalars: de tipus Traub, Chun-Kim, Ostrowski i Chun. Finalment, es realitza 1’analisi de convergéncia
i s’estudia l'estabilitat de tals procediments.

En el Capitol 6 es dissenyen métodes fraccionaris lliures de derivades escalars de tipus Steffensen i Assecant
(el qual té memoria), on és necessari ’'aproximaci6é de derivades conformables. Aci s’usa la técnica general
proposta en el Capitol 5 per a obtindre la versié conformable de cada esquema. Finalment, realitzem 1’analisi
de convergeéncia i s’estudia l'estabilitat d’aquests procediments. En el Capitol 7 es presenten les conclusions
i linies futures d’investigacio.
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Abstract

Fractional calculus is an extension of classical calculus, where the order of the derivatives or integrals is a real
number. Today, fractional calculus has numerous applications in science and engineering. The main reason
is the higher degree of freedom of the fractional calculus tools compared to the classical calculus tools. Many
real problems are modeled by means of nonlinear fractional differential equations whose system of equations
is nonlinear, and therefore it is convenient that iterative procedures are adapted to solve nonlinear problems
with the use of fractional derivatives, and observe what the consequence is in the convergence of said method.

In this Doctoral Thesis we design new iterative procedures with fractional derivatives (or their approximation)
that are at least equal to the classical methods in terms of convergence order, by introducing the Riemann-
Liouville, Caputo and conformable fractional derivatives (or their approximations). Also, we propose to study
the stability of these schemes with the use of convergence planes, and dynamic planes in some cases. Finally,
we intend to design a technique that allows us to obtain the conformable fractional version (or version with
conformable derivative or its approximation) of any classical iterative procedure for nonlinear problems.

In Chapter 2 the previous concepts that will be necessary for the development of the following chapters are
exposed: The basic concepts related to fixed point methods are presented, the classic schemes that we will
deal with in this memory are shown, and finally the tools of the fractional calculus that will be necessary
for the design of fractional iterative procedures.

In Chapter 3, scalar Newton-Raphson type fractional methods (or schemes with fractional derivatives) are
designed with the Caputo, Riemann Liouville and conformable derivatives. We also design higher order scalar
Newton-Raphson fractional schemes. Finally, we perform the convergence analysis of these procedures and
study their stability.

In Chapter 4, the vector version of the conformable Newton-Raphson method seen in Chapter 3 is designed.
Before, it is necessary to define new concepts and establish new results that will be necessary for the
development of this scheme. Finally, we perform the convergence analysis and study its stability.

In Chapter 5, fractional procedures of the scalar Traub type with derivatives of Caputo and Riemann-Liouville
are designed. A general technique is also designed to obtain the scalar conformable fractional version of any
classical method, and this technique is used to design some scalar multipoint conformable schemes: of Traub,
Chun-Kim, Ostrowski and Chun types. Finally, the convergence analysis is carried out and the stability of
such procedures is studied.

In Chapter 6 free fractional methods of scalar derivatives of Steffensen and Secant types (which has memory)
are designed, where the conformable derivatives approximation is necessary. Here we use the general technique
proposed in Chapter 5 to obtain the conformable version of each scheme. Finally, we carry out the convergence
analysis and the stability of these procedures is studied. In Chapter 7 the conclusions and future lines of
research are presented.
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Capitulo 1

Introduccidon

“Porque todo aquel que pide, recibe; y el que
busca, halla; y al que llama, se le abrird”

Jestis de Nazaret (hacia 7-3 a. C. - hacia
27-34)

El calculo fraccionario es una generalizacion del calculo clasico, donde las derivadas (o integrales) son de
orden fraccionario, es decir, el orden de las derivadas (o integrales) es un nimero real. Dado que el célculo
clasico constituye un caso particular del fraccionario, éste tltimo conserva muchas de las propiedades del
célculo clésico, aunque no siempre es asi (véase [31, 33, 35, 37]).

El concepto de calculo fraccionario se introdujo casi simultdneamente (pocos anos después) del desarrollo
del calculo clésico. Las primeras referencias se remontan a 1695, cuando Leibniz y L’Hopital crearon el
concepto de semi-derivada, o derivada de orden 1/2 [33, 39]. Otros investigadores de la época (como Riemann,
Liouville o Euler), y hasta nuestros dias, han estado interesados en esta idea, proponiendo cada vez derivadas e
integrales fraccionarias que preservan en mayor medida las propiedades del célculo clasico. Desde su desarrollo
inicial en el siglo XIX hasta hoy en dia, el célculo fraccionario ha evolucionado desde aspectos tedricos
hasta la aparicién en muchas aplicaciones del mundo real: fisica, biologia, ingenierias, medicina, economia,
optimizacion, control, sistemas dinamicos, procesamiento de senales, entre otras. Con frecuencia, muchos de
estos problemas reales se modelizan mediante ecuaciones diferenciales con derivadas de orden fraccionario
[5, 24, 30].

En la actualidad, el célculo fraccionario tiene numerosas aplicaciones en ciencia e ingenieria. La razon fun-
damental es el mayor grado de libertad de las herramientas del célculo fraccionario en comparaciéon con
las herramientas del célculo clasico. Esto lo convierte en el procedimiento més adecuado para problemas
de modelado cuyas propiedades hereditarias deben conservarse. En este sentido, una de las herramientas
mas significativas del célculo fraccionario es la derivada (integral) fraccionaria. En muchas ocasiones, estos
problemas de modelado estédn relacionados con los sistemas de ecuaciones, que pueden ser no lineales, si
también lo es la ecuacion diferencial fraccionaria [28, 38]. Por tanto, no es extrano que se adapten procesos
iterativos para resolver ecuaciones no lineales por medio de derivadas fraccionarias de diferentes 6rdenes, y
ver cuél es el efecto resultante en la convergencia de dicho método.

Supongamos que pretendemos calcular un cero de una funcién no lineal de la forma f(z) = 0. Podemos
resolver este problema por medios analiticos, en caso de ser posible, o podemos aproximar la solucién por
medio de métodos numéricos. En la mayoria de los casos, éste tltimo serd mas adecuado, debido al bajo coste
computacional que suponen. Los métodos numéricos més usados son los llamados de punto fijo; escalares
o vectoriales, punto a punto o multipunto, con o sin derivadas, con o sin memoria. Entre los esquemas
clasicos conocidos podemos mencionar: Newton-Raphson, Secante, Steffensen, Traub, Ostrowski, Chun, etc.
[34, 36, 42]

El objetivo de esta Tesis Doctoral es el disefio de nuevos procedimientos iterativos con derivadas fracciona-
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rias (o su aproximacion) que al menos igualen a los métodos clasicos en términos de orden de convergencia,
mediante la introduccién de las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville, de Caputo y conformable (o
sus aproximaciones). También, proponemos estudiar la estabilidad de estos esquemas con el uso de planos
de convergencia, y planos dindmicos en algunos casos. Finalmente, pretendemos disenar una técnica gene-
ral que nos permita obtener la version fraccionaria conformable (o version con derivada conformable o su
aproximacion) de cualquier procedimiento iterativo clasico para problemas no lineales.

En el Capitulo 2, se exponen los conceptos previos que seran necesarios para el desarrollo de los siguien-
tes capitulos: Se presentan los conceptos béasicos relacionados con métodos de punto fijo, se muestran los
esquemas cldsicos que trataremos en esta memoria, y finalmente se introducen las herramientas del célculo
fraccionario que seran necesarias para el diseno de procedimientos iterativos fraccionarios.

En el Capitulo 3, se disefian métodos fraccionarios (o esquemas con derivadas fraccionarias) de tipo Newton-
Raphson escalares con las derivadas de Caputo, de Riemann Liouville y la conformable. También disenamos
esquemas fraccionarios de Newton-Raphson escalares de mayor orden. Finalmente, realizamos el anélisis de
convergencia de dichos procedimientos y estudiamos su estabilidad.

En el Capitulo 4, se disena la versiéon vectorial del método de Newton-Raphson conformable visto en el
Capitulo 3. Antes, es necesario definir nuevos conceptos y establecer nuevos resultados que seran necesarios

para el dersarrollo de este esquema. Finalmente, realizamos el anélisis de convergencia y estudiamos su
estabilidad.

En el Capitulo 5, se disenan procedimientos fraccionarios de tipo Traub escalares con derivadas de Caputo y
de Riemann-Liouville. También se disefia una técnica general para obtener la version fraccionaria conformable
escalar de cualquier método clésico, y se usa esta técnica para disenar algunos esquemas conformables
multipunto escalares: de tipos Traub, Chun-Kim, Ostrowski y Chun. Por ultimo, se realiza el anélisis de
convergencia y se estudia la estabilidad de tales procedimientos.

En el Capitulo 6, se disenan métodos fraccionarios libres de derivadas escalares de tipos Steffensen y Secante
(el cual tiene memoria), donde es necesario la aproximacion de derivadas conformables. Aqui se usa la
técnica general propuesta en el Capitulo 5 para obtener la versién conformable de cada esquema. Finalmente,
realizamos el anélisis de convergencia y se estudia la estabilidad de dichos procedimientos.

En el Capitulo 7, se presentan las conclusiones y lineas futuras de investigaciéon. Finalmente, se incluyen los
anexos y la bibliografia utilizada.
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Capitulo 2

Conceptos previos

“Las matemaéticas poseen no sélo la verdad,
sino cierta belleza suprema. Una belleza fria y
austera, como la de una escultura”

Bertrand Russell (1872 - 1970)

Los métodos iterativos para la resolucién de problemas no lineales que vamos a tratar son los llamados "de
punto fijo" [36, 42]. En este capitulo presentamos los conceptos previos necesarios para trabajar con este
tipo de métodos numéricos. También presentamos algunos métodos numeéricos clasicos, los cuales utilizaremos
para la deduccion de sus respectivas variantes fraccionarias en capitulos posteriores. Luego se introducen las
herramientas necesarias del calculo fraccionario [2, 18, 19, 21, 27, 31, 33, 37, 43], y finalmente una herramienta
de la dinamica real desarrollada en [29], con la cual realizaremos el anélisis de estabilidad de los métodos
propuestos.

2.1. Conceptos basicos

En esta seccién, introducimos algunos conceptos necesarios para el anélisis de convergencia de métodos
iterativos clasicos (escalares y vectoriales) para resolver ecuaciones y sistemas no lineales.

2.1.1. Meétodos iterativos de punto fijo

Supongamos que f: I C R — R es una funcién continua, y que es suficientemente derivable en el entorno
de una raiz Z € R. Si Z es una raiz de f, entonces se cumple que f(Z) =0, es decir, Z es una solucion de la
ecuacion

f(z) =0. (2.1)

Podemos aproximar la raiz & por medio de algiin método iterativo de la forma

Th4+1 = ¢(xk)a k :Oa1a27"'7 (22)

donde la informacion obtenida en zj; depende de la determinada en zy, partiendo de una estimacion inicial
zo. A la funcién ¢ se la conoce como funcion iterada, o funcion de punto fijo, y puede ser clasificada como
funcién punto a punto o multipunto, con o sin memoria. En una funcién de punto fijo con memoria, la
informacién que se obtiene en zy; depende de la determinada en las estimaciones xg, xx_1, Tp—2, etc.
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16 2.1. Conceptos basicos

La ecuacion (2.2) es una funcion iterada punto a punto sin memoria, como la mayoria de los métodos que
veremos en esta memoria. Al menos una solucion z de f : [a,b] — [a, b] serd punto fijo de ¢, y se cumple que
o(Z) = & [36, 42].

Traub demuestra que para un problema de punto fijo ¢(z) = z, ¢ continua en un intervalo [a,b], existe
una solucion Z, a < T < b, tal que ¢(Z) = T (Lema 2-1, [42]), e imponiendo la condicién de Lipschitz
demuestra que ésta es tnica (Lema 2-2, [42]). También demuestra que la sucesion generada por la ecuacion
(2.2) converge a esta solucion (Teorema 2-1, [42]).

Todos los métodos que veremos en este y los siguientes capitulos son funciones iteradas de punto fijo, o
métodos iterativos de punto fijo, es decir, en éstos se cumple que ¢(Z) = Z.

2.1.2. Orden de convergencia

Supongamos que la sucesion de iterados zg, Z1,..., Ty, - . converge a la raiz , es decu’, limy, — 00Tk = T.
Denotemos por ex+1 = Tx+1 — T Y €x = T — T a los errores cometidos en la k+1-ésima y k-ésima iteracion,
respectivamente. Si existen un p € R, p > 1, y una constante C > 0 tal que

o lewal o ek — 7
k—o0 |€k‘p k—o0 |I‘k7f|p

=, (2.3)

entonces p es llamado el orden de convergencia, y C es la constante de error asintotica de dicha sucesion
[36, 42]. Si p = 1, se dice que la sucesion {x} converge linealmente si 0 < C' < 1, o que tiene orden de
convergencia lineal, si p = 2, se dice que tiene orden de convergencia cuadratico, y asi sucesivamente.

Para denotar el orden de convergencia, usaremos la notaciéon asintética O; de esta forma, una expresion
equivalente a la ecuacion (2.3) es

41 — T = O((x, — T)P), (2.4)

donde se dice que z11 — T es del orden de (z — Z)P. De forma equivalente, podemos reescribir la ecuaciéon
(2.4) en términos del error:

er+1 = O(ey). (2.5)

La ecuacién (2.5) es la llamada ecuacion del error.

Traub también establece que si una funcién de punto fijo ¢ es continua en el entorno de la solucion z, y
er = T — T, entonces ¢ es de orden p si y sélo si

o) =z ¢V(@) =0, j=12....p-1 ¢P(@)#0

(Teorema 2-2, [42]). Ademas,

®) (7
lim %1 _ 9@
k—o0 €L p!

. (2.6)

La conjetura de Kung y Traub (ver [26]) establece una cota superior para el orden de convergencia de un
meétodo de punto fijo ¢, sin memoria, en funciéon de su cantidad de evaluaciones funcionales d por iteracion.
Segtin esta conjetura, el orden de convergencia de ¢ no puede ser superior a 2¢-!. Si un método de punto
fijo tiene orden de convergencia 2%~!, se dice que este método es 6ptimo.
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2. Conceptos previos 17

En el caso de los métodos iterativos con memoria, la ecuaciéon (2.3) no puede ser usada para determinar el
orden de convergencia. Ortega y Rheinboldt introdujeron una generalizacién de orden de convergencia en
R™ (ver [34, 36]), llamado R-orden, con la cual podemos determinar el orden de convergencia de métodos
con memoria. Veamos primero el concepto de R-factor:

Definicién 2.1.1 Sea ¢ un método iterativo convergente a algin limite 3, y sea {xy} una sucesion arbitraria
en R™ que converge a (. Entonces, el R-factor de la sucesion {xy} es

lim sup ||z — B||V*,  para m =1,
k—o0

R, (z) = . (2.7)
lim sup ||z — B||Y™, param > 1.
k—o0

Podemos ahora definir R-orden de la siguiente manera:

Definicion 2.1.2 El R-orden de convergencia de un método iterativo ¢ en el punto B es

+00, $i Rp(6,8) =0 Vm € [1,+00),
Or(9,B) = (2.8)
inf{m € [1,400) : Rin(¢,5) =1}, en otro caso.

El siguiente resultado nos proporciona una relacién entre las raices del polinomio caracteristico y el R-orden
de convergencia de un método iterativo con memoria:

Teorema 2.1.1 Sea ¢ un método iterativo con memoria que genera la sucesion {xy} de aprozimaciones a
la raiz T, y supongamos que la sucesion {xy} converge a T. Si existe una constante no nula n, y nimeros no
negativos t;, © € [0, m], tal que se cumple la desigualdad

t;
Y

m
lensal <n]] lex—s
=0

entonces el R-orden de convergencia del método iterativo ¢ satisface la siguiente desigualdad

donde s* es la unica raiz positiva del polinomio

s =N s =0, (2.9)
=0

Una herramienta necesaria para el analisis de convergencia de métodos iterativos escalares es la serie de
Taylor, la cual aproxima una funcién como un polinomio de grado n mediante serie de potencias; mientras
mayor sea el grado del polinomio, mejor serd la aproximacién. El siguiente resultado nos proporciona la serie
de Taylor clasica en una variable.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Taylor, [9]) Si una funcién y = f(x) es continuamente diferenciable n — 1

veces en el intervalo [y, + h], y si también existe la n-ésima derivada en el interior del intervalo, entonces
el desarrollo de Taylor de f en torno a v es
h / h? Z h" (n)

For+h) = fO)+ 7 () + 57 Ff )+ o — (v +6n), (2.10)

con 0 <O < 1.
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18 2.1. Conceptos basicos

Podemos escribir el desarrollo de Taylor de una funcién escalar f alrededor de la soluciéon z € R de f(z) =0
de la siguiente manera:

fxr) = f/(2) [ex + Coe} + Caef + -+ + Cpel] + O (ex?™), (2.11)
f(j)(s—c)
(@)

Para el anéalisis de convergencia de métodos iterativos vectoriales podemos encontrar en [4, 16] la siguiente
notacion:

donde ey, =z, —Z,y C; = , j > 2, siendo f’(Z) no nula.

Definicion 2.1.3 Sea F : D C R" — R" suficientemente Fréchet-diferenciable en D. La q-ésima derivada
de F enu€R™, q€N, q>1, es la funcion q-lineal F(D (1) : R" x- - - xR™ — R" tal que F(9 (u)(vy, ... V) €
R™. Se puede observar que:

1. FOu)(v,...,v41,") € L(R™), siendo L(R™) el espacio de la aplicacion lineal de R" — R™.

2. FO(u)(vg,,...,05,) = FD(u)(v1,...,v,), para cualquier permutacion o € {1,...,q}.
Con estas propiedades podemos usar la siguiente notacion:

1. FOu)(vy,...,vq) = FO(u)vy -,
2. F) (u)vq—lp(z}) (u)vP = F) (u)F(p)(u)qu)—l.

Con estas expresiones podemos escribir el desarrollo de Taylor de una funcién vectorial F' alrededor de la
solucién & € R™ de F(x) = 0 de la siguiente manera:

F (x(k)) = F'(%) [e(k) + Coe®? 4 Gye®® 4 4 épe“f)p} +0 (e““)p“) : (2.12)

A 1 _
donde e = 2™ — &,y Cy = — [F/(2)] ' F@)(z), ¢ > 2, siendo la matriz Jacobiana F’(#) no singular.
q!

Notemos que eF)? s (e(k), e ... ,e(k)).

p componentes
Sabiendo que la constante de error asintotica C' de un método iterativo ¢(z) de orden p se define como [42]

0= 1 H) =3

(x —z)P’

&B

el siguiente resultado nos permite calcular la constante de error asintética de un esquema iterativo de orden
p si conocemos la constante de error asintética de otro procedimiento iterativo de orden p.

Teorema 2.1.3 (Teorema 2-8, [42]) Sean ¢1(x), ¢p2(x) de orden p cuya solucion T es de multiplicidad m.

Sea
G(z) = W, x # Z.

Sean C1, Cy las constantes de error asintdticas de ¢p1 y ¢o, respectivamente. Entonces,

CQ = Cl + Hm G({E)

r—T

La tesis del Teorema 2.1.3 la confirmamos en la mayoria de los métodos que se proponen en los siguientes
capitulos de esta memoria. En el caso vectorial (como se verd en el Capitulo 4) introducimos normas, es
decir, consideramos ||¢(z) — Z||, [|p2(x) — @1 ()| v ||z — Z|[P.
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2. Conceptos previos 19

2.2. Algunos métodos iterativos clasicos

En esta seccion, introducimos los esquemas iterativos clésicos que se usan en esta memoria, y en los préximos
capitulos disefiamos sus variantes fraccionarias. En adelante, cuando hagamos referencia a procedimientos
iterativos clasicos nos referimos a métodos con derivadas (o su aproximacion) de orden entero, es decir, de
orden 1,2 etc., mientras que cuando hagamos referencia a esquemas iterativos fraccionarios nos referimos
a procedimientos con derivadas (o su aproximacion) de orden fraccionario, es decir, de orden o € R, a €
(0,1]. Abordaremos primero los métodos de tipo Newton-Raphson (la version escalar, y después la version
vectorial), luego veremos los esquemas multipunto (de Traub, Chun-Kim, Ostrowski y Chun), y finalmente
los procedimientos libres de derivadas (el de Steffensen y el de la Secante); teniendo en cuenta que el método
de la Secante es el tinico esquema con memoria que trataremos.

2.2.1. Método de Newton-Raphson escalar

El esquema de Newton-Raphson es el procedimiento de punto fijo méas conocido. En este método se evalaa
tanto la funcién como su primera derivada en cada iterado, y su orden de convergencia es cuadratico (es
un método 6ptimo). Este es un esquema punto a punto y sin memoria. El procedimiento iterativo de este
método viene dado por (ver [36, 42])

Tpr1 = T — ;/((i];)) kE=0,1,2,... (2.13)

Aunque existen en la literatura muchas formas de disenar el esquema clasico de Newton-Raphson, usemos
el desarrollo en serie de Taylor (2.10) para deducir la expresion iterativa de este método. Sea f : R — R una
funcién continua de clase C2. f(x) puede ser estimada por medio del polinomio de Taylor de primer grado
alrededor de la raiz z,

fl@) = f(@) + f(2)(x — ) = f'(2)(z — 2).

El término = —  puede ser despejado como

y se puede obtener una nueva estimaciéon xx1 de Z, asumiendo a la derecha de la aproximacién que z = zy,
y /(&) = f'(xx), nos queda el siguiente esquema iterativo

f(zx)
f(xr)’

Tyl = T — k=0,1,2,...

El siguiente resultado proporciona una demostracién del orden de convergencia del método de Newton-
Raphson escalar.

Teorema 2.2.1 Sea f: 1 CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T € R de f. Supongamos que f'(x) es continua y no nula en T. Si una estimacion inicial xo es
suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de Newton-Raphson (ver
ecuacion (2.13)) converge cuadrdticamente a T, siendo su ecuacion del error:

ert1 = Caep + O (e}) . (2.14)
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20 2.2. Algunos métodos iterativos clasicos

Demostracion. Usando el Teorema 2.1.1, el desarrollo en serie de Taylor de f(zy) y f/(zx) alrededor de T
se puede expresar como

fxy) = f(@) [en + Coe}] + O (e}), (2.15)
y
f(ar) = f/(Z) [L+2C2ex] + O (e})
respectivamente, donde C; = @ para j > 2.
(@)

De esta manera,

= €k — Czez + 0] (6%) .
Sean Tk+1 = €k+1 + T Yy T = € + T, entonces

ek+1+i:ek+ffek+cgei+0(ez).

Por tanto,

ert1 = Caep + O (e}) .

Esto completa la prueba. O

2.2.2. Meétodo de Newton-Raphson vectorial

El método de Newton-Raphson escalar se puede extender a su versién vectorial, cuyo orden de convergencia
también es cuadratico; el concepto de optimalidad de un método para sistemas no esta definido. El esquema,
iterativo es (ver [36, 42])

20D — () _ [F’ (x(k)ﬂ F (x(k)) L k=0,1,2,..., (2.16)

donde F’ (z(®) es la matriz Jacobiana asociada a la funcién multidimensional no lineal, evaluada en el
iterado z(*).

El siguiente resultado proporciona una demostracién del orden de convergencia del método de Newton-
Raphson vectorial.

Teorema 2.2.2 Sea F': D C R™ — R" una funcion suficientemente diferenciable en el conjunto convezo
abierto D, conteniendo un cero & € R™ de la funcidn vectorial F'(x). Supongamos que la matriz Jacobiana
F'(z) es continua y no singular en Z. Si una estimacion inicial () € R es suficientemente cercana a &,
entonces el orden de convergencia local del método de Newton-Raphson (ver ecuacion (2.16)) es dos, y la
correspondiente ecuacion del error es:

0 2 0o 4 0 (40%). (2.17)
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2. Conceptos previos 21

Demostraciéon. Usando la ecuacion (2.12), los desarrollos de Taylor de F (x(k)) y F’ (x(k)) alrededor de z
se pueden expresar como

F(20) = F'(3) [e® + Coe®’] + 0 (e7) (2.18)

F' (a0)) = F(@) [1+2C5e®] 0 (7)),

[F'(&)) " F((&) para ¢ > 2.

A 1
respectivamente, donde C, = —

Podemos plantear el desarrollo de Taylor de [F” (z(%))] ~! como
[F’ (z(k))] T [I + Xge(k)] F'(@)] " +0 (e(k)2> ,

donde X5 es una variable desconocida tal que [F’ (x(k))]_l F’" (2®) = I,,, siendo I,, una matriz identidad
de orden n. Entonces,

(202 + X2) e — 0,
de donde resulta que
Xy = —2Cs.
De este modo,
—1 . B
[ (o)) = [1 - 23] @) + 0 (07).
Por tanto,
—1 R 2 3
[F’ (z(k)ﬂ F (z(k)) =e®) — Che™” 0 (e(k) ) .
Sean z(FtD) = (bt 4 7y 2(0) = (k) 4 7
et L7 =74 M —e®) 4 é’ge(k)2 +0 (e(k)3> .
Finalmente,
k) — Gne®? L 0 (e<k>3) _

Esto completa la prueba. O

En los siguientes métodos se proporcionan sélo los enunciados de los resultados sobre la convergencia de los
restantes métodos conocidos que apareceran a lo largo de la memoria.
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22 2.2. Algunos métodos iterativos clasicos

2.2.3. Meétodo de Traub escalar

En (Teorema 8-1, [42]), Traub demuestra que, sin considerar la estructura de las funciones iteradas involu-
cradas, y para una multiplicidad m = 1 del cero Z, si una funcién de punto fijo ¢(x) es de orden p, entonces
la funcién iterada

(2.19)

es de orden p + 1.

Observacion 2.2.1 Cuando ¢(x) = x, tenemos el método de Newton-Raphson. Cuando ¢(x) es el esquema
de Newton-Raphson, tenemos el procedimiento de Traub que se describe a continuacion.

El método de Traub es un esquema multipunto y sin memoria que usa al procedimiento de Newton-Raphson
como predictor. Al igual que el método de Newton-Raphson (2.13), el esquema de Traub usa la primera
derivada de la funcién no lineal, pero su orden de convergencia es ctibico (no es un método 6ptimo). El
esquema iterativo viene dado por (ver [36, 42])

Th+1 = Yk — f{((:i’;))v k= 0,1,2,..., (220)
donde
f@e) g9

Y = Tk — f/(xk)7

El siguiente resultado enuncia el orden de convergencia del método de Traub.

Teorema 2.2.3 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T € R de f. Supongamos que f'(x) es continua y no nula en T. Si una estimacion inicial xo es
suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de Traub (ver ecuacion
(2.20)) converge cibicamente a la raiz, siendo su ecuacion del error:

ert1 =2C3€; + O (e}) . (2.21)

2.2.4. Meétodo de Chun-Kim escalar

El método de Chun y Kim es un procedimiento multipunto y sin memoria que usa al esquema de Newton-
Raphson como predictor. Al igual que el método de Newton-Raphson (2.13), el procedimiento de Chun y
Kim usa la primera derivada de la funcién no lineal, pero su orden de convergencia es ctubico (no es un
método 6ptimo). El esquema iterativo viene dado por (ver [14, 36])

_ 1 f'(yk) ] f(2e) _
mk+1—mk—§ |:3_f/($k):| Fzr)’ k=0,1,2,..., (2.22)
donde
f@e) o9,

Yo =T )
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El siguiente resultado enuncia el orden de convergencia del método de Chun y Kim.

Teorema 2.2.4 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T € R de f. Supongamos que f'(x) es continua y no nula en T. Si una estimacion inicial x
es suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de Chun y Kim (ver
ecuacion (2.22)) converge cubicamente a la raiz, siendo su ecuacion del error:

1
Ck+1 = (2022 + 2C3> ep + O (ep) - (2.23)

2.2.5. Meétodo de Ostrowski escalar

El método de Ostrowski es un esquema multipunto y sin memoria que usa al procedimiento de Newton-
Raphson como predictor. Al igual que el método de Traub (2.20), el esquema de Ostrowski usa la primera
derivada de la funcién no lineal, pero su orden de convergencia es cuatro (es un método Optimo). Este
procedimiento pertenece a una familia uniparameétrica de métodos de King (ver [25, 36]). El esquema iterativo
de esta familia viene dado por

flxw) +wflyr)  fyr)

Tyl = Yk — Flan) + (5 = 2)f(gr) F(an)’ k=0,1,2,..., (2.24)

siendo

_ o fl=e)
Yr = f(@x)’ :

=0,1,2,...

Cuando k = 0, obtenemos el método de Ostrowski con el siguiente esquema iterativo (ver [36, 42]):

f (k) f(yr)

Th+1 = Yk — Flar) — 2f (o) ' n) k=0,1,2,..., (2.25)
donde
_ o fl=e) B
Yk = Tk Fan)’ k=0,1,2,...

El siguiente resultado enuncia el orden de convergencia del método de Ostrowski.

Teorema 2.2.5 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T € R de f. Supongamos que f'(x) es continua y no nula en T. Si una estimacidon inicial xo es
suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de Ostrowski (ver ecuacion
(2.25)) aprozima la raiz con orden de convergencia cuatro, siendo su ecuacion del error:

ers1 = (CF — CaC3) e + O (e}) - (2.26)

2.2.6. Meétodo de Chun escalar

El método de Chun, al igual que el de Ostrowski (2.23), es también un esquema multipunto y sin memoria,
v que usa al procedimiento de Newton-Raphson como predictor. Este también usa la primera derivada de la
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24 2.2. Algunos métodos iterativos clasicos

funcién no lineal, y su orden de convergencia es también cuatro (es un método 6ptimo). Este procedimiento
también pertenece a una familia uniparamétrica de métodos de King (ver [25, 36]). Cuando x = 2 en (2.22),
obtenemos el método de Chun con el siguiente esquema iterativo (ver [36]):

ey o — 10 27 w0) f(n)
! ) flan)

k=0,1,2,..., (2.27)
donde

_ 7f(90k)
e =T )

k=0,1,2,...
El siguiente resultado enuncia el orden de convergencia del método de Chun.

Teorema 2.2.6 Sea f: I CR — R una funcidn suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T € R de f. Supongamos que f'(x) es continua y no nula en T. Si una estimacion inicial xo es
suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de Chun (ver ecuacion
(2.27)) aproxzima la raiz con orden de convergencia cuatro, siendo su ecuacion del error:

erp1 = (5C3 — CoCs) e + O () - (2.28)

2.2.7. Meétodo de Steffensen escalar

El método de Steffensen, al igual que el de Newton-Raphson es de orden de convergencia cuadratico (es un
método 6ptimo) y sin memoria, pero con la ventaja de que es libre de derivadas. El esquema iterativo viene
dado por (ver [36, 42])

et = Tp — [f (@)
flog + f(zx)) — flog)’

k=0,1,2,... (2.29)
El siguiente resultado enuncia el orden de convergencia del método de Steffensen.

Teorema 2.2.7 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T € R de f. Si una estimacion inicial o es suficientemente cercana a T, entonces el orden de
convergencia local del método de Steffensen (ver ecuacion (2.29)) aproxima la raiz con orden de convergencia
dos, siendo su ecuacion del error:

1 = (1+ f/(&)) Caej + O (€}) - (2.30)

2.2.8. Meétodo de la Secante escalar

El método de la Secante, al igual que el de Steffensen es un procedimiento libre de derivadas pero con
memoria, y con orden de convergencia superlineal (no es un método 6ptimo). El esquema iterativo viene
dado por (ver [36, 42])

(zg — 2p—1)f(7r)

flaw) = flap-1)’

Tt = Tp — k=0,1,2,... (2.31)

El siguiente resultado enuncia el orden de convergencia del método de la Secante.
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Teorema 2.2.8 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T € R de f. Si las estimaciones iniciales xg y x_1 son suficientemente cercanas a T, entonces el
orden de convergencia local del método de la Secante (ver ecuacion (2.81) aprozima la raiz con orden de
convergencia 1.618, siendo su ecuacion del error:

ery1 = Coerer—1+ O (exei_y) . (2.32)

2

Usando el Teorema 2.1.1, el polinomio caracteristico que se obtiene es s° —s—1 =0, cuya unica raiz positiva

es s ~ 1.618.

2.3. Calculo fraccionario y planos de convergencia/estabilidad

En esta seccién, primero vamos a introducir algunas funciones especiales del célculo fraccionario, como la
funcion Gamma y la funcion de Mittag-Leffler [2]. También se va a tratar el concepto de derivada fraccionaria,
en algunas de sus variantes que se utilizardn mas adelante en la memoria: derivada fraccionaria de Caputo y
de Riemann-Liouville [7, 33, 37|, y derivada fraccionaria conformable [1, 23]. Incluiremos también las series
de Taylor fraccionarias que usaremos [1, 7, 22, 32], el teorema generalizado del binomio [19] y el coeficiente
binomial fraccionario [2]. También introduciremos el concepto de producto/potencia de Hadamard, necesario
para el método de Newton-Raphson vectorial fraccionario que veremos en esta memoria [20]. Por ultimo,
trataremos algunos conceptos de la dinamica discreta real, donde el foco de atencion estard en los planos
de convergencia [29], los cuales seran una de las principales herramientas en los siguientes capitulos para
analizar la dependencia de la convergencia de los métodos de la estimacién inicial empleada.

2.3.1. Algunas funciones especiales

Una funcién especial es una generalizacién de una o més funciones elementales. A continuacién presentamos
la funcién Gamma y la de Mittag-Leffler.

La funcion Gamma es una generalizacién de la funcién factorial al plano complejo. Para todo z €
C\{0,-1,-2,...}, la funcion Gamma, denotada por I'(z), se define como

/ t*~tetdt, si Re(z) >0,
r(z)=14{"" (2.33)

I(z+1
Le+1) si Re(2) <0, 2#0,—1,-2,...
V4

En esta memoria usaremos la funcion Gamma restringida al conjunto de los nameros reales. Algunas pro-
piedades de ésta son [2]

P(n)=(n-1!, neN, (2.34)

I'(z+1) = 2I'(2), (2.35)

I'(1/2) = /. (2.36)

En la Figura 2.1 se puede ver la grafica de la funcion Gamma (ver fichero MATLAB en el Anexo A.3).

La funcién de Mittag-Leffler, denotada por E,(z), es una generalizacién de algunas funciones trascendentes
(exponencial, trigonomeétricas, etc.). Esta funcién depende de un parametro real u, y se define como

k

z
— 0 R C. 2.37
Tk M0 HER z€ (2.37)

Eu(z) = Z
k=

0
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26 2.3. Calculo fraccionario y planos de convergencia/estabilidad

Figura 2.1: Funcion Gamma para valores reales de z

Esta funcion generalizada para dos parametros, 11 y o, denotada por E, ,(z), se define como

oo k

z
Epo(2)=Y =, pmo>0, pock, zeC. 2.38
1,0 (%) 2 Tk +0) p,o0>0, noeR, ze€ (2.38)

Observacion 2.3.1 La funcién de Mittag-Leffler también se denota por E,, 1(2), es decir, es un caso par-
ticular de la ecuacion (2.38) cuando o = 1.

Algunas propiedades de la funcién de Mittag-Leffler son [2]

Bo(z) =Y 2 = % 2] < 1, (2.39)
k=o

Ei(2) = kZ:O i e, (2.40)

By (—2%) = cos(z). (2.41)

En la Figura 2.2 se pueden ver las graficas de la funcion de Mittag-Leffler para p = 1,1.5,2 (ver fichero
MATLAB en el Anexo A.4).
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E,(z)

Figura 2.2: Funcion de Mittag-Leffler para valores reales de z

2.3.2. Operadores fraccionarios

Un operador fraccionario, D*f(t),u € R, sera llamado operador fraccionario diferencial o integral si cumple
con las siguientes condiciones [18, 21, 43]:

mn

d
Es decir, si u = n € N, coincide con la n-ésima derivada clésica.

2. D*”f(t)://~~/f(t)dtdt~~dt, neN.

n veces
Es decir, si u = n € N, coincide con la n-ésima integral clasica.

3. DOF(t) = £(1).

Es decir, si u = 0, coincide con la propia funcién, al igual que en el célculo clésico.

4. D¥[DVf(t)] = D"t f(t), wu,v €R.
Es decir, cumple con la propiedad de semigrupo de los operadores integrodiferenciales fraccionarios.
Esto significa que el operador D es conmutativo y aditivo.

Una vez establecidas las condiciones de un operador fraccionario, el operador de Riemann-Liouville, o deri-
vada fraccionaria de Riemann-Liouville se define como:

Definicion 2.3.1 Sean a > 0, «, a, t € R, entonces

1 am [t
/(tf(T)dT7 m—-—1<a<meN,
a

DY f — mdtim —7')01+17m
e (2.42)
- -
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28 2.3. Calculo fraccionario y planos de convergencia/estabilidad

es la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden «, centrada en a, a < ¢, y I' es la funcion Gamma.
El siguiente resultado nos proporciona el desarrollo en serie de Taylor de una funcion f utilizando derivadas
fraccionarias de este tipo.

Teorema 2.3.1 ([22]) Asumamos que la fucion continua f : R — R tiene derivadas fraccionarias de orden
ko, para cualquier entero positivo k y cualquier o, 0 < o < 1, entonces se cumple la siguiente igualdad,

o0

f(z+h)= ZF D) DE f(x), (2.43)
k=0

donde Dg‘ff(x) es la derivada de Riemann-Liouville de orden ak de f(z).

A continuacién definimos el operador diferencial de Caputo, o la derivada fraccionaria de Caputo, denotada
por D%, f(t):

Definicion 2.3.2 Sean o > 0, «, a, t € R, entonces

L e,
atl_m T @ ¢ N’
e ft) = 4 10T / (t=m)er (2.44)

- f (1), a=m e NU{0},

es la derivada fraccionaria de Caputo de orden «, centrada en a, a < t, y I' es la funciéon Gamma. Para los
propositos de esta memoria usaremos m = 1 y a = 0 (tanto para la derivada de Riemann-Liouville, como
para la de Caputo). El siguiente resultado nos proporciona el desarrollo en serie de Taylor de una funcién f
utilizando derivadas fraccionarias de este tipo.

Teorema 2.3.2 ([7, 32]) Supongamos que cD] Tf(x) € C([a,b]) para j = 1,2,...,n+ 1 donde o € (0,1],
entonces tenemos

B n i (l‘ _ a)z'a (n+1)a (x _ a)(n+1)a
= ZCDa+f(a)m +eDT f(f)mv (2.45)

con a < & <z, para todo x € (a,b] donde cDI'* = ¢DS - DS ---cD (n veces).
Algunas propiedades de las derivadas de Riemann-Liouville y de Caputo se resumen a continuacion:

(1) cD>f(t) # D*f(t) (éstas no coinciden)
(1) ¢D*K =0, donde K es una constante

(1) D*K # 0, donde K es una constante

)
)
)
(tv) eD*(Af(t) + g(t)) = AeD*f(t) + cD%g(t) (linealidad)

(V) D¥(Mf(t)+g(t)) = AD>f(t) + D¥g(t) (linealidad)

(V1) ¢DYeD? f(t) = ¢D" TV f(t) = eDV T f(t) = ¢cDeD" f(t) (conmutatividad)
(vit) DUDV f(t) = DtV f(t) = DVT“f(t) = D*D“f(t) (conmutatividad)
(virr) eD“DVf(t) # DVeD*f(t) (no conmutan entre si)
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tkfoz

NCESESEANC)

(1x) eD° f(t) = D* f(t) -

>
Il

0

En la Tabla 2.1 se resumen las derivadas fraccionarias de algunas funciones basicas:

I D (1) | oy |
K
K (constante) 0 mt*a
r 1
tP Mtﬁa, m—1l<a<m,peR Igual a ¢cD“t?P
e AT a1 (M) Igual a cDeM
1
sin At —ii(i)\)mtm*"‘ (B1m—a+1(At) — (=1)™E1 m—at1(—iAt)) | Igual a ¢cD*sin At
1
cos At gi(i)\)mtm_‘x (E1m—a+10At) + (=1)™E1 m—at1(—iAt)) | Igual a cD* cos At

Tabla 2.1: Comparacién entre algunas derivadas de Caputo y Riemann-Liouville

Observacion 2.3.2 En la Propiedad (1X) se puede ver que cuando f(t) = K, cD*K se anula debido a que

K
DK = ——t7“.
I'(l—a«)

La derivada fraccionaria conformable es la definicién mas natural de derivadas fraccionarias. Esta no requiere
la evaluacion de funciones especiales (como la funcién Gamma o de Mittag-Leffler), lo cual implica un bajo
coste computacional comparado con las derivadas de Riemann-Liouville o de Caputo. A continuacion se
muestra una definiciéon de ésta, denotada como (T f)(x).

Definicién 2.3.3 La derivada fraccionaria conformable por la izquierda (ver [1, 23]) centrada en a de una
funcion f : [a,00) = R de orden o € (0,1], a,a,x € R, a < z, es definida como

(T2 F)(x) = lim LEFE@ =T — f(@)

e—0 e

(2.46)

Si este limite existe, se dice que f es a-diferenciable. Ademas, si f es diferenciable, entonces (T f)(z) =
(x —a)l=f'(z). Si f es a-diferenciable en (a,b), para algin b € R, (T%f)(a) = ll'm+ (T2 f)(x).
r—a
La derivada fraccionaria conformable preserva la propiedad de derivadas no fraccionarias, 72C = 0, siendo
C una constante. El siguiente resultado proporciona una serie de Taylor de f(z) con derivada fraccionaria
conformable.

Teorema 2.3.3 ([1]) Sea f(x) una funcion infinitamente a-diferenciable para o € (0,1], en el entorno de
xo con derivada conformable centrada en xy. La serie de potencias conformable para f(x) es:

> (Txo £)(k) _ ka
f(@) = z el (ogf:/l);x ro) , xo<z<m+RY*R>0, (2.47)
k=0 ’

donde (T% f)*)(x0) es la derivada fraccionaria conformable aplicada k veces.

En (2.47), el punto donde se centra la derivada conformable y se evalta la misma es z(; sin embargo, es
posible definir una serie de Taylor para f(x), donde las derivadas conformables estan centradas en un punto
diferente de el punto en el que son evaluadas, lo que es mas conveniente para nuestros propositos.
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Teorema 2.3.4 ([40]) Sea f una funcion infinitamente «-diferenciable para o € (0, 1], en el entorno de b
con derivada conformable centrada en a. La serie de potencias conformable para f(z) es:

T2f)(b)61  (T2f) P (b)d
flx) = f(b)+ (T2 )(b) + (Ta)) 2( )02 + Ro(x,b,a), (2.48)
« 2a
siendo 6 = H® — L, §o = H>* — [?>* —2L%6;, ..., yH=2—a, L=b—a.

Es facil probar que do = 07, 83 = &3, etc. Por tanto, la serie de Tayor (2.48) se puede escribir como

(TSf)(b)6y | (Taf)P(b)o}
o + 2002

f(z)=f(b)+ + Ro(z,b,a), (2.49)

En [6] se puede encontrar una definicién de derivada parcial conformable como se muestra a continuacion:

Definicion 2.3.4 Sea f : R™ — R wuna funcion en n variables, x1,...,x,, la derivada parcial conformable
de f de orden o € (0,1] en x; > a = 0 es definida como:

% e m e T w) = fr, )
wf(mlvaxn)*ll_ﬁ% € .

(2.50)

Maés adelante se vera que a puede ser considerado no nulo.

Utilizando la definicion previa de derivada parcial conformable, en [6] también es definida la matriz Jacobiana
conformable como:

Definicion 2.3.5 Sean f, g funciones en dos variables, x ey, y sus respectivas derivadas parciales existen
y son continuas, donde x > ay e y > ag, siendo a = (a1,a2) = (0,0) = 0, entonces la matriz Jacobiana
conformable estd dada por:

oaf o5f 1-a0F 1, 0f
oz y> Yo Y oy
T Y _ T Y
%o o | | pads 09| (251)
dr>  Jy* or oy

Esto se puede extender directamente a dimensiones superiores, y como se verd mas adelante, a puede ser
considerado no nulo.

2.3.3. Teorema del binomio y coeficiente binomial generalizados

El teorema del binomio de Newton para una potencia (z + y)", z,y € R, n € N, se puede generalizar para
una potencia [19]

J’_
3

(z+y)" = (;) " Fyk ke {0}UN, r € R, (2.52)

>
Il
o

donde (k) es el coeficiente binomial fraccionario, el cual es una generalizacién del coeficiente binomial

clasico (Z) Este se define en [2] como
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Ny Tr+1)
(k) CkT(r—k+1) (2:53)

donde r e Ry k € {0} UN. Notemos que en el caso clasicor =n € N,y I'(n+ 1) = nl.

2.3.4. Producto/potencia de Hadamard

Otro concepto que utilizaremos es el producto de Hadamard [20]:

Definicién 2.3.6 Sean A = (aij)mxn Y B = (bij)mxn matrices de m x n. El producto de Hadamard se
define como A ® B = (ai;bij)mxn-

Observacion 2.3.3 Un concepto andlogo al producto de Hadamard es la potencia de Hadamard, donde
A" =AOA®---O A, siendo r € R.
—_—

T veces

2.3.5. Planos de convergencia

Los planos de convergencia son una herramienta de la dindmica real que nos permite estudiar la dependencia,
en términos de convergencia, de un método iterativo (que depende de un solo parametro) a las estimaciones
iniciales (véase [29]).

Un plano de convergencia asocia cada punto del plano con una estimacién inicial y un valor del parametro.
Este se construye considerando los valores de las estimaciones iniciales en el eje horizontal, y los valores del
parametro en el eje vertical. Cada punto del mallado corresponde, por tanto, a un método concreto de la
familia paramétrica de métodos iterativos y a la estimacion inicial con el que se itera dicho esquema. Se le
asigna el color negro si dicho método no converge a la solucién del problema en un maximo de iteraciones,
y otros colores en funcién de la soluciéon a la que haya convergido.

Para estudiar la estabilidad de los métodos que se proponen en esta memoria usaremos los planos de conver-
gencia. Como ejemplo, veamos la construccion de un plano de convergencia con el uso del método de Traub
(2.22), pero con un pardmetro 0 € (0, 1] en el esquema, como se muestra a continuacion:

f(yk)
=y —0 k=0,1,2,... 2.54
Th+1 Yk f/(mk)’ y Ly &y 9 ( )
donde
fay)
=z — k=0,1,2,...
Yk T f/(xk>7 ]
Consideremos el problema f(x) = 2 — 1 = 0, cuyas raices son #; = —1 y & = 1. El correspondiente plano

de convergencia se muestra en la Figura 2.3 (ver fichero MATLAB en el Anexo A.5):
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32 2.3. Calculo fraccionario y planos de convergencia/estabilidad

Figura 2.3: Método de Traub paramétrico

En la Figura 2.3 se pueden observar los pares ordenados (xg, ) que convergieron a Z; (en verde) y a T (en
rojo).

Hemos visto los conceptos teodricos, los métodos clasicos que se trabajan en esta memoria, y las herramientas
del célculos fraccionario sobre los que nos apoyaremos para el diseno de nuevos métodos fraccionarios.

En el siguiente capitulo, veremos las variantes fraccionarias de tipo Newton-Raphson escalares que se han
disenado hasta el momento, haremos el anélisis de convergencia de cada uno, y estudiaremos la estabilidad
de dichos métodos.
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Capitulo 3

Métodos 1terativos fraccionarios escalares de
tipo Newton-Raphson

“Algtin matematico dijo que el verdadero
placer no reside en el descubrimiento de la
verdad, sino en su btusqueda”

Leo Tolstoy (1828 - 1910)

En este capitulo se tratan los primeros métodos iterativos de tipo Newton-Raphson con derivadas fracciona-
rias desarrollados en [3, 8]. También se presenta el diseno, anélisis de convergencia y estudio de la estabilidad
de nuevas variantes fraccionarias de tipo Newton-Raphson con derivadas de Caputo, Riemann-Liouville y
conformable!:? . Finalmente, se proponen variantes de tipo Newton-Raphson con derivada conformable de
orden de convergencia mayor a dos® .

3.1. Estado del arte

Estamos aproximando la solucién Z € R de la ecuacion no lineal f(z) =0 con f: I CR — R. La resoluciéon
de problemas no lineales por medio de métodos con derivadas fraccionarias (o métodos fraccionarios) es
una linea de investigacién relativamente nueva. Una primera variante del esquema de Newton-Raphson con
derivada fraccionaria ha sido implementada en [8] con el procedimiento iterativo

flxr)

-—— k=0,1,2,..., 3.1
Dg+f($k) ( )

Tr4+1 = Tk

para 0 < a < 2, donde se sustituye la derivada de orden entero (la derivada clasica) por una de orden
fraccionario de Riemann-Liouville. D, es la derivada de Riemann-Liouville (2.42) de orden o y centrada
en cero, ry > 0, Vk. En dicho articulo se hacen pruebas numéricas con polinomios reales que sélo tienen
raices complejas, pero no se realiza un anélisis de convergencia de dicho método. Con pruebas numéricas, se

IResultados parciales de este capitulo forman parte del articulo Multipoint Fractional Iterative Methods with (2041)th-Order
of Convergence for Solving Nonlinear Problems publicado en Mathematics, MDPI [10], del Capitulo 5 del libro Fractional-Order
Modeling of Dynamic Systems with Application in Optimization, Signal Processing, and Control publicado en Academic Press,
Elsevier [38], y presentados en el congreso CEDYA CMA 2020, Gijon, Espafia

2Resultados parciales de este capitulo forman parte del articulo An optimal and low computational cost fractional Newton-
type method for solving nonlinear equations publicado en Applied Mathematics Letters, Elsevier [11], y presentados en los
congresos MME&HB 2021, Valencia, Espafia, e ICRAPAM 2021, Bodrum/Mugla, Turquia

3Los resultados de este capitulo forman parte del manuscrito On a new technique to genmerate optimal multipoint frac-
tional methods for solving nonlinear equations enviado para su posible publicaciéon a Journal of Mathematical Analysis and
Applications, Elsevier [13]
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busca mostrar que este esquema puede converger rapidamente a raices complejas de polinomios reales con
estimaciones iniciales reales, lo cual es una ventaja ante el procedimiento clasico de Newton-Raphson, el cual
por lo general no converge a raices complejas partiendo de una estimacion inicial real. Aunque estos autores
propusieron otras variantes de este mismo método, no se mencionan en esta memoria debido a que en estos
casos tampoco se proporciona el orden de convergencia de tales esquemas.

Otras variantes fraccionarias del procedimiento de Newton-Raphson han sido desarrolladas en [3] con los
métodos iterativos

f(ﬂfk)

Tpy1 =z — Do+ 1)m7
o+

k=0,1,2,..., (3.2)

donde cDg, es la derivada de Caputo (2.44) de orden « y centrada en cero, x3 > 0, Vk, y I' es la funcion
Gamma (2.33), la cual es un parametro amortiguador. Se prueba la convergencia de orden 2¢, siendo

o F2a+1) —T?(a+1)
LA 2(a+1)

C’QCAeiO‘ + 0 (eio‘) ,

D(a+1) eDJ$ f(z)
F(ja+1) cngf(aE)’

donde T (+) = (T'(-))™, CjCA —

f(fﬂk) k

KA R ou (e
0+

=0,1,2,..., (3.3)

donde D, es la derivada de Riemann-Liouville (2.42) de orden a y centrada en cero, x; > 0, Vk, y con
ecuacion del error

o I2a+1) —T?(a+1) o o
ek+1 = FZ(OK + 1) CQRLei + 0 (ez ) ’

D(a+1) DJ%f(z)
C(ja+1) Dy, f(z)’

siendo CJRL =

Se puede deducir de las respectivas ecuaciones del error que el orden de convergencia de estos métodos
depende del orden « de la derivada, el cual es 2« en cada caso. En estos esquemas se introduce a T'(a + 1)
como parametro de amortiguamiento, lo cual permite, con el uso del desarrollo en series de Taylor de orden
fraccionario (2.43) y (2.45), demostrar que el orden de convergencia es al menos 2a en cada caso. En estos
procedimientos se escoge a = 0, ya que sblo asi se puede obtener un orden de convergencia tedrico que
no sea lineal. Cuando a = 1, se obtiene el método clasico de Newton-Raphson, y también su respectiva
ecuacion del error clasica en cada caso. En [3] se hacen pruebas numéricas, se estudia la dependencia de
las estimaciones iniciales mediante la visualizacién de planos de convergencia, y se puede apreciar cémo
estos esquemas convergen a multiples raices con una misma estimacion inicial para 0 < o < 1. También se
puede ver que el procedimiento de Newton-Raphson con derivada de Caputo muestra mejores propiedades
numeéricas que con derivada de Riemann-Liouville en términos de amplitud de las cuencas de atraccién de
las raices.

En la siguiente seccion, presentamos el disefio y andlisis de convergencia de nuevas variantes fraccionarias de
tipo Newton-Raphson con derivadas de Caputo y Riemann-Liouville.
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3. Métodos iterativos fraccionarios escalares de tipo Newton-Raphson 37

3.2. Meétodos de tipo Newton-Raphson con derivadas de Caputo y
Riemann-Liouville

En [3] los autores desarrollaron dos esquemas de Newton-Raphson de orden 2q, en los cuales introdujeron
un pardmetro amortiguador y se sustituye la derivada clésica por las derivadas fraccionarias de Caputo y
Riemann-Liouville. A continuacién se muestra el disefio de nuevos métodos fraccionarios de tipo Newton-
Raphson de orden « + 1 con estas mismas derivadas, los cuales fueron publicados en la revista Mathematics
(ver [10]).

3.2.1. Deduccion de los métodos

Para construir una nueva versiéon del esquema de Newton-Raphson con derivada fraccionaria de Caputo,
usamos el desarrollo de Taylor (2.45) de la funcion no lineal cuya raiz estamos buscando. Sea f : R — R una
funcién continua que tiene derivadas fraccionarias de Caputo de orden o y 2a, 0 < a < 1, y centradas en
cero, x, > 0, Vk. Entonces, aplicando el Teorema 2.3.2, f(x) puede ser estimada con un polinomio de Taylor
de primer grado alrededor de la raiz z,

(z —2)"

) = 10 + D ) 2

= D, (7)o

Por lo tanto, el término x — T puede ser despejado como

T— TR <F(a+1)w‘g%>l/a,

N _ . _ @ FleN e e .
y se puede obtener una nueva estimaciéon x4 de Z, asumiendo x = x;, y cD§, f(Z) = cD§, f(xy), por medio

del esquema iterativo

1/
x
xk+1:xk_<r(a+l)d)‘];(fk()xk)> s k:07172,...
0+

Denotemos este procedimiento por NeCA. De manera analoga, pero usando el desarrollo de Taylor (2.43)
del Teorema 2.3.1, podemos deducir una version fraccionaria con derivada de Riemann-Liouville:

1/
xk+1=xk—<F(a+1)D({(;8k)> , k=0,1,2,...
0+

Denotemos este método por NeRL. Al igual que en los esquemas (3.2) y (3.3), escogemos a = 0, ya que
s6lo asi es posible obtener un orden de convergencia tebrico que no sea lineal. Cuando a = 1, se obtiene el
procedimiento clasico de Newton-Raphson en cada caso.

3.2.2. Analisis de convergencia

En el siguiente resultado se establecen las condiciones que aseguran la convergencia del método NeCA con
desarrollos de Taylor (véase (2.45)).

Teorema 3.2.1 Sea f: I CR — R una funcién con derivada fraccionaria de Caputo de orden ak, para todo
entero positivo k y para cualquier o € (0,1], en el intervalo I conteniendo el cero T de f(x). Supongamos
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38 3.2. Métodos de tipo Newton-Raphson con derivadas de Caputo y Riemann-Liouville

que cDg, f(x) es continua y no nula en T. Si una aprozimacion inicial xq es lo suficientemente cercana a 7,
entonces el orden de convergencia local del método de Newton-Raphson fraccionario con derivada de Caputo
(NeCA)

1/
Tptl = Tp — (F(a—l—l)cDJ;(%) , k=0,1,2,... (3.4)
0+

es al menos a+ 1, siendo 0 < a < 1, y la ecuacion del error es

. P2a+1)-T?*(a+1)
S al2(o + 1)

CCA a+1 +O( 2a+1) ,

D(a+1) D}t f(z)
P(ja+1) cDggf(g‘c)’

siendo (I'(-))" denotada por I'(-), donde ey =z — T y C§4 =
Vk.

j > 2, tal que xx > 0,

Demostraciéon. Por medio del Teorema 2.3.2, el desarrollo de Taylor de f(z) y su derivada de Caputo
cD§, f(xr) alrededor de Z pueden ser expresadas por

_ eDg f(T) CA 20 ca,
f(ﬂ?k)fm[ﬁrc e + 05l + 0 ()
y
eDY f(Z) I'2a+1) I'3a+1)
D — 0+ T 1 CA « CA 2a
DG f@n) = Tia gy N DT Tazn @ %+ faag @ o | TOE);
respectivamente, siendo
D(a+1) eDit f(2) .
cA — 9 > 2.
T TGa k) eDg f) M
De este modo,
f(@k) 1 (a+1) -T(2a+1) oA g2
= o - Cy%e;*+ 0 ,
cDg, f(rg)  Tla+ 1)ek Ba+1) +0 ()
de donde se obtiene
f(zr) P(a+1) -T(2a+1) oA g2
T(a+1 = e o :
@+ D) De fen ~ % T T2(a+1) G e + 0 (ei7)

Usando el Teorema generalizado del binomio (2.52) y el coeficiente binomial fraccionario (2.53),

fla) \Y* (. TXa+1)-T(2a+1) o te
(F(““)cD&f(xk)) - (* Pary e+l )>
INa+1 IM(a+1)-T2a+1 20 o
- fzra))e}“a ( J}?sz(l) Hoger +o ),

Universitat Politécnica de Valéncia
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1
Como I'(1/a+1) = al“(l/a) (ver propiedad (2.35)), y simplificando

CCA a—i—l + O( 2a+1) ]

ey Y, | Bt Keary
)

(F(a + 1)CD6X+f(1'k o2 (o +1)

Sean xp41 = e€xy1 + Ty T = e + T,

IF2a+1) — (T(a +1))?
al2(a+1)

ery1 +T=er +T —ep + c$4e L O (e ).

Por lo tanto,

F2a+1) —T?(a+1)
al2(a+1)

Chipl = CCA oz-‘rl —|—O( 2a+1)

Esto completa la prueba. O

Observacion 3.2.1 Hemos podido ver en la demostracion del Teorema 3.2.1 que es necesario introducir los
pardémetros T'(a+ 1) y 1/« para asegurar el orden de convergencia.

En el siguiente resultado se plantean las condiciones que aseguran la convergencia del procedimiento NeRL
de manera similar, pero usando el desarrollo de Taylor (2.43). En este caso se omite la prueba, ya que es
totalemte analoga a la demostraciéon del Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.2 Sea f: I CR — R una funcidn con derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden
ak, para todo entero positivo k y para cualquier o € (0,1], en el intervalo I conteniendo el cero T de f(x).
Supongamos que D, f(x) es continua y no nula en Z. Si una aprorimacion inicial o es lo suficientemente
cercana a ¥, entonces el orden de convergencia local del método de Newton-Raphson fraccionario con derivada
de Riemann—Liouville (NeRL)

1/
xk+1=xk—<F(a+1)M) , k=0,1,2,... (3.5)
ot/ &

es al menos a+ 1, siendo 0 < a < 1, y la ecuacion del error es

F2a+1)—T?*(a+1)
al?(a+1)

Chpl = CRL a+1 4 O( 2a+1) ,

T(a+1) DS f(@)
I(ja+1) DS, f(z)’

siendo (I'(-))" denotada por T™(-), donde ey =z — T y CJ =
Vk.

, J > 2, tal que xx > 0,

Corolario 3.2.1 Como consecuencia de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2, los métodos de tipo Newton-Raphson
fraccionarios NeCA y NeRL tienen orden de convergencia al menos lineal cuando o = 0, y cuadrdtico cuando
a = 1; éste iltimo coincide con el caso del esquema cldsico de Newton-Raphson.

Al igual que en los procedimientos (3.2) y (3.3), cuando a = 1 se obtiene la ecuacion del error del método
clasico de Newton-Raphson en las ecuaciones del error de los esquemas NeCA y NeRL.

En la siguiente seccion, presentamos el diseno y anélisis de convergencia de una nueva variante fraccionaria
de tipo Newton-Raphson con derivada conformable.
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3.3. Meétodo de tipo Newton-Raphson con derivada conformable

El uso de las derivadas de Caputo y Riemann-Liouville requieren la evalucacion de funciones especiales, como
la funciéon Gamma y/o la de Mittag-Leffler (2.37), cuyo célculo supone un alto coste computacional. En la
teoria, el orden de convergencia de NeCA y NeRL tiende a ser cuadratico cuando « = 1, pero en la practica,
el Orden de Convergencia Computacional Aproximado (ACOC, ver [17]) es lineal si a # 1. También, en estos
meétodos las derivadas deben estar centradas en cero para poder obterner un orden de convergencia deseado;
esto tampoco es una limitaciéon con el uso de derivadas conformables. A continuaciéon se presenta el disefio
de un nuevo esquema fraccionario de tipo Newton-Raphson de orden cuadrético con derivada conformable
que publicamos en la revista Applied Mathematics Letters (ver [11]).

3.3.1. Deduccion del método

Para obtener un procedimiento iterativo con derivada conformable (2.46), consideremos el desarrollo de
Taylor (2.49) de la funcién no lineal cuya raiz estaremos buscando. Sea f : R — R una funcién continua con
derivadas fraccionarias conformables aplicadas una y dos veces, 0 < o < 1, y centradas en a, a € R, a < z.
Entonces, aplicando el Teorema 2.3.4, f(z) puede ser estimada con un polinomio de Taylor de primer grado
alrededor de la raiz z,

(3.6)

Sabiendo que f(Z) =0,y 61 = H* — L, siendo H =2z —ay L =b—a (b= Z), (3.6) se puede escribir como

fay~ D@ e (3 aye.

«

Ahora, (Z — a)® se puede despejar como

Asi, de (Z — a)®, T queda despejada como

x%a—i—((m—a)a—a%)l/a.

Considerando los iterados z y xx4+1 como aproximaciones de la raiz T, se obtiene el método fraccionario
conformable de tipo Newton-Raphson:

1/«
/(@) )> k=012,

Tpy1 = a+ ((mk —a)* — QW

Denotemos este esquema por NeCO.

Observacion 3.3.1 Este es el primer procedimiento fraccionario éptimo de acuerdo a la conjetura de Kung
y Traub (ver [26]).
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3.3.2. Analisis de convergencia

En el siguiente resultado se establecen las condiciones que aseguran la convergencia del método NeCO con
desarrollos de Taylor.

Teorema 3.3.1 Sea f: 1 CR — R una funcidn suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T de f(x). Sea (T2 f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en a, de orden o, para
cualquier « € (0,1]. Supongamos que (T2 f)(z) es continua y no nula en T. Si una aprozimacion inicial xo es
lo suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de tipo Newton-Raphson
con derivada conformable (NeCO)

_ a f(zr) He _
xkﬂ—a—l—((ack—a) _a(Tgf)(xk)> , k=0,1,2,...

es al menos 2, siendo 0 < a <1, y la ecuacion del error es

ers1 = a(Z —a)* 10592 + 0 (e3),

1 (TehH9
co _
siendo C j'oﬂ T

para j > 2, tal que a < x, Vk.

(z)
z)

Demostracion. Usando la serie de Taylor (2.49) de f(x) en z en el entorno de Z, y considerando =y, = ep+7,
el desarrollo de f(xy) se puede expresar como

flxr) = (T2f)(@) [61 + CFO0F + CFO8] + O (ef)
(T3 f)(z) [((ek +2—a)* — (2 —a))+C5 ((ex +Z — a)* — (z — a)*)?

+ OO (ex+7—a) = (7 a))*] + O (ef),

1 (1)

co _ (
51endoC = Jlai-1 (Te f)(z

para j > 2.

z)
)
Usando el Teorema del binomio (2.52) y el coeficiente binomial (2.53),

f(xr)

(TN @) [(a@ = a)* Y er+ (5
(%(a —1)(a —2)(F — a)*3 + a*(a — 1)(T — a)2* 3050
+ F@—a)P* 3§ ed] + O (ef).

(0= 1)(@ - a)° 2+ a*(z - a)**2C§7)

_|_

Sabiendo que (T2 f)(x) = (x—a)' = f'(x), y usando de nuevo el Teorema del binomio y el coeficiente binomial
generalizados, el desarrollo de (T2 f)(xk) es

(Taf)xr) = (T3NH@) [(a+ (20°(F - a)* ' CFO) ex
+ (2a(a—1)(@—2)(F —a) 2+ a*(a—1)(7 —a)*2C5O + 303 (z — a)**2CFC

a2

- all—a)*)(z—a)2+ ?(a —1)(z - a)2> ei} +0(e}).
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El cociente ch% puede expandirse como
T — @ a (yla- D@ - 0" - ale - @08 ) 40 ()

y multiplicando por «, resulta

flxr)

7—04@_@04—16 laa_ f—aa_z—azi‘—am_Q CcO 62 63
"G~ 0@ et (et E ) (@ - ape 250 ) 0 ().

Restando esta expresion a (z — a)®, se tiene

flxx)
(Taf)(zx)

(zp — a)* — = (Z—a)*+ (@ —a)?*7205%3% + 0 (e}) .

De nuevo, usando el Teorema del binomio y el coeficiente binomial generalizados, se obtiene

z 1/«
((ack —a)® — a(Tg})]E;k)> =F—a+a(T—a)*1C5% +0 (ei) .

Por lo tanto,

1/«
S(@) )> =7+ a(@—a)* 'C{%; + 0 (c}) .

ot (@’“ ~ ) O )

Sea rpy1 =epy1 + T,

eri1 +T=7+a(@—a) 0% 4+ 0 (e}) -

Finalmente, la ecuacion del error es

err1 = 0oz —a)* T CF 0% + O (ef).- (3.7)

Esto completa la prueba del orden cuadratico del método con independencia del orden de la derivada con-
formable. O

Observacién 3.3.2 Se puede mostrar que con las reglas del producto y la cadena establecidas en [1], la
constante de error asintética de la ecuacion del error (3.7) se puede expresar como

ai—aafl cOo _ ajiaafli(Tgf)(Q)(j)
ot = e e )
_ a@-a)e! [o: — )P0 f1(F) + (1 — a)(F — a) 2 (7)
2a (@—a) @)
L@  1-a
- Q[f’(f)+ffa]
- c2+%;:j, (3.8)
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1 U (z
donde C; = 7f y (_a:)

it f(z)
clasica (los procedimientos cldsicos). En este caso, j = 2.

para j > 2, siendo esta la constante de error asintdtica de los esquemas con derivada

Por tanto, como consecuencia del Teorema 3.3.1 y la observacion 3.3.2, en el siguiente resultado se plantean, de
forma alternativa, las condiciones que aseguran la convergencia del método NeCO, pero ahora con desarrollos
de Taylor usando la serie con derivadas enteras clasica (2.10).

Corolario 3.3.1 Sea f: I C R — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I conteniendo
un cero T de f(x). Sea (T2 f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en a, de orden o, para
cualquier o € (0, 1]. Supongamos que (T2 f)(z) es continua y no nula en T. Si una aproximacion inicial xy es
lo suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de tipo Newton-Raphson
con derivada conformable (NeCO)

=a T —aa_aM te _
Tpi1 = +<( k ) (Tgf)(a:k)) , k=0,1,2,... (3.9)

es al menos 2, siendo 0 < a <1, y la ecuacion del error es

f(j)(j)

donde C] = W

, para j > 2, tal que a < zy, Vk.

Demostracion. Usando la serie de Taylor (2.10) de f(x) en 2, en el entorno de Z, y considerando zj, = ex+7,
el desarrollo de f(xy) se puede expresar como

flax) = f'(2) [ex + Cac} + Cael] + 0 ().

) f9)(z) _
siendo C; = = —, para j > 2.
RLAG)
Sabiendo que (T2f)(z) = (z — a)!=*f'(x), y usando el Teorema del binomio y el coeficiente binomial

generalizados, el desarrollo de (T2 f)(xy) es
(Taf)ar) = f@[@-a) "+ (1-a)(@—a)™ +2(Z - a)' ""Ca) ex
+ (;a(a C(F—a) 0 4 2(1 — )(F — a)"Ch + 3(F — a)l—ac?,> ei] LO(e).

f(xx)
(Taf)(zx)

El cociente se calcula como

M_f_aa_le a—)zZ—a)* %= (z—a)* ! e2 e
e oy = (= @t (= (@~ @) = (@ - 0)" 7 C) 40 (e}).

y multiplicando por «, se obtiene

a(T{:;Q;IZik) =a(Z—a)* tep +a (a=1)(z - a)*? —(z — a)a_lcg) e +0 (62) .
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Sustrayendo esta expresion a (zp — a)®, resulta

O‘—aif(xk) =(zZ—-a)+al(@—a)>? E —a)(z—a)*"?) el e
(1, — a) (Tgf)(ﬂfk)_< )+ <( ) C2+2(1 )( ) )k+0(2)

Usando de nuevo el Teorema del binomio y el coeficiente binomial generalizados,

((xk—a)a—a%)l/a =T—a+ (C’g%-;i:Z) ep + O (e}) .

Por tanto,

a+ ((zka)aa%>l/a =Z+ (C’ng;i_Z) ez +0 (e}).

Sea rpy1 = epy1 + T,

11—«
8k+1+$=$+<02+ >6i+0(€i).

2z —a
Finalmente,
11-a) , 3
Ck+1 = (CQ + 2M> €k + O (ek) . (310)
Esto completa la prueba. O

Observacién 3.3.3 De acuerdo con la Observacion 3.3.2 y las ecuaciones del error (3.7) y (3.10), se
concluye que las ecuaciones del error obtenidas con las series de Taylor (2.49) y (2.10) son equivalentes.

En ambas ecuaciones del error, (3.7) y (3.10), cuando o = 1 se obtiene la ecuacion del error del esquema
clasico de Newton-Raphson, y en (3.9) se obtiene el procedimiento clasico de Newton-Raphson.

Observacion 3.3.4 Dado que el método NeCO y el de Newton-Raphson clisico tienen el mismo oden de
convergencia, se comprueba el Teorema 2.1.3.

En adelante, usaremos sélo los desarrollos de Taylor clasicos para realizar el andlisis de convergencia de todos
los procedimientos con derivadas conformables (o su aproximacién) que se presentan en esta memoria, con
excepcion de la version vectorial del método NeCO, el cual se vera en el siguiente capitulo.

En la siguiente seccion, presentamos el diseno y andlisis de convergencia de nuevas variantes de tipo Newton-
Raphson con derivadas de mayor orden.

3.4. Meétodos de tipo Newton-Raphson conformables de mayor or-
den

Para aumentar el orden de convergencia de un esquema iterativo en una unidad, la constante de error
asintotica de la ecuacion del error de dicho procedimiento debe anularse. Como ejemplo, consideremos el
método NeCO, en cuya ecuacién del error la constante de error asintética se anula si se cumple que
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_ la—1
T 2%—a’

Cy

A continuacién presentamos el disefio de tres esquemas fraccionarios basados en NeCO, dos de orden tres y
uno de orden cuatro.

3.4.1. Deduccion de los métodos

Antes de disenar cada procedimiento necesitamos la ecuacion del error (3.10) hasta orden cuatro. De forma
anéloga a como se procedi6é en la demostracion del Corolario 3.3.1, pero considerando mas términos en los
desarrollos de Taylor, la ecuacion del error de NeCO hasta orden cuatro es

Chr1 = (C2 + 2(1:2_(2)) e+ (203 -2C3 + (ai_illCQ + a ;(g)(o;)_g 2)> e
(1—-a)(502 -C3) (202> -5a+3)Cy (1 —a)(2a® —Ta+17)
+ (303 — 100y +4C5 + =5 =+ G SG oy >e§
+ Of(ep). (3.11)

Para el primer método, queremos encontrar el valor de a que anula el término que multiplica a ei en (3.11),
de modo que

a = 14+2(%—a)Cy
- 1+2(m—a);ff/((§))

_ (@)

P gy

Considerando a ay, y al iterado z como aproximaciones de « y de la raiz T, respectivamente,

f"(wk)
fan)’

ar =14 (zx —a) k=0,1,2,... (3.12)

Al sustituir el valor de ay, (3.12) en el esquema NeCO, obtenemos un nuevo procedimiento, el cual denota-
remos por NeL3:

f(l'k;) )1/0%
Tpy1 =a+ | (2 — @)™ — g ——F— , k=0,1,2,...,
o+ (o0 -l S
donde «y, esta definido en (3.12).

Para el segundo método, queremos encontrar el valor de a que anula el término que multiplica a ei en (3.11),
de modo que

12(1—a)f'(z)
2 f//(

/(@)
(@)

~

—~ 8|
a\_/

= I+ (l1-a)
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Considerando a ay, y al iterado z; como aproximaciones de a y de la raiz Z, respectivamente,

()

a = ot (-0 mey

k=0,1,2,... (3.13)

Al sustituir el valor de a (3.13) en el esquema NeCO, obtenemos un nuevo procedimiento, el cual denota-
remos por NeA3:

1/a
mk+1=ak+((3§k—ak)“—am> , k=0,1,2,...

donde ay, esta definido en (3.13).

Para el tercer método, queremos encontrar los valores de o y a que simultdneamente anulan los términos
que multiplican a €2 y e} en (3.11). Resolviendo dicho sistema no lineal para « y a, tenemos que

202
20% — 3C;

s
) ()
()75

)
(@)

TP @)

a = 1+

Considerando a ay, y al iterado zp como aproximaciones de « y de la raiz T, respectivamente,

B f”(l'k)z B
o =14 G ey, P 0b2e (3.14)
Y el valor de a es
_— g 02
“ T30, - 203
f"(@)
. 2/ (@)
@\ (@)
3<6f’(f)> 2<2f’(a‘:)>
(@)
_ f'(@)
@ (@)
f(z) <f@»
I CoYidc)
@) (z) — f(z)?
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3. Métodos iterativos fraccionarios escalares de tipo Newton-Raphson 47

Considerando a ay, y al iterado z; como aproximaciones de a y de la raiz Z, respectivamente,

S () f7 ()
fr(@e) " () — " (2r)?

ar = T + k=0,1,2,... (3.15)

Al sustituir los valores de . (3.14) y a (3.15) en el esquema NeCO, obtenemos un nuevo procedimiento, el
cual denotaremos por NeLA4:

f(xr) )1/%
T =ap+ | (2 —ap)®™ —ap—it— , k=0,1,2,...
k+1 k (( k k) k(Tg;f )n)

donde «ay y ai estan definidos en (3.14) y (3.15), respectivamente.

De esta forma, hemos diseniado esquemas punto a punto que mejoran el orden de convergencia del método
de partida NeCO.

3.4.2. Analisis de convergencia

En el siguiente resultado se establecen las condiciones que aseguran la convergencia del método NeL3.

Teorema 3.4.1 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T de f(x). Sea (T3, f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en a, de orden ay.
Supongamos que (TS, f)(x) es continua y no nula en T. Si una aprozimacion inicial xo es lo suficientemen-
te cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de tipo Newton-Raphson con derivada
conformable (NeL3)

1/,
xk+1a+((xka)akakm> , k=0,1,2,...,

siendo

f”(xk)
=1 — , k=0,1,2,...,
R (EY
es al menos 3, y la ecuacion del error es
1 C .
eke1 = 3 <20§ —3C5 — — _Z’a) ey + 0 (ep) (3.16)

f(j)(:f)

donde C] = W

, para j > 2, tal que a < zy, Vk.

Demostracion. Basta con sustituir « en la ecuacion del error (3.11) por el desarrollo de Taylor de ay
(3.12). Los desarrollos de Taylor de f/(zx) y f”(xk) en el entorno de la raiz Z se pueden expresar como

f(@) = f'(2) [+ 2Caer + 3Csef, + 4Cue}] + O (ey)
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f(xk) = f'(2) [2C5 + 6Csey, + 12Cue;] + O (e})

. . O (z) :
respectivamente, siendo C; = ————, para j > 2.
(@)
1
El desarrollo del cociente (@) se calcula como
f' (@)
f" (@) _ 2 3 2 3
Fler) ~ 2C5 + 2 (3C5 — 2C3) e + 2 (4C5 — 9C2C5 + 6Cy) e + O (€}) .
k
[ R) f" (k)
El producto (zy — a) Flen) =(Z—a+eg) Flan) resulta
1"
x
(2 — a) ‘;’((x:)) = 2(z—-a)Cy+2((z—a) (3C5 —2C3) + C2) ey,
+ 2((z —a) (4C5 — 9C2C3 + 6Cy) +3C5 — 2C3) e + O (e}) -
Por tanto,
f”(l'k) B B )
ap =1+ (z —a) Flan) = 1+2(z—a)C2+2((x —a) (3C3 —2C3) + C2) e

+ 2((z —a) (4C3 — 9C2C3 + 6Cy) + 3C5 — 2C3) € + O (e})

y sustituyendo « en (3.11) por el desarrollo de ay , tenemos la ecuacion del error

1
Crt1 =3 <2022 —3C53 — 702 ) ey + 0 (er).

r—a

Esto completa la prueba. O

Observacion 3.4.1 El esquema NeL3 no es éptimo, ya que obtenemos orden de convergencia tres con
1" (z) como una nueva evaluacion funcional.

En el siguiente resultado se plantean las condiciones que aseguran la convergencia del procedimiento NeA3.

Teorema 3.4.2 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T de f(x). Sea (T2 f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en ay, de orden
a, para cualquier o € (0,1). Supongamos que (T2 f)(x) es continua y no nula en T. Si una aprozimacion
inicial xo es lo suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de tipo
Newton-Raphson con derivada conformable (NeAS3)

flxp) 1/
_ oy k=0,1,2,...
Tk+1 = Ak + ((I'k ak) a(Tgkf)(l‘k,) ) 07 ) &y )
siendo
f' (k)
= 1-— =0,1,2,...
ar = g + ( a)f”(xk)’ k=0,1,2,...,
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es al menos 3, siendo 0 < a < 1, y la ecuacion del error es

2(2—-a)C3
Ck+1 = <3(1_L2 - C3> Ei + O (6%) 5 (317)

f(j)
JL ()

~—~
8l
S~—

donde C; = , para j > 2.

Demostracién. Basta con sustituir ¢ en la ecuacién del error (3.11) por el desarrollo de Taylor de ay, (3.13).
Los desarrollos de Taylor de f/(xx) y f”(zx) en el entorno de la raiz Z se pueden expresar como

f(@p) = f'(2) [L 4 2Caer + 3C3ef, + 4Cue}] + O (ey)

y
f”(xk) = f/(f) [QCQ + 6Cser + 12C46%] + 0 (ei) ,

f(j)(j

respectivamente, siendo C; = ~———=, para j > 2.
(@)

/
El cociente I(xy) se calcula como
[ (k)

f”(.%‘k) o 202

(@)
f”(:ckt)

2C3

! 1 3C 3 /3C2 - C2C5 —205C
I'(@y) <1 3>ek 2( 3 202;’ 24)6i+0(ei).

resulta

El producto (1 — «)

B 3Cs 3 305 — 0303 =200y , 3
(1 a)f”(xk) =20, +(1—-a) <1 2022) ek+§(1 a)( 3 e + 0 (ep) .

Por tanto,

flan) frla) __ 1-«a

e e A I B e
3 (1 - Oé)Cg) 3 3C§ — 02203 — 20204 2 3
+ (2—a—-—F— e +=(1—a) ep +0 (er).
< 2 C3 2 c3 b 0(ex)
Sustituyendo a en (3.11) por el desarrollo de aj, , tenemos
2(2—-a)C3

CL+1 = <3(122 - C3> eﬁ +0 (ei) )
donde o # 1.
Esto completa la prueba. (Il

Observacion 3.4.2 El método NeA3 tampoco es optimo, ya que obtenemos orden de convergencia tres con
1" (zx) como una nueva evaluacion funcional.
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50 3.4. Métodos de tipo Newton-Raphson conformables de mayor orden

Observacion 3.4.3 Ndtese que cuando o = 1 en el esquema NeAS8 obtenemos el método clasico de Newton-
Raphson, por lo que éste es de orden cuadrdtico en este caso.

En el siguiente resultado se establecen las condiciones que aseguran la convergencia del procedimiento NeLLA4.

Teorema 3.4.3 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T de f(x). Sea (T3* f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en ay, de orden
ay. Supongamos que (T3 f)(x) es continua y no nula en T. Si una aprovimacion inicial xo es lo suficiente-
mente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método de tipo Newton-Raphson con derivada
conformable (NeLAJ)

1/ay
$k+1=ak+<(ﬂck—ak)o"“—ak(ﬂmk))> , k=0,1,2,...,

Tox )@k
siendo
f/,(l'k)z
ap =1+ , k=0,1,2,...,
; S (@n)? = () S (k)
Y
S (@) f" (k)
W= P ) - P B
es al menos 4, y la ecuacion del error es
C3 4 5
epr1 =2 | C203 — 3? +2Cy ) e, +0 (ek) ,
2
) (7
donde C;j = m, para j > 2.

()

Demostracién. Basta con sustituir « y @ en la ecuacion del error (3.11) por los desarrollos de Taylor de
ag (3.14) y ax (3.15), respectivamente. Los desarrollos de Taylor de f'(zx), f”(zx) y f"'(xk) en el entorno
de la raiz  se pueden expresar como

f’(xk) = f/({f) [1 + 2C5ey, + 3C36£ + 4C46i + 5056ﬂ + 0 (62) ,

[ (@) = ['(2) [2C + 6Csey, + 12Cye;, + 20Cs€] + O (ey)

Yy
f’”(mk) = fl(i') [603 + 24Cyep + 60C56ﬂ + 0 (6%) ,
) (7
respectivamente, siendo C; = M, para j > 2.
Jf(z)

El desarrollo de los siguientes cocientes se calcula como:
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"
?/éjk; = 202 +2(3C5 —2C3) ex, +2 (4C35 — 9C2C5 + 6Cy) €},
k
+ 2(2403C5 —8C5 — 9C; — 16C2Cy + 10C5) € + O (e} ),

y

[ _ oo +12(2Cy — CoC3)ey, + 6 (4C3C3 — 3C5 — 8C2Cy + 10C5) ef + O (e})

7z =0bl3 4 2L3)€k 203 3 2Ly 5) €k €r) -
Asi,

1" 2
(]}/((;k))) = 4C3 +8C5 (3C3 — 203) ex, + 12 (4C5 — 1005C3 + 3C3 + 4C>C4) e + O (e}) -
k

Por lo que para oy, resulta

Gy S

_ f’(xk) . 2022 12C5 (C5C5 — 3C5 + 2C2Cy

wo= (f"(l‘k))Q j (f”’(xk)> BT BaoN ( (202 — 3C3)° ) o
f' (@) f' (k)

6 (27C4 + 16C3C, — 48C3C5Cy — 36CLC2CY + C4 (2005 — 6C3) + C2 (9CF + 48C2 — 30C5C5)) )
e
(2C2 — 3C5)° g
+ O(e}).

(f”(xk)>

_ f' (@) - Cy 6C2Cs — 4CE +9C2 — 120,04

ar = T+ (f///(-Tk)) B (fl/(xk))Q —$+30372C22 ( (2022_303)2 >€k
f'(@) (@

6 (2C3C5 +12C3Cy — 36C3C3Cy — 9C3Cy — 5C3 (3C3F — 2C5) + 3C5 (9C3 4+ 8CF — 5C3C5)) \
€
(202 — 3C3)° g
+ O(e}).

Sustituyendo a y a en (3.11) por los desarrollos de ay y ag, respectivamente, tenemos

3C?2
Ck4+1 = 2 <CQC — 03

=t +2C’4> e+ 0 (€}).
2

Esto completa la prueba. O

Observacion 3.4.4 Este esquema tampoco es optimo, ya que obtenemos orden de convergencia cuatro con
" (zk) y " (zx) como nuevas evaluaciones funcionales.

En la siguiente seccion, realizamos diversas pruebas numeéricas con algunas funciones no lineales. También
se analiza la dependencia a las estimaciones iniciales de dichos métodos con el uso de planos de convergencia
y/o planos dindmicos.
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3.5. Pruebas numéricas

Para obtener los resultados mostrados en esta secciéon, hemos utilizado Matlab R2020a con aritmética de
precisién doble, |f(zr+1)] < 1078 o |zgr1 — xx] < 1078 como criterios de parada, y un méximo de 500
iteraciones. Para el calculo de la funcion Gamma utilizamos el programa propuesto en [27] (ver fichero
MATLAB en Anexo A.1). Para la funcién de Mittag-Leffler utilizamos el programa proporcionado por
Igor Podlubny en MathWorks (ver fichero MATLAB en Anexo A.2). En cuanto a la precision de estas
funciones, la funcion Gamma.m del Anexo A.1 se calcula con 15 digitos de precision a lo largo del eje real
y 13 en otras partes de C, y la funciéon mlf.m del Anexo A.2 para calcular la funcion de Mittag-Leffler
tiene 9 cifras significativas de precision. La funcion Gamma y la de Mittag-Leffler sélo se calculan para los
métodos NeCA y NeRL, los cuales usan derivadas de Caputo y de Riemann-Liouville, respectivamente; la
derivada conformable no necesita que se evaltien estas funciones. También usamos el Orden de Convergencia
Computacional Aproximado (ACOC, por sus siglas en inglés)

ACOC = p = 10Uk = Tel/ 2k = 2ra])
In(lzg — zx—1|/|2h—1 — Th—2])’

k=2,3.4,...,

definido en [17], para verificar que el orden de convergencia tedrico también se conserva en la practica.

Vamos a probar cuatro funciones no lineales para hacer una comparacion entre los esquemas disefiados en este
capitulo (ver ficheros MATLAB en Anexos A.6 a A.11). Los procedimientos cuyo « € (0, 1] no se recalcula
en cada iteracion (NeCA, NeRL, NeCO y NeA3) se comparan con el método clasico de Newton-Raphson
(cuando o = 1). En el caso de los esquemas cuyo a no se recalcula en cada iteracion (NeCO, NeL3) se escoge
a = —10 para asegurar que a < xy, Vk; para los procedimientos NeCA y NeRL (con derivadas de Caputo
y Riemann-Liouville, respectivamente) a debe ser cero, ya que solo asi se puede demostrar la convergencia
en la teoria. Para cada funcion de prueba calcularemos, ademas de su respectiva derivada fraccionaria, sus
derivadas clésicas de orden uno, dos y tres, ya que seran necesarias para los métodos Nel.3, NeA3 y NelLA4.

En cada tabla mostramos los resultados obtenidos para cada funcién de prueba con una misma estimacion
inicial xg, con el uso de los seis esquemas disenados en este capitulo.

Nuestra primera funcién es fi(z) = —12.8425 —25.62° 4+ 16.5520* —2.212% +26.712% — 4.292 — 15.21, con raices
Z1 = 0.82366 + 0.24769i, To = 0.82366 — 0.24769i, T3 = —2.62297, T, = —0.584, T5 = —0.21705 + 0.999114

y Tg = —0.21705 — 0.99911¢. Las derivadas necesarias para esta funciéon son:
(7)) 6 re) - L) 4
DY = —1284——72 a8 _256——" 2" +16.55———a
eDo+f1(w) T(7—a)" T6-—a)” T OPTE—a)”
L) 5 F'B3) o re) -
—2.21——— g3 4 26,71 ———L g2 429" _pl-o
Ta-o)" T —a” re-—a)’
1 _
Dg: fi(z) = eDgi fr(z) — 15~21m$ “
fi(z) = —77.042% — 1282 + 66.22° — 6.63x2 + 53.42x — 4.29,
(z) = —385.2z% — 51223 4 198.622 — 13.26x + 53.42,
fi"(x) = —1540.82° — 153622 + 397.2¢ — 13.26,
(Taf)(z) = (z—a)'"fi(x).

En la Tabla 3.1 podemos ver que en los esquemas NeCA y NeRL el numero de iteraciones requerido es mayor
cuando « disminuye, y que p es lineal cuando « # 1; no se muestran resultados cuando éstos no convergen en
500 iteraciones. Podemos observar que en el procedimiento NeCO el ntimero de iteraciones puede ser igual
o menor que en el método clasico de Newton-Raphson (cuando o = 1), y que p se mantiene en el orden
teorico. También se puede ver que en el esquema NeA3, a pesar de que, en general, el nimero de iteraciones
requerido es mayor que en el procedimiento NeCO, p tiende a ser ctibico; aqui se observa que, cuando a = 1,
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Método NeCA Método NeRL
a || Z | |Alep)] | ok —ag] | dter P T | |filwksn)| | |zesr —wg| | dter | p
1 [z ] 436 %107 | 6.85x 107 13 [ 201 z4 | 436 x107 0 | 6.85 x 10—~ 13 | 2.01
09 || Z4 | 2.85x1076 | 9.79 x 1079 41 | 0.98 || Z3 | 8.02x107° | 8.16 x 107 37 | 0.98
08 || Z3 | 594x107% | 965x107° | 119 | 099 || Z5 | 1.80x107° | 9.92x 1077 | 122 | 0.99
0.7 || 21 | 1.10x107* | 9.95x 1072 | 401 | 1.00 || Z4 | 927 x 107> | 9.98 x 1079 | 354 | 1.00
0.6 | - - - >500 | - - - - >500 | -
0.5 || - - - >500 | - - - - >500 | -
04 | - - - >500 | - - - - >500 | -
03| - - - >500 | - - - - >500 | -
02| - - - >500 | - - - - >500 | -
01 | - - - >500 | - - - - >500 | -
Método NeCO Método NeA3
a || & | [flee)] | e —ae] | dter | p | Z | [fi(@esa)| | [Tk — x| | iter | p
1 Za | 436 x 10711 | 6.85 x 10~7 13 201 || Z4 | 436 x 1077 | 6.85 x 10—~ 13 2.01
09 || Z4 | 848 x 10719 | 3.02 x 1076 12 2.01 || Z4 | 3.55x 10715 | 1.02 x 10~° 7 2.92
0.8 || Z4 | 1.07 x 10714 | 2.01 x 1010 12 2.00 || Z3 | 3.91 x 10713 | 3.58 x 10~8 15 2.89
0.7 || Z4 | 1.69 x 10719 | 1.36 x 1076 10 | 1.99 || Zg | 5.33x 107 | 5351071 | 38 | 3.01
0.6 || Z, | 1.87 x 1071 | 452 x 1077 11 [ 2.01 | Z4 | 1.71 x 10713 | 873 x 10~ 22 | 3.37
05 || Z4 | 224 x 10713 | 4.17x 108 12 [ 2.00 | Z3 | 6.18 x 10713 | 6.70 x 10710 | 54 | 2.96
04 || Z4 | 1.17x 10713 | 2.52 x 1010 13 2.00 || Z3 | 3.91 x 10713 | 1.69 x 1077 31 2.91
03 || Z4 | 259 x 10712 | 1.66 x 107 13 201 || z4 | 1.03x 1079 | 1.88 x 10~ 19 | 3.57
02 || Z, | 1.10x 1079 | 3.49 x 106 13 | 202 | 3 | 4.02x107° | 818 x10°° 35 | 281
01| 4 | 6.54x 10713 | 5.03 x 1078 12 [ 2.00 || Z4 | 9.07x10710 | 1.94x107* | 168 | 3.53
Método NeL3 Método NeLA4
ar || T | [fileegen)| | |zeer —wk| | iter P T | |fileean)| | |zker — k| | dter | p
- [Tzs [413x1072 | 410x10°° 11 [ 289 [ z1 | 6.53x10~™ | 1.51x 10~ 3 4.00

Tabla 3.1: Resultados de los métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson escalares para fi(z), con estimacion

inicial o = 1

la convergencia es cuadratica, como se establece en la Observaciéon 3.4.3. En los métodos NeL3 y NeLLA44
se observa que se requieren menos iteraciones que en los demas esquemas, y que el orden es tres y cuatro,
respectivamente. En general, podemos ver que se puede obtener diferentes soluciones al variar el valor de «
para una misma estimacion inicial xg, y que es posible conseguir raices complejas partiendo de estimaciones

iniciales reales.

Nuestra segunda funcién es fo(z) = ix!® — 299 — 16, con raices 7, = 2.90807 — 4.24908i y Ty = —3.85126 +
1.74602i. Las derivadas necesarias para esta funcién son:

D o) = ir(g.(sf)a)ml'sa - r(li.(salf)a) 2o,
D, fo(x) = Dy fa(z) — 16ﬁx_a,

i) = 1.8iz%% — 092701,

fi(x) = 14427°% 4009271,

f(x) = —0.2882712 —0.099z7%!,
(Taf2)(x) = (z—a)' " fy(x).

En la Tabla 3.2 se puede notar que en los procedimientos NeCA y NeRL el nimero de iteraciones que se
requiere es mayor cuando « disminuye, y que p es lineal cuando a # 1; no se muestran resultados cuando
éstos no convergen en 500 iteraciones. También, en el método NeRL no se obtienen resultados para los
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Método NeCA Método NeRL
a || T |fol@r)| | [@rer —ap] | iter P z [fo(zii)| | [@rr —ap] | iter p
1 [z [330x107™ ] 263x107" 8 2.00 || z1 | 3.30x 107 | 2.63 x 10~ 8 2.00
09 || #1 | 341 x1077 | 854x1072 | 53 | 098 | 71| 3.18x1077 | 849x107° | 56 | 0.98
08 || Z1 | 321 x107% | 9.84x 1072 | 209 | 1.00 || Zo | 2.78 x 1076 | 9.74 x 1072 | 185 | 0.99
0.7 | - - - >500 | - - - - >500 | -
06 || - - - >500 | - - - - >500 | -
0.5 || - - - >500 | - - - - >500 | -
04 | - - - >500 | - - - - >500 | -
03| - - - >500 | - - - - - -
02| - - - >500 | - - - - - -
01| - - - >500 | - - - - - -
Método NeCO Método NeA3
o || & | |folwrs)| | [wrer—ap| | dter | p || @ | |fo(@rgr)| | [@ke1 —xk| | iter | p
1 [z [330x107™ | 2.63x 107 8 2.00 || z1 | 331 x107™ | 2.63 x 107 8 2.00
09 || 71 | 873x1079 | 1.27 x 10~ 8 2.00 || 71 | 7.16 x 10715 | 4.79 x 10~8 8 3.01
08 || 1 | 844 x107° | 1.22 x 104 9 2.00 || 71 | 2.22x 10715 | 2.36 x 107° 8 2.93
0.7 || 1 | 3.30 x 107 | 4.55 x 1079 12 | 200 | z; | 3.70 x 107° 0.003 7 2.46
0.6 || Zo | 3.66 x 10715 | 3.42 x 1079 11 [ 200 | Z | 7.16 x 10715 | 1.97 x 1077 8 2.89
0.5 || Zo | 1.64 x 1071 | 6.34 x 1076 8 2.00 || 71 | 3.11x 107 | 1.13x 1077 | 10 | 2.90
04 || Zo | 9.57 x 10715 | 2.12 x 1077 6 201 || 7 | 723 x 10715 | 2.63 x 107? 9 3.02
03 || Zo | 1.85 x 10714 | 4.65 x 10~° 6 2.00 || 71 | 4.96 x 10713 | 1.84 x 10~ 10 | 2.72
02 || Zo | 210 x 10719 | 2.33 x 10~° 5 1.99 || Zo | 7.12x 1071 | 459 x 1078 | 13 | 2.93
0.1 || Z2 | 1.07 x 1071 | 5.22 x 10~ 5 2.02 ||z | 7.89x 1071 | 1.97x107° | 13 | 3.34
Método NeL3 Método NeLA4
ar || | |fel@rs)| | |zrsr —ap] | dter | p T | |fe(mra)| | |weer —@x] | iter | p
- Zo | 5.44 x 10710 0.0021 4 276 || 71 | 1.07x 10°™ | 1.09 x 10~8 4 3.01

Tabla 3.2: Resultados de los métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson escalares para f2(z), con estimacion
inicial zg = 0.5

valores de @ = 0.3,0.2,0.1 debido a que éste converge a puntos que no son solucion de fo(z); esto sucede
porque a pesar de que |11 — x| < 1078, es decir, cumple con el criterio de parada, |f(zx41)| > 1078,
Se puede ver que en el esquema NeCO el nimero de iteraciones puede ser mayor, igual o menor que en el
procedimiento clasico de Newton-Raphson, y que p se mantiene en el orden teérico. También podemos ver
que en el método NeA3 el numero de iteraciones requerido en general es mayor que en el esquema NeCO, y
que p es cubico; de nuevo, cuando o = 1 p es cuadratico. En los procedimientos NeL3 y NeLLA44 se puede
observar que se requieren menos iteraciones que en los deméas métodos, y que p es tres en NeL3; el orden de
NeL A4 se comporta de manera cibica para esta estimacion inicial. En general, se puede ver que es posible
obtener diferentes soluciones al variar el valor de a para una misma estimacién inicial xg, y que se pueden
conseguir raices complejas partiendo de estimaciones iniciales reales.

Nuestra tercera funcion es f3(x) = e” — 1, con tunica raiz real Z; = 0. Las derivadas necesarias para esta
funcién son:

cDYs f3(x) = a'TYE o o(w),

Dgi fs(z) = cDgs f3(z) — F(ll a)ﬂfcﬂ
fi(@) = e
ffz) = e,
f'(z) = e,

(Tafs)(x) = (z—a)~f3().
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Método NeCA Método NeRL
a || T | [fs(@er1)| | |zesr — x| [ iter | p T | |fs(@ksr)| | |wrpr —@x] | iter | p
1 [z [222%x107 [ 208108 ] 6 [200] z1 | 222x10"™ | 2.08 x 10°° 6 2.00
09 || 71 | 435%x107° | 4.19x 1078 | 10 | 1.00 || - - - >500 | -
08 || 1 | 3.58x1079 | 1.66 x 10=8 | 13 | 1.00 || - - - >500 | -
07 || z1 | 294x107° | 870 x 1072 | 16 | 1.00 || - - - >500 | -
06 || z1 | 926x107° | 1.96 x 108 | 18 | 1.00 || - - - >500 | -
05| 1 | 966x107° | 1.55x 1078 | 21 | 1.00 || - - - >500 | -
04 | 1 | 556x107° | 7.07x 1072 | 25 | 1.00 || - - - >500 | -
03| 1 | 984 x107° | 1.01 x10~8 | 28 | 1.00 || - - - >500 | -
02| &3 | 1.09x107% | 9.21 x107° | 32 | 1.00 || - - - >500 | -
01| 1 | 957x107° | 6.68x 1072 | 37 | 1.00 || - - - >500 | -
Método NeCO Método NeA3
o || & | |fs@@re)| | [weer—ap| [ter | p || & | [fs(@re1)| | |@rgr —ap| | iter | p
1 || z; 0 208x1078% | 6 [ 200 z | 222x 10716 | 2.08 x 10~® 6 2.00
09 || Z; | 1.78 x 10715 | 2451078 | 6 | 200 || Z; | 1.23x 1079 | 9.05 x 10™* 4 2.70
08 || #1 | 35510715 | 287 x107"8 | 6 | 200 || z, | 1.65 x 1072 | 1.25 x 10~* 4 2.83
0.7 || 1 0 335x1078% | 6 | 200 || Z1 | 9.55 x 1071 | 2.57 x 107° 4 2.89
06 || #1 | 1.78 x 10715 | 391 x1078 | 6 | 2.00 || z; | 1.39 x 1077 | 6.67 x 1076 4 2.93
05 || 71 | 1.78 x 10715 | 454 x 1078 | 6 | 2.00 || 71 | 1.11 x 10716 | 2.05 x 106 4 2.95
04 || 4 0 528 x 1078 | 6 | 200 | z; | 278 x 10716 | 7.13 x 1077 4 2.96
03| #1 | 355x1071° | 6.12x1078 | 6 | 2.00 || 71 | 3.34 x 10716 | 2.74 x 1077 4 2.97
02| 1 | 3551071 | 7.07x1078 | 6 | 2.00 || Z; | 4.00 x 10716 | 1.14 x 1077 4 2.98
01| # | 533x1071° | 816 x1078 | 6 | 200 | z; | 1.24 x 10716 | 5.06 x 1078 4 2.99
Método NeL3 Método NeL A4
ap || & | [fs(@er)] | |zresr — x| [iter | p T | |fs(@rao)|l | |weer — @] | iter P
- Z 0 1.21x10° ] 3 [311] - - - - -

Tabla 3.3: Resultados de los métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson escalares para f3(z), con estimacion
inicial g = 1.5

En la Tabla 3.3 podemos observar que en el esquema NeCA el numero de iteraciones es mayor cuando «
disminuye, y que p es lineal cuando « # 1; en el procedimiento NeRL no se obtivieron resultados porque éste
no converge en 500 iteraciones para o # 1. Podemos ver que en el método NeCO el nimero de iteraciones
requerido iguala al del esquema de Newton-Raphson para cualquier «, y que p se mantiene en el orden
teorico. Se puede observar que en el procedimiento NeA3 el numero de iteraciones requerido es menor que
en el método NeCO, y que p es cubico; también, cuando o = 1, p es cuadratico. En el procedimiento NeL.3
se puede ver que se requieren menos iteraciones que en el método NeCO, y que p es tres. En el esquema
NeLA4 no se obtuvieron resultados debido a que f5(z) = f§(x) = f{’(x), lo cual provoca indeterminaciones

en ay (3.14) y ay (3.15).

Finalmente, nuestra cuarta funcion es fij(x) = sin 10z — 0.5x + 0.2, con raices reales &1 = —1.4523, 7o =
—1.3647, z3 = —0.87345, £, = —0.6857, T5 = —0.27949, g = —0.021219, Ty = 0.31824, g = 0.64036,
Tg = 0.91636, T19 = 1.3035, T11; = 1.5118, 1o = 1.9756 y T13 = 2.0977. Las derivadas necesarias para esta
funcion son:
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Método NeCA Método NeRL
a | = |fa(@ro)| | |wpe1 — @] | iter P T |fa(@rr)| | e — @] | iter | p
1 [[z12 | 1.94x 1070 | 7.01 x 1077 4 199 [ Z1o [ 1.94 x 107 | 7.01 x 10~ " 4 1.99
09 || 12 | 251 x1077 | 857x 1072 | 35 | 0.98 || Z12 | 2.56x 1077 | 8.74x107° | 35 | 0.98
08 || Z12 | 1.86x1076 | 9651072 | 125 | 0.99 || Z12 | 1.91 x 1076 | 9.91 x 1072 | 125 | 0.99
0.7 || Z12 | 1.06 x107° | 9.99 x 1072 | 426 | 1.00 || Z12 | 1.07x 107> | 9.96 x 1079 | 431 | 1.00
0.6 - - - =500 | - - - - =500 | -
0.5 - - - >500 | - - - - >500 | -
0.4 - - - >500 | - - - - >500 | -
0.3 - - - >500 | - - - - >500 | -
0.2 - - - >500 | - - - - >500 | -
0.1 - - - =500 | - - - - =500 | -
Método NeCO Método NeA3
o || & | [fa@ess)| | |@epr — k| | dter | p T | |fa@esr)| | @k —@e| | dter | p
1 [ 12 | 1.94x 107 | 7.01 x 107 4 1.99 || Z12 | 1.94 x 1071 | 7.01 x 10~ 7 4 1.99
09 || Z12 | 1.92 x 107 | 6.98 x 10~7 4 1.99 || Z12 | 2.78 x 10716 | 2.31 x 1078 4 2.80
0.8 || Z12 | 1.90 x 10~ | 6.96 x 1077 4 1.99 || Z12 | 2.78 x 10716 | 5.39 x 1078 4 2.92
0.7 || Z12 | 1.89 x 1071 | 6.93 x 1077 4 1.99 || Z1o | 2.78 x 10716 | 5.32 x 1078 4 3.14
0.6 || 12 | 1.87 x 1071 | 6.90 x 1077 4 1.99 || Z12 | 3.01x107° | 1.59 x 1074 3 7.91
0.5 || Z12 | 1.85 x 1071 | 6.87 x 1077 4 1.99 || Z12 | 8.16 x 10712 | 2.32 x 1075 3 4.38
04 || Z12 | 1.84 x 10711 | 6.85 x 1077 4 1.99 || Z12 | 4.60 x 10713 | 9.21 x 1076 3 3.93
03 || Z12 | 1.82x 107 | 6.82 x 1077 4 1.99 || Z12 | 6.80 x 1071 | 4.97 x 1076 3 3.74
02 || Z12 | 1.81 x 107 | 6.79 x 1077 4 1.99 || Z1o | 1.58 x 107!+ | 3.15 x 1076 3 3.63
0.1 || Z12 | 1.79 x 1071 | 6.76 x 1077 4 1.99 || Z12 | 3.61x 1071 | 2.20 x 1076 3 3.55
Método NeL3 Meétodo NeLA4
ag || T |fa(mrg )| | |wepn — @] | iter P T |fa(@rr )| | |wppn — @] | iter | p
- - - - - - Zig | 1.72x 10715 [ 1.15 x 10~ 3 4.33

Tabla 3.4: Resultados de los métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson escalares para fa(z), con estimacion

inicial zg = 2

= 527 (Bl o(10iz) + E1 o o(—10ix)) —

= DS fulz) + 0250

= 10cos10x — 0.5,

= —100sin 10z,
= —1000cos 10z,

= (z—a)' " fi(2).

-«

T

0.50(2)
re_—a)’

—Q

En la Tabla 3.4 podemos ver que en los procedimientos NeCA y NeRL el numero de iteraciones es mayor
cuando « disminuye, y que p es lineal cuando a # 1; no se muestran resultados cuando éstos no convergen
en 500 iteraciones. Se puede observar que en el método NeCO el nimero de iteraciones iguala al del esquema
de Newton-Raphson para cualquier «, y que p se mantiene en el orden tedrico. Se puede observar que en
el procedimiento NeA3 el numero de iteraciones que se requiere es menor que en el método NeCO cuando
a < 0.7,y que p puede ser mayor que tres; otra vez, cuando o = 1 p es cuadratico. El esquema NeL3 falla
debido a que el valor de x diverge al infinito. En el procedimiento NeLLA4 se puede notar que se requiere una
cantidad menor de iteraciones que en el método NeCO, y que p es aproximadamente cuatro.

En la siguiente subseccion, estudiamos la estabilidad de los esquemas fraccionarios de tipo Newton-Raphson
que se han puesto a prueba, y visualizamos la dependencia de cada esquema respecto a las estimaciones

iniciales.

Universitat Politécnica de Valéncia
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3.5.1. Estabilidad numeérica

Ahora, vamos a analizar la dependencia respecto a las estimaciones iniciales de los procedimientos disenados
en este capitulo utilizando los planos de convergencia definidos en [29] para los métodos NeCA, NeRL, NeCO
y NeA3 (ver ficheros MATLAB en Anexos A.12 a A.15), cuyo valor de « es fijo en cada iteracion. En estos
planos el eje de abscisas corresponde a la estimacion inicial xg, y el indice fraccionario a aparece en el eje
de las ordenadas. Se utiliza una malla de 400 x 400 puntos. Los puntos que no se representan en negro
corresponden a los pares de estimaciones iniciales y valores de o que convergen a una de las raices con
una tolerancia de 10~3. Diferentes colores significan convergencia a diferentes raices. Por lo tanto, cuando
un punto se representa en negro, esto muestra que no se encuentra ninguna raiz en un méaximo de 500
iteraciones. Ademas, para todos los planos de convergencia se calcula el porcentaje de pares convergentes
(20, @), con el fin de comparar la eficiencia de los esquemas.

-2 0 2 -2 0 2
g z)

(a) NeCA, 14.59 % de convergencia (b) NeRL, 15.46 % de convergencia

1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4

0.2 0.2

0 0

(¢) NeCO, 99.93 % de convergencia (d) NeA3, 99.76 % de convergencia

Figura 3.1: Planos de convergencia de métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson para f1(z)

En la Figura 3.1, notamos que los procedimientos NeCA y NeRL tienen porcentajes de convergencia de
alrededor de 15 %, mientras que los métodos NeCO y NeA3 alcanzan casi el 100 % de convergencia para las
mismas estimaciones iniciales y los mismos valores de «; en cada caso se converge a todas las raices.

En la Figura 3.2, observamos que los esquemas NeCA y NeRL tienen porcentajes de convergencia de alrededor
de 10 %, mientras que los métodos NeCO y NeA3 alcanzan casi el 100 % de convergencia; de nuevo, en cada
caso se converge a todas las raices.

En la Figura 3.3, vemos que los esquemas NeCA, NeCO y NeA3 tienen porcentajes de convergencia de
alrededor de 85 %, 73% y 60 %, respectivamente, mientras que el procedimiento NeRL casi no alcanza a
converger para las mismas estimaciones iniciales y los mismos valores de «. En el caso de NeCO y NeA3,
considerando que —10 < zg < 10, y a = —10, resaltamos que la estabilidad podria ser ligeramente mejorada
si escogemos a < —10.

En la Figura 3.4, podemos notar que los métodos NeCA y NeRL tienen porcentajes de convergencia de
alrededor de 10 %, mientras que los esquemas NeCO y NeA3 convergen alrededor de un 50 % y 43 %, respec-
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Figura 3.2: Planos de convergencia de métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson para fa(z)

«

Figura 3.3: Planos de convergencia de métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson para f3(z)
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(d) NeA3, 59.26 % de convergencia
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-5 0 5 -5 0 5

1
0.5 1iul

0.6
0.4 18

0.2

-5 0 5 -5 0 5

Zo Zg
(c) NeCO, 58.25% de convergencia (d) NeA3, 42.96 % de convergencia

Figura 3.4: Planos de convergencia de métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson para f4(z)

tivamente; de nuevo, en cada caso se converge a todas las raices.

Para visualizar la dependencia respecto a las estimaciones iniciales de los procedimientos NeL3 y NeLA4,
cuyo valor de « se recalcula en cada iteracién, utilizaremos planos dinamicos (ver ficheros MATLAB en
Anexos A.16 a A.18). Aunque el propdsito de esta memoria no es hacer un estudio dinamico de los métodos,
aprovecharemos para también observar como varian los planos dindmicos del esquema NeCO para diferentes
valores de «a. Estos planos se construyen considerando la parte real de la estimacion inicial zg en el eje
horizontal, y la parte imaginaria en el eje vertical. Como en los planos de convergencia, utilizamos una malla
de 400 x 400, tolerancia de 1073, y un maximo de 500 iteraciones. En estos casos se consideran polinomios
(reales o complejos) cuyas raices son conocidas, las cuales se representan como “cruces blancas” en cada
plano.

Nuestros polinomios con sus respectivas raices son:

=22—-1l,conz =—-1y %=1

)

2. pa(z) =23 —1,con 2 =1, 5 = —1/2 4+ (V/3/2)i y 23 = —1/2 — (v/3/2)i.
)
)

En general, se observa que con el método NeCO el tamafio de las cuencas de atraccion de las raices cambia
ligeramente de tamafio con respecto al caso clasico (cuando a = 1), sin zonas de no convergencia (zonas
negras) como consecuencia.

Por otro lado, se puede ver que con los esquemas NeL3 y NeLLA4 la tendencia es, en general, a converger a
una sola raiz; en el caso del procedimiento NeL.3 aparecen muchas zonas de no convergencia.
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-2 0 2 -2 0 2
Re Re
(a) NeCO, a =0.25 (b) NeCO, a=0.5

-2 0 2 -2 0 2
Re Re
(¢) NeCO, aa=0.75 (d) NeCO, =1

-2 0 2 -2 0 2
Re Re
(e) NeL3 (f) NeLA4

Figura 3.5: Planos dindmicos de métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson para p1(z)

En este capitulo, hemos visto el diseno, andlisis de convergencia y estudio de la estabilidad de diferentes
métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson escalares. Se ha observado que en los esquemas fraccionarios
es posible alcanzar un orden de convergencia teérico que iguala al del caso clasico; algunos con orden de
convergencia mayor que dos. En la practica, hemos notado que se puede converger en menos iteraciones que
en el caso clasico, y p puede ser ligeramente superior; también se ha observado, en general, que es posible
converger a raices complejas con estimaciones iniciales reales, y que se puede obtener una raiz diferente al
cambiar el valor del indice fraccionario . En el siguiente capitulo, vemos el diseno, analisis de convergencia
y estudio de la estabilidad de la versién vectorial del método NeCO.
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Re Re
(a) NeCO, o =0.25 (b) NeCO, a=0.5

Re Re
(¢) NeCO, a =0.75 (d) NeCO,a=1

Re Re
(e) NeL3 (f) NeLA4

Figura 3.6: Planos dinamicos de métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson para p2(z)
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-2 0 2 -2 0 2

Re Re
(a) NeCO, o =0.25 (b) NeCO, o =0.5

-2 0 2 -2 0 2

Re Re
(c) NeCO, aa=0.75 (d) NeCO, =1

-2 0 2 -2 0 2

Re Re
(e) NeL3 (f) NeLA4

Figura 3.7: Planos dinamicos de métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson para ps(z)
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Re Re
(a) NeCO, o =0.25 (b) NeCO, a=0.5

Re Re
(¢) NeCO, a =0.75 (d) NeCO,a=1

-2 0 2 -
Re Re
(e) NeL3 (f) NeLA4

Figura 3.8: Planos dinamicos de métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson para p4(z)
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Capitulo 4

Método iterativo fraccionario vectorial de tipo
Newton-Raphson

“Las matematicas son el arte de dar el mismo
nombre a diferentes cosas”

Henri Poincaré (1854 - 1912)

En este capitulo mostramos el disenio, andlisis de convergencia y estudio de la estabilidad de una variante
fraccionaria de tipo Newton-Raphson vectorial con matriz Jacobiana fraccionaria conformable! .

4.1. Estado del arte

Pretendemos estimar la solucion # € R” del sistema no lineal F(z) = 0, donde F : R* — R™, con funciones
coordenadas fi, ..., f,. En [41] podemos encontrar el trabajo de unos autores que trasladaron directamente
la expresion iterativa del método de Newton-Raphson clasico vectorial al caso fraccionario, donde numérica-
mente el orden s6lo se mantiene en el caso del esquema clasico de Newton-Raphson, y el orden de convergencia
tedrico no se demuestra. En esta seccion, utilizamos la propia notacion de los autores en [41], donde primero
definen el concepto de matriz Jacobiana fraccionaria de una funcién F' : Q C R™ — R™ como

F(@) = (05 fi(@)) , (4.1)
r €R™ a€R, jkeN, siendo
o o .
aj fk(x) = Wfk(m)v 1§]ak§n7 (42)
T

donde fy : R™ — R, y el operador 9%/ Ox§ denota cualquier derivada fraccionaria respecto a x;, es decir, una
derivada parcial fraccionaria, la cual satisface la siguiente condicion de continuidad con respecto al orden «
de la derivada

o 0
fi(@) = o,

lim
a—1 ax?

fe(z), 1<j,k<n. (4.3)

1Los resultados de este capitulo forman parte del articulo Generalized conformable fractional Newton-type method for
solving nonlinear systems publicado en Numerical Algorithms, Springer [12], y presentados en el congreso MME&HB 2022,
Valencia, Espana
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Por tanto, (4.1) satisface

lim F(z) = FW(z), (4.4)

a—1

donde F"(z) es la matriz Jacobiana clasica de F. Con (4.1), los autores disenan el esquema de tipo Newton-
Raphson fraccionario para sistemas

Tit1 = Ty — (F(a)(l‘l)) F(J?l), 1= O, 1, 2, ceey (45)

cuyo andlisis de convergencia no se proporciona. Para garantizar el orden de convergencia cuadratico del
procedimiento clasico de Newton-Raphson para sistemas, los autores definen la funcion

a, si|[F(z)]| =6y [lzf] #0,
ap(r) = (4.6)
L sif[F(z)]| <6 o |lz]| =0,

y sustituyen a « en (4.5) por (4.6), obteniendo el segundo método

-1
Tit+1 = Ty — (F((XF(T’))(JJZ)) F(J?l), 1= 0, 1, 2, ey (47)

donde la convergencia cuadratica esta garantizada solo si || F(z)|| < §, § € R, § > 0; obviamente, en este caso
ar(z) =1, por lo que se utiliza el esquema cléasico de Newton-Raphson para sistemas cuando ||F(z)|| < 4.

Para las pruebas numéricas en [41], los autores utilizan —2 < a < 2, @ # —1, 0, 1 para probar algunos sistemas
no lineales de 2 x 2 y 3 x 3, y se puede observar que estos procedimientos pueden converger a diferentes
raices con una misma estimacién inicial al variar el valor de a;, aunque con velocidad de convergencia lineal.

Aunque los autores en [41] proponen més variantes fraccionarias de tipo Newton-Raphson para sistemas,
asegurando tener orden de convergencia al menos lineal, no se mencionan en esta memoria porque para
ninguno de estos métodos se realiza un analisis de convergencia, al igual que con (4.5) y (4.7).

En la siguiente seccion, presentamos los conceptos y resultados que fueron necesarios para disenar la version
vectorial del esquema NeCO visto en el Capitulo 3, es decir, el procedimiento fraccionario conformable de
tipo Newton-Raphson para sistemas que publicamos en la revista Numerical Algorithms (ver [12]). Hasta
donde sabemos, es el primer procedimiento iterativo vectorial con derivadas conformables cuyo analisis de
convergencia ha sido llevado a cabo, ademéas de su estabilidad.

4.2. Nuevos conceptos y resultados

Considerando que en la definicién de derivada parcial conformable proporcionada en (2.50), z; € (0, 00),
podemos extender la definicion de derivada parcial conformable al caso a € R, donde z; € (a,0), de la
siguiente manera:

Definicion 4.2.1 Sea f : R™ — R una funcion en n variables, z1,...,T,, la derivada parcial conformable
de f de orden 0 < o < 1 para x; € (a,0), a € R, se define como

o o fl it e(m —a)tTY L wy) = fan, ., T)
ax?f(xla?xn)_l% € .
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(63 (0%

En caso de que ©; = a, == f(T1,...,0,...,2y) = lm —f(a1,...,T4...,Tpn).
K2 ’ ax? ) ) 9 ) n xl_>a/+ ax? ) ) (2] 9 n

Esta derivada es lineal, y las reglas del producto, el cociente y de la cadena se satisfacen, analogamente a la
derivada conformable definida en [1]. En el siguiente resultado establecemos una relacion entre la derivada
parcial clasica y la derivada parcial conformable:

Teorema 4.2.1 Sea f una funcion diferenciable en n variables, x1,...,x,, ©; > a, entonces,

9
ox¢

?

0
flay,. ... xn) = (z; — a)lfo‘ oz,

flzy, ... xy). (4.9)

Demostracién. Sea h = e(x; —a)'~%, y por tanto € = h(z; —a)*~1, entonces

o¢ e X+ h, . —
“f(x1,...,2n) = lim Fey ozt hy 20 T f@y,. o 2n)
0x§ h—0 h(z; —a)*—
— (2 — @) lim flzy,...,zi+hyoo o xy) — f(21, ..., 20)
h—0 h
= (xl-—a)lfaaxif(wl,...,xn).
Esto completa la prueba. O
También podemos definir la matriz Jacobiana conformable como en (2.51), pero para x; € (a1,00),x2 €
(ag,00),...,xy € (an,00), donde & = (x1,22,...,2,) y @ = (a1,a2,...,a,):
Definicion 4.2.2 Sean f1, fa, ..., fn funciones coordenada de una funcion vectorial diferenciable F : R™ —
R™ en las variables x1 > a1,x9 > ag,..., Ty > ayn, donde x = (x1,22,...,2,) Yy & = (a1,as,...,a,), tal que

sus respectivas derivadas parciales existen y son continuas. Entonces, la matriz Jacobian conformable viene
dada por

/30 SR/ U/ 1
or® ory ore
94, }2 04, %2 - 0a, 12
F&a(l)(x) _ ox§ 0zxs oz
0 fu 0of 0%
oxy oxg ox&

_ afl _ afl _ 8f1

_ l-a7J 1 _ l-aJ 1 l—-a /Ll

(r1 —a1) e (2 — az) Dig (Tn —an) Dz,

(1'1 _ aﬁl—a% (1172 _ aﬂl—a% (l'n an)l—a an

_ 0x1 0z Oz, | . (4.10)
_ l—-aZJn _ l—aZJ/n _ 11—«
(21— ) 0z (22 — az) Oxo (n = an) oxy,

Para el anélisis de convergencia de sistemas no lineales con el uso de serie de Taylor conformable, podemos
usar la siguiente notacién, anédloga a la dada en la Definicién 2.1.3:
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68 4.2. Nuevos conceptos y resultados

Definicién 4.2.3 Sea F : D C R®™ — R" suficientemente a-diferenciable en D. La q-ésima deriva-
da conformable de F en u € R"™ es la funcién a(q)-lineal Fs(q)(u) :R” x -« x R*" = R” tal que
Fo@ (u)(v1,...,vq) € R™. Se puede observar que:

a

1. F;(Q)(u)(vl, coUg—1,) € L(R™), siendo L(R™) el espacio de las aplicaciones lineales de R™ — R™.

2. F{f‘(q)(u)(vg1 sy Vg, ) = Ff(Q) (w)(v1,...,vq), para cualquier permutacion o € {1,...,q}.

Utilizando las propiedades anteriores, definimos la siguiente notacion:

1. FEDw) (v, ... 0,) = FOD(w)oy - vg.

a

2. F?‘(Q) (u)vqleAOC(p) (U)Up — FAa(‘Z) (U)F?((p) (u)vq+p71'

Con el propésito de definir una serie de Taylor conformable para una funcién vectorial, procedamos de
manera similar al Teorema 4.1 de [1].

Teorema 4.2.2 Supongamos que F' : R" — R™ es una funcion vectorial infinitamente a-diferenciable, para
algin a € (0,1], en el entorno de un punto ty € R™. Entonces, F puede desarrollarse en serie de Taylor
conformable

oo a(k) «
Py = 3 T Ll ()

k=0

donde Ftao(k) (to) significa la aplicacion de la derivada conformable k veces.

Demostracién. Sea F(t) = Ko + K1 (t —tg)® + Ka(t — t9)?® + K3(t — t0)3* + - - -. Entonces, F(t) = Ko.

Si aplicamos la derivada conformable una vez a F', y evaluamos en t;, obtenemos Ftao(l)(to) = Ko, y asi,
1

FW (o)

—

Ky =

Aplicando dos veces la derivada conformable a F', y evaluamos en ¢y, obtenemos Ffs@)(to) = 2K,a?, y asi,

K — FtO(;(Q)(tO)
2 202
Procediendo inductivamente,
Fem g
K, = — ( 0), neN. (4.12)
amn!
De esta manera, obtenemos (4.11). O
En consecuencia, F'(t) se puede escribir como
F (1) F (1)
F(t) = F(to) + “T(t — )" + t"ZT(t —t0)2 4 ...

Como podemos ver, las derivadas conformables estan centradas en tg, el cual es el mismo punto donde se
evaltan. Esto es un problema que debemos evitar para disefiar el método fraccionario conformable de tipo
Newton-Raphson vectorial.
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4. Método iterativo fraccionario vectorial de tipo Newton-Raphson 69

Procediendo de forma similar al Teorema 4.1 de [40], podemos obtener una nueva serie de Taylor con el uso
del Teorema 4.2.2, donde las derivadas conformables estan centradas en algin punto a = (aq,...,a,) € R”
distinto de otro punto b = (by,...,b,) € R™ donde se evaluan:

Teorema 4.2.3 Sea F': R™ — R"™ una funcidn vectorial infinitamente a-diferenciable, para algin o € (0, 1],
en el entorno de un punto b; € (a;,00), Vi =1,...,n, donde @ = (a1,...,a,) € R" y b= (by,...,b,) € R".
Entonces, F puede desarrollarse en serie de Taylor conformable

a(l) /7 a(2) /7
EEO®B) L EEP0) o

F(t) = F(b) + - A+ e , (4.13)
donde A =UC — VO U =t—a, V=b—a, siendo ® el producto de Hadamard.
Demostraciéon. Denotemos typ = a en (4.11),
o Fe@ e FEP@
Ft)=F(a)+ - (t—a) +7(t—a) +-- (4.14)
Evaluando (4.14) en b,
i s Fa @) oo FRP@)
F(b)=F(a)+ 5 (b—a) JrT’éQ(bfa) +e (4.15)
despejando F'(a), tenemos
W) . @@y .
F(a)=F a —a)r— = L (p—a)*—... 4.1
(@)= p)~ oDy Ta g (4.16)

Si aplicamos la derivada conformable una y dos veces a F, centradas en a, obtenemos, respectivamente,

a(2) a(3) /A
a(l) jay a(l)AiFa, (a’)AiAaiFd (a’)AiA2o¢7
Fe0@) = FpO () - 22— a)e - P - - (4.17)
y
a(3) /A a(4)
o(2) n a@) iy e (@) oy Fi(a) oo,
P @) = P - L aye - T e (4.18)

Sustituyendo todas las derivadas evaluadas en a de (4.14), por sus expresiones en (4.16), (4.17) y (4.18)
obtenemos (4.13), la cual se puede escribir como

b o (0) ; Fy(b) ;
— a _ A\O«a ~A)Oa a _ A\Oa _ _ A\O«a
F(t) = F)+=—2[t-a)° = (- )] + L2 [t -2 = b-a)°| +--,
a(l) 3 a(2) 3
~  F2V(b F (b
— F(b) + a ( )A—i- a ( )AZ 4 ;
a 202
y esto completa la prueba. O
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70 4.3. Deduccién del método

Observacion 4.2.1 Con estas expresiones, podemos escribir el desarrollo de Taylor conformable de F en
el entorno de la raiz T, siendo la matriz Jacobiana conformable Fg(l)(i) no singular, como se muestra a

continuacion:

a(1)

F- 5 . . N
r ((ﬁ(k)) _ GT(I) [A + C2COA2 + CSCOA3 4+ CZ?OAP:| +0 (e(k)p+1> 7 (419)
donde A = U — VO, U =2k —g V=z5—a, e® =z — % y siendo ® el producto de Hadamard,
R N 1 N .
Y0 =1,, C79 = qlag—1 {F;(l)(x)} F(3), ¢ > 2.

Observacion 4.2.2 Con el uso de la Definicion 4.2.3, el Teorema 4.2.1 y la potencia de Hadamard obtene-
mos

FrW () = (z - a)® "9 F'(x), (4.20)
)
*W@) = lim (2 —a)° I F (z), (4.21)
r—at

respectivamente, para una funcion vectorial F, siendo F'(x) la matriz Jacobiana cldsica. Notemos que en
(4.21) x — a* significa que x; — a},Vi=1,...,n, donde v = (v1,...,7,) ER" y a = (ai,...,a,) € R™.

Por otra parte, para realizar el andlisis de convergencia, debemos proporcionar un resultado més: el Teorema
del binomio de Newton generalizado para valores vectoriales y potencia fraccionaria. Para la definicion del
coeficiente binomial generalizado, véase [2].

Teorema 4.2.4 Sean z,y € R, r € R, y sea © la potencia/producto de Hadamard. El Teorema del binomio
de Newton generalizado para valores vectoriales y potencia fraccionaria estd dado por

(@ +y)° =) (]:) 2R ok ke {0} UN, (4.22)
k=0

siendo el coeficiente binomial generalizado

(;) = ]m ke {0} UN. (4.23)

Demostracion. Dado que la potencia/producto de Hadamard es una potencia/producto elemento a ele-
mento, la prueba es andloga al caso clésico.
Fin de la prueba. U

En la siguiente seccion, disenamos el esquema conformable de tipo Newton-Raphson para la resolucion de
sistemas no lineales que publicamos en la revista Numerical Algorithms (ver [12]).

4.3. Deduccion del método

Como procedimos en [11], consideremos la aproximacion de la funcién F' por medio de la serie de Taylor
(4.13) hasta orden uno, evaluada en la raiz &, como se muestra:
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4. Método iterativo fraccionario vectorial de tipo Newton-Raphson 71

F(a) ~ (i) + Lo @A (4.24)

Como F() =0y A =U% — VO siendoU =z —ayV =0 —a

)

a(l) 7

- r—a)® —(z—a)]. (4.25)

-1
Multiplicando por la izquierda cada lado de (4.25), por « [Fs(l)(i)} ,

a [F%”(@} B F(z)~ (z — a)®* — (7 — a)®. (4.26)

a

De (Z — a)®*, despejamos 7, y asi

Frao ((x —a)°e —q [ ;‘“)(5:)] o F@;)) . (4.27)

Considerando los iterados z®) y 2(*+1) como aproximaciones de la raiz #, obtenemos el procedimiento de
tipo Newton-Raphson conformable para sistemas no lineales, el cual denotamos por NvCO:

k=0,1,2,... (4.28)

2+ G [(x(k) _ &> ©o o [Fgu) (x(k))} -1 F (l‘(k))]Ql/a

En la siguiente seccion, realizamos el anélisis de convergencia del método NvCO con el uso de la serie de Taylor
conformable (4.13), y con la clasica, comprobando que tiene convergencia cuadratica, independientemente
del orden de la derivada fraccionaria.

4.4. Andlisis de convergencia

En el siguiente resultado probamos la convergencia cuadratica del esquema NvCO con el uso de la serie de
Taylor (4.13).

Teorema 4.4.1 Sea F : D C R® — R"” una funcion suficientemente diferenciable en un conjunto convexo
abierto D C R™, conteniendo un cero & € R™ de la funcion vectorial F'(z). Sea Fg(l)(x) la matriz Jacobiana

conformable de F centrada en 4 € R™, de orden «, para cualquier o € (0,1]. Supongamos que F&a(l)(x)
es continua y no singular en &. Si una aprozimacion inicial z(©) € R™ es lo suficientemente cercana a %,
entonces el orden de convergencia local del procedimiento conformable de tipo Newton-Raphson vectorial

(NvCO)

o ) 1 Ol/«
e+ =4 4 [(x(k) —d) —oz[F;‘( ) (x(k))] F(z(k))] , k=0,1,2,...
es al menos 2, y la ecuacion del error es
D) — o GC0 (5 — )Ple-1®? | o (e(k)B) : (4.29)
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72 4.4. Analisis de convergencia

A 1 e -1 [eY ~ A
siendo CqCO = [F& (1)(50)} F, (Q)(a:), q=2,3,4,..., tal que a < ¥, Vk.
qla

Demostraciéon. Con el uso de la notaciéon dada en la Definicion 4.2.3, el Teorema 4.2.3, y considerando
z(®) = e®) 1 i el desarrollo de Taylor conformable de F(z) en el entorno de & es

Fa®) = FOG) [a+C5on% 40 (M7
= W((l)(”") [((w - a+e<k>)®a — (3 a)@a)

~ Oo 2
+ o ((i—d-ﬁ-e(k)) —(:z—a)Ga)

+0 (e(k)g) )

siendo CCO = [Fg‘“)(:z)} FAD(3) g =2,3.4,...

qla?1

Usando el Teorema 4.2.4; y considerando la potencia de Hadamard,

F (x(k)> _ Fg(;)(f) {(a(i _ d)@(a—l)) (k)
b (o )@ - )70 42050 - )2 (7] 10 (%)

Considerando (4.20), y usando de nuevo la Definicién 4.2.3 y el Teorema 4.2.4, el desarrollo de la matriz
Jacobiana conformable de F' (x(k)) se puede expresar como

(1) FAa(l)@v?) A 2
F (x(k)) = aT {a[n + (2(120200(53 - &)Q(a71)> e(k)} +0 (e(k) ) .
-1

Podemos escribir el desarrollo de [Fg M (x(k))} como

o)) (m\17! 1 Sk a(1) ]t k)2

[Fa (x( ))] = L‘In + Xoel )} a [Fd (i)] +0 (e( ) ) ,
. -1
siendo X5 una variable desconocida tal que [F;“(l) (x(k))} Fdo‘(l) () = I,,, y asi,
(2&6’200(92 —a)®b 4 aX'g) e = 0.

Por tanto, para Xg,

Xy = —2C59(z — a)®le b,

Entonces,

D (a®)] T Bln + (-26§°(@ - ") e(k)} o [PV (@)] o (e97),
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4. Método iterativo fraccionario vectorial de tipo Newton-Raphson 73

y
—« {F;(l) (x(k)ﬂ o F ($(k)) = - (a(i — d)Q(O‘*l)) e
+ (aQC'QCO(i _ §)©20-2)
- Sla=1E - D) e 10 (7).
Entonces,

(x(k) — d) e « {Fg(l) (x(k))] o F ((E(k)) = (&—-a)%+ a2égco(€f — d)®(2a_2)e(k)2

Usando de nuevo el Teorema 4.2.4,

:|®1/o¢

(-9 -z ()] o)

Sea (k1) = e(k+1) 4 7

eF D) 4 5 =a 17— a+alSO(F —a)°@De®® L 0 (e<k>3) .

Finalmente,

D) — 4 BC0 (5 — )Pl | o (eUc)?’) .

Y esto completa la prueba. O

Como en (3.8), y considerando (4.20), en la ecuacién del error (4.29) podemos obtener andlogamente,
R A 1
aC§O (& —a)® Y = Cy 4 S(1=a)(@ - a)1),

A 1 _
siendo Cq = — [F"(7)] ' F(@)(%) para ¢ = 2,3,4,..., la cual es la constante de error asintotica clasica para

una funcién vectorial F', y F’ es la matriz Jacobiana clasica. Para este caso, g = 2.

Por otra parte, en el siguiente resultado probamos el orden de convergencia cuadratico, de forma alternativa,
del método NvCO con el uso de la serie de Taylor clésica.

Corolario 4.4.1 Sea F': D C R™ — R” una funcion suficientemente diferenciable en un conjunto convezxo
abierto D C R™, conteniendo un cero & € R™ de la funcion vectorial F(z). Sea Fg(l)(m) la matriz Jacobiana
conformable de F centrada en a € R™, de orden «, para cualquier o € (0,1]. supongamos que Fg(l)(x)
es continua y no singular en . Si una aprozimacion inicial (00 € R™ es lo suficientemente cercana a &,
entonces el orden de convergencia local del método de Newton-Raphson conformable vectorial (NvCO)
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74 4.4. Analisis de convergencia

Ol/a

O —1
2*TD — g [(m(k) _ d) —a {Fg(l) (x(k))} F (m(k))] ., k=0,1,2,...
es al menos 2, y la ecuacion del error es
A 1
(kD) — (02 +50—a)E- a)®<1>> e 4 0 (M7, (4.30)

A 1 _
siendo Cq = — [F"(Z)] ' F@(%) para g =2,3,4,..., tal que a < 2, V.
q!

Demostracién. Usando la notaciéon dada en la Definicion 2.1.3, y considerando #(®) = e(¥) 47, el desarrollo
de Taylor de F'(x) en el entorno de Z es

F <x(k)> = F'(z) [e(k) + C‘ge(kﬂ} +0 (e(k)g) ,

[F'(#)] "' F9(%) para ¢ = 2,3,4, ...

- 1
siendo Uy = —

Considerando (4.20) y el Teorema 4.2.4, y usando de nuevo la notacién dada en la Definicion 2.1.3, el
desarrollo de la matriz Jacobiana conformable de F' (m(k)) en términos de sus derivadas enteras es

Fe® (a0) = F'@) [@ = 9)°0 L+ (1= a)(@ = @)°C L + 23 = )°0 7 C5) D] 0 (D7)

-1
Podemos escribir el desarrollo de [F; w (x(k))} como

[ (20)] T (3= @)1, 4+ Xoe®] [F/(2) ' +0 (7))

-1
Fg(l) (x(k)) =1,, v asi,

donde X5 es una variable desconocida tal que {Fg(l) (a:(k))}
((1 —a)F —a)°CVI, 4265 + (7 — a)@“—a))’(z) e® = .

Resolviendo para Xo,

Xz = (@ —1)(& - a)° 21, - 2(# — a)°* Vs,

Entonces,

[F;‘(” (x(’ﬂ)} - [(:z —a)el-Nr, + ((a 1)@ —a)° I, — 23 — a)@w—l)c}) e(k)} [F'(z)]

Por lo tanto,
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- {Fg(l) (m(k))} B F (:E(k)) = —« ((:i — d)G(O‘_l)) e

+ ((i —a)? G — (a0 —1)(F - a)®<a*2>) NORN! (e<k>3) ,

Entonces,

(m(k) — d)Qa -« [F;(l) (l‘(k))} B F (x(k)) = (£—a)®
+ <oz(5£ —a)®lbe, - %oz(oz —1)(z — a)®<a2>> e(0)?
O

(7).

Usando de nuevo el Teorema 4.2.4,

{(:c(k) - d) R a {Fg(l) (x(k))] o F (:E(k)>:| e =I—a+ (C’z + %(1 —a)(& — d)®(1)> e®? 10 (e(k)g) .
Sea (k1) = e(k+1) 4 7

L1
et L F =G4 —at (02 +5(1-a)(@ - a)®<‘1>> e 10 (e“f)g) .

Finalmente,

A 1
elk+D) = (02 +5(1-a)@- a)®(1>> e®? 40 (e(k)3) .
Esto completa la prueba. O

Observacion 4.4.1 Se confirma que las ecuaciones del error (4.29) y (4.30) son equivalentes.

En la siguiente seccién, realizamos diversas pruebas numéricas con algunos sistemas de ecuaciones no lineales.
En todas las pruebas se hace una comparacién con el método clasico de Newton-Raphson que se obtiene en
NvCO cuando a = 1. También se analiza la dependencia respecto a las estimaciones iniciales con el uso de
planos de convergencia.

4.5. Pruebas numéricas

Los siguientes resultados fueron obtenidos con el uso de Matlab R2020a con aritmética de precisién doble,
| E(z®+D)|| < 1078 o |lz*+D) — 2 || < 1078 como criterios de parada, y un méximo de 500 iteraciones.
Para cada prueba usamos a¢ = (ay,...,a,) = (—10,...,—10). También usamos el Orden de Convergencia
Computacional Aproximado (ACOC)

In(fla*Y — 2 W) /|2 — 2¢=D)

A:A =
P = ACOC = e oG/ o0 — oG’

k=23.4,...,
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76 4.5. Pruebas numéricas

definido en [17], para comprobar que el orden de convergencia tedrico se obtiene en la practica. En cada
tabla hemos usado la misma estimacion inicial, y « € (0,1] (ver ficheros MATLAB en Anexos A.19 a A.21).

A partir de los datos de cada tabla, se proporcionan dos figuras (por ejemplo, las Figuras 4.1 y 4.2) con curvas
de error para visualizar el error cometido (||z**+1) — 2(*)||) frente al nimero de iteraciones para diferentes
valores de « (ver fichero MATLAB en Anexo A.22). Siguiendo con este mismo ejemplo, la Figura 4.1 muestra
las curvas de error para todos los valores disponibles de «, mientras que la Figura 4.2 muestra las curvas
de error para algunos valores de « con el objetivo de distinguir cada curva de otra; esto se mantiene para
el resto de pares de figuras. En el caso en que se muestran las curvas de error para algunos valores de «,
las curvas elegidas corresponden a valores de «v con menos iteraciones, o a una eleccién arbitraria cuando
el namero de iteraciones sea el mismo. En cada caso, la curva correspondiente a a@ = 1 es siempre elegida
cuando sea posible con el fin de visualizar ambos métodos, el clasico (cuando « = 1), y NvCO.

Nuestra primera funcién vectorial de prueba es Fy(x,y) = (22 — 22 —y + 0.5, 2% + 4y* — 4)T con raices reales
y complejas 71 &~ (—0.2222,0.9938)T, &5 ~ (1.9007,0.3112)T y &3 ~ (1.1608 — 0.6545i, —0.9025 — 0.21044)T".
La matriz Jacobiana conformable de Fy(z,y) es

(r —ay)t=2(2r —2)

a(1) _ (y —a2)' = (1)
F2 (y) = < (z — ay)'=(2x) >7

(y —az)'~*(8y)

siendo a = (a1, a2) = (—10, —10).

Método NvCO

a [ & [[AEFD)[T [ —2®] T ter | 5

1 - - - > 500 -

09 | &3 | 5.40 x 10711 5.86 x 1076 54 2.00
0.8 | #3 | 9.77x107? 7.87 x 1073 86 2.00
0.7 | 3 | 2.27x 10714 4.75 x 1078 36 1.98
0.6 | T | 2.95 x 10710 1.16 x 107° 23 2.05
0.5 | 2 | 4.09 x 10~15 2.13 x 1078 200 | 1.98
04 | & | 712x 1071 4.38 x 10~8 114 | 2.04
0.3 | & | 4.94 x 10710 1.79 x 10~° 35 2.03
02 | & | 1.16 x 10714 6.76 x 1078 21 1.98
0.1 | # | 2.16 x 10710 1.08 x 1072 39 2.06

Tabla 4.1: Resultados para Fi(z,y) = 0 con estimacion inicial z(® = (=2, —1.5)7

Método NvCO

o | @ [ [[FEED)[T [0 =] Titer | 5

1 [ # | 831 x10~ 11 7.29 x 1076 5 | 2.00
09 | #; | 5.94 x 10711 6.15 x 1076 5 | 2.00
0.8 | # | 421 x 10711 5.17 x 1076 5 | 2.00
0.7 | & | 297 x 10711 4.33 x 1076 5 | 2.00
0.6 | 71 | 2.09 x 10711 3.62 x 1076 5 | 2.00
0.5 | #; | 1.45 x 1011 3.01 x 1076 5 | 2.00
04 | # | 1.01 x 10711 2.49 x 1076 5 | 2.00
0.3 | % | 6.97x 10712 2.06 x 1076 5 | 2.00
0.2 | #; | 4.80 x 10712 1.69 x 106 5 | 2.00
0.1 | # | 3.30 x 10712 1.39 x 106 5 | 2.00

Tabla 4.2: Resultados para Fi(xz,y) = 0 con estimacion inicial (¥ = (-=2,1.5)7

En la Tabla 4.1 observamos para Fj(x,y) que el método clasico de Newton-Raphson (cuando @ = 1) no
encuentra solucion en 500 iteraciones, mientras que NvCO converge. También podemos observar que el
orden de convergencia computacional (/) puede ser incluso ligeramente mayor que 2 cuando « # 1. Debemos
comentar que se ha obtenido una raiz compleja (Z3) con estimacion inicial real para diferentes valores de «
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104 § T T T
10% £
100 "‘,‘v‘i M‘:}\M A I‘\‘Q\‘J'«\'\A\\A“ MO\J\“\'\A \\_'\«,‘N —
g: ¥ 3
)
|
—~ 102¢
3 a=0.1
=" a=02
L f a=0.3
10 F a=04
3 a=0.5
3 a=0.6
6L a=07 |
107 ¢ a=038
[ a=0.9
10-8 1 1 1
0 50 100 150 200

lteraciones

Figura 4.1: Curvas de error de F(z,y) para todos los valores de a en la Tabla 4.1

102
100
= 102
S
|
S
B 107 F
a=0.6 1
10-6_ a=03 3
a=0.2 ]
10-8 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

lteraciones

Figura 4.2: Curvas de error de Fi(z,y) para algunos valores de « en la Tabla 4.1
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lteraciones

Figura 4.3: Curvas de error de F(z,y) para todos los valores de a en la Tabla 4.2
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Figura 4.4: Curvas de error de Fi(z,y) para algunos valores de « en la Tabla 4.2
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cuando se usa NvCO, y que es posible obtener diferentes soluciones al variar el valor de . En las Figuras
4.1 y 4.2, la curva de error para el procedimiento clasico de Newton-Raphson no se proporciona porque no
se encuentra solucién en este caso, mientras que las curvas de error obtenidas detienen su comportamiento
erratico en las ultimas iteraciones.

En la Tabla 4.2 podemos ver para Fj(z,y), con una estimacion inicial diferente, que el esquema clasico
de Newton-Raphson y NvCO tienen un comportamiento similar en cuanto a la cantidad de iteraciones y
al orden de convergencia computacional. De nuevo, se obtiene orden cuadrético al usar NvCO para todo
a € (0,1]. En las Figuras 4.3 y 4.4 no se observa un comportamiento erréatico, ya que los errores disminuyen
con cada iteracion.

La segunda funcién vectorial de prueba es Fy(z,y) = (2% +y? — 1,22 — y%> — 1/2)T con raices reales ¥; =

(V3/2,1/2)", & = (—V3/2,1/2)", &5 = (V3/2,—-1/2)" v &4 = (=v3/2,-1/2)". La matriz Jacobiana
conformable de Fy(x,y) es

(x —a))=2(27)

a(1) _ (y — a2)'~*(2y)
F; 2(x7y) = <(x _ al)lfo‘(ch) ) )

(y —a2)'~*(-2y)

siendo a = (a1, a2) = (—10,—10).

Método NvCO

a | & | [FE® D) [ [l=® — 2@ [iter [ 5

1 [ @3] 760x10"12 2.32x 1076 6 | 2.00
0.9 | #3 | 5.21 x 10712 1.92 x 1076 6 | 2.00
0.8 | 3 | 3.54 x 10712 1.59 x 106 6 | 2.00
0.7 | 3 | 2.38 x 10712 1.31 x 10~ 6 | 2.00
06 | 3 | 1.58 x 10712 1.07 x 1076 6 | 2.00
0.5 | #5 | 1.04 x 10712 8.69 x 1077 6 | 2.00
04 | &3 | 6.73x 10713 7.03 x 1077 6 | 2.00
03| &3 | 4.35 x 10713 5.65 x 10~7 6 | 2.00
02| #3 | 2.71 x 10713 451 x 1077 6 | 2.00
01| &3 | 1.82x 10713 3.58 x 1077 6 | 2.00

Tabla 4.3: Resultados para Fh(x,y) = 0 con estimacion inicial 0 = (2,

Método NvCO

a | & [ [[F® D) [ [z — 2@ iter | 5

1 |2 ]| 760x10712 2.32 x 1076 6 | 2.00
0.9 | #; | 9.98 x 10712 2.65 x 1076 6 | 2.00
0.8 | & | 1.30 x 10~ 11 3.02 x 1076 6 | 2.00
0.7 | #; | 1.70 x 10~ 11 3.44 x 1076 6 | 2.00
06 | # | 2.20x 10711 3.91 x 1076 6 | 2.00
05 | # | 2.84x 10711 4.43 x 106 6 | 2.00
04 | # | 3.65 x 10711 5.01 x 1076 6 | 2.00
0.3 | & | 4.67x 1011 5.66 x 1076 6 | 2.00
0.2 | & | 5.96 x 10~11 6.37 x 106 6 | 2.00
01| & | 7.57x 10711 7.16 x 1076 6 | 2.00

—2.5)T

Tabla 4.4: Resultados para F»(z,y) = 0 con estimacion inicial z(® = (2,2.5)7

Podemos ver en las Tablas 4.3 y 4.4 para F5(z,y) que el método clasico de Newton-Raphson y NvCO tienen
un comportamiento similar en cuanto a la cantidad de iteraciones y al orden de convergencia computacional.
Las Figuras 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 muestran que no se observa comportamiento erritico, porque los errores
disminuyen con las iteraciones.

2

Nuestra tercera funciéon vectorial de prueba es F(z,y) = (22 — 2 — y*> — 1, —sinx + y)” con raices reales
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108
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Figura 4.5: Curvas de error de F>(z,y) para todos los valores de a en la Tabla 4.3
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Figura 4.6: Curvas de error de F>(z,y) para algunos valores de « en la Tabla 4.3
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1 2 3 4 5 6
lteraciones

Figura 4.7: Curvas de error de F»>(x,y) para todos los valores de « en la Tabla 4.4
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Figura 4.8: Curvas de error de F>(x,y) para algunos valores de « en la Tabla 4.4
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Figura 4.9: Curvas de error de F5(z,y) para todos los valores de a en la Tabla 4.5

71 =~ (—0.8453, —0.7481)T y 79 ~ (1.9529,0.9279)T. La matriz Jacobiana conformable de F3(z,y) es

FoO) (2,y) = (

siendo a = (a1, a2) = (—10,—10).

(x —ay)t72(2x — 1)
(x —ay)'=%(—cosx)

(y— az)l"(—Qy))
(y—az)' (1) )7

Método NvCO

a [ & | [FsE®D) ] =& — 2@ Titer | 5

1 [ & ] 1.03x 10713 6.18 x 1077 6 | 2.04
0.9 | & | 4.51 x 10714 3.94 x 1077 6 | 2.04
0.8 | o | 1.29 x 10714 2.32 x 1077 6 | 2.04
0.7 | 5 | 7.62x 10715 1.23 x 1077 6 | 2.04
0.6 | Z5 | 3.79 x 10715 5.67 x 1078 6 | 2.04
0.5 | &9 | 4.67 x 10715 2.12 x 1078 6 | 2.05
04 | & | 7.53x107? 1.69 x 10~* 5 | 2.03
0.3 | & | 3.93x107? 8.25 x 1075 5 |2.07
0.2 | # | 1.31x107? 3.51 x 10~° 5 | 2.09
0.1 | & | 1.75 x 10710 2.25 x 1075 5 | 1.94

Tabla 4.5: Resultados para Fs(x,y) = 0 con estimacion inicial z(® = (2.5, —0.5)7

Podemos observar en la Tabla 4.5 para F3(z,y) que NvCO requiere menos iteraciones que el método clasico
de Newton-Raphson para a < 0.5. También observamos que el orden de convergencia computacional puede
ser ligeramente superior a 2 para pequenos valores de «. En las Figuras 4.9 y 4.10 los errores decrecen en

cada iteracion.

Cambiando la estimacion inicial, en la Tabla 4.6 podemos ver para F3(z,y) que NvCO y el método clasico de
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a=1
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Figura 4.10: Curvas de error de F3(z,y) para algunos valores de « en la Tabla 4.5
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Figura 4.11: Curvas de error de F3(z,y) para todos los valores de « en la Tabla 4.6
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Método NvCO

a [ & | B ] a®T0 — 2™ Titer | 5

1 [ 2, ] 880 x10° ™ 3.40 x 1077 4 [1.88
09 | & | 1.26 x 10713 3.89 x 10~7 4 | 1.87
0.8 | & | 1.58 x 10713 4.42 x 1077 4 | 1.87
0.7 | &5 | 1.94x 10713 5.00 x 10~7 4 | 1.87
0.6 | o | 247 x 10713 5.63 x 1077 4 | 1.87
0.5 | & | 3.07x 10713 6.33 x 1077 4 | 1.87
0.4 | & | 3.85x 10713 7.09 x 1077 4 | 1.87
0.3 | & | 4.81 x 10713 7.92 x 1077 4 | 1.87
02 | ¥ | 581 x 10713 8.82 x 1077 4 | 1.87
01| & | 7.15x 10713 9.80 x 1077 4 | 1.87

Tabla 4.6: Resultados para Fi(z,y) = 0 con estimacion inicial z© = (2.5,0.5)T

Newton-Raphson requieren la misma cantidad de iteraciones, y que el orden de convergencia computacional
es alrededor de 2 para todo a. De nuevo, los errores decrecen en cada iteracién en las Figuras 4.11 y 4.12.

La cuarta funciéon vectorial de prueba es Fy(z,y) = (22 + 3% — 4,e* + y — 1)7 con raices reales 7; =~
(—1.8163,0.8374)T y &5 ~ (1.0042, —1.7296)”. La matriz Jacobiana conformable de Fy(z,vy) es

o= (LTI ),

siendo a = (a1, as) = (=10, —10).

Método NvCO
[Fy (D) ] D —2® Titer | 5

a T

1 | # | 232x1071° 5.88 x 1079 7 | 2.00
09 | # | 6.04x107? 7.83 x 1075 1.99
08 | & | 1.57x1079 4.03 x 1075 1.99
0.7 | & | 4.29 x 10710 2.12 x 1075 1.99
06 | & | 1.29 x 1010 1.17 x 107° 1.99
0.5 | # | 4.62x 10711 7.07 x 1076

04 | # | 218 x 10711 4.90 x 10~
0.3 | # | 1.52 x 10711 4.12 x 1076
02 | # | 1.72x 10711 441 x 1076
01| & | 3.30x 10711 6.15 x 10~6

S O Oy OO O O O O &
—
[{e)
Ne)

Tabla 4.7: Resultados para Fy(x,y) = 0 con estimacion inicial (¥ = (=2.5, —3.5)T

Vemos en la Tabla 4.7 para Fy(x,y) que de nuevo, NvCO requiere menos iteraciones que el esquema clasico
de Newton-Raphson para todos los valores de a. También podemos ver que el orden de convergencia compu-
tacional es alrededor de 2. Vemos que en las Figuras 4.13 y 4.14 los errores disminuyen con las iteraciones.

En la Tabla 4.8 observamos para Fy(z,y) que NvCO y el procedimiento clasico de Newton-Raphson requieren
la misma cantidad de iteraciones, y que el orden de convergencia computacional es alrededor de 2. De nuevo,
los errores disminuyen con las iteraciones en las Figuras 4.15 y 4.16.

Nuestra quinta funcion vectorial de prueba es Fs(z) = (fi(z),..., fis(z))", siendo = = (x1,...,z15)7
fi  R"=>R,1=1,2,...,14,15, tal que

y

fl(.’L‘) = Jiil‘H_l—l, i:1,2,...,13,14

fis(x) = zisz —1,
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o+ - 0|

2.5
lteraciones

Figura 4.12: Curvas de error de F3(z,y) para algunos valores de « en la Tabla 4.6
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Figura 4.13: Curvas de error de Fy(z,y) para todos los valores de « en la Tabla 4.7
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Figura 4.14: Curvas de error de Fy(z,y) para algunos valores de « en la Tabla 4.7
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Figura 4.15: Curvas de error de Fy(z,y) para todos los valores de « en la Tabla 4.8
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Método NvCO

a [ & | [FaE®D) ] =& — 2@ Titer | 5

1 | # | 4.09 %1079 6.39 x 10~° 5 | 2.00
09 | # | 2.86x107? 5.38 x 1075 5 | 2.00
08 | & | 1.99 x107? 4.53 x 107° 5 | 1.99
0.7 | & | 1.38x107? 3.81 x 1075 5 | 1.99
06 | & | 9.58 x 10710 3.20 x 107° 5 | 1.99
0.5 | & | 6.64 x 10710 2.68 x 10~° 5 | 1.99
0.4 | # | 4.60 x 10710 2.25 x 1075 5 | 1.99
03| 7 | 3.19x 10710 1.89 x 1072 5 | 1.98
0.2 | #; | 2.21 x 10710 1.58 x 10~° 5 | 1.98
0.1 | & | 1.54x 10710 1.33 x 107° 5 | 1.98

Tabla 4.8: Resultados para Fy(z,y) = 0 con estimacion inicial z(® = (-2.5,3.5)7

con raices reales #; = (—1,...,—1)T y &3 = (1,...,1)T. La matriz Jacobiana conformable de F5(x) es
X11 xi2 O . 0
0 x22 Xx23 O 0
a(l .
Fd( )5(1,) _
0 0 0 X144 X14,15
x151 0O X15,15
donde
X1 = w2 —ap)t™
X1,2 = xi(z2— a2)1*°‘
X22 = x3(wp—az)'™®
X2,3 = 2(963 —a3)1 @
X414 = 15(T14 —a1q)' "
X145 = v1a(T15 — az)t
X151 = i5(z1 — a1)1_a
X515 = Z1(T15 — a15)1_a,
siendo a = (aq,...,a15) = (-10,...,-10).
Método NvCO
o [ @ [ IR [ [«®F0 — o] [iter | 5
1 [ % ] 1.02x1070 | 5.08x 10~ 5 |2.00
09 | & | 855 x 1071 | 4.27x 107! 5 | 2.00
0.8 | #; | 7.18 x 10711 | 3.59 x 10~ 11 5 | 2.00
0.7 | #; | 6.01 x 1071 | 3.01 x 10711 5 | 2.00
0.6 | #; | 5.02x 1011 2.51 x 10~11 5 2.00
05 | & | 417 x 10711 2.09 x 1011 5 | 2.00
04 | % | 347 x 10711 1.73 x 10~ 11 5 2.00
03| & | 2.87x 10711 1.43 x 10~ 11 5 2.00
0.2 | ; | 236 x 10711 | 1.18 x 10711 5 | 2.00
0.1 | # | 1.93x 1011 9.69 x 10~12 5 2.00
Tabla 4.9: Resultados para Fs(z) = 0 con estimacién inicial 2@ = (-1.5,...,-1.5)7
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Figura 4.16: Curvas de error de Fy(z,y) para algunos valores de « en la Tabla 4.8
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Figura 4.17: Curvas de error de F5(x) para todos los valores de « en la Tabla 4.9
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89
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Figura 4.18: Curvas de error de F5(x) para algunos valores de « en la Tabla 4.9
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Figura 4.19: Curvas de error de F5(z) para todos los valores de « en la Tabla 4.10
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90
Método NvCO

a [ & [[[Fs® D) [a®FD —a® Titer | 5

1 [ & | 260x107TT | 1.30 x 10711 6 | 2.00
0.9 | % | 3.38x 1071 | 1.69 x 10~11 6 | 2.00
0.8 | &5 | 4.38 x 10711 2.19 x 1011 6 | 2.00
0.7 | &2 | 565 x 1071 | 2.83 x 10~ 6 | 2.00
0.6 | & | 726 x 107 | 3.63 x 10~ 6 | 2.00
0.5 | o | 928 x 1071 | 4.64 x 107! 6 | 2.00
04 | & | 1.18 x1071° | 5.91 x 10~ 6 | 2.00
0.3 | &y | 1.50 x 10719 | 7.49 x 10~11 6 | 2.00
02| ¥ | 1.89 x 10710 | 947 x 10711 6 | 2.00
0.1 | 2 | 2.38 x 10710 1.19 x 1010 6 | 2.00

Tabla 4.10: Resultados para F5(z) = 0 con estimacion inicial (%) = (2.5,

Podemos observar en las Tablas 4.9 y 4.10 para F5(z) que NvCo y el método clasico de Newton-Raphson
tienen un comportamiento similar en cuanto a la cantidad de iteraciones y al orden de convergencia compu-
tacional. Podemos ver que las Figuras 4.17, 4.18, 4.19 y 4.20 muestran que los errores decrecen con las
iteraciones, por tanto, no se observa comportamiento erratico.

Finalmente, la sexta funcién vectorial de prueba es Fg(z) = (f1(z), ..., fio(z))", donde & = (z1,...,210)T
vy fi:R" =R i=1,2,...,9, 10, tal que

fi(z) =x; — 1.5sin(xy + w2 + - + g + 210 — ), =1,2,...,9,10,
con rafces reales 1 o~ (—0.9691,...,-0.969)T, F, =~ (-0.7569,...,—0.7569)T, I3 =~
(—0.3248,...,-0.3248)T, 7, = (0,...,0)7, &5 ~ (0.3248,...,0.3248)7, ¢ ~ (0.7569,...,0.7569)7 y

T7 =~ (0.9691,...,0.9691)T. La matriz Jacobiana conformable de Fs(z) es

donde

X1,1 X1,2
X2,1 X2,2
X9,1  X9,2
X10,1  X10,2

X1,9
X2,9

X9,9
X10,9

X1,10
X2,10

X9,10
X10,10
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102 ' ' ! '
a=1
\ a=0.8
100
102
z
= 107
\
-
e 6L
é 10
108 F
1070 F
10_12 L I I I I
2 3 4 5 6
Iteraciones
Figura 4.20: Curvas de error de F5(x) para algunos valores de « en la Tabla 4.10
X11 = (71— al)l “
X12 = (z2-— ag) *(=1.5cos(x1 + @2+ -+ -+ x9 + 10 — T2))
X190 = (zg — ag) *(=1.5cos(xy + @2+ -+ x9g + T19 — T9))
x1,00 = (z10— ap)'” *(=1.5cos(xy + 22+ -+ + Tg + 19 — 10))
X1 = (z1 — a1) “(=1.5cos(xy + 22+ -+ + g + x19 — X1))
X22 = (w2— 02)1 “
X290 = (w9 —ag)'"*(—1.5cos(w1 +x2+ -+ X9 + X109 — T9))
X200 = (z10— a1o) “*(=1.5cos(xy + a2+ -+ 29 + T10 — T10))
Xo1 = (v1—a))' " *(=1.5cos(xy + 22+ -+ 29 + 710 — T1))
o2 = (xa—ag)'"¥(=1.5cos(zy + a9+ -+ 9+ 210 — T2))
Xo9 = (w9— 09)1 “
X910 = (z10— @10) “(=1.5cos(x1 + a2+ + 29 + T10 — T10))
X101 = (21 —a1) *(=1.5cos(x1 + @2 + -+ + 29 + 10 — 71))
X102 = (zo — a2) *(—1.5cos(xy + @2+ -+ +x9 + T10 — T2))
X100 = (zg — ag) *(—1.5cos(xy + @2+ -+ x9 + T10 — T9))
x10,10 = (10— a10) _av
siendo a = (aq,...,a10) = (—10,...,—-10).

Podemos ver en la Tabla 4.11 para Fgs(z) que NvCO requiere, en general, muchas menos iteraciones que el
esquema clasico de Newton-Raphson. También podemos observar que el orden de convergencia computacional
puede ser ligeramente superior a 2, y que es posible obtener distintas soluciones al cambiar el valor de a. En
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Figura 4.21: Curvas de error de Fs(x) para todos los valores de a en la Tabla 4.11
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Figura 4.22: Curvas de error de Fs(x) para algunos valores de « en la Tabla 4.11
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Figura 4.23: Curvas de error de Fg(z) para todos los valores de « en la Tabla 4.12
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Figura 4.24: Curvas de error de Fs(x) para algunos valores de « en la Tabla 4.12
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Método NvCO

a | & | [Fs™ D) | a®TD — 2™ | iter p

1 [ 2] 28 x10719 ] 253x10~" 20 2.00
09 | - - - >500 | -
0.8 | # | 3.30x 1078 3.10 x 107° 7 1.99
0.7 | 3 | 1.40 x 10713 5.62 x 10715 9 2.07

06 | &3 | 1.66 x 1071° | 1.17 x 10~ 9 2.01

0.5 | 5 | 6.67x10°8 4.70 x 107° 7 2.03

04 | 6 | 1.44x 1078 1.35 x 107° 9 2.00

0.3 | ¥ | 2.40 x 10711 2.25 x 10712 7 2.00

02| &7 | 1.87 x 10713 2.81 x 10714 9 1.79

01| &7 | 1.87x10713 0 8 1.99

Tabla 4.11: Resultados para Fs(x) = 0 con estimacion inicial (* = (2,...,2)7
Método NvCO

a [ & [ [[FsE™D)[T [z =@ ter | 5

1 - - - > 500 -

09 | - - - >500 | -

0.8 | &7 | 6.04x 10714 0 43 1.99

0.7 | - - - - -

06 | &7 | 444 x 10711 | 3.93 x 10712 9 2.00

05 | #; | 2.81 x 10715 0 44 1.99

04 | &5 | 2.15 x 10711 1.50 x 10~12 38 2.00

03 | & | 6.77x107° 6.36 x 10710 30 2.00

02| - - - >500 | -

01| &4 | 7.63x10°8 6.11 x 107° 12 2.62

Tabla 4.12: Resultados para Fgs(x) = 0 con estimacion inicial z(©) = 3,..., 3)T

las Figuras 4.21 y 4.22, vemos que las curvas de error detienen su comportamiento erratico en las ultimas
iteraciones.

En la Tabla 4.12 observamos para Fg(z) que el procedimiento clasico de Newton-Raphson no encuentra
solucion en 500 iteraciones, mientras que NvCO converge para la mayoria de los valores de «. Observamos
que el orden de convergencia computacional es alrededor de 2, pero mucho mayor que 2 cuando « = 0.1. No
se muestran resultados cuando o = 0.7 porque la matriz Jacobiana conformable se hace singular en este caso.
Tampoco se muestran resultados cuando no se encuentra solucion en 500 iteraciones (para o = 0.9 y o = 0.2).
Podemos notar que también se pueden obtener diferentes soluciones al escoger un valor de a distinto. De
nuevo, en las Figuras 4.23 y 4.24 podemos observar que las curvas de error detienen su comportamiento
erratico en las ultimas iteraciones.

En las Tablas 4.11 y 4.12 algunos errores son cero porque se usa aritmética de precisién doble. Se podria
observar un valor muy cercano a cero si se usara aritmética de precisiéon variable.

4.5.1. Estabilidad numérica

En esta subseccion, estudiamos la estabilidad de NvCO; en tal sentido, analizamos la dependencia respecto
a las estimaciones iniciales por medio de planos de convergencia definidos en [29]. S6lo podemos observar
dos dimensiones en los planos de convergencia, por lo tanto, los vamos a proporcionar sélo para las funciones
vectoriales Fy, Fy, F5y Fy (ver fichero MATLAB en Anexo A.23).

Para la construccion de los planos de convergencia, consideramos de la estimacion inicial (zg, yo), los puntos
xg en el eje horizontal, y los valores de « € (0, 1] en el eje vertical. Cada uno de los 8 planos que se proveen
en cada figura representa un valor diferente de yo de la estimacion inicial (zg,y0). Cada color representa
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4. Método iterativo fraccionario vectorial de tipo Newton-Raphson 95

una solucién diferente encontrada, y se representa en negro cuando no se encuentra solucién después de 500
iteraciones. Cada plano se hace con una malla de 400 x 400, con un maximo de 500 iteraciones, y tolerancia
de 0.001.

0 o

(a) yo = —3.5, 86.22 % de convergencia (b) yo = —2.5, 86.14 % de convergencia

e e

(c) yo = —1.5, 85.99% de convergencia (d) yo = —0.5, 86.61 % de convergencia

£ £

(e) yo = 0.5, 99.66 % de convergencia (f) yo = 1.5, 99.62 % de convergencia

£ £

(g) yo = 2.5, 99.68 % de convergencia (h) yo = 3.5, 99.60 % de convergencia

Figura 4.25: Planos de convergencia para Fi(x,y). Z1: verde, Z2: rojo, Z3: azul
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4.5. Pruebas numéricas

£

(e) yo = 0.5, 99.75 % de convergencia

-3 -2 -1 0 1 2 3
£

(8) yo = 2.5, 99.75 % de convergencia

0.9

0.8

0.7

0.6

0.4

0.3

0.2

0.1

1

0.9

0.8

0.7

0.6

<05

0.4

0.3

0.2

0.1

(d) yo = —0.5, 99.75 % de convergencia

1

0.9

0.8

0.7

0.6

<05

0.4

0.3

0.2

0.1

©
o
o
~
©

£

(f) yo = 1.5, 99.75 % de convergencia

1
09
08
07
06

<05
04
03
02
01

3 -2 A 0 1 2 3

£

(h) yo = 3.5, 99.75 % de convergencia

Figura 4.26: Planos de convergencia para F>(z,y). Z1: rojo, Z2: verde, Z3: azul, Z4: amarillo

En la Figura 4.25, notemos que para el mismo rango de valores en xg, se utilizan diferentes valores fijos de
Yo ¥ se representan en las respectivas subfiguras; esto se mantiene para las demas figuras. Podemos ver que
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20 ap

(a) yo = —3.5, 79.00 % de convergencia (b) yo = —2.5, 77.05% de convergencia

Y £

(e) yo = —1.5, 95.81 % de convergencia (d) yo = —0.5, 87.42% de convergencia

zo

(f) yo = 1.5, 97.77 % de convergencia

£

)

(8) yo = 2.5, 86.24 % de convergencia (h) yo = 3.5, 78.97 % de convergencia

Figura 4.27: Planos de convergencia para Fs(z,y). Z1: rojo, Z2: azul

en la Figura 4.25, para Fy(z,y) en (e), (f), (g) y (h) se obtiene casi un 100 % de convergencia, mientras que
en (a), (b), (¢) y (d) se obtiene alrededor del 86 % de convergencia. En cada caso, este método converge a
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(a) yo = —3.5, 97.01 % de convergencia (b) yo = —2.5, 97.93 % de convergencia

1
0.9
0.8
0.7
0.6

S 05
0.4
0.3
0.2
0.1

(e) yo = —1.5, 98.49 % de convergencia (d) yo = —0.5, 98.39 % de convergencia

1
0.9
0.8
0.7
0.6

<05
0.4
0.3
0.2
0.1

(e) yo = 0.5, 93.87 % de convergencia (f) yo = 1.5, 100.00 % de convergencia

1
0.9
0.8

< 0.

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Y £

(g) yo = 2.5, 100.00 % de convergencia (h) yo = 3.5, 100.00 % de convergencia

Figura 4.28: Planos de convergencia para Fy(z,y). Z1: verde, Z: azul

todas las raices, incluso a una raiz compleja con estimacion inicial real.

En la Figura 4.26, para Fy(z,y) casi se consigue el 100 % de convergencia en cada plano. En (a), (b), (c) y
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(d) este esquema converge a 2 de las 4 raices, y en (e), (f), (g) y (h) converge a las otras 2 raices.

Podemos observar que en la Figura 4.27, para F3(z,y) se obtiene entre el 77% y el 98 % de convergencia.
Este procedimiento converge a ambas raices en cada plano.

En la Figura 4.28, para Fy(z,y) podemos ver que se consigue el 100 % de convergencia en unos casos, y casi
en otros. Para (a), (b), (c), (d) y (e) este método converge a ambas raices, mientras que para (f), (g), y (h)
converge a una sola raiz.

En este capitulo, hemos llevado a cabo el diseno, anélisis de convergencia y estudio de la estabilidad de la
version vectorial del esquema conformable de tipo Newton-Raphson. En la teoria, hemos conseguido el orden
de convergencia cuadratico del procedimiento clasico de Newton-Raphson. En la practica hemos observado
que, en general, es posible converger cuando el método clasico falla, el orden de convergencia computacional
puede ser ligeramente superior a dos, se puede converger a raices complejas partiendo de una estimaciéon
inicial real, y es posible encontrar distintas soluciones con la misma estimacioén inicial al variar el valor de a.
En el siguiente capitulo, veremos el diseno, anélisis de convergencia y estudio de la estabilidad de la versi6n
fraccionaria de algunos métodos multipunto clasicos.
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Capitulo 5

Métodos 1terativos fraccionarios escalares
multipunto

“La esencia de las matemaéticas reside en su
libertad”

Georg Cantor (1845 - 1918)

En este capitulo se muestran los trabajos desarrollados por Akgiil et al en [3] y por Cordero et al en [15], cuyos
esquemas iterativos fraccionarios de un solo paso son el punto de partida de los procedimientos fraccionarios
multipunto. También se presenta el disefnio, anéalisis de convergencia y estudio de la estabilidad de variantes
fraccionarias de tipo Traub con derivadas de Caputo y de Riemann-Liouville' . Por tltimo, se propone una
técnica general para obtener la versiéon conformable de cualquier método clésico; utilizamos esta técnica
para disenar algunos esquemas conformables multipunto (de tipos Traub, Chun-Kim, Ostrowski y Chun),
realizamos sus respectivos anélisis de convergencia, y estudiamos la estabilidad de dichos procedimientos? .

Los métodos disenados en [3] ya fueron tratados en el Capitulo 3 (véase (3.2) y (3.3)), donde los autores
proponen las primeras variantes fraccionarias de tipo Newton-Raphson (con derivadas de Caputo y Riemann-
Liouville) cuyo analisis de convergencia se proporciona, obteniendo orden 2« en cada caso. Posteriormente
al trabajo publicado en [3], podemos encontrar en [15] los primeros intentos de aumentar el orden 2«, donde
los autores disenan tres esquemas de tipo Chebyshev con derivadas de Caputo basados en el procedimiento
clasico de Chebyshev [34, 36, 42], cuyo orden de convergencia es cubico. El primer método es el siguiente:

B R f(wy) _
donde
o f(z)eDgs f(x)
cL(z) = —————, (5.2)
T (eDg f(@)°

y con ecuacioén del error

I Resultados parciales de este capitulo forman parte del articulo Multipoint Fractional Iterative Methods with (2a+1)th-Order
of Convergence for Solving Nonlinear Problems publicado en Mathematics, MDPI [10], del Capitulo 5 del libro Fractional-Order
Modeling of Dynamic Systems with Application in Optimization, Signal Processing, and Control publicado en Academic Press,
Elsevier [38], y presentados en el congreso CEDYA CMA 2020, Gijon, Espafia

2Los resultados de este capitulo forman parte del manuscrito On a new technique to generate optimal multipoint frac-
tional methods for solving nonlinear equations enviado para su posible publicaciéon a Journal of Mathematical Analysis and
Applications, Elsevier [13]

101



102

o 2*a+1)-T(2a+1)
Cht1 = o2 (o + 1)

CCA 2a+0( )7

cuyo orden de convergencia es al menos 2o para 0 < a < 1, siendo () = (T'(-)?% y CF4 =
Do+ 1) Dy (@)
F(ja + 1) cDg f(7)

-~ f(@r) 1 f(a)eDg™ fay) _
Tpy1 = xp — D+ 1)m (1 + 20D3+f(xk)ocDg+f(xk)> , k=0,1,2,... (5.3)

El segundo esquema es el siguiente:

En (5.3) los autores cambiaron la derivada de orden 2« en (5.2) por una de orden o + 1. La ecuaciéon del
error es

1 1 CDajlf( 3a+1
§r2(a+1) cDOg+f(x)> "HO(a),

MBla+1) 02

N I(a+1)-T2a+1)
Cr+1 =

y con orden de convergencia de al menos 2« para 0 < a < %, y por otro lado, la ecuacién del error es

1 1 ngl () 2a 3a
Tt 1) Do f@) | +0 (),

o IMa+1)-T2a+1
%(( ) -TRa+1) ea

MBla+1)

con orden de convergencia de al menos 2« para % < a < 1. Por ultimo, el tercer procedimiento es:

Tyl = Tk —F(a—i—l)cDJ;(a}()) (A—l—BcLa(xk)) kE=0,1,2,..., (5.4)
0+

con ecuacion del error

I(2a+1 BT(2a+ 1 I'(2a+1
et = [-rea ) (1- i ) o5+ R (2 sm g ) o
1 BT (3a+1) I'Ba+1) a da
+F(a+1) < B(a+1) _F(2a+1)f‘(o¢+1) >CS ]ei +O(ek )

F2a+1) —T?(a+1)
[(2a + 1)

Este método es de orden 3a sélosi A=1y B = para 0 < a < 1.

Como hemos visto, en [15] fue posible el desarrollo de esquemas de tipo Chebyshev que superan el orden de los
procedimientos (3.2) y (3.3) del Capitulo 3. Al igual que los métodos de un solo paso de tipo Newton-Raphson
de mayor orden vistos en el capitulo 3 (NeL3, NeA3 y NeLA4), los esquemas de tipo Chebyshev tienen la
desventaja de que usan derivadas de alto orden, lo cual involucra una alta complejidad computacional,
ademéas de que no son procedimientos 6ptimos; estas son las razones por la cual los métodos multipunto
son ampliamente utilizados en la literatura. Para superar el orden 3a de (5.4), disefiamos las variantes
de tipo Newton-Raphson NeCA (3.4) y NeRL (3.5) vistas en el Capitulo 3, cuyo orden es a + 1 en cada
caso, superando el orden 2« de los métodos (3.2) y (3.3), para usarlos luego como predictores de esquemas
multipunto de tipo Traub.

En la siguiente seccion, disefiamos y analizamos la convergencia de dos procedimientos fraccionarios de tipo
Traub.
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5.1. Meétodos de tipo Traub con derivadas de Caputo y Riemann-
Liouville

A continuacién se muestra el disefio de nuevos métodos fraccionarios de tipo Traub con derivadas de Caputo
y de Riemann-Liouville que publicamos en la revista Mathematics (ver [10]).

5.1.1. Deduccion de los métodos

Para el diseno de estos métodos, partimos de un doble Newton-Raphson, y congelamos la derivada en el
segundo paso. Teniendo esto en cuenta, usaremos los métodos de Newton-Raphson con derivada de Caputo
(3.4) y con derivada de Riemann-Liouville (3.5) como predictores de los esquemas de tipo Traub con el uso
de estas derivadas, respectivamente. De esta manera, el procedimiento de tipo Traub con derivada de Caputo
resulta

1/
xk*l:yk_<r(a+l)c]3];(%fk()m) , k=0,1,2,...,
0+

donde
f(@r) )Ua
=z, — ([[Na+1) ——F—~— , k=0,1,2,...
e <( )CD3+f($k)

que denotaremos por TeCA. Por otro lado, el método de tipo Traub con derivada de Riemann-Liouville
resulta

1/
$k+1=yk—<F(a+l)m> , k=0,1,2,...,
0+

donde
f(xr) )Ua
—a— (Da+)=LER )k —0,1,2,...
e <( "Dg. ()

que denotaremos por TeRL.

5.1.2. Analisis de convergencia

En el siguiente resultado se establecen las condiciones que aseguran la convergencia de TeCA usando el
desarrollo de Taylor (2.45).

Teorema 5.1.1 Sea f : I C R — R una funcion con derivada fraccionaria de Caputo de orden ak, para todo
entero positivo k y para cualquier o € (0,1] en el intervalo I, conteniendo el cero T de f(x). Supongamos
que cDg, f(x) es continua y no nula en T. Si una aprozimacion inicial xq es lo suficientemente cercana a 7,
entonces el orden de convergencia local del esquema de Traub fraccionario con derivada de Caputo (TeCA)

1/
Th+1 = Yk — (F(a-‘—l)c‘D‘Z(:.gfk()xk)) 5 k:071,2,..., (55)
0+
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104 5.1. Métodos de tipo Traub con derivadas de Caputo y Riemann-Liouville

donde
f(@r) )Ua
=z, — [[Na+1)——F—~— , k=0,1,2,...
e (( )CD8‘+f($k)

es al menos 2a+1, 0 < a <1, y la ecuacion del error es

_ T2a+1) CA2 gla+l a?42a+1
ekl = (e £ 1) 105 +o(e )
siendo o + 2o+ 1 < 3a + 1 para o € (0,1],

I(a+1) -T(2a+1)

A =
! I2(o+1) ’

caA _ Na+1) cD]ff(:E)
5= M 1) Dy, f@)

, 4> 2, tal que xp, > 0, Vk.

Demostracion. El primer paso y de (5.5) es (3.4), cuyo orden de convergencia fue probado en el Teorema
3.2.1. El desarrollo de Taylor del error cometido en el paso y; en torno a z hasta orden 2a + 1 se puede
expresar como

1[/TQ2a+1) a-1 2
_ _ —*A CA (x—f—l - A A CA“ A CA 2a+1 3a+1
Yp — T = 1C5 +a (a0t 1) + 9 1 105 203 +O( )’

donde

IM(a+1)-T2a+1)

A =
! I2(a+1) ’

I'(o+ )2+ 1) — T(3a + 1)

Az = T(o+ 1I(2a + 1)
El desarrollo de f(yx) es
Dy f(z a
f(yk)=m (g — )" + C5™ (g — 2] + O (ef+).

Usando el Teorema generalizado del binomio (2.52) y el coeficiente binomial fraccionario (2.53),

_a = (-1 aogA% e tay (_1 T e cne-t [(TRa+1)  a-—1 cA2
=)™ = ( 0l> A +( a) AT Ma+1) | 2a A1) 4Gy
2
— a’420 L @~ (1 a—ocac—2[(TRa+1)  a-—1 A2
AQC ] + 5 < a> ATTC5 [(Fg(a—l—l) + oo Ay ) A,CS

_ AQC ] oc 21 3a +O( 30z+1)
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N 1 2 o
(g — i)z _ (_a> A2aCC’A2 2a +2a +0 (e 3a+1)

Notemos que, para todo a € (0,1), a®> + 3a < 3a+ 1y 20?2 +2a < 3a+ 1, pero a® +4a > 3a+ 1y
202 +3a > 3o + 1.

Por lo tanto,

eD?, f(z) 1 o 1\ >
_ 0+ - AaCCA a 2ta = Aze® +2a
1) 2a+1 a—1 1\%2 2
2 CA= 2(1 2c B a“+3a 3a+1
+(—a> AZeggATett 2t +2<—a> AgeH3| £ 0 (edoth,
siendo
I'(2 1 -1 a a—
A= (FE(ZL; + A >AQCCA R e e e
y

]. F(20[+1) Oé—]. 2 CAOH—Q 2 2 ~~NCACX— 2 CA2
Ay = — A AT AO‘ A3
* a <F2(a+1) T o 1> 2 Cz7 G
2 (TR2a+1) «a-1 1 CA% ACA
- - AL ) AT A
a <F2(a—|—1) * 20 > 2027 G5
El desarrollo del cociente % resulta
CD0+f(xk)

Fyr) 1 ( 1) CA %+ ( 1 )a_l ( I(2a+1)1 CAa+1) 24
— " = —— || —=) AYCy" ey T4+ —— Az + —AfC Qe
eDg, f(xr) T(a+1) o a ST Tla+1) a “k

2 a—2
+ (—1> A OGP etz y (—1> (O‘ L,
o « 2
714@ A
[(a+ 1)F(2a +1) G al2(a+1) o5

F2(2a+1) aCAXT2 o’ +3a 3a+1
sl L ) }+o( ).

Usando de nuevo el Teorema generalizado del binomio,

roevafits) = () [aerers (R (e a5

+1
1\“ at2 42
CA 241 +1~CA +2a+1 3a+1
+  AxC5 )eka — (_a ATTC5 eg « —I—O(eka )

CCA2
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Sea 1 =epy1 + T,

~ T(2a+1) CA2 2041 a?+2a+1
€kt1 = T 2(a 1) A0y e+ 0 (ek ) .

Esto completa la prueba. O

En el siguiente resultado se plantean las condiciones que aseguran la convergencia de TeRL de manera
similar, pero usando el desarrollo de Taylor (2.43). Aqui se omite la prueba, ya que es totalmente analoga a
la demostracion del Teorema 5.1.1.

Teorema 5.1.2 Sea f: I C R — R una funcion con derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden
ak, para todo entero positivo k y para cualquier o € (0,1] en el intervalo I, conteniendo el cero T de f(x).
Supongamos que Df, f(x) es continua y no nula en . Si una aprozimacion inicial xo es lo suficientemente
cercana a T, entonces el orden de convergencia local del procedimiento de Traub fraccionario con derivada
de Riemann-Liouville (TeRL)

1/«
Thil = Yk — <F(a+1)l%) , k=0,1,2,..., (5.6)
o+

donde

1/«
yk:xk—(I‘(a—l—l)Df(;fg)Ck)) , k=0,1,2,...
o+

es al menos 2a+1, 0 < a <1, y la ecuacion del error es

__ I2a+1) RL2 2041 o2 +20+1
€p+1 = T 1 1)A102 e+ 0 (ek ) ,
siendo o +2a+ 1 < 3a + 1 para o € (0,1],

IM(a+1)-T(2a+1)
2(a+1) ’

A=

T(a+1) DIf(z)
CRL — 0 , 7 >2, tal >0, Vk.
T Dot 1) D@ =

En la siguiente seccién, proponemos una técnica que nos permite obtener la versiéon conformable de cualquier
método clésico, y la utilizamos para el disefio y anélisis de convergencia de algunos esquemas conformables
multipunto.

5.2. Técnica general para el diseno de métodos fraccionarios con-
formables basados en esquemas clasicos

Para construir una técnica general con el fin de obtener una versiéon conformable de un procedimiento clasico
conocido, partimos del supuesto de que cualquier método se puede representar como (véase [42])
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o(z) =z — f(x)g(x), (5.7)

donde ¢(Z) es finito y no nulo, siendo Z un punto fijo de ¢. Notemos que si g(z) en (5.7) es 1/f'(z), se
obtiene el esquema clésico de Newton-Raphson.

Es bien sabido que considerando el desarrollo de Taylor de una funciéon f en el entorno de la raiz Z hasta
orden uno como

fl@) = f(z) + f'(2)(x — 2), (5.8)

podemos conseguir, sabiendo que f(z) = 0, el procedimiento clasico de Newton-Raphson despejando z de
(x — Z) del lado derecho de (5.8), y considerando los iterados xj y 2541 como aproximaciones de la raiz T

Ty = T — ;,((:;2)), k=0,1,2,... (5.9)

Procediendo en sentido contrario, de (5.9) podemos conseguir (5.8), de nuevo, sabiendo que f(Z) = 0. Por
lo tanto, de (5.7) podemos obtener una representacion general de la serie de Taylor clasica en el entorno de
Z hasta orden uno de f como

fz) = (z — ¢(2)). (5.10)

1
9()

Considerando la serie de Taylor conformable (2.49), podemos conseguir la version conformable de (5.10)
como

1
ga(7)

flz) = [(z —a)* = (6(z) — a)?]. (5.11)

Si la expresion analitica de g(z) incluye derivadas enteras de f(x), entonces la expresion analitica de g, ()
incluye derivadas conformables de f(x). Ahora, despejando ¢(z) de (5.11) tenemos

3(7) ~ a+ ((x —a)” — af(z)ga(@))"*. (5.12)

Considerando x como aproximacion de Z, finalmente obtenemos la version conformable de (5.7) como

$(x) = a+ ((x —a)® — af(z)ga(z))"". (5.13)

Cuando g, () en (5.13) es 1/(T2f)(x), se obtiene el método NeCO (3.9). Por lo tanto, dado un esquema
clasico, debemos identificar su expresion analitica de g(x) para obtener su version conformable. Hasta ahora,
hemos podido ver que el orden de convergencia teérico de la versién conformable de un procedimiento
iterativo se preserva, y ademas puede presentar en ocasiones algunas ventajas numéricas frente a la version
original; al menos con el uso de las versiones conformables de tipo Newton-Raphson (NeCO y NvCO) vistas
en los Capitulos 3 y 4, hemos observado que, en general: Se puede encontrar solucién cuando los métodos
clasicos fallan (con « # 1), el orden de convergencia computacional puede ser ligeramente superior y en
algunos casos es posible converger en menos iteraciones que en el caso clasico, se puede conseguir una raiz
distinta al variar el valor del orden fraccionario «, y es posible converger a raices complejas partiendo de
estimaciones iniciales reales.
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5.2.1. Deduccién de algunos métodos multipunto

Usemos (5.13) para diseniar algunos procedimientos conformables multipunto de tipos Traub, Chun-Kim,
Ostrowski y Chun (véase [14, 36, 42]). Consideremos primero el método de Traub de tercer orden [36, 42]

iy @)
i) = oa(w) - L0
donde
W@
P = )
En este caso,
1
=
en (5.14), por lo que
1

9(2) = e )

En consecuencia, la version conformable del procedimiento de Traub denotado por TeCO es

. e g Jlea@)] )
Ya(z) = a+ ((¢2( ) —a) (Tgf)(:@) ;
donde
P2(z) = a+ <(x —a)® — aif(x) >1/a )
(T8 f)(x)

Consideremos ahora el método de Chun-Kim de tercer orden (véase [14, 36])

1L fles@)]] f(=)
o)== [ T 20
donde
_ f@)
W= iy
Aqui,

L[, Fl@]] 1
“”‘2F ﬂ@]f@)

en (5.18), y por tanto

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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[, @Ab@]] 1
wie) =5 3= G| e

Por consiguiente, la version conformable del esquema de Chun-Kim denotado por CKeCO es

B o af, (TNlpa@)]  fl2) \V°
vale)=a+ (“ R [3 i } (Taf <x>) ! (5.19)
donde
1) (m):a—i-((x—a)a—oz /() )Ua
! (Tef)(z))

Ahora, consideremos un procedimiento 6ptimo de cuarto orden, el método de Ostrowski [36, 42]

_ f(z) f195 ()]
onte) = onte) - | gyt | F (20
donde
¢5(z) = — J{,((Z)),
En este caso,
[ W 1
@) = | 7oy L) 7
en (5.20), por lo que
_ f(z) 1
00(0) = | 7y L) T
En consecuencia, la version conformable del esquema de Ostrowski denotado por OeCO es
_ o /() fgo(@)] )
vute) =a+ (o) =" —a | T | FT5) (21
donde
p6(z) = a+ ((x—a)a -« f(@) )Ua
’ (Teh@))
Finalmente, consideremos otro procedimiento 6ptimo de cuarto orden, el método de Chun [36]
inte) = (o) - [ L H 2] oo, 6522

donde
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Aqui,

en (5.22), y por tanto

fx) + 2f[¢(l‘)]} 1
f(x) (T f)(x)

i) = |

Por consiguiente, la versién conformable del esquema de Chun denotado por CeCO es

X X X l/a
Yg(r) = a+ <(¢8(x) —a)* -« [f( ) +f?£)[¢8( )]} (J;E(fjcg(;])) , (5.23)
donde
ps(z) = a+ ((x —a)® — aif(x) )Ua
: (Tef)(@))

En adelante, usaremos la notacion x = zg, ¢(z) = yp y ¥(x) = Tgy1-

5.2.2. Analisis de convergencia

En el siguiente resultado se establecen las condiciones que aseguran la convergencia de TeCO. Recordemos que
utilizaremos derarrollos de Taylor clasicos, debido a su equivalencia con los desarrollos de Taylor conformables
vista en la observacion 3.3.3.

Teorema 5.2.1 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
el cero T de f(x). Sea (TS f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en a, de orden «,
para cualquier o € (0, 1]. Supongamos que (T2 f)(x) es continua y no nula en Z. Si una aprozimacion inicial
o es lo suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del procedimiento fraccionario
conformable de tipo Traub (TeCO)

1/
$k+1=a+((yk—a)“—a@(‘;c%) , k=0,1,2,...,
donde
_ e, S )”" _
yk—a—i—((wk a) a(Tgf)(xk) , k=0,1,2,...,

es al menos 3, y la ecuacion del error es

1—a)C 1(1—a)?
e <2022”( - 2*2@_52)6%0(6@’
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) (7
siendo C; = m, para j > 2, tal que a < xy, Vk.

(@)
Demostracion. El desarrollo de Taylor de f(xy) en el entorno de Z, y considerando z = Z + e, es
f(ka) = f’(i‘) [ek + Czei + Csei + C4€i] + O (62) ,
) (7
! (m)) para j =2,3,4,...

L' (z)

Usando el Teorema generalizado del binomio (2.52) y el coeficiente binomial fraccionario (2.53),

donde C; =

(Taf)zk) = (zr—a)'"f'(xr) = f'(2) [(2 — )™ + (@~ ) (1 — a +2(z — a)Ca)ex
+ %(E —a) 7 ((a = 1)a+4(1 — a)(Z — a)Csy + 6(Z — a)*Cs)es

+ é(:i —a) 7% —a+6(1 —a)a(z —a)Cy — 18(1 — a)(z — a)*Cs
+  24(a® - 3a°z + 3a2® — 2°)Cy)e}] + O (er) -

El primer paso yj, es NeCO (3.9), cuyo orden de convergencia fue probado en el Corolario 3.3.1. El desarrollo
de y; hasta orden 3 se puede expresar como

(a—1)C2 (1—-a)la—2)

l -« 2 2 3 4
. 205 —2 .
2(x—a))6k+(c3 Gt 3(Z — a)? >6k+0(6’“)

Y — T = (02 +
Asi, el desarrollo de f(yx) es

S = @) |(Cot 5 )b+ (200 —2cg 4 G Lo 0@ 5o ot

Entonces,

f(y)

Tapay — 2@ a2 -a)Ge

2
+ %(:z —a)* 3 ((a— 1)(5a —7) + 18(1 — a)(F — a)Ca + 24(F — a)2C2 — 12(% — a)2C3)e3
0

Usando de nuevo el Teorema generalizado del binomio, el desarrollo de (y; — a)® resulta

(=) = (F—0a)"+2(F—a)* (1 —a—2F —a)Ca)e}

+ (2 —a)*?((a—1)(a—2)+3(1 - a)(@—a)Cs + 6(x — a)>C; — 6(z —a)’Cs)ej + O (e) ,

w|

por lo tanto, usando el Teorema generalizado del binomio una vez mas,

a 0% —a f(y) Ua_f 2 (1-a)Cy 1(1_04)2 3 ol
) B e i = S LAC)
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Finalmente, sabiendo que zy1 = Z + egt1,

ehi1 = <2C§ +2 ;_ =+ (x:3)2> e +0(ef).
Esto completa la prueba. O
Observacién 5.2.1 Dado que la ecuacion del error del método clisico de Traub es (ver (2.21))
ert1 = 2C3€; + O (e}) ,
se comprueba la relacion entre las constantes asintdticas del error vista en el Teorema 2.1.5.
En el siguiente resultado se plantean las condiciones que garantizan la convergencia de CKeCO.

Teorema 5.2.2 Sea f: I CR — R una funcidn suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
el cero T de f(x). Sea (T2 f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en a, de orden o, para
cualquier a € (0,1]. Supongamos que (T2 f)(z) es continua y no nula en T. Si una aprozimacion inicial xo es
lo suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del esquema fraccionario conformable
de tipo Chun-Kim (CKeCO)

<T;f><yk>} f k) ))”“7

Tpy1 =a+ ((xk —a)% 5 {3 (Taf)(xy) | (Taf)(zk

donde

1/«
yk:a+<(xk—a)a—a(1£§c%) , k=0,1,2,...,

es al menos 3, y la ecuacion del error es

1 5(1—a)Cy 1 (1—a)(7—8a)\ 5 4
= (202 + = o A A A L ———
€rr1 <02+203+2 e DR P ex + O (ex)
79 ()
siendo Cj:ﬁ para j > 2, tal que a < xp, Vk.
L' (x)

Demostracion. El desarrollo de Taylor de f(xy) en el entorno de Z, y considerando xy = Z + ey, es

J(@n) = @) [ex + Caek + Cael + Cacit] + 0 (e})

= —— paraj=23,4,...
Jf (@)

Usando el Teorema generalizado del binomio (2.52) y el coeficiente binomial fraccionario (2.53),
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(Taf)(ee) = (zr—a)' " f'(ar) = f'(@) [(Z—a)' "+ (T —a) (1 — a+2(Z — a)Ca)ex
+ %(gz — @) (o — Da+4(1 — a)(F — a)Cs + 6(Z — a)2Cy)e2

é(;ﬁ —a)2a® —a+6(1 —a)a(z —a)Cy —18(1 — a)(z — a)*Cs

24(a® — 3a°2 + 3az® — 2%)Cy)e} ] + O (e}) -

El primer paso y;, es NeCO (3.9), cuyo orden de convergencia fue probado en el Corolario 3.3.1. El desarrollo
de y; hasta orden 3 se puede expresar como

Yo — T = (02+ 21___0;)) el + (203 202 + (a-1)C  { —a)(a)—22)> e+ 0 (ef) .

(z Z—a 3(z—a

Asi, el desarrollo de (T f)(yx) es

T = =0 ) = @) | @ =0 + 5@ =07 a1 - 20 - o
+ %(i‘ —a) 7 a—1-2(Z —a)02)((a —1)(a—2) = 3(Z — a)(Cola — 1 — 2(Z — a)Cy)

+ 2(z—a)Cs3))ep] + O (er) .

Entonces,
) T—a)* tey — (T —a)*? a+(z—a
(Tgf)(xk) - ( ) k ( ) (1 + ( )02)
+ %(a’c a)®*3((a—1)(a—2) = 2(z — a)(Ca(a—1 —2( )C2) + 2(x — a)Cs))
0] (ei) ,
y
o, @] _ . 1oy
-ten) = ef (e aimt)e
+ (a(i(; 362)2_ 3y 2(0;__1(302 ~3C2 + 303) e
TR (W +96C% + 205 (( (52(17:;2 4803)
(1 —a)(a(6a —17) + 13 — 30(z — a)?Cs)
* G ap sy ) df
+ Ofep).

Por lo tanto,
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+ O(ei).

Usando de nuevo el Teorema generalizado del binomio, el desarrollo de (z — a)® resulta

(xp —a)* = (Z —a)* +a(Z —a)* ep + %a(a —1)(Z —a)* %} + %a(a —D(a—2)(z—a)* el + 0 (e})

de modo que, usando el Teorema generalizado del binomio una vez mas,

o o, @H] Sl 7 , 1. 5(1—a)Cs
e e e Kooy ) B R R R e
L (1_04)(7_804)> 3 4
E_—Q ek+0<ek)-

(z —a)

+

Finalmente, sabiendo que zj 11 = T + g1,

2 7a 12 @-ap )StOL):

1 5(1—a)C: 1 (1—-a)(7-—8
ehi1 = (2022 +5Cs + 1 —0)C , 1{1=0)(7—80) a)> 3
Esto completa la prueba. O

Observacién 5.2.2 Dado que la ecuacion del error del procedimiento cldsico de Chun-Kim es (ver (2.23))

1
Chp1 = (2022 + 203> ey + O (er)
se comprueba la relacion entre las constantes asintdticas del error vista en el Teorema 2.1.3.
En el siguiente resultado se establecen las condiciones que aseguran la convergencia de OeCO.

Teorema 5.2.3 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
el cero T de f(x). Sea (TS f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en a, de orden o, para
cualquier a € (0,1]. Supongamos que (T2 f)(z) es continua y no nula en T. Si una aproximacion inicial xy es
lo suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método fraccionario conformable
de tipo Ostrowski (OeCO)

_ RPN B AC7Y) S N
$k+1—a+<(yk ) |:f($k)_2f(yk)] (Tgf)(a?k)) , k=0,1,2,...,

donde
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1/
yk:aﬁ—((mk—a)a—a(z{z%]z;w) , k=0,1,2,...,

es al menos 4, y la ecuacion del error es

1(1-a)(C3—-C5) 1 (1-a?)?Cy 1 (1—a)(l-a?)

_ 3 _ L 2 . -+ 4 5

L= <C2 €2l 3 i—a B Goa? Ta Goap  )tOE)
(j)(x)

siendo C; = Iz (x)’ para j > 2, tal que a < xy, Vk.

Demostracién. El desarrollo de Taylor de f(x) en el entorno de Z, y considerando xy = T + ¢y, es
flar) = f(z) [ex + Caep + Csej + Caeyy + Csep] + O (e}),

f(;)gg, para j = 2,3,4,.

Usando el Teorema generalizado del binomio (2.52) y el coeficiente binomial fraccionario (2.53),

donde C; =

(Tef)(ze) = (wp—a)' " *f(zx) = (@) [(Z—a) "+ (@T—a) (1 —a+2(Z—a)Ca)ex
+ %(50 — ) — 1)+ 41— a)(F — a)Ch + 6(F — a)2Cy)e?
+ é(i" — )0 — o+ 6(1 — a)a(@ — a)Cs

— 18(1 — a)(Z — a)*C3 + 24(a® — 3a®7 + 3az® — 7°)Cy)e}
i(,_ ) (a(a—l)(a+1)(a+2) 8a(l — a)(1+ a)Cy
24" (@ —a)® 7 —a)?

a0 =10 | g1 agC+ 10(e - )Cs) o] 40 ).

Tr—a

El primer paso y es NeCO (3.9), cuyo orden de convergencia fue probado en el Corolario 3.3.1. El desarrollo
de y; hasta orden 4 se puede expresar como

w2 = <02 + o é;_%) e+ (203 — 205 + (O‘j—_lzl@ e ;(;‘)_(O;)_Q 2)> ¢t
(1-a)(5C% —C3) (202 =b5a+3)Cy (1 —a)(2a® —Ta+7)
+ (303 — 70503 + 4C3 + 2T —a) ) 87 —a)? > e

+ O(€}).

Asi, el desarrollo de f(yi) es

fw) = f@ >Kcz+ —o )6k+(2032C§+(a”02+(1“)(“2))6g

T—a 3(z —a)?

7( D(7C3 +4C3)  (a—1)(5a=T7)Cy  (a—1)(2a° —=Ta +7)
+ <502 7020 27— a) (7 —a) 307 — )

3 2
e | RG]
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Entonces,
S L a2 _ g oz 2
TN wr) 2(96 a)* *(1—a—2(Z — a)Cs)e;,
+ é(a‘c —a)*3((a—1)(5a—7) + 18(1 — a)(Z — a)Cs + 24(Z — a)*>C% — 12(Z — a)*C3)e;
i(i —a)** ((a = 1)(5a — 7)(4a — 7) + 2(53a* — 126c + 73)(Z — a)Co

(1 —a)(z —a)*(276C3 — 132C3) + (& — a)*(312C35 — 336C5C3)
— 72(a® — 3a’% + 3az® — %)Cy) €, + O (€) .

flxg) B l1-«a (1—a)Cy a? -1
e b = (e amy ) (1 2o BB e )
(a—=1)(3C3—-2C3) (1-a®)Cy (a—=1)(a+1)(2a+1)
+ <_4CQC3 - e aa—ap 127 — a)?
o s 330261 3 ()
Por lo tanto,
1

—a)* 21— a—2(% —a)Cy)ei

ol w02 - @) (@ - 1a-2)

|t | wapen = 2 2@ 30
+ 3(1—a)(x —a)Cy +6(Z —a)*(C3 — Cs3))e}
?14(:;: —a)** ((a — 1)(4a® — 15a + 17) + 36(a — 1)(Z — a)*(C3 — C3)
— 72(Z — a)®*C3 4 2(a — 1)(Tae — 11)(Z — a)Cy + 144(Z — a)>CyCs
+  72(a® - 3a°% + 3az® — 2%)Cy) €4 ] + O (e}) .

Usando de nuevo el Teorema generalizado del binomio, el desarrollo de (yx — a)® resulta

(- = @E-a)+5@-0)" 21 -a-23-a)Cy)e}
+ S@E—a) P (a—1(a—2)+3(1 - @)z - a)Cz + 6(z — )*CF — 6(z — 0)*Cy)e]
— SE-a" (e~ 1(a—2)(a—3)+16(a — 1)(& - a)’CF — 32(z - a)'C}
+ 16(1 — a)(z — a)?’Cy — 4(a® — 3o+ 2)(% — a)Cy + 56(Z — a)*CyC;3
+ 24(a® - 3a°2 + 3az® — 2%)Cy)ep + O (e})

de modo que, usando el Teorema generalizado del binomio una vez mas,

. _a) Flu) \Y°
Trp+1 = + ( Yk {f — 2f yk } (Tgf)(xk)>
2\2 2
B (C2 ot 1( %(— a —24 % (1@3352 * iW) et +0(e}).
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Finalmente, sabiendo que zy1 = Z + eg1,

~ (- 11-0)(C3-Cy) 1 (1=0*)’Cy 1 (1=a)(1-0%)Y 4, 55
ek+1—<02 CzC3+2 . +12 @ —a) +24 T—ap €k+0(ek)~

Esto completa la prueba. O
Observacion 5.2.3 Dado que la ecuacion del error del esquema cldsico de Ostrowski es (ver (2.26))
er1 = (C5 — CoC3) ef + O (e})
se comprueba la relacion entre las constantes asintdticas del error vista en el Teorema 2.1.5.
Finalmente, en el siguiente resultado se plantean las condiciones que garantizan la convergencia de CeCO.

Teorema 5.2.4 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
el cero T de f(x). Sea (TS f)(x) la derivada fraccionaria conformable de f(x) centrada en a, de orden «, para
cualquier « € (0,1]. Supongamos que (T2 f)(x) es continua y no nula en T. Si una aprozimacion inicial xo es
lo suficientemente cercana a T, entonces el orden de convergencia local del método fraccionario conformable
de tipo Chun (CeCO)

f<xk>+2f<yk>} Flur) )”C"
( ))

Tpy1=a+ ((yk —a)® -« { f(zx) Taf)(wk

donde

2 1/«
yk=a+<(xk—a)a—a@£;)]z;k)) , k=0,1,2,...,

es al menos 4, y la ecuacion del error es

_ 3 (1—a)(13C2 —C3) = (24(1 —a)? + (1 —a)(13 — 11a))Cy
Gt = (502 R T R 12(z — a)?
(1-a)?(13-11a)\ 4 5
+ 24(@'—0,)3 €k+0(ek)5
) (7
siendo C; = w para j > 2, tal que a < xy, Vk.
N (x)

Demostracion. El desarrollo de Taylor de f(xy) en el entorno de Z, y considerando z = Z + e, es

f(zg) = f'(2) [ek + C’gei + C’gei + C’4ei + 0562] + 0 (62) ,

= ——= paraj=23,4,...
J (@)

Usando el Teorema generalizado del binomio (2.52) y el coeficiente binomial fraccionario (2.53),
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(Taf)@e) = (ox—a)' " f(zx) = f'(2) [(2 - a)' ™ + (2 — ) (1 — @+ 2(z — a)Ca)ex
+ %(a’c —a) 7 ((a = 1)a+4(1 — a)(Z — a)Csy + 6(Z — a)*Cs)e
+ é(j—a)_Q_“(a?’ —a+6(1—-a)a(Z—a)Cy
— 18(1 — a)(Z — a)?C3 + 24(a® — 3a*7 + 3az* — 7%)Cy)e}
1, o fala=1)(a+1)(a+2)  8a(l—a)(l+a)C
I R e e
+ w +96(1 — a)Cy + 120(z — a)C5) ei] + 0 (ep) -

El primer paso y es NeCO (3.9), cuyo orden de convergencia fue probado en el Corolario 3.3.1. El desarrollo
de y; hasta orden 4 se puede expresar como

s l-a 2 o2, (=10 (I —a)(a—2)) 4
Yp — T = (Cg+2(x_a)>ek+<203 205 + Py + 3 —a) er
B 3 (1—a)(5C3—C3) (202 =5a+3)Cy  (1—a)(2a? —Ta+T7)\ 4
+ (303 7C5C5 + 402 + 2(5_6 — a) + 2(f — a)2 8(f — a)3 [
+ O(e}).

Asi, el desarrollo de f(yx) es

o 1—a ), P e VN T (R A W
f(yk) - f( )|:(C2+2(ja)) k+(203 202+ 7 —a + 3(.%*0,)2 ) k
3 ~(a— 1)(7C3 + 4C3) (@ =1)Ba—-7C  (a— 1)(2a2 = Ta+17)
- (502 76205 2(7 - a) (7 — a)? 8(7 — a)®
a® — 3a%% az? — 7 4 4
S = e U RLIC R
Entonces,
I (Yk) _ Ef_aa72 Ca—9%F—a o2
(Tgf)(xk:) - 2( ) (1 2( )02) k
+ é(f —a)* 3 ((a—1)(5a —7) + 18(1 — a)(Z — a)Cq + 24(7 — a)*C3 — 12(Z — a)*C3)e;
i(j —a)** ((a = 1)(5a — 7)(4a — 7) + 2(53a* — 126a + 73)(Z — a)Cs
(1 —a)(z —a)*(276C3 — 132C3) + (& — a)3(312C35 — 336C,C'3)
—  72(a® - 3a’% + 3az® — %)C4) €, + O (€) .
y
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f(@k) +2f (yk) 1-eay, g2 31-a)C 2a-1(a-2)\ ,
L] v o 12 (s 2 o)
2
+ <16C§ — 2005 + 60y + 0 1)(@5623@7 1068) _ (60(‘33_1)0;2
(o 1)4((7;#_0;()23& - 7))) el +0(cl).
Por lo tanto,
f(xk)+2f(yk) f(yk) - a 13_3—(10672 —a—-2T —a 62_13—3_(10473 o — o —
o [Hoa 20| T o]l -0 - a -2 - a0 - 5@ - (e - Dia -2
+ 3(1—a)(Z —a)Cs +6(z — a)?(C3 — C3))ej
i(f —a)**(8a® —17a® + 4a + 5 + (a — 1)(Z — a)*(108C5 — 36C3)

— 24(% — a)®C3 — 2(290* — 5da + 25)(7 — a)Cy — 144(Z — a)*CyCs
—  72(a® — 3d’z + 3az® — 7°)C4) ei] + 0 (e}) -

Usando de nuevo el Teorema generalizado del binomio, el desarrollo de (y; — a)® resulta

(e —0)” = (F-a)"+5(F-a)* (12— a)Ca)e}
+ %(* —a)*3((a=1)(a—2) +3(1 — a)(Z — a)Cy + 6(% — a)?C2 — 6(% — a)>C3)e}
- %(* —a)* *(a—1)(a—2)(a—3) +16(a — 1)(Z — a)?C; — 32(Z — a)*C3
+ 16(1 — a)(z — a)?’C3 — 4(a* — 3a + 2)(Z — a)Cy + 56(% — a)*C2Cs
+ 24(a® - 3a°Z + 3az® — 2°)Cy)ep + O (e})

de modo que, usando el Teorema generalizado del binomio una vez mas,

1/«
T = a+ <(yk —a)®—a |:f($k) +2f(yk)} : f(yx) )> — a4 (503 - CaCy

flxr) Tgf) (x
1—a)(13C3% - C 24(1 — a)? + (1 — a)(13 — 11a))C: 1—a)?(13-11a)\ 4,
Lo 2)((@2) 3) |, (24( >+12<(za>)<2 NG, ( 24)(;&)3 >)ek+o(eg).

Finalmente, sabiendo que zy11 = T + egt1,

B 3 (1-a)(1302 - C3) (241 — @)? + (1 — a)(13 — 11a))Cy
= (502 e T * 12(2 — a)?
(1—-a)?2(13-11a)\ 4 5
+ 210 —a)? ep +0(€}) -
Esto completa la prueba. O

Observacion 5.2.4 Dado que la ecuacion del error del esquema cldsico de Chun es (ver (2.28))
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120 5.3. Pruebas numéricas

ert1 = (5C5 — CaC3) ep + O (e})

se comprueba la relacion entre las constantes asintdticas del error vista en el Teorema 2.1.5.

Observacion 5.2.5 Los procedimientos OeCO y CeCO son los primeros métodos fraccionarios multipunto
dptimos, segin la conjetura de Kung y Traub [26].

Como hemos podido ver hasta ahora, el orden de convergencia teérico de los esquemas clasicos se conserva en
la version conformable de tales procedimientos. En la siguiente seccion, realizamos diversas pruebas numéricas
con algunas funciones no lineales, y estudiamos la estabilidad de estos esquemas.

5.3. Pruebas numéricas

Para obtener los resultados en esta seccién, hemos utilizado Matlab R2020a con aritmética de precisién doble,
|f(zks1)] < 1078 0 |zgs1 — 2| < 1078 como criterios de parada, y un méximo de 500 iteraciones. Para el
célculo de la funcion Gamma hemos utilizado el programa en [27] (ver fichero MATLAB en Anexo A.1). Para
la funcién de Mittag-Leffler utilizamos el programa proporcionado por Igor Podlubny en MathWorks (ver
fichero MATLAB en Anexo A.2). La funcion Gamma.m del Anexo A.1 se calcula con 15 digitos de precision
a lo largo del eje real y 13 en otras partes de C, y la funciéon mif.m del Anexo A.2 para calcular la funcién
de Mittag-Lefler tiene 9 cifras significativas de precisién. La funcion Gamma y la de Mittag-Leffler s6lo son
calculadas para los métodos TeCA y TeRL, los cuales usan derivadas de Caputo y de Riemann-Liouville,
respectivamente; la derivada conformable no necesita que se evalien estas funciones. También usamos el
Orden de Convergencia Computacional Aproximado (ACOC)

ACOC = p = 10Uk = Tel/ 12k = 2ra])
In(lzg — zx—1|/|2h—1 — Th—2])’

k=23.4,...,

definido en [17], para comprobar que el orden de convergencia tedrico también se conserva en la practica.

Vamos a comprobar el funcionamiento de los procedimientos TeCA, TeRL, TeCO, CKeCO, 0eCO y CeCO
sobre algunas funciones no lineales (ver ficheros MATLAB en Anexos A.24 a A.29); comparamos cada método
con su version clasica (cuando a = 1). Para los esquemas TeCO, CKeCO, 0eCO y CeCO, con derivadas
conformables, fijamos a = —10 para asegurar que a < xy, Vk, mientras que para los procedimientos TeCA
y TeRL (con derivadas de Caputo y Riemann-Liouville, respectivamente) a = 0, ya que sélo asi se puede
demostrar la convergencia en la teoria.

En cada tabla mostramos los resultados obtenidos para cada funcién de prueba con una misma estimacion
inicial 29 y « € (0, 1], con el uso de los seis métodos disefiados en este capitulo.

Nuestra primera funcién es fi(z) = —12.8425 — 25.62° + 16.5520* — 2.212% + 26.712% — 4.292 — 15.21, con
raices reales y complejas z; = 0.82366 + 0.24769:, o = 0.82366 — 0.24769i, T3 = —2.62297, 4 = —0.584,
Ts = —0.21705 + 0.99911¢ y ¢ = —0.21705 — 0.999114. Las derivadas necesarias para esta funciéon son:

(7)) 6 I'6) 5 L) 4
D¢ = 1284 —7—af7* — 2562 +16.55—— >z
eDgy f1(x) 8 I‘(?—a)x 56F(6—a)x + 655I‘(5—a)x
L) 5 I'B3) o re) -
—2.21 g3 4 26,71 P — 420~ gl
a—a)” T —g” Ta—a”
(0% « 1 —
D0+f1<x) = CDO+f1(Z‘) — 1521m$ s
(Tof1)(x) = (z—a)'"fl(z) = (x —a)'~(=77.042° — 1282 + 66.22° — 6.6322 + 53.42x — 4.29).
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5. Métodos iterativos fraccionarios escalares multipunto 121
Método TeCA Método TeRL
a || 7 | |Ales)l | [Zkpn —x | iter p T | |fi(@eo)| | |wesr — @] | iter p
1 [[z5 [ 460x1073 ] 449x10"7 [ 115 | 2.89 || 3 | 460 x 10~ 13 | 4.49 x 10~7 115 | 2.89
09 || Z, | 1.15x 1078 | 7.77 x 10~° 49 0.96 || 7, | 2.81 x107% | 8.63 x 10~? 64 0.95
0.8 || 4 | 1.06 x107° | 9.45 x 10~* 91 0.99 || Z4 | 9.70x107% | 9.83 x 10~? 125 | 0.98
0.7 || & | 1.38x107* | 9.93x 1079 | 225 | 1.00 || - - - >500 | -
0.6 || - - - >500 | - - - - >500 | -
0.5 || - - - >500 | - - - - >500 | -
04 | - - - >500 | - - - - >500 | -
03| - - - >500 | - - - - >500 | -
02| - - - >500 | - - - - >500 | -
0.1 - - - > 500 - - - - > 500 -
Método TeCO Método CKeCO
a || & | [filwee)| | Joepr—a] | dter | p | & | [fi(@kar)] | [@eer — x| | iter | p
1 [[z5 [618x107B [ 449x10~7 | 115 | 2.89 || - - - > 500 | -
09 || Z, | 4.04x107° | 243 x10~* 69 2.80 - - >500 | -
0.8 || Z4 | 530 x 107" | 5.73 x 107° 61 283 || Z4 | 9.95x 107 | 991 x 1071 | 190 | 3.00
0.7 || &2 | 1.16 x 10713 | 3.57x 1076 | 329 | 0.00 || - - - >500 | -
06 || Z4 | 1.07x 107 | 1.12x 107 | 119 | 2.90 || - - - >500 | -
05 || Z4 | 32410719 | 1.05x10~* | 213 | 2.82 || - - - >500 | -
04 || Z4 | 1.17x 10713 | 731 x107° | 104 | 2.95 || Z5 | 1.41 x 10~ | 1.88 x 107° 484 | 2.80
03| - - - >500 | - ZTa | 211 %1071 | 1.11 x107° | 490 | 0.00
0.2 | - - - >500 | - - - - >500 | -
0.1 | - - - >500 | - - - - - -
Método OeCO Método CeCO
a ||z | |fAiles)] | [Zee1r — @] | iter P T | |filzegd)l |Ter1 — x| | iter P
1 [[z4 [ 1.07x107™ [ 277 x 107° 3 241 || z5 | 6.18 x 10713 | 4.76 x 10~° 47 | 3.73
09 || Z4 | 995 x 107 | 1.97 x 107° 3 243 || z5 | 3.11 x 10719 | 2.76 x 10~* 75 3.21
0.8 || Z4 | 995 x 1071 | 1.36 x 107° 3 244 || 5 | 6.18 x 10713 | 9.77 x 107° 66 3.28
0.7 || Z4 | 1.17x 10713 | 9.14 x 1076 3 2.46 || 75 | 2.26 x 10712 | 1.89 x 1010 87 | 3.81
06 || Za | 995 x 10714 | 5.93 x 1076 3 248 || Z3 | 1.81 x 10719 | 242 x 1074 108 | 3.22
05 || Z4 | 1.17x 10713 | 3.68 x 1076 3 249 || Z3 | 4.92x 1071 | 1.76 x 1074 87 3.24
04 || Z4 | 1.17x 10713 | 2.16 x 1076 3 251 || Z4 | 1.17x 10713 | 1.08 x 1077 212 | 3.68
03| &4 | 1.07x 107 | 1.18 x 1076 3 253 || Z4 | 1.07x 107 | 1.75 x 1077 53 3.67
0.2 || Z4 | 2.24 x 10713 | 5.90 x 1077 3 2.55 || T4 | 224 x 10713 | 7.13 x 1077 45 3.61
0.1 Z4 | 421 x10713 | 258 x 1077 3 257 || - - - - -

Tabla 5.1: Resultados para fi(z), con estimacion inicial zo = 1

En la Tabla 5.1 podemos ver que los esquemas TeCA, TeRL y TeCO pueden requerir menos iteraciones que
con el procedimiento clasico de Traub (cuando aw = 1) en cada caso, p es alrededor de 3 en la mayoria de los
casos cuando se usa TeCO, mientras que es lineal con TeCA y TeRL; no se muestran resultados cuando no se
encuentra solucién en 500 iteraciones. Observamos que el método clasico de Chun-Kim no encuentra ninguna
solucién, mientras que CKeCO converge para algunos valores de «, y el orden de convergencia computacional
es alrededor de 3 en la mayoria de los casos. No se muestran resultados cuando a = 0.1 porque CKeCO
converge a un punto que no es solucion de f;(z); esto sucede porque a pesar de que |75 1—x| < 1078, es decir,
cumple con el criterio de parada, |f(zx,1)| > 1078, Podemos notar que OeCO presenta un comportamiento
similar al del esquema clasico de Ostrowski, mientras que p no es el esperado para « € (0,1]. Vemos que
CeCO puede requerir menos iteraciones que el procedimiento clasico de Chun, y el orden de convergencia
computacional tiende a ser 4. De nuevo, no se muestran resultados cuando a = 0.1 porque CeCO converge
a un punto que no es solucién de fi(x); esto también sucede porque aunque |z 1 — xx| < 1078, es decir,
cumple con el criterio de parada, |f(zxs1)| > 1078, En general, podemos observar que se pueden obtener
diferentes soluciones al variar el valor de v para una misma estimacion inicial g, y que es posible conseguir

raices complejas partiendo de estimaciones iniciales reales.
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122 5.3. Pruebas numeéricas
Método TeCA Método TeRL
a || 7 | |flmm)] | [zesr—a | dter | p || & | [fo(@ks1)| | |mrer —ap] | iter | p
1 [z [ 716 x 107 | 6.43 x 107 7 318 [ z1 | 716 x 10715 | 6.43 x 10~7 7 3.18
09 || z1 | 1.90x 1077 | 9.52 x 10~? 31 0.97 || Zo | 1.70 x 10~7 | 9.04 x 10~° 27 0.96
08 || 1 | 1.86x107% | 9.98 x 1072 | 125 | 0.99 1.58 x 107% | 9.67x 1072 | 105 | 0.99
0.7 - - >500 | - 1.16 x 107° | 9.99 x 10~° | 435 | 1.00
0.6 - - >500 | - - - >500 | -
0.5 - - >500 | - - - >500 | -
0.4 - - >500 | - - - >500 | -
0.3 - - >500 | - - - >500 | -
0.2 - - >500 | - - - >500 | -
0.1 - - >500 | - - - >500 | -
Método TeCo Método CKeCO
o |fo(@r)| | |@pqr —ap| | iter | p lfo(@r)| | [@rs1 —ap| | iter | p
1 7.16 x 10715 | 6.43 x 10~7 7 3.18 2.22x 10715 [ 2.34 x 108 7 3.09
0.9 242 x 10714 | 6.19 x 1075 11 3.46 1.14 x 10~ | 4.94 x 1074 8 2.76
0.8 9.57 x 1071% | 2.49 x 107 10 2.90 8.40 x 107° 0.005 7 3.87
0.7 4.72 x 10715 | 4.02 x 1076 7 2.75 3.97 x 1071% | 2.37 x 107° 8 2.76
0.6 1.45 x 10713 | 1.37 x 1074 8 2.95 3.97 x 10715 | 5.55 x 1076 9 3.22
0.5 1.78 x 10715 | 6.41 x 10~8 7 2.86 3.66 x 10715 | 2.49 x 10> 6 2.94
0.4 1.26 x 10~1* | 3.59 x 10~° 6 2.97 0.27 x 10715 | 4.86 x 1076 5 2.97
0.3 5.33 x 10715 | 3.10 x 10~ 7 5 3.07 1.65 x 10~ | 1.51 x 10~7 7 2.96
0.2 1.65 x 107 1* | 247 x 10~ 5 3.03 1.65 x 10~ | 5.19 x 10~ 19 3.00
0.1 2.14 x 1074 | 453 x 1079 30 2.98 2.31 x 1071 | 6.61 x 107* 9 2.97
Método OeCO Método CeCO
a || & | [fol@kr)| | |zesr — x| | iter P T | |fo(weso)| | [Tes1 — @] | iter P
1 [z | 2.04x 1079 0.026 4 551 || 1 | 2.89 x 10~ 13 0.002 7 2.74
09 || Z; | 429 x 10714 | 8.34 x 107* 5 3.72 || 1 | 1.61 x1071* | 2.34 x 10~* 8 3.77
0.8 || 1 | 1.39 x 107 | 2.05 x 1077 5 3.65 || 71 | 1.90 x 1074 | 2.93 x 1077 13 4.31
0.7 || #1 | 3.31 x 1071 | 4.74 x 1076 5 3.57 || Zo | 3.31 x107° 0.0227 8 3.06
06 || #1 | 3.30x 107 | 9.49 x 10~° 5 3.52 || 5 | 6.03 x 10711 0.0087 9 2.85
05 || z1 | 225 x 10714 0.0015 5 3.59 || zo | 1.99 x 107% | 4.90 x 108 10 3.80
04 || z; | 1.00x107? 0.0206 5 4.07 || 1 | 6.52 x 10710 0.0118 12 2.67
03 || Z1 | 2.22x 10715 | 5.59 x 1076 6 343 || ;7 | 1.11 x 1071* | 5.65 x 10~* 12 4.19
02 | 7 | 1.38x107° 0.0219 6 3.47 || o | 4.80 x 1074 | 5.66 x 1076 95 3.89
0.1 | Z; | 1.90x 10714 | 1.94 x 10~8 8 427 || To | 842 x 1071* | 5.83 x 1077 | 383 | 4.04

La segunda funcién es fo(z) = iz

Tabla 5.2: Resultados para f2(z), con estimacion inicial zo = 0.5

1.8

—3.85126 + 1.74602i. Las derivadas necesarias para esta funcion son:

cDGy fa(x) = ZF(I;(;S)Q)x
D§: fa(z) = Dy fa(x) — 16
(Tg f2)(@) =

I(1l-a)
(= a)' ™ f3(w) = (2 — a) ~*(1.8ia®® ~ 0.927"").

— 299 — 16, con raices complejas Z; = 2.90807 — 4.24908i y Ty =

En la Tabla 5.2 podemos observar que TeCA y TeRL requieren maés iteraciones cuando el valor de « disminuye,
y que p es lineal. Notamos que TeCO y CKeCO pueden requerir menos o mas iteraciones que los métodos
clasicos de Traub y Chun-Kim, respectivamente, y el orden de convergencia computacional es alrededor
de 3 para cualquier o en ambos esquemas. Podemos ver que OeCO no mejora el procedimiento clasico de
Ostrowski en cuanto a nimero de iteraciones y p. Observamos que CeCO presenta un comportamiento similar
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5. Métodos iterativos fraccionarios escalares multipunto 123
Método TeCA Método TeRL
a || | [fs(@er)] | |zes1 — o] | iter | p T | |fs(@eao)| | [ween — @] | iter p
1 [z [533x107[220x10° | 4 [292 ] z [ 533x107™ [ 220x 10~° 4 2.92
09 || 71 | 232x107° | 7.89x 108 | 7 | 1.00 - - >500 | -
08 || 1 | 521 x1079 | 5.77x10°8 | 9 | 1.00 - - > 500 -
07| 1 | 9.80x107° | 5.62x 1078 | 11 | 1.00 - - > 500 -
06 || 1 | 4.73x107° | 1.69x 1078 | 14 | 1.00 - - >500 | -
05| 1 | 5.09x107° | 1.23x 1078 | 17 | 1.00 - - >500 | -
04 || 1 | 3.75x107° | 644 x 1079 | 21 | 1.00 - - >500 | -
03| z1 | 6.67x1079 | 831 %1072 | 25 | 1.00 - - > 500 -
02| Z1 | 593 x107° | 545 x 1072 | 31 | 1.00 - - > 500 -
01| 1 | 845x107° | 5.93x 1079 | 37 | 1.00 - - >500 | -
Método TeCO Método CKeCO
o || & | |fs@r)| | [wreer—ap| [ter | p || & | [fs(@re1)| | [@pgr —ak] | iter | p
1 [z [533%x1075[220x10° ] 4 [292] z | 817x10~™ [ 518 x 10~° 4 2.90
09 || z; | 8.88x 10715 | 246x107° | 4 | 292 | z; | 1.19x 10~ | 5.80 x 10~° 4 2.90
08 || Z1 | 1.24x1071% | 274 x107% | 4 | 291 || z; | 1.67 x 10713 | 6.48 x 10~° 4 2.90
0.7 || 1 | 1.60x 107 | 3.06 x10™® | 4 | 291 || z; | 231 x 10713 | 7.22 x 107° 4 2.90
06 || 1 | 213 x 1071 | 341 x10™° | 4 | 291 ||z, | 3.29 x 10713 | 8.04 x 107° 4 2.90
05 || 71 | 284 %107 | 3.78 x 107 | 4 | 291 || 7, | 4.58 x 10713 | 8.93 x 10~° 4 2.90
04 || Z, | 444 x10714 | 420x 1075 | 4 | 291 || Z; | 6.41 x 10713 | 9.90 x 10~° 4 2.89
03| Z1 | 5.86x 1071 | 465x 1075 | 4 | 291 || Z; | 8.86x 10713 | 1.10 x 10~* 4 2.89
02| Z; | 817x107 | 5141075 | 4 290 | z; | 1.22x10712 | 1.21 x 10~* 4 2.89
01| 1 | 1.12x10713 | 568107 | 4 | 290 || z | 1.66 x 10712 | 1.34 x 10~* 4 2.89
Método OeCO Método CeCO
a || & | |fs(@ks1)] | |zesr — x| |iter | p T | |fs(@eso)| | Trs1 — @] | iter P
1 |z 0 7H53x10° %] 3 [391( &z [ 1.54x10°10 0.0041 3 3.58
09 || z1 | 1.18 X107 | 7.76 x 1076 | 3 | 391 || z, | 1.97 x 10719 0.0043 3 3.58
0.8 || 1 | 1.78 x 1071 | 7.99x 1076 | 3 | 391 || z, | 252 x 10719 0.0046 3 3.58
0.7 || 1 | 1.78 x 10715 | 8.22x 107 | 3 |3.90 || 71 | 3.20 x 1019 0.0048 3 3.57
0.6 || 71 0 844 x107% | 3 | 390 | 7 | 405 x 10710 0.0051 3 3.57
05 | z1 | 1.78 x 1071 | 867 x 107 | 3 |3.90 || z; | 5.11 x 10~ 0.0054 3 3.57
04 || 1 0 889x107%| 3 | 390 | 7 | 642x10710 0.0056 3 3.57
0.3 || z; 0 910x107%| 3 | 390 | z; | 8.04x10710 0.0059 3 3.56
02| 1 | 3551071 | 931 x10°%| 3 | 389 | 7 | 1.00x107? 0.0062 3 3.56
01| 1 | 533x107% | 952%x10°6| 3 | 389 | & | 1.25 x107? 0.0065 3 3.56

Tabla 5.3: Resultados para f3(x), con estimacion inicial zo = 1.5

al del método clasico de Chun en en algunos casos, y en otros casos el orden de convergencia computacional
puede ser ligeramente mayor, pero requiriendo maés iteraciones. Podemos notar, en general, que es posible
conseguir distintas soluciones al cambiar el valor de o para una misma estimacioén inicial g, y que se pueden
obtener raices complejas partiendo de estimaciones iniciales reales.

Nuestra tercera funcion es f3(x) = e* — 1, con Unica raiz real Z; = 0. Las derivadas necesarias para esta

funcién son:

cDgy f3()
Dgy f3(x)

(T8 f5) ()

xliaE1,2fo¢(x)7
cDgy f3(x) — YRSy

(z —a)' = fi(x)

En la Tabla 5.3 podemos notar que TeCA requiere més iteraciones cuando el valor de o disminuye, mientras
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Método TeCA Método TeRL
a | = |fa(@r)| | wpe1 — @] | iter P T [fa(@rr)| | |wpen — @] | iter p
1 [ Z12 | 1.14 x 1072 [ 1.27 x 107° 3 418 || Z15 | 1.14 x 1072 | 1.27 x 10~° 3 4.18
09 || Z12 | 1.20 x 1077 | 8.86 x 10~? 19 096 || T12 | 1.32x 107 | 9.05 x 1072 19 0.96
0.8 || 12 | 1.05x 1076 | 9.54 x 10~° 73 0.99 || Z12 | 1.08 x 1076 | 9.80 x 10~° 73 0.99
0.7 || Z12 | 6.49x107% | 995 x 1072 | 264 | 1.00 || Zi2 | 6.56 x 107% | 9.94 x 102 | 267 | 1.00
0.6 - - - >500 | - - - - > 500 | -
0.5 - - - >500 | - - - - > 500 | -
0.4 - - - >500 | - - - - > 500 | -
0.3 - - - >500 | - - - - >500 | -
0.2 - - - >500 | - - - - >500 | -
0.1 - - - >500 | - - - - >500 | -
Método TeCO Método CKeCO
o || & | [fa(@epr)| | |wegs —xp] | iter | p T | |fal@eso)| | [k —xe| | dter | p
1 || Z12 | 1.13x 1072 | 1.27 x 107° 3 418 || Z15 | 3.37x 10713 | 877 x 1076 3 4.07
09 || Z1o | 1.13x 10712 | 1.27 x 107° 3 418 || Z1o | 3.37x 10713 | 872 x 1076 3 4.07
0.8 || Z12 | 1.11 x 10712 | 1.26 x 107° 3 418 || Ty | 3.27 x 10713 | 8.66 x 10~ 3 4.07
0.7 || Z12 | 1.06 x 10712 | 1.25 x 107° 3 4.18 || 12 | 2.97 x 10713 | 8.60 x 1076 3 4.07
0.6 || 12 | 1.06 x 10712 | 1.25 x 107° 3 417 || Z1o | 3.17x 10713 | 8.54 x 1076 3 4.07
0.5 || Z12 | 1.04 x 10712 | 1.24 x 10> 3 417 || 12 | 3.07 x 10713 | 8.49 x 106 3 4.07
04 || Z12 | 1.04 x 10712 | 1.24 x 107° 3 417 || Z1o | 3.17x 10713 | 8.43 x 1076 3 4.06
0.3 || Z12 | 1.02x 10712 | 1.23 x 107° 3 417 || T2 | 3.07 x 10713 | 8.37 x 10~ 3 4.06
0.2 || Z12 | 1.01 x 10712 | 1.22 x 107° 3 417 || Z1o | 277 x 10713 | 8.32x 1076 3 4.06
0.1 || Z12 | 9.81 x 10713 | 1.22 x 10> 3 417 || Z1o | 277 x 10713 | 8.26 x 1076 3 4.06
Método OeCO Método CeCO
a T |fa(zrs1)| | [opgr — x| | iter P T |fa(zrs)| | [egr — x| | iter P
1 |[ Z12 | 7.85 x 1071 [ 4.17 x 10~* 2 - Z12 | 4.27x 107 [ 5.00 x 10~7 3 4.81
09 || Z12 | 7.83x 1071 | 4.17 x 107* 2 - Z12 | 1.58 x 1071 | 4.96 x 10~7 3 4.81
0.8 || Z12 | 7.80 x 1071 | 4.17 x 10~ 2 - ZTig | 1.58 x 10714 | 4.92 x 1077 3 4.81
0.7 || Z12 | 7.79 x 1071 | 4.17 x 10~* 2 - T1o | 4.27 x 10715 | 4.89 x 1077 3 4.81
0.6 || T2 | 7.76 x 10711 | 4.17 x 10~* 2 - Ty | 4.27 x 10715 | 4.85 x 107 3 4.81
0.5 || T | 7.74 x 10711 | 4.16 x 10~ 2 - T1o | 4.27x 1071 | 4.81 x 1077 3 4.81
04 || Z12 | 772 x 1071 | 4.16 x 1074 2 - T1o | 1.44 x 107 | 4.77 x 1077 3 4.81
03 || Zi12 | 7.70 x 1071 | 4.16 x 107* 2 - Tio | 2.58 x 10714 | 4.74 x 1077 3 4.81
0.2 || Z1o | 7.67 x 1071 | 4.16 x 10~ 2 - Tip | 5.72x 10715 | 4.70 x 1077 3 4.81
0.1 || Z1o | 7.66 x 10711 | 4.15 x 10~* 2 - Ty | 4.59 x 10714 | 4.67 x 1077 3 4.81

Tabla 5.4: Resultados para fi(z), con estimacion inicial zo = 2

que TeRL no encuentra soluciéon para « # 1; p es lineal cuando se usa TeCA. Vemos que TeCO, CKeCO,
0eCO y CeCO presentan un comportamiento muy similar a sus versiones clasicas, respectivamente, y el
orden de convergencia computacional es el esperado en cada caso. Algunos errores son cero para OeCO
porque se usa aritmética de precisién doble; un valor muy cercano a cero se podria obtener si se usara
aritmética de precision variable.

Finalmente, la cuarta funcion es fy(x) = sin 10z — 0.52 + 0.2, con raices reales 1 = —1.4523, Ty = —1.3647,
T3 = —0.87345, x4, = —0.6857, T5 = —0.27949, g = —0.021219, z7 = 0.31824, g = 0.64036, T9 = 0.91636,

T10 = 1.3035, T11 = 1.5118, Z15 = 1.9756 y Z13 = 2.0977. Las derivadas necesarias para esta funcién son:

eD§y fa(x)

D3+f4(33)

(T8 fa) ()

= 527 (E19-0(10iz) + E1 9 o(—10iz)) —

eDgy fa(x) +0.2

b
'l —«

—Q
)

050(2)
re-— oz)x ’

[

= (z—a)"*fi(z) = (x —a)' "*(10cos 10z — 0.5).

Universitat Politécnica de Valéncia




5. Métodos iterativos fraccionarios escalares multipunto 125

En la Tabla 5.4 podemos observar que TeCA y TeRL requieren maés iteraciones cuando el valor de o disminuye,
y que p es lineal; no se muestran resultados cuando no se encuentra solucién en 500 iteraciones. Notamos
que TeCO, CKeCO, 0eCO y CeCO presentan un comportamiento muy similar a sus versiones clésicas,
respectivamente, y el orden de convergencia computacional es mayor que el esperado cuando se usan TeCO,
CKeCO y CeCO; no se proporciona p cuando se usa OeCO porque es necesario al menos tres iteraciones
para ser calculado.

5.3.1. Estabilidad numeérica

Vamos a analizar la dependencia respecto a las estimaciones iniciales de los esquemas disenados en este
capitulo con el uso de los planos de convergencia definidos en [29] (ver ficheros MATLAB en Anexos A.30 a
A.35). En éstos, el eje de abscisas corresponde a la estimacion inicial xg, y el orden de la derivada « aparece
en el eje de las ordenadas. Se utiliza una malla de 400 x 400 puntos. Los puntos que no se representan en
negro corresponden a los pares de estimaciones iniciales y valores de o que convergen a una de las raices con
una tolerancia de 1073, Diferentes colores significan convergencia a diferentes raices. Por lo tanto, cuando
un punto se representa en negro, esto muestra que no se encuentra ninguna raiz en un méaximo de 500
iteraciones. Ademas, para todos los planos de convergencia se calcula el porcentaje de pares convergentes
(20, @), con el objetivo de comparar la eficiencia de tales procedimientos.

En la Figura 5.1 notamos que TeCA y TeRL alcanzan aproximadamente entre 21 % y 23 % de convergencia,
TeCO, 0eCO y CeCO consiguen entre el 94% y 99 % de convergencia, y CKeCO alcanza alrededor del 77 %
de convergencia; todas las raices se encuentran en cada plano.

En la Figura 5.2 podemos ver que TeCA y TeRL consiguen entre un 15 % y un 16 % de convergencia, mientras
que TeCO, CKeCO, 0eCO y CeCO casi alcanzan el 100 % de convergencia; las dos raices se encuentran en
cada plano.

En la Figura 5.3 observamos que TeCA, TeCO, CKeCO y CeCO consiguen entre 53 % y 59 % de convergencia,
TeRL alcanza sélo alrededor del 1%, y OeCO consigue alrededor del 74 % de convergencia. En el caso de los
procedimientos multipunto (TeCO, CKeCO, 0eCO y CeCO), considerando que —10 < zy < 10, y a = —10,
senalamos que la estabilidad podria ser ligeramente mejorada si escogemos a < —10.

En la Figura 5.4 podemos notar que TeCA y TeRL alcanzan entre 12% y 13 % de convergencia, TeCO y
CeCO consiguen entre 62 % y 66 % de convergencia, CKeCO alcanza alrededor del 48 % de convergencia, y
0eCO consigue alrededor del 73 % de convergencia; de nuevo, todas las raices se encuentran en cada plano.

En este capitulo, hemos disenado, realizado el analisis de convergencia y estudiado la estabilidad de dos
métodos fraccionarios de tipo Traub con derivadas de Caputo y de Riemann-Liouville (TeCA y TeRL,
respectivamente). También se ha proporcionado una técnica general para obtener la versién conformable de
cualquier esquema clésico, y fue utilizada para disenar procedimientos de tipo Traub, Chun-Kim, Ostrowski y
Chun con derivadas conformables (TeCO, CKeCO, 0eCO y CeCO, respectivamente), para luego realizar sus
respectivos analisis de convergencia y estudio de la estabilidad. En la teoria, TeCA y TeRL tienen orden de
convergencia inferior al caso clasico de Traub (cuando a = 1), mientras que TeCO, CKeCO, 0eCO y CeCO
preservan el orden de sus versiones clasicas, respectivamente. En la practica, hemos observado que es posible
converger con métodos conformables cuando los clasicos fallan, en algunos casos se puede converger en menos
iteraciones que en el caso cléasico, y p puede ser ligeramente superior; también se ha comprobado que, en
general, se puede converger a raices complejas con estimaciones iniciales reales, y que es posible conseguir una
raiz diferente al modificar el valor del orden de la derivada «. En el siguiente capitulo, disenamos, realizamos
el andlisis de convergencia, y estudiamos la estabilidad de la versiéon fraccionaria de algunos métodos libres
de derivadas clasicos.
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5.3. Pruebas numéricas
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(f) CeCO, 94.04 % de convergencia

Figura 5.1: Planos de convergencia para fi(z)
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Figura 5.2: Planos de convergencia para f2(z)
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5.3. Pruebas numéricas
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Figura 5.3: Planos de convergencia para f3(z)
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)

(a) TeCA, 12.98 % de convergencia
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Figura 5.4: Planos de convergencia para fi(z)
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Capitulo 6

Métodos 1terativos fraccionarios escalares libres
de derivadas

“Los encantos de esta ciencia sublime, las
matematicas, solo se le revelan a aquellos que
tienen el valor de profundizar en ella”

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

En este capitulo proponemos (hasta donde sabemos) los primeros esquemas fraccionarios libres de derivadas
en la literatura: de tipo Steffensen (sin memoria), y de tipo Secante (con memoria), donde aproximamos
derivadas conformables. Recordemos que la derivada fraccionaria conformable por la izquierda (véase [1, 23])
de una funcién f : [a,00) — R, centrada en a, de orden « € (0,1], o, a,x € R, a < x, se define como

(Taf)(l‘) — lim f($ + E(l‘ — a)l—a) — f(.]?),

e—0 9

la cual podemos aproximar con la siguiente diferencia dividida finita fraccionaria conformable de orden lineal
(ver [40]):

(Tof)(@) = L e 40, (6.1)

En los Capitulos 3, 4 y 5 hemos visto que los procedimientos conformables preservan el orden de convergencia
tedrico de sus versiones clasicas, y que presentan algunas ventajas numeéricas sobre éstos, no importando si
estos métodos son escalares o vectoriales, o si son punto a punto o multipunto. Nos preguntamos ahora si en
las versiones conformables de esquemas libres de derivadas (con o sin memoria) se mantienen estas mismas
ventajas. En la siguiente seccién, mostramos el diseno y anélisis de convergencia de la versiéon conformable
del procedimiento de Steffensen.

6.1. Meétodo de Steffensen fraccionario conformable

Tengamos en cuenta que el esquema clasico de Steffensen es el siguiente [36, 42]:

131



132 6.1. Método de Steffensen fraccionario conformable

donde

flx+ f(x) = f(=)
f(x)

£0

es una aproximacion de la derivada clasica. Veamos el disefio de la version conformable de este procedimiento.

6.1.1. Deduccion del método

Podemos extender la técnica general vista en la Seccién 5.2 para el disefio de métodos conformables libres
de derivadas. En este caso,

Considerando (6.1),

. @)
) = e @ - ) @)

donde € = f(x) en (6.1). Finalmente, la version conformable del esquema de Steffensen resulta

9 1/«
¢2($) =a+ <($ _ a)oz —a [f(l')] 17&) — f(x)> ,

y lo denotamos por SeCO; notemos que cuando o = 1 obtenemos el procedimiento clésico de Steffensen.

6.1.2. Analisis de convergencia

En el siguiente resultado se establecen las condiciones que aseguran la convergencia de SeCO. Recordemos que
utilizamos desarrollos de Taylor clasicos, debido a su equivalencia con los desarrollos de Taylor conformables
vista en la Observacion 3.3.3; usaremos la notacion x = x y ¢(r) = Tg41.

Teorema 6.1.1 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T de f(x). Si una aprozimacion inicial xo es lo suficientemente cercana a T, entonces el orden de
convergencia local del procedimiento de Steffensen conformable (SeCO)

2 1/«
I [f (zx)] _
The1 =a+ (( K —a) f(ﬂck+f(xk)($k—a)1_“)—f(xk)> , k=0,1,2,..., (6.2)

es al menos 2, siendo 0 < a <1, y la ecuacion del error es
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Cht1 = <(1 +['(@)(@ —a)' ™) C2 + ;;:Z) e;+0(e}),

f(j)( )
JL ()

S]]

donde C; = , para j > 2, tal que a < oy, Vk.

Demostracién. Sabiendo que z; = e, + Z, el desarrollo de Taylor de f(zx) v [f(xx)] en el entorno de z
se puede expresar como

f(z) = f'(Z) [ex + Caeq + Cae}] + O (er)

y
[F@))? = (@) [e} +2C2e}] + 0 (e}) ,
do C f(j)(j 2
respectivamente, siendo C; = -————=, para j > 2.
P I @y P

Usando el Teorema generalizado del binomio (2.52) y el coeficiente binomial fraccionario (2.53),

l—a+(z—a)Cy
G- ape

zp + flap)(z, —a) ™ = (1 + f(@)(z — a)lfo‘) er + f'(Z) ( ) ez +0 (ez) )

Asi, el desarrollo de f(zx + f(x1)(zx — a)!™) es

floe+ fan)ax—a)' =) = f@ [0+ @)@ -a) ™) e
+ ((1+f’(f)(f—a)1“)202+ Lot @”“‘)CZ) ] Lo(ed),

(T —a)*

y al restarle f(zy), resulta

I
=
—~
8l
=

()
—
Kl
|
S
N—

_
|
Q
)
ol

fl@r+ flzr) (e —a)' ™) = flap)

[f (@)
(o + flon) (o —a)t=) — f(ag)

El cociente o da como resultado

a [f(xk)]2
flop + flo)(or —a)t=) — f(ag)

Usando de nuevo el Teorema generalizado del binomio,
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(xp —a)® = (T —a)® + a(Z — a)* ey + %a(a —1)(Z—a)* 2e; + O (e}) .

y de este modo,

2
[f(xk)} (f _ a)a

(zp — a)* — « -

(o + flog) (o —a)t=) — f(ar)

+ O(e}).

Usando el Teorema generalizado del binomio una vez més,

(l‘k _ a)a —a [f(xk)f Ve
flop + flor)(xr —a)t=) — f(ag)

N o 11—«
s (04 r@E- 0 G g2 d
+ O (e})
Finalmente, sabiendo que zyy1 = ex+1 + 7,
1=\ (= 11—« 1l-«a 2 3
€ktr1 = (1—|—f(33)(ac—a) )CQ‘Fim €k+0(ek:)'
Esto completa la prueba. (Il

Observacion 6.1.1 Dado que la ecuacion del error del método cldsico de Steffensen es (ver (2.30))

exp1 = (14 f'(2)) Caef + O (€}))
se comprueba la relacion entre las constantes asintdticas del error vista en el Teorema 2.1.5.

Observacion 6.1.2 SeCO es el primer procedimiento fraccionario dptimo libre de derivadas.

En la siguiente secciéon, presentamos el diseno y anélisis de convergencia de la versiéon conformable del
esquema de la Secante.

6.2. Meétodo de la Secante fraccionario conformable

Recordemos que el procedimiento clasico de la Secante es [36, 42]:

e D@

Pa(@y) =T T F)
_"E—iy—x i
=Ty f@) )

Universitat Politécnica de Valéncia



6. Métodos iterativos fraccionarios escalares libres de derivadas 135

donde

fly) = f(=)
y—x

£0

es una aproximaciéon de la derivada clasica. Veamos el diseno de la versién conformable de este método.

6.2.1. Deduccion del método

Usando la técnica general vista en la Seccién 5.2, en este caso,

Considerando (6.1),

90(@) = S T =) = F)

donde € = y — z en (6.1). Como consecuencia, la version conformable del esquema de la Secante es

y)=a r—a) — (y —z)f(x) 1/a
oatain) =+ (o=~ agr )

—z)(z —a)l—®

v lo denotamos por EeCO; notemos que cuando a = 1 obtenemos el procedimiento clésico de la Secante.

6.2.2. Analisis de convergencia

En el siguiente resultado se plantean las condiciones que garantizan la convergencia de EeCO; usaremos la
notacion & = xy, y = rp_1 y ¢(T;y) = Tpp1.

Teorema 6.2.1 Sea f: I CR — R una funcion suficientemente diferenciable en el intervalo I, conteniendo
un cero T de f(x). Si las aproximaciones iniciales xo y x_1 son lo suficientemente cercanas a T, entonces el
orden de convergencia local del método de la Secante conformable (EeCO)

(-1 — z1) f(7k)

f(xk + (.’L’k,l — xk)(xk — a)lfa

1/«
xk+1:a+((mk—a)“—o¢ )—f(m)) , k=0,1,2,..., (6.3)

es al menos 1.618, siendo 0 < o < 1, y la ecuacion del error es

erp1 = (T —a)' " Coeper—1+ O (exei_y),

f(j)(j;) )
donde Cj = ———==, para j > 2, tal que a <z, a < Tx—1, Vk.

' (z)

Demostraciéon. Sabiendo que zy = ex + &, podemos expresar el desarrollo de Taylor de f(z) en el entorno
de Z como
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fxr) = f'(®) [ex + Caef + Cae}] + O (ef)

| @
siendo C; = “———=, para j > 2.
L)
Sabiendo que x,_1 = ex_1 + T, entonces xp_1 — T = ex_1 — eg. Asi, usando el Teorema generalizado del
binomio (2.52) y el coeficiente binomial fraccionario (2.53),

a4+ (Tho1 —2p) (@ —a)' ™ = T4+ @-a) e+ (1-@—a)'" e+ (1 —a)(Z—a) “erer—1

+ (a=1)(Z—a) % + O (efer—1) .

17a)

De esta manera, el desarrollo de f(xy + (zx—1 — %) (2 — a) es

flzp + (o1 — xp)(zr —a)' ™) = f(2) [(5: —a) "% + (1 —(z— a)l_a) ex + (T — a)*2*Chel_,
(1—a)(@—a) *+2(2—a)'"*Cs — 2(Z — a)* >*C,) exer_1]
+ O (ekei_l) ,

+

y al restarle f(zy), resulta

flog + (zp1 —xp)(xr — a)'™%) — fzr) = f'(2) [(f — a)lf‘)‘ek,l —(z - a)lfo‘ek +(z — a)2*2°‘026%_1
+ (I-a)(@—a) ™ +2(z—a)'"*Co—2(z — a)* **Cs) exer—1]
+ O (eke%_l) .

(Tr—1 — ox) f(z1)

D biend 1 — X = €p—1 — 1 ient d
e nuevo, sabiendo que xx_1 — T, = ex—1 — ek, €l cociente af(xk et — o) — a)=%) = [(zr) a
como resultado
(Te—1 — &) f () . 1 2
= —a)” —aC 1+0 .
af(xk o — o0 (s — )~ Fan) oz —a)* e, — aCoerep—1 + O (eper_,)
Usando de nuevo el Teorema generalizado del binomio,
1
(vp —a)* = (T —a)* + (T — a)* teg + ia(a —1)(z—a)* e+ O (e}),
y por lo tanto,
(xr—1 — i) f(21) -~ 2
—a)* — = —a)” C 1+0 .
=) o s a7 aCkeke + O (i)
Usando el Teorema generalizado del binomio una vez maés,
(xp —a)* —« (@1 = o) f (r) v = Z—a+(T—a)' " *Coepep_1+ O (exer_y)
’ F (ke + (emy — i) (ex — a)' =) = f(ak) ST
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Finalmente, sabiendo que zy 1 = ex+1 + 7,

ept1 = (T —a)' " Coeper—1+ O (epei_y) -

Usando el Teorema 2.1.1, el polinomio caracteristico que se obtiene es s> —s—1 = 0, cuya tinica raiz positiva

es s &~ 1.618. Asi, la convergencia del método de la Secante conformable es superlineal.

Esto completa la prueba. O
Observacion 6.2.1 Dado que la ecuacion del error del esquema cldsico de la Secante es (ver (2.32))
ert1 = Caeper—1 + O (exer_y)
se comprueba la relacion entre las constantes asintdticas del error vista en el Teorema 2.1.5.
Observacion 6.2.2 EeCO es el primer método fraccionario con memoria libre de derivadas.

Hemos visto que el orden de convergencia tedrico de los esquemas clasicos libres de derivadas (con o sin
memoria) también se preserva en la version conformable de dichos procedimientos. En la siguiente seccion,
realizamos diversas pruebas numéricas con algunas funciones no lineales, y estudiamos la estabilidad de tales
métodos.

6.3. Pruebas numéricas

Para obtener los resultados que se muestran en esta seccién, hemos utilizado Matlab R2020a con aritmética
de precision doble, |f(xr41)] < 1078 o |zpr1 — x| < 1078 como criterios de parada, y a lo sumo 500
iteraciones. También usamos el Orden de Convergencia Computacional Aproximado (ACOC)

400C = p— Bl mal/loe =) o gy
(zg — 21 l/[2e—1 — 24 o)’ .

definido en [17], para confirmar que el orden de convergencia tedrico también se conserva en la practica.

Vamos a probar cuatro funciones no lineales con los métodos que hemos disenado en este capitulo (ver ficheros
MATLAB en Anexos A.36 y A.37); en este sentido, comparamos cada esquema con su version clasica (cuando
a = 1). Para EeCO seleccionamos x_1 = ¢ + 1 para realizar la primera iteracion, fijamos a = —10 para
cada método, y « € (0,1].

En cada tabla mostramos los resultados que se obtuvieron para cada funcién de prueba con el uso de los dos
esquemas disenados en este capitulo (SeCO y EeCO), donde xy coincide en ambos procedimientos.

La primera funcién es fi(r) = —12.8425 — 25.625 + 16.552* — 2.2123 + 26.712% — 4.292 — 15.21, con raices
reales y complejas 1 = 0.82366 + 0.24769i, To = 0.82366 — 0.24769i, T3 = —2.62297, T4, = —0.584, T5 =
—0.21705 4+ 0.99911¢ y g = —0.21705 — 0.99911:.

En la Tabla 6.1 vemos que el procedimiento SeCO puede requerir la misma cantidad de iteraciones que el
método clasico de Steffensen (cuando o = 1); también el nimero de iteraciones aumenta cuando « disminuye,
y p puede ser ligeramente superior a 2 cuando « # 1. Notemos que SeCO necesita que la estimacién inicial
o esté muy cercana a T, para converger con cualquier a. Podemos observar que EeCO requiere menos
iteraciones que el esquema clasico de la Secante para la mayoria de los valores de «, y el orden de convergencia
computacional puede ser ligeramente superior a 1.618, aunque inferior en algunos casos.
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Método SeCO Método EeCO

a || 7 | Al@es)] | ok —x| | dter | p T | |filwkgr)| | |zrs1r —wg| |iter | p

1 [[ 24 [1.07x107™ [ 21810710 [ 5 [200 [ z4 [ 995 x10"™ [ 3.48x10°° [ 5 | 2.38
0.9 || Z4 | 2.06 x 10713 | 4.04 x 10~° 5 | 2011 Z4 | 3.60x1071° | 6.53 x 108 5 | 247
08 || z4 | 348 x 10711 | 6.31 x 1078 5 203 z4 | 1.50x 10719 | 3.71 x 10~8 5 | 2.23
0.7 || Za | 678 x107° | 7.87x1077 | 5 | 207 || &4 | 6.02x107"2 | 6.64x1072 | 4 | 1.48
06 || Z4 | 204 x 10712 | 1.22x 1078 6 | 2021 z, | 1.88x107° | 322x10°7 | 4 | 0.90
05 || T4 | 6.98x107° | 6.37x1077 | 6 | 207 || Z4 | 3.39x107° | 464x1077 | 4 | 0.80
0.4 || Z4 | 9.73x 107" | 6.72x 1078 7 1204 Z4| 525x107° | 585 x1077 | 4 | 0.74
03| Z4 | 516 x 10712 | 1.39 x 10~8 8 1202 Z4 | 813x107° | 730x 1077 | 4 | 0.70
02 || Z4 | 6.36 x 10713 | 4.01 x 107° 9 | 202 74| 224%x10713 | 209x10710 | 5 | 2.53
01| Z4 | 216 x 10711 | 2.24 x 1078 9 | 203 | 74| 654x10713 [ 320x1071%| 5 | 2.63

Tabla 6.1: Resultados para fi(x), con estimaciones iniciales zo = —0.58 para SeCO, y x—1 = 0.42 y 2o = —0.58
para EeCO

Método SeCO Método EeCO
a || & | |z | [zesr —ag] [dter | p || & | [fo(@ks1)| | |Zptr —ax] | dter | p
1 ||z 366x107"° [ 776x10°] 6 [200] zo | 7.82x107™ [ 638x107° | 6 | 1.65
09 || Zo | 5.81x 10718 | 4.07x10"7 | 6 | 200 || &2 | 790 x 1071 | 3.80x 107 | 6 | 1.85
08 || Zy | 6.09x 10710 | 1.78 x107° | 6 | 201 | Zo | 6.72x 10710 | 1.37x107% | 6 | 1.87
0.7 || Z2 | 1.99 10715 | 3.19x 1078 | 7 | 200 || zo | 3.20x 107" | 282 x 1072 | 7 | 1.53
06 || Zo | 8.03x 107" | 349x107% | 7 |200 || Zo | 3.30x 107" | 222x 1077 | 7 | 1.51
05 || Zo | 1.78 x 10715 | 244 x 1078 | 8 |2.00 || Zo | 3.29x 10719 | 6.08x 1077 | 8 | 2.28
04 || Zy | 514 x 10719 | 7271076 | 8 | 200 | Z3 | 5.94x 1071 | 233 x 1077 | 10 | 1.82
03 || Zo | 1.48%x 10712 | 3541077 | 9 | 1.99 || Z1 | 9.28 x 10~1* | 3.11 x 1079 | 218 | 1.62
02 || &g | 1.42x 10714 | 251 x 1078 | 10 | 2.00 || Zo | 1.90 x 10713 | 6.36 x 1072 | 23 | 1.62
01| Z2 | 1.65x 1071 | 4571072 | 11 | 2.00 || z; | 2.78 x 10~'* | 1.02x 1077 | 25 | 1.61
Tabla 6.2: Resultados para f2(x), con estimaciones iniciales zo = —3.5 para SeCO, y z_1 = —2.5 y o = —3.5 para
EeCO
Método SeCO Método EeCO

a || & | |fs(ere)| | Joepr—ax| [dter | p || @ | |fa(@rpa)| | [@rgn —ap] | dter | p
1 [z [ 191 x107TT [ 438%x10°%| 5 [202 z; [ 981 x107T [ 866x10~" | 6 | 1.59
09 || Z; | 6.70x 10710 | 243 x107° | 5 | 205 | Z; | 1.45x107° | 422x107% | 6 | 1.57
08 || Z; | 1.78 x 10715 | 277 x 1078 | 6 | 201 | Z; | 25910713 | 1.77x 1078 | 7 | 1.66
07 || 1 | 222x10712 | 121x10°6% | 6 | 202 Z; | 1.61x1071 | 1.69x10"7 | 7 | 1.69
06 || z1 | 412x107° | 4.82x107° | 6 | 207 ||z | 3.11x1071° | 1.58 x1076 | 7 | 1.75
05| 1 | 346 x 1071 | 405x1076 | 7 | 203 |z | 460x107° | 546x1076 | 7 | 1.85
04 || 71 | 274 %1071 | 330x 1076 | 8 [203 || 71 | 1.27x 10712 | 3.67x10=8 | 8 | 1.50
03| &1 | 1.07Tx107% | 568 x 1078 | 10 | 2.01 || 7 | 1.7 x 10~ | 1.73x 1077 | & | 1.44
02| Z1 | 355 x10715 | 1.06 x 1078 | 13 | 2.01 || Z; | 1.23x 10719 | 554x10°7 | 8 | 1.36
01| Z1 | 5.86x1071 | 1.17x 1077 | 19 | 2.01 || Z; | 5.50x 10719 | 1.36 x 1076 | 8 | 1.26

Tabla 6.3: Resultados para f3(z), con estimaciones iniciales o = 0.5 para SeCO, y x_1 = 1.5 y zo = 0.5 para EeCO

Nuestra segunda funcion es fo(z) = iz!® — 20° — 16, con raices complejas Z; = 2.90807 — 4.24908i y

ZTo = —3.85126 + 1.746021.

En la Tabla 6.2 notamos que para ambos procedimientos (SeCO y EeCO) el ntimero de iteraciones puede
ser igualado a sus respectivos casos clasicos; en general, el nimero de iteraciones va en aumento cuando el
valor de « decrece. El orden de convergencia computacional es similar al caso clasico para cada método, y
con cada esquema se encuentran raices complejas partiendo de estimaciones iniciales reales. Con EeCO es
posible encontrar distintas soluciones al cambiar el valor de a.
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Método SeCO Método EeCO

a | |fa(@r )| | |wpe1 — @] | iter | p T |fa(@rro)| | [wpe1 — @] | iter P
1 ZTs | 6.38x 107 | 541 x1079 ] 20 [ 2.00 || z1p | 448 x 10712 | 2.41 x 108 17 1.20
09 || 13 | 1.57 x 10712 | 760 x 1078 | 16 | 2.01 || Z7 | 1.46 x 10719 | 9.06 x 107 10 0.74
08 || Z4 | 1.85x 10712 | 7.12x 1078 | 18 | 1.99 || Z2 | 1.60 x 10~ | 3.61 x 10~8 11 1.31
07| Z1 | 641 x10712 | 1.39x 1077 | 28 | 2.02 || %9 | 6.89 x 10710 | 4.16 x 10~ 7 24 1.38
06| z1 | 6.33x10713 | 3.88x 1078 | 23 | 2.01 || Zg | 6.14 x 10~ | 1.03 x 107 23 1.14
0.5 || 11 | 1.09x107° | 1.17x 1076 | 21 | 1.95 || Z10 | 2.32 x 1072 | 6.76 x 10~° 20 1.81
04 | z1 | 815x107° | 349x1076 | 95 | 2.05 || &5 | 445 x 10713 | 2.23 x 107° 14 1.98
0.3 - - - - - Ta | 8.39%x10713 | 3.87x1079 | 104 | 1.37
02| &5 | 717x107'2 | 835 x 1078 | 66 | 1.47 || 715 | 2.58 x 10710 | 857 x 1078 | 175 | 1.67
01| Zg | 792x107' | 444 x 1072 | 58 | 2.00 - - - > 500 | -

Tabla 6.4: Resultados para f4(z), con estimaciones iniciales o = 3 para SeCO, y x_1 =4y xo = 3 para EeCO

La tercera funcién es f3(z) = e® — 1, con tnica raiz real Z; = 0.

En la Tabla 6.3 observamos que para ambos procedimientos el ntimero de iteraciones puede ser igual al de sus
respectivos casos clésicos; el nimero de iteraciones aumenta cuando « disminuye. El orden de convergencia
computacional es similar al caso clasico para cada método y todo a.

Finalmente, nuestra cuarta funcion es fij(x) = sin 10z — 0.5x + 0.2, con raices reales 1 = —1.4523, Ty =
—1.3647, 3 = —0.87345, T4 = —0.6857, 5 = —0.27949, ¢ = —0.021219, v = 0.31824, g = 0.64036,
ZTg = 0.91636, T19 = 1.3035, z1; = 1.5118, 12 = 1.9756 y Z13 = 2.0977.

En la Tabla 6.4 vemos que SeCO y EeCO requieren menos iteraciones que el caso clasico, respectivamente
para algunos vlores de a, y que p es similar al caso clasico en cada caso. No se muestran resultados para
SeCO cuando a = 0.3 porque éste convergen a un punto que no es solucién de fy(x); esto sucede porque a
pesar de que |71 — 2% < 1078, es decir, cumple con el criterio de parada, |f(zx+1)| > 10~8. Tampoco se
muestran resultados para EeCO cuando a = 0.1, ya que éste requiere méas de 500 iteraciones para converger.
Podemos observar que con cada procedimiento se obtienen distintas raices al modificar el valor de a.

6.3.1. Estabilidad numeérica

Ahora vamos a analizar la dependencia respecto a las estimaciones iniciales de los métodos disenados en
este capitulo; para ello, utilizamos los planos de convergencia definidos en [29] (ver ficheros MATLAB en
Anexos A.38 y A.39). En estos planos, el eje de abscisas corresponde a la estimacion inicial xg (para ambos
esquemas), y el orden fraccionario de la derivada («) aparece en el eje de las ordenadas. Se utiliza una malla
de 400 x 400 puntos. Los puntos que no se representan en negro corresponden a los pares de estimaciones
iniciales y valores de a que convergen a una de las raices, con una tolerancia de 10~3. Distintos colores
significan convergencia a distintas raices. Por lo tanto, cuando un punto se representa en negro, esto significa
que el proceso iterativo no converge a ninguna raiz en un maximo de 500 iteraciones. Para todos los planos
de convergencia calculamos el porcentaje de pares convergentes (xg, ), con el fin de comparar la eficiencia
de dichos procedimientos. Para cada método fijamos a = —10 en cada plano, y a € (0,1]. En el caso de
EeCO seleccionamos x_1 = xg + 1 para realizar la primera iteracién, tal y como hicimos en las pruebas
numéricas de la Secciéon 6.3.

En la Figura 6.1 podemos observar que SeCO alcanza aproximadamente sb6lo un 0.5 % de convergencia, y se
obtiene sblo una raiz, mientras que EeCO consigue alrededor de un 44 % de convergencia, y todas las raices
se encuentran.

En la Figura 6.2 notamos que SeCO alcanza aproximadamente un 20 % de convergencia, mientras que EeCO
consigue casi el 100% de convergencia; ambas raices se encuentran en cada plano.

En la Figura 6.3 podemos ver que SeCO alcanza un 10% de convergencia, mientras que EeCO consigue
alrededor de un 47 % de convergencia. En cada caso, considerando que —10 < zy < 10, y que a = —10,
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2 0 2 -2 0 2
Zo Zo
(a) SeCO, 0.43 % de convergencia (b) EeCO, 43.76 % de convergencia

Figura 6.1: Planos de convergencia para fi(z)

-5 0 5
Zo

(a) SeCO, 19.94 % de convergencia (b) EeCO, 99.29 % de convergencia

Figura 6.2: Planos de convergencia para f2(z)

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
xg Zo
(a) SeCO, 10.00 % de convergencia (b) EeCO, 46.75 % de convergencia

Figura 6.3: Planos de convergencia para f3(z)

indicamos que la estabilidad podria ser ligeramente mejorada si escogemos a < —10.

En la Figura 6.4 observamos que SeCO alcanza aproximadamente un 93 % de convergencia, mientras que
EeCO consigue alrededor de un 74 % de convergencia; todas las raices se encuentran en cada plano.

Hemos visto que en su version conformable, los esquemas libres de derivadas mantienen en lineas generales
la estabilidad del procedimiento original, aunque con mejoras en algunos aspectos.

En este capitulo, vimos el diseno, analisis de convergencia y estudio de la estabilidad de los primeros esquemas
fraccionarios libres de derivadas (de tipos Steffensen y Secante), donde se aproximan derivadas conforma-
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-5 0 5 -5 0 5

Zo Zo
(a) SeCO, 93.07% de convergencia (b) EeCO, 73.69 % de convergencia

Figura 6.4: Planos de convergencia para f4(z)

bles; fue posible utilizar la técnica general de la Seccién 5.2 para conseguir la version conformable de tales
procedimientos clasicos. En la teoria, SeCO y EeCO preservan el orden de convergencia tedrico de sus ver-
siones clasicas, respectivamente. En la practica, hemos observado que en algunos casos se puede converger
en menos iteraciones que en el caso clasico, y p puede ser ligeramente superior. También hemos visto que, en
general, es posible conseguir una raiz distinta al variar el valor del indice fraccionario «, y se puede converger
a raices complejas partiendo de estimaciones iniciales reales. En el siguiente capitulo, se proporcionan las
conclusiones generales del trabajo desarrollado en esta memoria, y las lineas futuras de investigacion.
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Capitulo 7

Conclusiones y lineas futuras

“Siempre parece imposible... hasta que se
hace”

Nelson Mandela (1918 - 2013)

En esta Tesis Doctoral, se han disenado métodos fraccionarios con derivadas de Caputo, de Riemann-Liouville
y conformable (o su aproximacion) escalares; también se ha propuesto una técnica general para la obtencién
de la versiéon conformable de cualquier esquema clasico escalar.

En esta memoria se ha disenado:

= El primer procedimiento fraccionario 6ptimo (Newton-Raphson conformable escalar) segtn la conjetura
de Kung y Traub.

= Los primeros métodos fraccionarios de tipo Newton-Raphson (con derivada conformable escalar) de
mayor orden.

= El primer esquema fraccionario vectorial (Newton-Raphson conformable vectorial).

= Los primeros procedimientos fraccionarios multipunto (Traub con derivadas de Caputo y Riemann-
Liouvllie escalares, y Traub, Chun-Kim, Ostrowski y Chun conformables escalares).

= Los primeros métodos fraccionarios multipunto 6ptimos (Ostrowski y Chun conformables escalares).
= Los primeros esquemas fraccionarios libres de derivadas (Steffensen y Secante conformables escalares).

= El primer procedimiento fraccionario con memoria (Secante conformable escalar).

Se ha realizado el analisis de convergencia de todos estos procedimientos fraccionarios, donde se ha obtenido
orden de convergencia inferior al caso cldsico cuando se usan las derivadas de Caputo o Riemann-iouville en
los esquemas, mientras que con el uso de derivadas conformables (o su aproximacion) se conserva el orden
de convergencia teérico de los métodos clésicos.

En la préctica, los procedimientos con derivadas conformables (o su aproximacién) mostraron mucha supe-
rioridad comparados con aquellos con derivadas de Caputo o Riemann-Liouville en términos de cantidad de
iteraciones requeridas, el orden de convergencia computacional y la amplitud de las cuencas de atracciéon
de las raices. Estos métodos con derivadas conformables también presentaron algunas ventajas frente a sus
respectivos esquemas cléasicos (cuando o = 1):

= Estos pueden encontrar solucién cuando los métodos clasicos fallan (con a # 1).

= En algunos casos es posible converger en menos iteraciones que en el caso clasico.
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= El orden de convergencia computacional puede ser ligeramente superior.
= Estos pueden conseguir una raiz diferente al modificar el valor del orden fraccionario a.

= También, pueden converger a raices complejas partiendo de estimaciones iniciales reales.
Otras investigaciones que se pueden llevar a cabo son:

= Fl desarrollo de procedimientos fraccionarios con funciones peso: Nos preguntamos si con los métodos
fraccionarios serd posible obtener nuevas funciones peso que permitan aumentar la convergencia sin
anadir nuevas evaluaciones funcionales.

= El estudio dindmico de los esquemas desarrollados en esta memoria: Nos planteamos poner a prueba
diversos polinomios reales y complejos con diferentes valores de «, para estudiar el comportamiento
asintotico de sus puntos fijos y ver cudl es el efecto resultante en la amplitud de las cuencas de atraccion
asociadas a dichos procedimientos.

= Aplicar métodos fraccionarios a la resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales fraccio-
narias: Si tal ecuaciéon diferencial es no lineal, resolver el sistema no linieal generado con el uso de la
version vectorial del esquema conformable de Newton-Raphson.

= Adaptar estos procedimientos a la resoluciéon de ecuaciones matriciales: En el caso de ser posible disenar
meétodos fraccionarios para resolver ecuaciones matriciales particulares, podria ser necesario el uso del
producto/potencia de Hadamard, y generalizar el Teorema del binomio a valores matriciales.

= El desarrollo de esquemas con derivadas conformables por la derecha: Dado que todos los procedimien-
tos conformables desarrollados en esta memoria incluyen derivadas conformables por la izquierda, nos
planteamos disenarlos con derivadas conformables por la derecha, donde antes sera necesario establecer
una serie de Taylor con el uso de esta derivada.

= Demostrar que el orden de convergencia tedrico siempre se mantiene en la versién conformable de los
métodos clasicos: Estamos interesados en probar, en caso de ser posible, que con el uso de la técnica
general que disenamos para obtener la version conformable de cualquier esquema cléasico de orden p,
podemos conseguir un procedimiento conformable de orden p.

Universitat Politécnica de Valéncia






146

Universitat Politécnica de Valéncia



Apéndice A
Anexos: Ficheros en MATLAB

A.1. Funciéon Gamma

function [f] = Gamma(z)
% GAMMA Gamma function walid in the entire compler plane.

% Accuracy s 15 significant digits along the real azis
% and 18 significant digits elsewhere.

% This routine uses a superb Lanczos series

% approzimation for the complex Gamma function .

%

% z may be complexr and of any size.

% Also n! = prod(1:n) = gamma(n+1)

%

Jusage: [f] = gamma(z)

%

Gtested on wversions 6.0 and 5.8.1 under Sun Solaris 5.5.1

%

%References: C. Lanczos, SIAM JNA 1, 1964. pp. 86—96

% Y. Luke, "The Special ... approzimations”, 1969 pp. 29—381
% Y. Luke, "Algorithms ... functions", 1977

% J. Spouge, SIAM JNA 81, 1994. pp. 981—944

% W. Press, "Numerical Recipes”

% S. Chang, "Computation of special functions", 1996
% W. J. Cody "An Owerview of Software Development for Special
% Functions", 1975

%

%see also:  GAMMA GAMMALN GAMMAINC PSI
%see also: mhelp GAMMA

%

%Paul Godfrey

G%pgodfrey@intersil.com

%http ://winnie. fit.edu/ " gabdo/gamma. tzt
%Sept 11, 2001

siz = size(z);

7=z (:);

22=17;

f = 0.xz; % reserve space in advance

p=find (real(z)
if Tisempty(p)
P);

z(p)=—=(

<0);

end
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A.1. Funcién Gamma

% 15 sig. digits for O<=real(z)<=171
% coeffs should sum to about gxg/2+28/24

g=607/128; % best results when 4<=g<=b

c =] 0.99999999999999709182;
57.156235665862923517;
—59.597960355475491248;
14.136097974741747174;
—0.49191381609762019978;

.33994649984811888699e —4;
.46523628927048575665e —4;
—.98374475304879564677e —4;
.15808870322491248884e—3;
—.21026444172410488319e —3;
.21743961811521264320e —3;
—.16431810653676389022e —3;
.84418223983852743293e —4;
—.26190838401581408670e —4;
.36899182659531622704e —5];

JNum Recipes used ¢g=5 with 7 terms
%for a less effective approzimation

z=z—1;

zh =2+0.5;

zgh=zh+g;

%trick for avoiding FP overflow above z=141
zp=zgh." (zh%0.5);

ss =0.0;

for pp=size(c,1)—1:—1:1
ss=ss+c(pp+1)./(z+pp);

end

%sqrt (2Pi)

sq2pi= 2.5066282746310005024157652848110;

f=(sq2pix*(c(1)+ss)).*((zp.*xexp(—zgh)).*zp);

f(z==0 | z==1) = 1.0;

%adjust for megative real parts

if Tisempty(p)
f(p)=—pi./(zz(p).xf(p).*sin(pi*xzz(p)));

end

%adjust for megative poles

p=find (round(zz)==zz & imag(zz)==0 & real(zz)<=0);

if Tisempty(p)
f(p)=Inf;
end

f=reshape(f, siz);

return
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A.2. Funcién de Mittag-LefHler

function [e]=mlf(alf  bet,c,fi)

0

% MLF — Mittag—Leffler function.

MLF (alpha ,beta ,Z,P) is the Mittag—Leffler function E {alpha , 6 beta}(Z)
evaluated with accuracy 10°(—P) for each element of Z.

alpha and beta are scalars, P is integer, Z can be a wvector or

a two—dimensional array. The output is of the same size as Z.

% (C) 2001—2012 Igor Podlubny, Martin Kacenak

% Last update: 2012—09—07

X N N X

[cRows, cCols] = size(c);

c=m2v(c);

if nargin<4 .| f{i=6; end
if nargin<3 || alf<=0 || fi<=0
else

[r,s]=size(c); [rl,sl]=size(alf); [r2,s2]=size(bet);
mx=max([r,s]); mxl=-max([rl,sl]); mx2=max([r2,s2]);
if (r>1&& s>1) || (r1>1 && s1>1) || (r2>1 && s2>1) || (mx1>1 && mx2>1)
sprintf(’wrong_number_of_input_parameters’)
else
if mxI>mx2 , mxx=mxl; e=zeros (mx,mxl);
else mxx=mx2; e=zeros(mx,mx2);end;
for il= 1:mx
for i2=1:mxx

if r>s , z=c(il ,1); else z=c(1l,il); end
if mxI>mx2 , if rl>sl , alfa=alf(i2,1); else alfa=alf(1,i2);end, beta=bet;
else if r2>s2  beta=bet(i2,1); else beta=bet(1,i2); end, alfa=alf; end
if beta<0 , rc=(—2xlog(10~(—fi)*pi/(6*(abs(beta)+2)x(2+xabs(beta)) ...
(abs(beta))))) "~ alfa;
else rc=(—2xlog(10°(—fi)*pi/6))" alfa; end
r0=max([1,2xabs(z),rc]);
if (alfa==1 && beta==1)
e(il ,i2)=exp(z);

else
if (alfa<l && abs(z)<=1) || ( (I<=alfa && alfa <2) && abs(z)<=...
floor (20/(2.1—alfa)~(5.5—2xalfa))) || (alfa>=2 && abs(z)<=50)
oldsum=0;
k=0;
while (alfaxktbeta)<=0
k=k+1;
end
newsum=z"k /Gamma( alfa xk+beta);
while newsum™=oldsum
oldsum=newsum ;
k=k—+1;
term=z"k /Gamma( alfa xk+beta);
newsum—newsum-+term ;
k=k—+1;
term=z"k /Gamma( alfa xk+beta);
newsum—newsum-+term ;
end
e(il ,i2)=newsum;
else

if (alfa<=1 && abs(z)<=fix (5*alfa+10))
if ((abs(angle(z))>pixalfa) && (abs(abs(angle(z))—...
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(pixalfa))>10"(—1fi)))

if beta<=1

e(il,i2)=rombint ('K’ ,0,1r0,fi ,alfa ,beta,z);
else

eps=1;

e(il,i2)=rombint ('K’ ,eps,10,fi ,alfa ,beta,z)+ ...
rombint ('P’,—pixalfa ,pixalfa ,fi, alfa ,beta,z,eps);
end
elseif (abs(angle(z))<pixalfa && abs(abs(angle(z)) —...
(pixalfa))>10"(—1fi))
if beta<=1
e(il,i2)=rombint ('K’ ,0,r0, fi , alfa ,beta,z)+ .
(z~((1—beta)/alfa))*(exp(z~(1/alfa))/alfa);
else
eps=abs(z)/2;
e(il,i2)=rombint ('K’ ,eps,10,fi ,alfa ,beta,z)+
rombint ('P’,—pixalfa ,pixalfa ,fi,alfa ,beta,z,eps)+
(z~((1—beta)/alfa))*(exp(z~(1/alfa))/alfa);
end
else
eps=abs(z)+0.5;
e(il,i2)=rombint ('K’ ,eps,10,fi ,alfa ,beta,z)+
rombint ('P’,—pixalfa ,pixalfa ,fi,alfa ,beta,z,eps);
end
else
if alfa<=1
if (abs(angle(z))<(pixalfa/2+min(pi,pi*alfa))/2)
% alfa
newsum=(z "~ ((1—beta)/alfa))*exp(z~(1/alfa))/alfa;
for k=1:floor (fi/logl0(abs(z)))
newsum=newsum—((z"(—k))/Gamma(beta—alfaxk));
% k
end
e(il,i2)=newsum;
else
newsum=0;
for k=1:floor (fi/logl0(abs(z)))
newsum—newsum—((z"—k ) /Gamma(beta—alfaxk));
end
e(il,i2)=newsum;
end
else
if alfa>=2
n=floor (alfa /2);
sum=0;
for h=0m
zn=(z " (1/(m+1)))*exp ((2+pi*xlixh)/(m+1));
sum=sum+mlf(alfa /(m+1),beta,zn, fi);
end
e(il,i2)=(1/(m+1))*sum;
else
e(il ,i2)=(mlf(alfa /2 ,beta,z"(1/2),fi)+...
mlf(alfa /2,beta,—z"~(1/2),fi))/2;
end
end
end
end
end
end
end
end
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end
if isreal(c)
e = real(e);

end

e = v2m(e,cRows, cCols);

function [res]=rombint (funfcn ,a,b,order,varargin)

if nargin<4 ,order=6; end
if nargin<3

Warning (’Error_in_input_format’)

else
rom=zeros (2,order );

h=b—a;

rom(1,1)=hx*(feval (funfcn ,a,varargin{:})+feval(funfcn  b,varargin{: 2
(1,1) ,a, g b, g ;

ipower=1;

for i= 2:order
sum=0;
for j=1l:ipower

sum—sum+feval (funfcn ,(a+h*(j —0.5)),varargin {:});

rom(2,k+1)=((4"k)*rom (2 ,k)—rom(1,k))/((4"k)—1);

end
rom(2,1)=(rom(1,1)+h*sum)/2;
for k=1:i—1
end
for j=0:i—1
rom(1l,j+1)=rom(2,j+1);

end
ipower=ipower *2;
h=h/2;

end

res=rom(1,order);
end

function res=K(r,alfa ,beta,z)

res=r." ((1—beta)/alfa).xexp(—r."(1/alfa)).*(rxsin(pix(1—beta)) —
z+sin (pix(l1—betatalfa)))/(pixalfa*(r."2—2xrxz*cos(pixalfa)+z.~2));

function res=P(r,alfa ,beta,z, eps)

w=(eps~(1/alfa))*sin(r/alfa)+r*(1+(1—beta)/alfa);

res=((eps”~(1+(1—beta)/alfa))/(2xpixalfa))*((exp(
(cos(w)+1lixsin(w))))/(eps*exp(li*r)—z);

function A = v2m(V, M, N)
if numel (V)==MxN,
A = reshape(V, [N, M]);
A=A
else

)

warning (’Wrong_dimensions_of_the_output_in_V2M. ")

end

function V = m2v(A)
M=A" V=M(:);

Eeps“(l/alfa))*cos(r/alfa)).*...
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A.3. Grafica de la funcién Gamma

= Gamma(z);

= zeros(length(z));

plot(z, G, 'b’, z, x, 'k’, x, z, k', x— 1, z, 'k—", x — 2, z, 'k—7 |...
x— 3, z, 'k—7)

xlim ([a, Db])

vlim ([a, b])

xlabel(’$z$’ , ’Interpreter’,’latex’);

ylabel ('$\Gamma(z)$’, Interpreter’,’latex’);

savefig (’C2_1 fun gamma fig. fig’)

clf , clear all, close all, clc
a = —4;

b = 4;

z = a:0.01:b;

G

X
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A.4. Grafica de la funcién de Mittag-Lefller

clf , clear all, close all, clc
a = —10;
b = 10;
z = a:0.01:b;
x = zeros(length(z));
for alpha = 1:0.5:2
E = mlf(alpha, 1, z, 9);
plot(z, E)
hold on

end
plot(z, x, ’k’, x, z, ’k’)

xlim ([a, 5])

Vlim([—2, 5])

legend(’'E _1(z)’, "E_{1.5}(z)’, 'E_2(z)")
xlabel(’'$z8’ , ' Interpreter’,’latex’);

ylabel ('$E_{\mu}(z)$’, Interpreter’,’latex’);
hold off

savefig (’C2_2 fun ML fig. fig’)
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A.5. Plano de convergencia con el método de Traub paramétrico

% Plano de convergencia: f(z) = z°2 — 1
clf , clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;
maxIter = 500;

tol = 0.001;

f =@Q(x) x*2 — 1;
fp = @Q(x) 2x*x;

rl = 1; r2 = —1;

X )
traub = @(x, theta) n(x) — thetaxf(n(x))/fp(x);
numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
theta = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;
x = traub(x, theta); % traub_ amortiguado

e = abs(an — x);
iter = iter + 1;

end

dl = abs(rl — x); % distancia a las raices

d2 = abs(r2 — x);

if dl < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:a Ty 1):R(:7 :);
I(:: B 2):(}(:7 :)5
I(:, :, 3) =B(:, :);

figura = imshow (I, ’X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
xlabel(’$x 0%’ , Interpreter’,’latex’);

ylabel(’'$\theta$’ 6 ’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;
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savefig (’C2_3_ traub_param fig.fig’)
save(’C2_3 traub_ param mat.mat’)
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A.6. Método NeCA

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas NeCA(x0, alpha)
f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%x"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1

df = @Q(x) ((Gamma(7)*—12.84xx"(6 — alpha))/Gamma(7 — al ha)) +...
((Gamma(6)* —25.6%x" (5 — alpha))/Gamma(6 — alpha)) +.
((Gamma(5)*16.55xx" (4 — alpha))/Gamma(5 — alpha)) +.
((Gamma(4)* —2.21%x" (3 — alpha))/Gamma(4 — alpha)) +.
((Gamma(3)%26.71%xx" (2 — alpha))/Gamma(3 — alpha)) +.
((Gamma(2)*—4.29%x" (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)); V Derivada de Caputo 1
% f=@(z) 1i¥z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2
% df = @(z) ((Gamma(2.8)*1i+xz"(1.8 — alpha))/Gamma(2.8 — alpha)) +...
% ((Gamma(1.9)* —1xz~(0.9 — alpha))/Gamma(1.9 — alpha)); % Derivada de Caputo 2
% f =@(z) exp(z) — 1; % Funcion 8
% df = @(z) z°(1 — alpha)*mlf(1, 2 — alpha, z, 9); % Derivada de Caputo 8
% f =a@(z) sin(10xz) — 0.5z + 0.2; % Funcion /
% df = @(z) 5+z~(1 — alpha)x(mlif(1, 2 — alpha, 10ixz, 9) +...
% mlf(1, 2 — alpha, —10ixz, 9)) +...
% ((Gamma(2)* —0.5+x " (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)); % Derivada de Caputo 4

errl = Inf;
err2 = Inf;
x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;
while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8
x(iter + 2) = x(end) — (Gamma(alpha + 1)*(f(x(end))/df(x(end))))"(1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));
err2 = abs(x(end) — x(end — 1));
if iter >= 2
ACOC(iter + 2) = (log(abs(
~ x(end — 2)))))/ (log(
/abs((x(end — 2) — x(e
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf,

(x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
nd — 3)))));

end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
acoc(1) — |1
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’Iteraciones’)
ylabel(’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de uso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas_NeCA(1, 0.5)
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A.7. Método NeRL

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas NeRL(x0, alpha)
f =@Q@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1

df = @(x) ((Gamma(7)*—12.84xx"(6 — alpha))/Gamma(7 — alpha)) +...
((Gamma(6)* —25.6%x" (5 — alpha))/Gamma(6 — alpha)) +...
((Gamma(5)*16.55+«x~ (4 — alpha))/Gamma(5 — alpha)) +
((Gamma(4)* —2.21%x"(3 — alpha))/Gamma(4 — alpha)) +...
((Gamma(3)#26.71%*x"(2 — alpha))/Gamma(3 — alpha)) +...
((Gamma(2)*—4.29%x" (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)) +...
(—15.21/Gamma(1l — alpha))*x"—alpha; % Derivada de Riemann—Liouville 1

=@(z) 1i*z"~1.8 — 0.9 — 16; % Funcion 2

f=0(z) ((Gamma(2.8)*1i%z (1.8 — alpha))/Gamma(2.8 — alpha)) +...
((Gamma(1.9)% —1+x~(0.9 — alpha))/Gamma(1.9 — alpha)) +...
(—16/Gamma(1 — alpha))*z"—alpha; % Derivada de Riemann—Liouville 2

f=@(z) exp(z) — 1; % Funcion 3

df = @(z) z~(1 — alpha)*mif(1, 2 — alpha, ©, 9) +...
(—1/Gamma(1 — alpha))*z"—alpha; % Derivada de Riemann—Liouville 3

f =@(z) sin(10xz) — 0.5%x + 0.2; % Funcion 4

df = @(z) 5+z~(1 — alpha)+(mlif(1, 2 — alpha, 10ixz, 9) +...

mlf(1, 2 — alpha, —10ixz, 9)) +...

((Gamma(2)* —0.5+x " (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)) +...

(0.2/Gamma(1 — alpha))*z"—alpha; % Derivada de Riemann—Liouville 4

[S¥

NN RN RNNNX

errl = Inf;

err2 = Inf;

x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;

while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8

x(iter + 2) = x(end) — (Gamma(alpha + 1)*(f(x(end))/df(x(end))))"~(1/alpha);

errl = abs(f(x(end)));
err2 = abs(x(end) — x(end — 1));
if iter >= 2
ACOC(iter + 2) = (log(abs(
— x(end — 2)))))/(log(
/abs((x(end — 2) — x(e
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;

x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
bs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
nd — 3)))));

g;/\

end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
ACOC(1) = [I;
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel (’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de wuso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC|] = pruebas_NeRL(1, 0.5)
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A.8. Método NeCO

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas NeCO(x0, alpha, a)
f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%x"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1
df = @(x) (x — a)~(1 — alpha)*(—(1926%x"5)/25 — 128+x"4 + (331%x"3)/56 —...
(663%x7°2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100); % Derivada conformable 1
f=@(z) 1lixz~1.8 — £°0.9 — 16; % Funcion 2
df = @(z) (z — a)"(1 — alpha)*(1.8%1ixx°0.8 — 0.9xz"—0.1);
Derivada conformable 2
f=@(z) exp(z) — 1; % Funcion 3
df = @(z) (z — a)"(1—alpha)rexp(x); % Derivada conformable 3
f =@(z) sin(10xz) — 0.5*xz + 0.2; % Funcion 4
% df = @(z) (z — a)"(1—alpha)*(10%xcos(10+x)—0.5); % Derivada conformable 4
errl = Inf;
err2 = Inf;
x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;
while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8
x(iter + 2) = a + ((x(end) — a)~alpha — alphaxf(x(end))/df(x(end)))"~(1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));
err2 = abs(x(end) — x(end — 1));
if iter >= 2

XN NN

ACOC(iter + 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
/abs((x(end — 2) — x(end — 3)))));

elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf,
end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
ACOC(1) — 1
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’Iteraciones’)
ylabel(’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de uso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas_NeCO(1, 0.5, —10)
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A.9. Método NeA3

function [iter , x, errl, err2, ACOC|] = pruebas NeA3(x0, alpha)

f =@Q@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1

fp = @(x) —(1926%x"5)/25 — 128%x"4 + (331%x°3)/5 —...
(663%x°2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100; % Primera derivada 1

fpp = @(x) —(1926%x°4)/5 — 512+x"3 + (993%x"2)/5 — (663%x)/50 + 2671/50;

% Segunda derivada 1

df = @(x, a) (x — a)”(1 — alpha)*(—(1926%x"5)/25 — 128%x"4 + (331%x"°3)/5 —...
(663xx~2)/100 + (2671xx)/50 — 429/100); % Derivada conformable 1

% f=@(z) 1i¥z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2

% fp =@(z) 1.8%x1i%z°0.8 — 0.9*xz~—0.1; % Primera derivada 2

% fpp = @Q(z) 0.8%1.8x11ixx"—0.2 + 0.1%0.9xx~—1.1; % Segunda derivada 2
% df = @(z, a) (z — a)"(1 — alpha)*(1.8x1i*xz°0.8 — 0.9%xx"~—0.1);
% Derivada conformable 2

% f =a@(z) exp(z) — 1; % Funcion 8

% fp = @(z) exp(z); % Primera derivada 8

% fop = @(z) exp(z); % Segunda derivada 3

% df = @(z, a) (z — a)"(1—alpha)*xexp(z); % Derivada conformable 8
% f =@(z) sin(10xz) — 0.5+ + 0.2; % Funcion /

% fp = @(z) 10%cos(10xz)—0.5; % Primera derivada 4

% fop = @(z) —100«sin(10%z); % Segunda derivada 4

% df = @(z, a) (z — a)"(1—alpha)*(10%cos(10%z)—0.5);
% Derivada conformable 4

errl = Inf;

err2 = Inf;

x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;

while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8
fx = f(x(end));

a = x(end) + (1 — alpha)xfp(x(end))/fpp(x(end));

x(iter + 2) = a + ((x(end) — a)~alpha — alphaxfx/df(x(end), a))~(1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));

err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2
ACOC(iter + 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
Jabs ((x(end — 2) — x(end — 3)))));
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;
end
iter = iter + 1;

t = l:iter;

plot (t, ACOC), grid

xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel(’Orden_de_convergencia’)

end

% Ejemplo de uso:

% [iter, z, errl, err2, ACOC|] = pruebas_NeA3(1, 0.5)
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A.10. Meétodo NelL3

function [iter , x, errl, err2, ACOC|] = pruebas NeL3(x0, a)

f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%x"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1

fp = @Q(x) —(1926%x"5)/25 — 128%x"4 + (331%x°3)/5 —...
(663%x7°2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100; % Primera derivada 1

fpp = @(x) —(1926%x°4)/5 — 512+x"3 + (993%x°2)/5 — (663%x)/50 + 2671/50;

% Segunda derivada 1

df = @(x, alpha) (x — a)”(1 — alpha)*(—(1926%x"5)/25 — 128%x"4 + (331%x"°3)/5 —...
(663xx~2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100); % Derivada conformable 1

% f=@(z) 1i¥z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2
% fp =@(z) 1.8%x1i%z°0.8 — 0.9*xz"~—0.1; % Primera derivada 2
% fpp = @Q(z) 0.8%1.8x11ixx"—0.2 + 0.1%0.9xx~—1.1; % Segunda derivada 2

% df = @(z, alpha) (z — a)”(1 — alpha)x(1.8%1ix3°0.8 — 0.9xx~—0.1);
% Derivada conformable 2

% f =a@(z) exp(z) — 1; % Funcion 8

% fp = @(z) exp(z); % Primera derivada 8

% fop = @(z) exp(z); % Segunda derivada 3

% df = @(z, alpha) (z — a)(1—alpha)*exp(z); % Derivada conformable 3
% f =@(z) sin(10xzx) — 0.5+x + 0.2; % Funcion /4

% fp = @(z) 10%cos(10xz)—0.5; % Primera derivada 4

% fop = @(z) —100«sin(10%z); % Segunda derivada 4

% df = @(z, alpha) (z — a)"(1—alpha)*(10%cos(10%z)—0.5);
% Derivada conformable 4

errl = Inf;

err2 = Inf;

x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;

while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8
fx = f(x(end));
=1 X

alpha + (x(end) — a)xfpp(x(end))/fp(x(end));

x(iter + 2) = a + ((x(end) — a)~alpha — alphaxfx/df(x(end),alpha))~(1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));

err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2

ACOC(iter + 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
/abs ((x(end — 2) — x(end — 3)))));

elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;
end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
ACOC(1) = [I;
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel (’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de uso:
% [iter, z, errl, err2, ACOC] = pruebas_NeL3(1, —10)
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A.11. Método NeLA4

function [iter , x, errl, err2, ACOC| = pruebas NeLA4(x0)
f =@(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1
fp = @(x) —(1926%xx"5)/25 — 128xx~4 + (331%xx"3)/5 —...
(663%xx~2)/100 + (2671xx)/50 — 429/100; % Primera derivada 1
fpp = @Q(x) —(1926%xx~4)/5 — 512xx"~3 + (993%x"2)/5 —...
(663%x)/50 + 2671/50; % Segunda derivada 1
fppp = @(x) —4x%(1926%x"3)/5 — 3%512%x"2 + 2x(993%x)/5 — 663/50;
% Tercera derivada 1
df = @Q(x, alpha, a) (x — a)”(1 — alpha)*(—(1926%x"5)/25 —...
128+x°4 + (331%x°3)/5 — (663%x°2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100);
% Derivada conformable 1
% f =@Q(z) lixz"1.8 — £°0.9 — 16; % Funcion 2
% fp = @(z) 1.8%1ix15°0.8 — 0.9xx~—0.1; % Primera derivada 2
% fpp = @(x) 0.8%1.8x1i%x"—0.2 + 0.1%0.9%xx"—1.1; % Segunda derivada 2
% fopp = @Q(z) —0.2+0.8%1.8%1ixx”~—1.2 — 1.1%0.9xx"~—2.1; % Tercera derivada 2
% df = @(z, alpha, a) (z — a) (1 — alpha)*(1.8x1i*xx°0.8 — 0.9%xz "~ —0.1);
% Derivada conformable 2
% f =@(z) exp(z) — 1; % Funcion 3
% fp = @(z) exp(z); % Primera derivada 8

N S

% fop = Q(z) exp(z); % Segunda derivada 3

% fopp = @Q(z) exp(z); % Tercera derivada 3

% df = @(z, alpha, a) (z — a)"(1—alpha)rexp(z); % Derivada conformable 8
% f =@(z) sin(10xz) — 0.5+ + 0.2; % Funcion /4

% fp = @(z) 10%cos(10xxz)—0.5; % Primera derivada 4

% fpp = @Q(z) —100xsin(10%zx); % Segunda derivada /4

% fpopp = @Q(zx) —1000%cos(10+z); % Tercera derivada 4

% df = @(z, alpha, o) (z — a)"(1—alpha)*(10%cos(10%z)—0.5);
% Derivada conformable J
errl = Inf;
err2 = Inf;
x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;
while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8
fx = f(x(end));
¢2 — (1/2)+fpp (x(end))/ fp (x(end));
c3 = (1/6)«fppp(x(end))/fp(x(end));
alpha = (3%c3 — 4%¢c2°2)/(3%xc3 — 2xc2"2);
a = x(end) + ¢2/(3%c3 — 2xc2"2);

x(iter + 2) = a + ((x(end) — a)~alpha — alphaxfx/df(x(end),alpha,a))”(1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));
err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2
ACOC(iter 4+ 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
/abs ((x(end — 2) — x(end — 3)))));
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf,
end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
AcOC(1) = 1
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’Iteraciones’)
ylabel(’Orden_de_convergencia’)
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end
% Ejemplo de wuso:
% [iter, z, errl, err2, ACOC] = pruebas_ NeLA4 (1)
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A.12. Plano de convergencia para el método NeCA (ejemplo

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xz°5 + 16.55%5°4 —
% 2.21%x°3 + 26.71x2°2 — 4.29xx — 15.21

clf, clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

(x) —12.84xx"6 — 25.6%xx"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver
= @(x, alpha) ((Gamma(7)%*—12.84%x"(6 — alpha))/Gamma(7 — alpha)) +...

((Gamma(6)* —25.6xx" (5 — alpha))/Gamma(6 — alpha)) +...
((Gamma(5)*16.55*x" (4 — alpha))/Gamma(5 — alpha)) +...
((Gamma(4)* —2.21%x"(3 — alpha))/Gamma(4 — alpha)) +...
((Gamma(3)%26.71%xx"(2 — alpha))/Gamma(3 — alpha)) +...
((Gamma(2)*—4.29%x"(1 — alpha))/Gamma(2 — alpha));

rl = 0.82366 + 0.247691i; r2 = 0.82366 — 0.247691;

r3 = —2.62297; rd4d = —0.584;

r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) x — (Gamma(alpha + 1)x(f(x)/fp(x, alpha)))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)%(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = 1l:rows
for j = 1l:cols
X = X(i o );
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = Xx;

x = n(x, alpha

); % Newton_ Caputo
e = abs(an — x);
1

iter = iter +
end
dl = abs(rl — x); % distancia a las raices
d2 = abs(r2 — x);
d3 = abs(r3 — x);
d4 = abs(rd — x);
d5 = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz

con
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B(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d6 < tol % convergio a la sexta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxIter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:, =, 1) =R(:, :);
I(:a :72):(}(:7 :);
I(:: :73):]3(:7 :);

figura = imshow (I, ’X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
xlabel(’$x 0%’ , Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’ latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C3_1 newton caputo_ fl1 fig.fig’)

save(’C3_1 newton_caputo fl mat.mat’)
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A.13. Plano de convergencia para el método NeRL (ejemplo con

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xz°5 + 16.55%5°4 —
% 2.21%x°3 + 26.71x2°2 — 4.29xx — 15.21

clf, clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

f =@(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver

fp = @Q(x, alpha) ((Gamma(7)*—12.84*x"(6 — alpha))/Gamma(7 — alpha)) +...
((Gamma(6)* —25.6xx" (5 — alpha))/Gamma(6 — alpha)) +...
((Gamma(5)*16.55+*x" (4 — alpha))/Gamma(5 — alpha)) +..
((Gamma(4)* —2.21%x"(3 — alpha))/Gamma(4 — alpha)) +..
((Gamma(3)%26.71xx"(2 — alpha))/Gamma(3 — alpha)) +..
((Gamma(2)* —4.29%x" (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)) +..
(—15.21/Gamma(1l — alpha))*x"—alpha;

rl 0.82366 + 0.24769i; r2 = 0.82366 — 0.247691;

r3 —2.62297; r4 = —0.584;

r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) x — (Gamma(alpha + 1)*(f(x)/fp(x, alpha)))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols| = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = l:rows
for j = 1:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxlIter && e > tol
an = x;
x = n(x, alpha); % Newton_RL
e = abs(an — x);
iter = iter + 1;
end
dl = abs(rl — x); % distancia a las Taices
d2 = abs(r2 — x);
d3 = abs(r3 — x);
d4 = abs(r4d — x);
d5 = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
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elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) = 1 — iter/maxlter;

elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) = 1 — iter/maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sexta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:a :71):R(:7 :);
I(:: :72):G(:7 :);
I(:, :, 3) =B(:, :);

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
xlabel(’$x 0%’ , Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’, ’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C3_5 mnewton RL_f1 fig.fig’)

save(’C3_5_ newton RL fl mat.mat’)
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A.14. Plano de convergencia para el método NeCO (ejemplo

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xz°5 + 16.55%5°4 —
% 2.21%x°3 + 26.71x2°2 — 4.29xx — 15.21

clf, clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;
a = —10;
f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%xx"3 +...

26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver
fp = @Q(x, alpha) (x — a)"(1—alpha)*(—(1926%xx"5)/25 — 128xx"4 +...
(331xx73)/5 — (663%xx~2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100);

rl = 0.82366 + 0.24769i; r2 = 0.82366 — 0.247691i;
r3 = —2.62297; rd4 = —0.584;
r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) a + ((x — a)~alpha — alphaxf(x)/fp(x, alpha))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)%(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = 1l:rows
for j = 1l:cols
X = X(i o );
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;
x = n(x, alpha); % Newton_conf
e = abs(an — x);
iter = iter + 1;
end
dl = abs(rl x); % distancia a las raices
d2 = abs(r2 x);
d3 = abs(r3 x);
d4 = abs(r4 x);
d5 = abs(r5h x);
d6 = abs(r6 x)
if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) = 1 — iter/maxIter;
elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) iter /maxIter;

elseif d4 < tol convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;

N

con
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G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d6 < tol % convergio a la sexta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlIter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:, =, 1) =R(:, :);
1) ) 2) =G(:) 0);
I(:: ) 3)7B('7 :);

figura = imshow (I, ’X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);

xlabel (’$x_0$’, Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C3_9 newton conf fl1 fig.fig’)

save(’C3_9 newton_ conf fl mat.mat’)
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A.15. Plano de convergencia para el método NeA3 (ejemplo

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xz°5 + 16.55%5°4 —
% 2.21%x°3 + 26.71x2°2 — 4.29xx — 15.21

clf, clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

f

@Q(x) —12.84%x°6 — 25.6xx"5 + 16.556%x"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver
fp = @(x) —(1926%x"5)/25 — 128%x"4 +...
(331%x°3)/5 — (663%xx~2)/100 + (2671xx)/50 — 429/100;
fpp = @Q(x) —(1926%x~4)/5 — 512%x"3 + (993%*x°2)/5 — (663%x)/50 + 2671/50;
a = @Q(x, alpha) x + (1 — alpha)xfp(x)/fpp(x);
df = @Q(x, alpha) (x — a(x, alpha))~(1—alpha)*(—(1926%x"5)/25 — 128xx"4 +...
(331xx73)/5 — (663%xx~2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100);
rl = 0.82366 + 0.247691; r2 =
r3 = —2.62297; rd4d = —0.584;
r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

0.82366 — 0.247691i;

n = @Q(x, alpha) a(x, alpha) + ((x — a(x, alpha))~alpha —...
alphaxf(x)/df(x, alpha))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols| = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;
x = n(x, alpha); % Newton_conf_a3
e = abs(an — x);
iter = iter + 1;
end
dl = abs(rl — x); % distancia a las Taices
d2 abs(r2 — x);
d3 = abs(r3 — x);
d4 = abs(r4d — x);
d5 = abs(rb — x);
d6 abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxIter;

con
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elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) = 1 — iter/maxlter;

elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) = 1 — iter/maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sexta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:a :71):R(:7 :);
I(:: :72):G(:7 :);
I(:, :, 3) =B(:, :);

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
xlabel(’$x 0%’ , Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’, ’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C3_13 newton_ conf a3 f1 fig.fig’)

save(’C3_13 newton_ conf a3 fl mat.mat’)

Universitat Politécnica de Valéncia



A. Anexos: Ficheros en MATLAB

171

A.16. Plano dindmico para el método NeCO (ejemplo con p;(2))

% Plano dinamico: f(z) = 272 — 1
tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;
maxlIter = 100;

tol = 0.001;

a = —10;

f =Q(x) x°2 — 1;
df = @(x) (x — a)"(1—alpha)*(2xx);
rl = 1; r2 = —1;

N = @(x) a + ((x — a)~alpha — alphaxf(x)/df(x))"(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = —3; yfin = 3;

dx = (xfin — xini)/numNodosx;

dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);

R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
for m = l:rows
for n = 1:cols
x = complex (X(m, n), Y(m, n));
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxlIter && e > tol
an = x;
x = N(x);
e = abs(an — x);

iter = iter + 1;
end
dl = abs(rl — x
d2 = abs(r2 — x
if d2 < tol

R(m, n) = (1 — iter/maxIter);
elseif dl < tol

B(m, n) = (1 — iter/maxIter);

else
R(m, n) = 0;
G(m, n) = 0;
B(m, n) = 0;
end
end
end
I(:a B I)ZR(:7 :);
I(:, =y 2) =G(:, :);
I(:, :y, 3) =B(:, :);

figura = imshow (I, ’X’, [xini, xfin], 'Y’
xlabel(’'Re’); ylabel(’Im’);

hold on, axis on, axis xy, grid
plot(real(rl), imag(rl), ’wt’, ’'MarkerSize’, 5);
plot(real(r2), imag(r2), ’'wt’, 'MarkerSize’, 5);
t = toc;

, [yini, yfin]);
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A.17. Plano dindmico para el método NeL3 (ejemplo con p;(2))

% Plano dinamico: f(z) = 272 — 1
clf , clear all, close all, clc
tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;
maxIter = 100;

tol = 0.001;

a = —10;

fp = @Q(x) 2xx;
fpp = Q(x) 2;
alpha = @Q(x) 1 + (x — a)xfpp(x)/fp(x);
df = @Q(x) (x — a)~(1 — alpha(x))*(2x*x);

N =@(x) a + ((x — a)~alpha(x) — alpha(x)*f(x)/df(x))"(1/alpha(x));

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = —3; yfin = 3;

dx = (xfin — xini)/numNodosx;

dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);

R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
for m = l:rows
for n = 1:cols
x = complex(X(m, n), Y(m, n));
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxlIter && e > tol
an = x;
x = N(x);
e = abs(an — x);

iter = iter + 1;
end
dl = abs(rl — x)
d2 = abs(r2 — x);
if d2 < tol

R(m, n) = (1 — iter/maxIter);
elseif dl < tol

B(m, n) = (1 — iter/maxIter);
else
R(m, n) = 0;
G(m, n) = 0;
B(m, n) = 0;
end
end
end
I(:a Ty 1):R(:7 :);
I(:a :72):(}(:7 :);
I(:, :y, 3) =B(:, :);

figura = imshow (I, ’X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
xlabel(’'Re’); ylabel(’Im’);

hold on, axis on, axis xy, grid

plot (real(rl), imag(rl), ’wt’', 'MarkerSize’, 5);
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plot(real(r2), imag(r2), ’'wt’, 'MarkerSize’, 5);
t = toc;

savefig (’C3_17 newton conf alpha3 pl fig.fig’)
save(’C3_17 newton_ conf alpha3 pl mat.mat’)
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A.18. Plano dindmico para el método NeLA4 (ejemplo con pi(z))

% Plano dinamico: f(z) = 272 — 1
clf , clear all, close all, clc
tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;
maxIter = 100;

tol = 0.001;

f =@Q(x) x*2 — 1;

fp = @Q(x) 2x*x;

fpp = @Q(x) 2;

fppp = @(x) 0;

c2 = @(x) (1/2)fpp(x)/fp(x);

¢3 = @(x) (1/6)%fppp(x)/fp (x):

alpha = @(x) (3xc3(x) — 4%c2(x)"2)/(3%c3(x) — 2%c2(x)"2);
a = G(x) x + c2(x)/(3+c3(x) — 25c2(x)"2);
df = @Q(x) (x — a(x))"(1 — alpha(x))*(2xx);
rl = 1; r2 = —1;

N =@Q(x) a(x) + ((x — a(x))~alpha(x) — alpha(x)*f(x)/df(x))"~(1/alpha(x));

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = —3; yfin = 3;

dx = (xfin — xini)/numNodosx;

dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);

R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
for m = l:rows
for n = 1:cols
x = complex(X(m, n), Y(m, n));
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxlIter && e > tol
an = x;
x = N(x);
e = abs(an — x);

iter = iter + 1;
end
dl = abs(rl — x)
d2 = abs(r2 — x);
if d2 < tol

R(m, n) = (1 — iter/maxIter);
elseif dl < tol

B(m, n) = (1 — iter/maxIter);
else

)
)
figura = imshow (I, ’X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
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xlabel(’'Re’); ylabel(’Im’);

hold on, axis on, axis xy, grid

plot(real(rl), imag(rl), ’wt’, 'MarkerSize’, 5);
plot(real(r2), imag(r2), ’'wt’, 'MarkerSize’, 5);
t = toc;

savefig (’C3_21 newton conf aalphad pl fig.fig’)
save(’C3_21 newton_ conf aalpha4 pl mat.mat’)
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A.19. Método NvCO (sistemas 2 x 2)

function [iter, z, errl, err2, ACOC|] = pruebas NvCO _ a(z, alpha, a)

F= @(x) [x(1)"2 — 2%x(1) — x(2) + 0.5; x(1)~2 + 4*x(2)"2 — 4]; % funcion 1

J = @(x) [(x(1) — a(1))"(1 — alpha)=*(2xx(1) — 2), (x(2) — a(2))"(1 — alpha)*(—1);...
)" (1 — alpha)*(8xx(2))]; % jacobiana 1

(x(1) — a(1l))~(1 — alpha)*(2xx(1)), (x(2) — aE2

% F Q(z) [z(1)"2 + ©(2)"2 — 1; z(1)"2 — x(2)°2 — 1/2]; % funcion 2
% J Q(z) [(z(1) — a(1))"(1 — alpha)*(2xz(1)), (z(2) — a(2)) (1 — alpha)*(2xz(2));...
% (z(1) — a(1))"(1 — alpha)*(2xx(1)), (z(2) — a(2)) (1 — alpha)*(—2+x(2))]; % jacobiana 2
%F = Q@(z) [z(1)"2 — z(1) — z(2)°2 — 1; —sin(z(1)) + z(2)]; % funcion 3
% J = @(z) [(z(1) — a(1))"(1 — alpha)*(2xx(1) — 1), (z(2) — a(2))"(1 — alpha)x(—2xz(2));...
% (z(1) — a(1))"(1 — alpha)x(—cos(z(1))), (z(2) — a(2)) (1 — alpha)x(1)]; % jacobiana 3
%F = Q@(z) [z(1)°2 + z(2)°2 — 4; ezp(z(1)) + z(2) — 1]; % funcion }
%J = @(z) [(z(1) — a(1))"(1 — alpha)+(2xx(1)), (z(2) — a(2)) (1 — alpha)*(2+xx(2));...
% (aIv(i‘) —a(1))"(1 — alpha)x(exp(x(1))), (x(2) — a(2))"(1 — alpha)*(1)]; % jacobiana /4
errl = Inf,;
err2 = Inf;
z1 =z,
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;
while iter < 500 && errl > le-—8 && err2(end) > le—8

zant = z;

z = a + ((z — a).”alpha — alphax(J(z)\F(z)))."(1/alpha);

errl = norm(F(z));

err2 = [err2 norm(z — zant)];

z1(iter + 1,:) = z’;

if iter >= 3

ACOCO = (log(norm((zl(end,:) — zl(end — 1,:)))/norm((zl(end — 1 ,:)...
— zl(end — 2,:)))))/(log(norm((zl(end — 1,:) — zl(end — 2 ,:)))...
/norm ((zl(end — 2,:) — zl(end — 3,:)))));
elseif iter < 3
ACOCO = Inf;

end

ACOC(iter + 1) = ACOCO;

iter = iter + 1;
end
t = l:iter;

err2 (1) = [[;

semilogy (t, err2), grid

xlabel(’Iteraciones’)

ylabel ("$\ |x"{(k+1)}—x"{(k)}\|$’, Interpreter’, ’latex’)

end

% [iter , z, errl, err2, ACOC] = pruebas_NvCO_a([—2; —1.5], 0.5, —10%ones(2, 1))
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A.20. Sistemas de ecuaciones, y Jacobianas conformables 15 x 15 y
10 x 10

function [F,dF]| = sistemas dT (x, a, alpha)

%global num

num=1; % Seleccionar caso 1 o 2
x—x (1)

switch num

case 1
n=length (x);

for ii=1:n—1
y(ii)= x(ii)*x(ii+1)—1;

end
y(n)=x(n)*x(1)—1;
y=y (:);

% conformable
M = ones(n);
for k=1:n

M(: k)= (x(k)—a (k)" (1—alpha);
end
%size (z)
a=x(2:n); a=a(:);
a=[a; x(1)]; %size(a),
b=x(1l:n—1); %size(b)
dy—=diag(a)+diag(b,1);
dy (m,1)=x(n);
F=y;
dF=M. xdy ;

case 2

n=length(x);
for i=1:n
y(i)=x(i)—1.5*sin (sum(x)—x(i));
end
y=y (:);
% conformable
M = ones(n);
for k=1:n
M(: k)= (x(k)—a(k))" (1—alpha);
end
Y%size ()
dy=zeros(n,n);
for i=1:n
dy (:,1)=—1.5%xcos (sum(x)—x(1));
dy(i,1)=1;

end
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A.21. Meétodo NvCO (sistemas 15 x 15 y 10 x 10)

function [iter, z, errl, err2, ACOC|] = pruebas NvCO_b(z, alpha, a)

errl Inf;

err2 Inf;

z1 =z,

ACOC = Infxones(1);

iter = 0;

while iter < 500 && errl > le-—8 && err2(end) > le—8
zant = z;

[F,J] = sistemas dT(z, a, alpha);
z = a + ((z — a).”alpha — alphax(J\F)).~(1/alpha);
errl = norm(F);
err2 = [err2 norm(z — zant)];
z1(iter + 1,:) =z’
if iter >= 3
ACOCO = (log(norm((zl(end,:) — zl(end — 1,:)))/norm((zl(end — 1 ,:)...
— zl(end — 2,:)))))/(log(norm((zl(end — 1,:) — zl(end — 2 ,:)))...
/norm ((zl(end — 2,:) — zl(end — 3,:)))));
elseif iter < 3
ACOCO = Inf;
end
ACOC(iter + 1) = ACOCO;
iter = iter + 1;
end
t = l:iter;
err2 (1) = [1;
semilogy (t, err2), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel ("$\ |x~{(k+1)}—x"{(k)}\|$’, Interpreter’,h ’latex’)
% z = double(z);
% errl = double(errl);
% err2 = double(err2);
end
% [iter, z, errl, err2, ACOC] = pruebas_NvCO_b(2xones(5, 1), 0.5, —10xones(5, 1))
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A.22. Curvas de error para el método NvCO

% Tabla 1
clear all
cle
for k = [0.6 0.3 0.2] % 0.1:0.1:0.9
pruebas NvCO_a([—2; —1.5], k, —10xomnes(2, 1));
hold on
end
legend (’$\alpha=0.6%",’8\alpha=0.3%", %\ alpha=0.2$" ,’Interpreter’,’latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 3\ alpha=0.28", 3| alpha=0.33", 8| alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.63", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88",...
% "$\alpha=0.938", "Interpreter ', 'latex ’)

hold off

%%

% Tabla 2

clear all

clc

for k = [1 0.6 0.2] % 0.1:0.1:1
pruebas NvCO_a([—2; 1.5], k, —10xones(2, 1));
hold on
end
legend (’$\ alpha=1$", 8%\ alpha=0.6%", %\ alpha=0.2$",’ Interpreter ', latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 8\ alpha=0.28", 8| alpha=0.838", 8| alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.68", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88", ...
% "$lalpha=0.98", 8| alpha=1$", "Interpreter ’, 'latezr ’)

hold off

%%

% Tabla 8

clear all

cle

for k = [1 0.5 0.1] % 0.1:0.1:1
pruebas NvCO_a([2; —2.5], k, —10xomnes(2, 1));
hold on
end
legend (’$\alpha=1%’,’$\alpha=0.5%", %\ alpha=0.1$",  Interpreter ', 'latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 3\ alpha=0.28", 8| alpha=0.38", 8| alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.63", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88", ...
% "$lalpha=0.95", 8| alpha=1§’, "Interpreter ’, 'latez ’)

hold off

%%

% Tabla 4

clear all

cle

for k — [1 0.7 0.4] % 0.1:0.1:1
pruebas NvCO_a([2; 2.5], k, —10xomes(2, 1));
hold on
end
legend (’$\alpha=1$",’8\alpha=0.7%", %\ alpha=0.4%", Interpreter ’, ’latex’)
% legend (8| alpha=0.18", "8\ alpha=0.28", 8| alpha=0.838", 8| alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.68", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88", ...
% ’$\alpha=0.93", 8| alpha=138", "Interpreter ', 'lates ’)

hold off

%%

% Tabla 5

clear all

cle

for k = [1 0.4 0.2] % 0.1:0.1:1
pruebas NvCO_a([2.5; —0.5], k, —10xones(2, 1));
hold on
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end
legend (’$\alpha=18%",’8\alpha=0.4%", %\ alpha=0.2%", Interpreter’,’latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 3\ alpha=0.28", 3| alpha=0.33", 8| alpha=0.48",...

% "$)alpha=0.58", 8| alpha=0.63", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88", ...
% ’$\alpha=0.98", 8| alpha=138’, "Interpreter ', 'latez ’)

hold off

%%

% Tabla 6

clear all

clc

for k — [1 0.6 0.2] % 0.1:0.1:1
pruebas NvCO_a([2.5; 0.5], k, —10xomes(2, 1));
hold on
end
legend (’$\alpha=1$",’8\alpha=0.6%3", %\ alpha=0.2$", Interpreter ’, ’latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 8\ alpha=0.28", 8\ alpha=0.838", $|alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.68", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88",...
% ’$\alpha=0.93", 8| alpha=138", "Interpreter ', lates ’)

hold off

%%

% Tabla 7

clear all

cle

for k = [1 0.5 0.3] % 0.1:0.1:1
pruebas NvCO_a([—2.5; —3.5], k, —10xones(2, 1));
hold on
end
legend (’$\ alpha=1%’,’$\alpha=0.5$%", %\ alpha=0.3%",  Interpreter ', 'latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 38\ alpha=0.28", 3| alpha=0.33", 8| alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.63", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88", ...
% "$lalpha=0.98", 8| alpha=1§’, "Interpreter ’, 'later ’)

hold off

%%

% Tabla 8

clear all

cle

for k = [1 0.9 0.4] % 0.1:0.1:1
pruebas NvCO_a([—2.5; 3.5], k, —10xomes(2, 1));
hold on
end
legend (’$\alpha=1$",’8\alpha=0.9%", %\ alpha=0.4%",  Interpreter ’, ’latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", "8\ alpha=0.28", '8\ alpha=0.838", $|alpha=0.48",...

% ’$\alpha=0.58", 8| alpha=0.68", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88",...
% ’$\alpha=0.938", 8| alpha=138", "Interpreter ', 'latez ’)

hold off

%%

% Tabla 9

clear all

clc

for k = [1 0.5 0.1] % 0.1:0.1:1
pruebas_ NvCO_b(—1.5%ones (15, 1), k, —10xones(15, 1));
hold on
end
legend (’$\ alpha=1%’,’$\alpha=0.5$%", 8\ alpha=0.1$", ’ Interpreter ', 'latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 3\ alpha=0.28", $|alpha=0.838", $|alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.68", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88",...
% "$lalpha=0.98", 8| alpha=1§", "Interpreter ’, 'latezr ’)

hold off

%%

% Tabla 10

clear all
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clc
for k — [1 0.8 0.5] % 0.1:0.1:1
pruebas NvCO_b(2.5%ones (15, 1), k, —10xones(15, 1));
hold on
end
legend (’$\alpha=1$",’8\alpha=0.8%", %\ alpha=0.5$8", Interpreter ’, ’latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 8\ alpha=0.28", 8\ alpha=0.838", 8| alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.68", 8| alpha=0.78", 8| alpha=0.88", ...
% ’$\alpha=0.93", 8| alpha=138", "Interpreter ', 'lates ’)

hold off

%%

% Tabla 11

clear all

cle

for k = [1 0.5 0.3] % [0.1:0.1:0.8 1]
pruebas_ NvCO_b(2*ones(10, 1), k, —10xones(10, 1));
hold on
end
legend (’$\alpha=1%’,’$\alpha=0.5$%", %\ alpha=0.38",  Interpreter ', ’latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", %\ alpha=0.28", 8| alpha=0.38", 8| alpha=0.48",...

% "$\alpha=0.58", 8| alpha=0.63", 8| alpha=0.78", 8§\ alpha=0.88", ...
% "$lalpha=18", "Interpreter ’, 'latezr ’)

hold off

%%

% Tabla 12

clear all

cle

for k — [0.6 0.3 0.1] % [0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8]

pruebas NvCO_b(3xones (10, 1), k, —10xones(10, 1));

hold on
end
legend (’$\alpha=0.6%",’%\alpha=0.3%", %\ alpha=0.1$", Interpreter’, ’latex’)
% legend (’$\alpha=0.18", 8\ alpha=0.38", '8\ alpha=0.48", 8| alpha=0.58",...
% "$1alpha=0.63", 8| alpha=0.88", Interpreter ’, ’latez ’)
hold off
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A.23. Plano de convergencia para el método NvCO (ejemplo con
Fl (l’, y))

% Plano de convergencia: F(z,y) = [27°2 — 2%z — y + 0.5; 72 + 4xy~2 — 4]
tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxlIter = 500;

tol = le—3;

a = —10x[1; 1];

F= Q(z) [2(1)"2 — 2%z(1) — z(2) + 0.5; 2z2(1)~2 + 4%z(2)~2 — 4];

J = @(z, alpha) [(z(1) — a(1))"(1 — alpha)*(2xz(1) — 2), (z(2) — a(2))"
(1 — alpha)*(—1);(z(1) — a(1))"(1 — alpha)=*(2xz(1)), (z(2) — a(2))"

(1 — alpha)=*(8%z(2))];

rl = [1.9007; 0.3112];
r2 = [—0.2222; 0.9938];
r3 = [1.1608 — 0.6545i; —0.9025 — 0.2104i];

n = Q(z, alpha) a + ((z — a).”alpha — alphax(J(z, alpha)\F(z))).”(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3.5; xfin = 3.5; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;

dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols| = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
z = [x; yl;
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
zant = z;
z = n(z, alpha); % Newton_sistemas
e = norm(zant — z);
iter = iter + 1;
end
distl = norm(rl — z); % distancia a la primera raiz
dist2 = norm(r2 — z); % distancia a la segunda raiz
dist3 = norm(r3 — z); % distancia a la tercera raiz

if distl < tol % convergio a la primera rTaiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif dist2 < tol % conwvergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif dist3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) = 1 — iter /maxlter;

else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:a Ty 1):R(:7 :);
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G(:, :);
B(:, 1);
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=z
I

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
xlabel (’$x_ 08’ , ’Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’, ’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento
t = toc;

ecito
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A.24. Método TeCA

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas TeCA(x0, alpha)
f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%x"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1

df = @Q(x) ((Gamma(7)*—12.84xx"(6 — alpha))/Gamma(7 — al ha)) +...
((Gamma(6)* —25.6%x" (5 — alpha))/Gamma(6 — alpha)) +.
((Gamma(5)*16.55xx" (4 — alpha))/Gamma(5 — alpha)) +.
((Gamma(4)* —2.21%x" (3 — alpha))/Gamma(4 — alpha)) +.
((Gamma(3)%26.71%xx" (2 — alpha))/Gamma(3 — alpha)) +.
((Gamma(2)*—4.29%x" (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)); V Derivada de Caputo 1
% f=@(z) 1i¥z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2
% df = @(z) ((Gamma(2.8)*1i+xz"(1.8 — alpha))/Gamma(2.8 — alpha)) +...
% ((Gamma(1.9)* —1xz~(0.9 — alpha))/Gamma(1.9 — alpha)); % Derivada de Caputo 2
% f =@(z) exp(z) — 1; % Funcion 8
% df = @(z) z°(1 — alpha)*mlf(1, 2 — alpha, z, 9); % Derivada de Caputo 8
% f =a@(z) sin(10xz) — 0.5z + 0.2; % Funcion /
% df = @(z) 5+z~(1 — alpha)x(mlif(1, 2 — alpha, 10ixz, 9) +...
% mlf(1, 2 — alpha, —10ixz, 9)) +...
% ((Gamma(2)* —0.5+x " (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)); % Derivada de Caputo 4

errl = Inf;
err2 = Inf;
x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;
while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8
vk = x(end) — (Gamma(alpha + 1)x(f(x(end))/df(x(end))))"(1/alpha);

x(iter + 2) = yk — (Gamma(alpha + 1)*(f(yk)/df(x(end))))"(1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));
err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2
ACOC(iter + 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
Jabs ((x(end — 2) — x(end — 3)))));
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;
end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
ACOC(1) = [];
t = l:iter;
plot( , ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel (’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de uso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC|] = pruebas_TeCA(—2.2, 0.9)
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A.25. Método TeRL

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas TeRL(x0, alpha)
f =@Q@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1

df = @(x) ((Gamma(7)*—12.84xx"(6 — alpha))/Gamma(7 — alpha)) +...
((Gamma(6)* —25.6%x" (5 — alpha))/Gamma(6 — alpha)) +...
((Gamma(5)*16.55+«x~ (4 — alpha))/Gamma(5 — alpha)) +
((Gamma(4)* —2.21%x"(3 — alpha))/Gamma(4 — alpha)) +...
((Gamma(3)#26.71%*x"(2 — alpha))/Gamma(3 — alpha)) +...
((Gamma(2)*—4.29%x" (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)) +...
(—15.21/Gamma(1l — alpha))*x"—alpha; % Derivada de Riemann—Liouville 1

=@(z) 1i*z"~1.8 — 0.9 — 16; % Funcion 2

f=0(z) ((Gamma(2.8)*1i%z (1.8 — alpha))/Gamma(2.8 — alpha)) +...
((Gamma(1.9)% —1+x~(0.9 — alpha))/Gamma(1.9 — alpha)) +...
(—16/Gamma(1 — alpha))*z"—alpha; % Derivada de Riemann—Liouville 2

f=@(z) exp(z) — 1; % Funcion 3

df = @(z) z~(1 — alpha)*mif(1, 2 — alpha, ©, 9) +...
(—1/Gamma(1 — alpha))*z"—alpha; % Derivada de Riemann—Liouville 3

f =@(z) sin(10xz) — 0.5%x + 0.2; % Funcion 4

df = @(z) 5+z~(1 — alpha)+(mlif(1, 2 — alpha, 10ixz, 9) +...

mlf(1, 2 — alpha, —10ixz, 9)) +...

((Gamma(2)* —0.5+x " (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)) +...

(0.2/Gamma(1 — alpha))*z"—alpha; % Derivada de Riemann—Liouville 4

[S¥

NN RN RNNNX

errl = Inf;

err2 = Inf;

x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;

while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8

vk = x(end) — (Gamma(alpha + 1)*(f(x(end))/df(x(end))))”(1/alpha);
(iter + 2) = yk — (Gamma(alpha + 1)x(f(yk)/df(x(end))))~(1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));

err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2
ACOC(iter + 2) = (log
~ x(end — 2)))))/
/abs ((x(end — 2)
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;

(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
— x(end — 3)))));

end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
acoc(1) = [1;
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel (’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de uso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC| = pruebas_TeRL(—2.2, 0.9)
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A.26. Método TeCO

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas TeCO(x0, alpha, a)

f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%x"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1

df = @(x) (x — a)~(1 — alpha)*(—(1926%x"5)/25 — 128+x"4 + (331%x"3)/56 —...
(663%x7°2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100); % Derivada conformable 1

% f=a@(z) 1i%z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2

% df = @(z) (z — a)~(1 — alpha)x(1.8%1ix5°0.8 — 0.9xx~—0.1); % Derivada

% conformable 2

% f =a@(z) exp(z) — 1; % Funcion 8

% df = @(z) (z — a)(1—alpha)*exp(x); % Derivada conformable 3

% f =@(z) sin(10xz) — 0.5+ + 0.2; % Funcion /4

% df = @(z) (z — a)"(1—alpha)*(10%xcos(10+x)—0.5); % Derivada conformable 4

errl = Inf;

err2 = Inf;

x = x0%omnes (1);

ACOC = Infxones(1);

iter = 0;

while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8

S

S

S

S

S

S

vk = a + ((x(end) — a)~alpha — alpha*f(x(end))/df(x(end)))~(1/alpha);
x(iter + 2) = a + ((yk — a)~alpha — alphaxf(yk)/df(x(end)))”(1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));

err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2

ACOC(iter + 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
/abs ((x(end — 2) — x(end — 3)))));

elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;
end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
ACOC(1) = [I;
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel (’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de wuso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas_TeCO(—2.2, 0.5, —10)
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A.27. Método CKeCO

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas CKeCO(x0, alpha, a)
f =@Q@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1
df = @(x) (x — a)~(1 — alpha)*(—(1926%x"5)/25 — 128+x"4 + (331xx"3)/5 —...
(663%x7°2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100); % Derivada conformable 1
% f=a@(z) 1i%z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2
% df = @(z) (z — a)(1 — alpha)x(1.8%1ix5°0.8 — 0.9xx~—0.1); % Derivada
% conformable 2
% f =a@(z) exp(z) — 1; % Funcion 8
% df = @(z) (z — a)~(1—alpha)*exp(x); % Derivada conformable 3
% f =@Q(z) sin(10xz) — 0.5+ + 0.2; % Funcion /4
% df = @(z) (z — a)"(1—alpha)*(10%xcos(10+x)—0.5); % Derivada conformable 4
errl = Inf;
err2 = Inf;
x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;
while iter < 500 && errl > le-—8 && err2 > le—8
vk = a + ((x(end) — a)~alpha — alpha*f(x(end))/df(x(end)))"(1/alpha);
x(iter + 2) = a + ((x(end) — a)~alpha — alpha/2%(3 — df(yk)/df(x(end))) *
f(x(end))/ df (x(end))) "~ (1/alpha );
errl = abs(f(x(end)));
err2 = abs(x(end) — x(end — 1));
if iter >= 2
ACOC(iter + 2) = (log
~ x(end — 2)))))/
/abs ((x(end — 2)
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;

S

S

S

S

S

S

(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
— x(end — 3)))));

end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
acoc(1) = [1;
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’Iteraciones ’)
ylabel (’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de uso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC| = pruebas_ CKeCO(—-2.2, 0.5, —10)
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A.28. Método OeCO

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas OeCO(x0, alpha, a)
f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%x"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1
df = @(x) (x — a)~(1 — alpha)*(—(1926%x"5)/25 — 128+x"4 + (331%x"3)/56 —...
(663%x7°2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100); % Derivada conformable 1
% f=a@(z) 1i%z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2
% df = @(z) (z — a)~(1 — alpha)x(1.8%1ix5°0.8 — 0.9xx~—0.1); % Derivada
% conformable 2
% f =a@(z) exp(z) — 1; % Funcion 8
% df = @(z) (z — a)(1—alpha)*exp(x); % Derivada conformable 3
% f =@(z) sin(10xz) — 0.5+ + 0.2; % Funcion /4
% df = @(z) (z — a)"(1—alpha)*(10%xcos(10+x)—0.5); % Derivada conformable 4
errl = Inf;
err2 = Inf;
x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;
while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8
vk = a + ((x(end) — a)~alpha — alpha*f(x(end))/df
X
(

S

S

S

S

S

S

(x(end)))~ (1/alpha);
end))/(f(x(end)) —...

x(iter + 2) = a + ((yk — a)~alpha — alphax(f(
2:£ (yk)))+  (yk)/ df (x(end))) " (1/ alpha);

errl = abs(f(x(end)));

err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2
ACOC(iter + 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
Jabs ((x(end — 2) — x(end — 3)))));
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;
end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
acoc(1) = [1;
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel(’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de uso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC|] = pruebas_0eCO(—2.2, 0.5, —10)
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A.29. Método CeCO

function [x, errl, err2, iter , ACOC] = pruebas CeCO(x0, alpha, a)
f =@Q@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1
df = @(x) (x — a)~(1 — alpha)*(—(1926%x"5)/25 — 128+x"4 + (331xx"3)/5 —...
(663%x7°2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100); % Derivada conformable 1
% f=a@(z) 1i%z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2
% df = @(z) (z — a)(1 — alpha)x(1.8%1ix5°0.8 — 0.9xx~—0.1); % Derivada
% conformable 2
% f =a@(z) exp(z) — 1; % Funcion 8
% df = @(z) (z — a)~(1—alpha)*exp(x); % Derivada conformable 3
% f =@Q(z) sin(10xz) — 0.5+ + 0.2; % Funcion /4
% df = @(z) (z — a)"(1—alpha)*(10%xcos(10+x)—0.5); % Derivada conformable 4
errl = Inf;
err2 = Inf;
x = x0%omnes (1);
ACOC = Infxones(1);
iter = 0;
while iter < 500 && errl > le-—8 && err2 > le—8
vk = a + ((x(end) — a)~alpha — alpha*f(x(end))/df(x(end)))"(1/alpha);
x(iter + 2) = a + ((yk — a)~alpha — alphax*((f(x(end)) + 2%f(yk))/f(x(end)))*...
£(yk)/ df (x(end)))~ (1/alpha);
errl = abs(f(x(end)));
err2 = abs(x(end) — x(end — 1));
if iter >= 2

S

S

S

S

S

S

ACOC(iter + 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
/abs ((x(end — 2) — x(end — 3)))));

elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;
end
iter = iter + 1;
end
x = x(end);
acoc(1) = (1
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel(’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplo de uso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC| = pruebas_CeCO(—2.2, 0.5, —10)
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A.30. Plano de convergencia para el método TeCA (ejemplo con

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xx°5 + 16.55%5"°4 —
% 2.21%xx°83 + 26.71xx°2 — 4.29xzx — 15.21

clf , clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;
f =@(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver

fp = Q(x, alpha) ((Gamma(7)x—12.84%x"(6 — alpha))/Gamma(7 — alpha)) +...

((Gamma(6)* —25.6%x" (5 — alpha))/Gamma(6 — alpha)) +...
((Gamma(5)*16.55xx" (4 — alpha))/Gamma(5 — alpha)) +...
((Gamma(4)* —2.21%x"(3 — alpha))/Gamma(4 — alpha)) +...
((Gamma(3)%26.71%xx"(2 — alpha))/Gamma(3 — alpha)) +...
((Gamma(2)*—4.29%x" (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha));

rl = 0.82366 + 0.247691i; r2 = 0.82366 — 0.247691;

r3 = —2.62297; rd4d = —0.584;

r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) x — (Gamma(alpha + 1)x(f(x)/fp(x, alpha)))~(1/alpha);
traub = @(x, alpha) n(x, alpha) — (Gamma(alpha + 1)*(f(n(x, alpha))/...
fp(x, alpha)))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = 1l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;
x = traub(x, alpha); % Traub_Caputo

e = abs(an — x);
iter = iter + 1;

end

dl = abs(rl — x); % distancia a las rTaices
d2 = abs(r2 — x);

d3 = abs(r3 — x);

d4 = abs(r4d — x);

ds = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
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G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sezta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:: S 1):R(:7 :);
I(:, =, 2) =G(:, )3
I(:’ ) 3):B(:7 :);

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);

xlabel ('$x_ 08’ , Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C5_1 traub_caputo fl fig.fig’)

save(’C5_1 traub_caputo fl mat.mat’)
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A.31. Plano de convergencia para el método TeRL (ejemplo con

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xx°5 + 16.55%5"°4 —
% 2.21%xx°83 + 26.71xx°2 — 4.29xzx — 15.21

clf , clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

(x) —12.84%xx"6 — 25.6%xx"5 + 16.55xx"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver
= @Q(x, alpha) ((Gamma(7)%*—12.84%x"(6 — alpha))/Gamma(7 — alpha)) +...

((G (6)x—25.6%xx" (5 — alpha))/Gamma(6 — alpha)) +.
((Gamma(5)*16.55xx" (4 — alpha))/Gamma(5 — alpha)) +..
((Gamma(4)*—2.21%x"(3 — alpha))/Gamma(4 — alpha)) +..
((Gamma(3)%26.71%xx"(2 — alpha))/Gamma(3 — alpha)) +..
((Gamma(2)*—4.29%x" (1 — alpha))/Gamma(2 — alpha)) +..
(—15.21/Gamma(l — alpha))*x"—alpha;

rl = 0.82366 + 0.24769i; r2 = 0.82366 — 0.247691i;

r3 = —2.62297; r4 = —0.584;

r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) x — (Gamma(alpha + 1)*(f(x)/fp(x, alpha)))~(1/alpha);
traub = @(x, alpha) n(x, alpha) — (Gamma(alpha + 1)%(f(n(x, alpha))/...
fp(x, alpha)))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols]|] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = l:rows
for j = 1l:cols
X = X(i o );
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;
x = traub(x, alpha); % Traub_RL
e = abs(an — x);
iter = iter + 1;
end
dl = abs(rl — x); % distancia a las raices
d2 = abs(r2 — x);
d3 = abs(r3 — x);
d4 = abs(rd — x);
d5 = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);
if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) = 1 — iter/maxIter;
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X

elseif d2 < tol convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 iter /maxIter;

elseif d3 < tol convergio a la tercera ratz
B(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz

S

R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d6 < tol % convergio a la sexta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlIter;

else
noConv = noConv + 1;

end

end
end

i, 1, 1) =R(:
:, :7 2):G(:7 :);
. B(:

(
(
(+, :, 3) =

— =

figura = imshow (I, ’X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
xlabel(’$x 0$’, Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C5_5 traub_RL _f1 fig. fig’)

save(’Ch_5 traub RL_fl mat.mat’)
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A.32. Plano de convergencia para el método TeCO (ejemplo con

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xx°5 + 16.55%5"°4 —
% 2.21%xx°83 + 26.71xx°2 — 4.29xzx — 15.21

clf , clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

a = —10;

f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver

fp = @Q(x, alpha) (x — a)~(1—alpha)*(—(1926%xx"5)/25 — 128xx"4 +...
(331xx73)/5 — (663%xx~2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100);

rl = 0.82366 + 0.24769i; r2 = 0.82366 — 0.247691i;

r3 = —2.62297; rd4d = —0.584;

r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) a + ((x — a)~alpha — alphaxf(x)/fp(x, alpha))~(1/alpha);

traub = @Q(x, alpha) a + ((n(x, alpha) — a)~alpha — alphaxf(n(x, alpha))/...
fp(x, alpha))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = 1l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;

x = traub(x, alpha); % Traub_conf
e = abs(an — x);

iter iter + 1;
end
dl = abs(rl — x); % distancia a las rTaices
d2 = abs(r2 — x);
d3 = abs(r3 — x);
d4 = abs(r4d — x);
ds = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) = 1 — iter /maxlter;
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elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;

G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sezta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:: S 1):R(:7 :);
I(:, =, 2) =G(:, )3
I(:’ '73):B('7 :);

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);

xlabel ('$x_0$’, Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C5_9 traub conf fl1 fig.fig’)

save(’C5_9 traub_ conf fl mat.mat’)
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A.33. Plano de convergencia para el método CKeCO (ejemplo con

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xx°5 + 16.55%5"°4 —
% 2.21%xx°83 + 26.71xx°2 — 4.29xzx — 15.21

clf , clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

a = —10;

f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver

fp = @Q(x, alpha) (x — a)~(1—alpha)*(—(1926%xx"5)/25 — 128xx"4 +...
(331xx73)/5 — (663%xx~2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100);

rl = 0.82366 + 0.24769i; r2 = 0.82366 — 0.247691i;
r3 = —2.62297; rd4d = —0.584;
r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) a + ((x — a)~alpha — alphaxf(x)/fp(x, alpha))~(1/alpha);

chk = @(x, alpha) a + ((x — a)~alpha — alpha/2%(3 — fp(n(x, alpha), alpha)/...
fp (x, alpha))+(f(x)/fp(x, alpha)))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);

xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;

dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = 1l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;

x = chk(x, alpha); % Chun_Kim_conf
e = abs(an — x);
iter = iter + 1;

end

dl = abs(rl — x); % distancia a las Taices
d2 = abs(r2 — x);

d3 = abs(r3 — x);

d4 = abs(r4d — x);

ds = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) = 1 — iter/maxlter;
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elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;

G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sezta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:: S 1):R(:7 :);
I(:, =, 2) =G(:, )3
I(:’ '73):B('7 :);

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);

xlabel ('$x_0$’, Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C5_21 chun kim conf fl1 fig.fig’)

save(’C5_ 21 chun kim conf fl mat.mat’)
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A.34. Plano de convergencia para el método OeCO (ejemplo con

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xx°5 + 16.55%5"°4 —
% 2.21%xx°83 + 26.71xx°2 — 4.29xzx — 15.21

clf , clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

a = —10;

f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver

fp = @Q(x, alpha) (x — a)~(1—alpha)*(—(1926%xx"5)/25 — 128xx"4 +...
(331xx73)/5 — (663%xx~2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100);

rl = 0.82366 + 0.24769i; r2 = 0.82366 — 0.247691i;
r3 = —2.62297; rd4d = —0.584;
r5 = —0.21705 + 0.999111i; r6

—0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) a + ((x — a)~alpha — alphaxf(x)/fp(x, alpha))~(1/alpha);
ostrowski = @Q(x, alpha) a + ((n(x, alpha) — a)~alpha — alphaxf(x)/(f(x) —...
2xf(n(x, alpha)))xf(n(x, alpha))/fp(x, alpha))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;
x = ostrowski(x, alpha); % Ostrowski_conf

e = abs(an — x);
iter = iter + 1;

end

dl = abs(rl — x); % distancia a las Taices
d2 = abs(r2 — x);

d3 = abs(r3 — x);

d4 = abs(r4d — x);

ds = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) = 1 — iter /maxlter;
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elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;

G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sezta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:: S 1):R(:7 :);
I(:, =, 2) =G(:, )3
I(:’ '73):B('7 :);

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);

xlabel ('$x_0$’, Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’Cb_13 ostrowski conf fl1 fig.fig’)

save(’Ch 13 ostrowski conf fl mat.mat’)
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A.35. Plano de convergencia para el método CeCO (ejemplo con

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xx°5 + 16.55%5"°4 —
% 2.21%xx°83 + 26.71xx°2 — 4.29xzx — 15.21

clf , clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

a = —10;

f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver

fp = @Q(x, alpha) (x — a)~(1—alpha)*(—(1926%xx"5)/25 — 128xx"4 +...
(331xx73)/5 — (663%xx~2)/100 + (2671%x)/50 — 429/100);

rl = 0.82366 + 0.24769i; r2 = 0.82366 — 0.247691i;
r3 = —2.62297; rd4d = —0.584;
r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;

n = @Q(x, alpha) a + ((x —
chun = @Q(x, alpha) a + ((n
f(x)*xf(n(x, alpha))/fp

a)~alpha — alphaxf(x)/fp(x, alpha))~(1/alpha);
(x, alpha) — a)~alpha — alphax(f(x) + 2+f(n(x, alpha)))/...
(x, alpha))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = 1l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;

x = chun(x, alpha); % Chun_conf
e = abs(an — x);
iter = iter + 1;

end

dl = abs(rl — x); % distancia a las Taices
d2 = abs(r2 — x);

d3 = abs(r3 — x);

d4 = abs(r4d — x);

ds = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) = 1 — iter /maxlter;
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elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;

G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sezta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:: S 1):R(:7 :);
I(:, =, 2) =G(:, )3
I(:’ '73):B('7 :);

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);

xlabel ('$x_0$’, Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C5_17 chun conf f1 fig.fig’)

save(’C5 17 chun conf fl mat.mat’)
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A.36. Método SeCO

function [x, errl, err2, iter, ACOC] = pruebas SeCO(x0, alpha, a)
f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%x"3 +...

26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1

% f=@(z) 1i¥z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2
% f =@(z) exp(z) — 1; % Funcion 3

% f =a@(z) sin(10xz) — 0.5z + 0.2; % Funcion /
errl = Inf;

err2 = Inf;

x = x0*omnes (1);

ACOC = Infxones(1);

iter = 0;

while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > le—8

end

fx = f(x(end))

x(iter + 2) = a + ((x(end) — a)~alpha — alphaxfx~2/...
(f(x(end) + fx*(x(end) — a)~(1 — alpha)) — fx))~(1/alpha);

errl = abs(f(x(end)));

err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2
ACOC(iter + 2) = (lo
~ x(end — 2)))))
/abs ((x(end — 2)
elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf;
end
iter = iter + 1;

x = x(end);

acoc(1) = [1;

t = l:iter;

plot (t, ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)

ylabel (’Orden_de_convergencia’)

end

% Ejemplo de uso:
% [z, errl, err2, iter, ACOC|] = pruebas_SeCO(—2.2, 0.5, —10)
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A.37. Método EeCO

function [iter , x, errl, err2, ACOC] = pruebas_ EeCO(x0, x1, alpha, a)
f =@Q@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21%xx"3 +...
26.71%x"2 — 4.29%xx — 15.21; % Funcion 1
% f=@(z) 1i%z°1.8 — 2°0.9 — 16; % Funcion 2
% f =@(z) exp(z) — 1; % Funcion 3
% f =a@(z) sin(10xx) — 0.5z + 0.2; % Funcion /
x = x0%omnes (1);

errl = Inf;

err2 = Inf;

ACOC = Infxones(1);
iter = 0;

while iter < 500 && errl > le—8 && err2 > 1le—8
fx = f(x(end))

x(iter + 2) = é + ((x(end) — a)~alpha — alphax((x1 — x(end))xfx)/...
(fEX(end + (x1 — x(end))#*(x(end) — a)~(1 — alpha)) — fx))~(1/alpha);

xl = x(end — 1);

errl = abs(f(x(end)));

err2 = abs(x(end) — x(end — 1));

if iter >= 2

ACOC(iter + 2) = (log(abs((x(end) — x(end — 1)))/abs((x(end — 1)...
— x(end — 2)))))/(log(abs((x(end — 1) — x(end — 2)))...
/abs((x(end — 2) — x(end — 3)))));

elseif iter < 2
ACOC(iter + 2) = Inf,

end

iter = iter + 1;
end
x = x(end);
acoc(1) = |1
t = l:iter;
plot (t, ACOC), grid
xlabel(’'Iteraciones’)
ylabel(’Orden_de_convergencia’)
end
% Ejemplos de uso:
% [iter, z, errl, err2, ACOC] = pruebas_FEeCO (0.8, 1, 1, —10)
% [iter, z, errl, err2, ACOC|] = pruebas_EeCO(—2.2, -2, 0.5, —10)
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A.38. Plano de convergencia para el método SeCO (ejemplo con

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xx°5 + 16.55%5"°4 —
% 2.21%xx°83 + 26.71xx°2 — 4.29xzx — 15.21

clf , clear all, close all, clc

tic

numNodosx = 400; numNodosy = 400;

maxIter = 500;

tol = 0.001;

a = —10;

f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver

rl = 0.82366 + 0.247691; r2 =

r3 = —2.62297; r4 = —0.584;

= —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111;

0.82366 — 0.247691;

..,
ot
\

s = @(x, alpha) a + ((x — a)~alpha — alphaxf(x)"2/(f(x + f(x)*(x — a)"~...
(1 — alpha)) — f(x)))"(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);
xini = —3; xfin = 3; yini = 0.01; yfin = 1;
dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] meshgrid (xini:dx: xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));
[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;

x = s(x, alpha); % Steffensen_conf
e = abs(an — x);
1

)

iter = iter + 1;

end

dl = abs(rl — x); % distancia a las Taices

d2 = abs(r2 — x);

d3 = abs(r3 — x);

d4 = abs(r4 — x);

d5 = abs(rb — x);

d6 = abs(r6 — x);

if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 iter /maxIter;

elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;

elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) = 1 — iter /maxlter;

elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
G(i, j) =1 — iter/maxIter;
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elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxIter;

B(i, j) =1 — iter/maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sezta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:: S 1):R(:7 :);
I(:, =, 2) =G(:, )3
I(:’ Y S)ZB(:y :);

figura = imshow (I, 'X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);

xlabel ('$x_0$’, ’Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (7C6_9_steffensen conf fl1 fig.fig’)

save(’'C6_9 steffensen conf fl mat.mat’)
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A.39. Plano de convergencia para el método EeCO (ejemplo con fi(x))

A.39. Plano de convergencia para el método EeCO (ejemplo

fi(z))

% Plano de convergencia: f(z) = —12.84+x°6 — 25.6xx°5 + 16.55%5"°4 —
% 2.21xx°8 + 26.71xx°2 — .29z — 15.21

clf , clear all,

tic

close all, clc

numNodosx = 400; numNodosy = 400;
maxIter = 500;

tol = 0.001;
a = —10;

f =@Q(x) —12.84%x"6 — 25.6%x"5 + 16.55%xx"4 — 2.21xx"3 +...
26.71xx"2 — 4.29xx — 15.21; % problema a resolver

rl = 0.82366 + 0.24769i; r2 = 0.82366 — 0.247691i;

r3 = —2.62297; r4 = —0.584;
r5 = —0.21705 + 0.99911i; r6 = —0.21705 — 0.999111i;
secante = @Q(x, x1, alpha) a + ((x — a)~alpha — alpha=*(xl

(x1 — x)*(x — a)~(1 — alpha)) — f(x)))~(1/alpha);

numPuntos = (numNodosx + 1)#*(numNodosy + 1);

xini = —3; xfin = 3;

yini = 0.01; yfin = 1;

dx = (xfin — xini)/numNodosx;
dy = (yfin — yini)/numNodosy;

[X, Y] = meshgrid(xini:dx:xfin, yini:dy:yfin);
R = zeros(size(X)); G = zeros(size(X)); B = zeros(size(X));

— x)xf(x)/(f(x +...

[rows, cols] = size(X);
noConv = 0; % inicio contador de puntos que mo convergieron
for i = l:rows
for j = 1l:cols
x = X(i, j);
x1 = x + 1;
alpha = Y(i, j);
iter = 0;
e = Inf;
while iter < maxIter && e > tol
an = x;
x = secante (x, x1, alpha); % Secante_conf
x1 = an;
e = abs(an — x);
iter = iter + 1;
end
dl = abs(rl — x); % distancia a las raices
d2 = abs(r2 — x);
d3 = abs(r3 — x);
d4 = abs(rd4d — x);
d5 = abs(rb — x);
d6 = abs(r6 — x);
if d1 < tol % convergio a la primera raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d2 < tol % convergio a la segunda raiz
G(i, j) =1 — iter/maxIter;
elseif d3 < tol % convergio a la tercera raiz
B(i, j) =1 — iter/maxIter;
elseif d4 < tol % convergio a la cuarta raiz

con
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R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
elseif d5 < tol % convergio a la quinta raiz
R(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter /maxlter;
elseif d6 < tol % convergio a la sexta raiz
G(i, j) =1 — iter/maxlIter;
B(i, j) =1 — iter/maxlter;
else
noConv = noConv + 1;
end
end
end
I(:’ Y 1):R(:7 :);
I(:: :72):0’(:7 :);
I(:, :, 3) =B(:, :);

figura = imshow (I, ’X’, [xini, xfin], ’Y’, [yini, yfin]);
xlabel(’$x 0$’, Interpreter’,’latex’);
ylabel(’$\alpha$’,’Interpreter’,’latex’);

axis on, axis xy, axis square

densidad = ((numPuntos — noConv)/numPuntos)*100; % porciento ezito
t = toc;

savefig (’C6_13 secante_conf fl1 fig.fig’)

save(’C6_13 secante_conf fl mat.mat’)
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