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Prologo

El texto que tiene el lector entre las manos presenta una exposicién deta-
llada de la integracion multiple y de los fundamentos de la teoria de campos
vectoriales. Se anade también un apéndice acerca de superficies cuadricas en el
espacio tridimensional. Los temas aqui expuestos cubren una parte importante
del programa de la asignatura Matematicas 2 del Grado en Fundamentos de la
Arquitectura de la Escuela Técnica Superior de Arquitectura de la Universitat
Politécnica de Valéncia. Esta asignatura, tiene 6 créditos, es obligatoria y se
imparte en segundo curso durante el primer cuatrimestre. La exposicién de los
contenidos en este texto sigue bastante fielmente el modo cémo dichos temas
se explican en clase.

El libro es el resultado de muchos afios de experiencia en la docencia de
la asignatura. La materia estd distribuida en tres capitulos y un apéndice.
Cada capitulo comienza exponiendo claramente las definiciones, enunciados
y demostraciones que se ven en clase, ilustrandolos con graficas y ejemplos
clarificadores; a continuacién se presenta una coleccién de problemas resueltos
y se termina con un listado de problemas propuestos, de dificultad variada.
Muchos de ellos han aparecido en examenes realizados en los dltimos anos.

La teorfa de campos escalares y vectoriales tiene aplicacién en distintas
areas relevantes en el estudio de la Arquitectura, como estética, dinamica,
acistica, elasticidad, fluidos, transmisién del calor y electromagnetismo. He-
mos tratado de escribir un libro 1util para nuestros estudiantes, que les ayude
a seguir las explicaciones y les permita ampliar sus conocimientos y compro-
bar su comprensiéon de los mismos. El libro va dirigido a estudiantes que ya
han cursado la asignatura de Mateméticas 1 de primer curso de la ETS de
Arquitectura, con 9 créditos. En ella se han familiarizado con vectores, matri-



II

ces, producto escalar y vectorial, cambios de coordenadas, geometria analitica
elemental, asi como con las funciones de una variable, cilculo de extremos y

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las limitaciones de tiempo y el enfoque del curso nos han hecho renunciar a
parte del rigor. Se presentan las definiciones y enunciados correctamente, pero
el lector no debe esperar en las paginas que siguen las demostraciones riguro-
sas de todos los resultados necesarios. Tratamos de dar la mayor informacién
posible, con la méxima claridad, respetando lo que debe ser un texto de Ma-
tematicas, incluyendo, por tanto, algunas demostraciones sencillas o accesibles
y presentando muchos ejercicios, problemas y graficos. Esperamos que sea una
buena ayuda para nuestros estudiantes.

Es importante para los autores agradecer la ayuda prestada al profesorado
de la Unidad Docente de la ETS Arquitectura del Departamento de Mate-
maética Aplicada, en especial a aquellos que en el pasado han compartido con
nosotros la docencia de Mateméticas 2. Y, por supuesto, queremos mencionar
a nuestros estudiantes, sin cuyas preguntas, su interés y su paciencia, este libro

nunca hubiera visto la luz.

Los autores
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Capitulo 1

La integral de linea






1.1 Introduccion 3

1.1 Introduccién

En la asignatura de primer curso Fundamentos Matemdticos en la Arquitec-
tura se estudio la integral de Riemann | : f(z)dz para funciones reales definidas
v acotadas en intervalos finitos. En este curso se dan extensiones del concepto
integral aunque en distintas direcciones. En las integrales de linea el inter-
valo [a,b] de la integral definida se reemplaza por una curva en el espacio
n-dimensional definida por una funcién vectorial «, siendo el integrando una
funcién f de n variables definida y acotada sobre la curva, llamada “camino de
integracion". La integral que resulta se llama integral de linea y se denota por
fa f

El problema de definir el trabajo realizado por una fuerza variable aplicada
a un punto material, cuando éste se desplaza por una curva dada, conduce de
manera natural a las llamadas integrales curvilineas. Més alla de este ejemplo,
las integrales de linea constituyen una herramienta fundamental en diversos
campos de la fisica, de la ingenieria y de la arquitectura. En miltiples oca-
siones se puede representar el estado de un sistema cualquiera, caracterizado
por el valor de varias magnitudes, por un punto en un espacio. Cuando el
sistema evoluciona, cambia de forma continua de estado, dicha evolucién o
proceso corresponde a una curva en el espacio de los estados. Muchas canti-
dades de interés en un proceso se pueden calcular como la integral curvilinea
a lo largo de la curva que describe el proceso de una funcién de las variables
que lo caracterizan. KEste esquema se aplica a un gran ntmero de sistemas:
microscépicos, termodindmicos, econémicos, estructuras, etc.

Entre los objetivos que se persiguen se encuentran:

e aprender a parametrizar curvas en R? y R3,
e obtener las propiedades mas importantes de las integrales de linea,
e conocer algunas aplicaciones de las integrales de linea,

e saber identificar un campo vectorial conservativo y obtener la funcién
potencial asociada.



4 La integral de linea

1.2 Curvas en R”

Ejemplo previo: Ecuaciones paramétricas de una recta.

Las ecuaciones de una recta que pasa por dos puntos distintos (zg, yo, 20)

y (1,91, 21) son:
(z,y,2) = (20, Y0, 20) + t(x1 — 2o, Y1 — Y0, 21 — 20), t €] —00,+00]

Vemos que las tres coordenadas (x,y, z) de los puntos de la recta se expresan
en funciéon de un pardmetro t. Para 0 < ¢ < 1 se obtiene el segmento entre

('r(by(]v ZO) y (xlv Y1, Zl)'

1.2.1 Primeras definiciones

Definicion 1.1 Se llama curva o arco en R™ a una funcion continua

v:[a,b] CR =R, y(t) = (m(t), ... (@), v :[a,b] = R, (1.1)

las funciones coordenadas también suelen representarse como

V(1) = (21(1), -, 2n ().

Figura 1.1: curva en R?
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Definicion 1.2 La imagen del arco v se denota por v*
v =1Imy={y(t) e R" : t € [a,b]}. (1.2)

El punto inicial de la curva es y(a) y el punto final v(b)(figura 1.1). Si~y(a) =
v(b) la curva se llama cerrada.

Ejemplos:

1) a:0.271 = R%  alt) = (z(t).u(t)) = (rcost.rsint).

a*

aft) = (r cos t, rsent)

Figura 1.2: parametrizacion de la circunferencia

2)  B:00,1] —R2  B(t) = (rcos2nt,rsin 27t).

Los arcos a y [ tienen la misma imagen o* = (% la circunferencia de
radio r, ademas, ambos la recorren en el sentido contrario a las agujas del reloj
(sentido levdgiro). Consideremos el arco

3) v:[0,27] = R2, () = (rcost, —rsint),

que tiene la misma imagen que los anteriores v* = a* = (%, sin embargo, v
recorre la imagen en sentido dexirdgiro, es decir, en sentido contrario a como
la recorren a y 3.

Definicion 1.3 Un arco vy : [a,b] — R™ es de clase C' si existen las derivadas
de las funciones 7; en [a,b] y son funciones continuas.
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Definicion 1.4 Un arco v : [a,b] — R"™ se dice que es regular o suave si

() #0 Vte [a,b].

Definicion 1.5 Sea 7 : [a,b] — R™ un arco de clase C'. Se llama vector
derivada o vector velocidad de vy en el punto (t), al vector:

Y'(t) = (M), 7%(), .., 7(@),  tela,b]

El vector v/(t) es tangente a la curva en el punto correspondiente y(t). La
denominacién de vector velocidad alude al sentido fisico del mismo cuando y
representa la trayectoria de un punto moévil en funcién del tiempo.

Si ademas ~ es regular, se define el vector tangente unitario en el punto
~(t) como

T(t) = . (1.3)

1.2.2 Longitud de arco

La idea para introducir el concepto de longitud de un arco de curva consiste
en aproximar la curva por medio de poligonos inscritos, técnica aprendida de los
antiguos gedmetras. Nuestra intuicién nos asegura que la longitud de cualquier
poligono inscrito no excederd a la de la curva (dado que la linea recta es el
camino mas corto entre dos puntos), luego la longitud de una curva deberd
ser una cota superior de las longitudes de todos los poligonos inscritos. Por
consiguiente, parece natural definir la longitud de una curva como el supremo
de las longitudes de todos los poligonos inscritos posibles. Para la mayoria de
las curvas que aparecen en la practica, esto proporciona una definicién util de
la longitud de arco. Sin embargo, existen curvas para las cuales el extremo
superior de las longitudes de los poligonos inscritos no existe; esto ocurre, por
ejemplo, con el arco dado por

(t, tcos(m/2t)) si t#0
a(t) =
(0,0) si t=0



1.2 Curvas en R" 7

Por tanto, es necesario clasificar las curvas en dos categorias: las que tienen
longitud y las que no. Las primeras se denominan rectificables y las segundas
no rectificables. Basta con exigir que la curva sea C! para que sea rectificable.
A partir de ahora sélo consideraremos este tipo de curvas.

Definicion 1.6 Dado un arco 7y : [a,b] — R" de clase C1, se define la longitud

del arco v como

b
s(7) == / I/ (0)] dt. (1.4)

Ejemplos:

1) Longitud de la circunferencia. Consideremos

a:[0,27] — R? 9
—  s(a) = / rdt = 27r.
a(t) = (rcost,rsint), C* 0

2) Longitud de la grdfica de una funcién f : [a,b] — R de clase C!. La grafica
de f es el arco

7 : [a,b] — R? b
. s(y) :/ NaETIo
v(t) = (t, f(t)) ¢

3) Longitud de la hélice. Consideremos

B:[0,27] — R3

2m
— s(ﬂ):/ V12 +a?dt =21/ 1r? + a2,

B(t) = (rcost,rsint,at), C! 0
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1.2.3 Arcos equivalentes

En un ejemplo previo aparecen arcos distintos cuya imagen es la misma
y, ademads, la recorren en el mismo sentido. Cuando esto sucede, podemos

considerar que son parametrizaciones distintas de la misma curva.

Definicion 1.7 (Arcos equivalentes)
Consideremos los arcos de R"

a:fa,b] = R",  [:le,d — R".

Supongamos que existe una funcion real ¢ : [a,b] — [c,d] de clase C', sobreyec-
tiva 1y estrictamente creciente, por tanto ¢'(t) > 0Vt € [a,b], tal que

a=pop, aft)=(Bop)(t)=p(p) Viela,b]. (1.5)

Dos arcos a y B como estos se llaman equivalentes y lo representaremos o ~ 3.

Figura 1.3: arcos equivalentes

Proposicién 1.1 Dados a : [a,b] — R™ y 3 : [c,d] — R"™ de clase C' tales que
a ~ (. Entonces

oF =6 s(a)=s(f). (1.6)
Ademds, si o es suave (o #0) el arco 8 también lo es (3" #0).
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Demostracion:

Veamos primero que o = 3*. Para ello utilizamos que, por ser ¢ creciente
y sobreyectiva, conforme ¢ varia entre a y b su imagen ¢(t) recorre todo el
intervalo [c,d]. Entonces,

o ={a(t) : t€la, 0]} = {B(p(t)) : t €a,b]} ={B(2) : z € [e,d]} = 5"

Ahora veamos que la longitud de ambos arcos es la misma. Derivando en
ambos miembros de la ec. (1.5) aplicando la regla de la cadena, se tiene

o) =Be®) £®), @O =18(e@)I¢ ),

La longitud de o es

b b d
S(a) = / o) dt = / 18 (o) (t) dt = / 18]l d= = s(8)

donde en la ultima integral se ha hecho el cambio de variable z = ¢(t).

Como ¢’ > 0, a partir de la expresion o' (t) = ' (p(t)) - ¢'(t) se deduce que
o/ (t) # 0 implica B'(t) # 0, es decir, que si « es suave, 3 es suave.

En vista de la propiedad anterior se dice que si a y [ son arcos equivalentes
entonces proporcionan representaciones paramétricas distintas de una misma,
curva. La funcién ¢ define el cambio de parametro.

Los arcos equivalentes tienen la misma imagen y recorren los puntos de
la imagen en el mismo sentido. Si en la definicién anterior consideramos la
funcién ¢ de modo que ¢'(t) < 0 Vt € [a,b], entonces obtenemos otro arco
que también tiene la misma imagen que 7y pero recorrida en sentido contrario.
Este arco es el que se denomina, arco opuesto. El punto inicial de v es el punto
final de su opuesto y viceversa.

Definicion 1.8 (Arco union)

Consideremos dos arcos
a:la,b] = R, [B:ed — R",

tales que cumplen
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