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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de controlar un proceso cuya salida se muestrea de forma irregular.
Para ello se propone utilizar un predictor que estima las salidas del proceso en instantes regulares de
tiempo mas un controlador convencional que calcula la accién de control a partir de las estimaciones del
predictor (técnica conocida como control inferencial).

La prediccién consiste en estimar las variables de salida que se desean controlar a partir de las medi-
ciones realizadas con diversos sensores utilizando para ello un modelo matematico del proceso. El filtro
de Kalman permite hacer la prediccién de forma 6ptima si las perturbaciones tienen una distribucién
gaussiana de media cero, pero con el inconveniente de requerir un elevado coste computacional cuando
se utilizan diferentes sensores con retardos temporales variantes. En este trabajo se propone una estrate-
gia de prediccién alternativa de bajo coste computacional cuyo diseno se basa en el conocimiento de la
disponibilidad de mediciones y de los retardos (del proceso, del sistema de medicién o del sistema de
transmision de datos) y de la naturaleza de las perturbaciones. Los predictores propuestos minimizan el
error de prediccion frente al muestreo aleatorio con retardos variantes, perturbaciones, ruido de medida,
error de modelado, retardos en la acciéon de control e incertidumbre en los tiempos de medicién. Las
diferentes estrategias de diseno que se proponen se clasifican segun el tipo de informacién que se dispone
de las perturbaciones y del coste computacional requerido. Se han planteado los disenos para sistemas
monovariables, multivariables, lineales y no lineales. Asimismo, también se ha elaborado una forma més
eficiente de incluir mediciones escasas con retardo en el filtro de Kalman, con el objetivo de reducir el
coste computacional de la prediccion.

En este trabajo se demuestra que los sistemas de control inferencial que utilizan los predictores prop-
uestos cumplen con el principio de separacién, con lo que el diseno del control con medidas irregulares
se reduce al problema del diseno de un predictor estable méas el diseno de un controlador para muestreo
convencional.






Resum

En aquest treball s’aborda el problema de controlar un procés l'eixida del qual es mostreja de forma
irregular. Amb eixa finalitat es proposa utilitzar un predictor que estima les eixides del procés en instants
regulars de temps més un controlador convencional que calcula I'accié de control a partir de les estimacions
del predictor (técnica coneguda com control inferencial).

La predicci6 consisteix a estimar les variables d’eixida que es desitgen controlar a partir dels mesura-
ments realitzats amb diversos sensors utilitzant per a aixo un model matematic del procés. El filtre de
Kalman permet fer la prediccié de forma optima si les pertorbacions tenen una distribucié gaussiana de
mitjana zero, perd amb 'inconvenient de requerir un elevat cost computacional quan s’utilitzen diferents
sensors amb retards temporals variants. En aquest treball es proposa una estrategia de prediccié alter-
nativa de baix cost computacional el disseny del qual es basa en el coneixement de la disponibilitat de
mesures i dels retards (del procés, del sistema de mesura o del sistema de transmissié de dades) i de
la naturalesa de les pertorbacions. Els predictors proposats minimitzen ’error de prediccié enfront del
mostreig aleatori amb retards variants, pertorbacions, soroll de mesura, error de modelatge, retards en
I’acci6 de control i incertesa en els temps de mesura. Les diferents estratégies de disseny que es proposen
es classifiquen segons el tipus d’informacié que es disposa de les pertorbacions i del cost computacional
requerit. S’han plantejat els dissenys per a sistemes monovariables, multivariables, lineals i no lineals.
Aixi mateix, també s’ha elaborat una forma més eficient d’incloure mesures escasses amb retard en el
filtre de Kalman, amb 1’objectiu de reduir el cost computacional de la prediccié.

En aquest treball es demostra que els sistemes de control inferencial que utilitzen els predictors pro-
posats compleixen amb el principi de separacié, amb que el disseny del control amb mesures irregulars
es redueix al problema del disseny d’un predictor estable més el disseny d’un controlador per a mostreig
convencional.
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Abstract

In this work the problem of controlling a process whose output is irregularly measured is addressed. For
that purpose a predictor that estimates the outputs of the process at regular instants plus a conventional
controller that calculates the control action from the estimations of the predictor is used (technology
known as inferential control).

The prediction consists of estimating the output variables that want to be controlled from the mea-
surements taken with several sensors, using for that a mathematical model of the process. The Kalman
filter allows to do an optimal prediction if the disturbances have a Gaussian distribution of zero mean, but
with the disadvantage of requiring a high computational cost when using several sensors with time-varying
delays. In this work an alternative prediction strategy of low computational cost is proposed whose design
is based on the knowledge of measurements availability and delays (of the process, measurement system
or data transmission line) and the disturbances nature. The proposed predictors minimize the predic-
tion error when dealing with random of time-varying sampling with time-varying delays, disturbances,
measurement noise, modelling error, delays on the control action and uncertainty on the knowledge of
measurements instants. The different design strategies that are proposed are classified according to the
kind of the disturbances information that is known and the required computational cost. Designs for
monovariable, multivariable, linear and nonlinear systems have been proposed.

In this work it is demonstrated that the inferential control systems that make use of the proposed
predictors fulfil the separation principle, so the design of control systems with irregular measurements
is reduced to the problem of designing a stable predictor plus the design of a conventional sampling
controller.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

En muchas aplicaciones industriales la senal de control se actualiza a un periodo constante 7" marcado
principalmente por las caracteristicas dindmicas que se desean en bucle cerrado y por las caracteristicas
del actuador. Sin embargo, puede ocurrir que las salidas no se midan con la misma frecuencia o que las
medidas que se tomen correspondan a salidas de un instante pasado. Este muestreo irregular puede estar
causado por el dispositivo de medida debido, por ejemplo, al fallo ocasional de un sensor, a la utilizacién
de procedimientos lentos de medicién (como procesadores de imédgenes o analizadores bioquimicos), o bien
por la toma de mediciones basada en eventos (como ocurre con los sensores binarios como un encoder, por
ejemplo). El acceso a la informacién de los sensores a través de una red de comunicaciones es otro causante
del muestreo irregular. La red de comunicaciones tiene un ancho de banda finito que tiene que compartir
con otros procesos, lo cual implica un acceso limitado a los sensores y un retardo en la transmisién de la
informacion. Cualquiera que sea el causante del muestreo irregular, la consecuencia es que el controlador
sélo tendrd acceso a informacién de la salida desfasada y en instantes de tiempo arbitrarios.

Para poder controlar el proceso a partir del conjunto de muestras irregulares, se propone incluir en
el bucle un predictor que estime las salidas en todos los periodos de control y pase esta informacién al
controlador para que éste calcule la accién de control en cada periodo. Si las mediciones del proceso le
llegan al sistema de control a través de un canal de comunicacién, otra utilidad de calcular la accién de
control a partir de estimaciones (en lugar de mediciones) es la de reducir el ancho de banda requerido y
contribuir asf a la disminucién del coste del sistema de control.

El presente trabajo estd motivado por diversas problematicas que no estan resueltas en la estimacién
de salidas con muestreo escaso y retardo. Problemas como el diseno de predictores de bajo coste para
muestreo irregular que sean robustos ante perturbaciones, ruidos de medida y errores de modelado.
Tampoco se han abordado hasta el momento los problemas de predicciéon de bajo coste en sistemas no
lineales.

1.2 Planteamiento del problema

En la figura[1.1 se describe el problema de control de un sistema con una entrada y una salida en el
que la informacién de la salida es escasa. Las senales continuas (marcadas con lineas de trazo lleno en
el diagrama) se denotan mediante u(7) o y(7), siendo 7 el instante de tiempo continuo. Las senales
muestreadas de forma irregular (marcadas con lineas punteadas) se denotan mediante my, siendo k el
nimero de muestra.

El sistema de control se supone que estd implementado por un computador que puede actualizar la
entrada al proceso bien de forma arbitraria o bien de forma periddica (al periodo de control T'). La salida
no puede medirse a la frecuencia deseada, sino que sélo se tiene acceso a un conjunto escaso de mediciones
que ademads pueden estar distribuidas de forma irregular en el tiempo. Las muestras my que se toman de la
salida a través del sensor y que llegan al controlador a través de un canal de comunicaciones corresponden
a valores medidos de la salida y(7) en instantes de tiempo arbitrarios. El tiempo transcurrido entre que
se dispone de una muestra my y la siguiente viene determinado por el tipo de sensor y por la carga del
canal de comunicacion.

La forma de controlar estos sistemas se puede abordar siguiendo dos estrategias:
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Referencia Perturbacién
ulr) —t— y(r)
> Sistema de control Proceso >
m
“““ P S Medicién
Muestreo T
Irregular
& Ruido

Figura 1.1: Descripcién general del problema de control con escasez de informacion.

Control directo. El controlador actualiza la accién de control (ux) cada vez que obtiene una nueva
medida del proceso (my). En la figura 1.2 se muestra un diagrama de bloques que describe el
funcionamiento y en la figura[l.3 se muestra la evolucién de las sefiales para un sistema de medicién
sin retardo, en el que se observa que la acciéon de control permanece constante entre los instantes
de medicién debido al retenedor de orden cero (ZOH) presente en el bucle.

Perturbacién
" u(r) (")
- ZOH Proceso
my
Controlador ! Medicién
Referencia Ruido

Figura 1.2: Estrategia de control directo.

mg ms"

Figura 1.3: Evolucién de las senales en el control directo sin retardos.

Control indirecto. El sistema de control recibe como entrada las mediciones disponibles my pero ac-
tualiza la accién de control u[t] a un periodo fijo T' a pesar de la irregularidad de las mediciones de
la salida. En la figura[1.4 se muestra un diagrama de bloques que describe el funcionamiento. La
senal de control actualizada de forma periddica se marca mediante linea de trazos y se denota por
u[t], siendo t € IN el niimero de actualizacién, y cumpliéndose que

w(r)=uft], Te[tT.tT+T),

debido a la presencia del retenedor de orden cero.

En la figura [1.5] se muestra la evolucion de las senales para un sistema de control indirecto sin
retardo en las mediciones.

El ejemplo mas simple de control indirecto es el control bifrecuencia, donde las entradas se actualizan
a un periodo T mientras que la salida se muestrea de forma sincrona con la entrada pero a un periodo
mas lento NT, siendo N un niimero entero mayor que uno.

Un caso concreto de control indirecto es el control inferencial, que es aquél en el que el sistema de
control se divide en un predictor que proporciona una estimacién de las salidas en cada periodo T (§[t])
y un controlador convencional que opera a periodo fijo T' (véanse figuras 1.6 y[1.7).
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Figura 1.5: Evolucién de las senales en el control indirecto sin retardos.

El predictor utiliza las mediciones my que le llegan en instantes arbitrarios de tiempo y las acciones
de control actualizadas en cada periodo (u[t]) para proporcionar de forma periddica la estimacién de la
salida del proceso §[t], siendo

gt = 9(tT)
la estimacién de la salida en el instante tT" segundos. El controlador utiliza esta estimacién para propor-
cionar una actualizacién de la accién de control u[t] cada T segundos. El periodo T se escoge de forma
que sea adecuado a la dindmica del proceso a controlar, atendiendo a las restricciones del actuador y del
convertidor digital analdgico, e independientemente de la frecuencia de muestreo de la variable de salida.

Un ejemplo clasico de control inferencial es el que utiliza el predictor de Smith para controlar un
proceso con retardo. En este caso el predictor de Smith utiliza un modelo del proceso y las mediciones
para estimar la salida del proceso sin retardo, que luego utiliza el controlador para el célculo de la accién
de control.

El control inferencial también es aplicable a sistemas con varias entradas de control y con varias
sefiales (estados o salidas) medibles, como se muestra en la figura [1.8. En el caso general puede haber
diversos sensores que miden diferentes variables a diferentes frecuencias que ademads varian en el tiempo.
Se asume también que algunas salidas pueden medirse con sensores redundantes de diferente precision
y frecuencia de muestreo. Ademads se asume que el retardo asociado a la adquisicién de cada medicién
puede ser diferente entre sensores y variante en el tiempo. El controlador necesitara los valores de algunas
de estas variables (u otras que no se pueden medir directamente pero que son funcién de las variables
medibles) a una frecuencia fija en instantes de tiempo predefinidos (cuando la accién de control va a
calcularse y aplicarse).

En este escenario se define un sensor virtual como el dispositivo inteligente que mide las salidas o
los estados disponibles en instantes arbitrarios de tiempo y predice los valores de las senales de salida
deseadas en los instantes y a la frecuencia que necesita el sistema de control [58]. Otros usos que se le
puede dar a los sensores virtuales son la monitorizacién de sensores no disponibles, el reemplazamiento
de sensores caros por dispositivos de medicién baratos, o la disminuciéon de la utilizacién de los canales
de comunicacién en sistemas de control distribuido.

En este trabajo se presenta un predictor que toma las mediciones de varios sensores en instantes
arbitrarios de tiempo y devuelve una estimacién del valor actual de las salidas de interés (las que se
quiere controlar) en cada periodo T'. El diseno del predictor tiene en cuenta la posibilidad de que cada
sensor tenga un periodo de muestreo y retardo diferente, ademéas de ser estos valores variantes en el
tiempo. También considera el error de modelado, las perturbaciones y los ruidos de medida como factores
que afectan al error de prediccién.

Ademas se analiza como afecta la presencia del predictor a la estabilidad del lazo de control en bucle
cerrado. El resultado obtenido indica que para obtener un lazo cerrado estable con medidas escasas es
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suficiente implementar un control inferencial con un predictor estable (las predicciones convergen al valor
de la salida) y un controlador que estabilice la planta con muestreo regular.

1.3 Definiciones

Si se dispone de la medida de la salida en todos los instantes en los que se actualiza la entrada (y[t] =
y(tT)), la situacion se define como muestreo estdndar. Si esto no es asi, se pueden distinguir varios casos
en funcién de los instantes en los cuales se obtiene la medida y la frecuencia con la que se obtiene. La
clasificacién de las situaciones de muestreo irregular es:

Muestreo sincrono con falta de datos. La salida se mide sincronamente con la actualizacién de la
entrada. Algunas de estas medidas, sin embargo, no estan disponibles por fallo en los sensores o en
la transmisién, o debido a la lentitud de los mismos. Se pueden distinguir dos casos en funcién de
la regularidad de la disponibilidad de datos:

1. Muestreo sincrono reqular. Las medidas se obtienen segiin un patrén de muestreo periddico. El
caso mas simple es el de muestreo bifrecuencia, en el que la salida se mide cada N periodos de
actualizacion de la entrada. Este caso podria darse debido a la utilizacién de sensores lentos,
como por ejemplo un analizador quimico o un sensor de visién artificial.

2. Muestreo sincrono aleatorio. Las medidas se obtienen de forma aleatoria, aunque sincronamente
con la entrada. Esta situaciéon puede darse cuando se producen fallos en los sensores o en la
transmisién de los datos de forma aleatoria. También puede producirse esta situacién cuando
los sensores son compartidos por varios procesos, no pudiendo garantizarse la regularidad en
la toma de medidas.

Muestreo asincrono. Las medidas no se obtienen en los instantes en que se actualiza la entrada. No
se dispone por tanto de los valores de y(tT'), sino de valores intermedios. Se pueden distinguir dos
casos de muestreo asincrono:

1. Muestreo aleatorio en el tiempo. Las medidas simplemente se toman de forma aleatoria en el
tiempo.

2. Muestreo por medio de sensores binarios. Las medidas de la salida se obtienen por medio de
una bateria de sensores binarios cuya posicién se conoce con exactitud, y que dan una senal
cuando la salida pasa por ese valor. Aunque la naturaleza de este caso es diferente al anterior,
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Figura 1.8: Control inferencial de un proceso con ayuda de un sensor virtual.

se puede reducir al mismo, ya que en esencia se desconocen a priori los instantes en los que
se obtendran las medidas. La tnica diferencia radica en el origen de esa variabilidad en la
adquisicion de los datos, que en el caso de los sensores binarios depende directamente de la
posicién y ntimero de esos sensores.

Otra clasificacién posible consiste en diferenciar las situaciones de muestreo en funcién del retardo
existente en el sistema de medicién o transmision.

e Medicién en un instante arbitrario de tiempo.

o Sin retardo. Es la mediciéon convencional de cualquier sensor analdgico.

o Con retardo. El resultado es una medicién que corresponde a un instante pasado, como, por
ejemplo, la medicién que se obtiene mediante la utilizacion de un sensor bioquimico.

e Medicion en instantes fijados por eventos externos.

o Sin retardo. Por ejemplo, la medicién de la posicién de un motor a través de un encoder.

o Con retardo. Por ejemplo, el anélisis de gases de combustiéon de un motor.

Cabe destacar también la diferencia entre disponer de un solo sensor o de varios sensores que realizan
mediciones de diversos tipos, en cuyo caso se pueden tener mediciones de distinta precisién y frecuencia.
El tratamiento de este tipo de mediciones se conoce como fusion sensorial.

En funcién de la frecuencia de pérdida de datos se debe distinguir entre el muestreo escaso o la
pérdida de datos escasa. El muestreo escaso es aquél en el que la probabilidad de tener un nimero
determinado de salidas consecutivas es muy pequena, mientras que la pérdida de datos escasa es el caso
en el que la probabilidad de perder un dato es muy baja. El caso de pérdida esporadica de datos es
menos problematico y puede incluirse su analisis dentro de los sistemas con medidas escasas, sin perder
generalidad en el problema.

1.4 Objetivos

El objetivo principal de la tesis es contribuir al desarrollo de métodos de control de procesos con medidas
escasas y con retardos temporales, ya sea debido a la presencia de un canal de comunicacién, al procesado
requerido por el sistema de medicién, o a ambos.
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Este objetivo se concreta en el estudio de sistemas de control inferencial, en el que se plantea el
control de procesos con medidas escasas y retardos temporales basado en la actualizacién de la entrada
a un periodo T constante adecuado, y la utilizacién de un predictor para la estimacion explicita de las
salidas no disponibles en los instantes de actualizacién de la entrada (al mismo periodo T'). Esta secuencia
de salidas predichas se puede utilizar para el control y también para la identificacién del proceso mediante
técnicas convencionales.

El objetivo global de la tesis se puede descomponer en varios objetivos parciales:

1. Anédlisis del caso general de muestreo aleatorio (sincrono o asincrono) con multiples salidas con
diferentes retardos variantes en el tiempo.

2. Obtencién de predictores de bajo coste alternativos al filtro de Kalman.

3. Anélisis del efecto de las perturbaciones, la incertidumbre del modelo, el retardo en la accién de
control y la disponibilidad de datos con etiqueta de tiempo incierta sobre el error de prediccién.
Desarrollo de estrategias de disenio para atenuar estos efectos.

4. Diseno de predictores para plantas no lineales con muestreo aleatorio.

5. Andlisis de la dindmica de sistemas de control inferencial. Analisis de estabilidad y atenuacién de
perturbaciones de sistemas de control que hacen uso de los predictores.

1.5 Estructura de la tesis

Los temas abordados en la tesis se estructuran en[8 capitulos:

En el capitulo[l se plantea la problemdtica motivadora del presente trabajo. Se introducen los sistemas
con medidas escasas introduciendo las definiciones bésicas de los sistemas que se van a tratar.

En el capitulo[2 se revisan las técnicas de control de procesos con medidas escasas desarrolladas por
otros autores con anterioridad.

En el capitulo [3 se desarrollan predictores de salida para sistemas lineales con muestreo sincrono
basados en la representacion entrada-salida del proceso que predicen directamente el vector de regresion.

En el capitulo [4 se profundiza en el disefio de predictores basados en la representacién interna de
sistemas con multiples entradas y salidas. Se desarrollan predictores de salida robustos que abordan la
problematica de la escasez de medidas, la presencia de retardos y la fusion sensorial de forma conjunta.
También se analiza la inclusion de retardos en el filtro de Kalman llevando al predictor 6ptimo.

En el capitulo [5 se aborda la prediccién de salidas en plantas no lineales que cumplen con ciertas
caracteristicas.

En el capitulo[6 se analiza la dindmica del bucle cerrado de sistemas de control inferencial que incluyen
los predictores propuestos. En este capitulo se obtiene la expresién de la dindmica del bucle cerrado de-
mostrandose el principio de separacién entre controlador y predictor que permite un disenio independiente
de los dos componentes del sistema de control inferencial. También se incluye un analisis del efecto que
tienen las perturbaciones sobre las salidas controladas con la ayuda del predictor.

En el capitulo [7 se describen algunas aplicaciones de control inferencial de plantas reales con los
predictores propuestos.

Por 1ltimo, en el capitulo 8se hace un resumen de las conclusiones del trabajo y se proponen algunas
lineas de investigacién futuras.



1.5. Estructura de la tesis

l. Introduccion

A 4
2. Estado del arte

v : v

Disefio de % ; A = :
AELE be 3. Monovariable 4. Multivariable 5. No lineal

predictores

0. Bucle cerrado

Analisis de sistemas de
control inferencial

X
e

7. Aplicaciones

h 4

8. Conclusiones

Figura 1.9: Esquema del trabajo de tesis.






Capitulo 2

Estado del arte

2.1 Introduccidn

Este capitulo se estructura en dos bloques. En primer lugar se hace un repaso al estado del arte, comen-
tando los trabajos que se han hecho anteriormente en el campo de prediccién y control de procesos con
medidas escasas. Finalmente, se exponen cuestiones basicas de la prediccién de salidas que sirven como
punto de partida para el desarrollo de los capitulos posteriores.

2.2 Antecedentes

En la literatura especializada en control se han encontrado referencias que tratan el control de sistemas
con muestreo irregular y retardo temporal en varias aplicaciones. Una de las principales aplicaciones que
presenta esta problematica es la de los sistemas de control basados en recﬁ(véase por ejemplo [13]).

Control Directo

Algunos autores han estudiado el control directo de sistemas con periodo de muestreo variante, es decir,
actualizando la accién de control cada vez que se tiene una nueva medicién de la salida o del estado.
En [25, 26] se analiza la estabilidad y robustez de este tipo de sistemas, pero los autores no establecen
ninguna técnica de diseno de controladores. En [39] se analiza el mismo problema desde el punto de
vista de los sistemas de control basados en red con el objetivo de buscar las condiciones en el retardo y
en la pérdida de datos inducidos por la red bajo los cuales la estabilidad del sistema y el rechazo ante
perturbaciones se mantienen en un nivel deseado.

En [60] se muestra un sistema continuo muestreado a dos periodos diferentes y se disefian dos contro-
ladores diferentes, uno para cada periodo. Se demuestra que, aunque los disenos llevan a sistemas estables
en bucle cerrado para cada uno de los periodos, el sistema resultante (con variaciones entre dos periodos
de muestreo) puede ser inestable. Mediante técnicas LMIZ se disefian controladores de realimentacién del
estado que si estabilizan el sistema ante variaciones del periodo de muestreo.

El trabajo [55] trata el diseno mediante LMI de un sistema de control digital para un proceso con
periodo de muestreo variante. Utiliza un sistema de control por realimentacién del estado observado en
el que la estimacion del estado y la accién de control se actualizan cuando llega una medicién. Para este
esquema de control se demuestra la existencia del principio de separacién entre observador y controlador
en ausencia de retardo en la accién de control. En [17] y [78] se obtienen técnicas de diseno de controladores
robustos Ho utilizando técnicas LMI, donde se tiene en cuenta el error de modelado y la presencia de
perturbaciones en el proceso. En el primer trabajo se disena un controlador de realimentacion de la salida,
mientras que en el segundo disenia un controlador de realimentacién del estado bajo la suposiciéon de que
todo el estado esta accesible en cada instante de medicion.

Ltambién conocido como Networked Control Systems (NCS) o Integrated Communication and Control Systems (ICCS)
en la literatura inglesa
2LMI: Desigualdades lineales matriciales, del inglés Linear matric inequalities.
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Control Multifrecuencia.

En el caso de control multifrecuencia se han encontrado numerosas publicaciones entre las que se pueden
citar [1,/6, 7,11,[30], trabajos en los que se supone que la salida se mide siguiendo un patrén de muestreo
periédico y las entradas de control se actualizan siguiendo otro patrén periédico. Mas recientemente se
han publicado trabajos donde se analiza el control multifrecuencia Ho, [51], el control 6ptimo multifre-
cuencia [67], el control predictivo con muestreo no convencional [62] e incluso su extensién a sistemas
no lineales [22]. En trabajos como [34, 53, 54| 68| se aborda el caso de muestreo asincrono multifrecuen-
cia, en el que las mediciones siguen una pauta periddica, pero el instante de mediciéon no es sincrono
con la actualizacién de la entrada. En [31] se introdujeron las técnicas LMI en el control robusto Hao
multifrecuencia.

El control multifrecuencia supone las mediciones libres de retardos temporales y que se toman sigu-
iendo alguna pauta, por lo que no puede abordar el control de sistemas con muestreo aleatorio y con
retardos temporales. Este tipo de sistemas se pueden controlar introduciendo en el bucle un predictor de
salidas que alimenta a un controlador estdndar, idea que fue introducida inicialmente por Smith [64] para
controlar sistemas con retardo.

Control de Sistemas con Retardo.

En [52] se ha demostrado que los retardos son la principal causa de inestabilidad y bajas prestaciones de
sistemas. En algunos trabajos se ha introducido un predictor de Smith para predecir la salida sin retardo,
a pesar de que esta técnica no es aplicable con sistemas inestables. En este sentido se han publicado
algunos trabajos para estabilizar sistemas inestables con retardo. En [65] se disena un controlador para
un proceso inestable con retardos mediante un control por modelo interno modificado que separa el
problema de la estabilizacién del bucle de la atenuacién de perturbaciones. En [41] se analiza el control
robusto basado en predictor de un sistema inestable con retardo con ayuda de un modelo de orden
extendido y se considera que se dispone en cada periodo de control de todo el vector de estado. En [44] se
demuestra que los controladores disenados para compensar el retardo se pueden reducir a una estructura
de control basada en predictor-observador. Finalmente, en [66, 80] se hace un repaso de las metodologias
de control existentes para sistemas basados en red, donde se tiene un retardo aleatorio tanto en la senal
medida como en la acciéon de control, y se exponen diferentes técnicas para tratar estos retardos, entre
ellas el control inferencial, mientras que en [28] se propone una técnica que permite obtener la cota del
maximo retardo admisible en el sistema de comunicacién.

Todos estos trabajos consideran, sin embargo, que hay una salida disponible en cada periodo de
control.

Control con Medidas Escasas.

En [80] se plantea un control con medidas escasas de manera que el controlador supone que la salida del
proceso es constante mientras no llegan nuevas mediciones. Se analiza la estabilidad del bucle con esta
estructura y se obtiene cudl es la minima frecuencia de muestreo admisible con esta técnica.

En cuanto a la introduccién de un predictor para subsanar la falta de informaciéon de la salida en
algunos instantes de control, algunos autores ya han utilizado la técnica de control inferencial (véase [20,
133]'36]) utilizando un modelo del proceso para estimar y realimentar las salidas que no se pueden medir.
En estos trabajos se alimenta el controlador bien con una estimacién de la salida en bucle abierto o bien
directamente con la salida medida cuando ésta esté disponible. En [77] se plantea este mismo esquema de
control, pero esta vez con el objetivo de minimizar la transmisién de medidas del proceso al controlador
para liberar la carga del canal de comunicacién. En este sentido, los autores de [69,/46] calculan el méximo
tiempo posible sin acceder al canal de comunicaciéon que mantiene el sistema en bucle cerrado estable.

En estos trabajos se utiliza un predictor de bucle abierto que no hace uso de las mediciones posibles
para mejorar la estimacion del proceso y, por tanto, no mejoran las prestaciones ante perturbaciones ni
son aplicables en procesos inestables.

El control inferencial que utiliza un predictor que corrige sus estimaciones con las mediciones de salida
disponibles (predictor en bucle cerrado) se presenté en un ejemplo en [4] para un sistema con muestreo
bifrecuencia. Otro trabajo que también utiliza un predictor en bucle cerrado es [40] donde se estudian
las prestaciones de un sistema discreto en el cual el sensor envia la salida de la planta al controlador
en cada instante de muestreo. Se asume que los paquetes de datos enviados pueden perderse con cierta
probabilidad, y que no hay ningin retardo en la transmisién. Como resultados se establecen las condiciones
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para producirse la estabilidad en valor medio y se calcula la varianza del error de prediccién y de la senal
de salida como una medida de las prestaciones del sistema de control.

Control con Medidas Escasas y Retardos Temporales.

En [45] se propone una planta con mediciones del estado completo que se envian a través de un canal
de comunicacién con retraso y transmisién escasa de datos. El controlador estima el estado (utilizando
un modelo) para generar la accién de control (continua) cuando no llegan medidas. La realimentacién
se produce cuando el estado estimado por el controlador se reemplaza con el estado medido que llega a
través del canal de comunicacién (predictor de sustitucién). En este trabajo se establecen las condiciones
que ha de cumplir el bucle para que sea estable con la estructura propuesta.

En [43] se plantea el diseno éptimo de un sistema de control para un proceso controlado por computa-
dor mediante canales de comunicacién asincronos. En este trabajo se propone un observador del estado
recursivo de minima varianza analogo al filtro de Kalman para estimar el estado en cada periodo de
control con las mediciones de la salida disponibles. La utilizacion de este estimador eleva el coste com-
putacional del algoritmo, ya que las ecuaciones y las suposiciones sobre las perturbaciones son analogas
al filtro de Kalman. En este trabajo no se demuestra la estabilidad del bucle cerrado en su conjunto.

En [81] el autor plantea el control de un proceso donde la salida se realimenta a través de una red
que proporciona las medidas con pérdida esporadica de datos y con retardo. Se plantea un control de
realimentacién del estado observado mediante un observador que utiliza las mediciones disponibles para
mejorar la estimacion, y un controlador que utiliza estas observaciones para calcular la accién de control.
El autor plantea el diseno de un observador estable para un muestreo periédico y calcula cudl es la
maxima frecuencia de pérdida de datos que permite que el observador siga siendo estable. En este mismo
trabajo, se demuestra la existencia del teorema de separacion para sistemas lineales basados en red que
realimentan la senal de un observador, asi como la estabilidad robusta del bucle cerrado. En la exposicién
queda patente que el problema de regulacién de sistemas basados en red se puede reducir siempre al
problema del diseno de un observador estable para un sistema con datos faltantes. Sin embargo, no se
establece ninguna metodologia de diseno del observador para el tipo de muestreo considerado.

Predictor/observador con medidas escasas.

En lo que se refiere a la prediccién de la salidas, la mayoria de los trabajos encontrados se basan en la
aplicacién del filtro de Kalman para estimar el estado a partir de las medidas obteniendo después las
predicciones de la salida a partir de éste.

En [58] se estudia la aplicacién del filtro de Kalman a la prediccién de salidas ante cualquier escenario
de muestreo (sincrono, asincrono, periédico y aleatorio), y a la fusién sensorial. En [79] se desarrolla
un estimador éptimo para sistemas que reciben mediciones de diferente naturaleza: continuas, multifre-
cuencia y aleatorias. En [37] se desarrollan las ecuaciones del filtro de Kalman para el caso de control
multifrecuencia, donde las mediciones y las actualizaciones de control siguen una pauta. En todos estos
trabajos se asume una ruido gaussiano de caracteristicas conocidas, y se asume que no hay ningin retardo
en el sistema de medicién.

La introducciéon de mediciones con retardo en el filtro de Kalman puede realizarse mediante la uti-
lizacién de un modelo de orden extendido cuando el retardo consiste en un niimero de periodos reducido
(véase por ejemplo [24]). Sin embargo esta implementacién es muy poco efectiva para grandes retardos o
sistemas de orden elevado debido al incremento del tamarfio de las matrices en célculo del filtro. En [32] se
trata la introduccién de medidas con retardo de una forma alternativa. El método se basa en extrapolar la
medida al instante actual usando las estimaciones anteriores y pasadas del filtro de Kalman y calculando
una ganancia éptima para esta medida extrapolada. En [42,[70] se presenta una técnica de reorganizacién
de las mediciones con retardo de manera que se obtienen d filtros de Kalman a calcular en paralelo, siendo
d el nimero maximo de retardos discretos. Ninguno de los autores ha tratado la introduccién directa de
las mediciones con retardo en las ecuaciones del filtro de Kalman sin necesidad de utilizar un modelo de
orden extendido, el cdlculo de varios filtros en paralelo, o la extrapolaciérF’.

En el disenio de estas técnicas basadas en el filtro de Kalman no se garantizan unas prestaciones
optimas cuando hay incertidumbre en el modelo o cuando las perturbaciones no son ruidos gaussianos
con estadisticas conocidas.

Algunos autores, como [29,21,(23, 35, 47, 48| |71} 73, 74,|75], han estudiado el problema del filtrado
robusto de sistemas lineales de datos muestreados utilizando técnicas LMI de forma alternativa al filtro

3El método de la extrapolacién no devuelve la solucién éptima del filtro de Kalman
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de Kalman. Otros autores como [76] han tratado el problema del filtrado de sistemas no lineales con
las mismas técnicas LMI, asumiendo que las no linealidades del sistema cumplen con la condicién de
Lipschitz. Sin embargo ninguno de estas técnicas de diseno basadas en LMI tiene en cuenta el problema
del muestreo escaso con retardos.

Otras técnicas alternativas al filtro de Kalman para la estimacién de datos faltantes en sistemas
lineales se presentaron y analizaron en [56], donde se estudiaron la prediccién mediante técnicas de
interpolacién y técnicas basadas en el modelo entrada-salida del proceso. En este trabajo se presentan
diferentes algoritmos de prediccién alternativos al filtro de Kalman aplicables al caso de muestreo irregular
sin retardo. Los predictores basados en modelo se disenaron para alcanzar la estabilidad nominal ante
muestreo periddico, y para alcanzar la convergencia a cero del error de prediccion en valor medio para
el caso de muestreo sincrono aleatorio. En [2] se extendié el uso de este predictor al caso bifrecuencia
con retardos temporales en el sistema de medicién. En [49] se desarrollaron nuevas técnicas de disefo
de predictores basados en modelo entrada-salida mediante la aplicacion de técnicas LMI. Este analisis
condujo a distintos procedimientos que garantizan la estabilidad del predictor resultante. Sin embargo,
las prestaciones frente a perturbaciones no fueron tenidas en cuenta y no habia ningun factor de ajuste
para cambiar la dinamica del predictor. La presente tesis es la evolucién de estos ultimos trabajos en los
cuales ha participado el autor del presente trabajo.

2.3 Resultados preliminares

2.3.1 Prediccion de salidas mediante interpolacion

La prediccién de salidas mediante interpolacién fue analizada en profundidad en [56]. Si no hay retardos
en el sistema de medicién, la interpolacién es la forma més inmediata de predecir las salidas que no se
disponen entre mediciones ya que no es necesario ningin modelo del proceso. Como no hay retardos, se
asume que la medicién m; tomada en el instante de tiempo continuo 74 corresponde con la salida en
dicho instante, esto es my, = y(13) (véase figural2.1).

ME+1

Tk Tk+1
Figura 2.1: Mediciones sin retardo.

La interpolacion entre mediciones se puede tomar de diferentes érdenes. Una interpolacién de orden
cero implica mantener la predicciéon constante e igual a la ultima medicién disponible, es decir

g(r) =my, Tk <T < Tgpt,

donde 71 es el instante de tiempo continuo donde se tiene la k-ésima medicién. En la interpolacién de
orden uno se predice una salida en la linea recta que une las dos tltimas medidas anteriores al instante
de prediccion, esto es

mp — Mp—
y(T) =mg_1+ ks TReL

(T—Tk), Teo1 < Tp < T.

Tk — Tk—1
En general, esta prediccion puede hacerse mediante un polinomio de orden mayor, pero no tiene sentido
utilizar un orden muy elevado ya que la salida no sigue una funcién polinémica.

La utilidad de la interpolacién radica en su simplicidad e independencia de un modelo para obtener
una prediccién de la salida continua. Por este motivo seran ttiles cuando se tiene un modelo del proceso
impreciso, si el periodo de muestreo es bajo, o si se tienen mediciones asincronas con la actualizacion de
la accién de control.

2.3.2 Prediccion de salidas basado en modelo entrada-salida

En trabajos anteriores se han desarrollado algoritmos de predicciéon basados en una representacién in-
terna del sistema, es decir, dan como resultado el estado estimado, pudiendo a partir de él obtener la
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salida estimada. Un ejemplo de ellos es el filtro de Kalman. Cuando no se desea obtener el estado sino
las salidas de los instantes de muestreo intermedios, puede resultar interesante la utilizacion de algo-
ritmos que se basen en la representacién entrada-salida, y que, por tanto den lugar directamente a los
estimados de las salidas faltantes. Este seria el caso, por ejemplo, si se quiere utilizar un controlador
estandar de realimentacion de la salida, como un PID, o si se realiza una identificacién en linea mediante
algoritmos recursivos basados en el vector de regresiéon de salidas. En principio parece evidente que los
predictores basados en la representacion entrada-salida pueden ser més simples, y por tanto suponer un
coste computacional menor.

Cuando las salidas se miden sincronamente con la entrada, el modelo discreto de entrada-salida es
una ecuacién en diferencias. Los predictores definidos a partir de esta representacion se basan fundamen-
talmente en la aplicacién de la ecuacién en diferencias del proceso. La forma bésica de incorporar las
medidas del sistema en esa ecuacién es la sustitucién directa del estimado por la medida cuando ésta esta
disponible. En [56] estdn desarrolladas diferentes variantes respecto del algoritmo de sustitucién bésico
anterior. Una de las variantes consideradas consiste en sustituir todas las salidas estimadas en el vector
de regresion por un valor ponderado de la medida.

A continuacién se compara la dindmica obtenida en diferentes predictores de bucle abierto y de bucle
cerrado.

Sea un proceso continuo de orden n cuya entrada se actualiza de forma periddica con un computador
que dispone de un retenedor de orden cero. Supdéngase que la salida se mide de forma sincrona con la
actualizacién de la entrada y sin retardo, de forma que la funciéon de transferencia del proceso puede
escribirse como

Bz bzl 4 by2"
Y(2)=—=U(z) = U 2.1
(2) A(z71) (2) 14+ arz7 4+ +a2” (2), (2.1)
que implica la ecuacién en diferencias
ylt] = —arylt — 1] — -+ — apy[t — n] + byuft — 1] + - - - + byult — nl, (2.2)

donde y[t] es la salida discreta en el instante discreto t. Supdngase que algunos de los valores de la
secuencia de salida {y[0], y[1],y[2],¥[3], ...} no estdn disponibles. Definiendo los vectores de regresién de
la entrada y la salida como

ult] yli]
Ult] = U[t:* 1] v = ylt * 1]
uft = (n 1) gl — (n— 1)
se puede reescribir la ecuacién en diferencias (2.2) como
ylt) = =0, [t — 1]+ 6, U[t - 1],

siendo

0, = [(11 an]’
gb: [bl bn}v

los vectores de parametros.

Predictor de bucle abierto

La forma més simple de estimar la salida del proceso es utilizar el modelo en bucle abierto (predictor en
bucle abierto), quedando
glt) = -0,V [t 1] + 6, U[t — 1],

donde
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es la estimacion del vector de regresion de salidas compuesto por las estimaciones anteriores de la salida.
Este algoritmo no tiene en cuenta las mediciones disponibles de la salida para mejorar la estimacién de
las salidas y por tanto es muy poco robusto a errores de modelado o a un error inicial en la estimacion
de las salidas. El siguiente teorema muestra la evolucién del error de prediccion.

Teorema 2.3.1. La dindmica del error de prediccion del predictor en bucle abierto viene dada por

Elt]= AE[t —1] (2.3)
elt] = cElt] (2.4)
con
—ar - —Up—-1 —Gp

1 0 0
A= . . oe=[1 0 - 0] (2.5)

0 .- 1 0
siendo E[t] = Y[t] — Y[t] el vector de regresion del error de prediccion y elt] = y[t] — §[t] el error de
prediccion de la salida actual. O

Prueba 2.3.1. Introduciendo la matriz A, el proceso puede escribirse como

Y[t]=AY[t— 1]+ BU[t], (2.6)
siendo
by --- b,
0o --- 0
B = . . . bl
0 --- 0

mientras que el predictor puede escribirse como
Y[t]=AY[t—1]+ BU[t. (2.7)
Restando (2.6) y (2.7) se tiene que
E[t] = AE[t —1].

Por otra parte, el error de prediccién actual e[t] se obtiene restando el primer elemento del vector Yt]
con el primer elemento del vector Yt]:

Si el sistema es inestable, el algoritmo de prediccién en bucle abierto dara como resultado un error de
prediccién inestable.

Predictor de sustitucion

El siguiente algoritmo (introducido en [4] y analizado en profundidad en [56]) si que tiene en cuenta las
mediciones disponibles y las utiliza para modificar el ultimo valor de la salida estimada sustituyendo
su valor en el vector de regresién. Cuando no hay mediciones, la estimacién de la salida y el vector de
regresion se hace corriendo el modelo en bucle abierto segin

[t—1]+6,U[t — 1],

gt —1] = -6,
t—ift—1], i=0,...,n—1

glt — ilt) = g
Y= [gltle] glt—11) -~ glt—(n-1a]

pero cuando llega una medicién my en el instante t = ¢y, siendo

my = y[tk} = y(tkT)7
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ésta se utiliza para actualizar el dltimo valor estimado de la salida mediante el algoritmo

Ultrlte] = my,
y[k—l|tk] ﬂ[k—ﬂtk—l] izl,...,n—l

Vite = [gltalte] lte — 1] - Gltx — (0 — D]

Utilizando las definiciones de las matrices A, B y ¢, este algoritmo puede reescribirse mediante la ecuacion

Y[t] = AY[t — 1]+ BU[t — 1], (2.8)
cuando no hay mediciones, mas las ecuaciones

Y[tkltk — ].] = AY[tk — ].] + BU[tk — 1], (293)

Y[tk] = (I — CT C)Y[tkhfk — 1] + CT mig, (29b)

cuando llega una medicién my en el instante ¢ = ¢;. La estimacion de la salida en el instante ¢ es el primer
elemento de Y'[t], dado por

ylt] = eYt].
El siguiente teorema recoge la dindmica del error de prediccién de este algoritmo cuando se aplica sobre
un proceso con muestreo bifrecuencia como el que se muestra en la figura (2.2).

A u[2]

to t1 to t3 t

Figura 2.2: Instantes de mediciones y de actualizacién del control en el muestreo
bifrecuencia (N = 3).

Teorema 2.3.2. La dindmica del error de prediccion del algoritmo (2.9) aplicado al proceso (2.1) cuando
hay una medida disponible cada N actualizaciones de la entrada viene dada por las ecuaciones

Er=I-cc)AN E,_, (2.10a)
ex =c by (2.10b)

siendo Ey, = E[ty] el vector de error de prediccion en el instante en que estd disponible la k-ésima medicidn
de la salida, y e, = e[ty] el error de prediccion en ese mismo instante. g

Prueba 2.3.2. En el instante de medicién ¢ = t; la prediccién de la salida puede expresarse como

Yte] = Ytrlts — 1] + €' (e Y[tr] — e Ytr]tr — 1]). (2.11)
El vector Y[ty|tr — 1] puede expresarse en funcién del vector Y[t — N] corriendo el modelo, ya que no
hay mediciones entre ¢ — N y t; — 1, quedando

N
Vitelte — 1] = ANY[tx — N|+ > A" BUt), — ). (2.12)
i=1
De la misma forma, el vector de regresién de salidas Y[t;] puede expresarse en funcién del vector de
regresion de salidas en el anterior instante de muestreo ¢, — N como

N
Yity] = AN Y[t — N]+ Y A" BUt), —i]. (2.13)
i=1
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Introduciendo las expresiones (2.13) y (2.12) en (2.11) y restando la ecuacién resultante de (2.13) se tiene

que
Y[tr] — Y[tr] = AN (Y [ty — N] = Y[ty — N]) — ¢ ¢ AN (Y[t), — N] = Y[t — N))

que es exactamente la ecuacion (2.10a) debido a que en el instante de toma de medidas t —tx_1 = N.
El error de prediccién de salida instantédneo ey, es simplemente el primer valor de E[tg], y se obtiene por
medio del vector ¢

ex = ylte] = 9lta] = ¢ (YTl — VIti))
|

El teorema anterior indica que la dindmica del error de predicciéon viene marcada por la matriz
T . . o . .
(I —c'e)A"N, por lo que se tiene que ver si para las condiciones de muestreo dadas (N) se obtiene una
dinamica estable.

Predictor basado en la actualizacién completa del vector de regresion

El siguiente algoritmo (introducido en [4] y analizado en profundidad en [56]) también tiene en cuenta las
mediciones disponibles y, ademas, las utiliza para modificar no sélo el ultimo valor de la salida estimada,
sino todo el vector de regresién de salidas. Cuando no hay mediciones, la estimacién de la salida y el
vector de regresién se hace corriendo el modelo en bucle abierto segiin

gltlt —1] = -6, V[t — 1] + 6, Ut — 1],
g)[t—z\t]:g}[t—dt—l] i=0,...,n—1
T
— [ttt — 1) gl - gle— (-l
pero cuando llega una medicién my en el instante t = ¢y, siendo
mi = yltx] = y(tT),

ésta se utiliza para actualizar todo el vector de regresién mediante el algoritmo

Q[tk|tk — 1] = —0;?[% — 1] + QZU[tk — 1],

ltrlte] = glteltr — 1] + L (me — Gltx[te — 1]),
gltr — 1tr] = 9lte — Ltr — 1] + l2(my — Jltelts — 1)),

y[tlc—(”—l)ﬁk]Z?)[tk—(n—l)|tk—1]+l (my — yltelte — 1),
Vitwl = [oltalts] 9te — 1te] - 9lte — (n — D]ta]]’

Utilizando las definiciones de las matrices A, By ¢, este algoritmo puede reescribirse mediante la ecuacion

Yt] = AY[t — 1] + BU[t — 1], (2.14)

cuando no hay mediciones, mas las ecuaciones
Ytelt — 1] = AY [ty — 1] + BU[t;, — 1], (2.15a)
Vitr) = Ytaltr — 1] + € (mg — yltelts — 1)), (2.15b)

cuando llega una medicién my en el instante t = t;, siendo
yltrlts — 1) = e Y[tp|tr — 1]
la estimacién inicial (en bucle abierto) de la salida, y
C=1[lily - 1)

el vector de ganancias del predictor. La estimacion de la salida en el instante t es el primer elemento de
Y[t], dado por R

ylt] = eY[t].
En el caso més sencillo £ se considera un vector constante. El siguiente teorema recoge la dindmica del
error de prediccion de este algoritmo cuando se aplica sobre un proceso con muestreo bifrecuencia como
el que se muestra en la figura (2.2).
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Teorema 2.3.3. La dindmica del error de prediccion del algoritmo (2.15) aplicado al proceso (2.1) cuando
hay una medida disponible cada N actualizaciones de la entrada viene dada por las ecuaciones
E, = (I —£c)AY By, (2.16a)
€ = CEk (2.16b)

siendo Ey, = E[t] el vector de error de prediccion en el instante en que estd disponible la k-ésima medicidn
de la salida, y ey, = e[ty] el error de prediccion en ese mismo instante. ]

Prueba 2.3.3. En el instante de medicién ¢ = ¢, la prediccién de la salida puede expresarse como
Yte] = Ytrltr — 1] + £(c Y [tr] — e Y [tr]tx — 1]). (2.17)

El vector Y[t|tr — 1] puede expresarse en funcién del vector Y[t — N] corriendo el modelo, ya que no
hay mediciones entre ¢, — N y t; — 1, quedando

N
Vitelts — 1) = ANY[te — N|+ > A" BUt), — ). (2.18)

i=1

De la misma forma, el vector de regresién de salidas Y[t;] puede expresarse en funcién del vector de
regresion de salidas en el anterior instante de muestreo t;, — N como

N
Yite] = ANY[tx — N|+ > A7'BU[t), — i]. (2.19)

i=1

Introduciendo las expresiones (2.19) y (2.18) en (2.17) y restando la ecuacién resultante de (2.19)) se tiene
que
Y[ty = Ytr] = AV(Y[ty = N] = Y[ty — N]) = Lc AN (Y[t), — N] = Y[ty — N])

que es exactamente la ecuacién (2.16a) debido a que en el instante de toma de medidas t; — tp_1 = N.
El error de prediccién de salida instantédneo ey, es simplemente el primer valor de E[tg], y se obtiene por
medio del vector ¢

er = yltn] = 9lta] = ¢ (YIte] = V1ta))
|

El teorema anterior indica que la dindmica del error de predicciéon viene marcada por la matriz
(I —£c)AYN, por lo que se pueden utilizar técnicas como la asignacién de polos para conseguir que la
matriz anterior tenga los polos deseados.

Noétese que las técnicas anteriores son un caso especial de esta tltima técnica. La técnica de bucle
abierto corresponde a una ganancia nula £ = 0, mientras que el predictor de sustitucién se corresponde
con una ganancia de la forma £ =¢" = [10 --- 0] .

En el siguiente ejemplo se comparan las tres técnicas: la de estimacion en bucle abierto, la de sustitucion
y la de actualizacién del vector de regresion.

Ejemplo 2.3.1. Considérese el sistema continuo invariante en el tiempo definido por la funcion de

transferencia
1

(s—=1)(s+3)

con un periodo de control de T = 0.1 segundos. La funcion de transferencia discreta con retenedor de
orden cero es

G(s) =

_ 4.69271 +4.39272 _3
T 1-1.8462"1 4 0.8187 22

Sin embargo, solo se tienen mediciones disponibles cada T, = 1.2 sequndos, es decir, N = 12. Corrien-
do el modelo en bucle abierto (€ = 0) se tiene un comportamiento inestable del predictor. Esto puede
comprobarse calculando los valores propios de la dindmica del error de prediccion con predictor en bucle
abierto:

G(z)

AT —2c) AN) =X (AN) = {3.32, 0.0273}.
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300 T
—— Predictor en bucle abierto
200 q
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2000
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t (periodo de control)

Figura 2.3: Evolucién del error de prediccién (N = 12).

También se obtiene una dindmica inestable si se emplea un predictor de sustitucion, ya que los valores
Propios son
A ((I —c o) AN) = {0, —6.67).

Sin embargo, si se disefia un predictor para tener unos valores propios entre muestras ubicados en 0.8V,
se obtiene el vector de ganancias
/- [0.9479]

0.8493

En la figura [2.3 se muestra la evolucion del error de prediccién de salida en cada periodo de control,
donde se muestra que el predictor de bucle cerrado disminuye el error cada vez que hay una medicion
disponible, a diferencia del predictor de bucle abierto o el predictor basado en la sustitucion de la medida

en el vector de regresion, que llevan a una dindmica inestable del error de prediccion
[ ]

Control de procesos con medidas escasas

Si se pretende controlar la salida caben varias posibilidades en funcién de la senal que se realimenta y
del predictor que se utiliza. Las diferentes estrategias encontradas en la bibliografia junto con la que se
propone en esta tesis (E5) se pueden enumerar como sigue:

E1 Predictor de interpolacion manteniendo constante la estimacion de la salida mientras no se tiene
informacion. Calculo de la accién de control con esta estimacion constante entre mediciones.

E2 Predictor de bucle abierto. Célculo de la accién de control con la estimacién de bucle abierto.

E3 Predictor de bucle abierto. Célculo de la accién de control con las medidas si estd disponible, y si
no, con la prediccién en bucle abierto.

E4 Predictor de sustitucién. Célculo de la accién de control con esta estimacion. En los instantes de
medicién se utilizard, por tanto, la medicion de la salida para calcular la acciéon de control.

E5 Predictor de actualizacién del vector de regresién. Calculo de la accién de control con la estimacion.

En los proximos ejemplos se comparan las diferentes estrategias y se pone de manifiesto la mejoria obtenida
con la metodologia propuesta en esta tesis, motivo de andlisis que se realizan a lo largo del trabajo.

Ejemplo 2.3.2. Considérese el sistema continuo invariante en el tiempo definido por la funcion de

transferencia
5

Gls) = (s+1)(s+3)
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|
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t (periodo de control)

Figura 2.4: Evolucién de la salida controlada con C'(z) =2 (N = 6).

con un periodo de control de T = 0.1 segundos. Supdngase que solo se tienen mediciones disponibles
cada T, = 0.6 sequndos, es decir, N = 6. Si se utiliza un predictor en bucle abierto (£ = 0) se liene un
comportamiento del predictor marcado por la dindamica del proceso a periodo NT':

A(I—2c) AN) =X (A"N) = {0.5488, 0.1653},

mientras que si se utiliza un predictor de sustitucion la dindmica que se obtiene una dindmica inestable
como indican los valores propios

A ((I —c'e) AN) — {0, —1.5669}.

Sin embargo, si se disefia un predictor para tener unos valores propios entre muestras ubicados en 0.8,
se obtiene el vector de ganancias
0.2425
. [ ] .

0.2318

En la figura[2.4 se muestra una simulacién en la que se ha controlado la salida del proceso mediante
un controlador constante C'(z) = 2. Se muestra la salida controlada con muestreo estandar y también la
salida con las diferentes estrategias. Con el predictor de interpolacion (E1) se obtiene una respuesta del
proceso que es muy oscilatoria, mientras que con el predictor de sustitucion (E4) se obtiene una respuesta
inestable. Las estrategias que utilizan un predictor de bucle abierto responden (E2 y ES3) de forma estable
aunque mds lento que la respuesta con muestreo estandar. Notese que la estrategia que realimenta las
mediciones cuando éstas estdan disponibles (E3) trata de corregir la salida con la llegada de cada medicion,
aunque no consigue mejorar mucho la respuesta respecto de la estrategia que no realimenta las mediciones
(E2). Finalmente, con la estrategia que utiliza un predictor en bucle cerrado (E5) se obtiene una salida
estable mas rdpida que con el predictor de bucle abierto.

|
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Figura 2.5: Evolucién de la salida controlada con C'(z) =4 (N = 12).

Ejemplo 2.3.3. Retdmese el proceso inestable del ejemplo [2.53.1 y las condiciones de muestreo alli
definidas. Si el muestreo es convencional, un controlador constante C(z) =4 es suficiente para controlar
el proceso (en ausencia de perturbaciones o errores de modelado), ya que la funcion de transferencia en
bucle cerrado queda

M(2) G(2)C(z) 0.018715(z + 0.9355)
zZ) = =
1+ G(2)C(2) (z — 0.9048)2
Si se aplica este controlador con las diferentes estrategias, la respuesta del proceso que se obtiene cuando
la referencia es un escaldén unitario es la que se muestra en la figura 2.5. Se observa que la tinica estrategia

que permite estabilizar la salida es la que utiliza el predictor en bucle cerrado (E5).

Uno de los objetivos de la presente tesis es demostrar matemdéticamente la necesidad de utilizar
predictores en bucle cerrado basados en la actualizacién completa del vector de regresion del modelo, tal
y como se ha mostrado en los ejemplos.

2.3.3 Prediccidon de salidas basado en el filtro de Kalman

Supdngase un proceso continuo lineal e invariante en el tiempo descrito por las ecuaciones

513(7') = Acx(T) + BCU(T) + 'U(T) (2203,)
y(r) = Cya() (2.20b)
m(7) = Cx(7) + w(T) (2.20c)

Donde & € R"™ es el estado, u € R™ es la entrada de control, y € R™ es la senal de salida a controlar
y m € R™ es el vector de sefiales medidas. Las senales v(7) y w(7) son las posibles perturbaciones de
entrada y ruido de medida, respectivamente.
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Supdngase que las perturbaciones v(7) y w(7) son ruidos blancos con matrices de varianzas-covarianzas
V y W respectivamente. Supéngase que se miden algunos de los elementos del vector m(7) en instantes
arbitrarios de tiempo 7, k € IN (se mide al menos un elemento de m(7) en el instante 7). Definase la
matriz M}, de orden py, X n,, formada con las filas de una matriz identidad que corresponden a la posicion
de los elementos de m(7) que se miden en el instante 74, por lo que uy, es el nimero de variables medidas
en el instante 7.

El estimador del estado que minimiza la varianza del error (filtro de Kalman) se define mediante las
ecuaciones

2(1) = Ao (1) + Bou(r) (2.21a)
Q(7) = AQ(7) + Q1) A} +V (2.21b)
que se corren en el intervalo de tiempo entre mediciones, mas las ecuaciones
L(m) = Q) Mi0)” (My (CQ(r)CT + W) My ) (2.21¢)
&(r)) = &(7; ) + L) (Mym(my) — MpCi(ry,)) (2.21d)
Q7)) = [I - L(m) M C] Q(7,) (2.21e)

que se aplican en los instantes de mediciones. Las ecuaciones diferenciales (2.21a) y (2.21b) pueden
integrarse a lo largo de los intervalos intermuestreo. Definiendo el tiempo entre dos muestras consecutivas
como v = T — Tk_1, las ecuaciones resultantes son

vk
Z(r, ) = efe g ( 1:_ 1) +/0 eACUBcU(Tk —o)do (2.22a)

Q7)) = A Q(rl ) (¢A) +V — AV (eAee) (2.22b)
donde V es la solucién de la ecuacién
AV +VA =-V (2.23)

Las ecuaciones anteriores definen el algoritmo del filtro de Kalman para el caso general de instantes de
medicién arbitrarios. Obsérvese el elevado coste computacional que implica el cdlculo de exponenciales de
matrices e inversion de matrices cada vez que se tiene una nueva medicién. Si esta medicién es necesaria
para cerrar un lazo de control, el elevado coste computacional puede tener como consecuencia un retardo
en el calculo de la accién de control.

Observacion 2.3.1. La matriz de ganancias obtenida con el filtro de Kalman es una matriz variante
en el tiempo cuyo tamano es n X pg, es decir, que depende del niimero de sensores de los que se tiene
informacién en cada muestra. El ntimero de filas de la matriz L(7;) es constante e igual a n, y el nimero
de columnas depende del nimero de sensores disponibles en cada periodo (). O

A partir de la formulacién del filtro de Kalman para sistemas lineales, se puede obtener de forma
inmediata las ecuaciones del filtro de Kalman extendido para predecir salidas en sistemas no lineales con
medidas escasas.

2.4 Conclusiones

En este capitulo se ha realizado una revision de los trabajos encontrados en la literatura sobre control de
procesos y prediccién de salidas con retardos y muestreo irregular. Se ha comprobado que ningin autor ha
planteado hasta el momento el diseno de predictores robustos con medidas aleatorias y retardos temporales
variantes. Tampoco estd contemplado en la literatura el control inferencial de procesos multivariables.
También se ha visto que las técnicas existentes en la literatura para incorporar las mediciones con retardo
en algoritmos de estimacién (como el filtro de Kalman), requieren un elevado coste computacional.

Se han reproducido los resultados basicos de predicciéon con medidas escasas mediante interpolacion
y prediccion basada en modelo entrada-salida, que son los algoritmos de estimacién de salidas que tienen
un menor coste computacional. Se ha demostrado la necesidad de utilizar predictores de bucle cerrado
ante sistemas inestables.

Finalmente se ha expuesto la solucion al caso general de prediccién mediante el filtro de Kalman
utilizando medidas escasas, llevando a un algoritmo de elevado coste computacional.






Capitulo 3

Diseno de predictores en representacion
entrada salida

Este capitulo se centra en la sintesis de un predictor que estima las salidas de un proceso de una entrada y
una salida en cada periodo de control cuando el muestreo es sincrono, aleatorio y con un retardo variante.
El predictor utiliza un modelo entrada-salida del proceso y toda la informacién que dispone de la salida.
Se asume una planta lineal afectada por perturbaciones y un sensor afectado de ruido de medida que
suministra las mediciones con un retardo variante.

La estructura del capitulo es como sigue. En la segunda seccién se plantea el problema de prediccién
de salidas en un sistema de una entrada y una salida definiendo la planta y el escenario de muestreo. En
la tercera seccion se introduce el algoritmo de prediccién propuesto y se obtiene la dinamica del error de
prediccion, necesaria para desarrollar las diferentes técnicas de diseno. En la cuarta seccion se establece
el diseno del predictor para alcanzar la estabilidad nominal ante un escenario de muestreo periédico con
retardos constantes. Esta seccion sirve de introduccion al resto de disenos que consideran muestreo escaso
aleatorio con retardos temporales variantes en el tiempo. En la quinta seccién se aborda el diseno de
predictores robustos frente a perturbaciones y ruido de medida. En esta seccién se presenta un catdlogo
de diferentes formulaciones con las que obtener el diseno méas adecuado para diferentes especificaciones
en funcién del tipo de perturbaciones. En la sexta seccion se plantea el diseno estocastico de predictores
robustos asumiendo conocida la funcién de distribucién de probabilidades del canal de comunicacién, es
decir, asumiendo conocida la probabilidad de obtener una muestra en un periodo dado. En la séptima
seccion se analizan las modificaciones que se deben realizar en los disenos anteriores cuando el objetivo del
predictor es proporcionar un vector de regresion de salidas que permita identificar el proceso con el menor
error posible. En la octava seccién se estudian diferentes consideraciones de diseno a tener en cuenta a la
hora de seleccionar un tipo de disefio u otro y a la hora de elegir los valores de los parametros de ajuste. Se
estudia ademads como replantear el problema si se tienen perturbaciones de entrada, error de modelado,
retardo en la accién de control o mediciones con etiqueta de tiempo incierta. En la octava seccién se
estudian diferentes simplificaciones que permiten reducir el coste computacional del procedimiento de
diseno de los predictores, que se ejecuta fuera de linea.

3.1 Descripcién del problema

Considérese el sistema de control digital que se muestra en la figura 3.1, donde G(s) es un sistema continuo
lineal monovariable cuya entrada se actualiza a periodo T' por un controlador digital convencional C(z)
con un retenedor de orden cero (ZOH).

3.1.1 Escenario de muestreo

Cada periodo de control llega al proceso una nueva entrada u[t], donde ¢t € IN es el nimero de actualizacién
de la entrada. La relacién entre la senal discreta y la continua es

u(t)=ult] TetT,tT+T).

La salida del proceso y(7), que esta afectada por una perturbacién v(7), se mide de forma sincrona con
la actualizacién de la entrada pero escasa, con un periodo variante en el tiempo (NiT). La k-ésima salida
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- iQ W C(x) - 1 ZOH(T)

|
|
[ L » Predictor
|

Figura 3.1: Prediccién de salidas con mediciones aleatorias con retardo. z~* es el
operador retardo

muestreada se denota por yi. La medicién de la k-ésima salida muestreada (my) viene afectada por un
ruido wy, y se asume que estd disponible diT" segundos después (debido al retardo temporal presente en
el sistema de comunicacién o en el procedimiento de medicién). Se asume que el retardo variante en el
tiempo (dj) varfa en un conjunto finito

di € D={01,...,0np}- (3.1)
La k-ésima medida esta disponible en ¢t = #; y se puede establecer la siguiente relacion:
my, = mlty] = ylty — di) + wty — di] = yx + wi. (3.2)

El nidmero de actualizaciones de la entrada desde my,_1 hasta my, se denota con Ny (Nj =ty — tp—1,
véase figura|3.2) y se asume que varia en un conjunto finito

N e N ={v1,...,Uny}- (3.3)

Se puede establecer una relacién entre la secuencia de las salidas muestreadas (yy), la senal discreta de
salida a periodo T' (y[t]), y la senal de salida continua (y(7)) como

Yk = yY[tx — di] = y((tx — di)T),
donde

k
t = Z N; (3.4)
i=1

representa el instante en el cual ocurre la tp-ésima actualizacion de la entrada y se obtiene la k-ésima
muestra de la salida (my).

Figura 3.2: Muestreo sincrono aleatorio con retardo variante en el tiempo.

Aunque se ha considerado que existe retardo tiinicamente entre la salida y la llegada de una medicién,
realmente en la planta pueden darse otros retardos: el retardo que se produce entre el controlador y el
actuador a través del canal de comunicacién (si lo hay), y el retardo del proceso, si tiene. En este trabajo
se considera que estos posibles retardos son constantes y conocidos, con lo que se puede anadir su valor al
retardo de la salida dj. De esta forma no se pierde la generalizacion del problema de prediccién de salidas
en un proceso libre de retardos. El objetivo del predictor es suministrar al controlador las predicciones
de la salida a periodo T'.



3.1. Descripcién del problema 25

3.1.2 Parametrizacion del escenario de muestreo

Cada instante de medicién viene definido por dos parametros: el retardo de la medicién con respecto a la
salida correspondiente (dy ), y el ndmero de veces que se ha actualizado la accién de control entre instantes
de medicién (Nj). Cada uno de estos pardmetros puede tomar valores dentro de unos rangos conocidos
(dados por (3.1) y (3.3)). Sin embargo, segtn la aplicacién, sélo algunas combinaciones (dy, Ni) se dardn
de forma simultdnea. Por este motivo se define un nuevo pardmetro s; que indica cudl es la situacién
del muestreo (combinacién (dg, Ni)) de la k-ésima medida. El pardmetro s; enumera las combinaciones
tomando valores enteros, es decir

srLeS=11,2,...,ns}, (3.5)

donde ngs es el niimero de combinaciones posibles (dg, Ni). El ntimero de combinaciones es ng < ny-np,
siendo ns el tamano del conjunto Ay np el tamano del conjunto D.

Con el nuevo parametro definido se puede establecer una dependencia de los parametros Ni y dj con
respecto de si de forma que

Nk = N(Sk),
dk = d(sk).

Como ejemplo supongase que se tiene un sistema en el que la escasa disponibilidad de medidas se debe
al propio retardo del procesado de cada medicién, que necesita un tiempo para procesar cada medida antes
de tomar la siguiente. Esto es algo usual en las aplicaciones que requieren procesado de imagenes, o un
analisis quimico de una muestra. También puede darse esta situacién cuando la medicién se transmite por
red, ya que hasta que no lleguen todos los paquetes de datos que transmiten una muestra, no se podran
comenzar a recibir los de la siguiente muestra. En este caso, si se tienen unos conjuntos N' = {5,6,7} y
D = {5,6,7}, la asignacién de valores al pardmetro de situacién de muestreo viene dada por la tabla 3.1,
donde se observa la imposibilidad de que ocurra la situacién en la que el retardo d es mayor que el ntimero
de periodos intermuestreo N, debido a la necesidad de procesar la muestra para tomar una nueva.

1/1:5 1/226 l/3=7
01=5 1 2 3
0o = - 4 5
0o =7 - - 6

Tabla 3.1: Asignacién de valores al pardmetro escenario de muestreo s, para cada
combinacién posible de Ny y dy

3.1.3 Planta

A partir del modelo continuo G(s) de la planta se puede obtener la salida del proceso como

y(s) = G(s) uls) + v(s)

donde y(s), u(s) y v(s) son la transformada de Laplace de la salida, la entrada y la perturbacién de salida,
respectivamente. Si se obtiene el equivalente discreto con retenedor de orden cero de G(s) a periodo T,
se obtiene la ecuacién en diferencias

ylt] = =0, (Y[t —1]—V[t—1]) + 6, Ut — 1] + v[t], (3.6)
donde ; )
a1 b1
0, = ’ 0, =
an b,
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son los vectores de salidas, entradas y perturbaciones, respectivamente (con y[t] = y(tT), u[t] = u(¢tT),
v[t] = v(tT)). Con las ecuaciones (3.2) y (3.6), el modelo de la planta se define con la ecuacién?

_[ -6 IR 0, _
Y[ = [I(n_l)x(nj (Y[t —1] - V[t—1]) + [O(n_l)x(n)] Ult —1]
—AY[t—1]-V[t—1))+BUJt— 1] + V1], (3.7a)

en cada instante de actualizacién de la entrada, y la ecuacién de medicién
my =yt — di] + w(ty — di] (3.7b)

cuando hay disponible un dato de medida (¢ = ;). Ndtese que si se tuvieran retardos en G(s), la matriz
A tendrd tantos polos en el origen como retardos y, por tanto, no serd invertible. En los algoritmos que
se desarrollan en este trabajo es necesario que A sea invertible, por lo que es imprescindible transferir los
retardos al sistema de medicion.

3.2 Predictor

El controlador digital C'(z) necesita la secuencia de salidas a periodo 7', pero la salida del proceso se mide
de forma irregular a una frecuencia menor y con un retardo?. Se propone el uso de un predictor de salidas
basado en modelo para obtener las estimaciones de las salidas que no se miden a periodo 7.

El predictor usa el modelo de la planta, todas las entradas anteriores y las mediciones retardadas que se
disponen de la salida. Inicialmente, la salida se estima corriendo el modelo en bucle abierto, conduciendo
a

Yitft—1]=AY[t— 1]+ BU[t — 1], (3.8a)

donde R
gltlt — 1]
Yitt—1] = | :
glt —n+ 1]t — 1]
Cuando una medicién estd disponible en el instante ¢t = ¢, (es decir, my), el vector de regresién de salidas
estimadas se actualiza mediante
Y[tk} = Y[tk‘tk} :}A/[tk“,k — 1] + £y (mk — Q[tk — dk|tk — 1]) , (3.8b)
donde se ha introducido el vector de ganancias del predictor
by
Ly = . (3.9)
],

Cuando se calcula la actualizacién del vector de regresién mediante (3.8b), no solo se actualiza el valor
de la salida actual, sino de las n dltimas salidas estimadas contenidas en Y [t;|tx — 1]. Si no hay medicién,
la mejor estimacion es la de bucle abierto (3.8a), quedando

Y[t] = Yt|t —1].
La prediccién de la salida es el primer elemento del vector ?[t] dado por
glt]
La estimacién de la salida retardada en el instante de medicion (g[tr — di|tr — 1]) usada en (3.8b), se
define como el primer elemento de un vector de estimacién de salidas retardado que cumple

[10---0)Y[t] =cY[t].

dy
Vitltr — 1] = A% Yty — difts — 1]+ Y A" BU[ty — ]

i=1

1I(n—1)><(n) indica las n — 1 primeras filas y n primeras columnas de la matriz identidad, y O¢,_1)x(n) €5 una matriz
nula de orden (n — 1) x (n)

2E] retardo temporal debido al cémputo de la accién de control se considera despreciable. Si no es el caso, podria
considerarse incluido en el retraso global del bucle. Véase §3.6.3| para més detalles en este aspecto.
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y, por tanto, puede calcularse como

dp,
Glte — dilty — 1] = ¢ (Adk Yitplts = 1]+ Y _ A" BU[t; — i]) . (3.10)

i=1

3.2.1 Implementacién del predictor

Con el algoritmo de prediccién descrito, cada vez que llega una nueva medicién, la estimacion de la
salida retardada ¢ty — dg|tr, — 1] debe calcularse a través de (3.10). Esta es una ecuacién relativamente
compleja, y, por tanto, se necesita una potencia computacional elevada para evitar un retardo no deseado
en la estimacién de la salida actual de interés. Con el objetivo de reducir el coste computacional requerido,
se propone una implementacion alternativa del predictor anterior. La idea es almacenar las estimaciones de
la salida anteriores necesarias y actualizarlas cada vez que llega una medida. De esta manera la estimacion
de la salida con retardo §[tx — di |ty — 1] se conoce antes de que la medida y[t; — dj] esté disponible.

Con este proposito, se utiliza un vector de regresion de orden extendido. La salida se estima inicial-
mente corriendo el modelo (extendido) en bucle abierto, llevando a

Y[ttt —1]=AY[t—1]+BU[t — 1], (3.11a)
con Y[t —1] =Y[t - 1]t — 1],y
V|t —1] gltle —1]
. Y[t —n|t — 1] glt — 2|t — 1]
Yt =U=1| ypy—on—1 | = |- ;
pxa LAE=m 2t =1] ]
T o,
0. 0 - ‘ 0 K
Anxn = I 5 IBan = .
0 0

donde
n = max(n,d,, + 1),

con 0y, €l miximo retardo posible segin (3.1). Cuando hay una nueva medicién disponible (¢t = ty), el
vector de regresién de salidas extendido se actualiza mediante

Y[tk) = Y [txltn) =V [teltr — 1] + L (my, — gltx — dilti — 1)), (3.11b)

donde la estimacién de la salida retardada se obtiene como
drp+1

“ /_/h\ A,

y[tk—dk‘t—”:[()()l()()} [tk|tk—1],
y el vector de ganancias extendido se define como
M I
A*’n,
A72n . e’f
Ly (nx1) = : : (3.12)

(xXn

= : - nx1
donde
¢ = max {n, méx(d(sy) — N(sk))} <.
skES

El vector Iy tiene 1 — ¢ elementos nulos porque las unicas estimaciones retardadas que deben actualizarse
son las que se necesitan en actualizaciones posteriores. Procediendo de esta forma se reduce el coste
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computacional por haber un menor nimero de multiplicaciones y sumas a la hora de actualizar el vector

de regresién de salidas extendido Y[t;] mediante (3.11b).

La prediccién de la salida es el primer elemento del vector Y[t] dado por

Observacién 3.2.1 (Actualizacién de la estimacién de salidas con retardo). Supéngase que hay una
nueva medicién en el instante ¢ con un retardo de d. La actualizacion del vector de regresién de salidas

retardadas (Y[t — d|t]) se define como el vector que cumple

d
Yt = A'Y[t—dlt] + Y AT BU(t - j) (3.13)

Jj=1

donde Y[t — d|t] es una estimacién del vector de salidas Y[t — d] con la informacién conocida hasta el
instante ¢. De una forma similar, el vector de salidas no actualizado se define como

d
Vitlt—1] = A"Y[t —d|t = 1]+ Y _ A" BU(t - j). (3.14)

Jj=1

Como t es el instante en que llega una nueva medicién, introduciendo la ecuacién (3.8b) en (3.13) y
restandolo de (3.14) es facil obtener

Yt —dlt] =Yt —d|t — 1]+ A~ (my — Jt — d|t — 1]). (3.15)

El vector de regresién Y[t — d|t] contiene n estimaciones de salidas retardadas (desde §[t — d|t] hasta
gt —d — n + 1]t]]). La ecuacién (3.15) es equivalente (3.8b) para d = 0, y por lo tanto las estimaciones
desde g[t|t—1] hasta g[t—n+1|t—1] se actualizan directamente con esa ecuacién. Sin embargo, dependiendo
de la disponibilidad de datos y del retardo, también son necesarias estimaciones antiguas. El niimero de
estimaciones con retardo previas que es necesario actualizar depende de los valores del retardo d y del
numero de periodos de entrada entre mediciones. Si

p= méuég{d(sk) — N(sk)}

SK€E

es la méxima diferencia entre retardo y periodos intermuestreo, la estimaciéon més antigua que es necesario
actualizar es §(t — p|t — 1), porque esta estimacién de la salida podria ser necesaria para la proxima
actualizacién con la medicién. Entonces, la ecuacién (3.15) debe aplicarse desde d = n a ¢ = méx(n, p),
lo que lleva a la ecuacién (3.12). O

Observacién 3.2.2. En las aplicaciones més comunes d(sx) < N(sg), es decir, que no se puede tomar
una nueva medicién hasta que la anterior se ha procesado y la correspondiente medicién esta disponible
(por ejemplo en procesado de imdgenes). En este caso, la ganancia del predictor es simplemente

£y,
0
L, =

]

La dindmica del predictor (en cualquiera de sus implementaciones, (3.8) o (3.11)) depende del vec-
tor de ganancias (3.9) que debe disenarse para asegurar: la estabilidad del predictor, la robustez a la
disponibilidad de datos irregular y una atenuacién adecuada de las perturbaciones y el ruido de medida.
La ganancia del predictor se asume que es, en general, variante en el tiempo, aunque también se analiza
el caso particular de una ganancia constante.

Para disenar el predictor, es decir, la ganancia del predictor (3.9) con esas propiedades, se debe obtener
la ecuacién de la dindmica del error de prediccién.
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3.2.2 Error de prediccion

Definiendo el vector de error de prediccion como

se puede obtener la dindmica del error en instantes en los que no hay medicion restando las ecuaciones (3.7)

y (3.8a), llegdndose a
Elt]=AE[t — 1]+ V]t] — AVt — 1]. (3.16)

Esta ecuacion indica que la evolucién del error de prediccién cuando no hay medicién viene marcada
por la matriz dindmica del proceso A y por las perturbaciones v, con lo que no se puede controlar su
evolucién. Sélo se puede corregir el error de prediccion respecto de su evolucion en bucle abierto cuando
se tiene informacion de la salida. El error de prediccién interesa mantenerlo en niveles bajos en todos los
instantes de control para proporcionar al controlador una estimacién de la salida adecuada. El error entre
mediciones serd tanto menor como menor sea el error conseguido cuando llega una medida de la salida.
Es evidente que es necesario obtener la dindmica del error de prediccion entre instantes en los que si que
se tiene informacién de la salida. El siguiente teorema recoge el modelo que sigue el error de prediccién
cuando no hay incertidumbre en el modelo de la planta.

Lema 3.2.1 (Dindmica del error de prediccién entre mediciones). La dindmica del error de prediccion del
algoritmo (3.8) aplicado al sistema (3.7) cuando no hay error de modelado y las medidas estan disponibles
cada Ny periodos de la entrada (siendo Ny variante en el tiempo) con un retardo dy, estd descrita por el
sistema lineal variante en el tiempo
Ek = (I — Ek CA_dk) ANk (Ekfl - V[tkfl]) + V[tk] - ek CV[tk - dk} — Ek Wi, (3173)
€ =—C Ek (31712))

que se actualiza en cada instante de medicion. El vector de error de estimacion se define cuando la
medicion estd disponible (t =tj.) como

Ey = Elty] = Y[ts] — V[te],
mientras que el error de prediccion de salida se define como
er = eltr] = yltr] — Jlte].
O

Prueba 3.2.1. En el instante de medicion, t = ¢y, se cumple la expresion (3.2) y el valor medido puede
escribirse como
mr = CY[tk — dk] + wg, (318)

y, por tanto, la prediccién de la salida puede expresarse como
Viteltn] = Viteltr — 1] + £, (c (Y[tk —dy) — V[t — dy |t — 1]) n wk) . (3.19)

los vectores Y[ty — dy] e Y[ty — di|tx — 1] pueden expresarse como una funcién de Y [t — Ni] e Y [tr — Ni]
(el instante en el cual se realizé la anterior medicién y actualizacién de la prediccién) si se aplican
recursivamente las expresiones (3.7) y (3.8a), con lo que se llega a

Yty —di] = Yty — diltr — 1] =
= AN (Y[tk — Ni| = Y[t — Ni] = V[tg — Nk]) + Vti — di]. (3.20)

El vector Y[ty|tx — 1] también se puede expresar mediante Y[ty — Ni] aplicando (3.8a) recursivamente,
llegando a

Ny,
Yitltr — 1] = ANV [ty — Ni] + Y A" BU[t, — ). (3.21)
i=1
La salida Y[tx] también puede expresarse (mediante (3.7)) como una funcién de Y[ty — Ni]:
Ny,

Y(tr] =ANs (Yty — Ni| — V]tx — Ni]) + Z ATYBU[ty, — i) + Vt]. (3.22)

i=1
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Introduciendo las expresiones (3.20) y (3.21) en (3.19) y restando la ecuacién resultante de (3.22), se tiene
que

Vi) = Vit =A™ (Y[te — Ny = V[t — Nl = Vit — Ni]) + Vit
Gy AN (Y[tk NG = Yt — Ny = Vit — Nk])
— ék (CV[tk — dk] + wk) s

que es exactamente la ecuacion (3.17a)) debido a que en el instante de toma de medidas ¢t — Ng = tp_1.
El error de prediccion de salida instantaneo ey, es simplemente el primer valor de Ey, y puede obtenerse
mediante el vector ¢

ex = ylte] = 9lte] = e (YIte] - V1ti])

|
Observacion 3.2.3. Si se define un nuevo vector agrupando las perturbaciones entre mediciones como
Vtx]
Vi, = V[tk — dk] , (3.23)
V{tr — Ni]
entonces la dindmica del error de prediccién puede escribirse en una forma maéas compacta como
Vi
E,=A.E,_1+ By w |’ (3.24a)
k
€ = CEk, (324b)
donde
Ap = (I —Lc A=%) ANx
Bk = [I —Ekc —Ak —fk} .
O

En el diseno de predictores y observadores segun el filtro de Kalman, la ganancia variante £; se
calcula en cada instante de muestreo cuando llega una nueva medicién, de forma que se tiene un vector
de ganancias que, en general, varia en el tiempo de forma arbitraria. En este trabajo, sin embargo, el
diseno de la ganancia £, se aborda definiendo un vector diferente para cada posible par (dg, Ny), es decir,
para cada posible valor del parametro de muestreo si. El cdlculo de estos vectores se hace fuera de linea
una sola vez y da como resultado un conjunto finito de ganancias

£, = (si) € £ = {£(1),£2),...,Lns)}, (3.25)

donde ng es el nimero de posible situaciones de muestreo, esto es, de posibles combinaciones (N, dy;)
que pueden darse en el muestreo. El predictor que aqui se propone se implementard con un conjunto de
ns vectores de ganancia constantes. Cada vez que llega una medicién de la salida, el predictor utilizara
un unico vector de ganancias que escogerd en funcién de las condiciones de muestreo con las que se ha
recibido la muestra.

Observacion 3.2.4. Definiendo el vector de ganancias del predictor de forma paramétrica segun (3.25),
la dindmica del error de prediccién (3.24) puede reescribirse como

Eyp = A(sy) En1 + Bl(sy) D’ﬂ (3.262)

er = cEy, (3.26Db)
siendo
A(sg) = (I — £(s) c A=4r)) AN (1)
B(sy)=[I —L(sp)c —Alsp) —€(s)].
Esto indica que la dindamica del error de prediccién viene definida por un sistema lineal variante con el
tiempo que depende del pardametro variante si. En esta realizacién interna el vector de 3n perturbaciones

V y el ruido de medida w pueden considerarse como las entradas, los ultimos n errores de prediccién
forman el vector de estados, y el error de prediccion es la salida. O
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3.2.3 Objetivo del diseno

El objetivo del diseno de predictores es encontrar un procedimiento para calcular el vector £ (3.9) (vari-
ante en el tiempo en funcién del muestreo si, o constante) tal que el sistema (3.26) logre la estabilidad
del predictor ante cualquier escenario de muestreo y el menor error de prediccion ante las posibles pertur-
baciones. La atenuacion de las perturbaciones se plantea de forma diferente en funcién del tipo de senal
que las caracteriza, que pueden ser:

Senales de energfa finita. Son perturbaciones cuyo valor cuadritico acumulado (norma ¢s) es finito
en un intervalo de tiempo suficientemente largo. Un ejemplo de este tipo de senal podria ser una
perturbacién en forma de pulso de una duracién determinada. Otro ejemplo puede ser un impulso.

Senales persistentes. Tienen un valor no necesariamente nulo durante todo el tiempo. Para car-
acterizar estas seflales se puede utilizar bien su valor eficaz (norma RMS), bien su valor de pico
(norma £,) o bien su varianza, si se asume que es un ruido blanco de media cero.

Ruido de medida impulsional. Se trata de un ruido que generalmente tiene un valor nulo (medicién
perfecta) excepto en algunos instantes en los cuales el sistema de medida falla introduciendo de
forma puntual un error de valor finito. Se considera que estos fallos puntuales estan suficientemente
separados en el tiempo, es decir, que el efecto que tiene un ruido impulsional queda atenuado antes
de que pueda aparecer otro error de este tipo.

La prestacion del predictor en cuanto a la atenuacién entre la perturbacién y el error de prediccion se
consigue exigiendo al error de prediccién que acote el valor maximo de alguna de sus normas:

Si se acota la norma £, del error se le esta pidiendo al predictor que no tenga un error de estimacién
mayor que un umbral dado, aunque ello implique que el error sea persistente.

Si lo que se acota es la norma #5 del error se le estd pidiendo al predictor que elimine el efecto
introducido por las perturbaciones en un tiempo finito, aunque para ello se tenga algtin pico elevado.

Si lo que se le exige al predictor es que mantenga el valor eficaz (norma RMS) por debajo de un
valor se estd permitiendo que el error de prediccion persista a lo largo del tiempo pero con un valor
cuadratico medio lo menor posible.

Para poder minimizar la norma del error de prediccién es necesario conocer la naturaleza de las
perturbaciones y las normas que las caracterizan. Las diferentes situaciones que se pueden presentar se
clasifican segiin el tipo de perturbacién que afecta el sistema (véase anexo|A.2):

S1

S2

S3

Si las perturbaciones son persistentes con un valor eficaz conocido, se puede plantear un diseno que
minimice el valor eficaz del error de prediccién minimizando para ello la norma H., de la dindmica
del predictor. Si las perturbaciones son ruidos gaussianos de media cero con varianza conocidaes
posible plantear el diseno que minimiza el valor eficaz del error de prediccién utilizando para ello
la norma Hs del predictor. Véase figura[3.3.

llwll rass Tw

llell rars

Figura 3.3: Tipos de senales involucradas en las normas Hoo y Ho

Si las perturbaciones son senales persistentes de las cuales se conoce el valor maximo, se puede
plantear el diseno que minimiza el valor eficaz del error de prediccién por medio de la norma H.
Si lo que se quiere es minimizar el valor maximo del error de prediccién se puede plantear el diseno
por medio de la norma ¢1. Véase figura|3.4.

Si las perturbaciones son seniales de energia finita (como un pulso de corta duracién) se puede
tratar de minimizar el error cuadratico acumulado (la energfa) del error de prediccién planteando la
minimizacion de la norma H, del predictor, o bien se puede tratar de minimizar el valor maximo
del error de prediccién usando la norma Hsyy (norma Hs, generalizada). Véase figura(3.5.
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'

[[w]loo

llello
llellrars

Figura 3.4: Tipos de sefiales involucradas en las normas Hoo y £1
y

[wll2

lelloo
llell2 N

Figura 3.5: Tipos de sehales involucradas en las normas Heo y Hag

La tabla 3.2 relaciona las diferentes especificaciones de disenio (error acotado en amplitud, energia o
valor eficaz) con los diferentes tipos de perturbacién (sefial impulsional, de energia finita, de amplitud
finita o persistente) y normas del predictor.

lwellz Nlwklloo  llwkllrMs — ow

||€k||2 Hoo o0 o0 [e%e)
llex|loo Hayg 0 - ~
lexllras 0 Hoo Heoo Ho

Tabla 3.2: Resumen de especificaciones de disenio

El diseno de predictores se enfoca de la siguiente manera. Dado un escenario de muestreo definido por
Sk, obtener un predictor que consiga las mejores prestaciones en cuanto a atenuacién de perturbaciones
de salida y ruido de medida.

Ademés de este enfoque fundamental, también se tratan con posterioridad el efecto de las perturba-
ciones de entrada, las incertidumbres, las mediciones asincronas o los retardos de la entrada haciendo
equivalente su efecto al de una perturbacién.

Finalmente, se tratard un ultimo enfoque que se puede formular de la siguiente forma. Dadas unas
exigencias de atenuacién de perturbaciones y robustez al error de modelado, encontrar el predictor que
minimiza la utilizacién del canal de comunicacién, disminuyendo para ello la frecuencia de muestreo y
aumentando el retardo admitido (es decir, aumentando Ny y dg).

3.3 Diseiio de predictores ante muestreo regular

Sea una planta libre de perturbaciones y ruidos de medida. Supéngase un muestreo regular y un retardo
constante (N, = N y dj, = d son valores constantes), lo que implica que el pardmetro si no varie (s, = 1)
y que la dindmica del error de prediccién del algoritmo (3.8) venga dada por

Eyi1 = AEy, (3.27)
er = cFy, (3.28)

donde
A= (I—tcA™ %) A" (3.29)

es una matriz constante. El error de prediccién en estas condiciones es estable si y sélo si los valores propios
de la matriz A estdn dentro del circulo unitario. En este caso se utiliza una ganancia constante £ debido
a la naturaleza invariante en el tiempo de la dindmica del error de prediccién. El diseno del predictor
para este tipo de muestreo puede abordarse mediante la asignacién de polos o utilizando técnicas LMI.
El siguiente ejemplo recoge el diseno utilizando la técnica de asignacién de polos.

3En este caso el valor eficaz coincide con la varianza
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Ejemplo 3.3.1. Retdmese el ejemplo[2.8.1 de la pdginal17, en el que se tenia un sistema inestable cuya

funcion de transferencia era
1

(s—=1)(s+3)

con un periodo de control de T = 0.1 segundos y un periodo de muestreo de Ty = 1.2 sequndos (N = 12).
Suponganse 4 situaciones de muestreo diferentes en las que el retardo es de dy = 2, do = 5, d3 = 10 y
d4 = 15 muestras, respectivamente. Si se disena un predictor para cada situacion con el objetivo de tener
unos valores propios entre muestras ubicados en 0.8Y, se obtienen los siquientes vectores de ganancias
(para cada proceso):

o, _ [1-1706 0, — [1:5900 0. _ [26276 0, _ [4:3335
L= 1105460 2 7 |1.4368|° 7 |2.3771|0 T4 T [3.9211|°

G(s) =

En la figural3.6 se muestra la evolucion del error de prediccion de salida en cada periodo de control, para
los 4 escenarios. Se observa que en todos ellos se lleva el error de prediccion a cero, con la diferencia de
que las prestaciones del predictor entre muestras se degradan conforme aparece un retardo mayor.

4
2 -
|
|
’8\ 1\
=] or o T T =t
3 - T
= | - - /= =
= -~ | -~ < !
I | - -
% | =
.g l '
o -2} | | .
2 |
£ ! '
=} \ |
8 AN i
2, 4l \ O Instantes de muestreo |
= N | ___ Retardo d1=2
5 \ I Retardo d,=5
= N . : _ . Retardo d,=10
= 6 \ | — - Retardo d,=15 i
=
o) \ |
A
\\ |
-8+ \ | —
N
I
_10 | | | | |
0 10 20 30 40 50 60

t (periodo de control)

Figura 8.6: Evolucién del error de prediccién (N = 12) para diferentes retardos.

|
Fl siguiente teorema recoge el diseno utilizando la técnica de las desigualdades lineales matriciales.

Teorema 3.3.1. Considérese el sistema (3.7) sin perturbaciones ni ruido de medida, y supdngase que
hay una medicion de la salida disponible cada N periodos de entrada y con un retardo de d periodos,
siendo d y N nidmeros enteros positivos. Para un p € (0,1] dado, supdngase que existen dos matrices
P=P cR™™" y X € R"*! tales que la siguiente desigualdad matricial se cumple

P (P — XcA_d) AN - (3.30)
T .
(P - XcA~?) AN) J2P ’
es decir, la LMI es factible. Entonces, si la ganancia del predictor se define como
L=P'X, (3.31)

el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge a cero de forma asintotica con un ratio
de decadencia menor que O
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Prueba 3.3.1. Introduciendo la ganancia (3.31) en la LMI (3.30), se puede escribir que

P P (I —tcA=4) AN P PA
“dy AN\T ( ) ) = { T 9 } = 0, (3.32)
(P (I—4£cA~4) AN) uw'P AP P
y aplicando los complementos de Schur se obtiene la condicién
A'PA—*P <0. (3.33)
Premultiplicando por E; y postmultiplicando por Ej se llega a
Ey 1 PEyy1 < i°E, PEy, (3.34)
que equivale a la condicién
Vi1 < 1V (3.35)

si V es la funcién de Lyapunov definida como Vy = E; PEj,. La estabilidad cuadratica queda probada
finalmente teniendo en cuenta que (3.30) implica que P > 0, y, consecuentemente, la funcién de Lyapunov
es definida positiva. |

Observacién 3.3.1 (Calculo de la ganancia del predictor). El disefio del predictor queda reducido a la
resolucién del problema de factibilidad (3.30) con solucionadores LMI esténdar, obteniéndose las matrices
P,y X. Uno de los solucionadores LMI més ampliamente utilizados convierte el problema de factibilidad
en un problema de minimizacién convexa de la forma

Minimiza ¢ sujetoa R —tI <0, (3.36)

donde R es una matriz que reune en su diagonal todas las matrices del conjunto de LMI. Si la LMI es
factible, el algoritmo de minimizacién para cuando encuentra un valor ¢t < 0%.

Las variables matriciales P y X deberian conducir a una tasa de decrecimiento de la funcién de
Lyapunov ligeramente mas rapida que la definida por p. Sin embargo, los algoritmos de minimizacién
tienden a encontrar un valor negativo muy grande para el valor ¢t en muy pocas iteraciones, resultando una
solucion que conduce a una dinamica del error de prediccién mucho mas rapida que la predeterminada por
. El comportamiento de este predictor tan rapido ante la presencia de ruido de medida no es adecuada en
general (porque se amplifica el ruido) y por tanto, la estrategia de diserio del predictor debe modificarse
para alcanzar una dindmica mas realista.

En el siguiente ejemplo se puede observar este efecto de amplificacién del ruido observando el valor
que toma [; en los casos en los que no hay retardo (I = 1 para d = 0), lo que significa que el ruido se
transmite directamente a la prediccion de la salida que se estd midiendo. O

Ejemplo 3.3.2. Retdmese el sistema de los ejemplos 2.3.1 y[3.53.1. Supdnganse 5 situaciones de muestreo
diferentes en los que el retardo es de dy =0, d1 = 2, do = 5, d3 = 10 y d4 = 15 muestras, respectivamente.
Si se disena un predictor en cada proceso con ayuda del teoremal3.3.1 (tomando p = 0.97) se obtienen
los siguientes vectores de ganancias (para cada proceso):

| 1 0 _ [1:2312 0, — 17202 0. _ [3:2271 0, — |41458
0= 10.9019] " "' 7 |1.1105]° "2 7 |1.5516]° 2T |2.9195]° 4 T |3.7513]°

Los walores propios de la dindmica del predictor entre muestras (valores propios de la matriz (I —
LcA=Y)AN) con cada diserio son:

0 0 0 0.0240 0.0202
Ao = {0.0059} » M= [—0.0208] Xk {—0.1379} » A3 = [—0.6190] M= {0.2556} '

Notese que cuando el retardo es menor, el procedimiento devuelve un predictor que asequra unos valores
propios menores y, por tanto, un predictor con una dindmica mds rdpida. En la figura 3.7 se muestra
la evolucion del error de prediccion de salida en cada periodo de control, para los 5 procesos. Se observa
que todos los procesos llevan el error de prediccion a cero, y también se puede observar la degradacion del
error de prediccion en bucle abierto en los procesos con mayor retardo.

Supongase ahora que aparece una perturbacion en forma de escalon de tamano 0.2 en el instante
t = 90. La dindmica del error de prediccion en este caso serd la indicada en la figura|3.8, donde se
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O Instantes de muestreo
. Retardod =0
__ Retardo d1=2
Retardo d2:5

Retardo d3=10

_ _ Retardo d4:15

e[t] (error de prediccién instantaneo)

-10 I I I I I
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t (periodo de control)

Figura 3.7: Evolucién del error de prediccién (N = 12) para diferentes retardos.

observa que el predictor no es capaz de atenuar dicha perturbacion, quedando patente en el elevado error
de prediccion que se comete entre muestreos.

Supdngase ahora que aparece un ruido en el sensor en forma de escalon de tamano 0.5 (en ausencia
de perturbacion) en el instante t = 70. La dindmica del error de prediccidn en este caso serd la indicada
en la figural3.9, donde se observa que el predictor de nuevo no es capaz de atenuar el ruido de medida,
provocando un elevado error de prediccion entre muestreos. La incapacidad de los predictores de atenuar
la perturbacion o el ruido de medida se debe a la dindmica casi de tiempo minimo (valores de N\ muy

bajos) obtenida con este método.
[ |

Si el sistema presenta una perturbacién v(7), y el dispositivo de medida introduce un ruido w(r), se
deben tomar en consideracion las estrategias de atenuacion de perturbaciones introducidas en §3.2.3 para
evitar la solucién de tiempo minimo. En las siguientes secciones se presenta un catalogo de predictores
donde cada uno de ellos tiene en cuenta diferentes caracteristicas en las perturbaciones y su efecto sobre
el error de prediccién cuando el muestreo es aleatorio con retardo variante en el tiempo.

3.4 Diseino determinista de predictores

3.4.1 Diseino de predictores para estabilidad nominal

Cuando se asume un muestreo irregular (Ny y dj varfan arbitrariamente con el tiempo), la dindmica del
error es variante en el tiempo, y ya no son vélidos los argumentos de estabilidad del apartado anterior.
En ausencia de perturbaciones, la dindmica del error de prediccion se reduce a

Ek A(Sk) Ekfh (337&)
e = CEk. (33713)
La condicién de estabilidad cuadratica es suficiente pero no necesaria para que un sistema variante en

el tiempo sea estable. Esto significa que un diseno planteado para cumplir con la estabilidad cuadratica
llevaria a una solucién muy conservadora, reduciendo el espacio de soluciones. Para que el sistema variante

4El comando feasp de la LMI Control Toolbox de MATLAB® resuelve este problema
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Figura 8.9: Evolucién del error de prediccién (N = 12) para diferentes retardos en

presencia de un ruido de medida en forma de escalon.

en el tiempo sea estable es suficiente que se cumpla la condicién de estabilidad policuadratica, definida
en §A.4 para el caso de un sistema variante en el tiempo dependiente de un pardmetro. En esta seccién
se considera que la secuencia de escenarios de medicién puede ser cualquiera.
El siguiente teorema presenta el diseno del predictor que asegura estabilidad policuadratica.
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Teorema 3.4.1. Considérese el sistema (3.7) en ausencia de perturbaciones y ruido de medida (v =0
yw = 0), y supdngase que hay una medida disponible con un retardo dy cada Ny periodos, con dy y
Ny pertenecientes a los conjuntos (3.1) y (3.3), respectivamente, habiendo ns escenarios de muestreo sy,
posibles. Para un i € (0,1] dado, si evisten unas matrices P(sy) = P(sg)" € R™™, Q(s1) € R™™,
X (s1) € R™*! tales que la siguiente desigualdad lineal matricial paramétrica (PLMI)

Q(s1) + Q(s)" — P(s) (Q(s1) = X (sp)cA™0r)) AN

(Q(s1) — X (sg)cA=de)) sz(sk))T 2P (s1) =0, (3.38)

se cumple para cualquier secuencia de muestreo {sy}, entonces, si la ganancia del predictor se define en
funcion del pardmetro de muestreo como

£(s) = Q(sk) " X (s), (3.39)

el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8)) converge a cero de forma asintdtica con un ratio
de decadencia menor que i € (0,1]. O

Prueba 3.4.1. Si se introduce la ganancia (3.39) en la LMI (3.38), la desigualdad puede escribirse como

Q(sk) + Q(Sk)T — P(sy) Q(s1)A(sy)
Alse) Q(s)" W2 P(s_y) | Y (3.40)

La condicién Q(si) + Q(sx)" — P(si) = 0 implica que Q(sy) es no singular, y ademds, se cumple la
siguiente desigualdad matricial

T

(P(sk) — Q(sk))P(sk) " (P(sk) — Q(sx)) =0,

y por tanto
Q(sk) + Q(sk) — P(sk) 2 Q(sx)P(sk) ' Q(sk) " (3.41)
Aplicando esta condicién a (3.40) y tomando complementos de Schur se obtiene la condicién
A(sp)" P(si)A(s) — > P(sp_1) < 0. (3.42)

Si se multiplica esta expresion por la izquierda por E;_l y se multiplica por la derecha por Fj_; se tiene
la desigualdad
E, P(sp) By < p* E;_, P(s_1) Ex 1
Definiendo la funciéon de Lyapunov paramétrica como
V(Ek, Sk) = E]: P(Sk) Ek,
la condicidn (3.42) es equivalente a
V(E, s1) < > V(Ej—1, 85-1).
La estabilidad policuadratica queda finalmente probada teniendo en cuenta que la PLMI (3.38) implica
claramente que P(sy) > 0. [ |

Observacion 3.4.1. En general, si los escenarios de muestreo se alternan de forma aleatoria, el nimero
de secuencias {s;_1, i} diferentes asciende a n%, y la resolucién de la PLMI (3.38) equivale a la resolucién
del conjunto de LMIs
Qi) + Q)" — P(i) (Q) — X (i)eA™ D) AND
((Q(i) — X (i)cA™"™) ANM) 1> P(j)
Y(i,j) € {1,...,ns} x {1,...,ns}, siendo P(i) = P(i)" € R™", Q(i) € R™", X(i) € R"*!, las

variables matriciales del problema LMI. La ganancia del observador vendra dada por

(i) =QH) ' X (i), i=1,...,ns.

=0, (3.43)

O

Observacién 3.4.2. El teorema|3.4.1/ también es valido para muestreo regular con N = N y d, = d
constantes. En ese caso sélo hay un posible valor del pardmetro de muestreo (s = 1), con lo que la
LMI (3.40) se reduce a (3.30). O

Tal y como muestra la observacion [3.3.1, y el ejemplo[3.3.2, la dindmica resultante con este método
es muy rapida y, por tanto, si el sistema presenta perturbaciones y ruido de medida, se deben tomar
en consideracién las estrategias de atenuacién de perturbaciones introducidas en §3.2.3. Esto lleva a los
disenos que se muestran a continuacién.
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3.4.2 Diseno de predictores H,

El siguiente teorema recoge el diseno de predictores estables que minimizan la cota del error en las
situaciones S1, S2 y S3 descritas en la pdgina [31.

Teorema 3.4.2 (Atenuacién Hy,). Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7) y supdngase
que hay una medida disponible con un retardo dy cada Ny periodos, con dy y Ny pertenecientes a los
conjuntos (3.1) y (3.3), respectivamente, habiendo ns escenarios de muestreo s posibles. Para unas
Yo,Yw > 0 dadas, supdngase que existen unas matrices P(sy) = P(sy) € R™", Q(sx) € R™™,
X (s1) € R™*! tales que

Q(sk) + Q(sk)" — P(sk) M 4(sk) Mp(sk)
M (sp)" P(sp_1)—c'c 0 =0, (3.44)
Mp(sg)" 0 2

para cualquier secuencia de muestreo {si}, siendo

My(s) = (Q(sk) - X(sk)cA_d(s’“)) AN (3.45a)
MB<5k) = [Q(Sk) 7X(5k)c 7MA(Sk) 7X(Sk)} (345]:))
%
T = . . (3.46)
Ve
Tw (3n+1)

Entonces, definiendo la ganancia del predictor en funcion de la situacion de muestreo como £(sy) =
Q(sx) 1 X (sg), el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) es estable en ausencia de pertur-
baciones y, bajo condiciones iniciales nulas,

lel3 < 7o llvnllz + i llwi 3. (3.47)
O

Prueba 3.4.2. Como la LMI (3.44) implica obviamente que

Q(sx) + Q(sr)" — P(s1) . (Qsk) — X (s)e AR AN ()
((Q(sk) - X(sk)cA*d(S’“))AN(S’“)) P(sp_1)
0 O
- [0 CTC] -0,

y teniendo en cuenta que

0O O
s | =
[O c c} =0,
entonces se cumple la PLMI (3.38) (con p = 1) y el predictor converge asintéticamente a cero (teore-

ma 3.4.1)).
Aplicando la condicién (3.41) en la PLMI (3.44) e introduciendo la ganancia (3.39), se obtiene la

expresion

Q(s)P(sk)'Q(sk)"  Q(sk)Alsk)  Q(sr)B(sy)
A(s:)" Q(sp)" P(s;_1)—c'c 0 = 0. (3.48)
B(Sk)TQ(Sk)T 0 F2
donde se ha tenido en cuenta que
Ma(sk) = Q(sk) Alsi),
Mp(si) = Q(si) B(sk)
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Aplicando los complementos de Schur sobre la matriz en (3.48)) es facil comprobar que se cumple la LMI

A(Sk)TP(Sk)A(Sk) — P(Sk_l) + CTC A(fk)TP(Sk)B(Sk) <0
B(Sk) P(Sk)A(Sk) B(Sk) P(Sk)B(Sk) - F2 '
Multiplicando esta desigualdad por [E,Z_1 V; w,:] por la izquierda y por su traspuesta por la derecha se
tiene que
v

2
E,P(s;)Ex — E_P(sp_1)Ep_1 +e,_1€r_1 — ﬁvkvk — 2w wy < 0. (3.49)

Asumiendo un error de prediccién inicial nulo (Fy = 0) y sumando de k =1 a k = K se tiene que

K 2
ExP(sk)Ex + Z <€k1€k—1 - ;—”Vkvk - ’yiwkwk) <0, (3.50)
k=1 "

donde se ha tenido en cuenta la dindmica del error de prediccién (3.26). Como P(s;) > 0, entonces
B P(six)Ex = 0, llegandose a

K 2
Z (62—1616—1 - ;*;V;Vk - ’Yiw;wk) < 0. (3.51)
k=1

Cuando K tiende a infinito se obtiene la norma /5 de las senales cumpliéndose que
lexllz < vallokll3 + v lwell3,

donde se ha tenido en cuenta que la norma [[Vy[[2 es 3n veces mayor que [vg|l2 porque el vector Vi,
contiene 3n valores de la historia de la sefial v[t] segin (3.23) (véase capitulo §]).
|

Observacion 3.4.3. Si se consideran conocidas las normas ¢, de las perturbaciones, se puede minimizar
la cota superior de |leg||2 minimizando la suma

Yelloll + o w13
a lo largo de todas las variables v, Y, P(sk), Q(sk), X (sr) que satisfacen la LMI (3.44). O

Observacién 3.4.4 (Célculo de la ganancia del predictor que maximiza la atenuacién). La minimizacién
indicada en la observacién anterior se puede resolver utilizando solucionadores LMI estandar. Para ello se
deben definir 42 y 72 como variables matriciales (de tamafio 1 x 1) y resolver el problema de minimizacién

de la forma
Minimiza h'ax sujetoa M(X) <0, (3.52)

donde h es un vector constante, X denota las variables matriciales, & es un vector con todas las compo-
nentes de X, y M (X)) representa las matrices del problema LMI?. Si 72 y 42 son las tltimas componentes
del vector x, entonces el vector h tendrd la forma

R =100 ... 0 [lvell3 [lwxll3).
O

Observacién 3.4.5. Para realizar la minimizacién anterior es necesario conocer el valor de ||vg||2 (norma
¢y de la perturbacién al periodo variante NiT'). Sin embargo, es mas frecuente tener una estimacién de
|lv[t]]]2 (norma ¢5 de la perturbacién a periodo T'). El valor ||vg||2 se puede relacionar con ||v[t]||2 mediante
la relacién

lo[e]3 = > ol = Y Ny of, (3.53)
t=0 k=0

donde se ha aproximado la energfa de la senal v[t] acumulada entre muestreos (de t;_1 a t;) como Ny

veces el valor de v,%:
123

> vt & N o} (3.54)

t=tr—1

5El comando mincx de la LMI Control Toolbox de MATLAB® resuelve este problema
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Si Nj es constante (muestreo bifrecuencia) la relacién (3.53) queda
o0

[welll3 ~ N> v =N [loxll3,
k=0

con lo que se puede calcular un valor aproximado de [|vg||e mediante

v iEll3
||Uk?||§ ~ N 2‘

Sin embargo, si Ny es variante ya no puede aplicarse la relacién anterior. En este caso se tiene que obtener
una expresion que aproxime el valor de ||vg||2 a partir del valor conocido de |[v[t]||2. Si se tiene en cuenta
la independencia entre las variables Ny y vy, v se toman esperanzas matematicas en (3.53), se llega a

E{llolt]lI3} = Y E{Nx} E{vi}
k=0

de donde se puede obtener un valor aproximado de ||vg||2 como

o113
lonlfg ~ TG

siendo N = £{N}.} el valor medio de Nj. O

Observacién 3.4.6. Bajo las mismas hipdtesis que el teorema 3.4.2, y si se suponen conocidas las normas
RMS (o valor eficaz) de las perturbaciones, se puede minimizar la cota superior ||eg||rars minimizando
la suma

Yollvwllznrs + Vallwellzrs
alo largo de todas las variables vy, Y, P(sk), Q(sk), X (sk) que satisfacen la LMI (3.44). Para demostrarlo
témese la ecuacién (3.51) de la demostracién del teorema 3.4.2 y dividase por K, llegando a
lexllFears < 7o llvwlFears + v llwrll fass-

La minimizacién se puede realizar como se ha indicado en la observacion[3.4.4, tomando en este caso

h' =10 ... 0 Jlonlfears llwnlfears):

O

Observacién 3.4.7. Para realizar la minimizacién anterior es necesario conocer el valor de ||vg| ras
(valor eficaz de la perturbacién al periodo variante NiT'). Sin embargo, es mds frecuente tener una esti-
macién de ||v[t]|| gas (valor eficaz de la perturbacion a periodo T'). El valor ||vg||rars se puede relacionar
con ||v[t]||rars de forma aproximada mediante

L1
lo[t)|%ars = dim ;UW ~ i o T Z Njo?, (3.55)

siendo T el nimero de muestras necesarias para abarcar el mismo tiempo que abarcan T actualizaciones
de la accién de control, y donde se ha considerado de nuevo la aproximacién (3.54). Si Ny es constante
(muestreo bifrecuencia) la relacién (3.53) queda

T

N I
[vft ]”RMS ~ hm I Z “1% TO_}OO Ty Z Uk = ”vk”RMSv
k=0

yva que T'= N Tj. Si N es variante, la relaciéon (3.55) se puede aproximar mediante

T

N d
[0t s ~ Th_rféo T 2 vip = lim kz i = lvellBars

donde se ha tomado que el valor esperado del niimero de muestras necesarias para abarcar 1" actualiza-
ciones es T'= N Ty, siendo N = E{Ny} el valor medio de Ny.
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Por tanto, la mejor aproximacién del valor eficaz de la sefial vy, (a periodo variante) es el valor eficaz
de la senal v[t] (a periodo constante):

vkl rars = ||[v[t]|| Rass-

Ejemplo 3.4.1. Considérese el sistema
10

G(s) = =205 7 80

cuya entrada se actualiza a periodo T = 0.05 sequndos. Supdngase un muestreo variante en el tiempo
cuyo numero de periodos intermuestreo N, y cuyo retardo variante dy varian dentro de los conjuntos

N ={10,11,12,13, 14,15}, D ={0,1,2}.
Supongase también que se tiene una perturbacion y un ruido aleatorios con un valor eficaz de
lv[t]| rars = 57.7- 1073, llw[t]|| rars = 0.291.

Se disenia un predictor Hoo mediante la técnica expuesta anteriormente (teorema 3.4.2) y un predic-
tor diseniado para cumplir con la estabilidad nominal (teorema 3.4.1). En la figura 3.10 se muestra un
detalle de la evolucion de la salida del proceso y de las salidas estimadas con cada método, obtenido me-
diante simulacion. Se observa que el predictor disenado para estabilidad nominal tiene un mayor error

2 - -
—— Salida del proceso .
Prediccion disefio para estabilidad B <
15 _ _ Prediccion disefio H_| -7
\ O Instantes de muestreo

1]

>

ylt],

60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

t (periodo de control)

Figura 3.10: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos.
N ={10,...,15}, D = {0,1,2}.

de prediccion que se acentia en los instantes de medicion debido al ruido de medida. En la simulacion
realizada se ha obtenido un error de prediccion con el predictor disenado para estabilidad nominal de
le[tll|rars = 94.7 - 1073, mientras que con el diserio del predictor para atenuacion Heo este error se ha
reducido a ||e[t]||rars = 57.5 - 1073, |

Noétese que, a pesar de que el disefio Hoo se realiza para minimizar la cota del error |lex| en los
instantes de muestreo, es interesante estudiar el error de prediccién en todos los periodos (|le[t]||), ya
que ayuda a estudiar la bondad de la prediccién en los instantes en los que se esta prediciendo en bucle
abierto.
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Observacion 3.4.8. Si se tienen perturbaciones persistentes pero no se conoce su valor eficaz, es necesario
proceder de forma diferente para disenar un predictor que acote el valor eficaz del error de prediccion. La
idea es que si una senal es persistente, para un intervalo k = 1, ..., K dado se puede establecer una cota
de la energia acumulada como

K 2
Yo T T
§ (MVICVI@ + %iwkwk> <K (villoellze + v llwellZ) - (3.56)
k=1

Notese que la igualdad se alcanza cuando la perturbacién es de tipo escalon. Con esta aproximacién, es
posible obtener una cota del valor eficaz del error de prediccién ||ex||ras si se minimiza la suma

o lvell3e + i lwr I3

a largo de todas las variables v, Y, P(sk), Q(sk), X (si) que satisfacen la LMI (3.44]). Para demostrar-
lo, retémese la demostracién del teorema [3.4.2, de manera que (3.51) en combinacién con la aproxi-
macion (3.56) lleva a

K

1

= (ehmren1) < loelZs + 72 ol
k=1

lerlZars < vollvrllZe + villwellZ- (3.57)

En el limite cuando K tiende a infinito se tiene que

lerFars < vallvwlae + v lwkll3.

Noétese que para un caso general en el que las perturbaciones no son del tipo escalén, la aproximacién (3.56)
lleva a un disenio muy conservador, mientras que si las perturbaciones son de tipo escalén, este diseno
coincide con el de la observacién 3.4.6. La minimizacién anterior se puede realizar como se ha indicado
en la observacion [3.4.4] tomando en este caso

R =00 ... 0 JloelZ [lwrllZ)-

]

Observacién 3.4.9. Si se conoce el valor de pico (norma f«,) de la perturbacién v[t] (es decir, ||v[t]||oc)s
se puede asumir este valor como el valor de pico de |lvg|| ya que, al ser el muestreo variante, no se puede
especificar si el valor mdximo de v[t] se da en los instantes de muestreo o no. De esta forma, se puede
tomar la aproximacién

[oklloo = 0[] ]loo,

que permite obtener una solucién que minimiza el efecto de la perturbacién ain cuando el valor maximo

no se produce en los instantes de muestreo. Si la perturbacién es en forma de escalén la aproximacion
anterior se convierte en una igualdad,

[vklloo = llv[t]lloo-

O

En el ejemplo anterior se ha tratado un proceso en el que las perturbaciones eran de naturaleza

aleatoria y se ha expuesto que la técnica también era valida para el caso en el que las perturbaciones eran

constantes. Si embargo es usual encontrarse con procesos que combinan ambas problematicas, presentando

una perturbacion constante y un ruido de medida aleatorio de media cero. En estos casos, teniendo en

cuenta que una perturbacién constante tiene un valor eficaz igual a su norma ¢, se puede tratar el

problema como si de dos senales aleatorias de valor eficaz conocido se tratara. El préoximo ejemplo muestra
esta problematica.

Ejemplo 3.4.2. Retomese el sistema del ejemplo|3.4.1 con un muestreo definido por los conjuntos
N =1{3,4,5,6}, D=1{0,1,2}
Considérese ahora que el sistema estd afectado por una perturbacion en forma de escalén acotada por

[o[t]floc = 0.4,
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y por un ruido de medida aleatorio de media cero con un valor eficaz de
||w[t} HRMS = 0.09.

Se disena un predictor en bucle abierto, que no tiene en cuenta las mediciones, y un predictor Heo a
partir de las cotas de la perturbacion y el ruido de medida. Si se hace una simulacion del proceso y las
predicciones con las perturbaciones definidas, se obtiene la evolucion mostrada en la figural3.11, donde
se observa la mejora conseguida con el predictor Ho, con respecto del predictor en bucle abierto. En la

—— Salida del proceso
5r- Prediccion en BA 7
_ _ Prediccion H,

O Instantes de muestreo

[¢]

>

ylt,

280 290 300 310 320 330 340
t (periodo de control)

Figura 3.11: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos.
N ={3,...,6}, D =1{0,1,2}. Perturbacién y ruido en forma de escalén

simulacion realizada se ha obtenido un error de |le[t]||rars = 399-1072 para el predictor de bucle abierto,
y un error de ||e[t]|| rars = 217 - 1072 para el predictor Heoo. [ |

3.4.3 Diseio de predictores H,

Si las perturbaciones son ruidos blancos de media cero se puede plantear el disenio desde el punto de vista
de la norma Hsy para acotar el valor eficaz del error de prediccién (situacién S1 descrita en la pagina 31).

Teorema 3.4.3. Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7) y supdngase que hay una medida
disponible con un retardo dy, € D cada N, € N periodos, habiendo ns escenarios de muestreo s, € S
posibles. Supongase que la perturbacion y el ruido de medida son ambos ruidos blancos de media cero y
varianza o, Y 0y, respectivamente. Para unas vy, v, > 0 dadas, supdngase que ezisten unas matrices

P(s) = P(s1)" € R™™, Q(s) € R™™, X (s;) € R™*! tales que

Q(sk) +Q(s)" — P(sy) Ma(s1)

{ Ma(sy)" P(sp_1) —c' c} ~0 (3.58a)
Qsi) +QUsn) ~ Pls) Ma(si)

{ k MB(zk)T ' ?‘2 ' } =0 (3.58b)

para cualquier secuencia de muestreo {s}, donde Ma(s;) y Mp(sy) vienen dads por (3.45). Entonces,
definiendo la ganancia del predictor en funcion del valor del pardmetro de muestreo como £(sg) =
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Q(s1) "t X (s1), el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge asintéticamente a cero en
ausencia de ruido de medida y, bajo condiciones iniciales nulas,

lexlznrs < Voos + vaos,. (3.59)
O

Prueba 3.4.3. La estabilidad del predictor queda probada aplicando los mismos argumentos que en el
teorema anterior con la LMI (3.58a).

Toémese ahora la funcién de Lyapunov Vi, = E;P(sk)Ek. El valor esperado de la funcién de Lyapunov
en un instante k es

E(W} = E{E, P(s)Er}
=& { (A(Sk)Ekl + B(sk) m’j ) T P(sp) (A(sk)Ekl + B(sk) [W’“D }

Wy

Wi

: : vl . %
_ {Ek,lA(sk) P(sk)A(sk)Ek,l} +& { {wﬂ B(sy) P(s)B(sk) [ ’“} } (3.60)
donde se ha tenido en cuenta que el producto cruzado

e {m At PeoBesn | F] b =& (B A Peosofe{[ 1] <o

k Wy

es nulo debido a la independencia de Fj_1 con Vi y wg, y que el valor esperado de las perturbaciones es
cero.
Utilizando la condicién (3.41) en la LMI (3.58a) y aplicando los complementos de Schur se tiene que

A(s) P(si)A(sk) — P(sp—1) + ¢ c.
Premultiplicando y postmultiplicando esta expresién por E,Ll v Fi_1 se tiene que
Eyp-1A(sk) P(sp)A(sk)Ey—1 — Ej_1P(s)Ex—1 + e_jex—1 < 0.

Si se calcula la esperanza matemaética de esta desigualdad y se aplica el resultado (3.60) se tiene que

V] v
£}~ EVh1) + e rens < € { ] B PesoBe0 [ } . @61
Utilizando la condicién (3.41) en la LMI (3.58b) y aplicando los complementos de Schur se tiene que
B(Sk)TP(Sk»)B(Sk) .

Introduciendo este resultado en (3.61) se llega a

EVY — EMVe 1} el jen s <€ { DU/’“] ‘p2 [W} } , (3.62)

k Wk

y teniendo en cuenta el teoremalA.3.3
T T 2
£ { [V’“] I [V’f} } —tr (r% { [V’“} [V’“] }) = 23002 44202,
W W Wk Wk 3n

EWVL} — EWVio1} + eprenm1 < Y202+ 7202 (3.63)

Sumando esta expresion de k =1 a N y asumiendo condiciones iniciales nulas se obtiene

se tiene que

N
E(VN}+ Y errex1 < N(2on +v200).
k=1
Como P(sy) = 0, entonces E{Vy} > 0. Tomando el limite cuando N tiende a infinito se llega finalmente

a
N

, T - 2 2 2, 2 2
lim — E €p—1€k—1 = ||6k||RJVIS < Y0y T YO w-
N—oco N —
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Observacion 3.4.10. Si se consideran conocidas las varianza de las perturbacion y del ruido de medida,
se puede minimizar la cota superior de ||ex||rars minimizando la suma

2 2, 2 2
FYUO-'U+FYU]O.U}

a lo largo de todas las variables v,, Yu, P(sk), Q(sk), X (si) que satisfacen las LMI (3.58). La mini-
mizacion se puede realizar como se ha indicado en la observacion|3.4.4, tomando en este caso

T

h'=[0 ... 0 ¢ o2].

Ejemplo 3.4.3. Considérese de nuevo el ejemplo|3.4.1 con el muestreo definido por
N ={3,4,5,6}, D =1{0,1,2}.

Si el sistema estd afectado por una perturbacion y un ruido de medida aleatorios, ambos con media cero
y varianza o, = 0.175 y o, = 0.116, se puede aplicar la técnica de disenio basada en la atenuacion
Ho. Si se aplica este disenio y se realizan miltiples simulaciones se obtiene un valor eficaz del error de
lle[t]llrars < 0.18, mientras que la cota obtenida con la metodologia de la atenuacion Heo (tomando
[t ras = 0w y |[wt]llrms = ow) es de |le[t]||rms < 0.20. Esto indica una reduccion de la cota del
error con el diseno Hy del 10% con respecto al diseno Heo. Esta reduccién se ha producido gracias al
conocimiento de que las perturbaciones eran de media cero. |

Ejemplo 3.4.4. Considérese ahora en el ejemplo anterior que se tiene una perturbacion constante de
valor |[v[t]llcc = 0.4(= |[v[t]llrms) y un ruido aleatorio con media cero de wvalor eficaz ||w[t]||rpms =
0w = 0.115. Con estos valores se aplica tanto la técnica de atenuacion Ho como la técnica Hy, obtenién-
dose en el caso de diseno Ha un error definido por |e[t]||rams = 0.27 y con el diserio Hoo un error de
lle[t]|rars = 0.22. Con estos resultados se observa que el diserio Ha devuelve peores resultados debido a la
consideracion erronea de que la perturbacion es un ruido blanco como se puede observar en la simulacion
de la figura 3.12. [ |

3.4.4 Diseio de predictores H,

El siguiente teorema recoge el diseno de predictores estables que minimizan la cota del maximo valor
absoluto del error frente a perturbaciones y ruidos de energfa finita (situacién S3 de la pagina[31).

Teorema 3.4.4. Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7) y supdngase que hay una medida
disponible con un retardo dj, € D cada N;, € N periodos, habiendo ns escenarios de muestreo s, € S
posibles. Para unas v,,v, > 0 dadas, supdngase que existen unas matrices P(s) = P(sk)T e R™*",
Q(sp) € R™™, X (s;) € R™™! tales que

Q(sk) + Q(si)" — P(sk) Ma(sk) Mp(sk)

M 4(si)" P(s_1) 0 (3.64a)
Mp(si)" 0 2
P(s;) —c ¢ >0, (3.64b)

para cualquier secuencia de muestreo {s}, estando My (sy) y Mp(sk) definidas por (3.45). Entonces,
definiendo la ganancia del predictor en funcion del valor del pardmetro de muestreo como £(sy) =
Q(s1) "t X (sy), el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge asintdticamente a cero en
ausencia de ruido de medida y, bajo condiciones iniciales nulas,

lerllZe < A2llorll3 + 7 llwel3. (3.65)
O

Prueba 3.4.4. La estabilidad asintética del predictor queda asegurada ya que si la PLMI (3.64a) se
cumple también lo hard la PLMI (3.38). Utilizando la condicién (3.41) en la LMI (3.64a) y aplicando los
complementos de Schur, se tiene que

2
EyP(s)Ex — Ep_ P(sp_1)Ep_1 < ;—n VIV +~2 whwy.
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T T

- —— Salida del proceso
5r AN Prediccion H_| 1
— - Prediccion H,

O Instantes de muestreo

t (periodo de control)

Figura 3.12: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos.
N ={3,...,6}, D ={0,1,2}. Perturbacién escalén y ruido de medida
aleatorio

Considerando condiciones nulas y tomando sumatorio en ambos lados de la desigualdad de 1 a K se tiene
que

K 2
EiP(sk)Ex < (% V,V, +42 w;wk> . (3.66)
— 3n

Si se multiplica la PLMI (3.64b) por la izquierda por E; y se multiplica por la derecha por Ej se tiene
que
ExP(sg)Ex > Exc cEg = epex. (3.67)

Con esto, la desigualdad (3.66)) lleva a
K 2
exer < Z (?)TUL Vi Vi +72 w;wk> .
k=1
Tomando K como el instante en el que el error se hace maximo, y teniendo en cuenta que
iﬁVTVJr?T it KﬁVTV 2w,

para cualquier K, se llega a la cota expresada en (3.65). |

Observacion 3.4.11. Conocida la norma ¢ de las perturbaciones, se puede disenar el predictor que
minimiza la norma |/e;||s haciendo una minimizacién de la suma

YVallvell3 + v llwx 13

lo largo de todas las variables 7, Vi, P(sk), las variables 7, Y, P(sk), Q(sk), que cumplen la LMI (3.64).
La minimizacién se puede realizar como se ha indicado en la observacién|3.4.4, tomando en este caso

T

h' =10 ... 0 [loell3 flwell3].
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3.4.5 Diseno de predictores ¢,

Si se conocen unicamente las cotas /., de la perturbacion y el ruido de medida y se desea acotar el error de
prediccién en amplitud (norma £, ) hay que plantear el problema de minimizacién con unas restricciones
diferentes a las planteadas en los apartados anteriores. El siguiente teorema muestra el diseno del predictor
que minimiza la amplitud del error de prediccién frente a perturbaciones de cota de amplitud conocida
(situacion S2 de la paginal31)°.

Teorema 3.4.5. Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7) y supdngase que hay una medida
disponible con un retardo dy, € D cada N, € N, habiendo ns escenarios de muestreo s, € S posibles.
Supdngase que para unos v, v, dados, existen unas matrices P(sy) = P(s;)" € R™", Q(si) € R"*",
X (sx) € R™! y unos escalares )\, &,,€, € RT tales que

X €]0,1] (3.68a)
Q(sk) + Q(s)" — P(sk) M 4 (s1) Mg (sg)
My (sp)" (1 =N P(sp_1) 0 =0, (3.68Db)
Mg (si)" 0 Y?
AP(S% —cc - ?‘r2 - 0, (3.68¢)

para cualquier secuencia de muestreo {sy}, con

2
€ U

3n

Wl m
Skw

2
€uwl (3n41)

y Ma(sk) y Mp(sg) dadas por (3.45). Entonces, definiendo la ganancia del predictor como £(sp) =

Q(sk) 1 X (sk), el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge asintética a cero con una
tasa de decrecimiento minima de 1 — X en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones iniciales nulas,

llerllZe < v llvellZe + 7o lwi 3 (3.69)
O

Prueba 3.4.5. La prueba de este teorema es similar a la del teorema [3.4.2. La estabilidad asintética
del predictor queda asegurada ya que si las PLMIs (3.68a) y (3.68b) se cumplen también lo hard la
PLMI (3.38), con p=1— A\

Utilizando la condicién (3.41) en la LMI (3.68b) y aplicando los complementos de Schur, se tiene que

62

E;P(Sk)Ek — Ek—lp(sk—l)Ek—l + /\Ek—IP(Sk—l)Ek—l — 3*71; V;Vk — 63} w;wk < 0. (3.70)
Definiendo las nuevas variables

Vk - E;P(Sk)Ek

2
€ T T
v 2
Wp = 73n ®k®k+swwkwk7

se puede ver que la expresion (3.70) equivale a una inecuacién en diferencias de la forma
Vi — (1 — )\)kal < Wk, (3.71)

correspondiente a un sistema de primer orden de entrada wy, y salida Vi. Tomando la entrada de mayor
amplitud posible definida como

lwklloo = €3 ol + €%, llwll

6La formalizacién LMI de esta norma sélo se ha encontrado para el caso continuo en [9], y para el caso discreto en [10],
aunque esta formulaciéon no permite tratar la LMI con las herramientas estandar. La formulacién que aqui se presenta si
que permite tal tratamiento.
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se puede obtener el maximo valor Vi como el instante en el que Vi, = V,_1 con lo que se llega a
AV < wi < |wi]oo-

Deshaciendo los cambios de variable se tiene que

1
E; P(s1)Ey, < X (€3 llorllZe + €% lwellZ) - (3.72)

Multiplicando la expresion (3.68¢) por [E; W,TC w;] por la izquierda y por su traspuesta por la derecha
se tiene que

2 _ 2
—€
erer < AELP(si)Ej + %V,’Cvk + (12 — €2 Ywpw. (3.73)
Teniendo en cuenta (3.72) se llega a
T 2 2 2 2 Vo —Ea T 2 24,7
Exer < € ||vk||oo + €&y HwkHoo + v3n vvkvk + (’Yw - Ew)wkwk7

con lo que, teniendo en cuenta que
T 2
Vka < 37L||’Uk||oo

wpwi < [lwi ]

se llega a
T
exer < 7y llowllZe + 7 llwnlZ-
|

Observacién 3.4.12. Conocida la norma £, de las perturbaciones, se puede minimizar la norma /e || oo
haciendo una minimizacién de la suma

V2 llvkllZe + 72 lwkl|Z

a lo largo de todas las variables 7, vu, A, P(sk), Q(sk), X (sr) que satisfacen la LMI (3.68). La mini-
mizacion se puede realizar como se ha indicado en la observacion|3.4.4, tomando en este caso

R =00 ... 0 JloglZ [lwrll3]-

O

Observacién 3.4.13. Nétese que el conjunto de desigualdades anterior (3.68) no forman un problema
PLMI (lineal) porque la variable A entra de forma no lineal en el término A P(sy) que aparece en (3.68b)
y (3.68c). Asi pues, para obtener la cota superior infima de |leg||, se ha de minimizar ||eg| o también a
lo largo de A €]0, 1[, lo que implica resolver otro problema de minimizacién encadenado con el anterior.
O

3.5 Diseio estocastico de predictores

En el diseno de predictores de la seccion anterior se asegura, en ausencia de perturbaciones, un de-
crecimiento mondétono del error de prediccion. También asegura, bajo condiciones iniciales del error de
prediccion nulas, cudl es la cota de la norma del error de prediccién. Todo ello se asegura para cualquier
secuencia posible que pueda tomar el parametro de muestreo.

Sin embargo, esta secuencia de muestreo puede que siga cierto modelo probabilistico. En este caso, si
se conocen las propiedades estadisticas se pueden derivar disenos menos restrictivos que los de la seccion
anterior, en los que se asegure el decrecimiento del error de prediccién en valor medio o la cota esperada
de la norma del error de prediccion. En este trabajo se asume que la secuencia de muestreos sigue el
modelo de una cadena de Markov.

Definicién 3.5.1 (Cadena de Markov). Una cadena de Markov es una coleccién de variables aleatorias
{sx} (k = 0,1,...) que tienen la propiedad de que, dado el presente, el futuro es condicionalmente
independiente del pasado. Expresado de forma matematica,

P{Sk =j|$0 = io,Sl = i1,...,8k_1 = ik—l} = 'P{Sk :j|8k_1 = ik—l}-
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Definicién 3.5.2 (Probabilidad de transicién). Se define la probabilidad de transicién
aij = P{sk = jlsk—1 =i},

como la probabilidad de que aparezca la muestra k con un escenario definido por s = j condicionado a
un escenario s,_1 = 4 en la ultima muestra. O

Cuando se trabaja con una red de comunicaciones, esta distribucion de probabilidades se puede obtener
analizando el funcionamiento del microprocesador que se encarga de las transmisiones o analizando el
funcionamiento de la red. A continuacién se presentan los teoremas que permiten minimizar el error de
prediccién esperado.

3.5.1 Diseno de predictores para estabilidad nominal

El siguiente teorema muestra el diseno de predictores estables que aseguran la convergencia en valor
medio de un proceso cuya distribucién de probabilidades de transicién es conocida.

Teorema 3.5.1. Considérese el sistema (3.7) en ausencia de perturbaciones y ruido de medida (v =0
and w = 0), y supdngase que hay una medida disponible con un retardo dj, € D cada Ny € N periodos,
habiendo ns escenarios de muestreo s, € S con probabilidad de transicion o;; conocida. Para un p €
(0,1] dado, supdngase que existen unas matrices P(i) = P(i)" € R™™, Q(i) € R™*", X (i) € R™*!,
(i=1,...,ns) tales que la siguiente LMI

(Q() - X(l)cA—d(l)) AN

|
|

Q@) : ~0,i=1,...,ns (3.74)
|

,,,,,,,,, (Qns) — X (ng)eA=1(s)) AN(e)
x k! p2P (i)
o Q) +Q(1) —a;P(1) 0
Qi) = , (3.75)
0 Q(ns) + Q(ns)" — aing P(ns)

se cumple. Entonces, si la ganancia del predictor se define en funcion del valor del pardmetro de muestreo
como

(i) =Q>) ' X (i), i=1,...,ns, (3.76)
el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge a cero de forma asintética con probabilidad
uno y con un ratio de decadencia medio menor que L. O

Prueba 3.5.1. Para asegurar la estabilidad asintdtica con probabilidad uno se hace uso de una funcién
de Lyapunov cuadratica paramétrica y se analiza el valor esperado de su diferencia entre dos muestras
consecutivas. Tomando la funcién de Lyapunov

V(Ey, si,) = E P(s)Ej,
el valor esperado de la diferencia es
E{AV|sp_1 =1} = E{V(Ek, sx) — V(Ek—1, Sk—1)|Sk—1 =i}
—¢ {E;P(sk)Ek B P(s5-1)Ep_1|s1_1 = z}
—¢ {E;,IA(sk)TP(sk)A(sk)Ek,l|sk,1 = z} B} P()E)_,.

Utilizando las probabilidades de transmisién («;;) para calcular la esperanza se tiene que

E{AVlsemr =i} = Y auy (1 AG) PU)AG) Eimr ) — Bl P() By

=i | Lo (A6 PUGIAG)) = P) | Bxr.
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De la ultima igualdad es obvio que para asegurar la convergencia asintética en valor medio es necesario
que

ns
> aiy (AG) PG)AG)) - PG) <. (3.77)
j=1
Por otra parte, si se introduce la ganancia (3.76) en la LMI (3.74), la desigualdad puede escribirse
como
- QA1)
Q(i) 1 : (3.78)
o L 1QEg)Ams)
A1)'Q(M)" - Alns)' Q(ns) | pPP(i)
La condicién (3.41) se puede aplicar a cada elemento de la matriz €2(i) llegdndose a
Q) + QW) — i P(j) = o' Q) P(7) ™' Q)
con lo que
;' Q)" P(1)7'Q(1) 0
Q) < . (3.79)
0 @ Q(ns) P(ns)~'Q(ns)

Aplicando esta propiedad a (3.78) y utilizando los complementos de Schur se obtiene la condicién
ns :
> aij (AG)PGAG) ) - 12 P(i) < 0.
j=1

Si esta condicién se cumple, también se cumple (3.77), ya que P(i) = 0 y pu? < 1, con lo que queda
demostrada la convergencia asintética en valor medio con un ratio menor que . |

Esta solucién a la estabilidad del predictor es menos restrictiva que la obtenida en el teorema|3.4.1.
Sin embargo, la convergencia en valor medio puede no impedir la posibilidad de transitorios cortos no
deseables para algunos patrones de muestreo (los de menor probabilidad).

3.56.2 Diseio de predictores para atenuar perturbaciones

Si el sistema presenta perturbaciones y ruido de medida, se deben tomar en consideracién las estrategias
de atenuacién de perturbaciones introducidas en §3.2.3, llevando a los disenos que se muestran en los
apartados siguientes.

Atenuacién H,

El siguiente teorema recoge el diseno de predictores estables que minimizan la cota del error en las
situaciones S1, S2 y S3 descritas en la pdgina [31.

Teorema 3.5.2 (Atenuacion Ho, en valor medio). Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7)
y supongase que hay una medida disponible con un retardo dy, € D cada Ny € N periodos, habiendo ns
escenarios de muestreo s, € S con probabilidad de transicion o;j conocida. Para unos vy, Yuw € R* dados,
supdngase que existen unas matrices P(i) = P(i)’ € R™", Q(i) € R"*", X (i) € R™*! (i =1,...,ns)
tales que

|
|
Qi) | : :
77777777777777 ! Ma(ns) _Mg(ns) | =0 (3.80)
Ma(1)" M,(ns)" | P(i)—c'c 0
MB(l)T MB(TLS)T 1 0 F2
(i=1,...,ns). Entonces, definiendo la ganancia del predictor en funcion de la situacion de muestreo i

como £(i) = Q(i) "1 X (i), el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge asintéticamente
a cero en valor medio en ausencia de perturbaciones, y, bajo condiciones iniciales nulas,

E{llexll3} < vallvell3 + i w3, (3.81)
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donde la norma € {|lex||3} es la norma de la serial de error esperado en cada muestreo dado el error del
muestreo anterior, es decir:

E{llexll3} = Eferlk — 1},
k=1
J

Prueba 3.5.2. Véase §B.1.1] [ |

Al igual que ocurre con el diseno determinista H, este ltimo resultado es facilmente extendible para
obtener los disenios que aseguran

€ {lexlfnrs} < vollonlfenrs + Vi lwellZass

E {llexlBars ) < vallorllZe +va llwelZ,
donde

K
, 1
E{llerltas} = Klgﬂoo T ;E{eﬂk —1}.

Observacion 3.5.1. Si se consideran conocidas las normas ¢, de las perturbaciones, se puede minimizar
la cota superior de £{||ex||2} minimizando la suma

Vollvell3 + 7 lwx 13

a lo largo de todas las las variables 7, v, P(i), Q(¢), X (i) que satisfacen la LMI (3.80). La minimizacién
se puede realizar como se ha indicado en la observacion|3.4.4, tomando en este caso

T

R =10 ... 0 [loell3 flwell3).
O

Observacion 3.5.2. Bajo las mismas hipétesis que el teorema 3.5.2, y si se suponen conocidas las normas
RMS de las perturbaciones, se puede minimizar £{||ex| rass} minimizando la suma

Vollvellfars +vollwelFacs

a lo largo de todas las variables v, Y, P(7), Q(i), X (i) que satisfacen la LMI (3.80). La minimizacién
se puede realizar como se ha indicado en la observacion|3.4.4, tomando en este caso

.
h =0 ... 0 ||”Uk||?%MS ”wkHiEMS]'

O

Observacién 3.5.3. Utilizando la misma aproximacién que en la observacion|3.4.8, es posible minimizar
la cota superior de £{||ex||rars} mediante una minimizacién de la suma

V2 llvrllZe + 72 llwkl|Z

a lo largo largo de todas las variables 7, v, P(i), Q(7), X (i) que satisfacen la LMI (3.80). La mini-
mizacion se puede realizar como se ha indicado en la observacién|3.4.4, tomando en este caso

R =00 ... 0 JloelZ lwrllZ]-

Ejemplo 3.5.1. Retomese el sistema inestable

1

A P R

cuya entrada se actualiza a periodo T = 0.1 sequndos, y cuya salida se muestrea con una frecuencia y un
retardo definido por los conjuntos

N ={10,11,...,15}, D =1{0,1,2,3}.
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Ne=10 Ny=11 N,=12 N,=13 Ny,=14 Ny =15
dr, =0 0.0001  0.0004 0.0011  0.0021  0.0035  0.0053
d, =11 00076  0.0103  0.0135  0.0172  0.0214  0.0261
dp,=2| 00314  0.0372  0.0436  0.0506  0.0581  0.0663
dp, =3 | 00751  0.0845  0.0945  0.1052  0.1165  0.1285

Tabla 3.3: Probabilidad de aparicién de cada escenario de muestreo

Supongase que los diferentes muestreos vienen caracterizados por una probabilidad de transicion definida
por los valores cv; (probabilidad de aparicidn de un escenario de muestro s = i, tras un escenario Sp_1
cualquiera) dados en la tabla 3.3 Se asume que hay una perturbacidn constante de valor ||v[t]||.c = 0.4
y un ruido de medida aleatorio de media cero con un valor eficaz ||w[t]||rars = 0.1142. Se disenian dos
predictores Hoo, para este proceso, uno basado en el diseno determinista, y otro basado en el diseno estocds-
tico, ambos mediante una ganancia constante (véase observacion|3.7.1 en la pdgina|75). La figural3.13
muestra una simulacion con ambos predictores, donde se observa que el predictor que tiene en cuenta la
distribucion de probabilidades tiene mejores prestaciones, sobre todo en los muestreos de mayor probabil-
idad. Sin embargo, el error de prediccion obtenido tras una muestra de baja probabilidad (por ejemplo en
t =858 con Ny =13 y dx, = 1, y una probabilidad de o = 0.0172), es similar al obtenido con el predictor
determinista. El error de prediccion también denota esta mejoria, siendo el error obtenido con el predictor
determinista de ||e[t]||rars = 1.57 y el error obtenido con el predictor estocdstico de ||e[t]|rars = 1.22,
con lo que se ha disminuido su valor un 22 %. Para hacer la simulacion se ha estabilizado el proceso
con muestreo estandar y se ha puesto una referencia variante en el tiempo. La secuencia de acciones de
control obtenida en la simulacion es la utilizada para las predicciones entre muestreos. |

301 —— Salida del proceso ]
Prediccion H_ determinista
— — Prediccion H_ estocastico
20L O Instantes de muestreo i

10

-10

-20

-30

790 800 810 820 830 840 850 860 870

t (periodo de control)

Figura 3.13: Evoluciéon de la salida y de las predicciones con predictores determin-
istas y estocdsticos. N' = {10,...,15}, D = {0,1,2,3}. Perturbacién
constante y ruido blanco de medida

Atenuacién H,

Si las perturbaciones son ruidos blancos de media cero se puede plantear el disenio desde el punto de vista
de la norma Hs para acotar el valor eficaz del error de prediccién (situacién S1 descrita en la pagina 31).
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Teorema 3.5.3. Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7) y supdngase que hay una medida
disponible con un retardo dy, € D cada N, € N periodos, habiendo ns escenarios de muestreo s, € S
con probabilidad de transicion oy; conocida. Supdngase que la perturbacion y el ruido de medida son
ambos ruidos blancos de media cero y varianza o, y 0y, respectivamente. Para unos v,, v, € R™ dados,
supongase que existen unas P(i) = P(i)" € R™", Q(i) € R™", X (i) € R™*! (i =1,...,ns) tales que

M4(1)

Q(i) S -0, (3.82a)

=0, (3.82D)

Entonces, definiendo la ganancia del predictor en funcion del valor del pardmetro de muestreo como
£(i) = Qi)~1X (i), el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge asintdticamente a
cero en ausencia de ruido de medida y, bajo condiciones iniciales nulas,

E{llerFars} < voow +vuon (3.83)
([l
Prueba 3.5.3. Véase §B.1.2| [ |

Observacién 3.5.4. Si se consideran conocidas las normas ¢5 de las perturbaciones, se puede minimizar
la cota superior de £{||ex||oo } minimizando la suma

2 2 2 2
YO +’Yw0w

a lo largo de todas las las variables 7, v, P(i), Q(¢), X (i) que satisfacen la LMI (3.82). La minimizacién
se puede realizar como se ha indicado en la observacién|3.4.4, tomando en este caso

h'=[0 ... 0 ¢ o2].

Atenuacion Hy,

El siguiente teorema recoge el diseno de predictores estables que minimizan la cota de error frente a
perturbaciones y ruidos de energfa finita (situacién S3 de la pagina31.

Teorema 3.5.4 (Atenuacién Hoyy en valor medio). Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7)
y supdngase que hay una medida disponible con un retardo dy, € D cada N € N, habiendo ns escenarios
de muestreo s, € S con probabilidad de transicidn o;; conocida. Para unos v, v, € RT supdngase que
existen unas matrices P(i) = P(i)" € R™", Q(i) € R™*", X (i) ¢ R™*! (i =1,...,ns) tales que

My(1)  Mp(1)

Q1) : :
77777777777777 ! Ma(ns) Mp(ns) | =0 (3.84a)
My(1)" My(ns) | P(i) 0
Mp(1) Mg(ns)' ! 0 r?
P(i)—c'c~0 (3.84b)
(i=1,...,ns). Entonces, definiendo la ganancia del predictor en funcidn de la situacion de muestreo i

como £(i) = Q(i) "1 X (i), el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge a cero en valor
medio con probabilidad uno y, bajo condiciones iniciales nulas,

€ {llexll3} < Aollvrll3 + v lwll3, (3.85)

donde
2V _ 217
E{llerllz} = méx Ef{eilk —1}.
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Prueba 3.5.4. Véase §B.1.3 |

Observacién 3.5.5. Si se consideran conocidas las normas ¢5 de las perturbaciones, se puede minimizar
la cota superior de £{||ex || } minimizando la suma

Vollowl3 + v lwll3

a lo largo de todas las las variables v, v, P(sk), Q(sk), que satisfacen la LMI (3.84). La minimizacién
se puede realizar como se ha indicado en la observacion|3.4.4, tomando en este caso

T

h =10 ... 0 [loell3 flwrll3].

Atenuacion ¢;

El siguiente teorema recoge el diseno que permite minimizar el valor esperado del pico del error de
prediccién frente a perturbaciones con valor de pico conocido (situacién S2 de la pdgina[31).

Teorema 3.5.5 (Atenuacién ¢, en valor medio). Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7)
y supongase que hay una medida disponible con un retardo dy, € D cada N € N periodos, habiendo ns
escenarios de muestreo s € S con probabilidad de transicion «;; conocida. Supongase que existen unas
matrices P(i) = P(i)" € R™*", Q(i) € R™"™, X (i) € R"*! (i =1,...,ns) tales que

A €01 (3.86a)
. Ma(1)  Mg(1)
Q(i) o :
77777777777777 | Mans)_ _ Mp(ns) | 70 (3.86b)
Mu(1)" My(ns)" 1 (1=NP(i) 0
Mp(1) Mpg(ns)' ‘ 0 T2
AP(Z’)O— cc - 0 | o 5.560)

(i = 1,...,ns). Entonces, definiendo la ganancia del predictor como £(i) = Q(i)~*X (i), el error de
prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge asintdticamente a cero en valor medio y, bajo condi-
ciones iniciales nulas,

E{llexllZ} < A2llorllZ, + 2 lwellZ- (3.87)
O
Prueba 3.5.5. Véase §B.1.4] [ |

Observacién 3.5.6. Si se conocen las normas ¢, de la perturbacién y el ruido de medida, se puede
minimizar la cota superior de £{||ex||oo } minimizando la suma

o lvell3e + i llwx |3

alo largo de todas las las variables vy, Y, A, P(sk), Q(sk), que satisfacen la LMI (3.86). La minimizacién
se puede realizar como se ha indicado en la observacion|3.4.4, tomando en este caso

R =10 ... 0 fokllZ llwkll2].

Notese la necesidad de resolver el problema de minimizacién a lo largo de A encadenado con el anterior
(véase observacion[3.4.13). O

3.6 Consideraciones de diseno

En las secciones anteriores se han propuesto diferentes técnicas de diseno cuya idoneidad para cada
problema se basa en las caracteristicas conocidas de las perturbaciones y de la norma que se quiere acotar
en el error de prediccién. En la tabla [3.4] se muestra una relacién entre las diferentes normas de error
y perturbacién, y el método de disefio a utilizar (indicado mediante el teorema en el cual se expone la
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[[wil|2 [[we [lo [we || rars Tuw

llexll2 Hoo (3.4.2) 00 00 00

Hek”oo Hgg (3.4.4) fl (3.4.5)) — —
llex|lras 0 Heo (34.2) Hoo (3.4.2) Ho (3.4.3)

E{llexll2} Hoo (3.5.2) 00 00 00

Efllerlloc} | Hag B-5.4) 4 - -
E{llerllrms} 0 Hoo (35.2) Moo (3.52) H» (3.5.3)

Tabla 3.4: Resumen de especificaciones de diseno

metodologia de cdlculo). El hecho de diseniar un predictor para acotar el error méximo (teoremas[3.4.4 y
[3.4.5) puede tener como contrapartida que el error persista durante un tiempo mayor que si se disenia un
predictor para acotar el error cuadritico acumulado (teoremas 3.4.2 y[3.4.3). Dependerd de la aplicacién
el que sea més conveniente utilizar un tipo de diseno u otro.

El diseno que se ha planteado a lo largo del capitulo se basa en la minimizacién del error de prediccion
frente a elementos que pueden tener efecto sobre este error como la perturbacién de salida y el ruido de
medida. En las aplicaciones reales, sin embargo, aparecen mas factores que pueden aumentar el error de
prediccion. Algunos de estos factores son: el error de modelado, las perturbaciones de entrada, el retardo
en el calculo y transmision de la acciéon de control, o el hecho de no conocer con exactitud el instante de
tiempo pasado al cual corresponde una mediciéon. Cuando se tiene alguno de estos casos se calculard una
perturbacion de salida y un ruido de medida equivalentes que tienen el mismo efecto sobre el error de
salida. Si hay alguna forma de conocer una norma de esta perturbacién y ruido equivalentes, habra que
sumar las normas de las diferentes senales que afectan como una perturbacién y las de las que afectan
como un ruido de medida para tener la norma total de las senales que afectan al error de prediccion. Con
estos valores de las normas de la perturbacién de salida total y del ruido de medida total, el problema se
resuelve aplicando uno de los disenos de las secciones anteriores.

Si las normas que se tienen de la perturbacién y del ruido son de diferente naturaleza (norma (. y
norma {5, por ejemplo), se tendrd que recurrir a las técnicas de disefio multiobjetivo que se muestran
en §3.6.8.

3.6.1 Robustez frente a perturbaciones de entrada

En los disenos anteriores sélo se ha considerado una planta afectada por una perturbacién a la salida y
por un ruido de medida. Si el proceso estd afectado por una perturbacién a la entrada u,, la salida vendra
dada por

Y(2) = G(2) (U(2) + Up(2)) = G(2)U(2) + G(2)Up(2) = G(2)U(2) + V(2),

lo que significa que existe una perturbacion de salida v cuyo efecto es equivalente al de la perturbacién de
entrada. Por lo tanto, el diseno de un predictor robusto a perturbaciones de entrada se puede transformar
en el diseno de un predictor robusto a perturbaciones de salida. Para hacer esta transformacién es necesario
obtener una cota de la norma de la perturbacion equivalente v en funcién de las caracteristicas del proceso
G(z) y de la sefial u,. La tabla/3.5 permite obtener la norma de la perturbacién de salida equivalente en
funcién de las normas del proceso y de la perturbacion de entrada. Por ejemplo, si se conoce la norma ¢
de u,, es posible tener la cota de la norma ¢ de v mediante [[v[t]|]2 < ||G(2)]|co||up[t]]l2- Sila perturbacién
de entrada es constante de valor ||u,||oo, se puede considerar el sistema afectado por una perturbacién de
salida constante de valor

[0]loc = G(1) [|up | co-

lup ol Nupltlllz  [lup[tllloc l[upltlllrars 0w

lolilllz | 1G(2)]l2 1G(2)]oo 00 00 00

[olilllce | Ngltlloe  NG(2)l2g N9t 00 00
[[t]ll rars 0 0 1GE)lee 1GG)le IG(2)l2

Tabla 3.5: Obtencién de la norma de la perturbacién de salida equivalente a la per-
turbacién a la entrada

Noétese que la técnica presentada en este apartado sélo es valida cuando la dindmica del proceso es
estable o si éste estd controlado en bucle cerrado. Si esto no es asi se tiene que recurrir a las técnicas
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de diseno basadas en la representacién interna (véase capitulo 4). Sin embargo, se pueden emplear las
técnicas de esta seccién si se utiliza un valor muy elevado en la norma de la perturbacién de la salida
para poder obtener un resultado que estabilice la prediccién. Esta solucion serd equivalente al predictor
de tiempo minimo que se obtiene con las técnicas de diseno para estabilidad nominal, con lo que dicha
solucién no sera capaz de minimizar el error de prediccién.

Ejemplo 3.6.1. Sea el sistema
10
s2+20s + 80

con una actualizacion de la accion de control a periodo T = 0.05 sequndos y un muestreo variante con
retardo definido por los conjuntos

G(s) =

N =1{1,2,3,4,5}, D={0,1,2}.

Supdngase que se tiene un ruido de medida aleatorio con media cero y de valor eficaz ||w[t]|| grams = 0.98
y una perturbacion a la entrada uy[t] constante de valor u,[t] = 2. Para diseniar un predictor que atenie
esta perturbacion de entrada se obtiene primero el valor eficaz de la perturbacion de salida equivalente
que tiene el mismo efecto sobre el error de prediccion. Esta se calcula como

lokllrars = [0t rars < G(2)lm=1 - lup[t]]| = 0.25.

Con este valor ya se puede aplicar la metodologia de diseno Hoo, obteniéndose en este caso un predictor
cuyo funcionamiento se muestra en la simulacion de la figura|3.14 y se compara con el resultado que se
obtiene por aplicacion de un predictor en bucle abierto. El error de prediccion cometido con el predictor

T I T
—— Salida del proceso
of Prediccion en BA H
_ _ PrediccionH_
O Instantes de muestreo
-0.51 § B
_1 - .
_15 - -
= -2t .
=
_25 - -
_3 - -
_35 - -
_4 - .
L
-451 | ‘ | | | | | | ]
570 580 590 600 610 620 630 640 650

t (periodo de control)

Figura 3.14: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos.

N ={1,...,5}, D={0,1,2}.

Hoo alo largo de varias simulaciones es de |le[t]||raprs = 0.118, mientras que el obtenido con el predictor
simple es de |le[t]||rars = 0.249. [ |

Ejemplo 3.6.2. Tdémese el modelo de un motor de continua en el que la entrada es la tension en bornes
del motor y la salida es el angulo del eje del motor:
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Sea un periodo de control de T' =5 ms, y un muestreo escaso y con retardos definido por los conjuntos
N =1{10,11,12,13,14,15}, D =1{0,1,2}.

Supongase que hay una perturbacion a la entrada en forma de ruido blanco de media cero y desviacion
tipica o, = ||V[t]||rms = 2 y un ruido de medida aleatorio con media cero y una desviacion tipica de
ow = |[w[t]||rars = 0.2. Como el sistema tiene un integrador, la perturbacion a la entrada tiene un efecto
equivalente al de una perturbacidn de salida en forma de ruido coloreado (paseo aleatorio). Este tipo
de perturbacion no tiene una cota finita ni en energia ni en valor eficaz, con lo que no son aplicables
las técnicas anteriores. Aun asi, es posible obtener una solucion por medio de las técnica anteriores
tomando un valor muy elevado para la perturbacion de salida equivalente. Si se toma una cota de valor
lvt]ll rars = 108, se puede llevar a cabo el diserio Hoo que permite utilizar las mediciones escasas para
corregir la prediccion respecto del bucle abierto. Se comprueba facilmente que la solucion obtenida mediante
esta técnica es practicamente la misma que la obtenida tras realizar un diseno basado unicamente en la
estabilidad nominal, obteniéndose un predictor de tiempo minimo. La figural3.15 muestra una parte de
una simulacion de este proceso controlado en bucle cerrado (con una referencia variante en el tiempo) y
las diferentes predicciones que se obtienen tanto en bucle abierto como con el disenio Hoo (predictor de
tiempo minimo). El error de prediccion medio con la técnica Hoo (medido como el valor medio en mailtiples
simulaciones) tiene un valor eficaz de ||v[t]||rars = 0.243. El error de prediccion en bucle abierto se aleja
de la salida real conforme avanzan las simulaciones debido a la deriva que introduce integrar el ruido
blanco a través del proceso.

15 7]
10
5 -
S o
_5 —
—— Salida del proceso
Prediccion en BA
_ _ PrediccionH_|
-10| © Instantes de muestreo
1 1

250 300 350 400 450 500 550
t (periodo de control)

Figura 3.15: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos.
N ={10,...,15}, D ={0,1,2}.

3.6.2 Robustez al error de modelado

En la practica, ademas del ruido de medida y las perturbaciones, aparecen otros elementos que provocan
error de prediccion como es el error de modelado. Si el proceso tiene un error de modelado, de forma que
la diferencia entre el modelo tedrico y el real es AG(2), la salida del sistema es

Y(z) = (G(2) + AG(2)) U(z) = G(2)U(z) + V(z),
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donde se observa que la salida del sistema AG(z) bajo la entrada u es equivalente a una perturbacién de
salida para el proceso (v). En el capitulo siguiente se demuestra cémo la presencia de incertidumbre en
el modelo afecta a la magnitud del error de prediccién pero no a la estabilidad de éste (véase §4.7.1). En
base a este hecho, se puede afirmar que el disenio robusto de predictores frente a incertidumbre consiste
en disenar un predictor que acote la norma del error de prediccién frente a la perturbacién de salida
que modela la incertidumbre. Por tanto, es necesario obtener una cota de la norma de la perturbacién
equivalente v en funcién de las caracteristicas de la incertidumbre AG(z) y de la sefial u. Por ejemplo, si
se conoce la norma H, de la incertidumbre y la norma ¢y de la accién de control, es posible obtener la
norma /o de la perturbacién de salida equivalente como

[oft]lle < [AG(2) oo [[uft]l2-

En la tabla[3.6 se establecen todas las relaciones posibles entre normas de la accién de control, de la
incertidumbre y de la perturbacion de salida equivalente.

[[u[t]]]2 [ultllloc  [ult]llras Ou

[oldlllz | [[AG(2)]loo 00 00 00

[o[t]llec | 1AG(2)ll2g  [|Ag[t]]1 - -
[o[t]l[rars 0 [AGG)lo [AG(E)lo  [AG(2)]l2

Tabla 3.6: Obtencién de la norma de la perturbacién de salida equivalente para
sistemas con incertidumbre

Ejemplo 3.6.3. Considérese el sistema continuo

10(1 - 0.1s
G(s) = L =0.1s)
s2+4s+2
donde se asume que la entrada se actualiza a un periodo contante de T' = 0.5 segundos. Supdongase que
la salida se mide de forma esporddica y con retardos definiéndose los posibles escenarios de muestreo

mediante los conjuntos
N ={10,11,12,13,14, 15}, D ={0,1,2}.

Se asume que el sistema estd afectado por un ruido aleatorio cuyo valor eficaz es |wg||rars = 3. Se asume
que se conoce una cota de la incertidumbre del modelo dada por

[AG(2)]|oc = 0.3.

Se asume que, en funcionamiento normal del sistema, la entrada es una senal de valor eficaz ||ult]|| rprs =
2.15 y, por tanto, se considera para el diseno una perturbacion de salida equivalente de valor

|vkllrars = o[t rars = [|AG(2)||oo - [[ult]||Rars = 0.645.

Con estos wvalores, se ha disennado un predictor Hoo capaz de atenuar el efecto conjunto del ruido y el
error de modelado. Para comprobar el funcionamiento del predictor, también se ha disenado un predictor
basado en la estabilidad nominal y se ha simulado el comportamiento de éstos ante un proceso “real”
definido por la funcion de transferencia

9.9(1—0.12s)
G)= Ziatsro1

Los resultados de una simulacion se muestran en la figural3.16. El error eficaz obtenido con el predictor
basado en la estabilidad nominal es de ||ex||rps = 1.17, mientras que el error eficaz con el diserio Hso
desciende a ||ekHRMS = 0.574. |

Ejemplo 3.6.4. Considérese el modelo de un proceso dado por la f.d.t.

1

G =
(s) §3+2524+3s+4’

en el que la entrada se actualiza a un periodo contante de T = 0.15 sequndos. Supongase que la salida
se mide de forma esporddica y con retardos definiéndose los posibles escenarios de muestreo mediante los
conjuntos

N =1{3,4,5}, D =1{0,1,2}.
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—— Salida del proceso
Prediccion disefio para estabilidad
151 . _ _ Prediccion disefio H_| y

7 N DS O Instantes de muestreo J

110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

t (periodo de control)

Figura 3.16: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos para
un modelo con incertidumbre. N' = {10,...,15}, D = {0, 1, 2}.

Se asume que el sistema estd afectado por un ruido aleatorio de media cero y desviacion tipica o, =
lwit]lrps = 0.01. Se asume que se conoce una cota de la incertidumbre del modelo dada por

JAGE) | = 1.
Se asume que, en funcionamiento normal del sistema, la entrada es una senal acotada en el intervalo
—10 < uft] < 10
con lo que se considera para el diseno una perturbacion de salida equivalente de valor
lorllmass = Ioltllrars = IAG()]loo - [uft] oo = 10.

Con estos wvalores, se ha diseniado un predictor Hoo capaz de atenuar el efecto conjunto del ruido y el
error de modelado. Para comprobar el funcionamiento del predictor, también se ha disenado un predictor
basado en la estabilidad nominal y se ha simulado el comportamiento de éstos ante un proceso “real”
definido por la funcion de transferencia

1
$3+2524+25s5+4

G(s) =

Los resultados de una simulacion se muestran en la figura|3.17. El error eficaz obtenido con el predictor
de bucle abierto tras miltiples simulaciones es de ||e[t]|rps = 0.136, mientras que con el diserio Heo

desciende a ||e[t]|| rars = 0.025.
|

3.6.3 Retardo en la accién de control

Si el computo de la accién de control y su transmisiéon desde el controlador hasta el actuador introduce
un retardo apreciable d, en el bucle de control, éste se tiene que tener en cuenta a la hora de predecir
salidas futuras. Si el retardo es multiplo del periodo de control T, se puede trasferir este retardo a la
salida y tratarlo como si estuviera en el sistema de mediciéon. De esta manera, el predictor proporcionara
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—— Salida del proceso

2.8 Prediccion en BA T
_ _ Prediccion H,

27k O Instantes de muestreo |

860 880 900 920 940 960 980
t (periodo de control)

Figura 3.17: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos para
un modelo con incertidumbre. N' = {3,4,5}, D = {0, 1,2}.

la salida que se tendria si no hubiera retardos en la entrada del proceso para poder implementar técnicas
de control convencionales. Si el retardo d,, no es multiplo de T, se divide el retardo en dos partes como

du[t] = kT + ot], (3.88)

donde k,, es un ntimero entero y ol[t] € [0,T). El retardo k,T es la parte del retardo que es multiplo del
periodo de control y que, por tanto, se puede transferir a la salida. Con esta consideracién, el problema se
reduce al de prediccién con retardo en la entrada menor que T para lo que se propone obtener un modelo
discreto entrada-salida a partir del modelo continuo que considere el retardo o[t] (véase figura[3.18).

ult — 1]

ult] oft+1] ult+1]

it +2)

gt +1]

t t+1 t+2 t

Figura 3.18: Retardo en la accién de control.

Retardo de entrada constante

Se considera en primer lugar el caso en el que el retardo o[t] = gg es constante. El modelo continuo de la
planta es

(1) = Acx(7) + beu(T),
y(1) = cx(7).
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Si se aplica un retenedor de orden cero, la accién de control en el periodo t toma los valores

[t —1], T € [tT,(t + 00)T),

ult], TE[(t+00)T,T).

A partir del modelo continuo, se puede obtener el modelo discreto a periodo T' mediante

T
x[t + 1] = eAT z[t] + / eATb, u(tT + 7)dr,
0
y[t] = cx[t].

La ecuacién de estado se puede escribir como

oo T
2t +1] = Aft] + / eATdr ult — 1] + / AT dr ulf], (3.89)
0 [e0)
— —
:bl :bo

con lo que, tomando transformada en Z se llega a la funcién de transferencia discreta
L =c(z2—A) 7 (bo+biz7Y), (3.90)

cuyos polinomios del denominador y denominador tendran la forma

bz b+ b,z ()

G 3.91
(2) T et (3.91)
El modelo que se utilizard para realizar la prediccion tendra la forma
Yt+1]=AY|[t] + B U'[t] (3.92)
con
—ay - —ap_i —an By b
1 ... 0 0 0 .- 0
A= A B =
0 1 0 0 0
y
ylt] ult]
Y[t] = : ;o U'll= :
ylt — (n—1)] ult —n]

Con este modelo se consigue mantener la matriz dindmica (A) intacta, con lo que todos los algoritmos
de diseno obtenidos siguen siendo vélidos ya que ninguno de ellos depende de la matriz B (ahora B').
La implementacién del predictor sélo variaria en la forma de definir la matriz B y el vector de entradas
Ult] para estimar en bucle abierto.

Retardo de entrada variante

Si el retardo presenta una componente aleatoria variante en el tiempo, el modelo anterior sera incierto
porque by y by no se conoceran con exactitud. Si el retardo se toma como

olt] = oo + Aolt], (3.93)

siendo o > 0 el minimo retardo que se conoce, y Ac[t] > 0 la componente aleatoria de la cual se conoce
su cota superior, la ecuacion de estado discreta (3.89) vendra dada por

ot] T
z[t+ 1] = Ax[t] —|—/ eeTdrult — 1] + / eT b dr ult].
0 ot]
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Sumando y restando el término f;;[t] eAeTh.drult] se llega a

olt]
2t +1] = Awt] + boult] + brult — 1] + / AT dr (ult — 1] — ult]),
a0
—Ab[{]

donde Ab[t] es la parte incierta del modelo que varfa su valor con olt]. La funcién de transferencia
entrada-salida viene dada por
Y (2)
U(z)
de donde se extrae la parte nominal del modelo (G(z) en (3.90)) y la parte incierta (variante en el tiempo)
dada por

=c(zI — A)~" (bg — Ab[t] + (b1 + Ab[t])z7Y) = G(2) + AG(z, 1),

AG(z,t) = c(2I — A) ™" (=1 +271) Abt], (3.94)
que puede escribirse como

AG(z,0[t]) = c(2I — A)! (-1+2z71) /U[t] eeTh.dr. (3.95)

go
Para calcular el predictor puede utilizarse la norma del peor caso, que viene dada por
olt]

c(zI— A" (—14271) / eeTh,dr

g0

[AG(2)l, = r{}{c}]x

P

o bien el valor medio que toma esta norma para todos los posibles valores de o[t] a lo largo del tiempo,
es decir

olt]
c(zI—A)! (-1+271) / eeTh.dr

oo

[AG(2)]lp, = € (3.96)

P

Observacion 3.6.1. Si se tiene un retardo incierto en la entrada de control serd dificil determinar cudl
es el retardo minimo oy, con lo que el vector by serd nulo (b; = 0) y by serd el vector resultado de la
discretizacion estandar a periodo T, es decir,

T
by = / eAeTh dr.
0

De la misma forma, el vector incierto Ab[t] vendra dado por

olt]
Ablt] = / eTh.dr.
0

Ejemplo 3.6.5. Tomese el sistema

10(1 — 0.1s)

2+ 4s+2

con un periodo de actualizacion de la accion de control de T = 0.5 segundos. Supdngase que la accion de
control sufre un retardo aleatorio de un valor comprendido entre 0 y 0.5 sequndos desde que se calcula
hasta que se aplica al proceso. La distribucion de este retardo es uniforme. Segin lo indicado en esta
seccion, el efecto de este retardo es equivalente al efecto de una incertidumbre en el modelo del valor
indicado en (3.95). La norma de esta incertidumbre equivalente (expresada en (3.96)) para este ejemplo
es la que se indica en la figura 3.19 en funcion del retardo. Se ha indicado tanto la norma Ho como la
norma Heo, aunque otras normas podrian también haberse obtenido. La norma a utilizar en cada caso
depende de la informacion que se tiene sobre la accion de control, para, de esta manera, poder obtener
la norma de la perturbacion de salida equivalente (véase tabla[3.6). Teniendo en cuenta la distribucion
uniforme del retardo, se utiliza el valor medio de esta norma a lo largo de o para calcular el predictor.
En el caso de la norma Hso se utiliza como norma el valor

IAG(2)]|oe = 0611,

G(s) =

mientras que en el caso de la norma Ho se utiliza el valor

|AG(2)])2 = 0.448.
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Figura 3.19: Norma de la incertidumbre equivalente a la presencia de retardos en la
accién de control

3.6.4 Maediciones con etiqueta de tiempo incierta

En el problema de prediccién planteado se asume que cada medicién my viene acompanada de una
etiqueta de tiempo que indica el instante de tiempo en el cual se dio la salida que se ha medido. Si las
mediciones llegan con un retardo dj, la etiqueta que acompana a una medicién my, disponible en el instate
tj tiene el valor t; — dj. El predictor utiliza esta etiqueta para estimar la salida en el instante ¢, — dg
(g[tx — di|ty — 1]) y compararla con la medicién my, que se supone de valor y[ty — dg]. Sin embargo,
puede ocurrir que la medicién corresponda a un instante de tiempo diferente al indicado por la etiqueta.
Denotando mediante 7 la incertidumbre que acompana a la etiqueta de tiempo, normalmente asociada
al retardo, puede escribirse el valor de la medicién my, como (véase figura(3.20)

mg = y[tk —dy + ik]. (397)

tp — dy, tr, —dp + ik tr t

Figura 3.20: Medicién disponible (my) y salida correspondiente al instante indicado
por la etiqueta de tiempo (y[tr — di]).

El objetivo es encontrar una senal wy que tenga en cuenta el error cometido por la incertidumbre 7y,
es decir, se busca el valor de wy, tal que

my = yltr — di] + wy.
Esta senal wy, que puede considerarse como un ruido de medida, viene dada por

W = Mk — y[tk. — dk] = y[tk —d + ik] — y[tk — dk}. (3.98)
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La aplicacion de las estrategias de diseno anteriores que minimizan el error de prediccién frente a ruidos
de medida y perturbaciones de salida, requieren del conocimiento de una norma del ruido ficticio wg. Si
se asume conocido el rango de variacién de la incertidumbre de la etiqueta iy,

i €T ={t1,t2,...,4.} CIN,

se tienen varias formas de obtener una norma caracteristica de wy. Una primera aproximacion consiste
en obtener una secuencia de valores y[t] con una simulacién del funcionamiento del proceso para obtener
después el valor esperado de la norma de ||y[t + ix] — y[t]| rars para diferentes valores de iy:

|willras = Eiez {llylt +i] — vt rars ) - (3.99)

De forma similar se puede obtener el ruido ficticio del peor caso como
llwilloo = max {[ly[t +14] — ylt]ll o} - (3.100)
Otra forma de calcular una cota de esta norma es tomando transformadas en Z llegando a
lwillp = (1 = 27*)G(2)u(2)ll,-
Esta expresion permite obtener una cota del valor eficaz esperado del ruido ficticio mediante

lwillrars = Eiez {[|(1 = 27)G(2)|| o } lultlllrars, (3.101)

o bien una cota del valor maximo del ruido ficticio mediante

lwillse = Eiez {[|(1 = 2G|, } l[ultllls (3.102)
donde se han utilizado las definiciones de las normas Hoo, v ¢1 de un sistema (véase §A.2.1).

Observacion 3.6.2. Un caso de aplicacién de este método es cuando las mediciones no vienen acom-
panadas de etiqueta de tiempo a pesar de que éstas estan afectadas de un retardo que puede ser variante.
Este caso se puede obtener a partir del anterior haciendo dx = 0, y que la incertidumbre i; sea igual al
retardo en la medicién. Esta situacién lleva a un predictor de facil implementacién (no se tienen retardos)
pero que puede tener bajas prestaciones segin sea el sistema (estable/inestable) y segin el ntimero de
periodos de retardo. O

Ejemplo 3.6.6. Considérese el sistema continuo doble integrador

cuya accion de control se actualiza cada T = 0.05 segundos. Sea un muestreo aleatorio en el que llega
una medicion cada Ny = 10 periodos con un retardo de dy periodos, donde dj, toma valores dentro del
conjunto

D =10,1,2,3,4,5,6}.

Considérese que hay una perturbacion constante a la salida de valor ||v[t]||sc = 0.02. Supdngase también
que hay un ruido de medida aleatorio con media cero y desviacion tipica 0., = |w[t]||rms = 0.3. En este
escenario se plantean 3 disenos diferentes:

1. Un primer diseno basado en la atenuacion Ho, y considerando que las mediciones llegan sin retardo.

2. Un sequndo diseno en el que se considera que las mediciones llegan con un retardo dy = 0, de
manera que el efecto del retardo real (entre 0 y 6) se considera como un ruido de medida. En este
caso, aplicando la expresion (3.100) se considera una cota del ruido de medida de valor ||wg || = 50.
Con la norma s de la perturbacion y del ruido de medida equivalente se realiza un diseno basado
en la atenuacion 7.

3. Un tercer disenio en el que se considera que las mediciones llegan con un retardo d, = 3 (el valor
medio de los retardos posibles), de manera que el efecto del retardo real se considera como un ruido
de medida que viene acotado por (aplicando (3.100)) ||wy||s = 31.7. Con los valores mdzimos de la
perturbacion y el ruido de medida equivalente se realiza un diseno basado en la atenuacion (1.
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En la figural3.21] se comparan los tres predictores donde se observa que el primer predictor tiene muy bajas
prestaciones ya que desprecia el efecto del error cometido por el retardo real de las mediciones, que se puede
observar por los cambios bruscos que se tienen en el valor de salida predicho cuando se tiene una medicion.
En este primer caso se tiene un error de prediccion caracterizado por los valores ||e[t]||rprs = 0.98 y
lleltl|oo = 2.7. En el seqgundo caso se mejora el error de prediccion por haber introducido en el diseno el
ruido equivalente al error cometido por el retardo no considerado. En el sequndo caso se tiene un error
de prediccion caracterizado por los valores ||e[t]||rars = 0.43 y |le[t]||cc = 1.1. Con el tercer predictor se
vuelve a disminuir el error de prediccion por haber tomado un valor de retardo medio, de manera que el
ruido equivalente introducido con cada medicion (retardada) ha sido menor. Con el dltimo predictor se
tiene un error de prediccion caracterizado por los valores |le[t|||rars = 0.34 y |le[t]]lcc = 0.77.

T T
= —— Salida del proceso
Prediccion con dk=0 ysin w

v _ _ Prediccion con dk=0, con w |
3 ‘ . — . Prediccion con d,=3, con w |

Z

O Instantes de muestreo

140 160 180 200 220 240 260 280 300

t (periodo de control)

Figura 3.21: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos
para un proceso en el que las mediciones no vienen acompafnadas de
etiqueta de tiempo. N' = {10}, D = {0, 1,...,6}. Disefio basado en la
atenuacién ¢

3.6.5 Muestreo asincrono

Cuando se tienen mediciones asincronas, es necesario utilizar un modelo continuo del proceso, ya que
éste si que tiene en cuenta la dinamica en todos los instantes de tiempo continuo. El filtro de Kalman
mostrado en §2.3.3 resuelve esta situacion para muestreo asincrono sin retardos con el inconveniente de
ser necesario un elevado coste computacional.

Para evitar la utilizacion de un modelo continuo del proceso y para poder manejar mediciones con
retardo, se propone utilizar una interpolacién (bien de orden cero, o bien de orden uno, véase §2.3.1) que
permita obtener de forma aproximada el valor de la salida en los instantes sincronos con la actualizacién
de la accién de control (cuando 7 = ¢t T'). Supéngase que el instante 75, en el que se tiene una medicién
asincrona corresponde al intervalo de tiempo que se encuentra entre los instantes de control ¢ y (¢ + 1),
es decir

tT <7, <(t+1)T.
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Si se define la fraccion del periodo en la que llega la mediciéon como

T — tT
ap = ———,
» T
el instante continuo 74 se puede escribir como
= ({+ap)T, ar € (0,1).
La asincronia del muestreo se puede dar de tres formas:

1. La medicién se toma en un instante sincrono con el control pero su valor llega al controlador de
forma asincrona debido al retardo. Este caso no se considera muestreo asincrono porque el valor
medido corresponde a un instante sincrono, y la actualizacién del predictor con esta medida se
realizara en el instante de control inmediatamente posterior.

2. La medicién se toma en un instante asincrono con el control pero su valor llega al controlador de
forma sincrona tras el retardo introducido por el canal de comunicacién. En este caso es necesario
obtener una senal de medicién sincrona ficticia a partir del valor asincrono medido para aplicar la
ecuacion de actualizacién del predictor.

3. La medicién se toma en un instante asincrono y le llega al controlador en ese mismo instante u otro
posterior que también es asincrono. Este caso se reduce al segundo si se aplica el razonamiento del
caso primero.

Teniendo en cuenta esto tltimo, se considera que no hay retardos entre la salida y la medicién, y que la
ecuacion continua que relaciona la medicién de un sensor con la salida continua viene dada por

Interpolacién de orden cero

Estrategia 11. La primera estrategia que se propone consiste en considerar que el instante de medicién
es el del instante ¢ + 1 inmediatamente posterior al instante de medicién (véase figura 3.22), es decir,

my =y((t +ap)T) =yt + 1], (3.103)

y utilizar esta aproximacién de la salida para correr la ecuacién de actualizacién del predictor en ¢ + 1.

ult] —

t Tk ty=t+1

Figura 3.22: Estrategia I1. Interpolacién de la medicién hasta el siguiente instante
de control.

El error entre la salida real y[t + 1] y la aproximada por my, que se comete puede considerarse como
una senal de ruido que acompana a la medicién y que tiene un valor de

wi, = y((t+ 1)T) — y((t + o)T).

Si el periodo de control se considera suficientemente pequeno, la evolucién de la salida continua de y(tT")
a y((t +1)T) se aproxima a una linea recta, con lo que la salida y((t + ax)T) puede aproximarse por

y((t + )T = y[t] + o (y[t + 1] — y[t]). (3.104)

Con esta aproximacién, el ruido de medida puede expresarse como

wy = (1 — ) (y[t + 1] = y[t]).
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A partir de esta expresién se tienen diferentes formas de obtener una norma caracteristica del ruido de
medicién. El valor maximo del ruido viene dado por

[willso = | AY[t]lloo, (3.105)

donde los incrementos de la salida se pueden estimar mediante simulacién. También mediante simulacién
es posible obtener una cota aproximada del valor eficaz mediante la expresién

1
lwillrars = 5 Ayl rass, (3.106)

donde se ha considerado una distribucién uniforme de los instantes de medicién, es decir de «y y, por
tanto, £(ax) = 0.5. Mediante la transformada en Z también es posible obtener una norma del valor eficaz
esperado del ruido ficticio como

lwrllracs = 3 1= =G| luldlnas: (3.107)

y del valor méaximo como

[willoo = [[(1 =27 HG ()], Nult)lloo, (3.108)

Estrategia 12. La segunda estrategia que se propone consiste en considerar que el instante de medicién
es el del instante de control ¢ inmediatamente anterior al instante de medicién (véase figura [3.23), es
decir,

my = y((t + ar)T) ~ ylt], (3.109)

y utilizar esta aproximacion de la salida para correr la ecuacion de actualizacién del predictor en ¢, que,
aunque podria haberse ejecutado en el instante ¢, se vuelve a ejecutar para mejorar la estimacién. El

tk=t Tk t+1

Figura 3.23: Estrategia 12. Interpolacion de la medicién hacia el instante de control
anterior.

error entre la salida real y[t] y la aproximada por mj que se comete puede considerarse como una senal
de ruido que acompana a la medicién y que tiene un valor de

wr = y((t+ o) T) —y(tT).

De nuevo, bajo la consideraciéon de transicién casi lineal de y[t] a y[t + 1], la norma del ruido ficticio se
puede acotar mediante alguna de las expresiones (3.105), (3.106) o (3.107).

Si se conoce cudl es el valor méas probable de ay se puede elegir entre las dos estrategias I1 e 12 para
minimizar el ruido ficticio introducido. Se elegird la primera estrategia (asumir la medicién en ¢t + 1)
cuando P(ax) > 0.5 y la segunda estrategia (asumir la medicién en t) cuando P(ay) < 0.5.

Estrategia 13. Si se conoce el instante 7 en el que llega la medicién se pueden utilizar otras estrategias.
La maés simple consiste en elegir en cada instante entre las dos estrategias anteriores en funcién de si la
medicién estd més cerca en el tiempo de tT" o de (t + 1)T, es decir en funcién del valor de ay:

(3.110)

ty = t, si ap < 0.5
t,=t+1, si ap>0.5
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Con este método, el valor esperado del ruido ficticio que se introduce con la medicién ficticia es la mitad
del indicado por las expresiones (3.105), (3.106), (3.107) y (3.108):

Juonlle = 31891 . (3111)
el aes = 31890 mass, (3.112)
Jwnllraes = 3 (1= = )GG)| ., Iuldllnvs (3113)

el = 5 10— =G, e (3:114)

Observacion 3.6.3. Como se ha podido comprobar, la utilizacién de mediciones asincronas mediante
interpolacién de orden cero ha resultado introducir un ruido de medida ficticio cuyo valor maximo equivale
al que se introduce en el caso de mediciones con etiqueta de tiempo incierta con i = 1. Por lo tanto
el andlisis de los sistemas con mediciones asincronas con etiqueta de tiempo incierta se puede hacer
tomando el peor caso, que consiste simplemente en anadir al conjunto de incertidumbres de etiquetas (Z)
una unidad. Es decir, que el diseno se tiene aplicar para calcular una ganancia que atente los ruidos de
medida con norma (3.101) donde

T={u,t1+ 10,00+ 1,0 00,0 +1} CIN.
Si los ntimeros ¢; son consecutivos, el conjunto anterior se reducird a

T={t1,t2,«eslpytr+ 1}

Interpolaciéon de orden uno

Estrategia 14. La interpolacion de orden uno se puede utilizar para obtener una estimacion de la medi-
cién my, que se tendria en el instante ¢t + 1 a partir de la salida (o su estimacién) en el instante ¢ y de
la medicién real en 7 = 73 de la cual se asume conocido 7 (véase figura 3.24). Para ello se utiliza la
ecuaciéon de interpolacion

T 1

(w(me) = 90t]) = 9lt] + —(y(7a) — 9[t])- (3.115)

=gt + ——=
Mk y[]+7k—tT (097

El ruido ficticio que se introduce con la utilizacién de la senal interpolada es

t Tk te=1t+1

Figura 3.2/: Estrategia 4. Extrapolacién de la medicién hasta el siguiente instante
de control.

wg, = Y[t + 1] — my.

Sustituyendo la ecuacion de interpolacion (3.115) y aplicando la aproximacién(3.104) es facil llegar a la
expresion del ruido ficticio

Oék*l Ozkfle Otkfl

W =

(y[t] — 9t) = [t] =
a g 875

e[ty — 1] (3.116)
Esto implica que el error cometido con la interpolacién aumenta con el error de estimacién de partida
y[t] — g[t], v es mayor cuando aumenta el tiempo entre la toma de medicién y la llegada del nuevo control,
es decir cuando disminuye «j. Nétese que cuando «y es cercana a 0 el error cometido con este método

puede llegar a ser muy grande, dependiendo del error de partida e[ty — 1].



3.6. Consideraciones de disefio 69

Observacion 3.6.4. Con la obtencion de este tltimo ruido ficticio se puede concluir que cualquiera de
los métodos de interpolaciéon de orden cero puede dar mejores resultados que esta interpolacién de orden
uno. La razén es que cuando cuando se trabaja con medidas escasas, la estimacién de las salidas antes de
tener una medicién (estimacién de bucle abierto) puede tener un error considerable que la interpolacién
de orden uno amplificarfa considerablemente (como se ha visto en (3.116)), sobre todo si «j tiene un
valor pequeno, tendiendo el error a infinito cuando oy, tiende a cero. O

Estrategia 15. La interpolacion de orden uno se puede utilizar para obtener una estimacion de la medi-
cién my que se tendria en el instante ¢t + 1 a partir de la salida (o su estimacién) en el instante ¢, de la
estimacion inicial (en bucle abierto) de la salida en ¢t + 1 y de la medicién real en 7 = 7, de la cual se
asume conocido 75, (véase figural3.25)

my, = y(7k) + (1 — ax) (Gt + 1[t] — g[t]). (3.117)

Para ello se traza la recta que va desde la estimacién y[t] hasta g[t + 1|t] para luego trazar una paralela a

ult] —

t Tk te =141

Figura 3.25: Estrategia I5. Extrapolaciéon de la medicién hasta el siguiente instante
de control.

partir de y(7x) y asi obtener el valor de la medicién ficticia my, en el instante de control. El ruido ficticio
que se introduce con la utilizacién de la senal interpolada es

wy =yt + 1] — my.

Utilizando la expresién de interpolacién (3.117) y la aproximacién (3.104) se llega facilmente a la expresién
aproximada del ruido ficticio

wr = (1 —ag)(ylt + 1] — 9t + 1¢] — y[t] + 9[t]) = (1 — ag) (e[t + 1]t] — e]t]). (3.118)
Como la evolucién en bucle abierto del error de prediccion de t a t + 1 viene dada por
eltplty — 1] = e[t + 1|t = cAE[t] = c A E[ty, — 1]
siendo e[t] = ¢ E[t], la expresién (3.118) lleva a
wg = (1 — ag)e(A — I)E[t]. (3.119)

De nuevo, este valor depende del error de estimacién de partida aunque, con esta estrategia, el aumento
del error debido a ay, no es tan grande como con la estrategia I4. Si se puede estimar el error de prediccién
de partida mediante simulaciones o mediante el conocimiento de las perturbaciones o error de modelado,
es posible obtener una cota del ruido ficticio mediante

[willoo = lle(A = D Ety = 1]oo- (3.120)

o bien mediante 1
lwellrars = 5lle(A = D Efty — 1]l rus- (3.121)

Si se considera que la matriz A toma valores cercanos a la unidad (porque el sistema es estable o porque
la frecuencia de control es suficientemente répida), esta tltima técnica puede dar mejores resultados que
la técnica anterior I4, ya que

11—«
1—ap < k, Yoy, € (0,1).
g

Esta observacion, junto con el hecho de que la estrategia I4 tiene un ruido ficticio que tiende a infinito
cuando ¢y, tiende a cero, indica que es preferible la estrategia I5 frente a la 14
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Ejemplo 3.6.7. Sea el proceso inestable
1
(s—=1)(s+3)

con un periodo de control de T = 0.1 sequndos, en el que se conoce que, en funcionamiento normal, la
entrada tiene un valor mdximo de ||u[t]] o = 26. Se asume que el proceso estd afectado de una perturbacion
de cota ||vg|lec = 0.5. Se asume que las muestras llegan al sistema de control cada Ny, € {10,...,15}
periodos de forma asincrona con la actualizacion de la accion de control, pero sin retardo. Se disenan
dos predictores para dicho sistema: uno basado en la estrategia de interpolacion I1, y el otro basado
en la estrategia I5. El ruido ficticio introducido con la estrategia 11 tiene un valor mdximo (obtenido
mediante (3.105)) de valor ||wg |0 = 2.6, mientras que el ruido ficticio introducido con la interpolacion
15 se considera de cota ||wil|leo = 1.0 (estimacidén obtenida mediante simulaciones del predictor con
medidas sincronas). Con ayuda de estos datos, se calculan las ganancias de dos predictores basados en la
atenuacion ¢y para cada una de las estrategias (I1, e 15). En la figura[3.26 se muestra un detalle de una
simulacion del predictor, donde se observa el mejor resultado obtenido con la técnica de interpolacion I1.
Esto es debido a que el ruido ficticio introducido por la técnica I5 depende del error de estimacion inicial
que, al tratarse de un sistema inestable, es elevado. En concreto, con la técnica de interpolacion 11 se
ha obtenido un error de estimacion que viene determinado por ||e[t]||rars = 0.6366 y |le[t]]lcc = 2.7182,
mientras que con la técnica de interpolacion I5 se ha tenido un error de estimacion determinado por
lleltl|rars = 0.7773 y |le[t]|lc = 2.7271. Para hacer la simulacion se ha estabilizado el proceso con
muestreo estandar y se ha puesto una referencia variante en el tiempo. La secuencia de acciones de
control obtenida en esa simulacion es la utilizada para las predicciones entre muestreos.

G(s) =

—— Salida del proceso ‘ ‘

Prediccion interpolacion 11 \
— - Prediccion interpolacion 15 h
O Instantes de muestreo

10

-10

260 280 300 320 340 360 380 400 420

t (periodo de control)

Figura 3.26: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos
de interpolacién para un proceso con mediciones asincronas. N =
{10,...,15}, D = {0}. Disefio {1

Considérese ahora el mismo proceso, pero sometido a un muestreo definido por N € {2,3,4,5},
cuyas mediciones se toman de forma asincrona. Se disenan de nuevo dos predictores basados en las
metodologias de interpolacion 11 e 15, y basados en la atenuacion ¢1. En este caso, el error de prediccion
obtenido mediante la técnica I1 viene determinado por |le[t]|| rars = 0.4896 y ||e[t]||co = 1.4670, mientras
que el error obtenido con la técnica I5 viene determinado por ||e[t]||rars = 0.4345 y |le[t]||oo = 1.2170.

Este dltimo resultado indica que segun la frecuencia de muestreo puede ser mds conveniente utilizar
uno u otro método. El método de interpolacion 15 serd mejor para frecuencias altas de muestreo, ya que
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a bajas frecuencias de muestreo, el error inicial de estimacion es elevado y provoca la introduccion de un
elevado ruido ficticio (véase (3.119)). Para frecuencias bajas de muestreo es mds conveniente el método
11, ya que el ruido ficticio que se introduce no depende del error de estimacion inicial, que suele ser
elevado cuando se trabaja con un proceso inestable. |

El ejemplo anterior ha puesto de manifiesto que la mejor manera de decidir la utilizacion de la
estrategia I1 o la I5 es realizando una simulacién y estimando el valor del error ||e[t]|| con cada una de
las técnicas.

3.6.6 Minimizacidén del error entre mediciones

En los disenos de las secciones anteriores se ha tratado de minimizar la norma del error de estimacién
de la salida en el instante de medicién (]lex||). El error de prediccién entre mediciones se puede calcular
sabiendo que el modelo se corre en bucle abierto (ecuacién (3.16)), con lo que

elty +r] =cEfty + 1] = cA" Eltg] + ¢ (V[tp + 7] — A"V[tg])
con r < Ni41. La norma del error se puede acotar mediante
leltr +7llly < [lcA™lip | E[t:]llp + le (T — A", 1V 2],

donde se observa que la norma del error de prediccién entre mediciones serd tanto menor como menor
sea la norma || Etg]||. Sila escasez de medidas no es muy elevada (N}, pequeno), los algoritmos expuestos
hasta el momento en la seccién dardan un buen funcionamiento. Pero si la escasez de medidas es muy
elevada y ademds el proceso es inestable, es mds conveniente acotar la norma del vector de errores ||Ej||
en lugar de |legx|| = ||c Ex|| para asegurar que el error entre mediciones es pequeno. Para ello se han de
replantear los disenios del capitulo como se ha hecho en §3.6.7, es decir, sustituyendo ¢’ ¢ por I en las
LMI de las secciones §3.4y §3.5]

Ejemplo 3.6.8. Considérese el sistema

1

Gls) = 3 +2s2+3s+4

donde la accion de control se actualiza cada T = 0.15 sequndos. Considérese que se toman mediciones de
la salida cada Ny periodos, siendo

N € N ={10,11,1,13,14,15}.

Supongase que las mediciones llegan al predictor sin retardo y que hay una perturbacion constante de valor
[v[t]]|cc = 0.005 y un ruido de medida aleatorio de media cero con un valor eficaz ||w[t]||rars = 0.0293.
Se disenian dos predictores Heo, uno de ellos basado en la minimizacion de la norma de ey, (con c'cen
las LMI) y otro basado en la minimizacion de la norma de Ey, (con I en las LMI). La figural3.27 muestra
una simulacion de ambos predictores, donde se puede observar la mejoria con el predictor basado en la
atenuacidn del error entre mediciones. En efecto, el error cometido con el primer método (minimizacion
de ey ) viene caracterizado por los valores ||e[t]|rars = 0.0392 y ||e[t]||c = 0.1207, mientras que con el
segundo método (minimizacion de Ey) se obtiene un error de prediccion menor, definido por los valores
llelt]| rars = 0.0236 ||e[t]||coc = 0.0766, es decir que ha habido una reduccion del error del 38 %.
Considérese ahora el mismo proceso sin retardos, pero en el que el muestreo se realiza cada Ny = 2
periodos de control. Para este caso se vuelven a disenar ambos predictores, teniéndose para el predictor
basado en la atenuacion de e un error determinado por ||e[t]||rars = 0.0335 y |le[t]||cc = 0.0748, mientras
que con el diseno del predictor basado en la atenuacion de E) se obtiene un error determinado por
lelt]l| rars = 0.0386 y |le[t]|lc = 0.1065, que no mejora el resultado anterior.
|

El resultado obtenido en el iltimo ejemplo pone de manifiesto que la técnica de minimizacién del error
FE;. expuesta en esta seccién puede mejorar el error de prediccién en bucle abierto cuando el muestreo es
muy escaso (Nj elevado), pero puede empeorarlo (respecto de la técnica basada en la minimizacién de
er) cuando el muestreo es bastante frecuente (N pequeno). En cada ejemplo en concreto se tendran que
estudiar ambas alternativas e implementar aquella que pueda proporcionar mejores resultados.
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Figura 3.27: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos
(minimizacién de ex o de Ex). N = {10,11,12,13, 14,15}, D = {0}.

3.6.7 Identificacion de parametros en procesos con medidas escasas

Una de las ventajas de utilizar el predictor de salidas con modelo entrada salida es el hecho de que
se tiene en cada instante el vector de regresién de salidas estimado. Este hecho lo hace idéneo para
implementar algoritmos de identificacién en linea con medidas escasas (véase [57]). En el trabajo [3]
se trata la inicializacién de estos algoritmos y queda patente la necesidad de disenar un predictor con
medidas escasas a partir de un modelo preliminar con gran incertidumbre.

Si se utilizan las técnicas expuestas a lo largo del capitulo se consiguen predictores que minimizan la
norma del error cometido en la estimacién de la salida actual (||eg]|). Sin embargo, cuando este vector de
regresion que se actualiza se utiliza para la identificacién en linea del proceso, es més razonable minimizar
la cota de la norma del vector de error de prediccién (|| Egl|), es decir del error de prediccién en todos los
instantes (el error de prediccién en bucle abierto y el de los instantes de actualizacién). Para conseguir
esta modificacién basta con sustituir la matriz ¢' ¢ por la matriz identidad de orden n (I). El siguiente
teorema muestra, a modo de ejemplo, como queda el diseno del predictor Ho, que permite minimizar la
cota del vector de errores de prediccién en el caso determinista tras realizar la sustitucién indicada.

Teorema 3.6.1 (Atenuaciéon Ho en el vector de regresion). Considérese el predictor (3.8) aplicado al
sistema (3.7) y supdngase que hay una medida disponible con un retardo dy, € D cada Ny € N, habiendo
ns escenarios de muestreo s posibles. Para unos v,,v, > 0 dados, supongase que existen unas matrices
P(s) = P(s)" € R™™, Q(s) € R™*", X (s;) € R™*! tales que la siguiente PLMI

Q(sk) + Q(sk)" — P(sk)  Ma(sk)  Mp(sk)
My (si)" P(sp_1)—1I 0 =0 (3.122)
Mg (sy)" 0 T2

se cumple para cualquier secuencia de muestreo {sy}. Entonces, definiendo la ganancia del predictor en
funcién de la situacion de muestreo segin £(s) = Q(s) "' X (s1), el error de prediccion del algoritmo
definido por (3.8) en ausencia de perturbaciones converge asintdticamente a cero y, bajo condiciones
iniciales nulas,

1E:II5 < ~2llvnll3 + vibllwk 3 (3.123)
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O

Prueba 3.6.1. La demostracién se consigue siguiendo los mismos pasos que en la demostracién del
teorema [3.4.2] teniendo en cuenta que la expresién (3.49) serd en este caso

E,P(s;)E, — E, P(si_1)Er_1+ E, Ej_1 — ;—;V;w — Ywwpwy, < 0, (3.124)

con lo que tomando condiciones iniciales nulas, y que E;P(sk)Ek > 0, se puede sumar la expresion
anterior entre k = 1 y k = oo para llegar a (3.123). |

3.6.8 Diseio de predictores con objetivos combinados

Otro problema no contemplado en los disenos anteriores es el caso en el que se desea minimizar el error de
prediccion frente a perturbaciones y ruidos de diferente naturaleza como, por ejemplo, una perturbacion
persistente acotada en £ y un ruido de medida impulsional. Este caso se resuelve mediante técnicas
multiobjetivo o técnicas de objetivos combinados (véase [59]). El diseno de un predictor para un objetivo
dado (atenuacién estocdstica Hoo, por ejemplo) se basa en la resolucién de una LMI (la LMI (3.80),
por ejemplo). Una forma de disefiar un predictor que cumpla con varios objetivos de forma simultdnea
(atenuacién estocéstica Hoo y Hag, pPor ejemplo), consiste en solucionar el conjunto de LMIs que forman
ambos objetivos compartiendo las variables matriciales. El siguiente teorema muestra a modo de ejemplo
el planteamiento del disefio combinado Hay/H para el caso determinista.

Teorema 3.6.2 (Atenuacién Hoy/Heo). Considérese el predictor (3.8) aplicado al sistema (3.7) y supdn-
gase que hay una medida disponible con un retardo dy, € D cada Ny, € N periodos, habiendo ns escenar-
10s de muestreo s; € S posibles. Supongase que son conocidas las normas le y lo de las perturbaciones
y el ruido de medida. Para unos as., oo dados, definanse unas matrices P(sy,) = P(sy)’ € R™",
Q(sk) € R™", X (sx) € R™1, que minimizan la funcion de coste

J = as (’Yv,oo””k”% + 'Vw,oonwkll%) + g (’Yvﬂ |Uk||§ + ’Yw,2||wk||§)

a lo largo de todas las variables P(sk), Q(Sk), X (5k), Vo,00s Yw,00, Vv,2; Yw,2 que cumplen

[Q(sk) + Q(sx)" — P(s1) Ma(sk) Mp(sk)
My (sp)" P(sy_1)—c'c 0 =0, (3.125)
L Mg (si)" 0 r2
[Q(sk) + Q(sk)" — P(sk) Ma(sy) Mp(sk)
M y(sp)" P(s;_1) 0 =0, (3.126)
Mp(si)" 0 I
P(s;) —c ¢ 0, (3.127)
para cualquier secuencia de muestreo {si}, siendo
. ’Y’U.OO ’y’U oo
I'eo = diag { e ,’yw,oo} , (3.128)
V 3n \Y4 3n (3n+1)
: Yv,2 Yv,2
Ty :dlag{’,--- , — an,oo} . (3.129)
V 3n V4 3n (3n+1)

Entonces, definiendo la ganancia del predictor en funcidn de la situacion de muestreo como £(sy) =
Q(s1) "t X (s1), el error de prediccion del algoritmo definido por (3.8) converge asintéticamente a cero en
ausencia de perturbacion y ruido de medida, vy, bajo condiciones iniciales nulas,

ascllerlld + azllerllZe Saoo (Vasollvrll3 + 72 o lwell3)
+ oz (V7 2llokll3 + va 2llwel3) - (3.130)
O

Observacion 3.6.5. El teorema anterior también puede plantearse cuando hay senales persistentes de
valor eficaz conocido (disefio H) en combinacién con sefiales de energia finita (diseno Hs), quedando en
ese caso la cota del error de prediccién como
acoller|fars + azllerlie Saoe (77 sollvellars + 7,00 lwkllfars)
+an (73 allvell3 + 3 2llwkl3) - (3.131)
O
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Los coeficientes o, v a2 indican el peso relativo que se le da a cada tipo de perturbacién o ruido.
Para obtener un valor que permita ajustarse a cada caso concreto es necesario realizar simulaciones o
pruebas con el proceso real.

Ejemplo 3.6.9. Tomese el proceso
200
G(s) = 5——=—
() s+ 30s

con un periodo de control de 5 milisequndos y un muestreo definido por los conjuntos
N ={10,...,15}, D =1{0,1,2}.

El sistema estd afectado por una perturbacion en forma de escaldn acotada por ||v[t]||cc = ||0[t]||rRAs = 0.4,
y por un ruido de medida aleatorio de media cero con una desviacion tipica de oy, = ||w[t]||rars = 0.1.
Supongase que debido a un comportamiento andmalo del sensor se producen algunas mediciones erréneas
en ciertos intervalos de tiempo que no son detectables. Estas mediciones consisten en la adicion de dos
unidades a la cantidad medida en intervalos de 250 milisequndos (equivalente a 50 periodos de control).
Esta secuencia de mediciones errdneas se repite a lo largo del tiempo de forma esporddica y separada en
el tiempo un tiempo elevado, con lo que puede considerarse como un ruido de medida de energia finita.
Se puede obtener una cota de la norma ||wk||2 teniendo en cuenta las caracteristicas de este ruido y el
valor medio del nimero de periodos entre muestreos (N = 12.5). Con esto se obtiene una estimacion de
la energia del ruido de medida esporddico de valor [|wg||z ~ 2 % = 8.

El predictor tiene que tener en cuenta esta caracteristica para que la aparicion de medidas con deriva
no afecte a la prediccion. Para ello se decide realizar un diseno combinado Hoo/Hag que consiste en
realizar una minimizacion de la forma indicada en el teoremal3.6.2 y que devuelve una cota del error de
la forma indicada en (3.131), con s = 0.3 y g = 0.7. Para comprobar su funcionamiento se compara
en una simulacion el error de prediccidn obtenido con la técnica Hoo [Hay y €l obtenido con la técnica Hoo
diseniado sin tener en cuenta el fallo del sensor. En la figural3.28 se muestra una parte de la simulacion
donde se puede observar la atenuacion consequida con el método combinado en los instantes en los que
falla el sensor (de 450 a 500, de 550 a 600, de 650 a 700) En la simulacion realizada se ha obtenido

151 —— Salida del proceso f
N Prediccion H_| :

— _ Prediccion H2 /H
g 00

O Instantes de muestreo

ylt], 9lt]

500 550 600 650

t (periodo de control)

Figura 3.28: Evolucién de la salida y de las predicciones con diferentes métodos.
N = {10,...,15}, D = {0,1,2}. Perturbacién y ruido en forma de
escalén
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un error de ||e[t]||rms = 1.1 para el predictor Hoo, y un error de |le[t]||rms = 0.94 para el predictor
Hay/Hoo. n

3.7 Simplificaciones

En algunas ocasiones, la solucién de los problemas LMI que se han planteado en cada una de las estrategias,
puede tener un coste computacional considerable, atin cuando no se trata de un proceso critico (un proceso
estable con perturbaciones de poca magnitud). En otras ocasiones puede ocurrir que la plataforma en la
que se implementa el predictor (un microcontrolador de bajo coste, por ejemplo) no disponga de mucha
memoria para utilizar por parte del programador del algoritmo de prediccién, con lo que no se pueden
almacenar todos los vectores de ganancias £(sg) (s = 1,...,ns) necesarios. Para estas situaciones se
plantean a continuacion diferentes estrategias que restringen el espacio de soluciones y llevan a un diseno
mas conservador a cambio de un menor coste computacional en el cdlculo de las ganancias del predictor
y una disminuciéon de la memoria requerida para implementar el predictor.

3.7.1 Reduccion del nuimero de vectores de ganancia a almacenar

En el diseno de predictores basados en un patrén de muestreo variante de forma arbitraria se han asumido
diferentes matrices X (sx) v Q(sx) (s = {1,...,ns}) para cada uno de los valores del pardmetro de
muestreo. Esto conduce a conjunto de ns ganancias diferentes para el predictor que deberian almacenarse
para aplicar la ganancia correcta dependiendo de los valores di y Ni que definen el muestreo.

Los teoremas, sin embargo, también son validos si se imponen algunas restricciones en las matrices
Q(sk) y X (s) para reducir el nimero de ganancias a almacenar. La idea es hacer la ganancia robusta a
variaciones de sy.

El caso mas general puede definirse como sigue. Se divide el conjunto de posibles muestreos S en r

subconjuntos disjuntos, S;, i = 1,...,r y se definen r matrices diferentes Q(i) y X (i), i =1,...,r, tales
que Q(sk) = Qi) y X(sg) = X (i) si s € S;. Como resultado, se debe almacenar un conjunto reducido
de r vectores de ganancias £(i) = Q(i)"'X (i), i =,...,r. Qué ganancia se utilizard en un instante

de muestreo dado dependera del subconjunto S; al cual pertenece el par (dg, Ni). El inconveniente de
imponer esta restriccién en el caso de la bisqueda de un predictor que cumpla con la estabilidad nominal
es que el conjunto de LMIs que se ha de resolver es méas improbable que sea factible. El inconveniente de
esta restriccién en el caso de la bisqueda de un predictor que trate de atenuar algin tipo de perturbacién
es que el conjunto de LMIs devolvera un predictor que hard mayor la cota de la norma del error ey.

Un caso particular interesante, que conduce al algoritmo de predicciéon maés simple, se obtiene cuando
s6lo hay un subconjunto. En este caso se toman dos matrices constantes Q(sx) = Q y X (sr) = X Vs
en la resolucién del conjunto de LMI, y como resultado se obtiene una ganancia constante £ = Q~1X.

Ejemplo 3.7.1. Tomese el sistema inestable

1

S P [P

con un periodo de control de T' = 0.2 sequndos. Supdngase que se tiene un muestreo sincrono aleatorio
con retardo variante definido por los conjuntos

N ={1,2,3,4}, D={0,1,2}.

Supongase que el proceso estd afectado por una perturbacion de salida constante y un ruido de medida
aleatorio con media cero, de valores

[o[t]lle =1, lwt]l rms = 1.
Se quiere disenar un predictor mediante la técnica Ho. Para ello se consideran cuatro alternativas posibles
1. Tomar una ganancia constante.
2. Tomar una ganancia diferente para cada posible retardo dj en D.
3. Tomar una ganancia diferente para cada posible Ny en N.

4. Tomar una ganancia diferente para cada elemento del conjunto N x D.
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Tipo de diseno Cota de |lex||rars | Reduccion (%)
Ganancia constante 25.2 0
Ganancia diferente para cada Ny 21.9 13.3
Ganancia diferente para cada dj, 19.6 22.2
Ganancia diferente para cada par (Ng, dy) 17.1 32.4

Tabla 3.7: Cota del error para diferentes tipos de diseno.

Aplicando lo expuesto en la observacion anterior, se llegan a diferentes predictores, donde cada uno de
ellos consigue una cota en el error de prediccion segun se indica en la tabla|3.7, Obsérvese la reduccion
consequida en cada tipo de diseno con respecto a la utilizacion de una ganancia constante, que constituye

el algoritmo mds simple de implementar.
|

3.7.2 Reduccion del coste computacional de las LMI

Si lo que se pretende es reducir el coste computacional necesario para calcular (fuera de linea) las ganan-
cias, se pueden aplicar otras simplificaciones que, por contra, llevaran a un problema cuyo espacio de
soluciones disminuye.

La primera simplificacién consiste en tomar iguales la matriz P(sg) y Q(sk).

Otra simplificacién consiste en encontrar un predictor que asegure la estabilidad cuadratica (condicién
suficiente pero no necesaria), haciendo para ello la matriz P(s;) = P constante. Este caso reduce el
espacio de soluciones con el inconveniente de que puede que no se encuentre un predictor estable ante un
sistema inestable y/o con muestreo muy escaso, o con el inconveniente de que la atenuacién conseguida
sea menor que la obtenida con P(sy) variante.

Si se aplican las dos ultimas simplificaciones al mismo tiempo, tomando las matrices P(s) y Q(sk)
iguales y de valor constante,

Q(sk) = P(s) = P,

la ganancia del predictor vendra determinada por £(sx) = P~1X(s;). Nétese que en este caso sélo se
cumplird la condicién suficiente de estabilidad cuadrética, con lo que el espacio de soluciones quedara
reducido, y el predictor tendra peores prestaciones.

La mayor simplificacién posible consiste en, ademds de tomar P(sx) = Q(sx) = P, tomar una matriz
X (sr) = X constante para obtener una matriz de ganancias £;, = £ constante, es decir, utilizar todas las
simplificaciones expresadas anteriormente. En este caso se tendrd el predictor de peores prestaciones. Aun
asi, este predictor puede es muy 1til como diseno inicial, ya que es el que menor coste computacional tiene
tanto en coste de calculo de la ganancia £ como en coste de implementacién. Como ejemplo, considérese
la LMI que devuelve la ganancia £ en el caso de atenuacién H., que queda

P My(sp) Mp(sk)

My(sp)' P—c'e 0 =0, (3.132)
Mp(si)" 0 2
con
Ma(sp) = (P - XcA*d<Sk>) AN, (3.133)
Mp(sp) =[P —Xc —Ma(sy) —X]. (3.134)

La ganancia en este caso se calcularfa como £ = P~1X.

Ejemplo 3.7.2. Considérese el sistema inestable

1

R P[P

cuya entrada se actualiza a periodo T = 0.1 sequndos. Supongase que se tiene un muestreo sincrono
aleatorio con retardo variante definido por los conjuntos

N ={1,2,3,4,5, D={0,1,2}.
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Supongase que hay una perturbacion y un ruido de medida, ambos aleatorios y con un valor eficaz unitario
(lvellrms = 1, |lwkllrvs = 1). Se quiere disenar un predictor mediante la técnica Hoo y para ello se
aplican todas las combinaciones de simplificaciones posibles haciendo bien P constante, bien Q constante
o bien X constante. Las prestaciones obtenidas con cada una de las combinaciones de simplificaciones se
resumen en la tabla 3.8. Obsérvese la mejora mds significativa se produce cuando se utiliza un predictor

P P(sy) Q Q(sx) X X(sk) Cotade|er|lrms Reduccion (%)
X X X 30.8 0
X X X 19.5 36.7
X X X 194 37.0
X X X 28.1 8.8
X X X 19.3 37.3
X X X 18.9 38.6

Tabla 3.8: Comparacion de resultados con diferentes simplificaciones.

de ganancia variante. Cuando, partiendo del predictor mds completo, que asegura una cota de ||e||raprs =
18.9 se aplica la simplificacion de P y Q constantes, se tiene una cota |lex||raprs = 19.5, lo que significa
una reduccion en las prestaciones de sélo un 3.1 % con respecto al predictor completo.

[ |

3.7.3 Interpolacién de ganancias

En la metodologia planeada en el capitulo, la obtenciéon de ganancias se basa en la resoluciéon de un
problema de optimizaciéon por medio de un sistema de inecuaciones lineales matriciales. El coste com-
putacional de estos problemas de optimizacion via LMI aumenta con el nimero de LMIs que conforman
el sistema de inecuaciones. El tamano de este sistema de inecuaciones depende directamente del niimero
de escenarios de muestreo ns. Si se utiliza una matriz P constante, el sistema a resolver esta formado
por ns LMIs, pero si se utiliza una matriz P(i) que varia en funcién del pardmetro sy, el sistema estd
formado por n?s inecuaciones. Esto conlleva un tiempo muy elevado de resolucion, que puede llegar a
durar varias horas.

Supéngase a partir de ahora que no hay retardos en el proceso y que, por tanto, el nimero de posibles
escenarios de muestreo coincide con el niimero de periodos intermuestreo. Asimase que el ntmero de
posibles periodos intermuestreo viene definido por el conjunto

N ={vi,va..., U}
Para poder reducir el nimero de LMIs a resolver se toma un subconjunto
N ={p1,p2.. pn,, } CN, m <ng

de manera que contenga por lo menos el primer y el iltimo elemento (p11 = v1 ¥ fin,, = Vn,), ¥ se aplica
alguno de los métodos basado en LMIs a lo largo de este nuevo conjunto A”. El conjunto de ganancias
que se obtendran como solucién viene definido por

{e(pi)}, pi € N’

El resto de ganancias asociadas al conjunto A se obtienen a partir de éstas mediante una interpolacién

Vi — K
£(v;) =€(pi) + ﬁw(ﬂi—&-l) — £(pi)), (3.135)
v; € N,
Wiy pris1 € N7,

i < Vi < [hit1-

El siguiente paso en el diseno mediante esta técnica consiste en comprobar que este nuevo conjunto de
ganancias estabiliza el predictor en todo su rango de funcionamiento (es decir, sobre N). Este método
serd adecuado siempre que las variaciones de los elementos del vector £ sean suaves a lo largo de los
elementos de AV, tal y como se muestra en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 3.7.3. Sea el proceso continuo
s+1
G(s) =
(s) s+ 3
con un periodo de control de T = 0.1 sequndos. Asimase un ruido de medida aleatorio de valor eficaz
lwlt]||rars = 0.02 y una perturbacion de salida aleatoria de valor eficaz ||v[t]||rars = 2.5. Supdngase un
muestreo definido por el conjunto

N =1{1,2,3,4,...,46}.

Con estos datos se puede aplicar un diseno basado en la atenuacion Hs mediante las técnicas expuestas
en el capitulo. Si se calcula la ganancia £(N) = [I1(N),12(N)]" que varia en funcién del pardmetro de
muestreo se obtienen los valores que se observan en linea llena en la figural3.29, mientras que si sélo se
calcula la ganancia para un subconjunto

N’ =1{1,6,11,16,...,46}

se obtienen los valores marcados con una cruz en la figura. El tiempo de cdlculo para el subconjunto N
es un quinto del necesario para el subconjunto N'. Para mejorar la precision para muestreos bajos se ha
probado con otro subconjunto definido por

N =1{1,2,3,4,5,6,11,16,21,...,46},

con el que se obtienen los valores de ganancia que se muestran con circulos en la figura.

1.4 I
— N=1:46
x  N=1:5:46

1.2+ x H
O N=[1,2,3,4,5,6:5:46]
o

l1, I3 (elementos del vector de ganancias £)

0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
N (periodos intermuestreo)

Figura 8.29: Valores de los elementos del vector £(N) segin los subconjuntos uti-
lizados para realizar los calculos.

La simulacion del predictor con los diferentes métodos (€(N) definida para cada N, o £(N) interpolada

a partir de un subconjunto {€}) lleva prdcticamente a las mismas prestaciones.
[ |

Ejemplo 3.7.4. Sea el proceso continuo

1

Gs)= —F———
(5) s+2s24+3s+4

con un periodo de control de T = 0.15 segundos. Asimase un ruido de medida aleatorio de valor eficaz
lwlt]||rars = 0.02 y una perturbacion de salida aleatoria de valor eficaz ||v[t]||rars = 2.5. Supdngase un

muestreo definido por el conjunto
N ={1,2,3,4,...,46}.
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Con estos datos se puede aplicar un diseno basado en la atenuacion Ho mediante las técnicas expuestas
en el capitulo. Si se calcula la ganancia £(N) = [I1(N),lo(N)]" que varia en funcién del pardmetro de
muestreo se obtienen los valores que se observan en la figural3.30 en linea llena que, como se observa, no
presentan una evolucion suave en funcion de N. Si se calcula la ganancia variante para el subconjunto

N’ ={1,6,11,16,...,46}

se obtienen las ganancias marcadas con una cruz en la figura. La técnica de interpolacion lleva a ganancias
intermedias que no se aproximan a las obtenidas con el cdlculo mediante el subconjunto N (por ejemplo,
para N = 16, las ganancias obtenidas con uno y otro método difieren mucho) y, por tanto, es dificil
asegqurar la estabilidad del predictor.

3
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

N (periodos intermuestreo)

Figura 3.30: Valores de los elementos del vector £(N) segin los subconjuntos uti-
lizados para realizar los calculos.

Esta técnica puede ser 1til tanto para reducir el coste computacional de obtencién de los vectores de
ganancia £, como para reducir los recursos de memoria necesarios para poder implementar el predictor
propuesto en microcontroladores de bajo coste.

Un problema diferente que puede darse es que se esté en condiciones de calcular los vectores € para
un rango de A amplio, pero, sin embargo, el dispositivo donde se han de almacenar estos valores no tiene
memoria suficiente. En este caso, si las variaciones de £ en funcién de N son suaves, puede almacenarse
sélo un conjunto de vectores £ correspondientes a un subconjunto ANV C A/, de manera que cada vez que se
necesite el vector £(N), donde N no pertenece a N, se procederé a la interpolacién indicada en (3.135).

Mediciones escasas con retardo

Si ademas del muestreo escaso, el proceso o el sistema de medicion presenta retardos, de manera que el
numero de posibles retardos viene definido por el conjunto

D ={61,02,...,0np}s
se puede partir de un subconjunto de escenarios de muestreo definido por los subconjuntos
N ={pi, o ppim} CN, m < ng

D' ={v,%2- - sWnp} CD, r<p



80 3. Disefio de predictores en representacién entrada salida

de manera que contenga por lo menos el primer y el dltimo elemento (1 = Vi, fn,,, = Vny, 71 = 01y
Y = 0np), y se aplica alguno de los métodos de diseno de predictores basado en LMIs a lo largo de este
nuevo conjunto N/ x D’. El conjunto de ganancias que se obtendréan como solucién viene definido por

{€(pi, 7))}, mi € N', v; €D

El resto de ganancias asociadas al conjunto A/ x D se obtienen a partir de éstas mediante una interpolacién
bidimensional7

3.7.4 Diserio basado en la minimizacion de la frecuencia de medicién

Otra de las aplicaciones de los predictores es minimizar la frecuencia de muestro necesaria para controlar
un proceso en bucle cerrado. De esta manera se pude minimizar la utilizacién del canal de comunicacién
consiguiendo disminuir el ancho de banda necesario y permitiendo compartir el canal con mas procesos.
Todo esto contribuira a disminuir los costes del sistema de control. Para obtener este maximo ntmero
de periodos hay que tener en cuenta que la norma del error de prediccién en bucle abierto viene dada
por la ecuacién (4.129) y que este error depende de las condiciones iniciales de estimacién del estado,
del tiempo entre muestras (V) y de la perturbacién del estado. También hay que tener en cuenta que el
sistema tendra que ser observable para ese valor de IN.

Por ejemplo, si se estd ante un proceso inestable sin perturbacién, puede buscarse el periodo de
muestreo mas bajo que permita una amplificacion de el error de prediccion prevista de antemano.

En el siguiente ejemplo se analizan comparativamente las estrategias de simplificacién y de diseno
(determinista o estocdstico) de una forma diferente, mostrando cémo el nimero de posibles periodos
intermuestreo (A') que llevan a un problema LMI factible cambia segin la estrategia adoptada, en todos
los casos basadas en el diseno para estabilidad nominal.

Ejemplo 3.7.5. Considérese el proceso inestable continuo

1052
T s2—5s

G(s)

con un periodo de actualizacion de la accion de control de T = 0.02 sequndos. Supdngase que no hay
perturbaciones en el proceso y que las mediciones no estan afectadas por retardo ni ruidos de medida.

Si se aplica una ganancia constante para asegurar un decrecimiento mondtono de la funcion de Lya-
punov con un ratio de decaimiento p = 0.6 (aplicando el teorema|3.4.1 con Q(sy) = Q y X(s) = X
constantes), el rango mds ancho de periodos intermuestreo que lleva a una solucién factible del problema
LMI asociado es Nh = {1,2,3}, llevando a la ganancia £ = [1 0.5341]. Si el conjunto Ny incluye mds
periodos intermuestreo, el problema (3.38) no es factible, y no se puede asequrar una convergencia mayor
que 1 = 0.6.

Si la probabilidad asignada a cada escenario de muestreo posible se asume igual, es decir, a; = 1/m
(i =1,...,ns, ns=length(N')), la convergencia en valor medio de un predictor de ganancia constante
puede asequrarse para todos los periodos intermuestreo incluidos en el conjunto No = {1,...,17} (ns = 17
aplicando el teoremal3.5.1 con Q(s;) = Q y X (sg) = X constantes), lo que muestra que la exigencia de
convergencia en valor medio es menos restrictiva que el decrecimiento mondtono del error.

Si se utiliza una ganancia variable (aplicando el teorema 3.4.1), el conjunto N3 puede extenderse hasta
30 muestras, por lo menos, tal y como se ha encontrado con las LMI, ya que tanto AN* como €, parecen
converger para largos periodos intermuestreo, posiblemente hasta un infinito nimero de muestras.

|

3.8 Conclusiones

En este capitulo se han estudiado distintos métodos de diseno de predictores de la salida aplicables al
muestreo sincrono tanto regular como irregular.

En primer lugar se ha definido el escenario de muestreo y las ecuaciones del predictor propuesto, que
aborda la problematica de la escasez de medidas y la presencia de retardos de forma conjunta, suponiendo
que las mediciones llegan con una etiqueta de tiempo. Este predictor utiliza un modelo del proceso para
estimar en bucle abierto la salida y corrige esta estimacién cada vez que le llega una mediciéon de la
misma. Se ha indicado cémo hacer la implementacién que minimiza el coste computacional.

"El comando interp2 de MATLAB® resuelve este problema,
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Con la definicién del predictor se ha obtenido la dindmica del error de prediccién. A diferencia del
filtro de Kalman, que utiliza una ganancia que varia en el tiempo de forma arbitraria, se ha propuesto
utilizar una ganancia que depende tinicamente del escenario de muestreo (retardo dy y ntimero de periodos
intermuestreo Ny), consiguiendo asi que la implementacién del predictor se simplifique considerablemente.
Con esta ganancia se ha mostrado que la dindmica del error de prediccién es la de un sistema variante en
el tiempo dependiente de un pardametro, con lo que se puede analizar la dinamica con técnicas existentes
para este tipo de sistemas.

En base al conocimiento de la dindmica del error de prediccion se ha desarrollado una metodologia
basada en técnicas LMI que permite calcular las ganancias que aseguran la estabilidad del predictor a pesar
de las variaciones de las condiciones de muestreo, tanto en el caso en el que la disponibilidad de medidas
es determinista como en el caso en el que esta disponibilidad es estocastica. También se han aplicado
estas técnicas al desarrollo de predictores robustos frente a la presencia de perturbaciones de salida y
ruidos de medida. Se ha demostrado que la perturbacién a la salida propuesta en el modelo también es
vélida para modelar perturbaciones de entrada y la incertidumbre en el modelo, con lo que queda cerrado
el problema de diseno robusto de forma sencilla. Se ha demostrado también que el retardo aleatorio en
la entrada puede modelarse como una incertidumbre en el modelo. Finalmente, se ha demostrado que
el ruido de medida propuesto en el modelo también es valido para modelar el error introducido por las
mediciones que vienen acompanadas de una etiqueta de tiempo incierta, o por las mediciones asincronas.

También se ha expuesto cudl es la modificacién que se ha de realizar sobre el disenio basico para obtener
predictores que minimizan el error del vector de regresiéon para obtener asi predictores mas adecuados
para la identificacién de procesos con medidas escasas.

Finalmente se han expuesto algunas técnicas que permiten reducir el coste computacional de obtencién
de los vectores de ganancias, asi como técnicas que permiten reducir el coste computacional y la memoria
requerida para implementar estos predictores.






Capitulo 4

Diseno de predictores en representacion
interna

4.1 Introduccidon

En el capitulo anterior se han abordado diferentes técnicas de diseno de predictores basado en el modelo
entrada-salida de plantas con una entrada y una salida que utilizan un Unico sensor para medir la salida.
Sin embargo, es usual encontrarse con plantas con varias entradas y salidas, incluso con plantas en las
que se utilizan diferentes sensores para medir alguna de esas variables (estados o salidas). Ademads, cada
sensor puede tener una dindmica y un retardo diferente (véase figura|l.8, pdgina 5).

Para poder desarrollar predictores en este entorno ya no es valida la representacion entrada salida sino
que es necesario utilizar una representacién interna en la que se incluya la dindmica del proceso (entradas,
estados y salidas a controlar) y la de los sensores que relacionan las variables medibles (estados, salidas
o combinaciones de ellas) con el valor resultado de la medicién.

El objetivo de este capitulo es desarrollar técnicas que permitan estimar el valor de las salidas a un
periodo fijo T" a partir de las mediciones escasas que se toman de los diferentes sensores y que estan
afectadas con un retardo variante. En el desarrollo se proponen predictores de bajo coste computacional
que tratan de forma conjunta la escasez de medidas, la disponibilidad de sélo algunos sensores cada
vez que hay una muestra disponible y el retardo temporal variante asociado a cada sensor. El calculo
de los predictores se realiza mediante técnicas LMI y se disenan para garantizar la estabilidad frente
al muestreo irregular al mismo tiempo que el rechazo a perturbaciones, la robustez frente a errores de
modelado o la atenuacién del efecto de los retardos en la aplicacion de la accién de control. Para obtener
los predictores que minimizan el error de prediccién es necesario conocer algunas de las caracteristicas
de las perturbaciones, pero si no se conocen, el procedimiento es igualmente véalido, ya que hay unos
parametros de ajuste que permiten afinar el predictor.

Otro de los objetivos es estudiar la estimacién 6ptima en plantas con estas caracteristicas, con lo que
se han desarrollado las ecuaciones del filtro de Kalman que incluyen las mediciones escasas con retardo
de la misma forma que lo hace el predictor de bajo coste propuesto.

4.2 Descripcion del problema
La figura [4.1 muestra el problema a tratar, donde se observan diferentes sensores que miden diferentes
variables a un periodo diferente (posiblemente variante) y con un retardo diferente. Algunos de estos

sensores pueden medir la misma variable (con diferente frecuencia, precision y retardo) con lo que el caso
de fusién sensorial estd incluido en el escenario a analizar.

4.2.1 Planta

Sea un proceso continuo lineal e invariante en el tiempo descrito por las ecuaciones

(1) = A.x(7) + B.u(r) + B,.v(7), (4.1a)
y(r) =Cyz(1), (4.1b)

83
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Figura 4.1: Problema general de estimacién de salidas de un proceso multivariable
con multiples sensores.

donde € R" es el estado, u € R™ es el vector de entradas de control e y € R™ es el vector de salidas,
que estd formado tanto por las salidas medidas (y1, y2, ys3 en la figura) como por el resto de salidas
virtuales que necesita el controlador (vector y, en la figura). Para el ejemplo de la figura, el vector ylt]
vendria dado por

La senal v(7) € R™ es las posible perturbacién del estado. Si las senales de control se actualizan a un
periodo fijo T" a través de un retenedor de orden cero

w(r)=ult] TetT,tT+7T),

donde ¢ € N, existe un modelo equivalente discreto que relaciona la secuencia discreta de valores de
entrada y la secuencia discreta de los valores de salida en los instantes en los que se actualiza la entrada,
que puede expresarse como

xz[t+ 1] = Az[t] + Bu[t]| + B, v[t], (4.2a)
yt] = Cy x[t], (4.2b)

Las mediciones de los sensores s6lo estan disponibles en los instantes ¢ = t;, y ademds estan afectadas de
un retardo variante en el tiempo, con lo que se puede escribir

Mg =C e[ty —dig] +wig, i=1,...,0n (4.2¢)

donde m, j; es la medicién disponible del sensor 7 en el k-ésimo muestreo (no todos los sensores estdn
disponibles en cada muestreo), d; j es el retardo asignado al sensor i en la muestra k, n,, es el nimero
de sensores y w; ;. es el ruido de medida que tiene el sensor m; en la k-ésima muestra.

Si el proceso tiene un retardo entre la entrada u y el estado x, se reflejard en que la matriz A tendréd
tantos polos en el origen como retardos y, por tanto, no sera invertible. En los algoritmos que se desarrollan
en este trabajo es necesario que A sea invertible, por lo que es imprescindible transferir los retardos al
sistema de medicién (anadiendo el valor del retardo en cada d; ;) y utilizar un modelo del proceso (A,
B) libre de retardos.
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Observacion 4.2.1. La representacién anterior también es valida cuando alguno de los sensores tiene
una dinamica propia no despreciable. Para demostrarlo, témense las ecuaciones en diferencias del proceso

@[t + 1] = Apzpt] + Bpult] + By, vplt], (4.3)
ylt] = Cpmyt], (4.4)

y las ecuaciones asociadas a los sensores

:I:S[t + 1] = Asws[t] + Byy[t] + Bvsvs [t] (45)
Mk = Csi Tslty — dig] +dyi Y[ty —dig] +wig, i=1,...,np (4.6)

Agrupando ambas ecuaciones se puede escribir que

], S e[ Il e
—A -B =B, —vlt]
il =[c, o |7l] (4.7
-y
mik = [dyc, s [i’:g: : i:ﬂ + w; k- (4.7¢)

=c;

Tomando el estado de la planta completa (proceso mds sensores) como aquel que agrupa el estado del
proceso mas el de los sensores
ot = | 714

xs[t]

se llega a la representacion (4.2). O

Ejemplo 4.2.1. Sea un proceso cuya dindmica viene definida por las ecuaciones

0.9 08 0.6 1 2 0.1
zp[t+1 =108 0 07| z,[t]+ [0 1 |wft]+ |0.2] vplt],
0 07 08 3 -2 0.3

sl =|o | o|eit

y sea el sistema de medicion de salidas con una dindmica que viene definida por las ecuaciones

w$+u=f€ £J“M+B ﬂmm

mm—B ﬂ%M+wM

El sistema global que incluye la dindmica del proceso y de los sensores puede escribirse de forma
compacta como

09 08 06 O 0 1 2 0.1
08 0 07 O 0 0 1 0.2
zt+1]=]10 07 08 0 O |x[t]+ |3 —2|u[t]+ |0.3|v[t],

2 0 0 01 O 0 0 0
0 1 0 0 0.1 0 0 0

10 0 0 O

0 0 010

mt] = [0 00 0 J x[t] + wt]
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4.2.2 Escenario de muestreo

El sistema de control necesita los valores de y[tT], pero se asume que no estan disponibles. En su lugar,
se miden los valores de algunas de las variables m;(7) en diferentes instantes discretos t = tx, k € N,
definiéndose Nj =t — t_1 como el nimero de actualizaciones de la entrada desde t,_; hasta t;, con lo
que

representa el instante en el cual se da la t-ésima actualizacién del control y se obtiene la k-ésima muestra
compuesta por los valores de algunos de los sensores (los que estdn disponibles). Se asume que el niimero
de actualizaciones de la entrada entre mediciones (Ny) varfa dentro de un conjunto finito de valores

Ny e N ={v1,va...,un}, (4.8)

y que el nimero de periodos que tarda cada medicién en estar disponible (d; ;) varfa dentro de un conjunto
finito de valores

de € Dz = {(51'1, . 76i,p,;}~ (49)

Si el proceso tiene algun retardo constante en alguna de sus salidas puede asignarse su valor a las senales
de los sensores que miden dicha salida. Para ello se debe anadir el valor de este retardo en el valor d; x
correspondiente.

Para denotar qué sensores estan disponibles en cada instante de muestreo se define el factor de
disponibilidad del sensor ¢ en el instante t; como

§ilty] = 1, si m[tg] estd disponible,
WEIT 0, si mylty] no estéd disponible,

Agrupando los valores del factor de disponibilidad para cada sensor se puede definir la matriz de disponi-
bilidad como
01 [tk] 0
Alty] = .
0 On,, [tk

Dependiendo del patrén de muestreo, pueden haber diferentes valores para la matriz A[tk}‘l‘. Se asume
que estos valores estan dentro de un conjunto finito dado por

A[tk] €E== {Al,...,Ap}. (410)

En el caso general, es posible cualquier combinacién de mediciones disponibles, con lo que p = 2" — 1.

4.2.3 Parametrizacion del escenario de muestreo

Cada instante en el que llega alguna medida viene definido por varios valores: Ay que indica de qué
sensores ha llegado un dato, d; ; (i = 1,2,...,n,,) que indica con qué retardo ha llegado cada medicién,
y N que indica el nimero de veces que se ha actualizado la accién de control desde la ultima vez que
llego algin dato de salida. Aunque cada uno de estos parametros puede tomar valores dentro de unos
rangos conocidos (4.8) y (4.10), puede que s6lo algunas de las combinaciones (Ay, Ni, d; ;) sean posibles.
De forma similar a los sistemas de una entrada y una salida, se define un parametro de muestreo s; que
indica cudl es la situacién de muestreo (combinacién (Ag, N, d; x)) con la llegada de la k-ésima medida.
El parametro s; enumera las combinaciones tomando valores enteros de 1 a ng,

skeS={1,2,... ns} (4.11)

donde ngs es el nimero de combinaciones posibles.

1Si en un instante dado t = t;, todas las mediciones de salida estdn disponibles, entonces A[ty] = I.
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4.3 Predictor

El controlador necesita la secuencia de estados o salidas (dependiendo del tipo de controlador) al periodo
T, pero sélo se tiene acceso a algunas senales de sensores que miden las salidas de forma irregular y con
un retraso. Para estimar los estados y las salidas a periodo T se propone un predictor que tiene una
estructura similar al expuesto con la representacién externa.

Inicialmente se estima el estado corriendo el modelo en bucle abierto, lo que lleva a

@ltlt—1] = A@[t — 1] + Bult — 1]. (4.12a)

Dependiendo de la disponibilidad de una nueva medicién en t = t, (es decir, algiin m;[t] esta disponible),
el estado se actualiza mediante

Mm

:ﬁ[tk} = j:[tﬂtk - 1] + Zél [tk] (mz [tk} —C; :i![tk - di,k‘tk - 1]) (51 [tk] (412b)

i=1

donde £;[t;] es el vector de ganancias utilizado para actualizar la estimacién del estado con la medicién
m;[t]. La prediccién de la salida se obtiene mediante la ecuacién de salidas

ylt] = Cy @[t]. (4.12¢)

La ecuacién (4.12b) utiliza la estimacién retardada del estado @[ty — d; x|tk — 1], que se define como
la estimacion del estado que cumple

di,k
Eltelty — 1] = A%* &ty — di gltr — 1]+ Y AT Bty — j]
j=1
y, por tanto, puede calcularse como
dik
Bty — digltr — 1] = A~r dftylty — 1]+ Y AT %k Bty — ). (4.13)
j=1

4.3.1 Implementacién del predictor

Con el algoritmo de prediccién (4.12), cada vez que llega una nueva medicién (en el instante ¢ = ¢, tal que
d;[tx] = 1 para algin i), la estimacioén del estado con retardo &[ty — d; i |tx — 1] debe calcularse con ayuda
de la ecuacién (4.13). Esta ecuacién es relativamente compleja y, por lo tanto, se necesita una potencia
de célculo elevada para evitar un retardo de computacién durante la estimacién del estado actual. Para
reducir la complejidad del célculo se propone una implementacién alternativa de menor coste. La idea es
almacenar las estimaciones del estado con retardo y actualizarlas cada vez que llega una mediciéon. De
esta forma, la estimacién del estado con retardo @[ty — d; |tx — 1] se conoce antes de que la medicién
m;[tx] esté disponible.

Para almacenar los estados de instantes anteriores se utiliza un modelo de orden extendido, donde el
nuevo vector de estado contiene los estados de los instantes anteriores de interés. La estimacion inicial
del estado se hace simulando el modelo extendido en bucle abierto,

X[t|t —1] = AX[t — 1] + Bu[t — 1], (4.14a)
con X[t —1] = X[t — 1|t = 1], ¥
&)t —1] B
) &t — 1)t — 1] 0
X[t|t - 1] = . 3 Anxn = .
&[t —d|t — 1] 0
donde
d_: ) max 51',[),; 51',1)7: = max Dl

1=1,...,nm
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y 1 =n(d+1). Dependiendo de la disponibilidad de una nueva medicién en ¢t = t, el vector de estimacién
del estado se actualiza mediante

Xtn] =X[txlte — 1+ T Lilte] (malte] — ci @[t — di gt — 1]) Giltx], (4.14b)
i=1
donde la estimacién del estado con retardo se obtiene como
n-d;

~ P——
m[tkfd,;7k|tk71]:[0~~0I0~~0]' [tk|tk71],

y I' es la matriz constante definida como

I
A—l
A—2
T = A;C (4.15)
0
0
L 4 nxn
con
¢ = méx{0, max di(sk) — N(sk)}.
s €S
t=1,...,nm

La matriz I" tiene n — {n filas nulas porque las tnicas estimaciones retardadas que deben actualizarse
son las necesarias para actualizaciones posteriores. Con esto se consigue reducir el nimero de opera-
ciones (sumas y multiplicaciones) en (4.14b), y, por tanto, reducir el coste computacional requerido en la
implementacién del algoritmo. La siguiente observacién demuestra esta idea.

Observacién 4.3.1 (Actualizacion de la estimacion de salidas con retardo). Supéngase que hay al menos
una nueva medicién en el instante ¢;. La estimacion del estado en el instante ¢, — d; j, condicionado a la
medicién actual (&[ty — d; x|tx]) se define como aquella que cumple

dik
Elt|t] = A%k [ty — diklts] + > AT Bulty, — j]. (4.16)

Jj=1

De forma similar, se puede obtener la estimacién del estado actual sin actualizar (&[tg|tx — 1]) en funcién
de la estimacién del estado con retardo sin actualizar (&[ty — d; k|t; — 1]) como

dik
Bltelte — 1] = A%* &ty — diplte — 1]+ A7 Bulty — j]. (4.17)
j=1

Introduciendo (4.12b) en (4.16) y restandolo de (4.17) es facil obtener

iﬁ[tk - di,k|tk] = :ﬁ[tk — di,k|tk — 1] + ZA_di’k fi[tk] (mi[tk] — ¢ :lAZ[tk — di,k|tk — 1}) (4.18)
i=1

El niimero de estimaciones con retardo previas que es necesario actualizar depende del valor del retardo
di,k y de Nk. Si
P = max d; Sk ) — N Sk
o=, mix_ {di{s) = Nisw)}

es la maxima diferencia entre retardo y periodos intermuestreo para un sensor dado, la estimaciéon mas
antigua que es necesario actualizar es @[ty — p;|[tx — 1], porque esta estimacién del estado puede ser
necesaria para la siguiente actualizacién. Por lo tanto, la expresion (4.18)) se tiene que aplicar de d =0 a
¢ =méx;=1,_n, {0,p;}, obteniéndose la ecuacién (4.15).

O
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La dindmica del predictor (en cualquiera de sus implementaciones (4.12) o (4.14)) depende de la
matriz de ganancias

Lalte]  loalte] -+ ln1(ts]
Liolte]  loolte] - ln,,2[ts]

Lk = L[tk] = [61 [tk} Eg[tk] e Knm [tk]] = . . . (419)
lln[tk] l2n[tk] e lnmn[tk]

definida en los instantes de medicién (¢ = ), que se debe disefiar para asegurar la estabilidad del
predictor, la robustez frente a la disponibilidad esporadica de datos, y una atenuacion adecuada de las
perturbaciones y ruidos de los sensores. La ganancia del predictor se asume en general que es variante en
el tiempo, pero el caso particular de una ganancia constante también se analiza.

Con el objetivo de disenar un predictor, es decir, la matriz de ganancias del predictor (4.19) con esas
propiedades, debe obtenerse la ecuacién de la dindmica del error de prediccion.

4.3.2 Equivalencia con el predictor entrada salida

El siguiente teorema muestra la equivalencia que existe en procesos monovariables ausentes de perturba-
ciones entre el algoritmo (3.8) (basado en la representacién entrada salida) y el algoritmo (4.12) (basado
en representacién la interna).

Teorema 4.3.1. Sea un proceso lineal monovariable definido por las ecuaciones
z[t + 1] = Ax[t] + bult], (4.20a)
ylt] = cx[t], (4.20Db)
y supdngase que hay un dnico sensor para medir la variable de salida (con retardo) cuya ecuacion es
my = Y[ty — di] = cx[ty — di]. (4.20c)

Entonces, los algoritmos (3.8) y (4.12) son equivalentes y la ganancia Ly del predictor (4.12) propuesto
con la representacion en espacio de estados se define en funcion de la ganancia del predictor basado en
el modelo entrada salida (€FS) del capitulo anterior mediante

ES =oAL, (4.21)
siendo A la matriz de la dindmica de la representacion interna, y O la matriz de observabilidad dada por
CAn71
cA" 2
0= : (4.22)
cA
c

O

Prueba 4.3.1. La finalidad de la prueba es comparar las ganancias que se utilizan en las ecuaciones de
actualizacién de predicciones tanto en representacion interna

(ij[tk] = i[tﬂtk — 1] - Lk(mk - Ci[tk - dkltk - 1]), (423)
como en representacion externa
Yitr) = Ytaltr — 1] — €7 (mx — gltx — dic|tx — 1]). (4.24)

El vector de regresién Y [ty|t, — 1] estd formado por las estimaciones de la salida desde t;, — (n — 1) hasta
tr con la informacién disponible hasta t; — 1. Estos elementos se pueden expresar en funciéon del estado
estimado en t; — (n—1) con la informacién hasta ¢, — 1 (es decir, &[t;, — (n—1)|tx, —1]) con las expresiones

g[tk‘tk — 1] = CAnilaAZ[tk — (TL — 1)|tk - 1} +c (bu[tk — 1] + -+ Anizbu[tk - (Tl — 1)])
it — 1tr — 1] = CAn_QiI[tk —(n=1ty —1]+¢ (bu[tk — 2]+ 4+ An_gbu[tk —(n— 1)})

It — (n—2)|tp — 1] = c(Az[ty — (n — D)|tx — 1] + bufty, — (n —1)])
@[tk — (n — 1)|tk — ].] = Ci[tk — (n — 1)|tk — 1}
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con lo que Y[ty|ty — 1] se puede escribir como

Yiteltn — 1] = O &(ty, — (n — )|ty — 1) + HU[ty, — 1] (4.25)
con
cb cAb --- cA"?b
0 c¢b cA"3b ulty — 1]
H=|: L ve-n=| v
: cb ult — (n—1)]
0 0

Por otra parte, la estimacion inicial &[tx|tx — 1] puede expresarse en funcién de @[ty — (n — 1)|tx — 1]
corriendo el modelo en bucle abierto desde ¢ — (n — 1) hasta ty, esto es

Eltplty — 1] = A" '@ty — (n— D[ty — 1]+ [ Ab --- A" 2b|Ult) —1].

Utilizando el resultado (4.25) se puede expresar la relacién entre el estado estimado y el vector de regresién
estimado como

Bltplty — 1] = A"TO WY tplty — 1]+ ([ Ab -+ A"2b] — A"'OT'H) Uty — 1].
Si se procede de igual forma con la estimacién corregida del estado &[t] se llega a
&[ty) = A"TOT'Y [t + ([b Ab -+ A" — AMT'OT'H) Ut — 1.
Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuacién (4.23)) se tiene que
A"TTO7Y [ty] = A0 Yt |ty — 1) + Li(my, — c @[ty — dilty — 1)),
y, como c &ty — di|ty — 1] = §[tr — di|tr — 1], se llega a
Vite] = Ytrlte — 1] + OA Ly (my, — j[tr — di|tr — 1]).

_pES
_Zk

Si las perturbaciones no son nulas, los algoritmos ya no son equivalentes.

4.3.3 Error de prediccion

Lema 4.3.1 (Dindmica del error de prediccién). La dindmica del error de prediccion del algoritmo (4.12)
aplicado al sistema (4.2) cuando no hay error de modelado y hay al menos una medicidn disponible cada
Ny periodos de entrada (con Ny variante en el tiempo), se describe mediante el sistema lineal variante
en el tiempo

Nm Ny,
5]@ = (I — Zfz[tk] C; ‘A—di”c 51[tk]> AN’“ fEk‘,l + ZAj_le U[tk — ]]

i=1 =1
T dik N

+) it e AT Si[tk] Y AT By wlty — ] — Y Lalte] wite] 0iftx] (4.26a)
i=1 =1 i=1

€L — Cy ik (42613)

que se actualiza en cada instante de medicion. El vector de error de estimacion se define cuando hay una
medicion disponible (en t =t ) como

ik = %[tk] = :E[tk} - @[tk],
mientras que el error de prediccion de la salida se define como

er = efty] = yltx] — Y[tx].
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Prueba 4.3.2. En los instantes de medicion, ¢ = t;, se cumple la expresién (4.2c) y los valores medidos
pueden escribirse como
m; [tk] =c; :B[tk — di,k} + wi[tk], (427)
y, por tanto, la prediccién de la salida (4.12b) puede expresarse como
:f)[tk] = ﬁj[tk“k - 1] + Zel [tk] (Ci (m[tk - dz,k] — ﬁ:[tk - di,k|tk - 1]) + wi[tk]) 52 [tk] (428)
i=1
Los vectores @[ty —d; ] v &[tx — d; x|tk — 1] pueden expresarse como funcién de @[ty — Ni| y &[ty, — Nyi] (el

instante en el cual se hizo la anterior medicién y actualizacién de la prediccién) si las expresiones (4.2a)
y (4.12a) se aplican de forma recursiva, conduciendo a

xlty — dig] — @ty — diglty — 1] = ANE—dik (z[ty — Ni| — &t — Ni]) +
Ny, ik
+Y AT B vt — i) — Y AT B, vty — ). (4.29)
1

QU

j=1

<.
Il

El vector &[ti|ty — 1] también puede expresarse por medio de &[t; — Nj| aplicando (4.12a) de forma
recursiva, llegandose a

Ny
Slteltr — 1] = AVe@[ty — Ni] + ) A Bulty — ). (4.30)

i=1

El estado x[tx] también puede expresarse (por medio de (4.2a)) como una funcién de x[t; — Ni], es decir,

Ny Ny,
wlty] = AN afty — Ni]+ Y AT Bulty —i]+ Y A" B, vty —il. (4.31)
=1 i=1

Introduciendo las expresiones (4.29) y (4.30) en (4.28) y restando la expresion resultante a (4.31), se tiene
que

Ni
xlty] — [ty] = ANk (x[ty, — Ni] — @[ty — Ni)) + Z Aj_le o[ty — j]

=& =% =1

— Zei[tk] c; A~ ik ANk (iL‘[tk — Nk] — ii‘[tk — Nk]) 5i[tk]
=1 -
Mo, Nk di,k

=Y blt]e AN | S AT B ol — ] = Y AT By wlty — 4] | 6ilt]
i=1 j=1 j=1

_ i €lt] wilte] 8ift)

que es exactamente la ecuacién (4.26a) porque en el instante de medicién ¢, — N = tg_1.
El error de prediccion instantdneo ey, se obtiene por medio de la matriz C),

er = ylte] —ylti] = Cy (z[t] — 2[t]) = Cy 2,
|

Observacion 4.3.2. Definase un nuevo vector que recoge el valor de las perturbaciones entre mediciones
como

U[tk — 1]
v, — ’U[tk:— 2] ’
oftx — ]

siendo -
B = méx{d,ny},
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el maximo ntmero entero del conjunto definido por todos los posibles retardos d; ,, y nimero de periodos
intermuestreo Nji. Entonces la dindmica del error de prediccién puede escribirse de forma compacta como

~ ~ A%
T = Ak Tp_1+ Bk; |:’U)7]Z:| (4323)
€ = Cy :fk, (4.32b)
donde
A = (I — L Ay Cyy) AN, (4.33)
c A~k
C'dJ€ = s (434)
cn A_dnr,,,,,k'
m T X1
B, = [A(Nk) — L Ay Cd,k —L, Ak} (4.35)

siendo Ay = Altx] la matriz de disponibilidad, y

e A=k (A(Ng) — Adyg))

Cak = : )
cn,, A"k (A(Ng) — A(dn,, 1)) P X B0
con A(N) la matriz definida como
N
A(N)=[B, AB, A’B, --- AV"'B, 0 - Ol,xp. (4.36)
B
O
Observacion 4.3.3. Otra forma de expresar la dindmica del predictor es mediante la ecuacién
zt) = Azt — 1]+ B, v[t — 1], (4.37)
en los instantes t # t en los cuales no hay medicién, mas la ecuacién
Zltr) = (I — LArCay) (AZ[ty — 1] + A(Np) Vi) + L ALCa i Vi, — L Agwy, (4.38)
con C_’d,k la matriz n,, x #n definida como
c1 A= kA (dy ) c [A~4xB, Al-4B, ...A7B, 0 ---0]
Cur= : = : , (4.39)

Cn,, A—dnm,kA<dnmk) cn,, [A"4mB, Al=dmiB, ... ATB, 0 ---0]

en los instantes de medicion t = t;. Con esta ecuacién se ha separado el efecto que tiene la perturbacién
v sobre el error de prediccién debido al muestreo escaso (término (I — LpAyCqr)A(Ng)Vy), del efecto
causado por los retardos (término LkAkC',Lka). De hecho, si se muestrea en todos los periodos de
control (Nj = 1), entonces

(I — LiACy)A(Ni)Vi, = (I — LyAgCyi) B, vty — 1],
y si no hay retardos se tiene que
LyA,Cy V), = LA, OV, =0.
O

De forma similar a los disenos anteriores para procesos de una entrada y una salida, se aborda el
diseno de la ganancia Ly definiendo una matriz diferente para cada conjunto (Ng, d; , Ay), es decir, para
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cada posible valor del parametro de muestreo si. El calculo de estas matrices L se hace fuera de linea
una sola vez y da como resultado un conjunto finito de ganancias

L, =L(sy) € £L={L1),L2),...,L(ns)}. (4.40)

donde ns es el nimero de posibles situaciones de muestreo. Cada vez que llega una muestra (con valores
de uno o varios sensores), se utiliza una ganancia de £ diferente, dependiendo del valor s, para actualizar
la estimacién del estado (ecuacién (4.18))

Notese la diferencia de esta implementacién con la implementacién de un filtro de Kalman (véase §2.3.3
y §4.9) en el cual la ganancia varfa, generalmente, de forma arbitraria a lo largo del tiempo porque la
matriz de ganancias Ly se calcula en linea con cada nueva muestra. El filtro de Kalman obtiene la
estimacién 6ptima (la que minimiza la norma ¢5 del error de salida) con cada muestra bajo la suposicién
de que las perturbaciones son ruidos blancos de media cero con matriz de varianzas-covarianzas conocida.
Para ello es necesario correr las ecuaciones de estimacion del estado y las de la estimacion de la matriz de
varianzas-covarianzas, lo que eleva el coste computacional con respecto del predictor propuesto en este
trabajo.

Observacion 4.3.4. Definiendo la matriz de ganancias del predictor segin (4.40), la dindmica del error
de prediccién (4.32) puede reescribirse de forma paramétrica como

Fr = Als) Tp1 + B(se) [X’j (4.41a)
er = C, sy, (4.41D)
’U[tk — ].]
’U[tk — 2] )
Vi = : , B =max{di(sg),--.,dn,, (s£), N(sk)}, (4.42)
vty — O]
y donde
C1 A_dl(sk)
A(si) = (I = L(s) A(sg) Ca(s)) AVCH . Cu(sy) = : ;
Crm AidHM(Sk) Ny XN
Bk = [A(N(Sk)) — L(Sk) A(Sk) Cd(sk) —L(Sk) Ak]
y

c1 A=H68) (A(N(si)) — Aldi (1))
Ca(sk) = :

€ A7 8 (A(N (s1)) = Aldn,, (5], sn
Con la introduccién del pardmetro s; se ha llegado a un sistema lineal variante con el tiempo de forma
paramétrica. En esta realizacién interna el vector de perturbaciones y ruido V y el ruido wj pueden

considerarse como las entradas, el error de estimacion como el estado, y el error de prediccion como la
salida. (]

4.3.4 Objetivo de diseiio

En este capitulo se van a estudiar diferentes técnicas de diseno de la matriz L(sy) para obtener un
predictor estable ante errores de modelado y capaz de atenuar perturbaciones. Los objetivos coinciden
con aquellos enunciados en §3.2.3 para el predictor basado en la representacién entrada-salida.

El objetivo de diseno de predictores en representacién interna es el mismo que se ha presentado en el
diseno basado en la representacién entrada-salida, que es obtener un procedimiento que permita calcular
una matriz de ganancias Ly para tener un predictor estable atin con errores de modelado, muestreo escaso
y retardo variante, y capaz de atenuar perturbaciones (véase §3.2.3 en la pdgina[31 para mas detalles).
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4.4 Diseino de predictores ante muestreo regular

Si se tiene un muestreo periédico de todas las salidas cada N actualizaciones de la entrada (A, = I)y

los retardos en cada sensor tienen un valor constante d; , = d, (i = 1,...,n,y,), el error de prediccién se
reduce a
Tp1 = Ay, (4.43)
€ = Cyik, (4.44)
con
C1
A= (I-LCy)AY, Cu=|: |A
Cn

donde se ha tomado una matriz de ganancia constante L debido al muestreo constante. Para estabilizar
el predictor es suficiente tomar una matriz L tal que todos los valores propios de A queden dentro del
circulo unidad. Para conseguir esto puede abordarse el problema mediante una asignacién de polos, o
utilizando técnicas LMI. El siguiente teorema recoge la aplicacion de esta técnica.

Teorema 4.4.1. Considérese el sistema (4.2) sin perturbaciones ni ruidos de medida, y supdngase que
las n., mediciones de los sensores estdn disponibles de forma simultinea cada N periodos de entrada con
un retardo constante de d periodos. Para un p € (0,1] dado, si existen dos matrices P = P c Ry
X =€ R"*" {ales que la siguiente desigualdad se cumple

P (P-XCoa™ (4.45)
T .
(P-XCq) AN) WP
es decir, la LMI es factible. Entonces, si la ganancia del predictor se define como

L=P'X, (4.46)
el error de prediccion del algoritmo definido por (4.12) converge a cero de forma asintética con un ratio
de decadencia menor que p € (0,1] |

Prueba 4.4.1. Introduciendo la ganancia (4.46) en la LMI (4.45), se puede escribir que

P P(I-LC,; AN P P
. ( ) WATN [P PAL (4.47)
(P(I-LCy) AY) u P AP u*P

donde, aplicando los complementos de Schur se llega a
A"PA-P <0.
Premultiplicando por 5,: y postmultiplicando por @ se obtiene la condicién
Vir1 < 12V (4.48)

siendo Vj, = 5; Pz 1a funcién de Lyapunov. La estabilidad cuadratica queda probada finalmente teniendo
en cuenta que la desigualdad (4.45) implica que P > 0, y, en consecuencia, la funcién de Lyapunov es
definida positiva. [}

Observacion 4.4.1. El problema LMI planteado en el teorema anterior serd factible siempre que el par
(AN . Cy AN) sea detectablé? . Para asegurarse de que el sistema es detectable se tratard de trabajar
siempre con realizaciones minimas. J

Ejemplo 4.4.1. Sea el proceso de orden 3 con dos entradas, dos salidas y dos sensores definido mediante
las ecuaciones

(05 —01 —04 0.7 0.3 1 0
zt+1]=| 1 —08 —09|=x[t]+ | 0.7 —0.7|u[t]+ [0 1| v[t]
—08 04 09 02 —0.3 11
(-1 —0.1 -0.8
ylt] = 06 -1 1 ] x[t] (4.49)
(1 0 05

2Un sistema es detectable si sus autovalores no observables son estables (véase[A.5.1)
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Los valores propios de la matriz A son X\ = {1.046,0.113, —0.559} (el proceso es inestable).
Considérese un muestreo periddico en el que se toma una medicion de las dos salidas a la vez cada
N = 10 periodos de control, y considérese un retardo constante de d = 3 periodos en los dos sensores.
El par (A9, CA") tiene una matriz de observabilidad de rango 3, con lo que el sistema es observable.
En estas condiciones es posible aplicar el teorema anterior para llegar a una matriz de ganancias de
prediccion
—0.4209 —0.2937
L= |-0.2449 -0.9733
—0.9621  0.9388

Como el muestreo es regular, la dindmica del predictor vendrd determinada por los valores propios de
la matriz (I — LCA=2)A'Y que estdn ubicados en {0,0,0}, es decir, que se ha obtenido un predictor
de tiempo minimo. En la figural4.2 se muestra una simulacion del proceso controlado en el que no hay
perturbaciones ni ruido de medida y se observa como la prediccion converge a la salida Teal con solo una
muestra.

10 T T
—— Salida Y,
Prediccion Y,
. 5 O Mediciones
2,
=
>
=
>
t (periodo de control)
4 T
2L 4
=
& or 1
= -
= -2 —_ Salld.a ){2 =
=N Prediccion Y,
-4 O Mediciones -
-6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (periodo de control)

Figura 4.2: Evolucion de las salidas y de las predicciones con un predictor de tiempo
minimo. N' = {10}, D = {3}.

El problema de esta estrategia es que mo permite modificar la dindmica, y el procedimiento siempre
trata de buscar el predictor con la dindmica mds rdpida posible (en este ejemplo en concreto se ha lle-
gado al observador de tiempo minimo). Este predictor presenta problemas si se ejecuta en un proceso
con perturbaciones o ruido de medida, tal y como muestra la figura [4.3, en la que se ha simulado el
funcionamiento del predictor en un proceso con una perturbacion escaldn de valor v[t] = [0.5 0.5]".

4.5 Diseino determinista de predictores

Si el muestreo no es periédico, sino que la informacion de los sensores llega en instantes de tiempo
arbitrarios y no de forma simultanea, o bien si los retardos en los sensores varian en el tiempo, se ha de
tener en cuenta que la dinamica del error de prediccién es variante en el tiempo y que, en ausencia de
perturbaciones, se puede escribir como
zy = A(sk) Th—1, (4.50a)
€L = Cy %}c. (450b)

4.5.1 Estabilidad nominal

El siguiente teorema trata el diseno del predictor para asegurar la estabilidad ante el cambio irregular de
las condiciones de muestreo.
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10 S
—— Salida A
51 Predicciony, i
O Mediciones
=
o
>
=
o
=
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t (periodo de control)
4 T T
oL
= or
<D .
= oL ] — Saliday, R
s : Prediccion y,
a4l B O Mediciones i
-6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (periodo de control)

Figura 4.3: Evolucién de las salidas y de las predicciones con un predictor de tiempo
minimo cuando el proceso estd afectado de una perturbacién escalén.

N = {10}, D = {3}.

Teorema 4.5.1. Considérese el sistema (4.2) en ausencia de perturbaciones y ruido de medida (v =0 y
w = 0), y supdngase que hay por lo menos una medicion disponible cada Ny € N periodos de entrada de
manera que los sensores disponibles vienen dados por Ay € = estando cada medicion disponible afectada
de un retardo d; , € D;, de manera que hay ns escenarios de muestreo sy posibles. Para un p € (0,1]
dado, si existen unas matrices P(sy) = P(s;)" € R™ ", Q(sx) € R™™ and X (s1) € R™ "™ tales que
la siguiente desigualdad lineal matricial paramétrica (PLMI)

Q(sk) + Q(sk)" — P(sk) (Q(sk) — X (sk) A(sk)Calsy)) AN )

((Q(sk) — X (sk) A(sk)Ca(sy))) AN 2P (s 1) =0,  (4.51)

se cumple para cualquier secuencia de muestreo {sy}, entonces, si la matriz de ganancias del predictor se
define en funcion del pardmetro de muestreo como

L(si) = Q(sx) ' X (s1), (4.52)
el error de prediccion del algoritmo definido por (4.12) converge a cero de forma asintdtica con un ratio
de decadencia menor que u € (0,1]. 0

Prueba 4.5.1. Si se introduce la ganancia (4.52) en la LMI (4.51), la desigualdad puede escribirse como

Q(sk) + Q(sk) — P(sk)  Q(sk)Alsy)

A(si) Q(sr) W2 P(sp )| " (4.53)

La condicién Q(sg) + Q(sx)" — P(sy) = 0 implica que Q(sy) es no singular, y ademds, se cumple la
siguiente desigualdad matricial

T

(P(sk) = Q(s1))P(sr) "' (P(s) — Q(s)) = 0,

y por tanto
Q(sk) + Q(sk)" — P(sk) = Q(sk)P(s1) ' Q(sr) " (4.54)

Aplicando esta condicién a (4.53) y tomando complementos de Schur se obtiene la condicién

A(sp)" P(sp)A(s) — 2P (sp_1) < 0. (4.55)
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Si se multiplica esta expresion por la izquierda por i;ﬂ y se multiplica por la derecha por &;_ se tiene
la desigualdad
&), P(sp) @ < > &), P(sp_1) Tp_

Definiendo la funcién de Lyapunov paramétrica como
V(Ek, Sk) = 5; P(Sk) :ik,
la condicion (4.55) es equivalente a
V(Ek, Sk) < ,LL2 V(ik_l, Sk—l)-

La estabilidad cuadratica queda finalmente probada teniendo en cuenta que la PLMI (4.51) implica
claramente que P(sy) > 0. [ |

Observacion 4.5.1. En el diseno de predictores con disponibilidad irregular de los sensores se obtiene
una matriz de ganancias de la forma

L(sp) = [£1(sk) L2(sk) - Lu,(sk)],

donde cada vector columna £;(sy) es la ganancia que se aplica para actualizar la estimacién del estado
con la medicién del sensor i en un instante cuyo muestreo viene definido por el parametro s. Si en un
instante dado no hay informacién del sensor i (es decir, d;(s;) = 0), la columna correspondiente £;(sy) es
nula. En otras palabras, las columnas no nulas de las matrices L(sy) y A(sy) coinciden, siendo el nimero
total de columnas no nulas igual al nimero de sensores de los cuales se tiene informacién con la muestra
k (my). Este resultado es equivalente al obtenido con la prediccién basada en filtro de Kalman en §2.3.3
y 94.9 (véase observacién(2.3.1). O

4.5.2 Observabilidad y detectabildad

El teorema anterior llevard a un conjunto de matrices que estabilizan el predictor siempre que el par
(ANGR) A (s1,)Cy(s5) AN sea detectable para cualquier trayectoria sy, posible (véase §A.5.1 para la
definicién general de detectabilidad, y §A.5.2 para las definiciones relativas a sistemas que conmutan con
el tiempo). Si el proceso es estable, siempre existird dicho conjunto de matrices {L(sy)}. Si el sistema
es inestable, es necesario realizar previamente un estudio de detectabilidad méas detallado para conseguir
alcanzar una solucién. Para ello se parte de la hipétesis de que existe una cota superior N tal que ningtin
sensor estd mas de ese nimero de instantes de muestreo sin obtener una medicién.
Considérese por ejemplo el proceso

0.7 0 0.5 1 0
z[t+1]=10 1.1 08| =x[t]+ [0 1| u[t] (4.56)
0 0 1.5 1 1
A
1 0 2
mlt] = [O 9 O} x|t] (4.57)
c

en el que se tiene en cada periodo la medicién de algtin sensor. Los valores propios del proceso coinciden
con los elementos de la diagonal de la matriz A. Si todos los sensores estan accesibles en cada periodo el
sistema es completamente observable. Sin embargo, si s6lo se toman medidas del primer sensor, el estado
2 no es observable, puesto que si los estados 1 y 3 estan a cero y el estado 2 se inicializa en un valor
cualquiera y la accién de control es nula, su evolucién no quedaria reflejada en el primer sensor. Ademsés,
como el valor propio asociado al estado 2 es inestable (Ay = 1.1 > 1) el sistema no es detectable. Por
otra parte, si s6lo se toman medidas del segundo sensor, el estado 1 no es observable, pero como su valor
propio asociado es estable (A} = 0.7 < 1), el sistema s{ que serd detectable.

Supdéngase que el escenario de muestreo viene definido por N = 1, d = 0, y por las matrices de

disponibilidad
- |1 0 100
i Gl (R R
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que indican que nunca se miden los dos sensores de forma simultdnea. En este caso el pardmetro de
muestreo s6lo toma dos valores si{1,2} que hacen referencia a la medicién de uno u otro sensor y el
predictor estard formado por dos matrices

L=A{L(1),L(2)}

Si se aplica el método de prediccién a este sistema, la solucién de las LMI no es factible dado que existe
una trayectoria de s para la cual el sistema no es detectable, que es la trayectoria s, = {1,1,1,...}, es
decir, que solo se tienen mediciones del sensor 1 a lo largo del tiempo.

Como se parte de la premisa de que todos los sensores van a estar accesibles en algin momento,
es necesario eliminar todos los casos de no detectabilidad que se derivan cuando sélo esté accesible un
subconjunto del total de sensores (en el ejemplo, esto sucede cuando sélo se usa el sensor 1). Para ello
se va a intentar que el predictor sea capaz de atenuar con cada medicion el error de estimacién de, por
lo menos, los estados del subespacio detectable. El error de estimacién de los estados del subespacio
no detectable evolucionard con la dindmica asociada a dichos estados, es decir, que aumentara con la
dindmica marcada por su polo inestable asociado.

Para conseguir eliminar este subespacio deben modificarse las LMIs asociadas a trayectorias s; con-
stantes para las cuales el sistema no es detectable. La modificacién consiste en eliminar las filas y columnas
correspondientes a estados no detectables. Supdngase que se desea obtener el predictor que asegura la
estabilidad cuadratica del error de prediccion del sistema anterior, para lo cual debe tomarse la matriz
P constante (véase la observacion 4.8.1 en la pagina[124). Las LMIs a resolver en este caso son

1 +Q()" - (Q(1) - X(1)A,C)A
[(Q(I)A - X(1)Ach) u2P } -0 (4.58)

Q(2)+Q(2)" - Q(2)A — X (2)A,CA
[((Q(2) —X(2)A2(J)A)‘ u2P ’ } = 0. (4.59)

Con las LMI planteadas de esta forma el problema resulta no factible (porque estd incluido el caso de
medicién tnicamente con el primer sensor). Sin embargo, si se plantean las LMI de forma reducida como

( ) + Q’(l T 24 (Q/(l) . X’(I)Alc/)Al
[((Q’( 1)—-X'(1 )AlC’)A’) 2P ] ~0 (4.60)
Q(2) + (2>T Q(2)A — X(2)A,CA
[(Q( 2)A - X(2)A ) 2P ’ } ~ 0, (4.61)

donde las matrices P’, Q'(1) y A’ son las matrices resultantes de eliminar a P, Q(1) y A la segunda fila y
columna, y X’(1) es la matriz resultante de eliminar la segunda fila a la matriz X (1) (la correspondiente
al estado no detectable desde la salida 1). La matriz A;C’ contiene los elementos (1,1) y (1,3) de la
matriz C. Con las matrices Q'(1) y X’(1) se pueden calcular los elementos no nulos de la matriz L(1)
como

I31 I3

0N W IR

La matriz L(1) se calcula finalmente anadiendo ceros en la fila correspondiente al estado no detectable:

li1 li
L)=|0 o0
I31 I3

Para el ejemplo que se estd trabajando se obtienen las matrices

0.1859 0 0 0.2152
L=| 0 0|, L@ =10 05000],
0.4070 0 0 0.5163

donde se observa que en cada matriz se tiene una columna nula correspondiente al sensor del que no se
tiene medicién (es el resultado que devuelve la solucién de la LMI), y que el elemento (2,1) de la matriz
L(1) es nulo siguiendo la metodologia explicada.
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Si el sistema es diagonalizable, de forma que se puede obtener una representacién en espacio de estados
de la forma

B! 0
A2
z[t] = ) x[t] + Bult] (4.62)
0 An
[c1n 2 o
mlt] = : : x[t], (4.63)
_Cnml Cn,,2 T Cn,n

se tiene que cada estado tiene asignado un tinico valor propio. La matriz AV* también tiene forma diagonal
y los valores propios siguen manteniendo su condicién de estabilidad o inestabilida(ﬁ, Los vectores fila
ciykAN #=dik que forman la matriz C,;, mantendran los elementos nulos de los vectores [¢;1, ¢io, - -, cmr
del sistema con muestreo estandard.

De esta manera, si el sistema es diagonalizable, se puede realizar la transformacion del estado perti-
nente para tener una realizaciéon en la que se diferencia el subespacio observable y el detectable simple-
mente teniendo en cuenta cudles los sensores activos, y sin necesidad de tener en cuenta las condiciones
de muestro N y d.

A pesar de haber expuesto la necesidad de diferenciar entre espacio detectable y no detectable, cabe
notar que para el diseno basado en la estabilidad nominal es suficiente con trabajar con el subespacio
observable desde cada sensor. Sin embargo, el hecho de trabajar con el subespacio detectable hace el
procedimiento mas general y ampliable también al diseno de predictores basados en la atenuacién de
perturbaciones que se presentan en el siguiente apartado.

Si la planta presenta perturbaciones y los sensores introducen ruido de medida, se deben tomar en
consideracion las estrategias de diseno basadas en la atenuacién de perturbaciones introducidas en §3.2.3.
En las siguientes secciones se presenta un catalogo de predictores donde cada uno de ellos tiene en cuenta
diferentes caracteristicas en las perturbaciones y su efecto sobre el error de prediccion.

En los disenos que se plantean a continuacién se asume que el sistema es detectable desde cada sensor
de forma individual. Si esto no es asi, es necesario aplicar la técnica

4.5.3 Atenuacion H.,

El siguiente teorema recoge el diseno de predictores estables que minimizan la cota del error en las
situaciones S1, S2 y S3 descritas en la pdgina [31.

Teorema 4.5.2. Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y supdngase que hay al menos
una medida disponible cada Ny € N periodos. Supéngase que la disponibilidad de los sensores en cada
muestreo viene definida por la matriz Ay € = y que el retardo asociado a cada uno de los sensores se
encuentra en el conjunto d; ;. € D;, de manera que se tienen ns escenarios de muestreo s € S posibles.
Para unos Yo, s .- Yo,, s Ywis- s Yw,, dados, supongase que existen unas matrices P(sy) = P(s)" €
R™™ ™, Q(sx) € R™*™, X (sx) € R"*"™ tales que

Q(sk) + Q(sk)" — P(sy) M (k) Mp(sk)
M (i) P(sp—1) — C,C, 0 =0 (4.64)
Mp(sg)" 0 I2
Mu(sk) = (Q(sk) — X (s)A(sk) Ca(sp)) ANEH), (4.65a)
Mp(sk) = [Q(sk)A(N(s1)) — X (sk)A(s) Calsk)  —X (sp)A(s)] (4.65D)

3Si X es estable, también lo es AN. Si A es inestable, también lo es AV.
4Tampoco anadirdn ningin elemento nulo ya que la matriz A nunca tendra elementos nulos, puesto que significarian
retardos y se ha asumido que éstos se transmiten a las salidas.
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y
T 0 L1 o 0
r= Ov Fw ’ rv = E . )
- 0 Lol b sim
k2 0 Yun 0
r, = . ; r, = .
| 0 Yon 0 Ve

La matriz A(N(sy)) viene definida por (4.36). Entonces, definiendo la ganancia del predictor como
L(sx) = Q(sx) ' X (s1), el algoritmo de error de prediccion definido por (4.12) converge asintéticamente
a cero en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones iniciales nulas

lerlls <> Yo llviklld + D v, lwi sl = ITwx]3 + ITwwsl3 (4.66)
i=1 i=1
O
Prueba 4.5.2. Véase §B.2.1 |

Observacién 4.5.2 (Procedimiento de diserio). Si se consideran conocidas las normas ¢ de las pertur-
baciones, se puede minimizar la cota superior de ||ey||2 minimizando la suma

Ny MNom
D v lviklls + )42, lwik
1=1 =1

a lo largo de todas las variables v,,, Yuw;, P(sk), Q(sk), X (sr) que satisfacen la LMI (4.64). Para realizar
esta minimizacién se puede proceder de forma similar a como se ha indicado en la observacién|3.4.4 para
procesos de una entrada y una salida. En primer lugar se definen T'2 y I'2, como variables matriciales.
SiAg s Vo Vens -+ Yo, sON las dltimas componentes del vector 2 en (3.52), entonces el vector h'
tendra la forma

2

T

ho=[0 ... 0 [jork 2 w3

2 lon, sl lw

O

Observacién 4.5.3. Para realizar la minimizacién anterior es necesario conocer el valor ||v; x|z (norma
£ de la perturbacion al periodo variante NiT'). Sin embargo, es mds accesible la norma ||v;||2 (norma £o
de la perturbacién a periodo T'). Para obtener la norma de la senal v a partir de la norma de la senal v[t]
se pueden aplicar las mismas aproximaciones expuestas en la observacién (3.4.5) (pagina 39) del capitulo
anterior, llegandose a

v 1113

N b
siendo N el valor esperado de Nj. O

v l13 ~

Observacién 4.5.4. Cuando se conoce la norma del vector de perturbaciéon v y no de cada uno de sus
componentes se debe plantear el disenio anterior utilizando la misma ganancia v, > 0 en todo el vector
F’U7

r,=~,1.
De esta forma, el cdlculo del predictor devolvera una cota del error de prediccion de la forma

Mm,

lewll3 < v2llvel3 + Y7, lwikld = vollvel3 + [T wwill3. (4.67)
i=1
En este caso, se puede minimizar la cota superior de ||ex||2 minimizando la suma

Mm,

velorll + > 72,

i=1
a lo largo de todas las variables v, vu,, P(sk), Q(sk), X (sx) que satisfacen la LMI (4.64). Para realizar
la minimizacién se puede proceder segiin se ha indicado en la observacién|3.4.4, tomando en este caso

wi k|3

.
=100 ... 0 fukll3 llwiwls - llwn,, xl3]-
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Observacion 4.5.5. Bajo las mismas hipdtesis que el teoremal4.5.2, y si se suponen conocidos los valores
eficaces de las perturbaciones, se puede minimizar la cota superior ||e||rass minimizando la suma

M

Ty
> v lvikllfns + Y v,

=1 i=1

a lo largo de todas las variables vy, Yu,, P(sk), Q(sk), X (sr) que satisfacen la LMI (4.64). Para de-
mostrarlo tomese la ecuacién (B.21) y dividase por K, llegando a

Wi,k H%QMS

lerllzars < ITvorlFars + ITwwrl s (4.68)

El valor eficaz de las perturbaciones v; , o w;  se puede calcular de forma aproximada mediante

vi.k |l rars = ||vilt]l| rass,

tal y como se detalla en la observacion 3.4.7 (pédgina 40).
Para realizar la minimizacién se puede proceder segun se ha indicado en la observaciéon 3.4.4, tomando
en este caso

T
R =0 ... 0 llvikllziws - NonoklBars lwinlzars - lwng, kllRass)-

O

Observacion 4.5.6. Si se tienen perturbaciones persistentes pero se desconoce su valor eficaz, es necesario
proceder de forma diferente para disenar un predictor que acote el valor eficaz del error de prediccién. La
idea es que si una senal es persistente, para un intervalo k =1, ..., K dado se puede establecer una cota
de la energia acumulada como

K
3 (V;rfivk + riw;wk) <K (rgv;vk + riw;wk) . (4.69)
k=1
Notese que la igualdad se alcanza cuando las perturbaciones son de tipo escaléon. Con esta aproximacion,
es posible obtener una cota del valor eficaz del error de prediccion |lex||rars si se minimiza la suma

M

Ny
Y vl + D ve
i=1 =1

a largo de todas las variables 7,,, Vw,, P(sk), Q(sx), X (sx) que satisfacen la LMI (4.64). Para de-
mostrarlo, retémese la demostraciéon del teorema |4.5.2, de manera que (B.21) en combinacién con la
aproximacién (4.69) lleva a

wi k|2

K

1

=3 (ehrer-1) < IPuvel + ITwwel,
k=1

lexllrars < ITwvrlZ + [ITwwill3. (4.70)
En el limite cuando K tiende a infinito se tiene que
ekl rars < [ITworlZ + ITwws|Z.

Nétese que para un caso general en el que las perturbaciones no son del tipo escalén, la aproximacién (4.69)
lleva a un disenio muy conservador, mientras que si las perturbaciones son de tipo escalén, este diseno
coincide con el de la observacién 4.5.5.

Para poder realizar la minimizacion anterior es necesario aproximar el pico de las perturbaciones
muestreadas a periodo N, T, que se puede aproximar mediante

vk lloo = [|vi[t][loo,

tal y como se expone en la observacién [3.4.9 (pdgina [42).
La minimizacién anterior se puede realizar como se ha indicado en la observacién [3.4.4] tomando en

este caso
.

R =100 ... 0 ol oo lvn,alie Twrelie - lwn, s3]
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Ejemplo 4.5.1. Témese el proceso del ejemplo anterior y considérese que se tiene una medida cada
4 o 5 periodos de control. Considérese también que en cada instante de muestreo se tiene informacion
de alguno de los dos sensores, no necesariamente de forma simultdnea, y que ademds el retardo en el
primer sensor es fijo de valor 2 periodos, mientras que en el seqgundo puede ser de 3 o de 4 periodos. Con
estas condiciones las posibles condiciones de de muestreo que pueden darse son los que se resumen en la
tabla 4.1

s, |1 2 3 45 6 7 8 9 10
N, [4 5 45 4 5 4 5 4 5
dip |2 2 - - 2 2 - - 2 2
doj |- - 2 2 2 2 3 3 3 3

Tabla 4.1: Posibles condiciones de muestreo, “-”: sensor no disponible

Considérese también que hay presentes en el proceso un vector de perturbaciones constante cuyo valor
mdzimo es de ||wy i[t]]le = 0.2 (i = 1,2) y un vector de ruido de medida aleatorio con media cero y
valor eficaz (varianza) ||wy, ;[t]|| rms = 0.12 (i =1,2). Con estos datos se ha aplicado el teorema anterior
obteniéndose una matriz de ganancias diferente para cada uno de los escenarios detallados en la tabla/4.1,
tal y como se observa en la tabla 4.2, en la que se muestran algunas de las diferentes matrices L(sy,).

sk | 1 2 3 4 5
—-0.393 0 —0.477 0 0 —0.299 0 —0.435 —0.180 —0.208

L(sk) | |-1.107 0 -1.022 0 0 —0.957 0 —1.019 —-0.263 —0.824
0.863 0 0.399 0 0 0885 0 0535 —0.088  0.930

Tabla 4.2: Matriz de ganancias del predictor ante diferentes condiciones de muestreo

Aplicando la matriz de ganancias correspondiente en funcion de las caracteristicas de las muestras
en cada instante se ha hecho una simulacion de la prediccion obtenida con este método, que se muestra
en la figura [{.4. Con este método se ha obtenido un error de prediccion caracterizado por las normas
lleft]|| rars = 0.3935 y |le[t]||lco = 1.0349 (las normas se ha calculado mediante maltimples simulaciones y

sin tener en cuenta el transitorio inicial).
|

4.5.4 Atenuacion H,

Si las perturbaciones son ruidos blancos de media cero se puede plantear el diseno desde el punto de vista
de la norma H, para acotar el valor eficaz del error de prediccién (situacién S1 descrita en la pgina 31).

Teorema 4.5.3. Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y supdngase que hay al menos
una medida disponible cada Ny € N periodos. Supongase que la disponibilidad de los sensores en cada
muestreo viene definida por la matriz Ay € = y que el retardo asociado a cada uno de los sensores se
encuentra en el conjunto d; ;, € D;, de manera que se tienen ns escenarios de muestreo s, € S posibles.
Supongase que las perturbaciones y los ruidos de medida son ruidos blancos de media cero y varianza

Op, (1=1,...,n) youw, (=1,...,0n). Para unos vy, ..., Yo, Ywr:--->Yw,, dados, supéngase que
existen unas matrices P(sy) = P(s;,)" € R™™, Q(s) € R™ ", X (s3) € R™" tales que
Q(sk) + Q(sk)" — P(sk) M a(sg) }
T T - O, 4.71a
|: MA(Sk) P(Skfl) — Cy Cy ( )
Q(sr) +Q(s)" — P(sr) Mp(si)
[ M ()" 2| -0, (4.71D)

para cualquier secuencia de muestreo {sy}, siendo Ma(sy) y Mp(s) las matrices definidas en (4.65).
Entonces, definiendo la ganancia del predictor como L(sy) = Q(sk) ' X (sk), el error de prediccion del
algoritmo definido por (4.12) converge a cero en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones iniciales
nulas,

Ny MNom
lexll3 <> vion +> V00 (4.72)
i=1 =1

O
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Figura 4.4: Evoluciéon de las salidas y de las predicciones con un predictor Hoo
cuando el proceso estd afectado de una perturbacién constante y
un ruido de medida. N' = {4,5}, D1 = {2}, D>, = {2,3}, E =
{[1,0;0,0],[0,0;0,1], [1,0;0, 1]}.

Prueba 4.5.3. Véase §B.2.2| |

Observacién 4.5.7. Si se consideran conocidas las varianza de las perturbacion y del ruido de medida,
se puede minimizar la cota superior de ||ex||rars minimizando la suma

Mom,

Ny
E 2 2 E 2 2
’yvi G—'Ui + ’Y'UJ'L le
i=1 i=1

a lo largo de todas las variables vy, , Vuw,;, P(sk), Q(sk), X (s) que satisfacen las LMI (4.71). Para realizar
la minimizacion se puede proceder segun se ha indicado en la observaciéon|3.4.4, tomando en este caso

T

_ 2 2 2 2
h =0 ..00, ... 0y, 04 - 0y, |

O

Observacion 4.5.8. El teorema anterior también es aplicable cuando se conoce la matriz de covarianzas
de la perturbacion del estado W y del ruido de medida V. En ese caso pueden tomarse unas matrices
T, y I', no necesariamente diagonales y con todos sus elementos positivos para obtener un predictor que
acote el error de la siguiente forma

lexlfars < tr(T3V) + tr(T5W).

Para demostrarlo témese la ecuacion (B.23) y apliquese el teorema A.3.3| llegando a

EVi} — €V} e e <€ { [Vﬂ B [Vk} }

Wi, Wy,

=tr [ T?diag{V,...,V, W} | = tr(T2V) + tr(T2 W),
N—_——

B
donde - -

I? = diag{~%,..., 2, T2}.

g{ﬁ 5 }
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y I, € R"*™ T, € R"*"" son matrices simétricas con elementos positivos. De esta manera, si se
realiza una minimizacion de la suma

tr(T2V) + tr(T2W)

a lo largo de las matrices P(sy), Q(sx), X (sx), I'y ¥y I'vy, que cumplen la LMI (4.71), se minimizard el
valor eficaz del error de prediccién provocado por la varianza y covarianza de las senales de perturbacion
y ruido de medida. Nétese la similitud entre este objetivo y el objetivo del filtro de Kalman: minimizar
el valor esperado del error en cada muestreo a partir del conocimiento de las varianzas y covarianzas de
perturbacién y ruido de medida. O

Ejemplo 4.5.2. Considérese de nuevo el ejemplo anterior con el muestreo alli definido, pero considérese
ahora que el sistema estd afectado por una perturbacion v y un ruido de medida w ambos de media cero
y con matriz de covarianzas dadas por

w

_ [ 0.0033 —0.0002}’ V:[o.1403 ~0.0056] s

~ [—0.0002  0.0026 —0.0056  0.1198

Aplicando la técnica de diserio expuesta en el teorema anterior es posible llegar a un conjunto de matrices
L(sy) que permiten predecir la salida de forma estable y atenuar el efecto de las perturbaciones y ruidos
de medida sobre la salida, tal y como se muestra en la simulacion de la figura|4.5. Con este método se
ha obtenido un error de prediccion caracterizado por las normas | e[t]||raprs = 0.2661 y ||e[t]||co = 0.9092
(la norma infinito se ha calculado sin tener en cuenta el transitorio inicial).

10
sl
=
= or
IS
=
> —— Salida
—10f : Prediccion B
O Mediciones
-15 L I
0 50 100 150
t (periodo de control)
4
3,
S
=
2
= — Salida
Prediccion
—4r O Mediciones 7
-6 1 1
0 50 100 150

t (periodo de control)

Figura 4.5: Evoluciéon de las salidas y de las predicciones con un predictor Ha
cuando el proceso estd afectado de perturbaciones y ruidos de me-
dida aleatorios. N' = {4,5}, D1 = {2}, D, = {2,3}, 2 =
{[1,0;0,0], [0,0;0,1], 1,050, 1]}

Ejemplo 4.5.3. Retomese el proceso del ejemplo anterior y considérense ahora las perturbaciones y
ruido propuestas en el ejemplo|4.5.1 (perturbacién constante y ruido de medida aleatorio). Si sobre este
proceso se aplican los diserios Hoo y Ha (tomando ||w(t]||ras = ||v[t]]|eo por tratarse de una perturbacion
constante), se tiene un resultado similar en régimen permanente. Sin embargo el disenio Hoo presenta un
transitorio mds rdpido, tal y como se muestra en la simulacidn de la figura 4.6
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10
5l
=
Q or
>
- —— Salida
= 5L ’ Prediccion H, J
) .
= — — Prediccion H_|
-10} - O  Muestras 4
-15 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
t (periodo de control)
4
\
2 n
=
— Oor
&>
i - —— Salida
= b y Prediccion H, 4
= P! l‘/ — - Prediccion H__
L
-ar Y, O  Muestras b
v
-6 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

t (periodo de control)

Figura 4.6: Evoluciéon de las salidas y de las predicciones con predictores Ha y
Hoo cuando el proceso esta afectado de perturbaciones constantes y
ruidos de medida aleatorios. N' = {4,5}, D1 = {2}, D> = {2,3},
= ={[1,0;0,0],[0,0;0,1],[1,0;0,1]}.

4.5.5 Atenuacion Hy,

El siguiente teorema recoge el diseno de predictores estables que minimizan la cota de error frente a
perturbaciones y ruidos de energfa finita (situaciéon S3 de la péagina31.

Teorema 4.5.4. Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y supdngase que hay al menos
una medida disponible cada Ny € N periodos. Supéngase que la disponibilidad de los sensores en cada
muestreo viene definida por la matriz Ay € = y que el retardo asociado a cada uno de los sensores se
encuentra en el conjunto d; ; € D;, de manera que se tienen ns escenarios de muestreo s € S posibles.
Para unos Yo, s -, Yo, s Ywis- s Yw,,, dados, supongase que existen unas matrices P(sy) = P(s)" €
R™ ™, Q(sk) € R™*™, X (s) € R" "™ tales que

Q(sk) +Q(sk)" — P(sy)  Mua(sk) Mp(sy)

M4 (si)" u2P(sp_1) 0 =0, (4.73a)
Mg (sp)" 0 r2
P(s;) — C, C, - 0, (4.73b)

para cualquier secuencia de muestreo {sy}, siendo Ma(sy) y Mp(si) las matrices definidas en (4.65).
Entonces, definiendo la ganancia del predictor como L(sy) = Q(s) 1 X (sk), el error de prediccion del
algoritmo definido por (4.12) converge a cero en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones iniciales
nulas,

lexlZ, < ITworll5 + [Twws3 (4.74)
O
Prueba 4.5.4. Véase §B.2.3] |

Observacion 4.5.9. Conocida la norma ¢ de las perturbaciones, se puede disenar el predictor que
minimiza la norma |/e||~ haciendo una minimizacién de la suma

Nm
vikll3 + D72,
1

1=

Ny

> o
=1

5

Ws, k
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a lo largo de todas las variables 7y, , Y, P(sk), Q(sk), X (sk), que minimizan la LMI (4.73). Para realizar
la minimizacién se puede proceder segun se ha indicado en la observacién|3.4.4, tomando en este caso

.
=100 ... 0 okl - N, sl lwield - llwn, kl3)-

4.5.6 Atenuacion /;

El siguiente teorema muestra el diseno del predictor que minimiza la amplitud del error de prediccion
frente a perturbaciones de cota de amplitud conocida (situacién S2 de la pagina [31).

Teorema 4.5.5. Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y supdngase que hay al menos
una medida disponible cada Ny € N periodos. Supdngase que la disponibilidad de los sensores en cada
muestreo viene definida por la matriz Ay € E y que el retardo asociado a cada uno de los sensores se
encuentra en el conjunto d; ;; € D;, de manera que se tienen ns escenarios de muestreo s, € S posibles.

Para unos Yo, s .- Yo,, s Ywis- s Ywn, dados, supongase que existen unas matrices P(sy) = P(sp)" €
R™ ™, Q(sr) € R™™™, X (sg) € R""™™ y unos escalares €y,,...,€v, ; €wys-- -, Ew,, tales que
Ae (0,1) (4.75a)
[Q(s1) + Q(sk)" — P(sy) M (sk) Mg (si)
My (s)" (1 =N P(sp_1) 0 =0, (4.75b)
MB(Sk)T 0 T2
[\ P(s1) 0 C,
0 TI2-Y2 0|0, (4.75¢)
¢, 0 I
para cualquier secuencia de muestreo {sy}, siendo Ma(sy) y Mp(sy) las matrices definidas en (4.65) y
.y ) T, 0
— T’U 0 I .
Y=o vl T = - , (4.76a)
i 0 Y,
(€0, 0 Euy 0
Y, — : T, = . (4.76b)
| 0 Vn, 0 Ew,,,

Entonces, definiendo la ganancia del predictor en funcién del valor del pardmetro de muestreo como
L(sg) = Q(sx) "1 X (sk), el error de prediccion del algoritmo definido por (4.12) converge asintéticamente
a cero con una tasa de decrecimiento minima de /1 — X en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones
iniciales nulas,

ez, < ITwvrllZ + [TwwkllZ (4.77)
O
Prueba 4.5.5. Véase §B.2.4] [ ]

Observacién 4.5.10. Conocida la norma £, de las perturbaciones, se puede minimizar la norma ||eg || oo
haciendo una minimizacién de la suma

n Mm,
D vellvikllZ + > ve, lwikllZ-
i=1 i=1

a lo largo de todas las variables v,,, Vw,, A, P(sk), Q(sk), X (sr) que satisfacen la LMI (4.75). Para
realizar la minimizacion se puede proceder segin se ha indicado en la observacion[3.4.4, tomando en este
caso

R =10 oo 0 flongllle oo lonrlie lwrelde oo lwn, kl3)-

O

Observacién 4.5.11. Nétese que el conjunto de desigualdades anterior (4.75) no forman un problema
PLMI (lineal) porque la variable A entra de forma no lineal en el término A P(sy) que aparece en (4.75b)
y (4.75¢). Asi pues, para obtener la cota superior infima de |lej|/~, se ha de minimizar ||e || también a

lo largo de A €]0, 1], lo que implica resolver otro problema de minimizacién encadenado con el anterior.
O
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4.6 Diseilo estocastico de predictores

En el diseno de predictores de la seccion anterior se asegura, para cualquier secuencia posible que pueda
tomar el pardmetro de muestreo, tanto la convergencia asintética del predictor, como la capacidad de
éste para atenuar las posibles perturbaciones que afectan a la prediccién de la salida.

Sin embargo, es posible que esta secuencia de muestreo siga cierto modelo probabilistico. En este caso,
si se considera el proceso de muestreo como una cadena de Markov (véase definicién|3.5.1en la pdgina|48)
con probabilidades de transicién conocidas (véase definicién [3.5.2)) se pueden desarrollar disenos menos
conservativos que los de la seccién anterior, en los que se asegure un decrecimiento del error de prediccién
en valor medio, a la vez que una atenuaciéon media de las perturbaciones.

4.6.1 Diseino para estabilidad nominal

El siguiente teorema muestra el diseno de predictores estables que aseguran la convergencia en valor
medio de un proceso cuya distribucién de probabilidades de transicién es conocida.

Teorema 4.6.1. Considérese el sistema (4.2) en ausencia de perturbaciones y ruido de medida, y supdn-
gase que hay al menos una medicion disponible cada Ny, € N periodos de entrada y que cada medicion estd
afectada de un retardo d; ), € D;. Supongase que la disponibilidad de sensores en cada muestreo viene dada
por Ay € Z habiendo en total ns escenarios de muestreo sy posibles cuya transicion viene definida por
la probabilidad a;j. Para un pu € (0,1] dado, supdngase que existen unas matrices P(i) = P(i)" € R™*",
Q(i) e R, X (i) e R, (i =1,...,ns) tales que la siguiente LMI

(Q(1) — X (1)A(1)Cy(1)) ANM)

1 (QMns) — X(ng)A(ng)Calng)) AN
*x ok k! 12 P (i)
Q) +Q() —anP(1) 0
Qi) = - . (4.79)
0 Q(ns) + Q(ns)" — ains P(ns)

Entonces, si la ganancia del predictor se define como L(i) = Q(i)~*X (i), el error de prediccion del
algoritmo definido por (4.12) converge a cero de forma asintdtica con probabilidad uno y con un ratio de
decadencia menor que L. (]

Prueba 4.6.1. Para asegurar la estabilidad asintética con probabilidad uno se hace uso de una funcion
de Lyapunov cuadratica paramétrica y se analiza el valor esperado de su diferencia entre dos muestras
consecutivas. Tomando la funcién de Lyapunov

V(Zk, s) = &, P(s1) %y,
el valor esperado de la diferencia es
5 {AV|S;C,1 = Z} = 5 {V(ik, Sk) — V(ikfh Sk,1)|8k,1 = Z}
—¢ {5;P(sk)5k —E  P($k-1) 1|50t = z}

= & (@11 Alsk) P(si) Alsy) By 1lsp1 = i} — Ty P()Ex 1.

Utilizando las probabilidades de transmisién («a;;) para calcular la esperanza se tiene que

E{AV]sir =1} = Y ay (T 1AG) PUIAG)TL) B 1 PO

ns

=& 1 | Yo (AG) PGIAG)) — P(0) | @i
j=1
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De la ultima igualdad es obvio que para asegurar la convergencia asintética en valor medio es necesario
que

ns
> i (AG) PU)AG)) - PG) <0, (4.80)
j=1
Por otra parte, si se introduce la ganancia L(i) = Q(i) ! X (i) en la LMI (4.78), la desigualdad puede
escribirse como
Q(1)A(1)

- 0. (4.81)

AN'Q)" - Alns)' Q(ns)" I 42 P(i)

La condicién (4.54) se puede aplicar a cada elemento de la matriz Q(¢) llegdndose a

QW) + Q) — aiP(j) = o' Q) P (1) Q)
con lo que

a1'Q(L) P(1)7'Q(1) 0

Q) < . (4.82)
0 a;,-Q(ns) P(ns)'Q(ns)

Aplicando esta propiedad a (4.81) y utilizando los complementos de Schur se obtiene la condicién

> aiy (AG) PGIAG)) - #2PG) <.

Si esta condicién se cumple, también se cumple (4.80), ya que P(i) = 0 y u? < 1, con lo que queda
demostrada la convergencia asintética en valor medio con un ratio menor que . |

En el diseno estocéastico de predictores mediante técnicas LMI no es necesario extraer el subsistema
detectable como se ha expuesto en §4.5.2 para el disefio determinista de predictores. El hecho de que
todos los posibles escenarios de muestreo tengan una probabilidad no nula de aparecer hace que no sean
posibles las secuencias de muestreo bajo las cuales el sistema no es detectable.

Si la planta presenta perturbaciones y el sensor introduce ruido de medida, se puede modificar la
estrategia de diseno para tratar de atenuar los efectos de estas senales sobre el error de prediccion.

4.6.2 Diseiio para atenuar perturbaciones

Si la planta presenta perturbaciones y los sensores introducen ruido de medida, se deben tomar en
consideracién las estrategias de disenio basadas en la atenuacién de perturbaciones introducidas en §3.2.3.
En las siguientes secciones se presenta un catalogo de predictores donde cada uno de ellos tiene en cuenta
diferentes caracteristicas en las perturbaciones y su efecto sobre el error de prediccién cuando la secuencia
de muestreo viene definida por una cadena de Markov.

Atenuacion H,

El siguiente teorema recoge el diseno de predictores estables que minimizan la cota del error en las
situaciones S1, S2 y S3 descritas en la pdgina [31.

Teorema 4.6.2. Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y supdngase que hay al menos
una medida disponible cada Ny € N periodos. Supdngase que la disponibilidad de los sensores en cada
muestreo viene definida por la matriz A, € E y que el retardo asociado a cada uno de los sensores se
encuentra en el conjunto d; , € D;, de manera que se tienen ns escenarios de muestreo s, € S posibles
posibles cuya transicion viene definida por la probabilidad cj. Para unos Yo, .- Yu,, s Ywys-- - Ywn,,
dados, supongase que existen unas matrices P(i) = P(i)" € R™", Q(i) € R™", X (i) € R"*! tales que

Qi) 1 : :
,,,,,,,,,,,,,, | Ma(ns) _ Mg(ns) | 70 (4.83)
Ma(1)" My(ns)" | P(i)— C,C, 0
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Entonces, definiendo la ganancia del predictor como L(sy) = Q(s1)"*X (sy), el algoritmo de error de
prediccion definido por (4.12)) converge asintoticamente a cero con probabilidad uno en ausencia de per-
turbaciones y, bajo condiciones iniciales nulas

E{llexll3} < ITyoell3 + ITwws 3 (4.84)

donde la norma & {||ek||§} es la norma del vector de error esperado en cada muestreo dado el error del
muestreo anterior, es decir:

€ {llexl3} =) {ererlk —1}.
k=1

Prueba 4.6.2. Véase §B.3.1! |

Al igual que ocurre con el diseno determinista H, este tltimo resultado es facilmente extendible para
obtener los disenos que aseguran

lexlFerrs < ITwvkllFars + ITwwrl Zars,

lerlFars < ITovrll + ITwwl,

donde

1 X

, T
€ {llenlhurs} = Jim - > Efererlk — 1}
k=1

Observacion 4.6.1. Si se consideran conocidas las normas ¢, de las perturbaciones, se puede minimizar
la cota superior de £{||ex||2} minimizando la suma

Ty 13 + [ Twwl|3

a lo largo de todas las las variables v,,,, Yuw,, P(7), Q(i), X (i) que satisfacen la LMI (4.83). Para realizar
la minimizacién se puede proceder segin se ha indicado en la observaciéon|3.4.4, tomando en este caso

T

R =100 ... 0 [ors

5 o Nvnesll3 lwiell - lwnn. kll3]

O

Observacion 4.6.2. Bajo las mismas hipétesis que el teorema 4.6.2, y si se suponen conocidas las normas
RMS de las perturbaciones, se puede minimizar £{||e|| rass} minimizando la suma

ITovkllFars + ITwwr Rars
a lo largo de todas las variables 7,,, Yuw,, P(i), Q(i), X (i) que satisfacen la LMI (4.83). Para realizar la

minimizacién se puede proceder segiin se ha indicado en la observacién |3.4.4, tomando en este caso

T

h =0 ... 0 ”vl,k”?%MS ||Unu,kH§2Ms ||w1,k ‘?QMS]'

‘%MS e ||wn7n7k

O

Observaciéon 4.6.3. Utilizando la misma aproximacién que en la observacion|4.5.6, es posible minimizar
la cota superior de £{||ex| rars} mediante una minimizacién de la suma

IT sk 12 + [Twwll3
a lo largo largo de todas las variables 7,,, Yu,, P(i), Q(i), X (i) que satisfacen la LMI (4.83). Para realizar

la minimizacién se puede proceder segun se ha indicado en la observacién|3.4.4, tomando en este caso

T

h =10 ... 0 [[ui 2 o lwn, kllZ%])

20 oo lon, el ok
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Atenuacion Hs

Si las perturbaciones son ruidos blancos de media cero se puede plantear el diseno desde el punto de vista
de la norma H, para acotar el valor eficaz del error de prediccién (situacién S1 descrita en la pagina 31).

Teorema 4.6.3. Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y supdngase que hay al menos
una medida disponible cada Ny € N periodos. Supdngase que la disponibilidad de los sensores en cada
muestreo viene definida por la matriz A, € E y que el retardo asociado a cada uno de los sensores se
encuentra en el conjunto d; ;; € D;, de manera que se tienen ns escenarios de muestreo s, € S posibles.
Supongase que las perturbaciones y ruidos de medida son senales gaussianas de media cero y varianza
Op, (1 =1,...,n) youw, (=1,....04). Para unos Yo, ..., Yo, Ywrs--->Yw,, dados, supéngase que
existen unas matrices P(i) = P(i)" € R™", Q(i) € R™*", X (i) € R™*! (i =1,...,ns) tales que

-0, (4.85a)

=0, i=1,...,ns (4.85b)

siendo M4 (i) y Mpg(i) las matrices definidas en (4.65). Entonces, definiendo la ganancia del predictor
como L(i) = Q(i)~*X (i), el error de prediccion del algoritmo definido por (4.12) converge a cero en
valor medio con probabilidad uno en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones iniciales nulas,

EfllerllBars} < Z%ia?;i + 273”05” (4.86)
i=1 i=1
O
Prueba 4.6.3. Véase §B.3.2] [ |

Observacion 4.6.4. Si se consideran conocidas las varianza de las perturbacion y del ruido de medida,
se puede minimizar la cota superior de £{||ex||rars} minimizando la suma

Moy N

E 2 2 § : 2 2
Yo Ou; + Yw; Tw;

i=1 i=1

a lo largo de todas las variables vy, , Y, P(sk), Q(sk), X (sk) que satisfacen las LMI (4.85). Para realizar
la minimizacién se puede proceder segin se ha indicado en la observacién|3.4.4, tomando en este caso

h'=[0 ... 00% ... 02 o} ... 02 ]

Atenuacion Hy,

El siguiente teorema recoge el diseno de predictores estables que minimizan la cota de error frente a
perturbaciones y ruidos de energfa finita (situaciéon S3 de la péagina31.

Teorema 4.6.4. Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y supdngase que hay al menos
una medida disponible cada Ny € N periodos. Supdngase que la disponibilidad de los sensores en cada
muestreo viene definida por la matriz Ay € = y que el retardo asociado a cada uno de los sensores se
encuentra en el conjunto d; ;; € D;, de manera que se tienen ns escenarios de muestreo s € S posibles.
Para unos Yo, Yon,» Ywis- s Y, dados, supongase que existen unas matrices P(i) = Pi)" €
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R™™ Qi) € R™™, X (i) € R™ (i =1,...,ns) tales que

Qi) : :
,,,,,,,,,,,,,, ! Ma(ns) Mp(ns) |~ 0, (4.87a)

Ma(1)" M(ns)" | P(i) 0

Mg (1)" Mp(ns)" ' 0 12
P(Sk)_c; Cy>‘0, i:1,...7n5 (487b)

siendo M4 (i) y Mpg(i) las matrices definidas en (4.65). Entonces, definiendo la ganancia del predictor
como L(i) = Q(i)~*X (i), el error de prediccion del algoritmo definido por (4.12) converge a cero en
valor medio con probabilidad uno en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones iniciales nulas,

Efllerlls} < ITwvrll3 + [ Twws3, (4.88)
donde
¢ {llexllZ } = miix £{efeslk — 1},
O
Prueba 4.6.4. Véase §B.3.3| |

Observacion 4.6.5. Conocida la norma /5 de las perturbaciones, se puede disenar el predictor que
minimiza la norma £{||ex||«} haciendo una minimizacién de la suma

Ny MNm

E 2 2 2 2
,Y’Ui vi7k5||2 + ’71,01

i=1 i=1

a lo largo de todas las variables v,,, Yuw,, P(sk), Q(sk), X (sk), que cumplen la LMI (4.87). Para realizar
la minimizacién se puede proceder segin se ha indicado en la observacién |3.4.4, tomando en este caso

B

Wik

T

R =100 ... 0 |ows

B Tonl? el o o, 3]

Atenuacion /;

El siguiente teorema muestra el diseno del predictor que minimiza la amplitud del error de prediccion
frente a perturbaciones de cota de amplitud conocida (situacién S2 de la pagina[31).

Teorema 4.6.5. Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y supdngase que hay al menos
una medida disponible cada Ny € N periodos. Supdngase que la disponibilidad de los sensores en cada
muestreo viene definida por la matriz Ay € = y que el retardo asociado a cada uno de los sensores se
encuentra en el conjunto d; ;, € D;, de manera que se tienen ns escenarios de muestreo s € S posibles.

Para unos Yy, -y Yon,» Ywis- s Y, dados, supéngase que existen unas matrices P(i) = P(i)T €
R™" Qi) € R, X (i) € R™™! (i = 1,...,ns) y unos escalares €vrr-r1Euyys Ewyye oy Ew,, tales
que
A€ (0,1) (4.89a)
[ L Ma(1) Mg(1)
|
Qi) \ : :
77777777777777 . Ma(ns) _ Mg(ns) =0, (4.89b)
Ma(1)" Mu(ns)" 1 (1= N\)P(i) 0
L MB(l)T MB(ns) 1 0 T2
A P(i) 0 C,
0 -2 o0 | >0, i=1,...,ns (4.89c)
. Cy 0 1

siendo M 4 (i) y Mp(i) las matrices definidas en (4.65) y X definido como en (4.76). Entonces, definiendo
la ganancia del predictor en funcién del valor del pardmetro de muestreo como L(i) = Q(i)"1X (i), el
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error de prediccion del algoritmo definido por (4.12) convergencia asintoticamente a cero con probabilidad
uno en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones iniciales nulas,

Ellerlz} < ITwvrlle + [ITwwsl|Z (4.90)
O
Prueba 4.6.5. Véase §B.3.4] |

Observacién 4.6.6. Conocida la norma ¢, de las perturbaciones, se puede minimizar la norma E{||ex|| - }
haciendo una minimizacién de la suma

> o
i=1
a lo largo de todas las variables v,,, Vw,, A, P(sk), Q(sk), X (si) que satisfacen la LMI (4.89). Para

realizar la minimizacién se puede proceder segin se ha indicado en la observacién|3.4.4, tomando en este
caso

wi k|-

nrn,
vikllZe D va,
i=1

T

h :[O ... 0 ||U1’k

T [ A

20 o lon, el ok

Notese la necesidad de resolver el problema de minimizacién a lo largo de A encadenado con el anterior
(véase observacion|4.5.11)). O

4.7 Consideraciones de diseno

En las secciones anteriores se han propuesto diferentes técnicas de diseno cuya idoneidad para cada
problema se basa en las caracteristicas conocidas de las perturbaciones y de la norma que se quiere acotar
en el error de prediccién. En la tabla [4.3] se muestra una relacién entre las diferentes normas de error
y perturbacién, y el método de diseno a utilizar (indicado mediante el teorema en el cual se expone la
metodologia de célculo). El hecho de disenar un predictor para acotar el error méximo (teoremas [4.5.4

llwell2 |wi [l oo |we||ra s Ow
llek |2 Heo (4.5.2) 00 — —
e s Hoy (4.5.4) £, (4.5.5) 0 o
llex||rars 0 Hoo (4.5.2) Hoo (4.5.2) Hy (4.5.3)
o

E{llexll2} Heo (4.6.2) 00 00
E{lerlloot | Hag (464) & (4.6.5) - -
g{”ekHijjs} 0 Hoo (4.6.2 Heoo (4.6.2 Ho (4.6.3)

Tabla 4.3: Resumen de especificaciones de diseno

y14.5.5) puede tener como contrapartida que el error persista durante un tiempo mayor que si se disefia un
predictor para acotar el error cuadrdtico acumulado (teoremas 4.5.2 y[4.5.3). Dependerd de la aplicacién
el que sea mas conveniente utilizar un tipo de diseno u otro.

El diseno que se ha planteado a lo largo del capitulo se basa en la minimizacién del error de prediccién
frente a elementos que pueden tener efecto sobre este error como las perturbaciones y los ruidos de
medida. En las aplicaciones reales, sin embargo, aparecen mas factores que pueden aumentar el error de
prediccién. Algunos de estos factores son: el error de modelado, el retardo en el cdlculo y transmisién de
la accién de control, el hecho de no conocer con exactitud el instante de tiempo al cual corresponde una
medicién o la utilizaciéon de mediciones asincronas. En esta seccién se demuestra que el efecto de estos
factores sobre el error de prediccion se puede modelar por medio de determinadas perturbaciones. En
este sentido, se presenta un procedimiento para calcular la perturbacién y/o ruido equivalente de estos
factores con el que poder utilizar el diseno normal de atenuacién de perturbaciones y ruido de medida.

Cuando se tiene alguno de estos casos se ha de calcular una perturbacién del estado y un ruido de
medida equivalentes que tengan el mismo efecto sobre el error de salida. Si hay alguna forma de conocer
una norma de esta perturbacién y ruido equivalentes, habra que sumar las normas de las diferentes seniales
que afectan como una perturbacién y las de las que afectan como un ruido de medida para tener la norma
total de las sefiales que afectan al error de prediccién. Con estos valores de las normas de la perturbacién
total y del ruido de medida total, el problema se resuelve aplicando uno de los disenos de las secciones
anteriores.
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Si las normas que se tienen de la perturbacién y del ruido son de diferente naturaleza (norma £ y
norma {2, por ejemplo), se tendrd que recurrir a las técnicas de diseno multiobjetivo que se muestran
en §4.7.7.

Algunas de las técnicas que se exponen a continuacién en esta seccién fueron presentadas en §3.6
para los predictores basados en modelo entrada salida. Las exposiciones de esta seccién tratan de adecuar
la notacion al caso de los predictores multivariables presentados en este capitulo. Para mayor detalle
referirse a §3.6)

4.7.1 Robustez al error de modelado

El diseno del predictor realizado en las secciones anteriores se basaba en un conocimiento exacto del
modelo del proceso. Sin embargo, este conocimiento exacto no es posible en general, ya que cualquier
método de identificacion da como resultado un modelo que solo aproxima al proceso real, siendo ademaés
en general de un orden menor que el proceso real. Este error de modelado afectara a las salidas predichas,
haciendo que el error de prediccién no sea nulo. El siguiente teorema describe la ecuacién que permite
analizar ese efecto para el caso multivariable en el que todos los sensores tienen el mismo retardo y estan
disponibles al mismo tiempo. Las ecuaciones del modelo del proceso (4.2) se reducen en este caso a

z[t + 1] = Az[t] + Bult], (4.91)
my = C:B[tk - dk], (492)
siendo el vector de salidas virtuales que necesita el controlador

y[t] = C, x[t]. (4.93)

El resultado se puede extender facilmente al caso general de diferentes retardos en cada sensor.
Teorema 4.7.1. Supdngase que el modelo tedrico discreto del sistema a periodo T queda determinado
por las matrices A, B y C, mientras que el proceso real viene determinado por las matrices A,., B, y C,.,
y supongase que se aplica el predictor (4.12) cuando no hay perturbaciones ni ruido de medida. Entonces

la dindmica del error de prediccion cuando se tiene una medicion conjunta de todos los sensores cada Ny,
periodos con un retardo de dj periodos en todos los sensores es

Ny
Zp = (I — LCA™ %) ANegy g + (AN — AN ) gy + Z (A7'B, — A" 'B) ulty, — ]

=1
Ny,
+ Ly, (CAN % — CL AN )@y + Ly Y (AT %B — AT B,) ulty — ]
=1
dy,
— Ly Y (AT B - AT Bty — i (4.94)
=1

O

Prueba 4.7.1. La ecuacién de actualizacién cuando se miden todos los sensores al mismo tiempo y con
el mismo retardo es

&ty] = @te[te — 1] + Ly(my, — C&[ty — dilte — 1]). (4.95)

Como se ha visto en secciones anteriores (véase la demostracién del teorema [4.3.1) las estimaciones
Zlte|ty — 1] y &[tg — di|tr — 1] pueden escribirse en funcién de la estimacién actualizada con la medicién
anterior ([t — Ni|) mediante

N
:f)[tk|tk — l] = AN’“:)AS[tk — Nk] + ZAi_lBu[tk — i],

i=1

i=1 i=1

Ny dy,
i[tk — dk|tk - 1] =A% (ANI".’f}[tk - Nk] + Z AiilBu[tk - ’L] — ZAiilB’u/[tk - Z]) ,
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con lo que la ecuacién (4.95) queda

Ny
&[ty] = (I — LyCA™ ™) (Adec[tk — Ny + Z AT Bulty, — i])

1=1
dy,
+ L,CA™" > " A" ' Bulty — i] + Lymy. (4.96)
i=1

Restando el término

Ny,
(I - L,CA™ %) (ANkm[tk — NiJ+ ) A" Bult), - i])
i=1
dk ]
+ L,CA™" > " A" Bult) — i
i=1
en ambos lados de la ecuacion (4.96) se tiene que

5[75;9] = (I — LkCA_dk) i[tk — Nk] + az[tk] — AN’“a:[tk — Nk] — zk:Ai_lB’u,[tk — Z]

i=1
+ LkC'z47d’C (ANk:f}[tk - Nk] + Z AlilB’u,[tk — Z] — ZAZilB’U,[tk — Z]) — Lymy.
=1 =1

Utilizando las matrices del proceso se pueden escribir los valores de x[t;] y my como

N
zlte] = ANvafty — NiJ+ Y AT Bty — i),
i=1
my, = Cra[ty — dy)

=C,A % <A7{V’“w[tk ~ Ni+ > AT Bty —i] - Y AT Brulty — i]) :
i=1 i=1

con lo que el error de estimacion puede escribirse como

Z[ty] = (I — LyCA™ %) ANez[t, — Ny + (AN — ANE) z[t), — Ny

Ny,
+ Z (A'B, — A" 'B) aty —i] + L, (CAM =% — C, AN~ %) z[t), — Ny

=1
Ny
+ LY (AT B - AR B,) ulty — ]
=1
dp
— Ly Yy (AT B - AT B, ulty, — ).
=1

El teorema anterior muestra que la estabilidad del predictor (relacién entre Zj y 1) sélo depende
del modelo tedrico (A), de la disponibilidad de datos y de los retardos de los sensores, siempre que
el proceso sea estable o esté estabilizado con un controlador en lazo cerrado. El error de modelado se
manifiesta en el término adicional de la ecuacién dindamica, que en general tendra como consecuencia un
error de prediccion distinto de cero. El efecto de este error depende tanto de la entrada como del estado
y del modelo del proceso. De hecho, puede obtenerse el valor de una perturbaciéon equivalente que tiene
el mismo efecto sobre el error de prediccién que la presencia del error de modelado de la siguiente forma.
Si se toman las matrices reales del proceso como

A, = A+ AA,
B, = B+ AB,
C,=C + AC,
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se puede escribir la dindmica real del proceso con el sistema de medicién como

z[t+ 1] = A, z[t] + Byult] = Ax[t] + Bu[t] + AAx[t] + AB ult], (4.97a)
=v|t]
my = C, ac[tk — dk] =C,, .’B[tk — dk} + AC :c[tk — dk], (4.971:))
—wy,

donde se puede identificar la perturbacién del estado (con B, = I), y el ruido de medicién como

v[t] = AAz[t] + ABult], (4.98)
wp = AC :E[tk — dk] (498b)

Para proceder al disenio de predictores robustos a esta incertidumbre es necesario acotar la norma de la
perturbacion equivalente. De esta forma, si se conoce una cota de las normas de la parte incierta de las
matrices del proceso (||AA]|, |AB|| y ||AC]||) y una cota del estado y de las entradas del proceso (||x[t]]|
y |[u[t]]]) se puede aplicar cualquiera de las técnicas vistas hasta ahora de atenuacién de perturbaciones
utilizando como normas conocidas de las perturbaciones los valores

[0l = 1AAllip [lz[t]]lp + [|AB i llwft]llp, (4.99a)
lwy[tlll, = IACy llip l[2] ], (4.99b)
lwillp = IACip 2k ]lp- (4.99c)

En el caso de sensores con diferente retardo y disponibilidad, el valor de la perturbacién del estado v
es el mismo, pero se el ruido equivalente (w;) tomard un valor diferente en cada sensor. Si las ecuaciones
“reales” de salida de los diferentes sensores son

mi g = Cir [ty — dig,

y la diferencia de cada uno de los vectores c; , con el modelo ¢; se denota por Ac;, el ruido equivalente
en cada sensor se puede escribir como

wi kg = Ac; [ty — di k. (4.100)

Los resultados obtenidos en esta seccién ponen de manifiesto que no es necesario que el sistema sea
estable, aunque si debe estar estabilizado por un controlador en el caso de ser inestable, para asegurar
que los estados (y las salidas) son sefiales acotadas. Sin embargo, se encuentran en la bibliograffa disenos
de observadores (con muestreo regular) que si requieren la estabilidad de la planta incierta (en bucle
abierto) porque plantean un modelo de orden extendido con el estado y el error de estimacién del estado
(véase, por ejemplo, [76]).

4.7.2 Retardo en la accién de control

Si el computo de las acciones de control y su transmision desde el controlador hasta los actuadores
introduce un retardo apreciable d, en el bucle de control, éste se tiene que tener en cuenta a la hora de
predecir salidas futuras. Si el retardo es multiplo del periodo de control T', se puede trasferir este retardo a
la salida y tratarlo como si estuviera en el sistema de medicién. De esta manera, el predictor proporcionara
la salida que se tendria si no hubiera retardos en la entrada del proceso para poder implementar técnicas
de control convencionales. Si el retardo d, no es multiplo de T', se divide el retardo en dos partes como

dy[t] = kT + olt],

donde k,, es un ntimero entero y of[t] € [0,T). El retardo k,T es la parte del retardo que es multiplo del
periodo de control y que, por tanto, se puede transferir a la salida. Con esta consideracién, el problema se
reduce al de prediccién con retardo menor que 7' en la entrada para lo que se propone obtener un modelo
discreto entrada-salida a partir del modelo continuo que considere el retardo o[t].

Retardo de entrada constante

Se considera en primer lugar el caso en el que el retardo o[t] = gg es constante. El modelo continuo de la
planta que define la evolucién de los estados es

(1) = Acz(1) + Bou(r).
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Si se aplica un retenedor de orden cero, la accién de control en el periodo t toma los valores

ult — 1], T € [tT, (t + 00)T),
u(7) = ult], TE[(t+00)T,T).

A partir del modelo continuo, se puede obtener el modelo discreto a periodo T' mediante
T
xft + 1] = eAT z[t] + / e B, u(tT 4 7) dr.
0

La ecuacién de estado se puede escribir como

oo T
2t +1] = Aft] + / AT B dr uft — 1] + / AT B, dr ulf] (4.101)
0 (o]
N—_— ————
=B, =By

Una vez llegados a este punto se tienen dos opciones:

1. Utilizar un modelo en el que se define una nueva entrada que incluye las wu[t] de dos instantes
consecutivos,

zlt + 1] = Az[t] + [Bo Bi] {u[?[f} 1]] : (4.102)

Con esta primera opcién se consigue mantener la matriz dindmica intacta, con lo que todos los
algoritmos de disefio obtenidos siguen siendo vélidos ya que ninguno de ellos depende de la matriz
B. La implementacion del predictor sélo variaria en la forma de definir la matriz B y el vector de
entradas u[t] para estimar en bucle abierto.

2. Utilizar un modelo de orden extendido,

il = [0 o ]+ [ o

Esta segunda opcién tiene el inconveniente de que introduce un polo en el origen de la nueva
matriz dindmica A’, con lo que ya no se pueden aplicar los disefios previstos ya que requieren la
invertivilidad de la matriz A’.

Retardo de entrada variante

Si el retardo presenta una componente aleatoria variante en el tiempo, el modelo anterior serd incierto
porque By y Bj no se conoceran con exactitud. Si el retardo se toma como

olt] = op + Ac]t],
siendo oo > 0 el minimo retardo que se conoce, y Ac[t] > 0 la componente aleatoria de la cual se conoce
su cota superior, la ecuacién de estado discreta (4.101) vendrd dada por

olt] T
z[t + 1] = Ax[t] + / et druft — 1] + / eA™ B dr ult].
0 olt]
Sumando y restando el término f(jo[t] eAe™ B, drult] se llega a
o[t]
x[t+ 1] = Ax[t] + Bou[t] + By ult — 1] + / e B, dr (ult — 1] — ult]),
oo

| S ——
=ABJt]

que se puede reescribir como

ot] w
zlt+1) = Az[t]+ | [By Bi]+ </U "B, dT) I —I {u[t [f} 1]]
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donde ABIt] es la parte incierta del modelo que varfa su valor con o[t]. Para calcular el predictor puede
utilizarse la norma del peor caso, que viene dada por

olt]
< / eAcTBCdT> I -I
a0

donde ip denota la norma inducida de la matriz, o bien el valor medio que toma esta norma para todos
los posibles valores de o[t] asumiendo una distribucién uniforme, es decir

o]
IAB[t]|lip = € H(/ eAcTBCdT> 1 -1

Para poder utilizar los procedimientos de diseno expuestos en las secciones anteriores a partir de esta
incertidumbre asociada al retardo, es necesario utilizar la norma de la perturbacién equivalente (con
B, = I), que se obtiene mediante

IAB[t]ip = meix

)

ip

ip

[olt]llp = IAB[ [lip [ w[t]llp-

Observacion 4.7.1. Normalmente, si se tiene un retardo incierto en la entrada de control sera dificil
determinar cudl es el retardo minimo g, con lo que la matriz By serd nula (B; = 0) y By serd la matriz
de la discretizacién estandar a periodo T', es decir,

T
By = / BACTBC dr.
0
De la misma forma, la matriz incierta AB[t] vendra dada por

ABlt] = ( /O " e B, d7> I -1,

y la norma de la perturbacién a utilizar en el diseno podra ser bien la del peor caso

olt]
Joldl, = mix ( | e, dr) 1 1)) il
0 i
con B, = I, o bien la del valor medio
ot] A
fofell, =4 |[( [ eAmBear | (1 11| b uel.
0 i
asumiendo una distribucién uniforme de oft].
|
4.7.3 Mediciones con etiqueta de tiempo incierta
En el problema de prediccién planteado se asume que cada medicién m;j del sensor j (7 = 1,...,ny)

viene acompanada de una etiqueta de tiempo que indica el instante de tiempo en el cual se dio la salida
que se ha medido. Si las mediciones llegan con un retardo d; 1, la etiqueta que acompana a una medicién
m;,, disponible en el instate ¢; tiene el valor ¢, — d; . El predictor utiliza esta etiqueta para estimar el
estado en el instante ty, — d; , (2[tx — d; x|ty — 1]) y compararla con la medicién m; x, que se supone de
valor ¢;x[ty — dji]. Sin embargo, puede ocurrir que la medicién corresponda a un instante de tiempo
diferente al indicado por la etiqueta. Denotando mediante ; ;, la incertidumbre que acompana a la etiqueta
de tiempo, normalmente asociada al retardo, puede escribirse el valor de la medicién m; como (véase
figura 4.7)

mj g = Cj(lﬁ[tk —dji+ ij,k}. (4.104)
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e —djr e —djk + ik eyt
Figura 4.7: Medicién disponible (m; 1) y salida correspondiente al instante indicado
por la etiqueta de tiempo (¢;x[tr — dji]).
El objetivo es encontrar una sefial w; j que tenga en cuenta el error cometido por la incertidumbre
ik, es decir, se busca el valor de w; j tal que
mj k= C;x[ty — djk] + wj k.
Esta senial w; 1., que puede considerarse como un ruido de medida, viene dada por
wjk =Mk — clty — dj] = ¢ (Tt — djk + 5] — Tty — djk]) - (4.105)

La aplicaciéon de las estrategias de diseno anteriores que minimizan el error de prediccién frente a
ruidos de medida y perturbaciones de salida, requieren del conocimiento de una norma del ruido. Si se
asume conocido el rango de variacién de la incertidumbre de la etiqueta i;

ik € i = {tj1, 52, - Ly}

se tienen varias formas de obtener una norma caracteristica de w; ;. Una primera aproximacién consiste
en obtener una secuencia de valores x[t] con una simulacién para obtener después el valor esperado de la
norma de ||¢; (@[t + ;%] — z[t])||rams para diferentes valores de 4, :

lwjkllrars = Eijez; {lles(@[t + 5] — 2[t]) pars ) - (4.106)

De forma similar se puede obtener el ruido ficticio del peor caso como
[wjklloe = mix {{lex (@[t +i5] — [t . } - (4.107)
15 GIj
Otra forma de calcular una cota de esta norma es tomando transformadas en Z llegando a
lwikllp = 11 = 27%)Gj(2)u(2) |-
Esta expresion permite obtener una cota del valor eficaz esperado del ruido ficticio mediante

lwjkllrars = Eijez; {||(1 = 279)G;(2)|| L} lwltlllrars, (4.108)

o bien una cota del valor maximo del ruido ficticio mediante

oo = Eez, {11 = 279G} ual] o (4.109)

donde se han utilizado las definiciones de las normas Ho, y ¢1 de un sistema (véase §A.2.1).

[,k

4.7.4 Muestreo asincrono

Cuando se tienen mediciones asincronas, es necesario utilizar un modelo continuo del proceso, ya que éste
si que tiene en cuenta la dindmica en todos los instantes de tiempo. El filtro de Kalman mostrado en §2.3.3
resuelve esta situacién para muestreo asincrono sin retardos. Los inconvenientes de esta estrategia son
que no puede aplicarse cuando hay retardos y que tiene un coste computacional muy elevado.

Para evitar la utilizacién de un modelo continuo del proceso y para poder manejar mediciones con
retardo, se propone utilizar una interpolacién (bien de orden cero, o bien de orden uno, véase §2.3.1) que
permita obtener de forma aproximada el valor de la salida en los instantes sincronos con la actualizacién
de la accién de control (cuando 7 = ¢t T'). Supdngase que el instante 7, en el cual se tiene una medicién
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asincrona de algtin sensor, corresponde al intervalo de tiempo que se encuentra entre los instantes de
control t y (t+ 1), es decir
tT<m <(t+1)T.

Si se define la fraccion del periodo en la que llega la mediciéon como
T — tT
Qp = T
el instante continuo 73 se puede escribir como

TkZ(t+ak)T7 ap € (0,1).

Teniendo en cuenta las tres formas de asincronfa expuestas en §3.6.5 (paginal65), y bajo el mismo
razonamiento que alli se expone,se considera que no hay retardos entre el estado y la medicién, y que la
ecuacion continua que relaciona la mediciéon de un sensor j cualquiera con el estado continuo viene dada
por

m;(7T) = cjx(T) j=1. . .
El estudio de esta seccion se hace sobre una salida individual de forma andloga a como se ha realizado el
analisis en los procesos monovariables con mediciones asincronas. En los apartados siguientes se muestra
la adaptacién al caso multivariable de las 5 estrategias de interpolacién expuestas en §3.6.5. Con cada
una de las estrategias de interpolacién se obtiene una forma de estimar el ruido ficticio de medicién que
acompana a la medicién asincrona de cada sensor. El procedimiento de calculo del ruido de medida ficticio
debe aplicarse a cada sensor que tome las mediciones de forma asincrona.

Interpolaciéon de orden cero

Estrategia 11. La primera estrategia que se propone consiste en considerar que el instante de medicién
es el del instante ¢ + 1 inmediatamente posterior al instante de medicién, es decir,

mjy = cie((t +op)T) =~ cjz[t + 1], (4.110)

y utilizar esta aproximacién de la salida para correr la ecuacién de actualizacién del predictor en ¢ + 1.
El error que se comete entre el valor real de c;x[t + 1] y el aproximado por my, puede considerarse como
una senal de ruido que acompana a la medicién y que tiene un valor de

wige = ¢ (@((t + 1)T) = 2((t + ax)T)).

Si el periodo de control se considera suficientemente pequeno, la evolucién de la salida continua de c;x(tT")
a cjz((t+1)T') se aproxima a una linea recta, con lo que la salida ¢;z((t + ax)T") puede aproximarse por

m;(1i) = m;((t + ap)T) = cjx((t + oa)T) = cjx[t] + ape;(x[t + 1] — x[t]). (4.111)
Con esta aproximacién, el ruido de medida puede expresarse como
wik = (1 —ax)ej(@ft +1] — x[t]).

A partir de esta expresién se tienen diferentes formas de obtener una norma caracteristica del ruido de
medicién. El valor maximo del ruido viene dado por

oo = lle; Az[t]| oo (4.112)

l[wj.k
donde los incrementos del estado se pueden estimar mediante simulacién. También mediante simulacion

es posible obtener una cota aproximada del valor eficaz mediante la expresion

1
llw; kllrars = §||CjA»’C[t]||RMs, (4.113)

donde se ha considerado una distribucién uniforme de los instantes de medicién, es decir de «y y, por
tanto, £(ax) = 0.5. Mediante la transformada en Z también es posible obtener una norma del valor eficaz
esperado del ruido ficticio como

1 -
lwikllmaes = 5 [|(1= 271G ()| lelt]l mas, (4.114)

y del valor maximo como
lwjklloo = |1 = 271G; (2|, lluft]lloc, (4.115)
donde G,(z) es la matriz (fila) de transferencia que relaciona las entradas con la medicién del sensor j:

G](Z) = Cj(ZI — A)ilB.
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Estrategia 12. segunda estrategia que se propone consiste en considerar que el instante de medicién es
el del instante de control ¢ inmediatamente anterior al instante de medicién, es decir,

mj . = c;z((t + o)1) = cjzt], (4.116)

y utilizar esta aproximacién de la salida para correr la ecuacién de actualizacion del predictor en t, que,
aunque podria haberse ejecutado en el instante t, se vuelve a ejecutar para mejorar la estimacion. El error
que se comete entre el valor real de ¢;x[t] y el aproximado por mj j, puede considerarse como una senal
de ruido que acompana a la medicién y que tiene un valor de

wjp =cjx((t+ o) T) —cjx(tT).

De nuevo, bajo la consideracién de transicién casi lineal de x[t] a @[t + 1], la norma del ruido ficticio se
puede acotar mediante alguna de las expresiones (4.112), (4.113) o (4.114).

Si se conoce cudl es el valor més probable de «y, se puede elegir entre las dos estrategias I1 e 12 para
minimizar el ruido ficticio introducido. Se elegird la primera estrategia (asumir la medicién en t + 1)
cuando P(ay) > 0.5 y la segunda estrategia (asumir la medicién en t) cuando P(ay) < 0.5.

Estrategia 13. Si se conoce el instante 74 en el que llega la medicién se pueden utilizar otras estrategias.
La maés simple consiste en elegir en cada instante entre las dos estrategias anteriores en funcién de si la
medicién estd mds cerca en el tiempo de tT o de (¢t 4+ 1)T, es decir en funcién del valor de «y:

{ ty =1, si ap <0.5

tp=t+1, si ap>0.5 (4.117)

Con este método, el valor esperado del ruido ficticio que se introduce con la medicién ficticia es la mitad
del indicado por las expresiones (4.112)), (4.113), (4.114) y (4.115), y se puede calcular mediante las
expresiones:

Jw34lle = 3 lles A1 s (1118)
Jwsallmars = 7lles Aaltll s, (1119)
g allmacs = 3 10— =G| Il lmars (4.120)

gl = 3 (1= =~ )], el (4.121)

Observacién 4.7.2. Como se ha podido comprobar, la utilizaciéon de mediciones asincronas mediante
interpolacion de orden cero ha resultado introducir un ruido de medida ficticio cuyo valor maximo equivale
al que se introduce en el caso de mediciones con etiqueta de tiempo incierta con i, = 1. Por lo tanto
el anédlisis de los sistemas con mediciones asincronas con etiqueta de tiempo incierta se puede hacer
tomando el peor caso, que consiste simplemente en anadir al conjunto de incertidumbres de etiquetas
(Z;) una unidad. Es decir, que el diseno se tiene aplicar para calcular una ganancia que atente los ruidos
de medida con alguna de las normas indicadas en §4.7.3 donde

Ij = {le, Lj1 =+ 17 Lj2,Lj2 =+ 1, s Ljpy L =+ 1} C IN.
Si los nimeros ¢jq (¢ =1,...,7) son consecutivos, el conjunto anterior se reducira a

Ij = {le, Lj2y vy ljry Ljr -+ ].}

Interpolaciéon de orden uno

Estrategia 14. La interpolacién de orden uno se puede utilizar para obtener una estimacién de la medi-
cién m;  que se tendria en el instante ¢ 4+ 1 a partir de su estimacién en el instante ¢ y de la medicién
real m;(7;) en 7 = 73, de la cual se asume conocido 7. Para ello se utiliza la ecuacién de interpolacién

mj = c;&t] + _LtT(mj(Tk) — ¢@lt]) = c;@lt] + L (z(m) — &[1]). (4.122)
Tk (&7
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El ruido ficticio que se introduce con la utilizacion de la senal interpolada es
Wy = Cj:L’[t + 1} — My k-

Sustituyendo la ecuacion de interpolacion (4.122) y aplicando la aproximacién(4.111) es facil llegar a la
expresion del ruido ficticio

ap —1 ap —1

o cj(x[t] — z[t]) = o c;jxt] = o c;jxty — 1] (4.123)

ap —1

Wik =

Esto implica que el error cometido con la interpolacién aumenta con el error de estimacion del estado
de partida x[t] — &[t], y es mayor cuando aumenta el tiempo entre la toma de medicién y la llegada del
nuevo control, es decir cuando disminuye ay. Nétese que cuando «y, es cercana a 0 el error cometido con
este método puede llegar a ser muy grande, dependiendo del error de partida z[t; — 1].

La observacion [3.6.4] también es aplicable a este caso de interpolacién en representacién interna,
con lo que es necesario explorar formas alternativas de interpolacién de orden uno, como se muestra a
continuacion.

Estrategia 15. La interpolacion de orden uno se puede utilizar para obtener una estimacion de la medi-
cién my ;, que se tendria en el instante ¢ + 1 a partir de las estimaciones del estado en ¢ y t +1, y a partir
de la medicién real en 7 = 73, de la cual se asume conocido 7:

mj e =mj(me) + (1 — ag)cj (2]t + 1]t] — &[t]). (4.124)

Para ello se traza la recta que va desde la estimacién &[t] hasta @[t + 1|t] para luego trazar una paralela
a partir de m;(7) y asi obtener el valor de la medicién ficticia m; j en el instante de control ¢ + 1. El
ruido ficticio que se introduce con la utilizacién de la senal interpolada es

Wj = cja:[t + 1} — My k-

Utilizando la expresién de interpolaciéon (4.124) y la aproximacién (4.111) se llega facilmente a la expresién
aproximada del ruido ficticio

wik = (1 —ag)cj(xlt + 1] — 2t + 1)t] — x[t] + 2[t]) = (1 — ) c;(x[t + 1[t] — z]t]). (4.125)
Como la evolucién en bucle abierto del error de estimacion del estado de ¢t a t + 1 viene dada por
Tttty — 1] = Z[t + 1|t] = Az[t],

la expresion (4.125) lleva a
wjr = (1—ag)c;(A—Ixz[t]. (4.126)

De nuevo, este valor depende del error de estimacién del estado de partida aunque, con esta estrategia,
el aumento del error debido a aj no es tan grande como con la estrategia I4. Si se puede estimar el error
de prediccion de partida mediante simulaciones o mediante el conocimiento de las perturbaciones o error
de modelado, es posible obtener una cota del ruido ficticio mediante

[wj klloe = lle;(A = DZ[tr — 1]l (4.127)

o bien mediante

1 -
|w; kllras = §||Cj(A — Dz[ty — 1][|rms- (4.128)

Si se considera que la matriz A toma valores cercanos a la unidad (porque el sistema es estable o porque
la frecuencia de control es suficientemente répida), esta tltima técnica puede dar mejores resultados que
la técnica anterior I4, ya que

11—«
1—ay < b Vay € (0,1).
Qg

Esta observacion, junto con el hecho de que la estrategia I4 tiene un ruido ficticio que tiende a infinito
cuando ¢y, tiende a cero, indica que es preferible la estrategia I5 frente a la 14
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4.7.5 Minimizacion del error en bucle abierto

En los disenos de las secciones anteriores anteriores se ha tratado de minimizar la norma del error de
estimacion de la salida en el instante de medicién (||leg||). El error de prediccién entre mediciones se puede
calcular sabiendo que el modelo se corre en bucle abierto, con lo que

eltr +r|t] = Cy &ty + 1] = C A" T[ty] + C, > A o[ty + 1 — i (4.129)
=1

con 1 < Niy1, y siendo ety + r[t] el error de prediccién en bucle abierto con la informacién conocida
hasta el instante t. La norma del error se puede acotar mediante

Cy Y Aoty + 1 — ]

i=1

lelte + ity < ICy A"l 2 [Ex]ll» +

9

p

donde se observa que la norma del error de prediccién entre mediciones serd tanto menor como menor
sea la norma ||@[tg]]]. Sila escasez de medidas no es muy elevada (Nj, pequeno), los algoritmos expuestos
en el capitulo daran un buen funcionamiento, pero si la escasez de medidas es muy elevada y ademads
el proceso es inestable, es més conveniente acotar la norma del vector de error de estimacién del estado
para asegurar que el error entre mediciones sea pequeno. Para ello se han de replantear los disenos del
capitulo sustituyendo sustituyendo C; C, por I en las LMI de las secciones §4.5]y §4.61

4.7.6 Diseiio basado en la minimizacién de frecuencias de medicion

Otra de las aplicaciones de los predictores es minimizar la frecuencia de muestro necesaria para controlar
un proceso en bucle cerrado. De esta manera se pude minimizar la utilizacién del canal de comunicacion
consiguiendo disminuir el ancho de banda necesario y permitiendo compartir el canal con mas procesos.
Todo esto contribuira a disminuir los costes del sistema de control. Para obtener este maximo ntmero
de periodos hay que tener en cuenta que la norma del error de prediccion en bucle abierto viene dado
por la ecuacién (4.129) y que este error depende de las condiciones iniciales de estimacién del estado,
del tiempo entre muestras (V) y de la perturbacién del estado. También hay que tener en cuenta que el
sistema tendra que ser observable para ese valor de IN.

Por ejemplo, si se estd ante un proceso inestable sin perturbacién, puede buscarse el periodo de
muestreo mas bajo que permita una amplificacion de el error de prediccion prevista de antemano.

Ejemplo 4.7.1. Sea el proceso inestable descrito en el ejemplo 4.2.1 en el que se supone que se tiene
una perturbacion del estado constante con un valor acotado de

[lv1[t]llee < 0.1, [lv2[t]|loo < 0.1.

Suponiendo un error de estimacion inicial nulo, el efecto de esta perturbacion sobre el error de prediccion
de las salidas en bucle abierto durante r periodos viene dado por

)

2

!
lefti + rlelll = HCZA 1 M

En la figura 4.8 viene representado el valor de la norma anterior para diferentes valores de r.
Si se desea que el peor efecto de esta perturbacion sobre el error de salida sea de 1 unidad, se tendrd
que tomar un periodo de muestreo como mucho de N = 25T segundos, siendo T el periodo de control. B

4.7.7 Diseiio de predictores con objetivos combinados

Otro problema no contemplado en los disenos anteriores es el caso en el que se desea minimizar el error de
prediccion frente a perturbaciones y ruidos de diferente naturaleza como, por ejemplo, una perturbacion
persistente acotada en f5 y un ruido de medida impulsional. Este caso se resuelve mediante técnicas
multiobjetivo o técnicas de objetivos combinados (véase [59]). El diseno de un predictor para un objetivo
dado (atenuacién estocdstica Hoo, por ejemplo) se basa en la resolucién de una LMI (la LMI (4.83),
por ejemplo). Una forma de diseniar un predictor que cumpla con varios objetivos de forma simultdnea
(atenuacién estocdstica Hoo ¥ Hag, por ejemplo), consiste en solucionar el conjunto de LMIs que forman
ambos objetivos compartiendo las variables matriciales. El siguiente teorema muestra a modo de ejemplo
el planteamiento del disefio combinado Hs,/H para el caso determinista.
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lleftr + 7[t]ll2
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Figura 4.8: Propagacion del error en bucle abierto en funcién del niimero de periodos
intermuestro con una perturbacién constante.

Teorema 4.7.2 (Atenuacion Hoy/Hoo). Considérese el predictor (4.12) aplicado al sistema (4.2) y
supdngase que hay al menos una medida disponible cada N, € N periodos, de los sensores indicados
por Ay € E y donde el retardo de cada sensor viene indicado por d;j € D;, de manera que hay ns
escenarios de muestreo s € S posibles. Supongase también que son conocidas las normas ls y lo de

las perturbaciones y ruido de medida. Para unos o, as dados, supongase que existen unas matrices
P(s) = P(s)" € R™™, Q(s) € R™*™, X (s3) € R™ "™ que minimizan la funcién de coste

J =0 (”I‘v,oovk”go =+ ”Fw,oowk”go) + o (Hrv,?vk”g + Hrwﬂwk”go)

a lo largo de todas las variables P(sy), Q(sk), X (sk); Tv.oos Tw,cos Tv,2, T2 que cumplen

[Q(sk) +Q(s1)" — P(s1) M4 (sk) M(sk)
My (sp)" P(s;—1) — C,C, 0 =0, (4.130)
L MB(Sk)T 0 '
[Q(s1) +Q(sk)" — P(sk) Ma(sy) Mp(sy)
M y(sp)" P(s;_1) 0 =0 (4.131)
MB(Sk)T 0 | )
P(s;) —C, C, 0, (4.132)
para cualquier secuencia de muestreo {sy}, siendo
r r
T :diag{w,~-~ ,v’oo,l"wﬁoo} , (4.133)
\/B \/B (nB+nm)
. FU 2 FU 2
Fz :dlag{ : st 777I‘w,2} . 4134)
\/B \/B (nﬁ+nm) (

Entonces, definiendo la ganancia del predictor en funcidn de la situacién de muestreo como L(sy) =
Q(sx) "1 X (s1), el error de prediccion del algoritmo definido por (4.12) converge asintdticamente a cero
en ausencia de perturbacion y ruido de medida, y, bajo condiciones iniciales nulas,

acollexll3 + azllex|3, <aco (ITv,0vkllZ + ITw,c0wll3)
+az (T 20013 + [ITw2wi %) - (4.135)
]

4.8 Simplificaciones

En algunas ocasiones, la solucion de los problemas LMI que se han planteado en cada una de las estrategias,
puede tener un coste computacional considerable, atin cuando no se trata de un proceso critico (un proceso
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estable con perturbaciones de poca magnitud). En otras ocasiones puede ocurrir que la plataforma en la
que se implementa el predictor (un microcontrolador de bajo coste, por ejemplo) no disponga de mucha
memoria para utilizar por parte del programador del algoritmo de prediccién, con lo que no se pueden
almacenar todas las matrices de ganancias L(s) (sx = 1,...,ns) necesarias. Para estas situaciones se
plantean a continuacion diferentes estrategias que restringen el espacio de soluciones y llevan a un diseno
mas conservador a cambio de un menor coste computacional en el célculo de las ganancias del predictor
y una disminucién de la memoria requerida para implementar el predictor.

4.8.1 Reducciéon del nimero de ganancias a almacenar

En el diseno de predictores basados en un patrén de muestreo variante de forma arbitraria se han asumido
diferentes matrices X (si) v Q(sx) (sx = {1,...,ns}) para cada uno de los valores del pardmetro de
muestreo. Esto conduce a conjunto de ns ganancias diferentes para el predictor que deberian almacenarse
para aplicar la ganancia correcta dependiendo de los valores d; , Ay ¥ N que definen el muestreo.

Los teoremas, sin embargo, también son vélidos si se imponen algunas restricciones en las matrices
Q(sk) y X (s) para reducir el nimero de ganancias a almacenar. La idea es hacer la ganancia robusta a
variaciones de sy.

El caso més general puede definirse como sigue. Se divide el conjunto de posibles muestreos S. en

r subconjuntos disjuntos, S;, i = 1,...,7 y se definen r matrices diferentes Q(i) y X (4), ¢ = 1,...,r,
tales que Q(si) = Q(i) v X(si) = X (i) si s € S;. Como resultado, se debe almacenar un conjunto
reducido de 7 vectores de ganancias L(i) = Q(i)"'X (i), i =,...,r. Qué ganancia se utilizard en un

instante de muestreo dado dependera del subconjunto S; al cual pertenece la combinacién (d; i, Ag, Ni).
El inconveniente de imponer esta restriccién es que el conjunto de LMIs que se ha de resolver es mas
improbable que sea factible

Un caso particular interesante, que conduce al algoritmo de predicciéon maés simple, se obtiene cuando
s6lo hay un subconjunto. En este caso se toman dos matrices constantes Q(sx) = Q y X (sr) = X Vs,
en la resolucién del conjunto de LMI, y como resultado se obtiene una ganancia constante L = Q' X.

4.8.2 Simplificacion de las LMI

Una simplificacién que lleva a un menor coste computacional a costa de disminuir ligeramente el espacio
de soluciones consiste en tomar iguales la matriz P(sy) y Q(sk).

Otra simplificacién consiste en encontrar un predictor que asegure la estabilidad cuadrdtica (condicién
suficiente pero no necesaria) haciendo para ello la matriz P(s;) = P constante. Este caso reduce el espacio
de soluciones con el inconveniente de que puede que no se encuentre un predictor estable ante un sistema
inestable y/o con muestreo muy escaso.

Si se aplican las dos ultimas simplificaciones al mismo tiempo, tomando las matrices P(sy) y Q(sk)
iguales y de valor constante,

Q(sk) = P(sx) = P,

la ganancia del predictor vendrd determinada por L(s) = P71 X (s;). Nétese que en este caso sélo se
cumplird la condicién suficiente de estabilidad cuadrética, con lo que el espacio de soluciones quedara
reducido, y el predictor tendra peores prestaciones.

Finalmente, la mayor simplificacién posible consiste en, ademds de tomar P(s;) = Q(si) = P, tomar
una matriz X (s;) = X constante para obtener una matriz de ganancias L = L constante. En este
caso se tendra el predictor de peores prestaciones. Aln asi, este predictor puede ser muy util en procesos
estables con poca pérdida de datos y poca variacién en el retardo.

4.8.3 Interpolacién de ganancias

En la metodologia planeada en el capitulo, la obtencion de ganancias se basa en la resoluciéon de un
problema de optimizacién por medio de un sistema de inecuaciones lineales matriciales. El coste com-
putacional de estos problemas de optimizacién via LMI aumenta con el nimero de LMIs que conforman
el sistema de inecuaciones. El tamano de este sistema de inecuaciones depende directamente del nimero
de escenarios de muestreo ns. Si se utiliza una matriz P constante, el sistema a resolver esta formado
por ns LMIs, pero si se utiliza una matriz P(i) que varfa en funcién del pardmetro sy, el sistema estd
formado por n% inecuaciones. Esto conlleva un tiempo muy elevado de resolucién, que puede llegar a
durar varias horas.
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Supdngase a partir de ahora que los retardos en cada sensor son constantes y que todas las salidas se
miden simultdneamente, con lo que el nimero de posibles escenarios de muestreo coincide con el ntimero
de periodos intermuestreo. Astimase que el nimero de posibles periodos intermuestreo viene definido por
el conjunto

N ={vi,va... U}

Para poder reducir el nimero de LMIs a resolver se toma un subconjunto
Nl = {Mla/’tQ"',/*LnN-/} CNa ng <ns

de manera que contenga por lo menos el primer y el tltimo elemento (41 = v1 ¥ fin,,, = Vny ), y s aplica
alguno de los métodos basado en LMIs a lo largo de este nuevo conjunto A/. El conjunto de ganancias
que se obtendran como solucién viene definido por

{L(pi)}, pi € N7

El resto de ganancias asociadas al conjunto N se obtienen a partir de éstas mediante una interpolacién

L(v;) =L(pi) + L_M,(L(um) — L(1)), (4.136)
Hit+1 i

v €Ny pispivr €N pi < vj < figr.

El siguiente paso en el diseno mediante esta técnica consiste en comprobar que este nuevo conjunto de
ganancias estabiliza el predictor en todo su rango de funcionamiento (es decir, sobre N'). Este método
serd adecuado siempre que las variaciones de los elementos del vector L sean suaves a lo largo de los
elementos de N.

Esta técnica puede ser 1til tanto para reducir el coste computacional de obtencién de los vectores de
ganancia L, como para reducir los recursos de memoria necesarios para poder implementar el predictor
propuesto en microcontroladores de bajo coste.

Un problema diferente que puede darse es que se esté en condiciones de calcular las matrices L para
un rango de A amplio, pero, sin embargo, el dispositivo donde se han de almacenar estos valores no tiene
memoria suficiente. En este caso, si las variaciones de L en funcién de N son suaves, puede almacenarse
s6lo un conjunto de vectores L correspondientes a un subconjunto N7 C A, de manera que cada vez
que se necesite el vector L(N), donde N no pertenece a N, se procederd a la interpolacién indicada

en (4.136).

4.9 Sensores virtuales basados en el filtro de Kalman

En esta seccién se derivan las ecuaciones del filtro de Kalman para procesos que tienen mediciones sin-
cronas escasas con retardo temporal variante en el tiempo. En primer lugar se desarrollan las ecuaciones
para el caso mas simple de muestreo regular con retardo constante, para posteriormente obtener el algo-
ritmo general.

4.9.1 Sistemas monovariable

Muestreo periddico y retardo constante

Considérese un proceso discreto lineal descrito por las ecuaciones

x[t+ 1] = Ax[t] + bult]| + B,v[t] (4.137a)
ylt] = ey z[t], (4.137D)
mlt] = cx[t — d] + wt], (4.137¢)

donde = € R™ es el vector de estados, u € R es la entrada, y € R es la salida del proceso a controlar y
m/t] es la medicién que le llega al controlador cada periodo de control y que viene afectada de un retardo
d. v[t] es el vector de perturbaciones de entrada y wlt] es el ruido de medida. Se asume que w es un ruido
blanco de media cero con matriz de varianzas—coyarianzas V (V = E&{[tv[t]'}), y w es un ruido blanco

de media cero con varianza W (W = E{wlt]w[t] }).
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Teorema 4.9.1 (Filtro de Kalman con retardo constante). Sea el algoritmo de prediccion de salidas del
proceso (4.137) definido por las ecuaciones

Eltlt—1] = A@[t — 1]t — 1] + buft — 1] (4.138a)
&[t]t] = [t|t — 1] + £[t] (m[t] — ca[t — dJt — 1)) (4.138b)

donde &t — d|t — 1] es la mejor estimacion del estado en el instante t — d con la informacion disponible
hasta en instante t — 1, que cumple

d
et — 1] = A%G[t —d[t — 1]+ > A" bult — ], (4.138¢)
i=1
y donde la estimacion de la salida viene dada por
yt] = ¢, &[t|t]. (4.138d)

El vector de ganancias £[t] que minimiza la varianza del error de prediccion para el algoritmo anterior
viene definido por las ecuaciones

Pt|t —1] = AP[t— 1|t —1]A" + B,V B, (4.139a)
T
Plt|t —1] (cA™
o] = [t — 1] (e : ) (4.139D)
cAP[t|t — 1] (cA~4) + W +¢eVe'
P[t|t] = (I — £[tlcA™?) Plt[t — 1] (4.139¢)
siendo C un vector constante que se calcula segin
d
c= CZ A7'B,

i=1

|

Prueba 4.9.1. El estado del sistema en el instante ¢ se puede relacionar con el del instante ¢t —d corriendo
d veces la ecuaciéon (4.137) del sistema, es decir

d d
xft] = Aa[t —d]+ Y bult—i]+ > B[t —i,
i=1 i=1
con lo que la medicién m|t] se puede escribir en funcién del estado actual como
d .
mlt] = cA™¢ (m[t] - ZA’_1 (bu[t —i] + B,v[t — 2])) + wlt].
i=1

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién de actualizacion (4.12b) y restando z[t] en ambos lados de la
expresion resultante se llega a

d
T[t[t) = (I — £[tlcA™") Z[t|t — 1] — L[tJw[t] + £[t]cA™ Y A Bywlt — ], (4.140)

siendo
o[t]t] = x[t] — 2[t|t],

z[t|t — 1] = x[t] — @[t|t — 1].
Definiendo la matriz de varianzas-covarianzas del error de estimacién como

Plt|t] = e{@tle) 2[t]t]"},
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y aplicando la relacién (4.140) se tiene que

Plt|t] = (I —£[t]cA~Y) e{@[t]t — N @[t|t — 1]} (I - E[t]cA_d)T
+ L€ {wlt] wlt] Yelt]’

+ 303 (elteAt et — i wlt — 5]} (Eleas 1))

= P[t|t — 1] — €CA~P[t]t — 1] — P[t|t — 1] (,CA~7)
+£ft] (cA~ Pt — 1] (cA™") + W +eve ) e, (4.141)

donde se ha considerado que
Efoft—ivft— )} =0, i#j.

Los elementos de la diagonal de P[t|t] contienen las varianzas del error de estimacién del estado, con
lo que la minimizacién de la varianza puede determinarse minimizando la traza de P[t|t]. Para obtener
la ganancia que minimiza la varianza se deriva la traza de PIt|t) con respecto a £[t] y se iguala a cero,
obteniéndose

~2tr(cA~ Pt~ 1])" +2tr (€[] (cA™Pltlt 1] (cA™") + W +eve)) =0,

de donde se puede despejar £[t] para obtener
T T _ _\ 1
e = Pt~ 1] (€A™ (CA™Plijt-1](CA™) + W +CVC)

La actualizacién 6ptima del vector de covarianzas se obtiene sustituyendo este vector £[t] en la expre-
sién (4.141). La ecuacién que proyecta la matriz de covarianzas al siguiente instante se obtiene a partir
de la expresién que relaciona los errores Z[t|t — 1] y [t — 1|t — 1]:
zlt|t — 1] = x[t] — 2[t|t — 1]

= Azt — 1] + bu[t — 1] + Byv[t — 1] — Az[t — 1|t — 1] — bu[t — 1]

= Az[t — 1|t — 1] + B,v[t — 1].
De esta manera se tiene que

Plt|t — 1] = E{@[t|t — 1)@[t|t — 1]}
= E{(AZ[t — 1|t — 1] + Byw[t — 1]) (AZ[t — 1|t — 1] + B,o[t —1])"}
= APt —1|t-1]A" + B,VB,.

Muestreo escaso irregular y retardo variante

Si las medidas son escasas y el retardo asociado a cada medicién es variante en el tiempo se utiliza el
modelo del proceso

xzt + 1] = Az[t]| + bu[t] + B,vlt] (4.142a)
y[t] = ¢, x[t], (4.142b)

mas la ecuacién de medidas,
my, = C z[ty — di] + wltr], (4.142¢)

que solo es valida en los instantes ¢t = t; en los que se dispone de un dato m;, afectado de un retardo de
dy, periodos.

Teorema 4.9.2 (Filtro de Kalman para muestreo aleatorio con retardo). Sea el algoritmo de prediccion
de salidas del proceso (4.142) definido por la ecuacion de propagacion

&ftlt —1] = Azt — 1] + bult — 1] (4.143a)
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(4.143b)

mas la ecuacion de actualizacion
:i:[tk|tk] = Cit[tk‘tk - ].] + ek (mk — C:ﬁ[tk — dk|tk — 1])

que se utiliza cuando se tiene una medicion my, (en t =ty ), siendo &[ty, — di|ty, — 1] la mejor estimacion
del estado del instante ty, — dj, con la informacion disponible hasta en instante t, — 1, que cumple

i=1

d,
:i:[tk|tk — 1} = Adkii}[tk — dk|tk — 1} + ZAi_lbu[t — Z]

La prediccion de la salida se obtiene mediante

El vector de ganancias £[t] que minimiza el error de prediccion viene dado por la ecuacion de propagacion
(4.144a)

Plt|t —1] = AP[t — 1|t —1]A+ B,VB,,

mas las ecuaciones de actualizacion
Pltlty — 1] (cA=%)"
0, = [belt = 1] (e ; ) (4.144b)
CAid’“P[tk‘tk — 1] (CAid’“) + W + éd»kVéZi,k
Plt|ty] = (I — LcA™%) Plty|t, — 1], (4.144c¢)
siendo
dp.
Cqk = CZ A_ti.

i=1

Si no hay ninguna medicion, la mejor estimacion del estado y de la matriz de varianzas-covarianzas es

la de bucle abierto, con lo que
Z[t)t] = x[t|t — 1],

P[t|t] = PJt|t — 1.
U

Prueba 4.9.2. El estado del sistema en el instante t; se puede relacionar con el del instante tx — dy

corriendo dj, veces la ecuaciéon (4.142) del sistema, es decir

dk dk
olty] = A%alty — di] + Y AT bulty — i)+ Y AT Byulty, — i,

i=1 i=1

con lo que la medicién my, se puede escribir en funcién del estado actual como
dy,
my = cA~ % (:I:[tk] - ZAZ_l (bulty, —i] + Byv[ty — z])) + wltg].
i=1

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién de actualizacién (4.143b) y restando z[t;] en ambos lados de

la expresiéon resultante se llega a
(4.145)

dy
%[tkwk] = (I — KkCAidk) i[tk‘tk — 1] — ka[tk] + EkCAidk ZAiile’U[tk - i],

i=1

siendo
i[tkﬁk] = iL'[tk] — :fc[tk|tk],
Tti|ty — 1] = @[ty] — [tk |ty — 1.

Definiendo la matriz de varianzas-covarianzas del error de estimacién como
P[t|t] = E{[t]t] Z[t|t] },
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y aplicando la relacién (4.145) se tiene que

P[tk|tk] = (I — kaAidk) 5{%[tk‘tk — 1] i[tkﬂk — 1]T} (I — EkCAidk)T
+ £.E{wlty] wlty] 1,

de  di T
+ ZZ (ekcAi—dk—lg{’U[tk — Z] 'U[tk _ ]]T} (EkCAj_dk_l) )
i=1 =1
= Pltg|ty — 1] — Lc A Plty [ty — 1] — Plty|ty — 1] (fkcA_dk)T
+ £ (cA™HPltelty — 1] (cA™ ) + W +eqpVey, ) &, (4.146)

donde se ha considerado que
vty —d]vfty — j]} =0,  i#].

Los elementos de la diagonal de P[ty|t)] contienen las varianzas del error de estimacién del estado, con
lo que la minimizacién de la varianza puede determinarse minimizando la traza de P[t|t;]. Para obtener
la ganancia que minimiza la varianza se deriva la traza de Plti|tx] con respecto a £ y se iguala a cero,
obteniéndose

—2tr(cA U Plty |ty —1])7 + 2tr (ek (cA‘dkP[tk|tk —1](eA™H) + W+ ad,kva;’k)) —0,

de donde se puede despejar £; para obtener

Ly = Pliglty — 1] (cAfdk)T (cA*dkP[tkﬁk —1] (cAfdk)T + W + éd,kVé;k)

La actualizacién 6ptima del vector de covarianzas se obtiene sustituyendo este vector £; en la expre-
sion (4.146). La ecuacién que proyecta la matriz de covarianzas al siguiente instante se obtiene a partir
de la expresién que relaciona los errores [ty |ty — 1] v @[t — 1|t — 1]:
i[tﬂtk — 1] = a:[tk] — :i:[tk|tk — 1]
= Ax[t;, — 1] + bu[t — 1] + Byv[ty, — 1] — Az[ty, — 1|t — 1] — buft — 1]
= Ai[tk — 1|tk — 1] -+ Bv’l)[tk — ].]

De esta manera se tiene que

Pltiltr — 1] = E{Z[tr|tr — VE[tr|tr — 1]}
= E{(AR[t, — 1|ty — 1] + Byo[t — 1)) (AZ[t, — 1|ty — 1] + Byo[ty, — 1))}
= AP[t, — 1|t, —1]A" + B,V B,.

4.9.2 Sistemas multivariables

Si se tiene un proceso multivariable con multiples entradas, salidas y sensores, las ecuaciones del proceso
vienen dadas por

x[t + 1] = Az[t] + Bu[t] + B,v[t] (4.147a)
y[t] = Cy x[t] (4.147b)
My = ¢ Tty — d; k] + Wik, i=1,....np (4.147¢)

donde se asume que en los instantes de medicién ¢ = t; se miden puj sensores. Definase la matriz M
de orden puy X n,, formada con las filas de una matriz identidad que corresponden a la posicién de los
elementos de mlt;] que se miden en el instante t.

Teorema 4.9.3 (Sensor virtual basado en el filtro de Kalman). Sea el algoritmo de prediccion de salidas
del proceso (4.147a) definido por las ecuacion de propagacion

@ftlt—1] = Az[t — 1] + Bult — 1], (4.148)
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mas la ecuacion de actualizacion

Elteltn] = Bltelte — 1+ Y ik (mik — cidlte — diglte — 1]) 5k (4.149)
1=1

que se utilizan cuando se tiene alguna medicion m;y (ent =ty d;, = 1 si el sensor i estd disponible,
sino 6, = 0) y donde el vector &[ty, — d; x|tx — 1] es la mejor estimacion del estado del instante t, — d;
con la informacion disponible hasta en instante ti, — 1, que cumple

di K
:ﬁ[tk|tk — 1] = Adi'kﬁl[tk — di,k‘tk — 1] + ZAi_lBu[tk — Z]
i=1
La matriz de ganancias Ly, = [€1 la g -+ €n,, 1] que minimiza la varianza del error de prediccion del

algoritmo anterior se calcula mediante la ecuacion de propagacion
Plijt —1] = AP[t — 1|t —1]A" + B,V B, , (4.150)
mas la ecuacion de actualizacion

T T = =T T -1
Ly = Plt|t — 1] (MyxCay) (Mk (Cd’kP[t|t —1]C, + W + Cd,kVCd’k) Mk) (4.151)

Pltg|ty] = (I — LyMyCay) Pltg|ty — 1] (4.152)
stendo

B c A~ dk

Cii = : , (4.153)
¢, A Gnmk
L m N XN
[ o Y ATB,

Caor = : : (4.154)

[ —q
LCnn 2221 AT By

Si no hay ninguna medicion, la mejor estimacion del estado y de la matriz de varianzas-covarianzas es
la de bucle abierto, con lo que

@[t|t] = x[t]t — 1],
P[t|t] = P[t|t - 1],

La matriz de ganancias Ly, tiene un tamano n X my y £; ) hace referencia a la i-ésima columna de la
matriz Ly My, es decir la matriz formada por las columnas de Ly en las posiciones correspondientes a
posiciones de sensores disponibles y por columnas nulas en las posiciones correspondientes a sensores no
disponibles (véanse observaciones2.5.1 y[4.5.1 en las pdginas|21 y[97, respectivamente). O

Prueba 4.9.3. El estado del sistema en el instante t;, se puede relacionar con el del instante ¢ — d; i
corriendo d; j, veces la ecuacién (4.147a)), es decir

di K dik
wlty] = A% alty — dig] + Y AT Bufty — i+ Y AT Byolty — i,
i=1 =1

con lo que la medicién m; j, se puede escribir en funcién del estado actual como

di
mig = c;A™YE | xty] — Z A (Bulty, — i) + Byvlty — i) | + wig.

=1

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién de actualizacién (4.149) y restando z[t] en ambos lados de la
expresion resultante se llega a

Zltplte] = (I — Ly M Cay) @[ti|ty — 1] — LyMywy, + LM, Cy Vi, (4.155)
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siendo
T[tg|tr] = x[tr] — ®[tx|tr],
ZTltg|ty — 1] = x[te] — &[te|tr — 1].
Definiendo la matriz de varianzas-covarianzas del error de estimacién como
P[] = e{@[tlf] @[t)]"},

y aplicando la relacién (4.155) en los instantes de medicién (¢ = t) se tiene que

P[tk|t;€] = (I — L}ngCdﬂk) 5{5[tk|t}€ - 1] i[tkﬁk - 1]T} (I — LkMde,k)T
+ Ly M E{w, w;, } M, L,

N N ik djk

+ ZZ Z Z ( i, quAak di k= 15 ké’{v[tk — Otk} [tk — 6} } (£j7ijA'67d-7"k715j7k)T)

i=1 j=1 ar=1p=1
= P[tk|tk — 1} — LkMdeykP[tk‘tk — 1] — P[tk|tk — 1] (LkMdeyk)T
+ L. M, (Cd7kP[tk|tk — 1] (C[Lk)T + W + C’d,kVC';,k) M;L;, (4.156)

donde se ha considerado que

E{v[ty — ag]v[ty — B} =0, ay # B.

Los elementos de la diagonal de P[ty|ty] contienen las varianzas del error de estimacién del estado
(actualizado con la medicién), con lo que la minimizacién de la varianza puede determinarse minimizando
la traza de Pty|tx]. Para obtener la ganancia que minimiza la varianza se deriva la traza de P[ty|t;] con
respecto a L y se iguala a cero, obteniéndose

—QtT(Mde’kP[ﬂt — 1])T + 2tr (LkMk (Cd,kP[tkﬁk — 1]C;,k + W + C’d,kVC_’;’k) Mk) =0,

de donde se puede despejar Lj para obtener

T T T = =T -1
Ly, = Pltylty — 1)C} M (Mk (Cd,kp[tkuk —1Cj, + W + Cd,kvcd,k) Mk)

La actualizacion 6ptima del vector de covarianzas se obtiene sustituyendo esta matriz Ly en la expre-
sién (4.156). La ecuacién que proyecta la matriz de covarianzas al siguiente instante (en bucle abierto) se
obtiene a partir de la expresién que relaciona los errores z[t|t — 1] y [t — 1]t — 1]:

Fltlt — 1] = aft] — &[]t — 1]

= Az[t — 1] + Bu[t — 1] + Byv[t — 1] — Az[t — 1|t — 1] — Bu[t — 1]
= Az[t — 1|t — 1] + B,v[t — 1].

De esta manera se tiene que
Pltlt — 1) = E{a@[t|t — U@[t|t — 1]}
= E{(AZ[t — 1|t — 1] + w]t — 1)) (AZ[t — 1|t — 1] + w[t — 1))}
= AP[t—1|t—1]A" + B,VB,.
|

Observaciéon 4.9.1. Los algoritmos expuestos en esta seccién utilizan las estimaciones del estado con
retardo en la actualizacién del estado estimado de la misma forma que lo hace el predictor (4.12) utilizado
en este capitulo. Por este motivo, también se puede aplicar la implementacién (4.14) para evitar la
utilizacién de la ecuacién (4.138¢) consiguiendo una reduccién del coste computacional. ]



132 4. Disefio de predictores en representacién interna

4.9.3 Prediccion 6ptima

La forma éptima de incorporar mediciones con retardo en el filtro de Kalman consiste en correr el modelo
hacia atras hasta el instante al cual corresponde la medicién, actualizar siguiendo las ecuaciones del filtro
de Kalman estandar, y luego volver a ejecutar hacia adelante el modelo para obtener la estimacién del
estado actual. Esta operacion debe realizarse para todas las mediciones. A continuacién se detalla este
procedimiento.

Si no hay mediciones, el modelo se propaga en bucle abierto, dando lugar a

E[tlt — 1] = Axlt — 1] + Bult — 1], (4.157)
Plt|t—1]= AP[t - 1|t —1]A" + B,VB,, (4.158)
Cuando en t = t;, hay una medicién
Mik = ity — di]

de la salida m; con retardod; i, se corre el modelo hacia atras hasta obtener la estimacion del estado para
el instante retardado t;, — d; ;, mediante las ecuaciones

diyk—l
Eltp — digltr — 1] =A@t [ty — 1] — A%+ Y~ AJBult —j — 1], (4.159)
j=0

; dik
Plty — diplty — 1] =A™+ Plty|ty — 1] (A~%+) =Y A7 B, VB (A™)". (4.160)

j=1

Con este valor se ejecutan las ecuaciones de actualizacién
-1

. = Pltlt — 1)c] (ciP[t|t — e} + W) (4.161)
:f:[tk — di,k“k} = £i7k(mi7k - Ci:ﬁ[tk — di,k“k — 1] (4.162)
P[ﬁk — di,kltk} = (I — Ei,kci) P[tk — di,k|t}c — 1] (4.163)

y se vuelve a obtener la estimacion del estado y de la matriz de covarianzas correspondientes al estado
actual ¢t = t; mediante las ecuaciones

di,kfl
Eltplty — 1] =A%*&[tylty — 1]+ Y A'Bult —j —1], (4.164)
7=0
. dik
Pty — d gty — 1] =A%+ Pltg|t), — 1] (A%*) +) A'B,VB, (A7) (4.165)
j=1

Para cada medicién m; j, disponible en el instante ¢t = ¢, se deben ejecutar las ecuaciones (4.159) a (4.165)

El inconveniente de esta tultima técnica es su elevado coste computacional ya que, dependiendo de
la cantidad de sensores disponibles en cada muestreo y de los retardos asociados, puede ser necesario
ejecutar un elevado nimero de inversiéon de matrices.

4.10 Conclusiones

En este capitulo se han estudiado distintos métodos de disenio de predictores de salida aplicables al caso
general de multiples entradas, salidas y sensores donde las mediciones de cada sensor llegan al sistema de
control en instantes arbitrarios y con retardos aleatorios.

La principal aportacion es un procedimiento para disenar las ganancias de un algoritmo de bajo coste
computacional, que garantiza la estabilidad y la atenuacion de perturbaciones a pesar de la disponibilidad
de datos no periddica, la disponibilidad parcial de los sensores y los retardos variantes que acompanan
las mediciones.

El predictor propuesto constituye un sensor virtual que utiliza un modelo interno del sistema, las
entradas previas y las mediciones escasas para predecir las salidas en cada periodo de control. El ntimero de
periodos de control entre mediciones (Ny), los retardos de cada sensor (d; ) y las posibles combinaciones
de sensores disponibles (Ay) se asume que son variantes en el tiempo y que pertenecen a conjuntos finitos
que se conocen a priori.
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Para analizar la convergencia se ha utilizado una funcién de Lyapunov del error de estimacién del
estado en los instantes de medicion. El problema de estabilidad de Lyapunov se ha transformado en un
problema de factibilidad de un conjunto de desigualdades lineales matriciales. La solucién del problema
de LMIs (si es factible) se ha utilizado para calcular las matrices de ganancia del sensor virtual.

Para la atenuacién de las perturbaciones y los ruidos de medida se ha tenido en cuenta mediante
diferentes normas del subsistema predictor (normas Heo, Ha, Hog y ¢1), transformando la condicién en
un problema de factibilidad de un sistema de LMIs. Se han propuesto procedimientos de diseno basados
en la informacion disponible de las perturbaciones. El resultado es un conjunto finito de matrices de
ganancia que se aplican dependiendo de las caracteristicas de la medicién (combinacién Ny, d;r y Ag).
El procedimiento permite definir el tamano de dicho conjunto (y por tanto, los recursos que necesita la
implementacién del algoritmo final), desde el caso més simple (ganancia constante), hasta el mds complejo
(una matriz diferente para cada posible combinacién (N, d; k, Ag)). Si no se tiene informacién sobre las
perturbaciones, el procedimiento sigue siendo ttil, porque se tienen algunos factores de ajuste que pueden
utilizarse para cambiar la dinamica del predictor sin afectar a la estabilidad.

Ademsés de las perturbaciones y el ruido de modelado, también se ha estudiado el efecto de otros
factores que aumentan el error de prediccion. Se ha demostrado que la incertidumbre en el modelo sélo
afecta al valor del error de prediccién, pero no a su estabilidad, y se ha demostrado que las perturbaciones
consideradas en el diseno, son vélidas para minimizar el efecto de este error de modelado, con lo que
las técnicas de atenuacién de perturbaciones también son tutiles para abordar el diseno de predictores
robustos. Se ha analizado cémo tratar el retardo en la accién de control y se ha demostrado que los
retardos variantes en la accién de control se pueden modelar como una incertidumbre en el modelo. Se ha
demostrado también que el ruido de medida también es valido para modelar el error introducido por las
mediciones que vienen acompanadas de una etiqueta de tiempo incierta o por las mediciones asincronas.

Finalmente se ha abordado el problema de prediccién de salidas mediante un algoritmo similar al filtro
de Kalman, que trata de minimizar la varianza del error de prediccién con cada medicién. La diferencia
respecto del filtro de Kalman estdndar reside en la forma de incorporar las mediciones con retardo, y la
forma de implementar el algoritmo para evitar la utilizacién de un modelo de orden extendido.






Capitulo 5

Prediccion de salidas en sistemas no
lineales

5.1 Introduccién

En este capitulo se introduce la sintesis de sensores virtuales para plantas no lineales. Se asume una
planta formada por multiples entradas y salidas afectada de perturbaciones, y que se dispone de varios
sensores que miden algunas de las senales (estados o salidas) afectadas de un ruido de medida. Se asume
que las mediciones son escasas y que no hay retardos en el sistema de transmisién de datos.

La estructura del capitulo es como sigue. En la segunda seccién se describe el problema describiendo la
planta no lineal y el tipo de muestreo. En la tercera secciéon se introduce el predictor propuesto y se obtiene
la ecuacién del error de prediccién. En la cuarta seccidn se plantea el diseno de un estimador de salidas para
muestreo convencional, estudiando tanto la estabilidad nominal como la atenuacién de perturbaciones.
En la quinta seccién se extiende el diseno anterior al caso de muestreo bifrecuencia, mientras que en la
sexta seccidn se presentan los resultados para el caso de muestreo irregular. Finalmente, en la séptima
seccién se exponen las conclusiones del capitulo.

5.2 Descripcién del problema

5.2.1 Planta
Sea un proceso discreto no lineal e invariante en el tiempo que viene descrito por las ecuaciones
x[t+ 1] = Ax[t] + f(x[t], u[t]) + B,vlt], (5.1a)
ylt] = g(=[t]). (5.1b)

donde x € R™ es el estado, u € R™ es el vector de entradas y y € R™ es el vector de salidas que se desean
controlar. El vector v(7) es la posibles perturbacién del estado. f(-) : R"*"« — R" y g(-) : R® — R"
son funciones no lineales conocidas que cumplen con la condicién de Lipschitz, es decir,
1f (@1, u) = f@2,u)llp < ||[F - (21— @2)lp, (5.1¢)
lg(@1) — g(@2)llp < |G - (21 — 22|, (5.1d)
para alguna norma vectorial p.

La senal de los sensores que se envia al controlador sélo esta accesible en los instantes ¢ = ¢ en los
que hay al menos un sensor disponible cuya salida viene dada por

mik = ¢y + hi(xr) + wi K, i=1,... 0 (5.1e)

siendo n,, el nimero de sensore, m; j la medicién del sensor i en el k-ésimo muestreo, y w; j el ruidos
asociado a dicho sensor en dicha muestra. h;(-) : R™ — R es una funcién no lineal conocida que cumple
con la condicién de Lipschitz, es decir,

[hi(x1) — hi(z2)|lp < [[Hi - (21 — 22) ||, (5.2)

135
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para alguna norma vectorial p. Notese que se ha utilizado la notacién xj para denotar el estado en el
instante de muestreo, es decir @y = x[t;]. A partir de estas seniales se pueden definir los vectores

ma hi(xy) w1k
mp=| 1 | h@)=| 1 |, w=]| : |,
Mn,, .k hnm (mk) Wn,, k
y expresar el vector de mediciones como
my, = Cxy, + h($k> + wyg,
que permite simplificar la notacién para el resto de desarrollos.

Observacion 5.2.1. La representacion anterior también es véalida cuando el sensor tiene una dinamica
propia no despreciable y esté libre de perturbaciones de salida. Para demostrarlo, témense las ecuaciones
en diferencias del proceso

wplt + 1] = Apzp[t] + Fp(p[t], ut]) + By, vp 1] (5.3)
y[t] = gp(w,[t]) (5-4)
y la ecuacién asociada al sensor
x[t + 1] = Agas[t] + fo(s[t] zp[t], y[t]) + Bo, vs(t] (5.5)
my = Csws,k + hs(ws,k) + hp(a:p,kv yk) + wyg. (56)

Obsérvese que la entrada al sensor es tanto el estado como la salida del proceso para indicar que el
sensor puede medir cualquier variable que sea combinacién de los estados y la salida. Agrupando ambas
ecuaciones se puede escribir que

{wp[mq_{Ap 0][wp[tq+[ £y lf] ult) ]+[vp[tq (5.7)

ws[t + 1] 0 A |zt] Fs(@s[t] pt], gp(ap[t])) v, [t]
—— N——
—a — f ([t] ult]) v
ylt] = gp(@pt]) = g([t]) (5-8)
my, = [0 Ci] BPEH +ho(zs k) + hy(xTpk, gp(Tp ) +wi = Cxp + h(xy) + wy (5.9)
H—/ S
c =h(zx)
Tomando x[t] = [z,[t]" =[t]"]" se llega a la representacién (5.1). O

5.2.2 Escenario de muestreo

El sistema de control necesita los valores de y[tT], pero se asume que sélo estdn disponibles las mediciones
my, en los instantes discretos ti, k € IN, siendo N = t;, —tx_1 el numero de actualizaciones de la entrada
desde t;_1 hasta t;. Con esto,
k
te=Y N
i=1

representa el instante en el cual se da la t-ésima actualizacién del control y se obtiene la k-ésima medicién.

Se asume que el niimero de actualizaciones de la entrada entre mediciones (N}, ) varia dentro de un conjunto
finito de valores

Ny e N={v,...,un}. (5.10)

Para denotar qué sensores estian disponibles en cada instante de muestreo se define el factor de

disponibilidad del sensor i en el instante t; como

5iltn] = 1, simy[tg] estd disponible,
RIT00,  siomyg[ty] no estd disponible,

Agrupando los valores del factor de disponibilidad para cada sensor se puede definir la matriz de disponi-

bilidad como
01 [tx] 0

0 On,, [tx]



5.3. Predictor 137

Dependiendo del patrén de muestreo, pueden haber diferentes valores para la matriz A[tk}m. Se asume
que estos valores estan dentro de un conjunto finito dado por

Alty] eE={A4,...,A,}. (5.12)

En el caso general, es posible cualquier combinaciéon de mediciones disponibles, con lo que p = 2™ — 1.

5.2.3 Parametrizacion del escenario de muestreo

Al igual que con la representacién externa e interna se debe definir un pardmetro s que recoja las
caracteristicas temporales que definen a cada una de las muestras escasas de que se dispone (véase
seccion 3.1.2 en la pagina[25). Cada instante de medicién viene definido por dos pardmetros: la matriz
de disponibilidad, que indica qué sensores han aportado informacién, y el nimero de veces que se ha
actualizado la accién de control entre instantes de medicién (Ny). Cada uno de estos pardmetros puede
tomar valores dentro de unos rangos conocidos (dados por = y A). Sin embargo, segiin la aplicacidn,
s6lo algunas combinaciones (Ay, Ni) se dardn de forma simultdnea. Por este motivo se define un nuevo
pardmetro s que indica cudl es la situacién del muestreo (combinacién (Ayg, Ni)) de la k-ésima medida.
El parametro s; enumera las combinaciones tomando valores enteros, es decir

seeS=1{1,2.. . ns} (5.13)

donde ngs el nimero de combinaciones posibles (A, Ni). El ndimero maximo de combinaciones es m - p
siendo m el tamano del conjunto Ny p el tamano del conjunto Z.

Con el nuevo pardmetro definido se puede establecer una dependencia de los pardmetros N, y Ay con
respecto de si de forma que

5.3 Predictor

Para estimar los estados y las salidas a periodo T se propone un predictor que tiene una estructura similar
al expuesto para sistemas lineales. Inicialmente se estima el estado corriendo el modelo en bucle abierto,
lo que lleva a

et —1] = Azt — 1]+ f(2[t — 1], ult — 1]). (5.14a)
Si no hay ninguna medicién en el instante ¢, la mejor estimacion es la de bucle abierto
z[t] = @[t|t — 1].

Cuando se tiene una medicién en t = ty, el estado se actualiza mediante

MNm,

:f}[tk] = ii’[tk|tk — 1] + Z&[tk] (mi[tk} —c; C&[tﬂtk — 1] — hi(:f:[tk|tk — 1})) 5i[tk]- (5.14b)

i=1

donde £;[t;] es el vector de ganancias utilizado para actualizar la estimacién del estado con la medicién
m;[tx]. Introduciendo la matriz de disponibilidad (5.11), la ecuacién de actualizacién (5.14b) se reescribe
como

:i:[tk] = :ﬁ[tk|tk - 1] + LkAk (’I’l’l;€ - C:i?[tkhfk - ].] - h(ﬁ:[tkﬁk - 1])) (514C)
La prediccién de la salida se obtiene mediante la ecuacién de salidas
g1t = g(@lt)). (5.14d)

La dindmica del sensor virtual no lineal depende de la matriz de ganancias

lialte]  loalte] -+ lo1lte]
Ly =Lty = [a[ts] Lalty] -~ Lo, [ti]] = 112.[tk] 122.[tk] l”’"f[tk] (5.15)
Lnlte] Donlte] -+ Lo nlte]

1Si en un instante dado t = t;, todas las mediciones de salida estdn disponibles, entonces A[ty] = I.
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definida en los instantes de medicién (¢ = ti), que se debe disefiar para asegurar la estabilidad del
predictor, la robustez frente a la disponibilidad esporadica de datos, y una atenuacion adecuada de las
perturbaciones y ruidos de los sensores. La ganancia del predictor se asume en general que es variante en
el tiempo, pero el caso particular de una ganancia constante también se analiza.

5.3.1 Error de prediccion

Con el objetivo de disenar un predictor deberia obtenerse una relacion explicita entre el error de prediccion
en un instante de medicion ty (T = &[tg]) v el anterior tx—1 (Tx—1 = T[tx—1] = T[tx — Ni]). Sin embargo,
en el caso de sistemas no lineales, no es posible establecer esta realacién. Para demostrarlo, considérese un
instante de medicién ¢ en el que se miden todas las salidas (es decir, todo el vector my, estd disponible)
con lo que se puede escribir

Ztplty — 1] = Az[ty — 1] + f(2[ty — 1], ufty — 1]) (5.16)
Z[tr] = [tg|t — 1] + LAy (my, — Cxlt|ty — 1] — h(2[tk |ty — 1])) . (5.17)
Si se introducen las ecuaciones del proceso
x[ty] = Azt — 1] + f(xty — 1], u[ty — 1]) + B,v[ty, — 1] (5.18)
my, = Cx[ty] + h(x[ty]) + wy. (5.19)

se puede expresar el error de estimacién como
zlty] =Az[ty — 1] + f(x[ty — 1], ulty — 1)) — f(@[tr — 1], [ty — 1])
— LAy (Cm[tk] + h(a:[tk]) - Cﬁ:[tkltk — ].] — h(iﬁ[tk‘tk — 1]))
+ va[tk - 1] - LkAkwk
siendo Z[t;] = x[tr] — &[tr]. Como se observa, no es posible escribir Z[t;] en funcién de Z[t;, — 1] y, por

lo tanto, tampoco en funcién del anterior instante de medicién, es decir, en funcién de Z[ty—1]. Con el
objetivo de simplificar los desarrollos posteriores del capitulo, se introduce la siguiente notacién

z[t|t — 1] = x[t] — 2[t|t — 1],
It = F @], ult]) — F(@[1], wt),
hti[ty — 1] = h(z[tx]) — h(@[t[tx - 1))
Noétese que h sélo se ha definido en los instantes de medicién ti porque la funciéon h sélo aparece en la

ecuaciéon de actualizacion del predictor. La dindmica del error de prediccion en el instante de medicién
queda simplificada a

Zlte] = Etnlte — 1] — LiAy (C:E[tkhtk ~ 1) + Rltgltr — 1] + wk) : (5.20)

donde el error de estimacién en bucle abierto ([t|t — 1]) se puede poner en funcién de la informacién del
instante anterior como

z[tlt — 1] = Az[t — 1] + f[t — 1] + B,v[t — 1], (5.21)

y las funciones f[t] y h[ts|ty — 1] cumplen
IFIE < I F &[] (5.22)
IRlteltr — 1] < [|H Z[txlt, — 1] (5.23)

5.3.2 Objetivo del diseiio

De forma similar a los disefios de los capitulos anteriores, en el caso de procesos no lineales se aborda
el diseno de la ganancia Ly definiendo una matriz diferente para cada conjunto (Ay, Ny ), es decir, para
cada posible valor del parametro de muestreo s;. El cdlculo de estas matrices Ly se hace una sola vez y
da como resultado un conjunto finito de ganancias en funcién de los diferentes valores de s:

Li=L(sp) € £ ={L(1),L(2),...,L(ns)}. (5.24)

El predictor que se propone se implementa con un conjunto de ng matrices constantes. Cada vez que llega
un conjunto de mediciones de sensores, el predictor utiliza un tnico vector de ganancias que se escoge en
funcién de las caracteristicas de la informacién recibida (sensores disponibles y Ny).

Para el desarrollo de los procedimientos de calculo de ganancias es necesario utilizar las herramientas
matemdticas cuya obtencién se detalla en el anexo|A.6.
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5.4 Diseno de predictores para muestreo convencional

5.4.1 Diseiio para estabilidad nominal

Si se dispone de todas las salidas en cada periodo de control (es decir, N, = 1y Ay = I) se puede utilizar
una matriz de ganancias constante que asegure la estabilidad en todo el rango de funcionamiento.

Teorema 5.4.1. Considérese el sistema (5.1) sin perturbaciones ni ruidos de medida, y supdngase que
se tiene informacion de todos los sensores en cada periodo de control (N, =1 y Ay = I). Si existen dos
matrices P = PT € R™™ y X € R™ ! y unos escalares ef,ep > 0 tales que la siguiente desigualdad se
cumple

P PA—-XCA P-XC X
P — EffFTF T T

* ( —e,ATH'HA ) —enAHH 00, (5.25)

* * el — enH'H 0

* * * epd
Entonces, si la ganancia del predictor se define como

L=P'X, (5.26)

el error de prediccion del algoritmo definido por (5.14) converge a cero de forma asintotica. |

Prueba 5.4.1. Témese la funcién de Lyapunov
Vit] = Z[t] PZ[t].

Entonces, el sistema (5.1a) serd estable si V[t + 1] — V[t] < 0. El incremento de la funcién de Lyapunov
se puede escribir como

T

AV[t] = ((I _ LO)&[t|t — 1] — Lht|t - 1]) P ((1 _ LO)&[t|t — 1] — Lht|t - 1]) — &t — 1] PE[t —1].
Aplicando el teorema[A.6.1]al primer sumando se tiene que
AV[t] < Z[tt — 1] Po@[t|t — 1] — Z[t — 1) P&[t —1].
con
P,=(I-LC) (P + PL (shI — LTPL) o LTP) (I-LC)+e,H H.
Introduciendo el valor del error de estimacién en bucle abierto (5.21) se tiene que
AV[H] < (A:E[t 1]+ flt— 1])T P, (Ai[t 1)+ flt— 1]) — &t — 1] Pa[t — 1]
donde se puede volver a aplicar el teorema[A.6.1 al primer sumando, llegdndose a
AV <zt — 1] Praft —1].

o Py~ (A" (Pi+Pu(e;I-P) ' P.) A+ e F'F-P)

La funcién de Lyapunov decrecera si Py < 0. Aplicando complementos de Schur, esta tltima condicién

se puede escribir como
[ATPhA —~P+eF'F  A'P, ] <0

PhA Ph - EfI
Introduciendo la matriz P, y aplicando de nuevo los complementos de Schur se tiene la condicién
AT(I-LC)
(I-LC)" |P[I-LC)A (I-LC) L]+
LT
A e,FF'F-P 0 0
en | I |HH[A I 0]+ 0 —e;I 0 | <0.
0 0 0 —&p

Aplicando de nuevo los complementos de Schur e introduciendo la matriz X = PL se llega finalmente

a (5.29).
[ |
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5.4.2 Diseiio basado en la atenuacién de perturbaciones

Teorema 5.4.2. Considérese el predictor (5.14) aplicado al sistema (5.1) y supdngase que todos los
sensores proporcionan una medida en cada instante de control (N, = 1, Ay, = I). Para unas vy, , ..., Y, s
Ywrs -+ Ywn,, dadas, supongase que existen unas matrices P = P’ c R™™, X € R™*! y unos escalares
ef,ep > 0 tales que

[P PA-XCA P-XC PB,—-XCB, X X
P—¢;F'F
* -, A'H' HA -, AAHH -, AHH 0 0
+G'G
x x el—-eyHH —eHH o ol % 0620
* * * I'’—-¢HH 0 0
* * * * end O
| * * * * x T2

con
I, = diag{vp,,- -V, }

r, = diag{’ﬁm e Ywng, }

Entonces, definiendo la ganancia del predictor como L = P~'X, el error de prediccion converge a cero
de forma asintética en ausencia de perturbaciones y, bajo condiciones iniciales nulas,

left]ll < ITwv[f]]13 + ITww(t]]I3 (5.28)
O

Prueba 5.4.2. Considérese el indice
o0
7=% (e[t]Te[t] — o] T20[t] — w[t}TI‘fU'w[t]) .
t=0

Tomando la funcién de Lyapunov V[t] = [t]Pz[t] y asumiendo condiciones iniciales nulas se tiene que

K

J< (e[t 1 eft — 1] —w[t — 1] T2t — 1] — w[t]TFwa[t]) FV[H]e—oe — VIt o

t

Il
—

WK

(e[t 1 eft — 1] —w[t — 1] T2t — 1] — w[t] T2 wl[t] + AV[t]) .

t

I
o

Sustituyendo AV[t] por
AV[t] = z[t]” PE[t] — Z[t — 1] PZ[t — 1]

T

- ((I — LC)&[t|t — 1] — Lhft|t — 1] — Lw[t]) P (%) — %[t — 1] P&ft — 1]

*

y aplicando el teorema|A.6.3 para eliminar el término wlt] T'2 w[t] se obtiene

]2

J< (e[t —1) e[t — 1] — o[t — 1) T?0[t — 1] — Z[t — 1) PZ[t — 1]

-
Il

1

T

+((r = LO)altt 1) - Lhltlt —1]) Py ()

*
con

P,=P+PL (1“3” —LTPL)_lLTP.

Aplicando ahora el teorema|A.6.1 para eliminar el término ﬁ[t|t — 1] se tiene que

J < i (e[t —1)"e[t — 1] — vt — 1] T20[t — 1] — Z[t — 1]" PE[t — 1] + (@[t]t — 1)) Py (&[]t — 1])) :
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con

1
P, =(I-LC) (Pw +P,L (shI - LTPwL) LTPw) (I-LC)+e,H H.

Sustituyendo el error de estimacién en bucle abierto por Z[t|t — 1] = Az[t — 1] + f[t — 1]+ Byv[t — 1] y
aplicando el teorema[A.6.3 para eliminar el término v[t — 1] T2wv[t — 1] se tiene que

J gi (e[t —1"elt — 1]+ (AZ[t — 1] + [t — 1)) P, (A&t — 1] + f[t — 1)) — @[t — 1] PE[t — 1]) :

con
1
P, - P,+P,B, (T~ B P,B,) B[P

Aplicando ahora el teorema |A.6.1 se tiene que
7<) (e[t — 1) e[t — 1]+ &t — 1] (P — P)&[t — 1]) :
=1

con

Py =A" (P, +P(e;1-P) ' P)A+e/F'F.
Por otra parte, como e[t — 1] = g(z[t — 1]) — g(z[t — 1]) y
g(zft —1]) —g(z[t - 1]) < [G=[t - 1]|

se puede escribir que
J<> &@t—1](Pr+G G- P)aft—1].
t=1

La condicién (5.28) se cumplird si J < 0, condicién que sera cierta siempre que
P, +G'G-P=<0.

Sustituyendo Py en funcién de P, y aplicando complementos de Schur se tiene que la condiciéon anterior
es equivalente a la condicion

[ATPUA—P+GTG+sfFTF A'P, -0

P,A P, g4I
sustituyendo P, en funcién de Pj y aplicando complementos de Schur se llega a

T T
(Ph—efF F+GG ATPh ATPh

-e,A'TH'HA -0
P,A P, — g4I P, '
P, A P, P, — 1_‘12}

Sustituyendo P, en funcién de P, y aplicando complementos de Schur se llega a

(P—&‘fFF‘FGG) —EhATHTH —EhATHTH 0

e, ATH HA
—e,H HA e;l—e,HH —e,HH 0 |-
—e,H' HA e, HH T?2-¢HH 0
0 0 0 enl
A'(I-LC) A'(I-LC)
(I -LC) (I-LC)
Bu-rwoy| P |pa-roy| 7%

L L

Sustituyendo finalmente P, en funciéon de P, aplicando dos veces consecutivas los complementos de Schur
y teniendo en cuenta que PL = X se llega finalmente a (5.27 |
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Observacién 5.4.1 (Procedimiento de diseno). De forma similar a como se ha expuesto para sistemas
lineales en la seccién §4.5.3, si se consideran conocidas las normas ¢ de las perturbaciones, se puede
minimizar la cota superior de ||eg|2 minimizando la suma

Ny MNom
Do v lloiltlI3 + ) v, lwild]l3
i=1 i=1

a lo largo de todas las variables v,,, Yuw,, P vy X que satisfacen la LMI (5.27).
De forma similar, si se consideran conocidas las normas RM S de las perturbaciones, se puede mini-
mizar la cota superior de |ley||grars minimizando la suma

M

Ty
> 2 lviltlRars + D v lwiltlzars
=1 =1

a lo largo de todas las variables v,,, Yuw,, P v X que satisfacen la LMI (5.27).
Si sélo se conoce el valor maximo de las perturbaciones, también se puede minimizar la cota superior
de ||ex||rars minimizando la suma

v lwildlZ + D v w5
i=1 i=1
a lo largo de todas las variables v,,, Yuw,, P v X que satisfacen la LMI (5.27). O

Para realizar esta minimizacion se puede proceder de forma similar a como se ha indicado en la
observacién 3.4.4 para procesos de una entrada y una salida. En primer lugar se definen I'? y T'2 como
. o . . 2 2 2 2 ’ .
variables matriciales. Si 77 ;... s Vomy s Yaor s+ Yaw,, SON las dltimas componentes del vector x en (3.52),

T ’
entonces el vector A tendra la forma

T

h' =10 .. 0 [t} .- loa, (3 lwsld]lI3 - llwn,, [£1113]-

5.5 Diseno de predictores para muestreo bifrecuencia

5.5.1 Diseiio para estabilidad nominal

Teorema 5.5.1. Considérese el sistema (5.1) sin perturbaciones ni ruidos de medida, y supdngase que
se tiene informacion de todos los sensores cada N periodos de control (N, = N y Ay, = I). Si existen dos
matrices P = P' € R™" y X = R™! y unos escalares ef,en > 0 tales que la siguiente desigualdad
se cumple

P P®(N,N)-—XC®,(N,N) X

* diag{P,0,...,0} + My (N) 0|>0 (5.29)

* * end

siendo

N\ i i—1
By (Ni)=[AT AL e AT 0 e 0]

M;(N) =e; diag{0, I, , I} (N1 1)ynx(N+1)n — €2 81(N,N) H H®;(N,N)
N—

N
N—-1
—er Y ®1(N,i) FTF®;(N,i). (5.30)
=0
Notese que
@ (N,0)=[I 0 --- O],u(Nt1)n-

N

Entonces, si la ganancia del predictor se define como L = P~'X, el error de prediccion del algoritmo
definido por (5.14) converge a cero de forma asintdtica. O
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Prueba 5.5.1. Témese la funcién de Lyapunov
Vi = 2, PTy.

Entonces, el sistema (5.1a) sera estable si Vi1 — Vi < 0. El incremento de la funcién de Lyapunov se
puede escribir como

T

AV, = ((I — LO)&[ty|tr — 1] — Lh[ty|t, — 1}) P (%) — [ty — N]" P&ty — N].

*

Aplicando el teorema|A.6.1]al primer sumando se tiene que
AV, < 5[tk|tk — l]TPhi[tk‘tk — 1] — 5;_1P5k_1.

con

—1
P, =(I-LC) (P +PL (shI - LTPL) LTP> (I-LC)+e,H H.

Introduciendo el valor del error de estimacién en bucle abierto (5.21) se tiene que

AV, < (Azlt — 1]+ Flte—11) P (A%l — 1)+ Flt—1]) - 7 Paiy
donde se puede volver a aplicar el teorema|A.6.1 al primer sumando, llegdndose a
AV, < Zty, — 1] PiZ[t) — 1] — Zp_1 PEj_1.
con

P —A (Ph + Py (eI~ P Ph> A+ efF'F.

Introduciendo de nuevo el valor del error de estimacién en bucle abierto (Z[ty, —1] = AZ [ty —2]+ f[tx —2])
se tiene que
AV < &ty — 2] Po[ty, — 2] — &1 PEj_ .

con
P,=A (P +Pi(e;I-P) ' P)A+eF'F.
Procediendo recursivamente de esta misma forma hasta llegar a
AV, < Z[ty — N]' PyZ[ty — N] — &1 P&, = %,,_, (Py — P) &)1

con
Py=A"(Py_1+Py (eI~ Py1) " Py.1)A+eF'F,

se puede establecer que la funcién de Lyapunov sera decreciente si Py — P < 0. Aplicando complementos
de Schur, esta tltima condicién se puede escribir como

APy tA—P+¢e;F'F A Py
PN—IA PN_1—€fI

} <0
Introduciendo la matriz
Py =A" (Py-2+ Py s(e;I— Py2) ' Pxz) A+eF'F,

y aplicando de nuevo los complementos de Schur se tiene la condicién

APy ,A> - P1e;F F+e,A'F'FA APy ,A+e;,A'F'F APy,
ATPN_2A2+EJ£FTFA ATPN_QAfé‘fIﬁ’EfFTF ATPN_2 < 0.
f)]\],2142 PN,QA PN,Q — EfI
(5.31)
Realizando esta operacién de sustitucion y aplicacién de complementos de Schur se llega a

®,(N,N) P,® (N,N) — diag{P,0,...,0}
iy AT T . .
+er Y ®1(N,i) FTF®(N,i) - ef,diag{0,1,...,1} < 0 (5.32)

=0
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donde, sustituyendo P, y aplicando de nuevo los complementos de Schur se llega a

®,(N,N)' (I - LC)"P(I — LC)®,(N,N) T T
( 1 —diag{P,O,O,...,O}—Ml(Z\17) > ®(N,N) (I - LC) PL
L'P(I - LC)®(N,N) L'PL —¢,I

< 0. (5.33)

Aplicando de nuevo los complementos de Schur e introduciendo la matriz X = PL se llega finalmente

a (5.29) ]

5.56.2 Diseio basado en la atenuacién de perturbaciones

Teorema 5.5.2. Considérese el predictor (5.14) aplicado al sistema (5.1) y supdngase que todos los
sensores proporcionan una medida cada N instantes de control (Ny = N, Ay = I). Para unas vy, Yw, >0
dadas, supdngase que existen unas matrices P = P' € R™", X € R"*! y unos escalares ef,en >0
tales que

P P®,(N,N) X X
®y(N,N)'P diag{P+G'G,0,...,0}+ My(N) 0 0
X 0 el 0|70 (5.34)
X' 0 0 I?
siendo
®,(N,i)=[A": A" A"'B,: A2 A™B,:-.-:A AB,:I B,:0 --- 0
N—-1
My(N) =& diag{0,1,0,1,...},~f > ®5(N,i) F F®y(N,i)
=0
— e, ®3(N,N) H H®,(N, N) + diag{0,0,T2,0,T%,0...}. (5.35)

Entonces, definiendo la ganancia del predictor como L = P~'X, el error de prediccion converge a cero
de forma asintdtica y, bajo condiciones iniciales nulas,

lex 3 < [Tuo[t]]13 + [ Twwsl3 (5.36)
O
Prueba 5.5.2. Considérese el indice

N
e,er — Zv[tk — i T?wty, — i) — w, T2 wy
0 j=1

WK

J:

B
I

Tomando la funcién de Lyapunov Vi, = ), Px) y asumiendo condiciones iniciales nulas se tiene que

N

oo
J < Z e;_lek,l — Z’v[tk —j]TI‘iv[tk —]} — w;Fwak + Vk|k:00 — Vk|k:0
k=1 j=1
) N
= er_1er—1— »_vlty — ] Tovlty — j] — wyThwy + AVy
k=1 j=1

Sustituyendo AV por

~T ~ ~T ~
AV, =z, Pz —x),_ Pxp_1
T

- ((I — LC) [t |ty — 1] — Lh[tylts — 1] — ka.) P (%) —&)_ Py,

*
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donde Ty, = Z[ty] y £1_1 = Z[t),— N], se puede aplicar el teorema A.6.3|para eliminar el término w, I'2 wy,
quedando

o) N
J < Z e;—lek—l - Z”[tk *j]Tng[tk *j] - 5;—1})%1«—1
k=1 j=1

T

+((I = LO)&ltylti — 1] = LRtelty — 11) Pu (+)

*

con .
P, =P+ PL (rfu _ LTPL) L'P.

Aplicando ahora el teorema|A.6.1 para eliminar el término fz[tk\tk — 1] se tiene que

o N
J < Z € 1€k-1— Z’U[tk — ) Tvlty — j] — Tj_ P&y + Tltyltr — 1] Paltrlts — 1]
t=1 j=1
con 1
P, = (I-LC) (Pw +P,L (z-:hI _ L’PwL) LTPw) (I - LC) +e,H H.

Sustituyendo el error de estimacién en bucle abierto por &[ty|ty — 1] = A&ty — 1] + fltr — 1] + v[tx — 1]
y aplicando el teoremalA.6.3 para eliminar el término vty — 1]" T2v[ty — 1] se tiene que

o) N
T<Y | enren— > vltk — 5] Tooty — j]
t=1 j=2

n (Ai[tk — 1]+ fltw — 1])T P, (A:E[tk 1]+ Flts — 1]) - a;lpzk_1> ,

con

-1
P, =P, + P,B, (r%j - B;Pth) B! P,.
Aplicando ahora el teoremalA.6.1 se tiene que
o) N
J<Y | erren—1— > vty — j] Tovlty — j] + &ty — 1) Pp@fty — 1] — &, PTp1 |, (5.37)
k=1 j=2

con
Py =A (le + P, (ef— Py) " le) A+te F'F.

Como en t, — 1 no hay medicién, el error de estimacién de este instante se relaciona con el instante
anterior mediante [ty — 1] = Azt — 2] + fltx — 2] + v[tx — 2]. Sustituyendo este valor en (5.37) y
aplicando el teorema[A.6.3 para eliminar el término vty — 2] T?wty — 2] se tiene que

o0 N
JSZ € 1€k-1 va[tk—j]Tl“ﬁv[tk — 7]
t=1 j=3
+ (A%l - 20+ Flt—20) P, (AT -2+ Flo—2) - B Pou )

con

1
PI2:Pf1+Pf1Bv (Fg_B;PleU) B;—Pfl'

Aplicando ahora el teorema|A.6.1 se tiene que

) N
J<> | erren—1— > olte — ] Tovfty — j] + Tfte — 2 Pp @[ty — 2] — T PTp_1 | .
k=1 =3
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con

P, =A (Pw P, (e~ Py,) " Pm) A+t eiF'F.

Aplicando este procedimiento de forma recursiva se llega finalmente a

oo

J< (e;_lek,l + @[t — N|" Py @[ty — N| — 5;_1P5;’k,1) ,
k=1
con
Py = A (PxN + P (ef—Pyy)t PxN> A+ epF'F.
y

1
PQCN :PfN—1+PfN—1BU <thsz;Pfole) B;Pfor

Por otra parte, como ex_1 = g(®p—1) — g(Zx—1) y

g(xp_1) — g(&p—1) < ||GEp_1 |,

se puede escribir que
J<> & (Pry + GG~ P)ay_.
t=1

La condicién (5.36) se cumplira si J < 0, condiciéon que sera cierta siempre que
P;, +G'G-P=<o0.

Sustituyendo Py, en funcién de P, y aplicando complementos de Schur se tiene que la condicién anterior
es equivalente a la condicion

A'P,,A-P+G' G+e;F'F A'P,, -0
P, A P, —eI '

sustituyendo P, en funcién de Py, , y aplicando complementos de Schur se llega a
A'P;, A-P+G'G+e;F'F APy, , A'Ps,
PfN—lA PfN—1 — E?fI PfN—1 ) < 0.
PfolA Pfol PfN—l -I

v

A partir de este momento, la prueba consiste en:

e sustituir Py, en funcién de P,,,

e aplicar los complementos de Schur,
e sustituir P,, en funcién de Py, |,
e aplicar los complements de Schur,

y proceder de esta manera hasta tener una desigualdad en la que aparece P,,. Esta matriz se sustituye
finalmente en funcién de P}, y se aplican los complementos de Schur llegdndose a

®,(N,N) P, ®;(N,N) — diag{ P + G' G, 0, ...,0} — g7 diag{0,1,0,1,...}
+ey Nil ®,y(N,i) F' F®,y(N,i) — diag{0,0,T2,0,T2,0,...} < 0.
i=0
Sustituyendo P}, en funciéon de P, y aplicando complementos de Schur se llega a
("t d G o v ) NN LO) R
L'P,(I - LC)®,(N,N) L' P,L—¢e,1

< 0. (5.38)

Sustituyendo P, en funcién de P, aplicando dos veces consecutivas los complementos de Schur y teniendo
en cuenta que PL = X se llega finalmente a (5.34).
[ |

En este caso también es aplicable el procedimiento de disenio expuesto en la observacién[5.4.1] teniendo
en cuenta que en este caso las normas que se deben utilizar no son las normas ||v;[t]]| o |Jw;[t]]] sino las
normas ||v; k|l v [Jwi k||, cuya relacién con las anteriores debe obtenerse mediante las relaciones expuestas
en las observaciones[4.5.3] y[4.5.6 (paginas[1001y [101, respectivamente).
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5.6 Diseno de predictores para muestreo variante en el tiempo

5.6.1 Diseno para estabilidad nominal

A partir del resultado que permite disenar el predictor para muestreo bifrecuencia, es facil obtener el
predictor para muestreo irregular aplicando el concepto de estabilidad policuadratica (véase anexo §A.4).
El siguiente teorema recoge el diseno de predictores para este tipo de muestreo.

Teorema 5.6.1. Considérese el sistema (5.1) sin perturbaciones ni ruidos de medida, y supdngase que
cada Ny € N periodos de control se tiene informacion de algunos de los sensores segun lo indicado en
la matriz de disponibilidad Ay € Z, de manera que hay ns escenarios de muestreo s, € S diferentes.
Supéngase que existen unas matrices P(s) = P(s)" € R™™, Q(sx) € R™ ', X(s1) € R™*! y unos
escalares €7,€, > 0 tales que la siguiente desigualdad se cumple para cualquier secuencia de muestreo

{sk}

Q(sk) + Q(sk)" — P(sr)  (Q(sk) — X (k) A(sk)C)®1(N(s1), N(sk)) X (sk)A(sk)
* diag{P(si-1),0,... 0} + M7 (N(sg)) 0 = 0. (5.39)
* * epl

Entonces, si la ganancia del predictor se define como L(si) = Q(sr) "t X (si), el error de prediccion del
algoritmo definido por (5.14) converge a cero de forma asintética. O

Prueba 5.6.1. Témese la funciéon de Lyapunov paramétrica
Ve = V(@y, s1) = &, P(51,) T

Si Viy1 — Vi < 0, el sistema (5.1a) serd estable . El incremento de la funcién de Lyapunov se puede
escribir como

T

AV =((I ~ L(s1) A1) C)Eltnltx 1) — Lsi)Alse)Rltaltx —1]) P(x)

*

— Z[t), — N(sp)] P(sp_1)E[tr — N(sz)].
Aplicando el teorema[A.6.1]al primer sumando se tiene que

AV, < Z[tplty — 1] Po(sp)®[te|te — 1] — &, P(sk)Tp_1.
con

Ph(sk) :(I — L(Sk)A(Sk)C)TP(Sk)(I — L(Sk)A(Sk)C) + é‘hHTH—I—
+(( = L) AEIOPE) L) As) (0 — Asn) Lis) Plso) s Als))  (4)

*

Introduciendo el valor del error de estimacién en bucle abierto (5.21) se tiene que

AV, < (Ai[tk 1+ flte — 1]) Pu(s1) (Aﬁé[tk 1]+ Flts - 1]) & P(sp_1)Tr
donde se puede volver a aplicar el teorema|A.6.1 al primer sumando, llegdndose a
AV < Zlty — 1) Py (sp) &ty — 1] — 1 P(sh_1)Tp_1.

con
Pi(si) = A" (Pu(sk) + Pu(sp) (€41 = Pi(sk) " Pilsk)) A+ ¢F F.
Introduciendo de nuevo el valor del error de estimacién en bucle abierto (&[ty —1] = AZ[ty — 2]+ F[tx —2])
se tiene que
~ T ~ ~ ~
AVk < CE[tk - 2} PQ(Sk)CE[tk — 2] - :ck_lP(sk_l)a:k_l.

con

Py(sp) = A (Pl(sk) + Pi(sy) (e,1 — Pi(sy)) " Pl(sk)) A+e F'F.
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Procediendo recursivamente de esta misma forma hasta llegar a
AVy, < Z[ty — N(si)] Psy) (s8)Z[tk — N(sx)] — Tr—1P(s5—1)Fp—1
< @y (Pr(sy)(sk) — P(sp—1)) Tx1

con
T —1 T
PN(sk)(sk‘) =A (PN(sk.)—l(sk) + PN(sk.)—l(Sk) (EfI — PN(sk)—l(sk)) PN(sk)—l(sk)) A+ EfF F,

se puede establecer que la funcién de Lyapunov serd decreciente si Py s, )(sx) — P(sx—1) < 0. Aplicando
complementos de Schur, esta ultima condicién se puede escribir como

|:ATPN(Sk)_1(8k)A — P(Sk_l) + ETfFTF ATPN(SR)_l(sk)

<0
Py (s)-1(s6)A Py s)-1(s%) — efI}

El procedimiento a seguir ahora es el mismo que en la demostracién del teoremal5.4.1: sustituir Py (s, )—1(sx)
en funcién de Ppys,)—2(sk), aplicar complementos de Schur, y realizar esta operacién de forma recursiva
hasta llegar a sustituir Pj(s;) en funcién de Py (sg). Con esto se llega a

®1(N(sk), N(s)) P(sk)®1(N(sk), N(s)) — diag{ P(sx),0,0,...,0}
N(Sk)—l
+er Y. ®1(N(sk),i) F F®(N(sg),i) — epdiag{0,1,1,....1} <0
i=0
donde, sustituyendo P, (sy) y aplicando de nuevo los complementos de Schur se llega a

(%)" P(sr) (I = L(s) A(s)C) ®1(N (s1), N (1))

~diag{P(51),0,0,...,0} — M;(N(s;)) (5.40)
A(sk)" L(sk) P(sk) (I — L(sk) A(s)C) @1(N(sx), N(sx))
& (N (sx), N(si))" (I = L(sk) A(5x)C)" P(si,) Lsk) Alsy)

A(si) L(sk) P(si) L(st) A(sy) — enl <0 (341

Para terminar la prueba se debe retomar la LMI (5.39) y aplicar la condicién
Q(s) + Q(s)" — Plsk) = Qsw)P(s) ' Q1) (5.42)

para llegar a
Q(s1)P(sk)'Qsk)"  Q(sk) (I = L(sk)A(s)C) ®1(N(s), N(sk)) X (s1)A(sy)

* M, (N (sk)) 0 = 0. (5.43)

* * epd

Sustituyendo X (s;) por Q(si)L(sr) en esta matriz y aplicando los complementos de Schur se llega
a (5.39)), con lo que queda probado el teorema. [ |

5.6.2 Diseio basado en la atenuacién de perturbaciones

Teorema 5.6.2. Considérese el predictor (5.14) aplicado al sistema (5.1) y que cada Ny € N periodos
de control se tiene informacion de algunos de los sensores segun lo indicado en la matriz de disponibilidad
Ay € =, de manera que hay ns escenarios de muestreo s € S diferentes. Para unas T'y,, Ty, > 0 dadas,
supdngase que existen uunas matrices P(sy) = P(s;)" € R™", Q(s1) € R™', X (s1) € R™ ! y unos
escalares €5,e, > 0 tales que la siguiente desigualdad se cumple para cualquier secuencia de muestreo

{sk}

Q(sk) + Q(si)" — P(sy) Q(sk)P2(N(sk), N(sk)) X (sr)A(sr) X (sk)A(sk)

P50 V(s0))"Qex) ( FEEE 00 ) O o
A(Sk)TX(Sk>T 0 EhI 0
A(Sk)TX(Sk)T 0 0 I‘i)
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Entonces, definiendo la ganancia del predictor como L(sy) = Q(sy) ' X (s1), el error de prediccion
converge a cero asintoticamente y, bajo condiciones iniciales nulas,

lexl3 < ITvwa [tlI3 + ITwws 3 (5.45)
O

La prueba de este teorema es una generalizacién de la prueba del teorema 5.5.2 (caso bifrecuencia),
tomando la variable N variante en funcién del pardmetro de muestreo s (N = N(si)).

Prueba 5.6.2. Considérese el indice

%) N
J = Z eer — Zv[tk — i)' T20[ty, — i) — w2 wy,
k=0 j=1

Tomando la funcién de Lyapunov Vy, = V(xk, sk) = TP (si)Zk y asumiendo condiciones iniciales nulas
se tiene que

e’} Ny
J < Z e; 1€k—1 — Z’U[tk —j]TI‘iv[tk —j} — w,ZI‘i,wk + Vk|k:00 — Vk|k:0
k=1 j=1
S N
AT . T
=> | errex—1 =D vlts — j] Tiv[ty — j] — w T wi + AV,
k=1 j=1

Sustituyendo AV por

AV, = &, P(s3) Ty — &), P(sk_1)&1
i

= ((I — L(Sk)A(Sk)C)i[tkﬁk — 1] — L(Sk)ﬁ[tk‘tk — 1] — L(sk)wk) P(Sk) (%) — 5;_1P(Sk_1)§k_1

*

donde x, = Z[ty] v Txr—1 = X[t — Nyi], se puede aplicar el teorema [A.6.3| para eliminar el término
w;l"%}wk, quedando

e} Ny,
T<Y | enmren— > vlts — i) Tovlty — j] = & P(sk—1) @k
k=1 j=1

T

+((I — L(si)A(s5)C)&[tx|te — 1] — L(se)R[tlts — 1]) Py (s) ()

*

con

P, (sk) = P(si) + P(sp)L(sy) (rfv - L(sk)TP(sk)L(sk)) T L(se) P(s).

Aplicando ahora el teoremalA.6.1 para eliminar el término hl[ty|t, — 1] se tiene que

0 Ny,
T<Y | erren1— > vltk — 1 Tivlty — j] = By P(sk—1)@k—1 + Tlteltr — 1] Pa(sp)@[trlte — 1]
t=1 j=1

Py (sp) =(I — L(s1)A(5x)C) Py (si)(I — L(s,)A(sx)C) + e H H

(I — L(si)A(s:)C) Po(si)L(sy) (shI - L(sk)TPw(sk)L(sk)) g

*
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Sustituyendo el error de estimacién en bucle abierto por Z[tg|ty — 1] = Azt — 1] + fltr — 1] + v[tx — 1]
y aplicando el teoremalA.6.3 para eliminar el término vty — 1]" T2v[ty — 1] se tiene que

o0 Ny
J<> | erren—1— > vlte — ] Tov[ty — j]
=1 =2

+ (AR =11+ Tl 11) Poyton) (A3l — 1+ Flo — 1) ~ L Plow)Fi ).

con

1
P, (s5) = Pu(s) + Pu(s1) B (1“3 . B;Ph(sk)Bv) B! Py (s1).

Aplicando ahora el teorema|A.6.1 se tiene que

oo N
J<> | erren—1— Y wlte — j] Tivlty — j] + Elts — 1] Py, (s)[ty — 1] — & P(sp—1)Tp-1 | ,
k=1 j=2

(5.46)

Py, (si) = A (Poy (s1) + Poy (s6) (65 = Pay (s1)) " oy (s1)) A+, F'F.

Como en t, — 1 no hay medicién, el error de estimacién de este instante se relaciona con el instante

anterior mediante [ty — 1] = AZ[ty — 2] + fltx — 2] + v[tx — 2]. Sustituyendo este valor en (5.46) y
aplicando el teorema[A.6.3 para eliminar el término vty — 2] T2w[ty — 2] se tiene que

o0 Nk
J<> | erren1— > vlts — ] Too[ty — j]
=1 =3

+ (At — 20+ Fite —20) Pry(on) (480 2+ Fln - 2]) - 52_1P<sk_1>%k_1) ,

con
-1
P,.(st) = Pp,(s1) + Pr,(s0) B, (T2 = BI Py, (s)B) B Py, (s1).

Aplicando ahora el teorema A.6.1 se tiene que

e’} Ny
J < Z e;flek,l — Z’U[tk — j]TI‘IQJ’U[tk — ]] + 5[751@ — Q]Tsz (8k>£[tk — 2] — i;ilp(skfl)ikfl ,
k=1 =3

Py (si) = A" (Poy(s0) + Poy(s0) (7 = Pa(1)) " Poy(si)) A+ e, FF.

Aplicando este procedimiento de forma recursiva se llega finalmente a

J<y (6;7161@—1 +&E[tk — Ny Pry, (s6)& [tk — Ni] - 52711’(81@—1)@—1) ,
k=1

con
T

—1 .
Pka:A (Pme+PxNk (Ef_Pl‘Nk) PINk)A+€fF F

-1
Py, (1) = Pry, 1 (51) + Pry, ., (s0)By (T2 = Bl Ppy,_,(s5x)B.) Bl Py (s1).
Por otra parte, como ex_1 = g(xp—1) — g(Zr—1) y
g(@p—1) = g(Tr-1) < [|GTp—1],
se puede escribir que

J < Z Egil(Pka (sk) + G G- P(s;-1))Tk—1.

t=1
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La condicién (5.45) se cumplird si J < 0, condicién que serd cierta siempre que
Pka (Sk) + G G- P(Sk_l) < 0.

Sustituyendo Py, (si) en funcién de Py (sx) y aplicando complementos de Schur se tiene que la condi-
cién anterior es equivalente a la condicién

A'P,, (s)A—P+G' G+e;F'F AP, (s1)

< 0.
PgUNIC (Sk)A PINK. (Sk) - EfI

sustituyendo P, (si) en funcién de Py, , (si) y aplicando complementos de Schur se llega a

A'Pr,  (s1)A—P(sp 1)+ G G+e;F'F APy, (s1) A"Pr, ,(sk)
Pka—l(Sk?)A Pka71(3k) —efl Pka71(5k) =< 0.
Pka—l(sk)A Pka—l(sk') Pka—l(Sk)_IQ

v
A partir de este momento, la prueba consiste en:

o sustituir Py, (s;) en funcién de P, (sy),

e aplicar los complementos de Schur,

e sustituir P,,(sy) en funcién de Py, ,(sk),

e aplicar los complements de Schur,

y proceder de esta manera hasta tener una desigualdad en la que aparece P, (si). Esta matriz se sustituye
finalmente en funcién de Pp(sy) y se aplican los complementos de Schur llegéndose a

@5 (Ny,, Ni)' Py(s1,)®2(Ny, Ny,) — diag{ P(s;,_1) + G' G,0,...,0} — s diag{0,1,0,1,...}
Nk—l
tep Y Bo(Ny,i) FTF®y(Ny, i) — diag{0,0,T7,0,T2,0,...} < 0.
=0

Noétese que se ha utilizado la notacién ®o(Ng,-), en lugar de ®o(N(sg),) para simplificar la expresion.
Sustituyendo Py (sg) en funcién de P, (si) y aplicando complementos de Schur se llega a

[diag{P(skl) +G'G,0,...,0} + My(N;) O }

0 €hI
N [%(Nk, Nk)T(i(;j(s;c)A(sk)C)T} Po(s) [(I — L(sx)A(5:)C)®a(Ni, Ny) - L(sy)] = 0.

Sustituyendo P, (s;) en funcién de P(sy), aplicando dos veces consecutivas los complementos de Schur
y teniendo en cuenta que PL(s;) = X se llega finalmente a (5.44).
[ |

En este caso también es aplicable el procedimiento de disefio expuesto en la observacién|5.4.1] teniendo
en cuenta que en este caso las normas que se deben utilizar no son las normas ||v;[t]|| o |lw;[t]|| sino las
normas ||v; k|l v [Jwi k||, cuya relacién con las anteriores debe obtenerse mediante las relaciones expuestas

en las observaciones|4.5.3] y [4.5.6 (paginas[100]y [101, respectivamente).

5.7 Consideraciones de diseno

5.7.1 Minimizacién del error en bucle abierto

En los disenos de las secciones anteriores se ha tratado de minimizar la norma del error de estimaciéon de
la salida en el instante de medicién (||eg||). La norma del error de prediccién entre mediciones se puede
acotar teniendo en cuenta que el modelo se corre en bucle abierto, con lo que

le[ts + 7]l = llg(z[ty + 7] — g(@[ts + 7D < |G Z[tx +7]|
- HG(A%[tk—f—r—l]+f[tk+r—1]+v[tk+r—1]>H
<G (A + |1 F|) [|Z[te + 7 — 1| + |Gl|v]te + 7 — 1],
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con r < Nii1q. Sustituyendo de forma recursiva [ty + r — 1] hasta llegar a Z[tx] se puede acotar la norma
del error mediante

leftx + 711 < IGI QA+ IFID" 1@l + Y IGI QAN+ IFI lolt, +r =,
i=1

donde se observa que la norma del error de prediccién entre mediciones serd tanto menor como menor
sea la norma ||&[tg]]]. Sila escasez de medidas no es muy elevada (Nj, pequeno), los algoritmos expuestos
daran un buen funcionamiento, pero si la escasez de medidas es muy elevada y ademas el proceso cumple
que

Al + 1 F] > 1,

lo que deberia acotar el predictor es la norma del vector de error de estimacion del estado. De esta forma
se conseguird un error entre mediciones (prediccién en bucle abierto) menor. Para ello se han de replantear
los disenos del capitulo sustituyendo G' G por I en las LMI (véase la analogia de este planteamiento con
el realizado en §4.7.5)

5.7.2 Mediciones con retardo

Si las mediciones disponibles llegan con un retardo d; i, pero éste es menor que el tiempo intermuestreo
(diy < Ni, i =1,...,n,), es igualmente aplicable el algoritmo de prediccién propuesto. El algoritmo de
prediccion quedaria en este caso de la siguiente forma. La estimacién en bucle abierto se realizaria de
forma normal

Eftlt— 1] = At — 1) + f(@ft — 1], ult — 1]), (5.47)

y se almacenaria en un nuevo vector esta estimacién junto a las obtenidas en instantes anteriores

&t — 1]
) &t — 1t — 1]
Ktle — 1] = | (5.48)
&t — alt— 1]

siendo «a el maximo retardo posible que se puede dar en los sensores. Cuando en un instante ¢; hay una
o més mediciones disponibles con retardos d; 1, se actualiza el vector de estado almacenado en X[t|t — 1]
correspondiente a ese instante mediante la ecuacion de actualizacion

:f:[t — di’k|t] = :i?[t — di’k|t — 1] + ﬁi’k(mi,k — Ciii'[t — di,k|t — 1] — gi(:i?[t — di’k|t - 1],u[t — di,k])) (5.49)

y se actualizan también todas las entradas del vector X[t|t — 1] corriendo el modelo en bucle abierto desde
el instante t — d; ;, hasta el siguiente instante del cual se tiene una medicién ¢t — d;j (con d; < di):

Cﬁ[t — d@k —+ l|t] = Aﬁ?[t — d1,k 4+ — 1|t] —+ f(.’f}[t — dz’,k + [ — 1|t],u[t — dz’,k +1 - 1]),; | = 1,2, .. .,de — dj7k.
(5.50)

Aplicando la ecuacion (5.49) para los instantes en los que se dispone de una medicién y (5.50) para los
periodos intermuestreo, se obtiene finalmente la actualizacién de @[t|¢] para el instante ¢ = ¢, y también
la actualizacion del vector X[t\t] Nétese la diferencia entre esta forma de incorporar mediciones con
retardo, y la forma en que se incluian en 4.3.1, donde la correccién del estado a partir de la medicion se
hacia sobre la estimacién del estado actual (utilizando para ello la expresién (4.13)), y no sobre el estado
retardado que hay almacenado. La razén de no poder aplicar el método utilizado en sistemas lineales es
que en el caso no lineal no existe una expresién equivalente a (4.13) que permita obtener la estimacién
de un instante pasado a partir de la estimacién actual.

5.7.3 Simplificaciones

En el diseno de los predictores no lineales ante muestreo no convencional pueden aplicarse las técnicas de
reduccién de coste computacional expuestas en §4.8.1 (pdginal124) teniendo en cuenta que no hay retardos.
De esta manera pueden disenarse, por ejemplo, predictores que aseguren soélo la estabilidad cuadratica,
sin mds que tomar P(s;) = P constante, o puede conseguirse un diseno con ganancia constante haciendo
para ello X (sx) = X y Q(si) = Q constantes.
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5.8 Diseino de predictores basados en el filtro de Kalman extendido

Considérese un proceso discreto no lineal descrito por las ecuaciones

wlt + 1] = f(t], ult], vt]) (5.51a)

yr = g(z[t]), (5.51b)

my = h(x[t]) + wr, (5.51c)

donde x € R"™ es el vector de estados, u € R es la entrada, y € R es la salida del proceso a controlar
y my = [mig - - My, k] es el vector de mediciones de los sensores que le llega al controlador en cada
periodo de control. v[t] es el vector de perturbaciones de entrada y w(t] = [wy - - - wy,, x| es el vector de

ruidos de medida que afecta a cada sensor. Se asume que v es un ruido blanco de media cero con matriz
de varianzas-covarianzas W (W = E{v[t]v[t]'}), y w es un ruido blanco de media cero con varianza V
(V = E{w]tjw][t]"}). Se asume que en los instantes de medicién ¢ = t; se miden my, sensores. Definase
la matriz M} de orden my X n,, formada con las filas de una matriz identidad que corresponden a la
posicién de los elementos de m|t] que se miden en el instante ¢.

El algoritmo que minimiza la varianza del error de prediccion viene definido por las ecuaciones

2[t)t — 1] = F&[t — 1), ult — 1],0) (5.52)
Plt|t — 1] = A[t]P[t — 1|t — 1]A[t]" + B,[t{]VB,[t], (5.53)
més las ecuaciones
Ly = Pltlt — 1] (MG (M (CuPl ~ 1G] + W) M,:)il (5.54)
Elteltn] = &ftltn — 1] + izk (mig — € @[ty — digolte — 1)) 8 (5.55)
Pltylts] = (I - LkMkC,:): 113[tk|tk —1] (5.56)

que se utilizan cuando se tiene alguna medicién m;y (en t = t, §; x = 1 si el sensor ¢ estd disponible, si
no d; = 0), siendo

a0 | oo

aw[t] (2[t],u[t],0)

2 o
v O[] (@1, ui0) |
o (5.59)

k= ’ |
ox|tr] (&[tr|tr—1])
(5.60)

matrices jacobianas.
Si no hay ninguna medicién, la mejor estimacion del estado y de la matriz de varianzas-covarianzas
es la de bucle abierto, con lo que

a1l = eltlt - 1],
P[] = P[t]t — 1],

La matriz de ganancias Ly tiene un tamano n x my y £;; hace referencia a la i-ésima columna de la
matriz Ly M)y, es decir la matriz formada por las columnas de L; en las posiciones correspondientes a
posiciones de sensores disponibles y por columnas nulas en las posiciones correspondientes a sensores no
disponibles (véanse observaciones 2.3.1 y[4.5.1 en las pdginas 21 y[97, respectivamente).

5.9 Conclusiones

En este capitulo se han establecido procedimientos de diseno de sensores virtuales para sistemas no
lineales con mediciones escasas. El predictor propuesto utiliza el modelo no lineal del proceso y todas las
mediciones disponibles para estimar la salida en todos los instantes de tiempo.
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Se han establecido procedimientos para obtener predictores estables y predictores capaces de atenuar
las perturbaciones y ruidos de medida por medio de la norma H.,. Para ello se asume que las funciones
no lineales que definen el proceso cumplen con la condicién de Lipschitz.

Para mostrar el correcto funcionamiento de los predictores de bajo coste propuestos se han realizado
diversos ejemplos y se ha comparado su funcionamiento con el filtro de Kalman extendido.



Capitulo 0

Analisis de sistemas de control
inferencial

6.1 Introduccidén

En este capitulo se analiza la dindmica de lazo cerrado de un sistema de control inferencial (SCI) con
muestreo irregular y retardos temporales. La estrategia de control se basa en la utilizaciéon de un contro-
lador convencional a periodo T' combinado con un predictor de salidas de los analizados en los capitulos[3
y 4. El resultado principal de este capitulo es la existencia del principio de separacién entre la dindmica
del sensor virtual y la del bucle cerrado. De esta forma, el diseno del sistema de control inferencial queda
simplificado, ya que el controlador y el predictor pueden disenarse de forma separada.

Otro resultado interesante es el efecto que tienen las perturbaciones sobre las salidas controladas con
ayuda de un predictor. Los resultados demuestran que la minimizacién del efecto de las perturbaciones
sobre el error de prediccién minimiza, a su vez, el efecto de las perturbaciones sobre el error de seguimiento
en el sistema de control.

Para el desarrollo del capitulo se analizan en primer lugar los SCI basados en predictores con rep-
resentacién entrada salida (los desarrollados en el capitulo[3)). Este andlisis se restringe a sistemas no
perturbados y sin retardos en el sistema de medicién. Los resultados obtenidos se utilizan como base
para el andlisis en el caso general de sistemas con multiples entradas, salidas y sensores que utilizan un
predictor basado en la representacién interna (de los desarrollados en el capitulo [4). Este caso incluye
también el caso monovariable como caso especial y los resultados son extrapolables al caso de sistemas
de control inferencial que incluyen un predictor basado en la representacion entrada-salida, gracias a la
relacién existente entre ambos predictores (véase §4.3.2] paginal89).

Algunos ejemplos muestran como un predictor adecuado mejora la atenuacion de perturbaciones del
lazo cerrado con respecto del sistema de control inferencial con predictor de bucle abierto presentado por
otros autores como [36], con lo que queda solucionado el problema de inestabilidad que aparece cuando
la dindmica del proceso es inestable.

6.2 Andlisis de sistemas de control inferencial basado en la repre-
sentaciéon entrada-salida

6.2.1 Planteamiento del problema

Esquema de control

Considérese el sistema de control digital mostrado en la figura (6.1, donde G(s) es un sistema lineal
continuo monovariable cuya entrada se actualiza a periodo constante T por medio de un ordenador con
un retenedor de orden cero. Cada periodo de control llega una nueva medicién u[t], donde ¢ es el niimero
de actualizacién de la entrada. La relacién entre la senal continua y la discreta es

u(t) = ult], tT <7< (t+1)T. (6.1)

La salida del proceso y(7) se mide de forma sincrona con la actualizacién de la entrada pero a un periodo
diferente no necesariamente constante. Los instantes en los cuales la salida y[t] estdn disponibles vienen
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dados por la secuencia {tg,t1,...,t,...}, donde el instante t; indica el instante de tiempo en el cual estd
disponible la k-ésima medicién (my = y[tx]). El nimero de actualizaciones de la entrada entre mediciones
es Nk = tk 7tk_1 Z 1.

En el diagrama de control, C'(z) representa el controlador digital convencional que opera a periodo T'
e g[t] es la salida estimada que se envia al controlador para calcular la accién de control.

i, ulf u(r) y(r)
C(z) ZOH G(s)
e
Predictor ~<~——
N T
‘ 9[t]

Figura 6.1: Esquema de control (sistemas monovariables).

2
u(T) u[tkfl] u[tk}
u
ME—2 ylte] = my
y M
k—3 | | |
I I I I
| Ny oT [Ny 1T N, T C NeaT |t
k—3 k—2 k—1 k k41

Figura 6.2: Muestreo sincrono irregular sin retardos.

Planta

El equivalente discreto de G(s) con retenedor de orden cero a periodo T se define mediante la ecuacién
en diferencias

ylt] = -0, Y[t —1]+ 6, Ut — 1], (6.2)
donde 8, =[ay --- an]T vO,=1[by --- bn]T son los vectores de pardmetros, Y[t—1] = [y[t — 1] - - y[t — n]]T
es el vector de salidas y U[t — 1] = [u[t — 1] -+ u[t — n}]T es el vector de entradas (cuyos elementos son
los definidos es (6.1)). La ecuacién (6.2) puede reescribirse comot!
-6, 0,
Y[t]:[ @ ]Y[t—l]+[ b ]U[t—u
I(n—1)x(n) O(n—1)x(n)
=AY[t—-1]+BU[t—1]. (6.3)

Estimacion de salidas

El controlador digital C'(z) necesita la secuencia de salidas a periodo T, pero la salida del proceso se mide
de forma irregular a una frecuencia menor y, por tanto, se tienen que estimar las salidas entre muestreos.
Para este propédsito, se ha anadido un predictor de salidas basado en modelo. El estimador utiliza los
parametros del modelo del proceso, y todas las entradas anteriores, mediciones y estimaciones anteriores
de la salida para obtener una estimacién de las salidas no conocidas. Cuando no hay ninguna medicién
no disponible, la salida se estima corriendo el modelo en bucle abierto, llevando a

Ytt—1 = AY[t—1]+ BU[t — 1], (6.4a)
donde Y[t|t—1] = [g[t|t—1] --- g)[t—rH—1|t—1]]T es la estimacion inicial del vector de regresién de salidas,

y Yt = Y[t|t] = [9[t] ylt—1]t] - - y[tfn+1|t]]T representa la estimacién actualizada. Dependiendo de si
se dispone de una nueva medicion, el vector de regresién de salidas se actualiza mediante

Y[t = Y[tlt] =Y[elt — 1] + €[t] (y[t] — gltle — 1) o[t] (6.4b)

11— 1)x(n) son las primeras n — 1 filas de una matriz identidad de orden n, y 0(,,_1)x(n) € una matriz nula de orden
(n=1)x(n) (n=1)x(n)
(n—1) x (n).



6.2. Analisis de SCI basado en la representacién entrada-salida 157

donde §[t] es el factor de disponibilidad (6[t] = 1 si la medicién estd disponible y d[t] = 0 si no lo estd). El
vector de ganancias £[t] = [I1[t] - --1,[t]]" debe disefiarse para asegurar la estabilidad de la dindmica del
error de estimacion de salidas. La estimacion de la salida es el primer valor de Y[t] dado por §[t] = eY[t],
conec=[10---0].

Aplicando el teorema 3.2.1 con dp = 0, v[t] = 0y wi = 0 es facil demostrar que la dindmica del
error de prediccién (3.8) aplicado al sistema (3.7) cuando no hay error de modelado viene definido por el
sistema lineal variante en el tiempo (que se actualiza cada instante de medicién)

Ek = (I - Ek C) ANk Ek—l = Ak Ek—l (65)

donde Nj puede cambiar de forma arbitraria en el tiempo. El vector de error de estimacién se define
cuando hay una medicién disponible (t = t;) como Ej, = Y[t] — Y[t].

Definiendo la funcién de Lyapunov como Vi = E,: P, E}, la existencia de una matriz P, > 0 tal
que Vi < Vi_1, Vk es una condiciéon necesaria para asegurar la convergencia del error de estimacion.

Utilizando la ecuacién de la dindamica del error (6.5), esta condicién es equivalente a
A; PkAk —P,_1<0. (6.6)

Esta condicién estard asegurada siempre que el predictor se disenie con cualquiera de las técnicas vistas
en el capitulo (3, prestando atencién a que es necesario tomar Q(si) y X (si) constantes para obtener un
vector de ganancias constante (véase observacién [3.7.1]).

Controlador digital

El controlador convencional monofrecuencia C(z) se considera un sistema discreto lineal e invariante en
el tiempo de orden n, que opera a periodo T'. Se asume que la senal de referencia es nula, porque no es
relevante para obtener la dindmica del bucle cerrado. La ecuacion en diferencias del controlador puede
expresarse como

ult] = =0, Ut — 1] + 0,V [t — 1] + g 3t], (6.7)
donde 8, = [p1---pn]", 04 = [q1 -+~ qn]" ¥ qo son los pardmetros del Controladoﬁ, y

e T

Y[t—1]=[glt—1] - glt—n]]" = [glt—1]t—1]- - glt—nlt—n]]"

es la historia de las estimaciones de la salida en cada periodo de control (nétese la diferencia con Yt]).
La ecuacién (6.7) puede escribirse de forma matricial como

_[ - - 0 |yn_
vl = L(n—l)x(n)] =1+ [Wn—l)x(n)] Y=
+ goc' Y[t
=PU[t—1]+QY[t— 1]+ QoY]t], (6.8)

donde Qo es una matriz nula de orden n x n con el elemento (1,1) igual a go.

6.2.2 Dinamica del bucle cerrado

En esta seccion se obtiene la matriz variante en el tiempo que define la dindmica del bucle cerrado. Para
ello, se establece una relacién entre el vector de entradas, salidas y errores de estimacion, primero al
periodo de control T' y luego al periodo global variante en el tiempo N T

Dinamica del bucle cerrado con muestreo estandar

Considérese un sistema en bucle cerrado de datos muestreados que funciona a periodo T con la salida
medida cada vez que se actualiza la accién de control. En este escenario no es necesario ningin predictor
y el controlador sélo recibe salidas medidas (g[t] = y[t]), con lo que E} es un vector nulo. La ecuacién del
controlador (6.8]) puede combinarse con la ecuacién (6.3) llegdndose a

Ul = (P + QoB)Ult — 1] + (Q + QoA) Yt — 1]. (6.9)

2Si los polinomios del proceso y del controlador tienen diferente orden, n sera el mayor de los dos, y los vectores de
parametros se completaran con ceros.
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Combinando las ecuaciones del proceso (6.3) y del controlador (6.9), la dindmica del lazo puede expresarse
como
Yt + 1] A B Y[t] Y[t]
= =M, 1
[U[t + 1}} [Q 1 QA P+ QOB} {U[t] B¢y (6.10)
donde los autovalores de la matriz Mpc definen el comportamiento en lazo cerrado. Si estan dentro del
circulo unitario, la estabilidad esta asegurada.

Reconstruccion de la senal de realimentacion

Para expresar la dinamica del bucle cerrado del sistema con estimador de salidas perdidas, las cuatro
ecuaciones (6.3), (6.4) y (6.8) deben agruparse. Para este propdsito, el vector de senales de realimentacion
Y[t] debe expresarse como una funcién del vector de salidas Y[t] y del vector error de estimacion E[t].
Como Y[t] contiene las estimaciones actualizadas [t — i|t], éstas deben relacionarse con las realimentadas
glt —i] = g[t — it — i]. El segundo elemento en Y[t] es

glt—1ft] = glt—1] + lo[t] (y[t] — glt[e—1]) 6[2],

siendo
1

que lleva a

Cuando se expresa el tercer elemento de Y[t] como
glt=2[t] = glt—2[t—=1] + I3[t] (y[t] — G[t[t—1]) O[¢]
los elementos g[t|t—1] v [t —2|t—1] deben obtenerse en funcién de g[t], g[t—1] y g[t—2] llevando a

e LU RS DLORO (S S LES)

Para una entrada genérica en Y[t] la expresién anterior toma la forma

[t]
—i|t] = glt— I ([t —j] — g[t—4]) O[t—j
glt—ilt] Z+Zl—lt 1 = glt—j]) o[t -]
1=1,...,n — 1. Este conjunto de igualdades pueden unirse en la expresion

Y[t] = RIY[t] + (I - RI))Y ]

con

o1 0 0]

—1Io[t] [t

b
_ —I3[t] 8[t —lo[t—1]8[t—1 .. .. N
RJt] = 19;[[1#5] 21[—11[]t—[1] ] ) , . (6.11)

: : . 1 0
—1 [t 8[t]  —la_1[t—1]8[t—1] —bt=n+2]5[t-n+2]
L T-hT T—11[t—1] =1 [t—n+2] J

La relacion entre el regresor de salidas realimentadas y el error de estimacién puede establecerse como

Y[t] = Y[t] — W[t E[t] (6.12)
donde Wt] es la inversa de R[t] que se define como
Wt = R[t] ' =21 — RJt], (6.13)
y toma la forma
1 0 e R 07
La[t] 3[t]
=An 1
— | a1 loft—1] §[t—1 - - :
W(t] = 13[_%1[&]] 2[1_11]&[_1} ] . . o (6.14)
; : : 1 0
L) 8[t]  Ln1[t—1] 6[t—1] Llt—n+2]d[t—n+2] 4
L lfll[t] 17l1[t71] e lfll[t7n+2} a
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Dinamica del bucle cerrado con muestreo irregular

Teorema 6.2.1. Considérese el esquema de control mostrado en la figural6.1 done se asume que el
proceso es un sistema lineal monovariable de tiempo continuo definido por la ecuacion (6.3). Se asume
que el controlador es un sistema lineal invariante en el tiempo que opera a periodo T y viene definido por
la ecuacion (6.8), y el estimador viene definido por las ecuaciones (6.4). Supdngase también un muestreo
irreqular sincrono como el mostrado en la figural6.2. Entonces, la dindmica del bucle cerrado del sistema
resultante actualizado en cada instante de medicion viene definido por

Ny,

& =T} H Mty — j] | ko1 = My €i1, (6.15)

Jj=1

T T

con el vector de estado global &[t] = [E[t]" Y[t]" U[t]']" y donde la matriz M|t] viene definida por

A 0 0
MIt] = 0 A B , (6.16)
—(QWI[t]+QoA) Q+ QoA P+ QB
y la matriz T' estd definida mediante

I—4¢;c 0 O
Ty = 0 I 0 (6.17)

hQy 0 I
|

Prueba 6.2.1. Para un instante arbitrario ¢ # t; sin medicién, el predictor (6.4) se aplica con §[t] = 0
y la ecuacién del controlador (6.8) se expresa como

Ult] = PU[t — 1]+ QY[t — 1] + Qo(AY [t — 1] + BU|t — 1)). (6.18)
Aplicando la expresién (6.12) al vector Y[t — 1]

U] =(P+QoB)Ult — 1]+ (Q + QoA) Y[t — 1]
—(QW[t —1]+ QoA) E[t —1]. (6.19)

y agrupando las ecuaciones (6.3), (6.4) y (6.19) se obtiene la siguiente expresién cuando no hay medicién
disponible, es decir, cuando t =31+ 1,...,tx — 1

E[t] = Mt — 1] €[t — 1] (6.20)
Cuando se tiene una nueva medicién en el instante ¢ = t, la expresién (6.8) conduce a

Ulte] = (P + QoB) Ulty, — 1] + (Q + Qo A) Y[t — 1]
— (QW [ty — 1] + QoA) Elty — 1] + QolicAE[t, — 1], (6.21)

donde Qo £ ¢ = [1 Q debido a la forma especial de las matrices ¢ y Qo. Agrupando las ecuaciones (6.3), (6.4)
y (6.21) se puede escribir la siguiente expresion

Efty] = Ty Mty — 1] €]ty — 1] (6.22)

Aplicando la ecuacion (6.20) de forma recursiva para t = tx_1 + 1,...,tp — 1 y la ecuacién (6.22) para
t =11, se obtiene la expresién deseada (6.15)

Eftr] = T Mty — 1] Mty — 2] - Mti_1] €[tn_1].
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6.2.3 Principio de separacion

En esta seccién, se demuestra que el esquema de la figura[6.1 cumple con el principio de separacion,
en el sentido que la estabilidad del estimador (6.4), y del sistema en lazo cerrado estandar (6.10) son
condiciones necesarias y suficientes para asegurar la estabilidad del sistema completo (6.15).

Observacién 6.2.1 (Triangualarizacién del bucle cerrado). Escribiendo (6.16) como

M) = [ A [0 9 } 7

con

B[t = {_ (Qw[ﬁ + QoA)}

y Mpc la matriz de la dindmica del lazo cerrado con muestreo convencional (6.10), la ecuacién de la
dindmica en lazo cerrado (6.15) se define entonces mediante la matriz

A _[0_0]_
My =T Mty — 1] M[ty—1] = 0 | AN 4 A, ' Mpe™ | (6.23)
11 Qo ‘
donde Ay, = (I — £;,¢c) AN* es la matriz (6.5) que define la dindmica del error de prediccién, y
Ap =Y Mpc™ It + 1A
§j=0
|
Teorema 6.2.2. Considérese un sistema lineal variante en el tiempo definido por la ecuacion
T = Mpxp
donde la matriz My, es una matriz particionada de la forma
_|Ar O
M, = l:Bk CJ (6.24)

donde las matrices Ay, y Cy representan la dindmica de dos subsistemas que son parte del sistema global
representado por My, siendo Ay, una matriz invertible. Si existen unas matrices Z = Z' = 0 y Py =
P:’,T,k > 0 tales que

A; Z, Ay — Zy_1 <0, (625)
C]: Pg,k Cr — Pg’k;,l <0, (626)

es decir, los subsistemas Ay y Cy son policuadrdticamente estables, entonces existe una matriz Py > 0
tal que
T
Mk P, Mk — P, < 0, (6.27)

y, por tanto, el sistema My, es policuadraticamente estable.

Reciprocamente, si existe una matriz Py > 0 tal que se cumple (6.27), entonces existen dos matrices
Zy = 0y Psj, > 0 tales que (6.25) y (6.26) son ciertas, y, por tanto, los subsistemas Ay y Cj son
policuadrdticamente estables. O

Prueba 6.2.2. (Demostracién de que si My, es estable, entonces Ay y C), son estables.) Si se divide la
matriz Py (6.27) en bloques de la forma

_[p P
P-ln B

entonces la existencia de una matriz Py tal que se cumple (6.27) implica directamente (6.26) debido a
la estructura triangular de la matriz (6.24). Si (6.27) tiene una solucién Py > 0, entonces también se
cumple la ecuacién

M Qi1 M, —Qp <0 (6.28)
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con Qi = Pk_l. Si Q. se divide en bloques

_ Ql,k Q;,k
Q= [Q2,k QB,k] '

se comprueba que la desigualdad (6.28) implica

ArQi i 1AL — Q1 < 0.

Realizando el cambio de variable Z; = Qf,lc, y teniendo en cuenta la invertibilidad de Ay, la desigualdad
anterior implica (6.25). ’

(Demostracién de que si A, y Cj, son estables, entonces My, es estable.) Supéngase que hay dos
matrices Z > 0y Psj, > 0 tales que (6.25) y (6.26) se cumplen. Se va a demostrar que existe un y > 0

tal que la matriz
_ |74k O
B = { 0 ng

satisface (6.27), con lo que la estabilidad del sistema (6.24) quedara probada. La ecuacién (6.27) puede

escribirse como

YA, Zy Ay + By Py By, — vZi_4 B, P; ;. Cy,

M P My — P, = [ C; Ps; By C; P3C, — Psj_1

| <o

Utilizando los complementos de Schur es facil probar que la condicién anterior se cumple, (y, por tanto,
el sistema (6.24) es estable) si « satisface

1
- (A,Q MA, — M) + B} P,B, — B, P;C, (C; P,C) — Pg) C] P; B, < 0. (6.29)
Como se satisface (6.25) y v > 0, el primer sumando es definido negativo. El término B; P; ), By, es
definido positivo porque Psj > 0. El tltimo sumando es definido positivo porque la inversa de una
matriz definida positiva también es definida positiva, y porque estd pre y postmultiplicada por una
matriz (B,Z P; i, Cy) y su traspuesta (C’,: P; ;. By,). Con esto, la condicién (6.29) se cumple para cualquier
v > 0 tal que

vp >,
donde
= Amimn (Zk—l — A} Z,, Ak)
Yy
T T T -1 T
V= Amax (Bk P;,. B, - B, P;;,C; (C;C P; ;. C) — Ps,k—1) C, P Bk) .
Como (6.25) y (6.26) se cumplen, dicho  siempre existe. |

Teorema 6.2.3. Considérese la misma hipdtesis descrita en el teorema 6.2.1. Supongase que se cumplen
las siguientes condiciones

(i) existe una matriz Py >~ 0 tal que
A, P, A, — P, <0, (6.30)

es decir, el error de prediccion (cuya dindmica viene definida por la matriz Ay (6.5)) converge a
cero, y

(i1) existe una matriz Q[t] > 0 tal que
M Q[t) Mpc — Q[t — 1] < 0, (6.31)

es decir, el sistema en lazo cerrado con muestreo convencional (definido por la matriz Mpe (6.10))
es estable.
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Entonces, existe una matriz Xy = 0 tal que
M, X My — Xj_1 <0, (6.32)

es decir, el sistema en lazo cerrado descrito en (6.15) es estable.

Reciprocamente, si existe una matriz X, = 0 tal que se satisface la condicion (6.32), entonces el sub-
sistema del estimador (6.5), y el subsistema del lazo cerrado convencional (6.10) satisfacen las condiciones
(i) y (i) y, por tanto, ambos son estables. O

Prueba 6.2.3. Como la dindmica del bucle cerrado viene definida por la matriz triangular en blo-
ques (6.23), se puede aplicar directamente el teorema [6.2.2 a esta matriz, demostrando facilmente el
principio de separacién para el sistema (6.15) que implica la existencia de una matriz Py > 0 tal que

A; P A, — P, < 0,

y una matriz Qp > 0 tal que

(MBCNk) Qi Mpc™ — Qi1 < 0.

Falta comprobar que esta tultima desigualdad es equivalente a la desigualdad (6.31). Témese el instante
t = t; en el que ocurre la k-ésima medicién. Si es sistema es estable se cumple que

Mpe Q[ty] Mc < Qlty, — 1].

Premultiplicando por M;C y postmultiplicando por su traspuesta la expresién anterior se tiene que

(M) QUi Mo < M Qlti — 1] Misc.

si se aplica la condicién de estabilidad (6.31), la expresion anterior implica que

(M) QUi Mo — Qltx —2 <o,

con lo que aplicando esta propiedad Ny veces se llega a

T N N
(MBC) Qltr] Mg — Q[ty — Ni] < 0,

y aplicando la equivalencia en la notacién Q[tx] = Q. se llega a

(MBCN’“> Qi Mpc™ — Qi1 < 0.
|

Este 1ltimo resultado simplifica el procedimiento para comprobar la estabilidad cuadratica del sistema
completo, porque es suficiente probar la estabilidad del estimador y la del lazo de control convencional.
El diseno del sistema completo también queda simplificado, porque el estimador y el controlador pueden
disenarse de forma separada.

El esquema de control estudiado en esta seccién (con el estimador propuesto basado en el modelo
entrada-salida) no necesita que la planta sea estable en bucle abierto para tener un sistema en lazo
cerrado estable, como se ilustra en los ejemplos.

6.2.4 Ejemplos

Para ilustrar los resultados anteriores, se analiza el comportamiento en dos ejemplos diferentes.

Ejemplo 6.2.1 (Control de un sistema estable). Considérese un sistema estable que puede aprozimarse
por la funcion de transferencia de sequndo orden

10

Gls) = s2 425+ 8"
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Figura 6.3: Respuesta ante escalén y rechazo de perturbacién de salida.

Se asume que la entrada se actualiza a un periodo de T = 0.06 sequndos. La funcion de transferencia
discreta equivalente con ZOH es

~0.0173z7! +0.016622
1 —1.862"1 +0.88692~2"

G(2)

Diseniando un controlador digital C(z) por asignacién de polos para unos polos en bucle cerrado m =
{0.85,0.7,0.4,0.3,0.2}, se tiene

18.32 — 31.79271 +13.92272
(1—271)(1+0.09372=1 +0.016122)"

C(z) =

Supdéngase que las salidas se miden cada v periodos de entrada, con v € N = {1,...,5} y que se calcula
un estimador estable definido por el vector de ganancias constante con ayuda de uno de los métodos
expuestos en el capitulo 3:

0= [0.8314]

0.7921

Aplicando el teoremal6.2.3 se concluye que el sistema de control en lazo cerrado también es estable: el
estimador y el lazo de control convencional son estables y, por tanto, se verifica la ecuacién (6.32). La
respuesta ante escalon y el rechazo a una perturbacion del sistema de control se muestra en la figura 6.3
y se compara con el control inferencial de bucle abierto (estimador en bucle abierto, con £ =10).

|

Ejemplo 6.2.2 (Control de un sistema inestable). Considérese ahora un sistema inestable definido por
la funcion de transferencia
10

52 —s’

G(s) =

en el que la entrada se actualiza a un periodo constante T = 0.03 sequndos. El equivalente discreto con

ZOH es
0.0045z~1 + 0.00462 2

T 1-2.03052 1 + 1030522
Supongase que se mide la salida de forma aleatoria cada 2, 3, 4, 5 0 6 periodos de entrada. Se disena un

controlador digital mediante asignacion de polos asignando los polos en lazo cerrado enm = {0.9,0.7,0.5},
llegdndose a

G(2)

927.05 — 25.4072 1
Cl2) = =1 (10251
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Figura 6.4: Respuesta ante escalén y rechazo de la perturbacién a la entrada.

Para el estimador se calcula una ganancia

o [0.9489
~ o787

con ayuda de las técnicas expuestas en el capitulo 3, con lo que el predictor cumple con la condicién nece-
saria de estabilidad policuadrdtica. La estabilidad del bucle cerrado se concluye aplicando el teoremal6.2.3.
En este caso, si se utiliza un estimador en bucle abierto (€ =0) el predictor no cumple con la condicidn
de estabilidad policuadrdtica y, por tanto, la estrategia de control en bucle cerrado con este estimador en
bucle abierto también es inestable.

La respuesta del sistema de control en lazo cerrado a un cambio de la referencia (ent = 0) y en
la perturbacion de la entrada (en t = 50) se muestra en la figura 6.4. El comportamiento (rechazo a la
perturbacion y sequimiento de la referencia) de la estrategia con predictor en lazo cerrado (—) es correcta.
Sin embargo, la estrategia de estimador en bucle abierto (- -) lleva a una respuesta inestable debido a
la dindmica inestable del proceso incluida en el lazo cerrado (la dindmica del predictor en bucle abierto
coincide con la del proceso).

6.3 Andlisis de sistemas de control inferencial basado en la repre-
sentacion interna

En esta seccion se extienden los resultados obtenidos para sistemas multivariables con retardos en los
diferentes sensores. En este caso si que se tienen en consideracion las perturbaciones y ruidos de medicién
para analizar la dindmica —comprobandose la existencia del principio de separacion— y el efecto de las
perturbaciones en el bucle cerrado.

6.3.1 Planteamiento del problema

Esquema de control

Considérese el sistema de control digital mostrado en la figural6.5, donde el proceso es un sistema multi-
variable continuo cuyas entradas se actualizan a periodo T por medio de un retenedor de orden cero. El
vector de entradas u[t] se actualiza cada periodo de control, donde ¢ es el nimero de actualizacién de la
entrada. La relacién entre la senal discreta y la continua es

u(r)=ult] TetT,tT+1T).
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Las mediciones del proceso (my;, i = 1,...,n,,) se toman de forma sincrona con la actualizacién de la
entrada pero a un periodo no necesariamente constante, ni tampoco de forma simultanea. Las mediciones
que llegan al sistema de control estan afectadas de un retraso que puede ser variante en el tiempo. Los

r[t] v(7)
R —" u(r) ()
r = Controlador - T » ZOH Proceso —
| |
| ! y(7)
gl L '
L — — — 4 Predictor 1 Medicién
i
w(T)

Figura 6.5: Sistema de control inferencial multivariable con el predictor propuesto.

instantes en los que llegan las mediciones estdn dados por la secuencia {tg, t1,. .., t, ...}, donde el instante
t indica el instante de tiempo en el cual estd disponible el k-ésimo conjunto de mediciones de sensores.
El nidmero de actualizaciones de la entrada (periodos de control) entre mediciones disponibles es

N =t —tp_1 < 1.

El controlador representado en el diagrama de control es un controlador digital que opera a periodo T’
e g[t] el vector de salidas virtuales estimado que se envia al controlador para calcular la accién de control.

Planta

El equivalente discreto (ZOH) de la planta a periodo T, se define mediante las ecuaciones

x[t + 1] = Az[t] + Bult] + v[t] (6.33a)
z[t] = C, x[t] (6.33b)

donde A, By C) son las matrices del proceso, x es el vector de estados, u es el vector de entradas, y es
el vector de salidas y v es la perturbacién del estado. Las mediciones de los sensores sélo estan disponibles
en los instantes t = t, y vienen afectadas de un retardo variante en el tiempo quedando definidas por las
ecuaciones

mi g = ¢ty — dig] + Wik, i=1,...,Nm, (6.33c)
donde m; j, es la medicién del sensor 7 en el instante de medicién k, que viene afectada de un retardo d; j,
y un ruido w; ;. Los sensores activos en cada instante vienen definidos por la matriz de disponibilidad

01 [tx]
Ay =
6"771 [tk]

Predictor

El controlador digital necesita la secuencia de salidas a periodo T', pero sélo se miden algunas senales del
proceso de forma irregular, con un periodo menor y afectadas de un retardo. Por tanto, la salida debe ser
estimada. Para ello se incluye en el lazo cerrado el predictor de salidas introducido en §4.3 y que viene
definido por la ecuacién de bucle abierto

@ftlt —1] = At — 1] + Bult — 1], (6.34a)

més la ecuacién de actualizacién (cuando hay algin m; disponible)

Mm

Zlty] = @[te|ts — 1] + Z&- [tr] (mte] — ¢ @[tk — di g |tn — 1]) 0;[tk]. (6.34Db)

i=1
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Si no se tienen mediciones, el estado se actualiza mediante
z[t] = @[t|t — 1]. (6.34c¢)
La salida que se envia al controlador digital viene finalmente dada por
ylt] = Cy 2[t]

La dindamica del error de prediccién entre instantes de medicién viene dada por
~ - Vo k
Tp = A Tp_1 + By [ wr ] (6.35a)
€ = Cy Ek, (6.35]:))

donde

(] A_dl*k
Ay, = (I — Ly Ay, Cyy) AN, Cir=

Cpn,, A" Inm ok

Ny XN
Bi = [A(ar, Ni) — L, Ap Cap  —Li Ay
siendo Ay = A[t] la matriz de disponibilidad, y
cy A1k (A(Oék, Nk) — A(Ozk, dl,k))
Cd,k = ’
Cn,, A= dnm (A(Oék7 Nk) - ,A(Oé]€7 dnm,k)) o X e

con A(a, N) la matriz definida como

Ala,N)=[TAA? .- AV710 - Ol,xan

[e3

Observacién 6.3.1. La dindmica del error de prediccién entre instantes de control (a periodo T') cuando
no se tiene ninguna mediciéon de la salida, viene dada por

z[t] = Az[t — 1] + o[t — 1], (6.36a)
mientras que cuando se tiene alguna medicion de la salida viene dada por
i[tk] = (I — LkAde,k) (A CE[fk — 1] + ’U[tk — 1]) + LkAde,kW%k - LkAkwm,k (6.3612))

con

e [A—de Al=die .. AL Q ...

Cir =

s

Cn,. .k [A_d"m,k' Al=dnme ... A1 0

] N, X QN

Esta expresién se puede obtener haciendo N = 1 en (6.35]), o restando la ecuacion de estado del proceso
y la ecuacién de actualizacién (6.34b) del predictor
O

Controlador digital

El controlador digital opera a periodo T y utiliza la estimacion de la salida para calcular la accién de
control. Se asume que la referencia es nula porque no es relevante para obtener la dindmica del lazo
cerrado. El controlador viene definido por las ecuaciones

N[t +1] = Acnlt] + B y[t] (6.37a)
ult] = Cenlt] + D gylt]. (6.37D)
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6.3.2 Dinamica del bucle cerrado con muestreo periédico

Sistemas sin retardos

Considérese un sistema de control muestreado estandar corriendo a periodo T' en el que todas las salidas
se miden (Ay = I) sin retardo (d;r = 0) cada vez que se actualizan las acciones de control (N}, = 1)
y, por tanto, no se usa ningun predictor. En este caso, el controlador sélo recibe mediciones de la salida
afectadas de ruido de medida (g[t] = y[t] + w[t]). La ecuacién del proceso (6.33) puede combinarse con la
del controlador (6.37) (con ylt]) para obtenerse la ecuacién que determina la dindmica en bucle cerrado:

A Bl = I |
=[] = [C. o]_[ggfﬂ | 650

El comportamiento dindmico viene determinado por los autovalores de la matriz Mpc. Si estdn dentro
del circulo unitario, la estabilidad estd asegurada.

Efecto de las perturbaciones Como la ecuacion de la dinamica en bucle cerrado presentada anterior-
mente es una ecuacién lineal e invariante, se pueden aplicar herramientas estandar de analisis.

Para analizar el efecto de las perturbaciones, apliquese la transformada en Z en (6.38a)) para obtener

2(z) = [C. 0] (s — Mpc) ™" ([ﬂ v(z) + i’w(z)) : (6.39)

& - [BDc} .
B.
Esta expresién sera retomada posteriormente para comparar el efecto de las perturbaciones y el ruido de
medida, cuando el muestreo es estandar y cuando éste es irregular y con retardos.

Sistemas con retardos

Predictor Considérese ahora la situacion de muestreo en la que se tienen las mediciones de los sensores
(Aj = I) en todos los periodos de control (N, = 1) afectadas por un retardo constante (d; ,, = d). Para
obtener una estimacién de las salidas que necesita el controlador se utiliza un predictor de los definidos
por el algoritmo (6.34). En este caso la dindmica del error de prediccién es invariante en el tiempo y viene
determinada por las ecuaciones

Zft+1] = (I — LCy)Az[t]+ (I — LCy)v[t] + LC,V[t] — Lwlt + 1], (6.40a)
=A
e[t] = Cyx[t], (6.40b)

done las matrices Cy 1, v Cq,) son constantes y vienen dadas por

C1 Cc1
Cip=Ca=| : A9 Cur=Cq= : (A= Al . A7)

Cnp Crn sk

Como las matrices que definen la dindmica son constantes, es posible aplicar la transformada en Z para
obtener la matriz de transferencia discreta que relaciona el error de prediccién con las perturbaciones,
llegandose a

e(2) = C, (21 — A)"" (I - LCy)v(2) + LCyV(2) — 2 Lw(2)) . (6.41)
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Dinamica del bucle cerrado Combinando las ecuaciones del controlador (6.37), el proceso (6.33) y el
predictor (6.40) se tiene la dindmica en bucle cerrado

Z[t + 1] (I -LCyA 0 0 311
zft+1]| = | -BD.C, A+ BD.C, BC.| |zt
nlt +1] -B.C, B.C, A, | |l
I-LC) L v|t] LC,
" é 0 {wU+H}+ 8 Vit (6.42a)
zt]
z[t] = [0 C, O} z[t]| . (6.120)
[

nlt]

donde se ha tenido en cuenta que la prediccién de la salida g[t] necesaria en el controlador se relaciona
con el error de estimacion del estado mediante

gl = C,lt] = C, (alf] + &) (6.43)

Llamando £[t] al vector de estado ampliado

z[t + 1]
el = [aft+1]] .
n[t + 1]
se puede escribir la ecuacién anterior como
\ I-LCc;) -L LC,
- A |0 ( d [t]
=M
z[t]=[0 C. 0]¢[t. (6.44b)

donde A = (I — LCy)A es la dindmica del predictor y Mpc es la dindmica del lazo de control con
muestreo convencional y sin retardos.

Principio de separacion. La dinamica del bucle cerrado con el predictor propuesto ha resultado tener
una estructura triangular, con lo que los valores propios del bucle cerrado son los del predictor mas los
del controlador convencional, es decir

AM) = AA) U X Mpe).

Por tanto, para asegurar la estabilidad del lazo cerrado (valores propios de M dentro del circulo unitario)
se ha de disefiar un predictor estable (con los valores propios de A en el circulo unitario) y un controlador
que estabilice el bucle estandar (con los valores propios de Mp¢ en el circulo unitario). La estabilizacién
del bucle estandar consiste en disenar un controlador que estabilice un hipotético lazo en el que no hay
retardos y en el que se miden todas las salidas de forma periédica, como en el item anterior.

Efecto de las perturbaciones. Teniendo en cuenta que los coeficientes de las matrices en (6.44) son
constantes y que la ecuacion es lineal, se puede aplicar la transformada en Z para obtener la matriz de
transferencia que relaciona la salida con las perturbaciones, llegdndose a

LC,

22)=[0 C. 0](:I- M) ey { vl }+ 0o | v, (6.45)
0 0 wit + 1] 0

Debido a la estructura triangular de M., la matriz (21 — M)~ " viene dada por

(T — M)~ = (I — A 0 }

7(ZI - Mgc)flq)cy zI — A)71 (ZI — MBc)il
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Introduciendo esta matriz en (6.45) se llega a
2(z) = [C. O] [~(aT - MBc T@C, (21 - A (eI = Mpo) ]

(I - LCd LC’d

t+1 0| VI

=[C. 0] (zI Mpc) ™"
. ((I)Cy («I — A)"" (I - LCy)w(z) + LCV(2) — zLw(2)) + [‘g] v(z)) . (646)

Teniendo en cuenta la matriz de transferencia entre perturbaciones y error de prediccion (6.41), la matriz
de transferencia anterior se puede expresar como

2(z) = [C. 0] (21 — Mpc) ™" ([é] v(z) — <I>e(z)> . (6.47)

Comparando esta matriz de transferencia con (6.39) se observa que la matriz de transferencia que relaciona
el error e(z) con la salida z(z) en el sistema de control inferencial, es la misma que la que relaciona el
ruido w(z) con la salida de un sistema de control con muestreo convencional, pero de signo contrario. De
esta manera, el diseno del controlador se puede mejorar siguiendo los siguientes pasos:

1. Disenar el predictor para que minimice el error de prediccién frente a las perturbaciones y ruidos
del sistema de medicion.

2. Calcular la cota de la norma del error de prediccién (||e[t]||) segin la estrategia de disenio que haya
sido utilizada (Hso, Ha, etc.).

3. Disenar un controlador para muestreo convencional que trate de minimizar el efecto de la pertur-
bacién y del ruido de medida, tomando como cota de la norma de éste (|Jw[t]]]), la cota de la norma
del error de prediccién. |le[t]||. Para realizar este diseflo se pueden utilizar técnicas como la de Loop
Shaping, LQG, Ha, Hs (véase [63] capitulo 9), que incluso pueden resolverse de forma éptima
mediante técnicas LMI (véase [59])

6.3.3 Dinamica del bucle cerrado con muestreo escaso

En esta seccién se amplian los resultados de la seccion anterior al caso de sistemas en los que las medidas
de los sensores estan disponibles de forma escasa y no simultdnea, ademas de estar afectadas de retardos
variantes en el tiempo. En primer lugar se deduce la expresién de la dindmica del bucle cerrado global.

Teorema 6.3.1. Considérese el sistema de control mostrado en la figura[6.5] donde se asume que el
proceso es lineal y viene definido por las ecuaciones (6.33). Se asume que el controlador es un sistema
lineal operando a periodo T y definido por las ecuaciones (6.37), mientras que el predictor viene dado por
las ecuaciones (6.34). Supdngase una perturbacion y ruido de medida nulos y un escenario de muestreo
sincrono irreqular con retardos variantes en los sensores y disponibilidad parcial de éstos. Entonces, la
dindamica del bucle cerrado resultante actualizada en cada instante de medicion viene definida por

& =T MM &y = Mp&i_1, (6.48)
con el vector de estado ampliado
zy,
&= |z |,
Mk
y donde la matriz M viene definida por
A 0 0
M= |-BD.C, A+BD.C, BC.|, (6.49)
-B.C, B.C, A,
y la matriz Ty por
(I — LkAde’k) 0 0
Ty = 0 I 0]. (6.50)
0 (V)
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Prueba 6.3.1. Para un instante de tiempo arbitrario ¢ # ¢, sin medicién la dindmica del contro-
lador (6.37) puede expresarse como
nit] = Acnjt — 1]+ B. Cyz[t — 1] (6.51)
ulf] = C.nlt) + D. C,alt). (6.52)
con
ylt] = Cyzlt] = Cy(x[t] — xt]).

Teniendo en cuenta la dindmica del error de prediccién en bucle abierto (6.36a), y la dinamica propia del
proceso (6.33a), puede expresarse que

(1] A 0 0 ] [z[t—1]
z[]| = |-BD.C, A+BD,C, BC,| |a[t—1]| =MEt—1], ti<t<tr1  (6.53)
nli] ~-B.C, B.C, A, | |nlt—1]

Cuando se tiene una medicién en un instante ¢t = tj, la dindmica del sistema (6.33a) y del contro-
lador (6.37) tienen que unirse a la dindmica (6.36b), quedando

%[tk] (I — LkAde’k)A 0 0 %[tk — 1]
iL‘[tk] = —BDcCy A+ BDCCy BC, iL‘[tk — 1] . (6.54)
n[tk] _BcCy BcCy Ac €[tk - 1]

Esta tltima expresion puede expresarse como
Eltr] =T M &t — 1]. (6.55)

Aplicando la ecuacién (6.53) de forma recursiva desde t = t;, — 1 hasta ¢t = ¢;_1 para definir £[t;, — 1] en
funcién de &[tx—1] se tiene que

€. =€ty =Ty M --- M £[t)_1] = T MNrg; . (6.56)
Ny,

Principio de separacion

En esta seccién se demuestra que el esquema de la figura 6.5 cumple con el principio de separacién, en
el sentido de que la estabilidad del predictor (6.34), y del lazo cerrado estdndar (6.38a) son condiciones
necesarias y suficientes para asegurar la estabilidad del sistema completo (6.49

Observacién 6.3.2 (Triangularizacién del bucle cerrado). Escribiendo (6.49) como

- A | 0
V=i ane ]
con
BD,
oo [22]

y Mpc la dindmica del lazo cerrado con muestreo convencional (6.38a), la ecuacién de la dindmica en
lazo cerrado (6.48) se puede escribir como

(I — LpACyp)AN 0
M =T'yM--- M= |-~---"--"-= e — -, 6.57
e [ -6y RYes (657
con
Ny,
Qr=Y Myt @Al

7=0

(Il

Teorema 6.3.2. Considérese la misma hipdtesis descrita en el teorema 6.3.1. Supdngase que se cumplen
las siguientes condiciones
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(i) existe una matriz Py = 0 tal que
A, P, A, — P, <0, (6.58)

es decir, el error de prediccion del algoritmo (6.34) (cuya dindmica viene definida por la matriz
A (6.35)) converge a cero, y

(i1) existe una matriz Q[t] > 0 tal que
Mpe Q[ Mo — Q[t — 1] < 0, (6.59)

es decir, el sistema en lazo cerrado con muestreo convencional (definido por la matriz Mpc (6.38a))
es estable.

Entonces, existe una matriz Xy, > 0 tal que
M, Xy My, — Xj_1 <0, (6.60)

es decir, el sistema en lazo cerrado descrito en (6.49) es estable.

Reciprocamente, si existe una matriz Xy = 0 tal que se satisface la condicion (6.60), entonces el
predictor (6.34), y el subsistema del lazo cerrado convencional (6.38a) satisfacen las condiciones (i) y (ii)
y, por tanto, ambos son estables. O

Prueba 6.3.2. Como la dindmica del bucle cerrado viene definida por la matriz triangular en blo-
ques (6.57), se puede aplicar directamente el teorema [6.2.2 a esta matriz, demostrando facilmente el
principio de separacién para el sistema (6.49) que implica la existencia de una matriz Py > 0 tal que

A; P. A, — P, < 0,

y una matriz Qy > 0 tal que

(MBCNk) Qi Mpc™ — Qi1 < 0.

Esta ultima desigualdad es equivalente a la desigualdad (6.59), como ya queddé demostrado en la prueba
del teoremal6.2.3 (pagina 161).
|

Observacién 6.3.3 (Estabilidad de sistemas de control inferencial no lineales). Sea una planta no lineal
de la forma

zlt + 1] = Az[t] + f(2[t], ult)),
ylt] = g(t)),

y sea C un controlador disenado para estabilizar la planta con muestreo convencional. Supéngase que se
tiene un muestreo escaso, con lo que se puede aplicar alguno de los disenos expuestos en el capitulo [5
para obtener un predictor P estable que estime las salidas que se desean controlar. Entonces, si el proceso
acepta una linealizacién de la forma

z[t+ 1] = A'z[t] + B'ult],

alrededor de algin x(, se puede asegurar (por aplicacién del teorema anterior) que el bucle cerrado que
incluye el predictor serd estable alrededor del punto x. (Il

Analisis del efecto de las perturbaciones

El efecto de las perturbaciones sobre la salida del sistema de control inferencial no se puede analizar
al hiperperiodo variante N,T mediante la aplicacién de la transformada en Z, ya que las matrices son
variantes en el tiempo.

Sin embargo, se puede estudiar el efecto del error de prediccién en cada instante de control. En los
instantes en los que no hay medicién, la dindmica del bucle cerrado se define mediante la expresion

x[t] A o 1/[®t-1] I
zlt]| = xft—1]| + |I|v[t—1] (6.61)
n[t] [q) Cy MBC} nlt — 1] 0
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que, teniendo en cuenta que eft] = C,z[t] se puede reescribir como el sistema de ecuaciones en diferencias

Zlt] = Az[t — 1] + o[t — 1]

6.62)
w[t]} {:B[t - 1]} H (
=M + vt —1] — ® Cyelt — 1].
ol = aac |70 ]+ [ ot - 11— @0y
Cuando hay una medicién en ¢t = t, la dinamica del bucle cerrado se define como
%[tk] (I — LkAde’k)A 0 0 5[tk — ].]
xzltp]| = -BD.C, A+ BD.C, BC.| |xz[t; —1]
n[tk] _Bccy BcCy Ac €[tk - 1]
(I — LyAxCyar) —Lyg wlty — 1] LiACyy,
+ I 0 { u’;[t ] } + 0 Vit —1] (6.63)
0 0 k 0
que se puede reescribir como el sistema de ecuaciones en diferencias
5[tk] = (I — LkA;de’k)A%[tk - 1] + (I - LkAde’k)’U[tk — ].]
+LkAde’kV[tk — 1] = Lyw][ty]
(6.64)

) < nae [z =)+ [£ ot 11~ wsets .

Si se comparan las ecuaciones (6.61) y (6.64) con (6.38a), se observa que el efecto que tiene el error
de prediccion sobre el subsistema de control a muestreo convencional en el SCI es el mismo que tiene el
ruido en un sistema de control con muestreo convencional. De esta manera, el disefio del controlador se
puede mejorar (igual que se ha propuesto en muestreo periddico) siguiendo los siguientes pasos:

1. Disenar un predictor que minimice el error de prediccién frente a las perturbaciones y ruidos de
medida en el sistema global con muestreo irregular y retardos variantes en el sistema de medicion.

2. Calcular la cota del error de prediccién a periodo T (|le[t]||) con ayuda del resultado obtenido
en el proceso de diseio mediante alguna de las técnicas Hoo, Ha, Hagy, etc. Para ello pueden ser
utiles las relaciones entre normas de senales a distinto periodo, los resultados de las secciones §3.6.6
(paginal7l) y §4.7.5 (pagina/122), o incluso la realizacién de una simulacién del funcionamiento del
predictor.

3. Disenar un controlador para muestreo convencional que trate de minimizar el efecto de la pertur-
bacién y del ruido de medida, tomando como cota de la norma de éste (||wlt]]|), la cota del error
de prediccién a periodo T' (||e[t]||). Para ello se pueden utilizar cualquiera de las técnicas expuestas
en [63] (capitulo 9) o en [59].

’Ul(T) ’UQ(T)

| | 1 el[t]

21(7) = () : Muestreo
29 (7') <—  Proceso Yz (T) periddico ?—J[t— ><>
23(T) ~— ys(7) virtual | Y[t
I S b
|
u w(t
(7) ZOH - u —Controlador<+ -

Figura 6.6: Esquema de control con el sensor virtual.



6.4. Conclusiones 173

6.4 Conclusiones

En este capitulo se ha tratado el andlisis de la dindmica en bucle cerrado de un sistema de control que
utiliza las mediciones escasas con retardo proporcionadas por un conjunto de sensores que, en general,
no estan disponibles de forma simultdanea. Se ha analizado un sistema de control que consiste en un
controlador convencional monofrecuencia en combinacién con un sensor virtual basado en modelo que
estima las salidas que se desean controlar a periodo rapido. El estimador propuesto tiene en cuenta las
mediciones previas, a diferencia de otros esquemas que realizan la estimacién en bucle abierto (véase [36]).

Se ha derivado la ecuacién de la dindmica del bucle cerrado global del sistema controlador-estimador,
relacionado con los instantes de medicién (hiperperiodo variante). El resultado principal es la demostracién
del principio de separacién entre el predictor y el controlador (ambos multivariables), en el sentido que la
estabilidad del estimador y del lazo de control con muestreo convencional implican la estabilidad del sis-
tema global en lazo cerrado. Por tanto, el sensor virtual y el controlador pueden disenarse separadamente,
tanto en el caso monovariable como en multivariable.

El esquema propuesto puede llevar a sistemas de control estables en lazo cerrado ain cuando el proceso
en bucle abierto es inestable, en diferencia con esquemas de control que utilizan la estimaciéon en bucle
abierto y en los que la inestabilidad del proceso en bucle abierto implica la inestabilidad del lazo cerrado.

También se ha estudiado cudl es el efecto que tiene el error de prediccién sobre la salida del sistema de
control inferencial, y se ha visto que es equivalente al efecto que tiene el ruido de medida en un sistema
de control con muestreo convencional. De esta manera se puede mejorar el diseno del controlador (que
se disefia para muestreo convencional) tomando el error de prediccion del predictor como un ruido de
medicién.

Finalmente, algunos ejemplos ilustran los principales resultados y muestran la mejora de las presta-
ciones en bucle cerrado (respecto de los esquemas con estimador en bucle abierto) cuando se disena un
estimador adecuado en lazo cerrado (mediante las técnicas descritas en los capitulos (3 y [4).






Capitulo I

Aplicaciones

7.1 Introduccidén

En este capitulo se presentan algunas aplicaciones de estimacion de variables y control de procesos con
medidas escasas.

7.2 Control de posicion de un puente gria

Considérese el puente gria mostrado en la figura. La entrada al sistema es la fuerza u y se asume que
se actualiza a un periodo constante T' = 0.2 s. Las senales medidas son 6 y z, y se miden mediante unos
sensores que estan conectados a una red de comunicaciones compartida con mas procesos y sensores. S6lo
se tiene acceso a estas sefiales cada 2 o 4 segundos (N = {10,20}), pudiéndose medir s6lo una senal
(la posicién x o el dngulo 6). El funcionamiento de la red de comunicaciones es tal que la transmisién
de las senales medidas viene acompanada de una etiquea de tiempo, y dicha transmisién tarda 0.4 o 0.8
segundos (d; = {2,4}) en alcanzar el controlador. En este ejemplo se van a comparar diferentes estrategias
para controlar el proceso en bucle cerrado haciendo uso de técnicas de prediccién alternativas: prediccién
en bucle abierto, prediccién de sustitucion, predicciéon Ho, con ganancia variable, predicciéon Ho, con
ganancia constante y, finalmente, prediccién mediante el filtro de Kalman.

U ¢=0.4 Ns/m

L=10m

m = 100 kg

Figura 7.1: Puente gria.

Las ecuaciones continuas que definen el sistema son:

B(r)] [0 1 0 0] [x(r) 0
Plr —c —mg (T 1

z(7) = 9573 = 8 ]g J(V)I ? 9575 + 1‘6[ (u(T) +v(7)) (7.1)
0(7) 0 4 “UEEme o [6(r) T

v =15 o 1 o =0 (7.2)
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donde v(7) simboliza una perturbacién de entrada. Para aplicar el predictor propuesto es necesario en
primer lugar obtener un modelo discreto equivalente con retenedor de orden cero, quedando las matrices

=1.0000 0.1997 —0.6442 —0.0432 0.0007
0 0.9974 —6.3477 —0.6442 0.0065

A= 0 —0.0000 0.9162  0.1944 |~ B=B,= 0.0001 | - (7.3)
0 —0.0003 —0.8255 0.9162 0.0006

La ecuacién de mediciones dependera del sensor activo en cada instante, pudiendo ser

mq[t] =[100 0]zt —d], d={1,2} (7.4)
cuando se mide la posicién x, o

ma[t] =001 0]zt — d], d={1,2} (7.5)

cuando se mide el angulo . Se asume que la entrada puede sufrir una perturbacién constante de valor
maximo |[vls = 0.2, y que el ruido de medida asociado a los sensores ubicados para medir la posicién
y la posicién 6 puede modelarse como un ruido blanco de media cero y desviacién tipica o, = 0.01 m y
oy = 0.001 rad. Con estos valores es posible disenar un predictor H ., siguiendo las indicaciones mostradas
en el capitulo[4 (seccién §4.5.3). La prediccién en bucle abierto se realizard mediante la ecuacién

iltlt—1] = A2t — 1)+ Buft — 1]
gltlt—1] = B - 8] &t — 1]

mientras no se tengan mediciones. Como en cada muestro sélo se tienen mediciones de uno de los sensores,
las estimaciones anteriores se corregiran mediante la ecuacion

:f:[tk] = i[tk‘tk — 1] + Ei(sk)(mi[tk — di(sk)] — gi[tk — di(8k>]), 1=1,2

dnl =y o 3 ot

donde 7 indica el sensor del cual se ha obtenido medicién, m; es la medicién de dicho sensor, d;(sx) su
retardo y s; hace referencia al tipo de muestreo que se ha dado y que se detalla en la tabla|7.1. £;(s)

Sk 1 2 3 4 5 6 7 8
Ny, 10 20 10 20 10 20 10 20
di g 2 2 4 4 - - - _
da i - - - - 2 2 4 4
AGse) [5oo] [5 o [5 o [6 o [ 5 [ s [ s [ 3

wo»

Tabla 7.1: Escenarios de muestreo en el puente gria.
de esa variable.

indica que no hay medicion

es la columna i-ésima de la matriz de ganancias L(sy) = [£1(s) £2(sg)] cuyo valor se detalla en funcién
del tipo de muestreo en la tabla 7.2. En dicha tabla se observa que la correccién que se realiza cuando se
tienen mediciones del éngulo (s = {5,6,7,8}) afecta al tercer y cuarto estado, debido a que el sistema
no es completamente detectable desde dicho sensor, y solo es detectable el subespacio formado por el
tercer y cuarto estado. Sin embargo el sistema si que es completamente detectable desde la medicién de la
posicion z, y por eso la primera columna completa es de valores no nulos para los muestreos s; = 1,2, 3, 4.
Si se disena un predictor Hs, mediante una ganancia constante se obtiene la matriz

1.1122  —2.3155
0.1735 —9.0656
—0.0001  0.2000 |’
—0.0005 —1.1135

L(Sk):L: Sk:1,2,...,8 (76)

que se aplicara en todos los instantes en los que haya medicién, independientemente de las caracteristicas
de la muestra obtenida.
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sk 1 2 3 1
[1.1308 0] [ 1.0822 0] [1.2995 0] [ 1.1801 0]
Lisy) | 0-3338 0 0.1989 0 03837 0 0.2168 0
~0.0015 0 0.0009 0| |-0.0017 0 0.0010 0
|-0.0023 0] [-0.0006 0] [-0.0027 0] [-0.0007 O]
sk 5 6 7 8
0 0 1 0 0o 1 [0 0 1 [0 0
Lisy) | 0 0 0 0 0 0 0
0 0.3377 0 0.1742 0 0.0510 0 —0.0216
0 —0.8011] [0 —0.6150] [0 —0.9799] [0 —1.0498]

Tabla 7.2: Diferentes valores de la matriz L(sy) en funcién del escenario de muestreo.

Las observaciones del estado proporcionadas por el predictor se utilizardn para controlar el proceso en
bucle cerrado. De esta forma se disena un controlador de realimentacién del estado a periodo T' mediante
asignacion de polos para conseguir una dindmica en el bucle cerrado con muestreo convencional marcada
por los polos {0.9,0.8,0.7,0.6}, obteniéndose la ecuacién:

ult] = K(@ef[t] — 2[t]) = [46.5892 179.7428 560.3323 — 631.2319](x,c[t] — &[t]).

Si se tuviera un muestreo convencional (mediciones sin retardo de ambos sensores cada T’ segundos)
la respuesta del sistema controlado seria la que se muestra en la figura[7.2, donde se ha incluido una
perturbacién de v(7) = 0.2 a partir del instante 7 = 200 segundos (¢ = 1000).

Si se controla el sistema mediante un predictor de bucle abiert(ﬂ, se obtiene una respuesta que se hace
inestable a partir del instante en el que aparece la perturbacién (figura[7.3). Si se utiliza un predictor
de sustitucién?, se obtiene la respuesta de la figura|7.4, donde se observa que el sistema de control no es
capaz de seguir la referencia a partir del instante en el que aparece la perturbacién. Sin embargo, si se
controla con el predictor H,, propuesto con ganancia variante se obtiene la respuesta de la figura 7.5, en
la que se aprecia que el sistema si que es capaz de llevar el proceso a la referencia. En este caso, el error
cometido entre la estimacién de la salida z y su valor real tiene un valor eficaz de ||e||gpars = 26.3 mm, y
un valor maximo de |le||o = 207 mm, medidos a partir del instante en el que aparece la perturbacién. Si
se utiliza el predictor H, de ganancia constante propuesto se obtiene la respuesta de la figura 7.6 que es
igualmente estable, pero con un ligero aumento del error de prediccién, que en este caso viene definido
por los valores ||e||grars = 36.7 mm, y |le]| = 322 mm, medidos a partir del instante en el que aparece la
perturbacion. Si la prediccién se hace mediante el filtro de Kalman expuesto en la seccién §4.9 se obtiene
la respuesta indicada en la figura[7.7, donde se advierte que el controlador atentia en menor medida la
perturbacién introducida debido a que la estimacién que proporciona el filtro de Kalman parte de la
suposiciéon de que las perturbaciones son de media nula. Con el filtro de Kalman el error de prediccion
de la variable x viene definido por los valores |le|gas = 46.9 mm, y |e]/cc = 330 mm, medidos a partir
del instante en el que aparece la perturbacion y ligeramente superiores a los obtenidos con cualquiera de
las dos técnicas Ho. A la vista de los resultados, la implementacion que presenta mejor relacién de coste
computacional e implementacién frente a grado de atenuacion de perturbaciones es el predictor H,, de
ganancia constante.

Lque no tiene en cuenta las mediciones
2 . . . s .
cada vez que se tiene alguna medida se introduce su valor en la posiciéon correspondiente del vector de estados observado,
1 0

. . . . 0
es decir, que se implementa mediante una ganancia constante de valor L = 0
0

(=N )
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Figura 7.2: Control del puente gria con un predictor de bucle abierto
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Figura 7.3: Control del puente gria con un predictor de bucle abierto
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0 500 1000 1500 2000 2500
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Figura 7.4: Control del puente gria con un predictor de sustitucién
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Figura 7.5: Control del puente gria con un predictor Ho. de ganancia variable
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Figura 7.6: Control del puente gria con un predictor Ho de ganancia constante
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Figura 7.7: Control del puente gria con un filtro de Kalman
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7.3 Posicionado de un robot mévil mediante deteccién de azulejos

7.3.1 Introduccién

En este ejemplo se estudia la mejora de la estimacion de la posicién de un robot mévil a partir de la
deteccién del paso del robot sobre las juntas de azulejos. Para fusionar esta informaciéon con los datos
proporcionados por los codificadores incrementales de las ruedas, se ha utilizado un modelo odométrico
y diferentes predictores de los propuestos en este trabajo de tesis.

Existen diversos métodos para estimar la posicién absoluta de los robots méviles, que se han tratado
extensamente en la literatura (véase [19]). Uno de los métodos mds extendidos se basa en la utilizacién
de codificadores incrementales en las ruedas, que permiten medir el avance de cada rueda. La utilizacién
de un modelo matemédtico que relaciona dicho avance con la posicién y orientacién del robot permite
estimar estas variables. El problema de esta estrategia es que el error cometido en la estimaciéon aumenta
inexorablemente con el tiempo, por lo que se requiere de alguna estrategia adicional para garantizar un
error pequeno en la posicién estimada.

En este ejemplo se propone utilizar como estrategia adicional a los codificadores de las ruedas, la
deteccién del paso del robot sobre las juntas de los azulejos del suelo. Esta deteccion se realiza mediante
un sensor 6ptico de reflexion de muy bajo coste. Si se conoce cudl es la linea detectada, se tiene informacién
precisa de una de las coordenadas de la posicion, por lo que se puede corregir la estimacién, manteniendo
el error en valores pequenos. Una de las dificultades de esta idea consiste en determinar cudl es la linea
detectada. Para ello se han dispuesto tres sensores alineados, de manera que el robot puede diferenciar con
qué tipo de linea (horizontal o vertical) se cruza cada vez, si se tiene una buena estimacién del dngulo del
vehiculo. El vehiculo lleva incorporado un microcontrolador de bajo coste para realizar el posicionamiento.

7.3.2 Descripcion del robot

La figura[7.8 muestra el robot mévil, que se mueve sobre un suelo formado por azulejos rectangulares en
los que se distingue la junta de separacion entre ellos por ser de distinto color. De esta forma el suelo forma
una rejilla cuya deteccion se utiliza para la mejora de la estimacion de la posicion del movil. El robot
movil tiene un pivote delantero y dos ruedas motoras independientes situadas sobre un mismo eje. Al
lado de cada rueda motora hay una segunda rueda con un codificador incremental de 500 pulsos/vuelta.
El robot también incorpora tres detectores 6pticos de reflexién en la parte inferior para detectar el paso
entre dos azulejos. Si el angulo que lleva el vehiculo es conocido, o se tiene una buena aproximacion de
él, cada vez que se activan de forma consecutiva un sensor lateral y el central, se estd en condiciones de
diferenciar qué tipo de linea (horizontal o vertical) es la que se ha atravesado.

H
¥

o Pivote
Motores

Senfsores
IR

Rue(%ias

Enc(?;ders

Figura 7.8: Robot mévil y sistema de odometria
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7.3.3 Modelo del robot

La figura [7.9] muestra la posicién del eje de las ruedas sensoras del robot en dos instantes de tiempo
consecutivos t y t + 1. En el instante ¢ la posicién del robot viene definida por el vector de estado

-
- -

e O[]
et
S I], yle+1])

Entre el instante ¢ y el instante ¢ + 1, el arco recorrido por cada una de las ruedas es L[t] y R[t]. Si se
asume una velocidad constante de las ruedas entre los instantes ¢ y ¢ + 1, el radio de curvatura r[t] serd
constante y se puede obtener la posicién en el instante ¢t + 1 como (véase [12])

[t + 1] o[ r[t] [sin 6[t] — sin (H[t] T %)
t+1]| = |ylt]| + |7l |cos RU-LIY o 7 o
Z[t+1] Z[t} 4] [cos (614 ﬁ ) — costl
B
B (L[t] + R[t]

siendo r[t] el radio de curvatura instantdneo y B la distancia entre ruedas. El vector de entradas del
sistema es

En [12] se propone un modelo estocéstico del proceso suponiendo que para un desplazamiento pequeno
se puede considerar un ruido blanco de media cero asociado a L[t] y RJt], y sin correlacién con los
desplazamientos anteriores y posteriores. La varianza asociada a L[t] y R[t] se modela como

o7 = kild| (7.9)
oy = khldg| (7.10)

donde dy, y dg son las distancias recorridas por cada rueda (|L[t]| y |R[t]|) y kL ¥ kr son constantes que
dependen de la precisién del montaje.
En este ejemplo se van a tomar como parametros caracteristicos del modelo los indicados en la
tabla[7.3, y como entrada la secuencia indicada en la figura[7.10l
Para poder aplicar el predictor desarrollado en este trabajo de tesis es necesario obtener un modelo
del sistema de la forma
xz[t + 1] = Ax[t]| + f(x[t], ult]) + B,v[t]
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Parametro Valor Definicién

B 19 cm Distancia entre ejes

kr, 0.01 y/m Constante de montaje

kr 0.01 y/m Constante de montaje

Losx 1.9 cm Maéximo avance de la rueda izquierda en un periodo
Ruax 1.9 cm

Maéximo avance de la rueda derecha en un periodo

Tabla 7.3: Parametros caracteristicos del robot mdévil

En primer lugar, se debe tener en cuenta que el término de variaciéon de angulo (w) en el peor de
los casos (con las ruedas girando en sentidos opuestos) nunca superard el valor
R[t] — L[t]
B

Rméx - L

B

< max _ 0.2(= 11°).
Para la secuencia de entradas supuestas en el ejemplo, el radio de curvatura es el indicado en la figu-

ra[7.11, donde se observa que el cociente nunca supera los 0.1 rad (5.7°) y, por tanto,se pueden hacer las
aproximaciones

Desarrollando los términos

0.02

0.015

0.01

Lit] m

0.005

0 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

400 450 500

0.02

0.015

0.01

R[t] m

0.005

L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

t (periodos de control)

7.10: Secuencias de entrada medida en los encoders del robot mévil

en (7.7) y aplicando la aproximacién anterior se llega a

xft + 1] z[t] cosOft]  cosO[t]
g 0| = [y + i ) (7] -
o[t + 1] olt] % 1
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0.1

0.06

RMELM rad

-0.02-

~0.04 L L L L I I
0 100 200 300 400 500 600 700

t (periodos de control)

Figura 7.11: Variaciones del angulo del vehiculo a lo largo del tiempo

Teniendo ahora en cuenta la propagacion del error en las seniales R[t] y L[t] segun (7.9):

L[t] = L[t](1 + w[t]),
R[t] — R[t](1+ wrlt]),

y anadiendo una perturbacion del estado que modele el error del modelo por las aproximaciones realizadas
se llega a una expresiéon completa de la forma

wR[t]
I[t+1] I[t] cos29[t] cos29[t] - RJ[t] c;s@[t] L[t] c;)sa[t] 100 wL[t]
ylt+1]| = [yft] |+ | Smpld  sino [L[EHJ’ Rgsnon  Lshorl o 1 g |, (712)
9[t+1] G[t] % _% @ *Ié[t] 00 1 wy[t]
wpt]
Axzlt] F(=[t],ult]) B,
v[t]

En este caso la matriz A es la matriz identidad (I). Ahora falta buscar la matriz F tal que

1f (@[t], wlt]) — f(@[t], wlt)]| < [ F (2]t] - 2[t])].

Es decir,
R[t];L[t] cos 0[] Lt];uﬂ cos O[t] z[t] — &[t]
R[t];LL[t] sind[t] | — R[t];rL[t] siné[ﬂ <||F |y[t] - g[t]
R[t]— L[] R[t]— L[] 0[t] — 0[t]
B B

Es facil demostrar que la matriz F' tendra la forma

00 fi
F=10 0 fl,
0 0 O

donde f; y fo deberdn cumplir

| cosor — cosdi) | < 1200 - G

| P ot s | < 120080~ G

Teniendo en cuenta las propiedades

| sin(a) — sin(®)]| < fla—bll, b€ [0, 2],
| cos(a) — cos(®)]| < la—bll, a,b e [0,2n],
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y teniendo en cuenta el limite de R[t] y L[t] en 1.9 c¢m, se tiene que

Rméx Lmé.x
fr = fo = Smix T Emix g 19

2
con lo que
0 0 0.019
F=10 0 0.019
0 0 0

En este ejemplo, la matriz B, es variante en el tiempo, con lo cual es necesario tomar un valor represen-
tativo de esta matriz. Para ello se puede tomar bien el valor medio de esta matriz, o bien el valor maximo
que pueden tomar sus elementos para permanecer del lado de la seguridad. De esta forma, la matriz B,
queda

0.095 0.09% 1 0 O
B, =009 009 0 1 0
01 —-01 0 0 1

7.3.4 Estimacion de la posicion

A partir de las mediciones de los codificadores de las ruedas sensoras se obtienen los arcos L[t] y R[t] que
son las entradas del modelo. Con estos valores se puede estimar la posicién en ¢ + 1 del movil corriendo
el modelo (7.7) con la estimacién &[t]:

2t + 1)1 2[1] r[t] |sin 6[t] — sin (é[tH%)
alt+ 11 = g+ 1t = |G} 7] cos (01 + A1) — cosdla] |- (T13)
Olt + 1|¢] ilt] Rt
B

El problema de la estimacién de la posicién del mévil en bucle abierto es la gran deriva con el tiempo debida
a factores aleatorios como imprecisiones en didmetros de ruedas, rugosidad del terreno, deslizamientos,
etc. Esta deriva hace que si no se corrige la estimacion de alguna forma, en poco tiempo el error cometido
pueda llegar a ser enorme.

Para poder corregir la trayectoria estimada del vehiculo se ha ubicado tres sensores de reflexion en la
parte inferior del vehiculo de manera que si el dngulo que lleva el vehiculo es conocido (o se tiene una
aproximacion de él), cada vez que se activan de forma consecutiva un sensor lateral y el sensor central, se
puede diferenciar qué tipo de linea —horizontal o vertical— ha atravesado el sensor central. En ese instante
T se considera que se ha tenido una medicién de la posicién x(7x) o y(7x) con mucha precisién, ya que
estas mediciones se consideran miltiplo del tamano de los azulejos, que se supone conocido de antemano.
Como el paso del vehiculo sobre las juntas de azulejos no se producird en instantes de control (a periodo
T'), las mediciones son asincronas, y, por ese motivo, es necesario utilizar una técnica de interpolacién para
obtener la medicién equivalente al siguiente instante de muestreo. Esta interpolacién llevara a un pequeno
error en la medicién que puede considerarse como un ruido de medida, tal y como se ha expuesto en §4.7.4.
Aplicando la técnica de interpolacién de orden cero I3 (asignar la medicién al instante inmediatamente
anterior o al inmediatamente posterior, en funcién del instante exacto en el que se toma la medicién),
una cota del error de medida (tanto en la variable = como en la y) viene dada por

[wm, [loo = 0.5 c(@[t + 1] — [t])]|o

= 0.5]c (Azt] + f(2[t], ult]) — =[t]) |
= 0.5[|c (f(=[t], ult])) [l
< 0.5]|L[t] + R[t]]|oo < 0.5(Rmax + Limax) = 0.019,

es decir, que los errores de medida de x e y estardn comprendidos entre —0.019 y 0.019 m. El valor medio
de este ruido de medida asociado a la interpolacién es cero, y serd mayor cuanto mayor sean los valores
de las entradas, pudiéndose asumir una distribucién normal de desviacién tipica aproximada
0.019
La estructura de 3 sensores que se observa en la figura|7.8/ permite medir el dngulo con el que avanza
el movil cada vez que se cruza con una de las lineas del terreno (juntas de azulejos). El éngulo con el que
avanza el vehiculo se puede medir si se dan estas dos circunstancias:
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(i) El vehiculo marcha aproximadamente en linea recta (con L[t] y R[t] de valor préximo),

(ii) El vehiculo no se encuentra en una regién préxima a dos aristas de azulejo (es decir, cerca de una
esquina), ya que en ese caso es probable que la activacién consecutiva de los sensores no se deba a
la misma linea, sino a lineas de direcciones diferentes. En este caso no se medira el angulo pero se
asumira que se conocen tanto la posicion z como la posicion y.

Bajo estas condiciones, si se mide el tiempo transcurrido desde que se activa uno de los detectores laterales
hasta que se activa el detector central, se puede calcular de forma aproximada el angulo de la trayectoria
seguida por el mévil. Debido a las imprecisiones del montaje y a que las trayectorias no son siempre
rectilineas se asume que la medicién de este angulo tiene un error de medicién asociado de media cero y
desviacion tipica 3°.

Con todo lo expuesto, la ecuaciéon que determina estas mediciones es

1 0 0
b 3ff

cuando se atraviesa una linea horizontal,

w049 o

cuando se atraviesa una linea vertical, y

x[ty]
1 0 0
b3

si se atraviesa un cruce de juntas de azulejos, y éste es detectado correctamente.

Para saber cada cudntos periodos de control se tiene una muestra (es decir, para obtener el rango
de N, N), se ejecuta una simulacién del proceso con las sefiales de entrada indicadas anteriormente y
se obtiene la trayectoria de la figura[7.12, donde se han indicado dos detalles de la trayectoria. En ellos
se puede observar el numero de periodos de control que hay desde que el movil atraviesa una junta de
azulejos hasta que atraviesa la siguiente. A partir de la simulacién se ha podido comprobar que, para las
condiciones de funcionamiento utilizadas en la simulacién, la N puede variar entre 1 y 90, es decir:

N ={1,2,...,90}.

La perturbacién del estado v = [w, wy wp]" se considera un ruido blanco de media cero y desviacién

tipica
o, = 0.0014, o, =0.0014, o4 = 0.0014,

que viene a interpretar los posibles errores de modelado debidos, por ejemplo, a las imperfecciones del
terreno.

El funcionamiento del predictor es como sigue. En funcionamiento normal, el dispositivo estima la
posicién del mévil en bucle abierto utilizando la ecuacién (7.13). Cuando hay una nueva medida (el mévil
pasa sobre una junta de azulejos), la estimacion inicial se corrige con la ecuacién del predictor

&[t] = &[t|t — 1] + L(sk) A(sk) (me — c&[t]t — 1])

donde sy, es el pardmetro que indica el tipo de muestreo que se ha dado, es decir, que indica tanto el valor
de periodos que se habia estado sin muestreo (Ny), como los sensores que han estado accesibles en esa
medicién, dependiendo de qué tipo de cruce se haya producido. Como se tienen mediciones del dangulo,
N = 3,y L(si) es una matriz de orden 3 x 3. A(sy) es la matriz de disponibilidad de orden 3 x 3
que contiene Unicamente unos en aquellas posiciones de la diagonal correspondientes a los mediciones
utilizadas:

o A(sy) =

o O
o O O

0
0| cuando se produce un cruce con una linea vertical,
1
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Figura 7.12: Trayectoria que sigue el robot
[0 0 0]
e A(sp)= |0 1 0| cuando se produce un cruce con una linea horizontal, y
0 0 1]
[1 0 0]
e A(sp)= |0 1 0| cuando se produce un cruce con una esquina de un azulejo y se asume conocida
0 0 O

la posicion en x y en y. En este caso se asume que no es posible obtener el dngulo 6.

Con toda la informacién que se ha indicado se esta en condiciones de aplicar el método de prediccién
expuesto en el teorema5.6.2] (pagina 148). El ndmero de matrices L(sx) que es necesario calcular es muy
elevado: 90 para las actualizaciones tras los cruces con lineas horizontales, 90 para las verticales, y 90 mas
para los cruces con las esquinas (se asumen conocidos « e y simultdneamente, pero se asume que el angulo
no es posible medirlo). Estas 270 matrices deberfan almacenarse en la memoria del microcontrolador
instalado en el robot. Para evitar esto, sélo se almacenan en el controlador del robot las matrices L para
un conjunto mas reducido de periodos intermuestreo

N’ =1{1,2,4,5,10, 15,20, 30, 40, 50, 60, 70,90},

y el resto de matrices necesarias se obtienen por interpolacién en el propio vehiculo cada vez que llega
una nueva medicién (véase §4.8.3). En la figura|7.13 se muestran los valores que toman algunos de los
elementos de la matriz L en funcién del nimero de periodos intermuestreo y de los sensores disponibles.

Procediendo de esta forma se ha realizado una simulacién del predictor cuyo resultado se muestra en
la figura [7.14] donde se observan los instantes donde el vehiculo ha atravesado una junta y, por tanto,
ha utilizado el valor de la medicién. La prediccién de bucle abierto muestra el gran error que se comete
debido a la perturbacién de entrada (las entradas reales del proceso no coinciden con las mediciones de
los encoders) y a la perturbacién del estado. En la figura [7.15 se detalla la evolucién de cada uno de
los estados y se compara con la prediccién en bucle abierto y con la predicciéon propuesta. Los circulos
indican que se ha tomado medicién de esa variable. Si se desea implementar un predictor de menor
coste computacional se puede calcular un predictor de ganancia constante. La resolucién del problema de
optimizacién asociado devuelve la matriz identidad como matriz de ganancias del predictor (L = I), es
decir, que se trata de un predictor de sustitucién. Si se realiza una simulacién utilizando dicho predictor
se obtiene el resultado de la figura[7.16

Si el error cometido en el calculo del dngulo tras cada cruce con las juntas de azulejos se considera de
desviacién tipica o,,, = 6°, se recalcula la matriz de ganancias (variante) y se obtiene el resultado que
se muestra en la figura [7.17. La implementacion de la matriz de ganancias en este caso también se ha
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Figura 7.13: Diferentes valores de elementos de la matriz L en funcién del nimero
de periodos intermuestreo. L(1,1) y L(3,1) son elementos utilizados
cuando hay mediciones de z, mientras que L(2,2) y L(3,2) son ele-
mentos utilizados cuando hay mediciones de y
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Figura 7.14: Trayectoria real, prediccién en bucle abierto y prediccién mediante la
técnica propuesta

hecho mediante interpolacién a partir de las obtenidas en el subconjunto A/ indicado anteriormente. Si
se busca un predictor con ganancia constante, la matriz de ganancias que se obtiene es

1.0345 —0.0640 0.0024
L= [-0.0705 1.0376 0.0027
0.0481 0.0486  0.8735

Si hace una simulacién con este predictor se obtiene el resultado de la figura[7.18

Si no es posible medir con precisién el angulo y sélo se dispone de la informacién relativa la posicion
en x en y del mévil tras cada paso sobre las juntas, es necesario redefinir las ecuaciones de medicion y,
por tanto, la matriz L, que ahora sera de orden 3 x 2. Las nuevas ecuaciones de medicién seran

y[t] = [10 0] xt]
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Figura 7.15: Trayectoria real, predicciéon en bucle abierto y prediccién mediante la
técnica propuesta
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Figura 7.16: Trayectoria real, prediccién en bucle abierto y prediccién con ganancia
constante (técnica de sustitucién). o = 3°

cuando hay un cruce con una arista vertical, mas
y[t] = [0 1 0] «[t]

cuando hay un cruce con una arista horizontal. Procediendo como antes se ha llevado a cabo una simu-
lacién en la que se ha obtenido la trayectoria mostrada en la figura[7.19, donde se observa que el error
cometido con el angulo afecta principalmente a los tramos que siguen una trayectoria tal que sélo se tienen
cruces con una de las direcciones principales. La simulacién que se muestra corresponde a un predictor
de ganancia constante con matriz de ganancias

1.003  —0.007
L = |-0.007 1.003
0.3976  0.3976

Las prestaciones obtenidas con un predictor con ganancia variable son muy similares, con lo que el
predictor de ganancia constante es preferible por su menor coste computacional.
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Figura 7.17: Trayectoria real, predicciéon en bucle abierto y prediccién mediante la
técnica propuesta. oy = 6°
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Figura 7.18: Trayectoria real, prediccién en bucle abierto y prediccién con ganancia
constante. oy = 6°

7.4 Estimacion de corriente en un motor de induccion

Supdéngase un motor de induccién alimentado en su estator por un sistema trifasico de tensiones equili-
bradas definidas por

usa (1) = U(T) cos(ws 7), (7.14)
usp(7) = U(T) cos(ws T — 120°), (7.15)
usc (1) = U(T) cos(ws 7 — 240°), (7.16
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Figura 7.19: Trayectoria real, predicciéon en bucle abierto y prediccién mediante la
técnica propuesta. Medicién tnicamente de la posicién z e y.

siendo U la tensién de pico y w; la frecuencia de sincronismo. Se definen el fasor espacial de tensiones
como

Us(T) = Usa (T) + J usp(T) (7.17)
usa(T> = gUSA(T)7 (718)
walr) = L) ~ Vel (7.9

siendo wug, (7) la parte real del fasor y ug,(7) la parte imaginaria. N6tese que el valor de la tensién de pico
U(7) se obtiene a partir de las componentes real e imaginaria del fasor como

U(r) = %\/USa(T)Z + gy (7)? (7.20)

Las ecuaciones dindmicas que definen el funcionamiento del motor de induccién alimentado por una
tensién us(7) son

Lisalr) = ~Yisa(r) 00 0ra(r) + B0(r) ora(r) + ttsa(r) (7.21a)
Sisn(m) = =via(r) + aBen(T) — fu(T) pra(T) + %usb(r) (7.21b)
it era(m) = —apna(r) = w(r) 9r(7) + & Lin isa(T) (7.21c)
Lon(r) =—apu(r) + () @ra(r) + o Ly ish(7) (7.21d)
Bu() = n(eralr)ialr) — ) ina(r)) = AT (7.21¢)

donde las variables de estado utilizadas son:

15(7) = isq(T) + Jisp(T)

el fasor de corrientes del estator,

Gr(T) = ralT) + J Prp(T)



192 7. Aplicaciones

el fasor de flujo magnético del rotor, y w(7) la velocidad de giro del rotor. Tp(7) es el par resistente
ejercido sobre el eje del rotor. Las constantes «, 3, v y p vienen dadas por

L2
= Ls 1- o 5
= (-)

Lm
ﬂzﬁv
3 Ly
h=97L,
_RT
a—L—T,
’Y:&“"O‘Lmﬂa
g

donde L,,, Lg, L., Rs, R, y J son los parametros del motor eléctrico cuyo significado y valor se detallan
en la tabla[7.4] para el motor utilizado como ejemplo.

Resistencia del rotor Rr  4.3047 Q
Resistencia del estator Rs 9.65Q

Inductancia mutua Lm 04475 H
Inductancia del estator Ls 04718 H
Inductancia del rotor Lr 04718 H

Momento de inercia del rotor J 0.0293 kg m?

Tabla 7.4: Parametros caracteristicos del motor de induccién

Considérese el sistema de la figura[7.20, en el que se tiene un motor de induccién alimentado mediante
un inversor PWM cuya tensién y frecuencia de alimentacién viene marcada por un controlador digital.
El motor de induccién estd mecanicamente conectado a una reductora de ratio 1 : 10. La tnica medida
que se dispone del proceso es la medida de velocidad proporcionada por un encoder de 50 pulsos/vuelta
conectada al eje de salida.

Controlador

SERS
S
~
=
/

Predictor {

Figura 7.20: Estimacion de variables en un motor de induccién con medicién de la
velocidad.

Supdngase que el sistema es alimentado a la frecuencia y tensién indicadas en la figura|7.21, donde
también se muestra la carga no medible que afecta al eje de salida.
En la figura [7.22 se muestra la evolucién de la velocidad del eje del rotor, la magnitud del fasor de
corriente del estator dada por
|is(T)] = VVisa(T)? + isp(7)?

y la magnitud del flujo magnético en el rotor dada por

lon(T)| = \/Spm(T)Q + @rp(7)?

Notese la bajada de velocidad y aumento de corriente que se produce entre los instantes 7 = 2.5 s y
7 = 3.5 s debido al aumento de la carga que se produce.

El objetivo de este ejemplo es estimar la corriente y el flujo magnético cada milisegundo (7" = 0.001
s) utilizando tinicamente la medida de velocidad proporcionada por el encoder.
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Figura 7.21: Senales de alimentacién y carga del motor de induccién

En primer lugar, es necesario obtener un modelo discreto del motor de induccién. Si se utiliza la
aproximacién de la derivada, el sistema de ecuaciones diferenciales (7.21) queda

balt +1] = ialf] + T (=7 alf] + 0 8 ralt] + Bl ol + Susol] (7.22a)
it +1] =igft]+T <_7 isp[t] + B oryt] — Bwlt] oralt] + iusb[t]) (7.22b)
Oralt + 1] = oralt] + T (—a oralt] — w[t] @rolt] + @ L isa[t]) (7.22¢)
et +1] =@t + T (—aprp[t] + wlt] oralt] + @ Ly ip[t]) (7.22d)
w[t + 1] = w[t] +T (U (‘Pm[t] isb[t] - Wrb[t] isa[t]) - Tf][t]) (7.22e)

La forma mas simple de estimar las corrientes y el flujo magnético consiste en correr un modelo del proceso
en bucle abierto asumiendo una perturbacién T, nula. En la figura [7.23 se muestra una simulacién de
esta estimacion en bucle abierto y se compara con la evolucion real de la velocidad, la corriente y el flujo
magnético. Se puede apreciar un gran aumento del error de estimacién de corriente entre los instantes
T =2.5sy 7 =3.5s debido al aumento de carga. Para mejorar la estimacion de corriente se hace uso del
encoder instalado en el proceso. La velocidad de giro del eje de salida (donde estd ubicado el encoder)
oscila entre 1 y 5 Hz. Como en el encoder es de 50 pulsos por vuelta, se tendra un flanco del encoder cada
20 ms cuando gire a 1 Hz, y cada 4 ms cuando gire a 5 Hz. Teniendo en cuenta el periodo de control de
T =1 ms, esto significa que se tendrdn pulsos de encoder (y, por lo tanto, medidas de velocidad) cada

N eN ={4,56,...,20}

instantes de control. Con esta informacion se va a tratar de construir un predictor capaz de estimar las
corrientes y el flujo magnético en cada periodo de control. Como se trata de un sistema no lineal es
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Figura 7.22: Evolucién de la velocidad, corriente y flujo en el motor de induccién

necesario reescribir las ecuaciones en diferencias de la forma

isalt + 1] 1-Tx 0 Tap 0 0 [isalt]
isplt + 1] 0 1-T~ 0 TapfB 0] | it
oralt+1]| = |TaLn, 0 1-Ta 0 0] |pml]] + (7.23)
orp[t + 1] 0 TolL,, 0 1-Ta 0 |emlt]
wlt + 1] 0 0 0 0 1| | wlt]
x[t+1] Ax[t]
T uft] pult] + a2 0
~T Gl prlt] + B 0
+ w(t] oro[t] + 0| 7L (7.24)
w[t] oralt] 0
Tu(pralt] isp[t] — rolt]isalt]) -5
f([t],ult]) By, wy[t]
siendo x[t] = [isa[t] isp[t] ©ralt] ©ro[t] w[t]]" el vector de estados. La ecuacién de mediciones viene dada
por
y[t] = (0000 [, (7.25)
mientras que la ecuacién de salidas coincide con los estados:
m[t] = Ix[t] (7.26)

Para poder aplicar la técnica expuesta en el capitulo §5 es necesario obtener la matriz F' tal que

1f (@[t], wlt]) — f(@[t], wlt)]| < [ F (2]t] - 2[t])].
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Figura 7.23: Prediccion en bucle abierto de la velocidad, corriente y flujo en el motor
de induccién

Observando la evolucion de las salidas se observa que la velocidad tiene su méaximo en wyix = 50 Hz, el
flujo en Ynsx = 2 Wb y la corriente en i,,4c = 20 A. Con estos datos, la matriz F' se puede escribir como

0 0 0 ﬁ Wmax /6 Pmax
0 0 _ﬁ Wméx 0 _ﬁ Pméx

F=T 0 0 0 —Wmi4x —Pmax . (727)
0 0 Wméx 0 Pméx

MU Pmix M Pmax 1% Z‘méux by Z-meix 0
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Con esto, las matrices que definen el sistema son:

[0.7144 0 0.1828 0 0
0 0.7144 0 0.1828 0
A = [0.0041 0 0.9909 0 0o |,
0 0.0041 0 0.9909 0
| 0 0 0 0 1.0000
[0 0 0 6.2933  0.0401
0 0 —6.2933 0 —0.0401
F=1| 0 0 0 —0.3142  —0.0020 ,
0 0 0.3142 0 0.0020
10.0971  —0.0971  0.9712  —0.9712 0
0
0
B,=| 0
0
0.0341

Mientras no se tiene medicién, el predictor estima en bucle abierto el vector de estados utilizando la
ecuacion

isalt + 1] =isalt] + T (—v isalt] + a B ralt] + Bwlt] Grolt] + iusa[to (7.284)
it +1)t] =iglt] +T (-W’ iso[t] + B Ppplt] — Bwlt] Pralt] + iusb[t]> (7.28Db)
Gralt +1t] = @ralt] +T (—a Gralt] — wt] Grolt] + Ly, isa[t]) (7.28c¢)
Grlt +1t] = ot + T (—a Grolt] + wlt] Gralt] + @ Lm isb[t]) (7.28d)
Slt+ 108 = wlt] + To (Sraltlisslt] = Grlt)isalt]) - (7.28¢)

Cuando se tiene una medicién, el vector de estados anterior se corrige mediante la ecuacién

isalt + 1] isalt + 1|]
isplt +1] Talt + 1[t]
Gralt + 11| = [ @ralt + 18] | + L[t + 1)(w]t + 1] — &[t + 1]) (7.29)
Grplt + 1] Grp[t + 1]1]
St +1] Ot + 11¢)

donde L[t] es la matriz de correccién utilizada en funcién del nimero de periodos intermuestreo y es una
matriz que varia dentro de un conjunto conocido a calcular.

Teniendo en cuenta el valor de pico de la perturbacién [|v]|e = ||TL[t]|lcc = 1.2 Nm, y asumiendo
un ruido de medida de valor maximo ||w,|« = 1 rad/s, se puede disenar un predictor Ho, siguiendo la
técnica expuesta en el capitulo §5 (véase teorema 5.6.2, pdgina [148]). Si se disena el predictor con una
ganancia constante, se obtiene el vector

L:[0.0553 0.0031 —0.0091 —0.0010 0.9988?,

y se obtiene la simulacién de la figura [7.24] donde el valor eficaz del error cometido en la estimacién
del médulo del fasor de corrientes es de 62 mA, mientras que el valor de pico del error cometido es de
1.5 A. En la figura[7.25 se muestra un detalle de los instantes donde se aplica la carga de mayor valor,
observandose el incremento instantdneo del error de estimacion.

Las prestaciones obtenidas mediante la implementacion del predictor con un vector de ganancias
variante son similares a las del predictor de ganancia constante, por lo que es més conveniente utilizar el
predictor de ganancia constante ya que tiene la ventaja de su simplicidad de implementacién.
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Figura 7.2/: Prediccién de la velocidad, corriente y flujo en el motor de induccién
utilizando el predictor propuesto

7.5 Estimacion de sustancias en un biorreactor

Las ecuaciones dindmicas que definen el funcionamiento de un biorreactor continuo son

() = u(s(r))atr) - AT (7.30)
$(r) = —%u(s(T))x(T) 4 or(@) ‘_/ST()T))Q(T) (7.31)
M(S) = Mméax sz(T)ziZ)(T) . (732)

donde las diferentes variables y pardmetros son las indicadas en la tabla[7.5, donde se han puesto los
valores de los pardametros constantes Como se trata de un biorreactor continuo, el volumen permanecera
constante (V(7) = V = 4 1). La concentracién del substrato de alimentacién también se considera
constante y de valor sp(7) = sp = 15 g/1. Si se discretizan las ecuaciones anteriores para un periodo T
utilizando la aproximacién de la derivada, se tiene

2lt + 1] = [t] + Tu(slt))]t] - TmeQ[t] , (7.33)
s[t+1] = s[t] — ;u(sm)x[t] + w, (7.34)
alld (7.35)

H(slt]) = Hmas kos[t]2 + s[t] + k1
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Figura 7.25: Prediccién de la velocidad, corriente y flujo en el motor de induccién

utilizando el predictor propuesto

Este sistema de ecuaciones se puede expresar como

s[t)x[t z[t]Q[t
wle+ 1] 1 0] fal] [ T e 1«28H£]+s[[31+wT o (7.36)
sft+1]] [0 1) [sff]] |- Tatmaxsflell __ | Tlsr—s[)QY] '
Y kas[t]2+s[t]+k1 4
=4 = (a[t] ult)

En este tipo de procesos, la disponibilidad de mediciones de salidas es muy escasa debido a la necesidad
de realizar experimentos quimicos para obtener los valores del substrato y de la biomasa. Estos exper-
imentos requieren un tiempo de procesado de entre media hora y una hora, con lo que las mediciones
que se obtienen son muy escasas y ademas vienen acompanadas de un retardo. Para poder realizar una
estimacién de la biomasa y el substrato en cada periodo de control se propone estudiar tres alternativas:
predictor de bucle abierto, predictor de sustitucién y predictor basado en la atenuacién de perturbaciones.
La estimacién en bucle abierto se realiza mediante la ecuacién

) R ~ 3[t]2[4] _ pz[tQ[t]

aft+ 1) _[1 o] [a] , | T R it (7.37)

s+ 1l)] T o 1) [8lf)] T | - Thwee _ slsll _ TGrosial '
Y kod[t]2+5[t]+kq v

donde fimsx, k1, k2, V v Sp hacen referencia a los valores estimados que se tienen de los pardmetros del
) ) )

modelo y cuyo valor es el mostrado en la tabla[7.6 La correccién de la estimacién que se hace cada vez

que estd disponible una medicién viene dada por la ecuacién

] = B e i =)
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2(1)  Concentracién de biomasa (g/1)
s(r)  Concentracién de substratos (g/1)
Q(r)  Caudal de alimentacién (1/h)
V(r)  Volumen del tanque 4 @)
sp(7)  Concentracién del substrato de alimentacién 15 (g/1)
Y Coeficiente de cosecha 0.5

Mmax  Maximo ratio de crecimiento 1 (1/h)
k1 Parametro de saturacién 0.03 (I/h)
ko Parametro de inhibicién 0.5  (I/h)
T Periodo de control 20 (s)

Tabla 7.5: Parametros de un biorreactor

V(ir) 4.1 (1)
sp(t) 15.1 (g/1)

Y 0.52
Hméax 1 (l/h)
k1 0.031 (I/h)

oo 052 (I/h)

Tabla 7.6: Parametros estimados del biorreactor

donde my[t + 1] y ms[t + 1] hace referencia a las mediciones tomadas de la biomasa y el substrato,
respectivamente, y que estan afectadas de un ruido de medicion:

my[t] = x[t] + wyt],
ms[t] = s[t] + wslt].

Se asume que los ruidos de medicién son senales aleatorias con media cero y desviacién tipica o, = 0.026
g/l y o, =0.025 g/1.

Tal y como se ha analizado en el capitulol4, el efecto del error de modelado sobre el error de prediccién
es equivalente al efecto de una perturbacién del estado. Para obtener esta perturbacién equivalente se
han realizado simulaciones con diferentes valores de [imsx, ];1’ l%g, 14 v §r en el intervalo mostrado en la
tabla[7.7, de manera que se ha obtenido una estimacién del valor eficaz de la perturbacién en cada estado

V(r) 41+0.15 (1)
$p(T) 151£0.15 (g/1)
Y 0.52 +0.25

fmax 1 £0.05 (1/h)
ky 0.031£0.005 (1/h)
ks 0.52+0.04  (1/h)

Tabla 7.7: Intervalo de los parametros estimados del biorreactor

de valor

[vz[tl|Rars = [|2[t] — 2[t][| Ramrs = 0.083 g/,
[vs[tlllrars = Is[t] — 3[t]l|rars = 0.014 g/1.

Para poder disenar un predictor de los propuestos en el capitulo[5 es necesario obtener la matriz F
tal que

1f (@[t], ult]) — f(@[t, ult] < | F - (z]t] - 2[])]]

En este ejemplo, esa busqueda se hace de forma experimental, de manera que se propone una matriz F'

de la forma
a b
P-4

y cada uno de los elementos se calcula de la siguiente forma:
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Ji(z[t], ult]) = f1 (&[], ult])
o[t —2t]

Fijando s[t] = §[t], se realizan diversas simulaciones y se busca el mdximo a =

fi(@[t]ult]) = f1 (@[], u]t])
s[t]—3[¢]

Fijando z[t] = #[t], se realizan diversas simulaciones y se busca el méximo de b =

Fa(@[t]ult]) = fo(&[t],u[t])
o[t]—a[t]

Fijando s[t] = §[t], se realizan diversas simulaciones y se busca el méximo ¢ =

fa(@[t] ult]) = f2 (&[], u[t])

e Fijando x[t] = Z[t], se realizan diversas simulaciones y se busca el maximo de d = FEEHD)

De esta forma se obtiene una matriz F dada por

P [0:0045 01961
= 10.0089 0.3921]

Para comprobar la validez de esta matriz obtenida experimentalmente se realiza una simulaciéon en bu-
cle abierto con dos condiciones iniciales diferentes @1[0] y @2[0], comprobandose que || f(x1[t], u[t]) —
f(@t],ult)] < |F - (x1[t] — ®=2[t])]]. La matriz H serd nula en este caso, puesto que las mediciones
corresponden directamente a estados del proceso, y no a funciones no lineales de éstos.

En base a todos estos datos indicados se ha disenado un predictor para situaciones en las que se
obtiene una medicién cada 30 minutos (N = 90) obteniéndose una matriz de ganancias constante de
valor

1.0007 —0.0095

L=10.0601 01252 |

y una respuesta como la que se muestra en la figura[7.26, donde se muestran de forma conjunta la salida
real del proceso, la prediccion de bucle abierto, la predicciéon obtenida con un predictor de sustitucion
y la prediccion obtenida con la técnica de prediccion que se propone. Nétese que la prediccién de bucle
abierto arrastra un error de estimacién considerable debido al error del modelo, mientras que la prediccion
obtenida con el método de sustitucion, a pesar de mejorar los resultados de bucle abierto, provoca grandes
errores de estimacién en los instantes de medicion debido al gran error de medida que acompana a la
medicién de substrato. La prediccién que se propone en este trabajo subsana estos dos problemas de error
de modelado y ruido de medicién obteniéndose una mejor estimacién de las variables. En la figura [7.27
se muestra otra simulacién del problema de estimacién con un periodo de medicién de 1 hora (N = 180).
En este caso, la matriz de ganancias obtenida es

_ [1.0004 —0.0071

L= 0.0490  0.1056 |-

Finalmente, en la figura[7.28 se muestra una simulacién en la que las mediciones se toman en un tiempo
dado dentro del intervalo [30,40] minutos. Para ello se ha disefiado un predictor que utiliza una matriz
de ganancias diferente para cada ntmero de periodos intermuestreo (30 matrices en total). De nuevo,
la estimacion de la biomasa y el substrato realizada con la prediccion propuesta supera las prestaciones
obtenidas con los predictores de bucle abierto y de sustitucién.
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7.26: Salida, mediciones y diferentes predicciones para el biorreactor.

Muestreo cada 30 min.
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Figura 7.27: Salida, mediciones y diferentes predicciones para el biorreactor.

Muestreo cada 1 hora
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Figura 7.28: Salida, mediciones y diferentes predicciones para el biorreactor.
Muestreo en el intervalo [30,40] minutos.



Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

8.1 Conclusiones

En la presente tesis doctoral se ha analizado el problema de control de procesos en los que la escasez
de medidas de la variable de salida y los retardos introducidos por el sistema de medicién y transmision
de datos hace inviable la utilizacién de controladores convencionales. Se ha tratado una estructura de
control inferencial en la que las acciones de control se actualizan a un periodo constante 7', y en la que se
utiliza un predictor para la prediccion explicita de las salidas no disponibles a ese periodo de control. Se
ha estudiado la prediccién en un escenario general de muestreo escaso aleatorio o variante en el tiempo
en el que las mediciones sincronas llegan con retardo respecto de la salida real. También se ha estudiado
el caso de las mediciones asincronas.

La primera parte del trabajo se ha dedicado al diseno de predictores, tanto en representacién interna,
como en representacion entrada-salida.

La segunda parte del trabajo se ha dedicado al analisis de sistemas de control inferencial que hacen
uso del predictor propuesto.

8.1.1 Diseiio de predictores

Las contribuciones mas importantes respecto al diseno de predictores se resumen a continuacién.

e En el capitulo[3 se ha desarrollado un predictor (algoritmo[3.8) basado en la representacién entrada-
salida que permite predecir directamente las salidas a periodo constante a partir de las mediciones
escasas con retardo que se toman sincronamente con la actualizacién de la accion de control.

e En el capitulo 4] se ha desarrollado un predictor (algoritmo [4.12) basado en la representacién en
espacio de estados que permite predecir directamente las salidas y/o estados que se desean controlar
a periodo constante a partir de mediciones de sensores que miden (de forma escasa y con retardos)
algunas de las variables del proceso (estados, salidas o sus combinaciones) de forma sincrona con la
actualizacion de la accién de control.

e En el capitulo[5 se ha desarrollado un predictor (algoritmo [4.12) para sistemas no lineales que
cumplen con la condicién de Lipschitz. El predictor propuesto estima las salidas y/o estados a
controlar a partir de mediciones escasas de sensores que miden alguna variable del proceso.

e Se ha definido un pardmetro variante en el tiempo s = {1,...,ns} que define el escenario
de muestreo (combinacién de periodos intermuestreo Ny, retardos en los sensores dj y sensores
disponibles Aj) asociado a cada medicién.

e El diseno de estos predictores se aborda calculando fuera de linea un conjunto finito de ganancias,
habiendo una ganancia diferente para cada valor del pardametro s, a diferencia del filtro de Kalman,
que calcula en linea una nueva ganancia con cada muestreo. De esta forma, cada vez que llega una
medicién se utiliza una de las ganancias almacenada segun el valor que toma s;. La implementacién
de este predictor tiene un coste computacional mucho menor que el filtro de Kalman con muestreo
irregular.
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e Se ha demostrado que el error del predictor que utiliza esta ganancia tiene una dindmica variante

en el tiempo definida por unas matrices A(sy) y B(sg) que dependen del pardmetro si. Por este
motivo, se han podido emplear técnicas de andlisis y sintesis de sistemas lineales variantes en el
tiempo de forma paramétrica para obtener la ganancia. Como el pardmetro toma un conjunto finito
de valores, son aplicables algunas técnicas basadas en desigualdades lineales matriciales (LMI).

Las metodologias de diseno desarrolladas permiten reducir el coste computacional de implementacién
y de diseno dividiendo el conjunto S en un nimero de subconjuntos dando lugar a un niimero menor
de ganancias a almacenar. De esta manera se pueden disenar, por ejemplo, predictores que utilicen
una ganancia diferente segiin el valor del retardo (sin atender a la disponibilidad de datos), o bien
que utilicen una ganancia diferente segiin la disponibilidad de datos (sin atender al retardo). Final-
mente, este procedimiento permite llevar a cabo el diseno del predictor mas simple que consistiria
en la utilizacién de una ganancia constante.

El primer acercamiento al problema de diseno de las ganancias de los predictores se ha aborda-
do asegurando la estabilidad nominal (en ausencia de perturbaciones) para un conjunto dado de
escenarios de muestreo posibles S.

Posteriormente se ha tratado el diseno basado en la atenuacién de perturbaciones y ruidos de
medicién. Dentro de este diseno se han propuesto diferentes estrategias que varian en funcién de la
naturaleza de las perturbaciones:

o Cuando las perturbaciones son seniales persistentes de valor eficaz conocido, el diseno H, y el
‘Ho premiten minimizar el valor eficaz del error de prediccién cometido. El diseno Hs sélo es
vélido para senales de media cero con varianza conocida.

o Cuando las perturbaciones son sefiales de norma f» acotada (de energifa finita), el diseno Hy,
permite acotar el valor méaximo del error de prediccién, mientras que el diseno H., permite
minimizar la norma ¢ del error de prediccion.

o Cuando las perturbaciones son senales de las que sélo se conoce el valor maximo, el diseno
{1 permite minimizar el error de prediccién maximo instantdneo, mientras que el diseno Ho
permite minimizar el valor eficaz del error.

En todos los casos el método de diseno consiste en construir unas LMIs y utilizar herramientas
estandar de minimizacion de funciones lineales sujetas a LMIs

El disenio de predictores se ha analizado tanto desde el punto de vista determinista (todos los
escenarios de muestreo son posibles con cada medicién) como desde el punto de vista estocéstico,
donde los diferentes escenarios de muestreo tienen asignados una determinada probabilidad.

Se ha demostrado que el efecto que tiene el error de modelado sobre el error de prediccion es
equivalente al de una perturbacién y ruido de medida que dependen del error de modelado, de
manera que las técnicas anteriores también son tiles para hacer el predictor robusto al error de
modelado.

Se ha analizado el efecto que tiene el retardo de la acciéon de control en la prediccién y se han
propuesto dos estrategias diferentes para atenuar su efecto:

o Si se trata de un retardo constante conocido, se ha obtenido un nuevo modelo de la planta que
estima las salidas con el retardo de la entrada.

o Si se trata de un retardo variante en el tiempo y desconocido, se ha demostrado que el efecto
del retardo sobre el error de prediccién es equivalente al de una perturbacién del estado. Se ha
acotado el valor de esta perturbacion equivalente, con lo que son aplicables todas las técnicas
de diseno anteriores.

Se ha estudiado la problematica de tener mediciones con retardo que vienen acompanadas de una
etiqueta de tiempo incierta, que apunta a un instante de tiempo diferente de aquel en el que
realmente se ha tomado la medida. Se ha demostrado que el efecto de esta incertidumbre sobre el
error de prediccion es equivalente al de un ruido de medida, de manera que las técnicas anteriores
son utiles para hacer el predictor robusto a la incertidumbre de la etiqueta de tiempo. Uno de
los ejemplos mas tipicos que se pueden encontrar es cuando las mediciones llegan con un retardo
desconocido porque no vienen acompanadas de etiqueta de tiempo.
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e Se ha analizado la aplicacién de los predictores a sistemas en los que las mediciones se toman de
forma asincrona con la actualizacion de la accién de control. Se han propuesto diferentes técnicas
que se basan en la estimacién de mediciones sincronas mediante una interpolacién con la medicion
asincrona, de manera que se puede utilizar el predictor propuesto. La diferencia entre la estimacién
de las mediciones en los instantes sincronos y el valor real tiene un efecto sobre el error de prediccién
equivalente al de un ruido de medida, con lo que se pueden utilizar las técnicas anteriores de
atenuacion de perturbaciones.

8.1.2 Analisis de sistemas de control inferencial

Las contribuciones mas importantes respecto al andlisis de sistemas de control inferencial se resumen a
continuacion.

e En el capitulo 6]se ha obtenido la ecuacién que describe la dindmica de bucle cerrado de un sistema
de control inferencial que utiliza un predictor basado en el modelo, tanto para el caso monovariable,
como para el caso multiples salidas, asumiendo un muestreo irregular con retardos.

e Se ha demostrado que se cumple el principio de separacién de forma que es posible disenar el
predictor (con muestreo irregular y retardos) y el controlador (con muestreo convencional) por
separado de forma que, si ambos son estables, el sistema de control inferencial también lo seré.

e Se ha demostrado que el efecto del error de prediccién sobre la salida controlada es el mismo que
tiene un ruido de medida en un sistema de control con muestreo convencional. Partiendo de este
hecho se ha propuesto una estrategia para disenar el controlador convencional que minimiza el
efecto de las perturbaciones sobre la salida a partir del conocimiento de la cota de la norma del
error cometido con el predictor.

8.2 Trabajo futuro

En este trabajo han quedado pendientes de resolver algunos aspectos. Estos aspectos se proponen como
lineas de investigacién para futuros trabajos.

e En el trabajo se ha propuesto una técnica de diseno de predictores para sistemas multivariables que
devuelve una solucién siempre que el sistema sea estable o detectable para el escenario de muestreo
dado. Sin embargo falta un estudio que permita decidir de antemano si es posible encontrar un
predictor estable a partir de la definiciéon de las caracteristicas del muestreo. Otra formulacién
del problema consiste en buscar las condiciones de muestreo que permiten encontrar un predictor
estable. Para este estudio resultaran tiles los resultados ya conocidos de observabilidad de sistemas
conmutados.

e Una posible mejora de los predictores propuestos en este trabajo consiste en el desarrollo de pre-
dictores con accién de integral, de manera que sean capaces de atenuar el efecto que tienen las
perturbaciones que varian lentamente con el tiempo. Este tipo de predictores también pueden ser
tutiles para atenuar el efecto del error de modelado y de elementos no lineales.

e Se han propuesto predictores para sistemas no lineales con medidas escasas. Sin embargo, no se ha
propuesto ninguna solucién a otros problemas que pueden presentarse durante la prediccion en este
tipo de sistemas como son: los retardos en las mediciones, el error de modelado en las funciones no
lineales, las etiquetas de tiempo inciertas que pueden acompanar a cada medicién o las mediciones
asincronas. Falta pues desarrollar predictores para sistemas no lineales que también aborden estas
problematicas.

e Se ha analizado la estabilidad del sistema de control inferencial con sistemas lineales. Sin embargo,
sélo se ha hecho un inciso a la estabilidad local de sistemas de control inferencial con sistemas no
lineales. Falta hacer un estudio de estabilidad con sistemas no lineales que hacen uso de predictores.

e No se ha estudiado el problema de la cuantificacién de la transmisién de datos a través del canal de
comunicacién. Se debe estudiar como afecta el nimero de bits que se utiliza para definir los valores
sobre el error de prediccién, y cémo afecta al bucle global en general.
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e Una aplicacion muy util de los filtros es la deteccion de fallos. Queda pendiente la extensién de los
algoritmos propuestos al caso de deteccién de fallos.

e Una de las aplicaciones de los predictores con muestreo aleatorio con retardo es la identificacion de
procesos a partir de un patrén de muestreo escaso. Falta un estudio de convergencia de algoritmos
de identificacién que utilizan los predictores propuestos en este trabajo.

e Faltaria también un estudio de estabilidad de un sistema de control adaptativo con muestreo escaso
y retardos que hace uso del predictor propuesto y de algoritmos de identificacién pseudolineales.



Apéndice A

Fundamentos matematicos

A.1 Introduccidon

En este capitulo se muestran los fundamentos mateméticos que se han utilizado a lo largo del trabajo.
Estos resultados estan adaptados al caso discreto a partir de los resultados encontrados en la bibliografia
para el caso continuo (véase [9,[18] 59, 63]).

A.2 Normas

La utilidad de las normas reside en tener un unico numero que da una medida global del tamano de
un vector, una matriz, una senal o un sistema. Para mas detalles sobre normas de senales y sistemas
continuos consultese [63].

Definicién A.2.1. Una norma de |e|| (que puede ser un vector, una matriz, una sefial o un sistema) es
un ndmero real denotado por ||e]| que cumple las siguientes propiedades:

1. No negativa: |le| > 0.
2. Positiva: |le]| =0 < e =0.
3. Homogénea: ||ae| = |a] - |e||, Va € C.

4. Desigualdad triangular: |le; + e1]| < |le1]] + ||lez]l-

Las normas consideradas en este trabajo pueden ser de cuatro objetos diferentes:
e ¢ es un vector constante,
e ¢ es una matriz constante,

e ¢ es una senal discreta dependiente del tiempo (e[t] 6 ex), donde para cada instante fijo ¢, e es un
escalar o vector constante,

e ¢ es un sistema dado por la funcién de transferencia discreta G(z) o por la respuesta impulsional
g[t], donde para cada z o t fijo, e es un escalar o matriz constante.

A.2.1 Definiciones

Normas de vectores

Se define la norma p de un vector v = [v1, v, ..., v,] como

n 1/p
vllp = (Z Ivi|p> :
i=1

Las tres normas utilizadas en el trabajo son:

207
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Norma 1 (norma suma) [lv]]y = Z |vi]
i
Norma 2 (norma euclidea) loll2 = Z [v;]?
i
Norma oo (norma méx) [[v]]oo = méx |v;]
7

Normas de matrices

Las normas de matrices cumplen, ademéas de con las 4 propiedades de las normas de vectores, con la
propiedad:

5. Multiplicativa: ||[A B| < ||A] || B]|

Se define la norma p de una matriz A = {a;;} como

1/p
Al = | D lai,l?
(]
Las tres normas utilizadas en el trabajo son
Norma 1 (norma suma) | Al = Z ;]
iy

Norma 2 (norma de Frobenius) | A2 = Z la;j|? = Vtr (AT A)
]

Norma oo (norma de elemento [|Allec = maéx|a;;]
maximo) I’J

Normas inducidas de matrices

Las normas inducidas de matrices son importantes por su relacién con la amplificacion de senales en
sistemas. Considérese la ecuacién de un sistema y = A u, donde u se considera el vector de entrada, y
el vector de salida, y la amplificacién o ganancia de la matriz A se define mediante el ratio ||y||/||u||. Se
define la norma p inducida mediante

A
Al = mis 1221
o Tl

e indica la médxima ganancia para todas las posibles direcciones de la entrada u. Esta norma generaliza el
concepto de ganancia de los sistemas monovariables. De la definiciéon de la norma inducida se desprende
la propiedad multiplicativa

6. Multiplicativa: ||Awl/, < [|Alip ||ullp.

Las tres normas utilizadas en este trabajo son:

Norma 1 inducida Al = mjz_ix (2; |aij|>
Norma 2 inducida A2 = (A) = max/|\; (AT A) |
Norma oo inducida |IA|li0o = méx Z @i

7

J

Normas de seiales

Se considera ahora una senal temporal que puede ser un vector cuyas componentes varian su valor a lo
largo del tiempo (x[t] = [x1[t], z2[t], . . ., z,[t]]). El cdlculo de normas de sefiales se realiza en dos pasos:

1. Obtener un valor para cada instante de tiempo usando una norma de vector.

2. Obtener el valor en el tiempo usando una norma temporal.
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Se define la norma /,, de una senal vectorial discreta como

%} 1/p
lelt]ll, = (ZZm[tnp) .
t=0 1

Las tres normas utilizadas en este trabajo son:

Norma ¢; (valor absoluto ||z[t]||y = Z Z |z [t]]
acumulado) t=0 i

Norma {5 (valor cuadrati-  ||z[t]|2
co acumulado, energfa)

>3 e

Norma ¢ (valor de pico) ||z[t]||cc = mtaix (méx | [t]\)

N
1
— I il 412
Norma RMS (valor eficaz ||z[t]||ras = A}l_ril)o I E E | [t]]
o potencia) t=0 i

Normas de sistemas

Sea un sistema discreto multivariable definido por su funcién de transferencia G(z) o por su respuesta
impulsional g[t]. La norma de un sistema mide la ganancia que hay desde la senal de entrada dada hacia
la salida cuando ambas se miden con una norma determinada. Las senales de entrada consideradas para
medir esta ganancia son

e ult] senal impulsional acotada por |u[0][,

e uft] senal acotada en energfa por ||u[t]||2,

ult]

ult]
e ult] senal acotada en amplitud por ||u[t]| s,

u[t] senial acotada en valor eficaz por ||u[t]||rMs,
e ut] ruido blanco de media cero y varianza oy,

mientras que las normas utilizadas para medir la salida son las normas ¢, o, y RMS. Las normas
utilizadas en este trabajo son:

t
Norma Ho Energia-energia [|G(z)]|co = méx 1y (2]l
ult] [|ult]ll2
t
Norma Ho Varianza-RMS |G (2)|2 = llytllirars
Oy
fa-pi S 7]
Norma Hsg Energia-pico |G(2)||2g = méx

ult]  |[ult]]]2

- Nyt
Norma ¢; Pico-pico llg[t]]]1 = méx
altl [[uf]lloc

La norma H tiene otras formas de definirse, teniendo en cuenta que si u[t] es un escalén, entonces

lu[t]|rars = [Jult]|]|co ¥, Para una uft] cualquiera ||ult]]|rars < ||uf[t]|||oo:
t
Norma Hao RMS-RMS  [|G(#) oo = mix W/ rars
ult] [|ult]|rars
t
Norma He picoRMS |G(2) o > mitx W
ult u 00

En la tabla|A.1 se resume cémo se relacionan las normas de las entradas y salidas a través de las
normas de sistemas definidas.
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[ultllz fluftllloo [[uftllrms 0w

lyltlllz | 1G(2)]o 00 00 00

1ylilllee | 1G22 Nl - -
ly[tlllrns 0 1GGElee [GA0 1G(2)]2

Tabla A.1: Normas de sistemas

A.3 Andlisis de sistemas discretos via LMI

En este apartado se plantea la obtenciéon de condiciones de estabilidad y las normas de sistemas discretos
mediante la técnica de las desigualdades lineales matriciales (LMI). Esos planteamientos sirven como base
de partida para los diferentes desarrollos de predictores realizados en los capitulos principales.

Toémese el sistema discreto multivariable definido mediante su representacién interna

Ti41 = Az, + Buyg, (A.1a)
yr = Cxp + D uy. (A.1b)

La representacion entrada-salida del mismo viene dada por
y(z) = G(z)u(z) = (C (=1~ A)"' B+ D) ufz),

mientras que la respuesta ante un impulso ug es

- DUO, k=20
9 =1 CA*'Bug, k>0

A.3.1 Estabilidad nominal

Teorema A.3.1. Elsistema (A1) es cuadrdticamente estable si existe una matriz P = P" = 0 (simétri-
ca y definida positiva) tal que
A"PA—-P <0 (A.2)

|
Prueba A.3.1. Témese la funcién de Lyapunov
Vk = LIJ; P T,

que serd positiva siempre que se cumpla la condiciéon P > 0. El sistema serd cuadrdticamente estable si
AV, = Vi1 — Vi < 0. La respuesta libre del sistema viene dada por

Tpy1 = ATy,
con lo que el incremento de la funcién de Lyapunov puede escribirse como
AVy, =z, Pz — 2, Px), = 2, A" PAx), — x Px), = ,(A' PA — P)x.

La condicién (A.2) implica que el incremento AV es negativo para todo x. En consecuencia, la funcién
de Lyapunov decrecerd en cada instante y el sistema serd cuadraticamente estable. |

Antes de pasar a la obtencién de las normas es necesario introducir el siguiente resultado, que es una
herramienta bésica en el tratamiento de desigualdades lineales matriciales.

Lema A.3.1 (Complementos de Schur). Si una matriz particionada

A B

M:[C D

-0

es definida positiva, entonces
A-BD'C o0,

D > 0.
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La matriz A — BD™'C es el complemento de Schur de D y satisface

I BD—l} {A—BD*C 0}{ I 0}

M_[o I 0 D||D'C I

Si M es una matriz simétrica, entonces las condiciones A—BD™1C = 0 y D = 0 también implican que
M es definida positiva.
De la misma forma, si M es definida positiva, entonces

D-CA'B=0

A > 0.
La matriz D — CA™'B es el complemento de Schur de A y satisface

Mo | I 0]]A 0 I At
~|cATY I||0 D-CA'B||0 I |’

Si M es una matriz simétrica, entonces las condiciones D —CA™'B = 0 y D > 0 también implican que
M es definida positiva.
|

A.3.2 Norma H.

La norma Ho, del sistema (A.1) viene definida por ||G(2)|cc = méxy, ”ZZHE . El siguiente teorema muestra

como obtener el valor de esta norma mediante la utilizacion de LMI.

Teorema A.3.2. La norma Heo del sistema (A.1) viene dada por
1G(2)lc = min .
sujeto a

P>o, (A.3)
A'"PA-P+C'C A'PB+C'D
[ B'PA+D'C B PB+D'D- 721} <0 (A-3b)

]

Prueba A.3.2. Premultiplicando la LMI (A.3b)) por [m; u;] y postmultiplicando por su transpuesta se
tiene que
@ wl] A'PA-P+C'C A"PB+C'D x|
k 7kl B'"PA+D'C B 'PB+D'D-—~I| |u.|
= m;HPwkH - m;Pa:k + y;yk — vzu;uk <0
Asumiendo condiciones iniciales nulas g = 0 y sumando de k =0 a k= N — 1 se llega a
N-1

zy Py + Y (yryr — Y ugug) <0
k=0

Como P > 0 (A.3a), entonces xy Pxy >0,y

N—-1

> (wryk — Yugur) <0
k=0

Extendiendo el sumatorio hasta infinito se llega a ||yx||3 < v?||ux |3, con lo que

lyll2
[[ull2

<7
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A.3.3 Norma H,

, . 1/2
La norma Hs del sistema (A.1) viene definida por ||G(2)]2 = (ﬁ 0% tr [G(el?)*G(e7*)] dw) . La
norma Hs indica cual es la norma RMS de la salida ante un ruido blanco de media cero y una matriz de
covarianzas diagonal (E{uju,} = o).
El siguiente resultado es necesario para obtener la norma Hsy y para el desarrollo de predictores cuyo
diseno se basa en la atenuacién Hsy de las perturbaciones.

Teorema A.3.3 (Extraido de [61]). Sea w un vector estocdstico con media p y matriz de covarianzas
W, y P una matriz cuadrada simétrica. Entonces

& {wT Pw} = p' Pp+ tr (PW) (A.4)

O

Prueba A.3.3. Utilizando las propiedades del operador traza:
E{wT Pw} = 5{‘51‘ (waT)} =tr (PS{(w —p)(w —u)T +uuT})
— tr (P (W + WT)) — tr (,[Pu + PW)
=pu Pp+tr(PW).
|

El siguiente teorema muestra como obtener el valor de la norma Hs mediante la utilizacion de LMI
para sistemas de una entrada y una salida.

Teorema A.3.4. La norma Hs del sistema (A.1) cuando D = 0 viene dada por

1G(:)l2 = min 7,

sujeto a
P >0, (A.5a)
A'PA-P+C'C <0, (A.5b)
B'PB+D' D-W <0, (A.5¢)
tr(W) < . (A.5d)
0

Prueba A.3.4. Témese como funciéon de Lyapunov Vj, = w;Pwk. El valor esperado de la funcién de
Lyapunov en un instante k + 1 es

EWVii1} = E{xp 1 Py} = E{(Axy + Buk)T P (Axzy, + Buy)} = E{x, A" PAz,} + E{u, B PBuy;}
donde se ha tenido en cuenta que
E{x, A" PBuy} = E{x;, A" PB}E{u;} = 0

debido a la independencia entre u; y xr y que el valor esperado de uy es el vector nulo. Utilizando los
mismos argumentos, la esperanza de la norma euclidea del vector de salidas en un instante dado es

Elypyr} = E{(Czy + Duy) (Czy, + Duy)} = E{x,C" Ca} + E{u; D" Duy}.
Premultiplicando la LMI (A.5b) por CL’; y postmultiplicando por su transpuesta se tiene que
T T T T T
z, A PAx, —x, Pz, +2,C Cx;, <0
Tomando esperanzas matematicas y aplicando el resultado anterior se tiene que

EWip1} — EDVi} + E{x,.C" Cx} < E{u; B" PBuy;}. (A.6)
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Por otra parte, premultiplicando la LMI (A.5¢) por u; y postmultiplicando por su traspuesta se tiene
que
T T T T T
u, B PBuy +u, D Duj < u,Wuy,

con lo que la desigualdad (A.6) lleva a
EWVi1} — EWVi} + E{x,C" Cxy} + uy D Duy, < E{u, Wuy},
que, aplicando el teoremalA.3.3, se puede expresar como
EWii1} — EWV} + Elypur} < tr(WoI) = o tr(W).
Utilizando la condicién (A.5d), se tiene que
o2 tr(W) < v% a2,

y, por tanto
T
EWVii1} — EVLY + E{ypun} < 1202
Sumando esta expresion de k =0 a k = N — 1, y asumiendo condiciones iniciales nulas, se tiene que

N—-1

E(Vn+ ) E{uR} < Ny2o?
k=0

Como P > 0, entonces E{Vx} = 0y, tomando el limite cuando N tiende a infinito

Yl rars

<7
o
[ |
A.3.4 Norma Hy,
La norma Hs del sistema (A.1) viene definida por |G(z)||2 = méx,, Ih‘i ”” El siguiente teorema muestra
cémo obtener el valor de esta norma mediante la utilizacion de LMI.
Teorema A.3.5. La norma Hy generalizada del sistema (A.1) cuando D = 0 viene dada por
1G(2)]l2 = min,
sujeto a
P>0 (A.7a)
A"PA-P A'PB
{ B PA BTPB_WQI] <0, (A.7b)
P-C'C>o. (A.7c)
(]

Prueba A.3.5. Premultiplicando la LMI (A.7b) por [sc; u;] y postmultiplicando por su transpuesta se
tiene que

@ w] A'"PA-P A'PB x]
Tr "l B'PA B PB-4? B

T T 2 T
) Pz — x, Py, — v upug, < 0.

Asumiendo condiciones iniciales nulas, €y = 0, y sumando la expresién anterior de k =0a k=N — 1 se

llega a
N-—
T 2
ryPxy <7 (ujug).

k=0

,_\

La LMI (A.7c) implica que
.’I}.JrVP:I)N > :B;VCTC.’I}N = y;vyN,
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y se llega a
N—
T
ynyn <77 D (wpus).
k=0
.

,_.

Tomando el instante /N como el instante en el que y,yn tiene su méximo valor, y considerando que

N—-1 %)
Z (upuy) < Z upug), VN,
k=0 k=0
entonces
Yl
w2

A.3.5 Norma /,

La norma Hs del sistema (A.1) viene definida por ||gx|1 = méx,, ”ZZ H‘:

como obtener el valor de esta norma mediante la utilizacion de LMI.

. El siguiente teorema muestra

Teorema A.3.6. La norma {1 generalizada del sistema (A.1l) cuando D = 0 wviene dada por la mini-
mizacion
gkl = min ~

1\

sujeto a

P=0 (A.8a)
A€ 0,1] (A.8b)
>0 (A.8¢)

A"PA—P+)\P A'PB
B PA B PB - uI <0 (A.8d)

\P 0 c’

0 (y-w)I D'| >0 (A.8e)

C D ~I

Prueba A.3.6. Premultiplicando la LMI por [ac; u;] y postmultiplicando por su transpuesta se
tiene que

@] ] A'PA-P+)\P A'PB | [z] _

ke Tk B'PA B'PB — -
= w;HPwkH — & Px), + Ny Py, — puguy, < 0.

Definiendo V, = a:;P:ck vy wg = u;uk se tiene la inecuacion en diferencias

Vk+1 — (1 — )\)Vk < pWwg.

El maximo de V, se tiene cuando AV, = 0 (derivada discreta nula), es decir, cuando Vi1 = Vi (Tg41 =
@), con lo que se puede escribir que

MVi < pwy < pl|wy| oo,

es decir,
x] Px; < gHungo. (A.9)

Aplicando complementos de Schur en la LMI (A.8e) se tiene que

(20 2 5)e o)
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1
A ey + (7= pjuguk = Z4ye > 0,
de donde se tiene una cota para la norma de y; como
T T T
YpYr <7 (/\kawk + (- u)ww) :
Considerando (A.9) y teniendo en cuenta que u,uy, < ||uy||%, se tiene que

yryr < v (lluelZ + (v = p)lJul%) < 72wl

y por tanto

ol _
Jull

A.4 Estabilidad de sistemas variantes en el tiempo de forma paramétri-
ca

En esta seccién se reproducen los resultados relativos a los sistemas variantes en el tiempo de forma
paramétrica, que son la base de los disenos expuestos en los capitulos de desarrollo de predictores. Estos
resultados se pueden encontrar demostrados en [14] y [15].

Considérese el sistema discreto dinamico

Tyl = A(Ek) i (A.lO)

donde € R"™ es el vector de estado, £ € = C RP es un pardmetro variante en el tiempo desconocido
pero acotado. Témese la estructura de la matriz dindmica A de la forma:

N
Al&r) =D Gk Ai, (A.11)
=1

N
&k >0, Z&,k =1.
im1

El siguiente teorema da un resultado estdndar acerca del problema de andlisis de estabilidad

Teorema A.4.1. La solucion nula del sistema (A.10) es uniformemente asintéticamente estable si y sélo
si existe una funcion de Lyapunov

V(zy, &) = z;, P(&) 1

tal que
an([[zkl]) < V@, &) < az(l|lzel) (A.12)

y cuya diferencia a lo largo de la solucion de (A.10) es definida negativa y decreciente

L=V(®rt1,8k+1) — V(zk, &) < —ao((|zxl]]) (A.13)
para todo x € R™ y £ € 2 y donde ag(-), a1(+) y aa(+) son funciones koo L. O
Prueba A.4.1. Véase [14]. [ |

Este resultado es bastante general y no puede aplicarse en esta forma ya que no hay una forma
sistemdtica de construir la funcién de Lyapunov V(xy, &) como una funcién del pardmetro incierto y
variante con el tiempo &. Basado en la estructura de la incertidumbre, se busca una funcién de Lyapunov
paramétrica (FLP) de la forma

V(xk, &) = @, P(&) T,

1Una funcién « : [0, 00) — [0,00) es koo si es continua, estrictamente creciente, nula en el origen y no acotada (a(s) — oo
cuando s — 00)
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con
N
P&r) =Y &k P (A.14)
i=1
donde P; son matrices constantes simétricas y definidas positivas de la dimensién apropiada. Este tipo
de FLP satisface la ecuacién (A.12) con

N

as(l&xl)) = Y Mnax(P) |z

i=1

o (||zell) = eflax

con € un escalar suficientemente pequeno. La diferencia de la FLP a lo largo de la solucién de (A.10)
viene dada por

L=V(@rr, i) — V(@p, &) = T (A’mA - P) ) (A.15)
con A dada por (A.11) y
N
P=> tirP
=1
N N
Py = Zfi,k-i—l P; = Z§j,k P;. (A.16)
i=1 j=1

Para evitar confusién a la hora de usar la terminologia usual de estabilidad cuadratica, se define la
estabilidad policuadratica.

Definicién A.4.1. El sistema (A.10) es policuadraticamente estable si existe una funcién cuadrética de
Lyapunov dependiente de pardmetro (A.14) cuya diferencia es negativa definida decreciente. ([l

La estabilidad policuadratica utiliza funciones de Lyapunov paramétricas que son cuadraticas en el
estado y dependen de forma politépica de un pardmetro incierto para comprobar si el sistema (A.10)
tiene estabilidad asintética uniforme. El siguiente teorema establece una condicién necesaria y suficiente
para averiguar si el sistema (A.10) es policuadraticamente estable.

Teorema A.4.2. El sistema (A.10) es policuadrdticamente estable si y solo si existen unas matrices
sitmélricas definidas positivas S;, S; y matrices G; de las dimensiones apropiadas tales que

[G”Gi - Si GiAi] -0 (A.17)

A,G; S;

para todoi=1,....,N yj=1,...,N. En este caso, la FLP variante en el tiempo viene dada por (A.11)
con

N
Pl&) = &ixSih
i=1

Prueba A.4.2. Véase [14]. |

A.5 Observabilidad y detectabilidad

En esta seccién se presentan los resultados bédsicos que permiten desarrollar el capitulo 4] de disefio de
predictores para sistemas multivariables.
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A.5.1 Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Considérese el sistema multivariable definido por las ecuaciones
z[t + 1] = Ax[t] + B ult], (A.18)
y[t] = C x[t] + D u[t], (A.19)

donde € R" es el estado, u € R™ es el vector de entradas de control e y € R™ es el vector de salidas.
Para poder estimar el estado del sistema a partir de las mediciones de la salida, se plantea un observador
de la forma

zt + 1] = Az[t] + Bult] + L (y[t] — 9[t]), (A.20)
ylt] = C z[t] + D u[t], (A.21)

donde L es la matriz de ganancias del observador. Definiendo el error de estimacion del estado como
z[t] = x[t] — [t] la dindmica del error de estimacién viene definida por la ecuacién

Zt+1] = (A—LC)F[l. (A.22)

El observador serd estable si es posible tomar una matriz L tal que los valores propios de (A — L C') sean
de médulo menor que la unidad. En ese caso se dird que el par (A, C) es detectable.

Lema A.5.1. Se dice que A es un valor propio no observable del par (A, C) siy sdlo si

rango [A E:,A I} <n (A.23)

O

Si A es un valor propio no observable del par (A, C), entonces A es un valor propio de la matriz
(A—L C) para cualquier matriz L. Una condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea detectable
es que todos los valores propios no observables sean estables.

Lema A.5.2. El par (A, C) es detectable si y sdlo si

=n, YA\ >1 (A.24)

)

[A -\ ]
rango C

para todos los valores propios A de A de mddulo igual o mayor que uno. O

Si el sistema es no observable pero si detectable, al observador del estado se le llama observador
asintético ya que la dindmica vendra determinada por el modo no observable.

Ejemplo A.5.1. FEl sistema discreto dado por

0 0 -06 1
z[t+1)= {0 0.7 08 | x[t]+ |2| ult]
0 0 0.5 3

yit] =[1 0 2] aft

es no observable porque la salida permanecerd en cero si solo se inicializara en un valor no nulo el sequndo
estado (x1[0] = 0, x2[0] # 0, 23[0] = 0). El sistema, sin embargo, si que es detectable porque el estado no
observable (xs) es estable (polo en 0.7) |

Una condicién necesaria para que el filtro de Kalman pueda dar como resultado un observador éptimo
es que el par (A, C) sea detectable. Esta misma condicién se aplica también al caso de los predictores
disenados en el capitulo 4] En los predictores cuya matriz C varfa con el tiempo (debido a los diferentes
sensores disponibles con cada medicién), es posible aprovechar las mediciones escasas que se tienen aunque
el sistema sea no detectable frente a dicho conjunto de salidas. La idea consiste en extraer un subsistema
que so6lo contenga aquellos estados detectables, es decir, que se tiene que buscar un conjunto £ de n’ < n
estados tales que

/ —
rango {A C,A I} =n', VA >1 (A.25)
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para todos los valores propios A de A’ de mddulo igual o mayor que uno, donde A’ es la matriz formada
por las filas y columnas de A que se indican en el conjunto £, y C es la matriz formada por las columnas
de C' que se indican en el conjunto &.

Para visualizar los estados no detectables se puede utilizar una realizacién que descompone el sistema
en sus partes observable y no observable como la siguiente

wﬁ+ﬂ=[ﬁ; ;;}ﬂﬂ+3mm, (A.26)
ylt] = [C, O] x[t] + D'ult]. (A.27)

donde A, y C, forman el subsistema observable, y A,, es el subsistema no observable. Los estados
no observables y no detectables son aquellos cuyo elemento correspondiente en la submatriz A,,, es de
modulo mayor que uno.

Si el sistema es diagonalizable, de forma que se puede obtener una representacién en espacio de estados
de la forma

A 0
A2
z[t] = _ x[t] + Bult] (A.28)
| 0 An
_ C11 Ci2 - Cin
yltf=| - Lo zlt] (A.29)
[Cnyl Cny2 " Cnyn

se tiene que cada estado tiene asignado un tinico valor propio. Los estados observables seran aquellos que
tengan elementos no nulos en la columna de C correspondiente. Los estados no observables detectables
seran aquellos que tienen nula la columna correspondiente de C', pero tienen un valor propio asociado
estable (|A\;| < 1).

A.5.2 Sistemas conmutados

En esta seccion se reproducen los resultados béasicos relativos al andlisis de estabilidad y de observabilidad
de sistemas conmutados lineales? que se pueden encontrar en trabajos como [8, 38].
Sea un sistema lineal conmutado de la forma

Lpt1 = A(sk):ck + B(sk)uk, k > 1 (A?)O)
Yk+1 = C(sk)xk (A?)l)
donde sy, indica el modo de funcionamiento en cada instante y toma valores en el conjunto {1,..., N},

de manera que las matrices paramétricas A(sy), B(sg) y C(sg) conmutan entre N diferentes valores
conocidos. Un sistema conmutado es un tipo de sistema variante en el tiempo en el que las matrices de
definicién del sistema se conocen de antemano, varian todas ellas en funcién de un dnico parametro que
tiene un valor diferente en cada periodo.

Lema A.5.3. El sistema conmutado anterior es globalmente asintoticamente estable si y solo si existe
un ndmero entero finito N tal que

|A(s1)A(s2) - A(sw)llp < 1,
para cualquier secuencia {sy}, k=1,...,N. O

Dada una secuencia de salidas {yy}, una secuencia de entradas {u;} y una secuencia de modos de
funcionamiento {s;} para k =1,..., N, es posible reconstruir el estado @; si y sélo si la siguiente matriz
de observabilidad es de rango n

C(SN)A(SN._1) tee A(Sl)

2 Switched linear systems en la literatura inglesa
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Definicién A.5.1 (Observabilidad a lo largo de una trayectoria). Se dice que el conjunto de pares
{(A(1),C(1)),...,(A(N),C(N)} son observables a lo largo de una trayectoria si y sélo si existe un
entero N tal que todas las subtrayectorias de longitud N son observables. A ese entero mas pequeno se
le llama indice de observabilidad de la trayectoria. O

Si un conjunto de pares no es observable (es decir, para todo N siempre existe una trayectoria de
longitud N no observable), se dice que no es observable a lo largo de una trayectoria.

Sistemas conmutados markovianos. Si las posibles secuencias de funcionamiento {s;} vienen determi-
nadas por una cadena de Markov de probabilidades de transicién

aij = P{sk = jlsk—1 =i},

el sistema conmutado anterior sera globalmente estable en valor medio si y sélo si existen unas matrices
P(i)»=0(t=1,...,N) tales que

N
A@) Zaijp(j) A(i)— P(i) <0,i=1,...,N.

En [16, 8] se establecen los procedimientos para detectar si un sistema de este tipo es observable o
no, mientras que en [5] se establecen las bases para el disefio de observadores para sistemas conmutados
mediante técnicas LMI. En [50] se establece la generalizacién del test de observabilidad PBH (Popov-
Belevitch-Hautus) para sistemas variantes en el tiempo (dentro de los cuales se puede incluir a los sistemas
conmutados) mediante la utilizacién de matrices de dimensién infinita, mientras que en [27] se utilizan
las matrices de dimensién infinita para generalizar el test PBH al estudio de la estabilizacion de estos
sistemas.

A.6 Diseio de predictores para sistemas no lineales

En esta seccién se presentan los resultados bésicos que se han obtenido para poder desarrollar el capitulo[5
de diseno de predictores para sistemas no lineales partiendo del siguiente lema.

Lema A.6.1. Para cualquier par de vectores x,y € R"™ y cualquier matriz P € R™*"™ definida
positiva se tiene que
22’y <ax' Px+y P ly.

]

Tomando este lema como base de partida, se han obtenido las herramientas matematicas que se
detallan en los teoremas siguientes y que permiten realizar de forma sencilla el andlisis de la estabilidad
y de la atenuacién de perturbaciones de sistemas no lineales. Estas herramientas son imprescindibles en
el diseno de predictores para sistemas no lineales.

A.6.1 Estabilidad nominal

El siguiente teorema muestra una herramienta imprescindible en el andlisis de estabilidad de sistemas no
lineales.

Teorema A.6.1. Sean x un vector y A, B, P matrices de dimensiones apropiadas, tal que P es una
matriz simétrica definida positiva. Sea y un vector que satisface

lyll < |1 Fa, (A.32)
siendo F' una matriz de dimensiones apropiadas. Entonces, para cualquier € > 0
(Ax + By)T P(Az+ By) <z Wz (A.33)

con
—1
W=A (P +PB (sI - B*PB) BTP> A+eF'F (A.34)
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Prueba A.6.1. Desarrollando la expresion de la izquierda en (A.33) se tiene que
(Ax + By)T P (Az + By) = ' A'PAz + 2z A'"PBy +y' B' PBuy.

Sumando y restando ey’ y en la parte derecha de la igualdad se tiene que

(Ax + By)T P (Az + By) = ' A"PAx + 22" A"PBy —y' (sI — BTPB> y+ey'y.
Aplicando el lema se tiene que

-1

(Ax + By)T P(Axz+By) <z A'PAxz+xz A'PB (EI - BTPB) B 'PAx +¢ey'y.

Teniendo en cuenta (A.32) se llega a
: -1
(Az + By)' P(Az + By) <z’ (A’PA +A'PB (eI - B*PB) B'PA+ eFTF) .

El resultado anterior se puede utilizar para analizar la estabilidad de un sistema no lineal definido por
la ecuacion

en el que la funcién f(xy) cumple las siguientes condiciones

f(0) =0, (A.36a)
1 (@il < | F @] (A.36D)

Teorema A.6.2. El sistemalA.35 con las condiciones (A.36) es estable si existe un escalar € > 0 y una
matriz P = P" = 0 tal que

A'PA—-P+¢F'F AP
PA P_eI < 0. (A.37)

O
Prueba A.6.2. Témese la funciéon de Lyapunov
Ve = m;Pwk..

Entonces, el sistema (A.35) serd estable si Vi1 — Vi < 0. El incremento de la funcién de Lyapunov se
puede escribir como

AVi = (Azy + f(xy)) P (Azy + f(xy)) — 2 Py
Aplicando el teorema[A.6.1]al primer sumando (con y = f(xx) y B = I) se tiene que
AVy =z} (ATPA +A'P(eI-P) ' PA+eF'F - P) .
La funcién de Lyapunov decrece si
A'PA+A'P(el -P) 'PA+eF F—P<0.
Aplicando complementos de Schur, esta tltima condicién se puede escribir como

A'PA—-P+eF'F A'PB
B'PA P—cI
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A.6.2 Atenuacion de perturbaciones

El siguiente teorema muestra una herramienta imprescindible en el analisis de atenuacion de perturba-
ciones de sistemas no lineales.

Teorema A.6.3. Sean x y u vectores y B, P matrices de dimensiones apropiadas, tal que P es una
matriz simétrica definida positiva. Entonces, para cualquier T' > 0

(x+ Bu)T P(x+ Bu)—u'T*u<z' Wz (A.38)

con 1
W =P+ PB (r2 - BTPB> B'P (A.39)
O

Prueba A.6.3. Desarrollando la expresién de la izquierda en (A.38) se tiene que

(x + Bu)T P(z+ Bu)—u'T?u=x Px+2x PBu—u' (I‘2 - BTPB) u.
Aplicando el lema A.6.1]se tiene que

(z+Bu) P(z+Bu)—uTu<z <P +PB (1“2 - BTPB)71 BTP> x.

Los dos teoremas anteriores se pueden utilizar para analizar el efecto de las perturbaciones en un
sistema no lineal definido por las ecuaciones

Tpi1 = Az + fzg) +w (A.40a)
yr = g(xk) (A.40D)

donde f(xx) y g(xx) cumplen las siguientes condiciones

F0) =0,  [[f(zp)l <|[Fz, (A.41a)
9(0)=0,  g(x)ll < |Gz (A.41b)

A modo de ejemplo, se muestra cémo calcular la norma H,, con ayuda de los teoremas|A.6.1 y|A.6.3.

Teorema A.6.4. La norma Heo del sistema (A.40) (v*) viene dada por

= mlgn%
sujeto a
ATPA—-P+eF'F+G'G A'P AP
rA P—cI P <0 (A.42)
PA P P—421
O

Prueba A.6.4. La estabilidad del sistema estd probada puesto que la matriz XX implica XX (ya que
G'G » 0). Ahora, para obtener la norma H., asimanse condiciones iniciales nulas y témese el siguiente
indice

M8

J= (y;yk - 72wTw)

k=0

Bajo condiciones iniciales nulas se tiene que

o0 oo
J < Z (y]:yk — 72w7w> + Vilk—oo — Vi|k=0 = Z (y;:yk - 'yQ'wTw + AVk)
k=0 k=0

Desarrollando las funciones de Lyapunov se tiene que

J < Z (y;yk —?w'w (Azy + flor) +wy) P (Axy, + f(xy) +wy) — wchPwk) ,
k=0
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donde se puede aplicar el teoremalA.6.3 para obtener

J< Y (viws (A + F(22)| Py (Azy + F(an) — 2 Pay ).
k=0

con
P,=(P+P(*1-P)"'P).

Aplicando el teorema al resultado anterior se tiene que

o0
J < Z (y;yk + m;Pka>
k=0

con
Pp=A" (P, +P,(eI - P) 'P))A+eF F - P.

Teniendo en cuenta que y;yk < :B;GT Gz, se llega a
oo
k=0
La condicién ||y |l2 < ¥2||wk]|2 se cumplird si J < 0, condicién que serd cierta siempre que
Pr+G'G <0.

Sustituyendo Pr por su valor y aplicando complementos de Schur se tiene que

A'PA+eF'F-P+G'G AP,

PA p,—er| =0

Sustituyendo P, por su valor y aplicando complementos de Schur se tiene finalmente (A.42). [ |



Apéndice B

Resultados auxiliares en el diseno de
predictores

B.1 Diseno estocastico de predictores monovariables

B.1.1 Demostracién del teorema 3.5.2 (diseiio H.,)
Aplicando la desigualdad (3.79) en (3.80), y aplicando complementos de Schur la PLMI (3.80) implica

ns

> i AG) P(j)AG)
j=1

—P(i)+c'c
>_aiBU) P()AG) Y eyB(j) P(j)B(j) - T

> i AG) P(5)B())
J=1 =<0,

Multiplicando esta expresién por [E,;l W,TC w;] por la izquierda y por su traspuesta por la derecha se
tiene que

ns T
. A% . , AV
> as (AnE- +86)[F]) P (A0E B0 [}
j=1
T T 72 T T
—E, 1 P(i)Er_1 +e,_1e5-1 — iwkvk — 2 wpwy, < 0. (B.1)
Definiendo la funcién de Lyapunov como

V(Ek, Sk) = E;P(Sk)Ek,

y teniendo en cuenta la siguiente esperanza matematica

ns
. . . AV
g {V(Ek,Sk)‘Sk,1 = Z} = Za” (*)T P(]) (A(])Ekl + B(]) |:w::|>,
j=1
la ecuacién (B.1) puede expresarse como
EWV(Ey, si)k—1} — Ej_P(si_1)Ex 1
2
+ep_qen1— ;—;W;Wk — 2 whwy, < 0. (B.2)

Tomando esperanzas matematicas condicionadas al instante k — 2 se tiene que
5{5 {V(Ek, Sk)|k — 1} ‘k‘ — 2} - & {V(Ek_1, Sk_l)‘k — 2}
2
+& {6;161@1 - ;—;V;Vk — 72 wpwgk — 2} < 0. (B.3)

223
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Teniendo en cuenta que la dindmica del error de prediccion sélo depende del instante anterior,
ELEV (B, sk)k — 1} |k — 2} = E{V(E, si) |k — 1},
y teniendo en cuenta que v y wy son senales deterministas, se tiene que
E{V(Ek, sp)lk — 1} = E{V(E_1, sp-1)|k — 2}
+& {e;_lek_ﬂk - 2} - %V;Vk — 72 wpwy, < 0. (B.4)

Asumiendo un error de prediccién inicial nulo, sumando la expresién anterior de k = 1 a k = K, se tiene
que

K 2
EV(Er,sk)|K =11+ (5 {62_1€k—1|/f - 2} - %V;V:ﬁ‘/k - Viw;g) : (B.5)
k=1

Como E{V(Ek, sk)|sk—1 =i} > 0 se tiene que

K K 9
T Yo wrT o T
& _1lk—=2 —V,.V
{k§_1ek_1ek 1] }< E: (371 k k""wakwk)

k=1

que implica (3.81) cuando se hace tender K a infinito.

B.1.2 Demostracién del teorema 3.5.3 (disefio )

Siguiendo el mismo razonamiento que en el teorema anterior, la LMI (3.82a) implica la convergencia a
cero en valor medio del predictor.

Témese ahora la funcién de Lyapunov Vy, = E, P(s;)Ej. El valor esperado de la funcién de Lyapunov
condicionado a un instante anterior es

EWlk —1} = E{E, PE,} =€ { (.A(sk)Ekl + B(sk) DU/:D P (A(sk)Ekl + B(sy) [X:D |k — 1}

. . Vi) . G
.y {Ek_l.A(sk) P(s) A(si)Ex_1]k — 1} s { [wd B(si) P(si)B(sy) {w:] Ik — 1}
(B.6)
donde se ha tenido en cuenta que el producto cruzado
T T A% T T \%
& {Ek_lA(sk) P(s;)B(sk) {w:] } =& {Ek_lA(sk) P(sk)B(sk)} & { {wﬂ |k — 1} =0
es nulo debido a la independencia de Fy_1 con Vi y wg, y que el valor esperado de las perturbaciones es

cero. Para un s;_; = i dado, las esperanzas matemdticas de (B.6) se pueden calcular con ayuda de las
probabilidades de transmision, quedando

EWlk =1} =E;_, [ Y i AG) P(7)AG) | Exa

el [V gaijBWP(j)B(j) M (B.7)

Utilizando la condicién (3.79) en la LMI (3.82a) y aplicando los complementos de Schur se tiene que
ns
> i AG) P()A() - P(i) +c'e.
j=1
Premultiplicando y postmultiplicando esta expresién por E,;l y Ej_1 se tiene que

ns
By oy | Y0 AG) P()AG) | Beoy — By P(i)Ex—1 + e _yex—1 <0,
j=1
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Si se calcula la esperanza matemaética de esta desigualdad con respecto a un instante anterior kK — 2 y se
aplica el resultado (B.7) se tiene que

Vi
Wk

EWh-1)-EWilk-2) 4l anlb-2) <€ 4 [V (a0 PBG) | 1] 1 @)

Utilizando la condicién (3.79) en la LMI (3.82b) y aplicando los complementos de Schur se tiene que
> ayB(j) P(j)B(j) — T2 < 0.

Introduciendo este resultado en (B.8) y aplicando el teoremalA.3.3 se llega a

i Vi ’ 2 | Vi| | _ o 2 2 2
E{WVilk =1} = E{Vk—1|k — 2} + E{ej_qer1]k —2} < & { [MJ r {wk] } = 3—n3n o5+ 7500 (B.9)

Sumando esta expresién de k = 1 a K y asumiendo condiciones iniciales nulas se obtiene

K
EVrIK — 1} + ) Efeprenilk =2} < K (viop +7i00).
k=1
Como P(sk) = 0, entonces E{Vk|K — 1} > 0. Tomando el limite cuando K tiende a infinito se llega
finalmente a

K
o1 T
Kh—Igo K kzﬂg{ek—lek—l‘k =2} = E{llerl s} < vios +Va0n-

B.1.3 Demostracion del teorema 3.5.4 (diseio H,)

La estabilidad asintdtica del predictor queda asegurada ya que si la PLMI (3.84a) se cumple también lo
hara la PLMI (3.74). Utilizando la condicién (3.79) en la LMI (3.84a) y aplicando los complementos de
Schur, se tiene que

’Y?, TwrT 2 T T
3 Vi Vi + 75 wpwy-
Tomando esperanzas matematicas condicionadas a si_o en la expresion anterior se tiene que

E{E;P(Sk)Ek|k — 1} — E}Z_1P(5k—1)Ek—1 <

2
E{ELP(sp)Exlk — 1} — E{Ep_  P(sp_1)Ep_1lk — 2} < ;71 VIV] +~2 wiwy.

Considerando condiciones nulas y tomando sumatorio de 1 a K en ambos lados de la desigualdad se llega
a

K 2
E{ExP(sk)Ex|K —1} < (;n VoV 492 w;wk>. (B.10)
k=1

Aplicando ahora la condicién (3.79) y los complementos de Schur en (3.84b), para posteriormente multi-
plicar por la izquierda por E; y por la derecha por Ej se tiene que

ExP(sg)Ex > Epc cEx = epex. (B.11)
Tomando esperanzas matematicas con respecto a sx_1 se tiene que

E{EP(sg)Ex|K —1} > Egc' cEx = E{eger|K —1}. (B.12)

Con esto, la desigualdad (B.10) lleva a
K

2
g
E{epex|K —1} < Z (3;; ViVi+92 w,;wk> .
k=1
Tomando K como el instante en el que el error se hace maximo, y teniendo en cuenta que
K -2 K -2
v T 2,7 . v T 2,7
; (Sn V. Vi + ., wkwk> < I{lljnw ; <3n V. Vi + ., wkwk>

para cualquier K, se llega a la cota expresada en (3.65).
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B.1.4 Demostracién del teorema 3.5.5 (diseiio /;)

La estabilidad asintética del predictor queda asegurada ya que si las PLMIs (3.86a) y (3.86b) se cumplen
también lo hard la PLMI (3.74), con 1 = 1 — A. Utilizando la condicién (3.79) en la LMI (3.86b) y
aplicando los complementos de Schur, se tiene que

2
3
g{E;P(Sk)EkUG - 1} - Ek—lp(sk—l)Ek—l + AEk—lp(Sk—l)Ek—l - i W;Wk - 5121) w;wk < 0. (BIS)

Definiendo las nuevas variables
Vk = g{EkP(Sk)Ek“{? — 1}

2
g T 2 T
W = ﬁ Vka + &, WL Wi,
se puede ver que la expresion (B.13) equivale a una inecuacién en diferencias de la forma
Vi — (1 — )\)ka1 < Wg. (B14)
Tomando la entrada de mayor amplitud posible definida como

loklloe =€ 1vrllo + €3 [lwrlloo

se puede obtener el méximo valor esperado de Vj, como el instante en el que V;, = Vi1 con lo que se
llega a
AV <wp < ||w;€||oo

Deshaciendo los cambios de variable se tiene que
1
E{E; P(sp)Exlk — 1} < 3 (2 |vklloe + €2 lwrllso) - (B.15)

Por otra parte, multiplicando la expresion (3.68c) por [E; V; w;] por la izquierda y por su traspuesta

por la derecha se tiene que

2 2
Yo — &y
3n

e;ek < /\E;P(sk)Ek + V;Vk. + ('yfu - ei})w;wk, (B.16)

que, si se toman esperanzas matematicas con respecto al muestreo en k — 1, implica

2 2
Yo — €y

Elererlk — 1} < N{E, P(s)Exlk — 1} + TV;W + (72 — 2wy wg, (B.17)
Teniendo en cuenta (B.15) se llega a
Yo — &2

Efererlk — 1} < el llorlloe + el lwrlloc + ViV + (73 — € wpwr,

3n

con lo que, teniendo en cuenta que
i 2
V3, Vi < 3nflog|[5

w;wk < ||wngo

se llega a
T
Eeenlk — 1} <7 [lowll3 + 7 1wl -

B.2 Diseno determinista de predictores multivariables

B.2.1 Demostracion del teorema 4.5.2 (diseiio H..)

Como la LMI (4.64) implica obviamente que

Q(s1) +Q(sk)" — P(sk) (Q(sk) — X (si)A(sk) Calse)) AN
((Q(s) — X (sk)A(sk) Calsy)) ANER) P(s),_1)
0 0
o cfe) o
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y teniendo en cuenta que

0 0
T =0,
o clc)
entonces se cumple la PLMI (4.51) (con p = 1) y el predictor converge asintéticamente a cero (teore-

ma |4.5.1).
Aplicando la condicién (4.54) en la PLMI (4.64) e introduciendo la ganancia L(s;) = Q(sx)* X (sk),

se obtiene la expresién
! P(s;—1) — C,C, 0 = 0. (B.18)

donde se ha tenido en cuenta que

Ma(si) = Q(sk) Alsk),
MB(Sk) Q(Sk) B(Sk).

Aplicando los complementos de Schur sobre la matriz en es facil comprobar que se cumple la LMI

A(sp) P(s)A(sy) — P(sp_1) + C; C, A(ik)TP(sk)B(sk) <0
Sk

B(sk)" P(sk)Alst) B(si) P(si)B(sk) —T?

Multiplicando esta desigualdad por [i;_l V; w;] por la izquierda y por su traspuesta por la derecha se
tiene que
E P (sp)Tp — &), 1 Psp_1)Tp_1 + ey 1ep_1 — VIV, — w, T2 wy, < 0, (B.19)

donde se ha tenido en cuenta la dindmica del error de prediccion (4.41). Asumiendo un error de prediccién
inicial nulo (o = 0) y sumando de k =1 a k = K se tiene que

K
ZP(s)Ex + > (e;,lek,1 ViV, — I‘fvw;wk> <0. (B.20)
k=1

Como P(sy) > 0, entonces Z;; P(sx)Zx = 0, llegandose a
K
3 (e;_lek_l ViV, — r?vw;wk) <0. (B.21)
k=1
Cuando K tiende a infinito se obtiene la norma ¢, de las senales cumpliéndose que
llexll3 < ITvwxll3 + [Twwrl3
donde se ha tenido en cuenta que la norma ||Vi||2 es 8 veces mayor que ||w, k|2 porque el vector Vj

contiene 3 valores de la historia de la senal v[t] segin (4.42).

B.2.2 Demostracién del teorema 4.5.3 (disefio H)

La estabilidad del predictor queda probada aplicando los mismos argumentos que en el teorema anterior
con la LMI (4.71a).

Témese ahora la funcién de Lyapunov Vi, = %;P(sk)%k. El valor esperado de la funcién de Lyapunov
en un instante k es

T

EVi} = E{@LP(sp)ay} =€ (A(sk)ikl + B(sk) [X’;D P(s)(x)

*

=8{5;_1A<sk>*P<sk>A<sk>aék_1}+e{[ k}Tzs(sk)*P(sk)B(sk)[ ]} (B.22)
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donde se ha tenido en cuenta que el producto cruzado

k Wi

@i ) Pusen || | = {aam) Peose e { |1 b =0

es nulo debido a la independencia de xj_1 con Vi y wy, y que el valor esperado de las perturbaciones es
cero.

Utilizando la condicién (4.54) en la LMI (4.71a) y aplicando los complementos de Schur se tiene que
A(s)" P(sk)A(sk) — P(sp-1) + C, C,.
Premultiplicando y postmultiplicando esta expresién por 5;_1 y X1 se tiene que
Zr_1A(sk) P(sp)A(sp)@p_1 — Ty, P(sp)Te_1 + e, jex_1 < 0.

Si se calcula la esperanza matematica de esta desigualdad y se aplica el resultado (B.22) se tiene que

E{Vk} — g{kal} + 6;,16k71 <& { |:XZ:| B(Sk)TP(Sk)B(Sk) [Vk:| } . (B.23)

Wi

Utilizando la condicién (4.54) en la LMI (4.71b) y aplicando los complementos de Schur se tiene que
B(Sk)TP(Sk)B(Sk) -T%<0.

Introduciendo este resultado en (B.23) y aplicando el teorema|A.3.3 se llega a

T

. A% A% N <
EWVipt —E{MVk—1} +e,_qer-1 <& { [wk:| r? [wﬂ } = ; ?50—37 + ;712010—1201 (B.24)

k

Sumando esta expresion de k =1 a K y asumiendo condiciones iniciales nulas se obtiene

Ty n

N m
Eon, 3+ e rex 1 <N ot + > va.00.).
k=1 =1 =1

Como P(sy) = 0, entonces E{v,, } > 0. Tomando el limite cuando N tiende a infinito se llega finalmente
a
1

N Ny N
’ T _ 2 2 2 2 2
lim — § :ek—lek—l - ||ek>||RM5' < § Yv; Ov; + E Yw; Ow; -
N—oo N k=1 =1 =1

= 1= 1=

B.2.3 Demostracién del teorema 4.5.4 (diseiio H,,)

La estabilidad asintética del predictor queda asegurada ya que si la PLMI (4.73a) se cumple también lo
hard la PLMI (4.51). Utilizando la condicién (4.54) en la LMI (4.73a) y aplicando los complementos de
Schur, se tiene que

T
T ~ T ~ A Vv
T, P(sp)xr — @)1 P(sp—1)Tp—1 < {wﬂ 2 {wl;:] ’
donde p
Vk:| 2 |:Vk:| 1 G 2 12 - 2
r == Yo Viltk — 17 + Yow; W -
o] 7] Rt Dt

Considerando condiciones nulas y tomando sumatorio en ambos lados de la desigualdad de 1 a K se tiene

que
T P(sg)Tx < ki ([Xﬂ ! 2 [XzD . (B.25)

Si se multiplica la PLMI (4.73b) por la izquierda por 5; y se multiplica por la derecha por Zj se tiene
que
Ty P(sk)Tx > T C,CyTx = eye. (B.26)



B.2. Disefio determinista de predictores multivariables 229

Con esto, la desigualdad (B.25) lleva a

sen <33 (] [}

Tomando K como el instante en el que el error se hace maximo, y teniendo en cuenta que

K T K T
(M) RS (M)
— k k K—oo i~ k k
para cualquier K, se llega a la cota expresada en (4.74).

B.2.4 Demostracion del teorema 4.5.5 (disefio /;)

La estabilidad asintética del predictor queda asegurada ya que si (4.75a)) y (4.75b) se cumplen, también
lo hara la PLMI (4.51), con p=1— \.
Utilizando la condicién (4.54) en la LMI (4.75b) y aplicando los complementos de Schur, se tiene que

_ L _ _ _ Vi] 2 [V
T, P(s1) Bk — T 1 P(sk-1)Tr1 + \B_1 P(sp—1)Tp 1 — [wﬂ ? [wl;j <0. (B.27)

Definiendo las nuevas variables
Vk = ikp(3k>£k

-l
WE = )
wip wip
se puede ver que la expresion (B.27) equivale a una inecuacién en diferencias de la forma
Vi — (1 — )\>ka1 < Wg, (B28)

correspondiente a un sistema de primer orden de entrada wy y salida Vj,. Tomando la entrada de mayor
amplitud posible definida como

Ny

|wk||00 Zevl Vi k||2 +Z€w1

se puede obtener el maximo valor Vi como el instante en el que Vi, = Vi1 con lo que se llega a

wZ k”oo

)\Vk <wp < ||wk||oo

Deshaciendo los cambios de variable se tiene que

MNm,
&, P(sp)&) < ~ (Z e2 vl + > el wiklZ ) (B.29)

i=1 i=1

Multiplicando la expresion (4.75c) por [%; V; w;] por la izquierda y por su traspuesta por la derecha

se tiene que
.

eler < \FP(s1)@x + [X’j (T2 — 12 P”“} . (B.30)

Teniendo en cuenta (B.29) se llega a

MNm, T
A%
e e < Ze 2+ stl wi % + [ } (T2 —Y?) {wﬂ

con lo que, teniendo en cuenta que

V T W Ny Nm
[ *”} 2 -2 [ ’f] <302 ) ikl + 32, — ) il
=1

Wy, Wy

i=1

se llega a

Mm,

ekek < Z’Yv, |U1 k||2 + 271v1 ‘wl k||2

=1 =1
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B.3 Diseno estocastico de predictores multivariables

B.3.1 Demostracién del teorema 4.6.2 (disefio H..)

Aplicando la desigualdad (4.82) en (4.83), y aplicando complementos de Schur se llega a

;aijAm P(5)A()) 3% Al PUIBG)
—-P(i)+ C,C, 7=1 <0,
Z ai;B(j) P(j).A(j) Z ai;B(j) P(j)B(j) — T?(sy)

Multiplicando esta expresién por [Z, ; V, w,] por la izquierda y por su traspuesta por la derecha se
tiene que

Z_ja (4 +806) []) Po) (A +50) [

wy,
Vi 2 [V
AT o~ T o k 2 k
T, P()xr_1+e,_jer_1 [wk] r [UJJ < 0. (B.31)
Definiendo la funcién de Lyapunov paramétrica como
V(Zy, s1) = T, P(sk) T
y teniendo en cuenta la siguiente esperanza matematica

E V@ solser =i} =3 o () P() (A(jml + B()) M )

Jj=1

la ecuacion (B.31) puede expresarse como

EWV(@r,sp)k—1} — 2y Psp_1)Tp_1

i
+ep jep 1 — [X’j r? [V’“} <0. (B.32)

Tomando esperanzas matemaéticas condicionadas al conocimiento del muestreo s;_o se tiene que

E{EWV (@, sk)|k — 1} |k — 2} — E{V(@p—1, sp_1)|k — 2}
+& {e;_lek_l - [Xﬂ r? Pf’“} |k — 2} < 0. (B.33)

Wi
Teniendo en cuenta que la dindmica del error de prediccion sélo depende del instante anterior,
ELEV (@, si)|k — 1} |k — 2} = E{V(Zk, sk)|k — 1},
y teniendo en cuenta que w, ; y wy son senales deterministas, se tiene que

5 {V(.’Al}'k, Sk)‘k — 1} — 5 {V(.’AB']C_l, Sk_l)‘k — 2}

: Vil o [V
+& {ek_lek_ﬂk — 2} ~ [wﬂ r? {wﬂ <0. (B.34)

Asumiendo un error de prediccion inicial nulo, sumando la expresién anterior de k = 1 a k = K, se tiene
que
w w
— k k
Como E{V(zk,sK)|sk—1 =i} > 0 se tiene que

D S ()

k=1

E V(@ sx)|[K — 1} + EK: (5 ler seralk—2} - [Vk] ‘pe [V’“D . (B.35)

que implica (4.84) cuando K se hace tender a infinito.
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B.3.2 Demostracion del teorema 4.6.3 (diseiio H,)

Prueba B.3.1. Siguiendo el mismo razonamiento que en el teorema anterior, la LMI (4.85a) implica la
convergencia a cero en valor medio del predictor.

Témese ahora la funcién de Lyapunov Vy = i;P(sk)ik. El valor esperado de la funcién de Lyapunov
condicionado a un instante anterior es

T

EWilk — 1} =E{Z P(s;)Tplk — 1} = & <A(sk)5k_1 + B(sy) {X:D PH)|k—1

*

— {5;,1A(sk)*P(sk)A(sk)ajk,l|k — 1}
+& { {Xﬂ ' B(sy) P(s1)B(sy) [X’j Ik — 1} (B.36)

donde se ha tenido en cuenta que el producto cruzado

@i o) PlouBen || | = (@A) Peosele-fe {1 <o

k

es nulo debido a la independencia de @)1 con Vi y wy, y que el valor esperado de las perturbaciones es
cero. Para un s,_1 = i dado, las esperanzas matemadticas de (B.22) se pueden calcular con ayuda de las
probabilidades de transmision, quedando

EWVilk =1} =21y | D i AG) P()AG) | @

Vi

Wi, Wy,

el } iaijB(j)TP(j)B(j) M (B.37)

Utilizando la condicién (4.82) en la LMI (4.85a) y aplicando los complementos de Schur se tiene que
> i AG) P(j)AG) — P(i) + C, Cy.
Premultiplicando y postmultiplicando esta expresién por &, , y _1 se tiene que
o T T T
~T . . . ~ ~ -\~
L1 ZaijA(J) P(j)AG) | ®r—1 — @1 P(i)®r—1 + ep_1€5-1 <0.
j=1

Si se calcula la esperanza matemaética de esta desigualdad con respecto a un instante anterior k — 2 y se
aplica el resultado (B.37) se tiene que

T v,

EWUk-1}-E Vb2 elelenli-2) <€ 8 [T (Y auB0) PUBG) | |1 4 (B38)

Utilizando la condicién (4.82) en la LMI (4.85b) y aplicando los complementos de Schur se tiene que
ns
> ai;B(j) P(j)B(j) - T < 0.
j=1
Introduciendo este resultado en (B.38) y aplicando el teoremaA.3.3 se llega a

E(Vilk — 1} — EWViilk — 2} + Efel_jen1]k — 2} < & { [X;j T . |:Vk:| }

W

M

Ny
=Y 7200+ Vo0, (B.39)
=1 1=1
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Sumando esta expresion de k = 1 a K y asumiendo condiciones iniciales nulas se obtiene

K Ny MNm
EV-KIK—-1}+> &fep eralk—2} <K (Z vioo + Z’yiiaii> .

k=1 i=1 i=1

Como P(sg) = 0, entonces E{Vk|K — 1} > 0. Tomando el limite cuando K tiende a infinito se llega
finalmente a

1 Ny

K N,
Jim S el enalk —2) = Elllexlus) < 3750k + Dok
k=1 i=1 =1

B.3.3 Demostracién del teorema 4.6.4 (diseio H,)

La estabilidad asintética del predictor queda asegurada ya que si la PLMI (4.87a) se cumple también lo
hard la PLMI (4.81). Utilizando la condicién (4.82) en la LMI (4.73a) y aplicando los complementos de
Schur, se tiene que

4T

~T ~ ~T ~ W
E{x, P(sp)xrlk — 1} — @)1 P(sp—1)Tp—1 < {w’; I [

Vi ]
W

Tomando esperanzas matemadticas condicionadas a s;_» en la expresién anterior se tiene que

E{& P (sp)&|k — 1} — E{@),_ P(sp_1)&p_1]k — 2} <

-Vk:| 2 -Wk:| '
| Wi | Wi

Considerando condiciones nulas y tomando sumatorio de 1 a K en ambos lados de la desigualdad se llega

a E{FLP(si)ix|K — 1} < i (P’k] "p2 [V’“D . (B.40)

w w
1 k k

Aplicando ahora la condicién (4.82) y los complementos de Schur en (4.87b), para posteriormente multi-
plicar por la izquierda por 5; y por la derecha por xj se tiene que

Ty P(sk)Tx > T C,CyTx = eyex. (B.41)
Tomando esperanzas matematicas con respecto a sx_1 se tiene que
E{Z P(sg)Ex|K — 1} > E{ercex|K —1}. (B.42)
Con esto, la desigualdad (B.40) lleva a
K T
T B Vi| 2| Vi
E{egex| K — 1} < ; ({wlj r L%]) .

Tomando K como el instante en el que el error se hace maximo, y teniendo en cuenta que

S (R ] < s (] )

para cualquier K, se llega a la cota expresada en (4.88).

B.3.4 Demostracién del teorema 4.6.5 (diseiio /;)

La estabilidad asintética del predictor queda asegurada ya que si las PLMIs (4.89a) y (4.89b) se cumplen
también lo hard la PLMI (4.78), con p = 1 — A. Utilizando la condicién (4.82) en la LMI (4.89b) y
aplicando los complementos de Schur, se tiene que

. _ _ _ _ _ Vil s [V
E{z, P(sp)xilk — 1} — X1 P(Sp—1)Tp—1 + ATp—1 P (5p—1)Tp—1 — [w];j ? {w’;] <0. (B.43)
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Definiendo las nuevas variables
Vi = E{@ P (sp)@k|k — 1}

V.l v
=] T

se puede ver que la expresion (B.43) equivale a una inecuacién en diferencias de la forma
Vi — (1 = A\)Ve—1 < wg. (B.44)

Tomando la entrada de mayor amplitud posible definida como

Ny M
lwrlloo =D b ikl + Y €, lwikllZ
i=1 i=1
se puede obtener el maximo valor Vi como el instante en el que V;, = Vi1 con lo que se llega a
AV < wi < |wi]oo-

Deshaciendo los cambios de variable se tiene que

. _ 1 Ny MNom,
E{ap P(sk)@plk — 1} < 5 (Z 2 lvikllZ + > e,

i=1 i=1

Por otra parte, multiplicando la expresién (4.89c¢) por [5; V; w;] por la izquierda y por su traspuesta
por la derecha se tiene que

;
T T ~ \% \%
erer < Az, P(sp)xi + [’w’]j (2 —Y?%) {w:} , (B.46)

que, si se toman esperanzas matematicas con respecto al muestreo en k — 1, implica

Eleperlk — 1} < \e{&, P(s;)Tr|k — 1} + [X’j (T2 —r?) {Xﬂ : (B.47)

Teniendo en cuenta (B.45) se llega a

S - Vi) v
LOCTSIES WAL S A o M R S MR

con lo que, teniendo en cuenta que

T Ny MNm
Vi 2 2y | Vi 2 22 2 2 2
MU ST MI R R ATERERS ST SN S

se llega a

|2
o

Ws, k

Moy Nm
E{eperlk — 1} <Y 2 llvikllZ +> 72,

i=1 i=1






Apéndice C

Notacion

La norma general seguida en la notacion es que los escalares se escriben en letra matematica normal, los
vectores en minuscula y negrita y las matrices en mayuscula y negrita. Para denotar senales continuas,
discretas a periodo T' y discretas guiadas por eventos se han utilizado notaciones diferentes. Los conjuntos
se nombran con letra caligrafica. Se utiliza letra caligrafica en negrita para denotar las matrices que definen
la dindamica global de un sistema formado por diversos subsistemas.

Senales y sistemas de tiempo continuo

G(s) Sistema de tiempo continuo

m(T) Senal de medicién continua

u(T) Senal de entrada continua

u(T) Vector de entradas continuas

v(T) Perturbacién de salida (representacion entrada-salida)
v(T) Perturbacién del estado (representacién interna)
w(T) Ruido de medida

x(7) Vector de estado continuo

y(T) Senal de salida continua

y(T) Vector de salidas continuas

z(T) Senal de salida controlada

Senales y sistemas de tiempo discreto a periodo T

T Periodo de actualizacién de la accién de control

G(z) Sistema de tiempo discreto a periodo T

ult], y[t] Seniales de entrada y salida a periodo T

Ult], YTt] Vector con las ultimas n entradas o salidas a periodo T

Senales y sistemas de tiempo discreto eventuales

dy, Retardo asociado a la medicién k-ésima
ek, (ex) Error de prediccién

Ly Vector de ganancias del predictor

mp Medicion k-ésima

Tk Referencia

Sk Pardmetro de muestreo

tr Instante de control en el que se produce la k-ésima medicién
ug, (ug) Accién de control (MIMO)

UL Perturbaciéon

W Ruido de medida

Ty Estado del sistema

Yk, (Yr) Salida(s) del proceso

mg, (my) Senal(es) medida(s) del proceso
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C. Notacién

Notacion genérica

Vector fila o columna
Matriz

Transpuesta de A
Inversa de A

Matriz Identidad

Matriz nula

Senal de tiempo continuo

ult] Senal discreta a periodo de control T
mp Senal muestreada en el instante ¢,
Acrénimos
LMI Desigualdad lineal matricial (Linear Matrix Inequality)
SCI Sistema de control inferencial
SISO Sistema monovaraible (Single Input Single Output)
MIMO Sistema multivariable (Multiple Input Multiple Output)
LTI Sistema lineal e invariante en el tiempo
LTPV Sistema lineal variante en el tiempo de forma paramétrica (linear

time parameter varying)
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