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fallada sota condicions estàtiques, i continua amb la 
mecànica de la fractura. Tot seguit, es tracten les 
teories de la fatiga uniaxial sota càrregues exclusivament 
alternants, després s’afegeixen les mitjanes, i es finalitza 
amb la fatiga multiaxial, el dany acumulatiu i la fatiga des 
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Pròleg

Aquest llibre és el resultat de més de vint-i-cinc anys de docència dels autors
en l’assignatura de Disseny de Màquines. Representa un compendi de problemes
d’examen i d’aula desenvolupats durant aquest temps.

La idea del llibre sorgeix de la carència de problemes amb orientació professional
relacionats amb el disseny de màquines. Sense arribar a ser tan complexos com
els problemes de la vida real, superen l’orientació excessivament academicista de
les col·leccions de problemes existents actualment.

L’assignatura de Disseny de Màquines és troncal, amb un temari prou estandardit-
zat dins de l’enginyeria mecànica arreu del món. El llibre aborda els temes capitals
del disseny de màquines: el comportament sota càrregues estàtiques i dinàmiques,
i deixa el càlcul de components de màquines pendent per a publicacions futures.

Està estructurat seguint l’esquema de desenvolupament t́ıpic per a aquests temes.
S’inicia amb les teories de fallada sota condicions estàtiques, i continua amb la
mecànica de la fractura. Tot seguit, es tracten les teories de la fatiga uniaxial sota
càrregues exclusivament alternants, després s’afegeixen les mitjanes, i es finalitza
amb la fatiga multiaxial, el dany acumulatiu i la fatiga des del punt de vista de la
mecànica de la fractura. Al final del llibre, es pot trobar un formulari i el conjunt
de taules més utilitzades, molt útils per a la resolució de problemes.

Esperem que el lector puga gaudir del llibre tant com ho hem fet nosaltres durant
l’elaboració.
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P1: Obtenció de les tensions principals d’un estat tensional triaxial

P1: Obtenció de les tensions principals d’un estat

tensional triaxial

Determineu les tensions principals de l’estat tensional següent: σx = 40 MPa,
σy = 30 MPa, σz = 30 MPa, τxy = 10 MPa, τxz = 10 MPa , τyz = 0.

Resolució

En primer lloc es formula el tensor de tensions:

T = [T ] =




40 10 10
10 30 0
10 0 30




Seguidament calculem els invariants del tensor de tensions:

I1 = σx + σy + σz = 40 + 30 + 30 = 100
I2 = σyσx + σzσx + σyσz − τ2

xy − τ2
xz − τ2

yz =
= 40 · 30 + 40 · 30 + 30 · 30 − 102 − 102 − 0 = 3100

I3 = |T| =

∣∣∣∣∣∣

σx τxy τzx

τxy σy τyz

τzx τyz σz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

40 10 10
10 30 0
10 0 30

∣∣∣∣∣∣
= 30000

El càlcul de les tensions principals requereix la resolució de l’equació de tercer
grau: σ3 − I1σ2 + I2σ − I3 = 0

Per a evitar aquesta resolució es procedeix a referenciar l’espai de tensions de
Haigh-Westergaard de forma diferent.

σ1 =
I1

3
+ 2

√
J2

3
cos θ

σ2 =
I1

3
+ 2

√
J2

3
cos

(
θ − 2π

3

)

σ3 =
I1

3
+ 2

√
J2

3
cos

(
θ +

2π

3

)

Els invariants del tensor de distorsió són:

J2 =
I2

1

3
− I2 =

1002

3
− 3100 = 233, 33

J3 = 2

(
I1

3

)3

− I1I2

3
+ I3 = 2 ·

(
100

3

)3

− 100 · 3100

3
+ 30000 = 740, 74
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Caṕıtol 1. Càrregues estàtiques: Teories de fallada

La posició del punt P en coordenades polars respecte al sistema de referència sobre
el plànol π:

θ =
1

3
cos−1

(
3
√

3

2

J3

J
3/2
2

)
=

1

3
· cos−1

(
3
√

3

2

740, 74

233, 333/2

)
= 0, 3335

Finalment obtenim les tensions principals:

σ1 =
I1

3
+ 2

√
J2

3
cos θ =

100

3
+ 2

√
233, 33

3
· cos 0, 3335 = 50 MPa

σ2 =
I1

3
+ 2

√
J2

3
cos

(
θ − 2π

3

)
=

=
100

3
+ 2

√
233, 33

3
· cos

(
0, 3335 − 2π

3

)
= 30 MPa

σ3 =
I1

3
+ 2

√
J2

3
cos

(
θ +

2π

3

)
=

=
100

3
+ 2

√
233, 33

3
· cos

(
0, 3335 +

2π

3

)
= 20 MPa

Aleshores, el vector de tensions principals és: σ = (50, 30, 20)
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P2: Càlcul d’un angle d’acer

P2: Càlcul d’un angle d’acer

L’angle de la figura està fabricat d’un acer de construcció de baix contingut en
carboni: S-225-JR (Sy= 225 MPa). Suposant que s’hi aplica una força vertical F,
es vol determinar el següent:

1. Les tensions generades en els punts A i B.

2. Les tensions principals en els punts A i B.

3. La força màxima aplicable F a l’extrem de l’angle, segons la teoria de l’es-
forç tallant màxim, perquè la peça no falle en el segon tram. Substitüıu
numèricament, per al cas plantejat, l1 = 150 mm, l2 = 150 mm, d2 = 10
mm, ny = 2.

4. La força màxima aplicable F a l’extrem de l’angle, segons la teoria de Von
Mises. La relació de seccions necessària d1/d2, perquè la tensió màxima en
el primer tram siga, aproximadament, igual a la del segon tram. Substitüıu
numèricament per al cas anterior.

5. Per a la força màxima calculada en l’apartat anterior, determineu la idonëıtat
del disseny anterior a través de l’avaluació del coeficient de seguretat, en
el cas que s’empre una fosa grisa EN-GJL-300 (GG-30) amb les següents
caracteŕıstiques mecàniques: Suc= 960 MPa, Sut= 300 MPa.

L2

L1

d
1

d
2

F

A

B

Figura 1.1: Angle d’acer
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Caṕıtol 1. Càrregues estàtiques: Teories de fallada

Resolució

1. Les tensions generades en els punts A i B

(a) Tensions en el punt A
En aquest punt, la peça suporta tensions normals de tracció degudes
a la flexió, junt amb tensions tallants degudes a la torsió generada pel
descentrament de la càrrega respecte de la fibra neutra:

σAx
=

M

Wx
=

F · L2

Iyz/r
=

F · L2

π · d4
2

64
· 2

d2

=
32 · F · L2

π · d3
2

τAyz =
T

Wo
=

F · L1

Io/r
=

F · L1

2 · π · d4
2

64
· 2

d2

=
16 · F · L1

π · d3
2

Substituint numèricament, tenim el següent:

σAx
=

32 · F · 0, 15

π · 0, 013 =
4, 8 · 106 · F

π

τAyz
=

16 · F · 0, 15

π · 0, 013 =
2, 4 · 106 · F

π

(b) Tensions en el punt B
En aquest punt, com que es troba localitzat en el pla neutre, no hi ha
tensions de tipus normal, únicament hi ha tensions de tipus tallant:

τByz
=

T

Wo
=

F · L1

Io/r
=

F · L1

2 · π · d4
2

64
· 2

d2

=
16 · F · L1

π · d3
2

2. Les tensions principals en els punts A i B.

(a) Tensions principals en el punt A A partir de les tensions normals i
tallants, substituint en les equacions de Mohr, tenim el següent:

σA1,2
=

σx + σy

2
±

√(
σx − σy

2

)2

+ τ2
xy

=

32 · F · L2

π · d3
2

+ 0

2
±

√√√√√√√




32 · F · L2

π · d3
2

− 0

2




2

+

(
16 · F · L1

π · d3
2

)2

=
16 · F · L2

π · d3
2

±

√(
16 · F

π · d3
2

)2

· (L2
1 + L2

2)

=
16 · F

π · d3
2

·
[
L2 ±

√
L2

1 + L2
2

]
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P2: Càlcul d’un angle d’acer

Substituint numèricament, tenim el següent:

σA1,2
=

16 · F

π · 0, 013 ·
[
0, 14 ±

√
0, 152 + 0, 142

]

σA1
=

5, 52 · 106 · F

π

σA2
= −1, 04 · 106 · F

π

(b) Tensions principals en el punt B
A partir de les tensions tallants, substituint en les equacions de Mohr,
tenim el següent:

σB1,2
=

σx + σy

2
±

√(
σx − σy

2

)2

+ τ2
yz

=
0 + 0

2
±

√(
0 − 0

2

)2

+

(
16 · F · L1

π · d3
2

)2

= ±16 · F · L1

π · d3
2

3. La força màxima aplicable F a l’extrem de l’angle, segons la teoria de l’es-
forç tallant màxim, perquè la peça no falle en el segon tram. Substitüıu
numèricament, per al cas plantejat, l1 = 150 mm, l2 = 150 mm, d2 = 10
mm, ny = 2.

Per a resoldre aquest apartat, hem de plantejar-nos quin dels tres punts, A,
B o C, és el més carregat. Lògicament, els punts A i C es troben igualment
carregats i corresponen als punts d’esforç màxim, mentre que el punt B està
suportant un esforç inferior. Si ens centrem en el punt A, tenim que, en
aquest punt, la peça està sotmesa a un estat de tracció/compressió, i, per
tant, queda emmarcat en el segon quadrant de la teoria de l’esforç tallant
màxim. Per a aquest quadrant, la recta que delimita el rang de treball de la
peça ve definida per l’equació següent: σ1 − σ2 ≤ Sy

n .

Substituint els valors de tensions principals calculats anteriorment, tenim el
següent:

16 · F

π · d3
2

·
[
L2 +

√
L2

1 + L2
2

]
− 16 · F

π · d3
2

·
[
L2 −

√
L2

1 + L2
2

]
≤ Sy

n

16 · F

π · d3
2

·
[
L2 +

√
L2

1 + L2
2 − L2 +

√
L2

1 + L2
2

]
≤ Sy

n

32 · F

π · d3
2

·
√

L2
1 + L2

2 ≤ Sy

n
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Caṕıtol 1. Càrregues estàtiques: Teories de fallada

Aı̈llant el valor de la força, tenim el següent:

F ≤ Sy · π · d3
2

32 · n ·
√

L2
1 + L2

2

Substituint numèricament, per al cas plantejat, tenim la següent força mà-
xima:

F ≤ 225 · 106 · π · 0, 013

32 · 2 ·
√

0, 152 + 0, 142
≈ 53, 8 N

4. La força màxima aplicable F a l’extrem de l’angle, segons la teoria de Von
Mises. La relació de seccions necessària d1/d2, perquè la tensió màxima en
el primer tram siga, aproximadament, igual a la del segon tram. Substitüıu
numèricament per al cas anterior.

Seguint un raonament anàleg a l’anterior, calculem la tensió equivalent de
Von Mises per al punt A:

σeq =
√

σ2
1 + σ2

2 − σ1 · σ2

=

√[
16 · F

π · d3
2

·
[
L2 +

√
L2

1 + L2
2

]]2

+

[
16 · F

π · d3
2

·
[
L2 −

√
L2

1 + L2
2

]]2

−

− 16 · F

π · d3
2

·
[
L2 +

√
L2

1 + L2
2

]
· 16 · F

π · d3
2

·
[
L2 −

√
L2

1 + L2
2

]

=
16 · F

π · d3
2

·

√[
L2 +

√
L2

1 + L2
2

]2

+

[
L2 −

√
L2

1 + L2
2

]2

−

−
[
L2 +

√
L2

1 + L2
2

]
·
[
L2 −

√
L2

1 + L2
2

]

=
16 · F

π · d3
2

·
√

L2
2 + L2

1 + L2
2 + 2 · L2 ·

√
L2

1 + L2
2 + L2

2 + L2
1 + L2

2−

− 2 · L2 ·
√

L2
1 + L2

2 − (L2
2 − (L2

1 + L2
2))

σeq =
16 · F

π · d3
2

·
√

3 · L2
1 + 4 · L2

2

La tensió equivalent no pot superar el ĺımit de fluència, amb la qual cosa
tenim el següent:

σeq ≤ Sy

n
→ 16 · F

π · d3
2

·
√

3 · L2
1 + 4 · L2

2 ≤ Sy

n
8



P2: Càlcul d’un angle d’acer

Aı̈llant el valor de la força, tenim el següent:

F ≤ Sy · π · d3
2

32 · n ·
√

3 · L2
1 + 4 · L2

2

Substituint numèricament, tenim el següent:

F ≤ 225 · 106 · π · 0, 013

16 · 2 ·
√

3 · 0, 152 + 4 · 0, 142
≈ 57, 83 N

5. La força màxima aplicable F a l’extrem de l’angle, segons la teoria de Von
Mises. La relació de seccions necessària d1/d2, perquè la tensió màxima en
el primer tram siga, aproximadament, igual a la del segon tram. Substitüıu
numèricament per al cas anterior.

En el primer tram, l’únic esforç que hi ha és el de flexió, que només genera
forces normals i, per tant, el podem suposar com a principal i equivalent. La
tensió de flexió generada és la següent:

σeq = σx =
M

Wx
=

F · L1

Iyz/r
=

F · L1

π · d4
1

64
· 2

d1

=
32 · F · L1

π · d3
1

Perquè hi haja igualtat de tensió en ambdues seccions, el quocient de tensions
ha de ser igual a la unitat:

σeqtramo2

σeqtramo1

=

16 · F

π · d3
2

·
√

3 · L2
1 + 4 · L2

2

32 · F · L1

π · d3
1

= 1
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Caṕıtol 1. Càrregues estàtiques: Teories de fallada

Aı̈llant la relació de seccions, tenim el següent:

d3
2

d3
1

=

√
3 · L2

1 + 4 · L2
2

16 · L1
→ d2

d1
=

3

√√
3 · L2

1 + 4 · L2
2

16 · L1

Substituint numèricament per al cas plantejat, obtenim la relació entre sec-
cions:

d2

d1
=

3

√√
3 · 0, 152 + 4 · 0, 142

16 · 0, 15
≈ 0, 542

6. Per a la força màxima calculada en l’apartat anterior, determineu la ido-
nëıtat del disseny anterior a través de l’avaluació del coeficient de seguretat,
en el cas que s’empre una fosa grisa EN-GJL-300 (GG-30) amb les següents
caracteŕıstiques mecàniques: Suc= 960 MPa, Sut= 300 MPa. Per a la reso-
lució de l’apartat, procedim a aplicar les equacions de Dowling substituint
els valors de tensions principals calculats en els apartats anteriors:

σA1
=

5, 52 · 106 · 57, 83

π
≈ 101,67 MPa

σA2
= −1, 04 · 106 · 57, 83

π
≈ −19, 2 MPa

C1 =
1

2
·
[
|σ1 − σ2| +

(
1 − 2 · Sut

Suc

)
· (σ1 + σ2)

]

=
1

2
·
[
|101, 67 + 1, 92| +

(
1 − 2 · 300

960

)
· (101, 67 − 1, 92)

]

≈ 70, 5 MPa

C2 =
1

2
·
[
|σ2 − σ3| +

(
1 − 2 · Sut

Suc

)
· (σ2 + σ3)

]

=
1

2
·
[
|1, 92 + 0| +

(
1 − 2 · 300

960

)
· (−1, 92 + 0)

]
≈ 0, 6 MPa

C3 =
1

2
·
[
|σ3 − σ1| +

(
1 − 2 · Sut

Suc

)
· (σ3 + σ1)

]

=
1

2
·
[
|0 + 101, 67| +

(
1 − 2 · 300

960

)
· (0 + 101, 67)

]
≈ 69, 9 MPa

La tensió equivalent es calcula a través dels sis valors anteriors:

σ̂ = MAX (|σ1, σ2, σ3, C1, C2, C3|) = 101, 7 MPa
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P2: Càlcul d’un angle d’acer

El coeficient de seguretat es calcula comparant la tensió equivalent amb la
tensió de ruptura a tracció:

n =
Sut

σ̂
=

300

101, 7
= 2, 95

Atès que, per al disseny amb un material dúctil, s’ha triat un coeficient de
seguretat mı́nim de dos, per a un material fràgil com ara la fosa, haurem
d’emprar un coeficient de seguretat mı́nim de quatre (el doble), i, per tant,
el disseny de la peça no és correcte per a l’ús de materials fràgils.
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Caṕıtol 1. Càrregues estàtiques: Teories de fallada

P3: Càlcul d’un cilindre a la fluència

Determineu el gruix i la resta de mesures d’un cilindre hidràulic, per a exercir una
força de 50 kN amb un coeficient de seguretat a la fluència n = 2,5 emprant un
acer S-275-JR (Sy= 300 MPa) i treballant a una pressió p = 30 MPa. Dades:

σx =
pR

2e
; σy =

pR

e

Resolució

1. Determinació del diàmetre necessari:

A =
F

p
=

50000

30
�N

�N
mm2

= 1666, 67 mm2

A =
πd2

4
→ d =

√
4A

π
=

√
4 · 1666, 67 mm2

π
≈ 46, 07 mm → d = 50 mm

2. Aplicació de les teories de fallada:
Ambdues tensions són normals i perpendiculars entre si, i per tant, podem
prendre-les com a tensions principals.

(a) Aplicació de la teoria de l’esforç tallant màxim: Ambdues tensions prin-
cipals son

σ1 = σx =
pR

2e

σ2 = σy =
pR

e

Aplicant la teoria:

σeq ≤ |σ1 − σ2| + |σ2 − σ3| + |σ3 − σ1|
2

=

=

∣∣∣∣
pR

2e
− pR

e

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
pR

e
− 0

∣∣∣∣+

∣∣∣∣0 − pR

2e

∣∣∣∣
2

=

=

∣∣∣∣
pR

2e
− 2pR

2e

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
2pR

2e
− 0

∣∣∣∣+

∣∣∣∣0 − pR

2e

∣∣∣∣
2

=

=

pR

2e
+

2pR

2e
+

pR

2e
2

=
pR

e
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P3: Càlcul d’un cilindre a la fluència

Aplicant la condició de resistència i äıllant el gruix, tenim el següent:

σeq =
pR

e
≤ Sy

n

e ≥ pRn

Sy

e ≥ 30���MPa · 25 mm · 2, 5

300���MPa
= 6, 25 mm

(b) Aplicació de la teoria de Von Mises:

σeq =
√

σ2
1 + σ2

2 − σ1σ2 =

√(
pR

2e

)2

+

(
pR

e

)2

− pR

2e
· pR

e
=

=

√
(pR)

2

4e2
+

42 (pR)
2

4e2
− 2 (pR)

2

4e2
=

√
3

2

pR

e

Aplicant la condició de resistència i äıllant el gruix, tenim el següent:

σ ≤ Sy

n
→ pR

2e

√
3 ≤ Sy

n

e ≥
√

3

2

pRn

Sy

e ≥
√

3 · 30���MPa · 25 mm · 2, 5

2 · 300���MPa
= 5, 41 mm
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Para seguir leyendo haga click aquí

http://www.lalibreria.upv.es/portalEd/UpvGEStore/products/p_917-3-1



