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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo se presenta, a través de una actividad conductora, una estrategia
basica para la resolucion de problemas: el aprovechamiento de la simetria
(siempre y cuando ello es factible). El trabajo aqui expuesto pretende ser un
ejemplo concreto y (til para su implementacidon en una clase de matematicas
donde se desee mostrar al alumno casos practicos en los que resulte visible el valor
afladido que supone, antes de resolver un problema mediante una estrategia
clasica (entendida como aquella que es bien conocida por la formacién previa
del alumno), el considerar otras formas alternativas de abordar la resolucién de un
problema. La aplicaciéon de dichas estrategias puede probablemente acarrear la
introduccioén de ciertas hipotesis simplificativas, cuyo andlisis critico debe realizarse
al final de la resolucidon del problema. Mas concretamente, la actividad vehicular
qgue aqui se presentara puede enmarcarse en un primer curso de Céalculo con
contenidos de Calculo Diferencial y técnicas de optimizacion. El lector debe
advertir que la propuesta didactica que sigue no pretende sustituir al potente
enfoque general basado en el Célculo Diferencial, sino ser un complemento
formativo.

2 Introduccion

Una de las tareas mas importantes a las cuales se puede enfrentar un futuro
licenciado en Administracion y Direccidn de Empresas es la toma de decisiones
optimas. Ejemplos de estas tareas pueden consistir en dar respuestas a cuestiones
como las siguientes:

¢ Qué nivel de produccion debe adoptar una empresa para maximizar su
beneficio?

¢Qué tamafo de pedido de reaprovisionamiento de un inventario debe
realizar una empresa para minimizar los costes?

No cabe duda que es por tanto conveniente disponer de herramientas
adecuadas para dar una respuesta satisfactoria tanto a este tipo de cuestiones
como otras similares que puedan surgir en la tarea empresarial. Es importante
sefialar que no se trata s6lo de tomar decisiones, sino de tomar la mejor decision, y
para ello, se necesita de criterios cientificos que avalen que la decisibn adoptada
es la mejor entre todas las posibles.

Las matematicas constituyen una poderosa herramienta en este sentido. El Calculo
Diferencial es una de las partes de las matematicas que se dedica al estudio y
desarrollo de dichas herramientas. Muchos de los criterios que proporciona el
Calculo Diferencial son generales, y aunque poderosos, conviene sefialar que su
uso indiscriminado puede resultar en determinadas situaciones engorroso e
impracticable. Por ello en estas paginas nos interesara subrayar (y eso se hara a
través de un problema conductor que plantea una situacion practica) la
importancia de aprovechar las cualidades intrinsecas del problema objeto de
estudio para sacar el mayor rendimiento a cada situacidon que nos podamos
enfrentar en la tarea de optimizar.
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3 Objetivos

Los objetivos docentes de este articulo son que el alumno sea capaz de:

§ Buscar estrategias que aprovechen las caracteristicas propias de un
problema para buscar su solucién. En nuestro caso concreto, se tratara de
aprovechar la simetria subyacente en el problema vehicular propuesto.

§ Introducir hipétesis verosimiles que simplifiqguen la resolucion de un
problema.

§ Emitir una critica acerca de propias limitaciones que pueden acarrear las
hipétesis simplificativas que se hayan adoptado para facilitar la solucién de
un problema.

§ Comparar diferentes enfoques alternativos para dar respuesta a un
problema.

4 Desarrollo

Nos enfrentaremos al siguiente problema para poner en valor la importancia de
aprovechar las caracteristicas intrinsecas de un problema (concretamente, y
como se verd mas adelante, se trata especificamente de la simetria) para
simplificar la respuesta al mismo (en este caso, la determinacién de un 6ptimo):

Problema conductor de la actividad

Sobre un terreno y al mismo lado de una linea de ferrocarril estan
situadas dos sucursales de una empresa. La empresa esta
proyectando construir al lado de la linea ferroviaria una sede logistica,
la cual permita comunicar las tareas de distribucion planeadas.
Obviamente |la ubicacion de la nueva sede debe ser tal que el punto
donde se construya debe ser 6ptimo en el sentido de minimizar las
distancias totales que se necesiten recorrer, para de este modo
minimizar los gastos y tiempos de desplazamiento. TGmese una
decision acerca de donde deberia ubicarse la sede de la sucursal.

Conviene sefialar que los Gnicos conocimientos previos que se requeriran para
abordar el problema planteado son los propios de cualquier alumno que haya
cursado estudios preuniversitarios con contenidos en matematicas sobre Calculo
Diferencial en una variable y técnicas béasicas de optimizacion, asi como
conceptos y rutinas basicas de geometria plana tales como el calculo de la
ecuacion de una recta que pasa por dos puntos.

En primer lugar, consideremos una representacion grafica del problema que nos
ayude a visualizarlo (véase Figura 1).
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C Linea

@ ferrocauril

Figura 1. Representacion grafica plana del problema

A continuacion, debemos sugerir la posibilidad de introducir simplificaciones que,
sin restar generalidad a la solucidon final del problema (y por tanto a su
aplicabilidad), nos permitan sin embargo facilitar su resoluciéon. Pensemos pues qué
tipo de hipoétesis podemos incluir sin que por ello restrinjamos las posibles
aplicaciones del problema. He aqui algunas posibiidades a considerar, las cuales
deben aparecer en el trabajo que surja en el aula:

Para ubicar cada una de las empresas de forma precisa necesitamos
primero introducir un sistema de referencia coordenado. Desde luego el
mas sencillo y mejor conocido es el sistema cartesiano, pero ¢ cual debe ser
la dimension de dicho sistema? Si asumimos que las empresas estan
situadas en un terreno que orograficamente es plano, ¢qué implicaciones
simplificativas tendra esto? Claramente si, como hemos sefialado ya,
usamos el potente método de coordenadas cartesianas, se pasara de
tener las tres coordenadas tipicas para ubicar un punto en el espacio a
Unicamente requerir dos coordenadas. Esto implicara una simplificacion en
el nimero de incégnitas a manejar, ya que, precisamente son las
coordenadas del punto donde esté situada la empresa C las que se
pretenden calcular. Hagamos pues la mencionada asignacion: las
coordenadas de las empresas A, B y C las identificaremos con (aiaz),
(b1,b2) y (c1,c2), respectivamente (véase Figura 2).

Gracias a la introduccion de la hipétesis anterior, hemos pasado de tener 3
incognitas (seria el caso en que el punto C buscado estuviera ubicado en
el espacio: C(ci,cz,c3)) a tener dos incognitas C(ci,c2). Antes de pasar al
planteamiento y la resolucidn del problema sigamos pensando si es posible
seguir introduciendo simplificaciones que no resten generalidad al
problema. Observemos en la Figura 3 que no existe pérdida de generalidad
si:

o Situamos el punto A(ai,az) sobre el eje vertical. De esta forma se
tendra: ai=0. Como las coordenadas de A son datos disponibles,
esto no rebaja el numero de incégnitas, pero si simplificara el
manejo algebraico posterior que obligara a manipular las
coordenadas del punto A y, ello serd sin duda mas sencillo si
podemos asumir que a1=0.

o Identificamos la via ferroviaria (sobre la cual estara ubicado el punto
C donde se pretende construir la nueva sede) con el eje horizontal
de coordenadas. (Qué consecuencias simplificativas tiene esta
hip6tesis? Obviamente, que pasaremos de tener dos incognitas:
C(c1,c2) a tener Unicamente una, ya que, estaremos asumiendo que
c2=0, esto es, que C(c1,0). Adivinamos ya que esto va a suponer una
simplificacion directa del problema en el sentido de que la funcidn
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objetivo a minimizar (aquella que esta todavia por plantear, pero
que debe representar la distancia total entre las sedes) va a tener
Unicamente una incognita: ci, y no las dos que hubiéramos tenido
que manejar si no hubiéramos introducido esta hipotesis
simplificativa. Por lo tanto, y pensando en la potente herramienta
que proporciona el Calculo Diferencial para optimizar funciones,
hemos pasado de tener que requerir el Calculo Diferencial para
optimizar funciones de dos variables a Unicamente requerir el
correspondiente Calculo de una variable, lo cual implica una gran
simplificacion en la practica.

0 Antes de abordar la resolucion del problema, sigamos pensando en
introducir algunas hipdétesis simplificativas y que pueden jugar un
papel relevante en la busqueda mas sencilla de la solucion, sin por
ello perder generalidad en su planteamiento. Como deben ser los
signos de las coordenadas involucradas en la simplificacion del
problema hasta ahora realizada? Un dibujo como el de la Figura 3
mostrara a los alumnos que dichas coordenadas pueden asumirse
todas positivas, es decir, se puede suponer que az, bi, b2, c1 son
positivos. Mas auldn, puede suponerse sin incurrir en ninguna
restriccidn que a2 es menor o igual que bz, ya que en otro caso, un
cambio de los roles que desempefian cada uno de los puntos
permitiia asumir esta hipotesis y resolver el problema de forma
igualmente general.

Observemos que introducidas las dos simplificaciones sobre los puntos Ay C, es
decir, a1=0 y c2=0, respectivamente, no podemos hacer algo parecido sobre el
punto B, ya que, ello si restaria generalidad a la solucidon que se proporcionaria.

N B(b1,b2)
A(ai, a2) o

Linea

C(ci,c .
(C1,C2) ferrocauril

N
7

Figura 2. Representacion cartesiana (plana) general del problema

B(bz,b2)
A(0, a2)

C(c1,0) Linea

i ® > ferrocarril

Figura 3. Representacion cartesiana simplificada del problema
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Llegado este punto, estamos en condiciones de plantear el problema
traduciéndolo primero a lenguaje algebraico y posteriormente resolviéndolo
utiizando las técnicas clasicas del Céalculo Diferencial en una variable. Aunque
precisamente, el objeto principal de este trabajo docente es poner en valor a
través del problema planteado, que seguir un camino estandar para resolver este
problema (u otros que se pueden presentar) no tiene por qué ser el mas
adecuado, es conveniente para que resulte mas pedagdgico a los alumnos que
primero den respuesta al problema usando el Céalculo Diferencial y, después se
motive (como se hara mas adelante) un enfoque alternativo mas sencillo. De esta
manera, los estudiantes alcanzaran a apreciar y valorar mejor el objetivo didactico
que se persigue con esta actividad: la conveniencia de buscar estrategias
simplificativas ante cualquier problema dado, antes de abordar de inmediato un
camino que, si bien les puede resultar mas familiar (por estar basado en rutinas que
conocen), puede ser mucho mas engorroso.

4.1 Usando el Calculo Diferencial

Como una actividad preliminar propondremos que aplicando el potente Calculo
Diferencial en una variable los alumnos planteen en una primera etapa y después
resuelvan, el problema conductor. Como, desde el punto de vista de las ideas que
aqui se quieren exponer lo que nos interesa no son repetir los aspectos didacticos
de como trabajar en el aula las rutinas algoritmicas propias de la aplicaciéon del
Calculo Diferencial, nos limitaremos a continuaciéon a exponer los principales pasos
y resultados que se irdn presentando con la aplicaciéon de este enfoque. En primer
lugar, se motivara en el aula el planteamiento de la funcidn objetivo:

f(c,) = y(C)? +(@,)* +4(b, - C,)* +(b,)? .

Ecuacion 1. Funcién objetivo.

A continuacion se deducira que el calculo de sus puntos criticos conduce a la
ecuacion algebraica:

(@) - ®.)2) )7 - 2b,@, )¢, +b.)(@,)* = 0.
Ecuacion 2. Ecuacion para el calculo de los puntos criticos.

Como az y b tiene el mismo signo (y éste es positivo, haciendo uso de las hipotesis
simplificativas que hemos introducido), siempre que dichos valores sean distintos el
calculo de los puntos criticos se debe hacer resolviendo una ecuacioén polindmica
de grado 2 dada por la Ecuacion 2. Su resolucion nos conducira a dos candidatos
a solucién dados por

. b,a, . __ba,

“ TR tp, O b,
a, 2 a,-b,

Ecuacion 3. Candidatos a puntos criticos.

Ahora entrard en juego el hecho de que hayamos introducido la hipétesis
simplificativa a2 < b2 (en realidad ahora asumimos que a: < bz), pues bajo esa

hipétesis se tiene que ¢, <0 (al ser su denominador negativo), lo cual contradice
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nuestra hipotesis, también simplificativa inicial c; >0. Llegado este punto

debemos subrayar al alumno el rédito simplificativo que hemos obtenido al realizar
las hipdtesis involucradas en el paso anterior. Queda todavia por investigar el caso
en que az = by, el cual, impuesto sobre la Ecuacion 2 conduce a la resolucion de
una ecuacion de primer grado cuya soluciéon es

“ T2

Ecuacion 4. Candidato a punto criticos si az = ba.

que admite una interpretacion geométrica muy intuitiva (véase Figura 4): si las
sedes A y B se encuentran a la misma distancia de la via ferroviaria, la sede C
debe construirse el punto medio del segmento que se obtiene de proyectar los
puntos Ay B sobre el eje de abscisas, que por una hipdétesis simplificativa anterior,
hemos hecho coincidir sobre la via del ferrocarril. Hagamos observar a los
estudiantes que esta solucidn esta contenida en realidad en la dada en la
Ecuacion 3 (baste tomar alli a2 = b2), por lo tanto nos podemos quedar, sin distinguir

mas casos, con el punto critico ¢, dado en la Ecuacién 3. Lo Unico que ahora resta

es comprobar que este candidato a minimo lo es efectivamente. Un célculo
rutinario basado en que la segunda derivada de la funcidon objetivo en dicho
punto es positiva, nos proporciona esa justificacion. Por otra parte puede probarse
que la funcién objetivo dada en la Ecuacidn 1 es convexa, justificandose asi que el

punto c; es, no s6lo minimo local (es decir, una decision 6ptima), sino un minimo

global de la funcién objetivo (es decir, es la mejor decisidon de entre todas). Por
tanto, la empresa debera ubicar su sede en el punto c; dado en términos de los

datos en la Ecuacion 3.
A0, a2) ® B(bi,b2)

C(b1/2,0) Linea

| ® Z ferrocauril

Figura 4. Representacion cartesiana simplificada del problema cuando az>= b2

4.2 Buscando una estrategia simplificadora global: la
simetria del problema

Si el alumno desarrolla en el aula el trabajo anterior bajo nuestra supervision y
estimulo, observaremos que el mismo no esta ausente de dificultades técnicas
para él, que en cualquier caso debe afrontar porque resultan altamente
instructivas para su formacion especifica en ciertas destrezas matematicas, pero
también porque acarrean una buena dosis de estrategias generales (hacer un
buen dibujo, buscar una buena notacion, introducir simplificaciones, etc) utiles en
cualquier situacion que consista en resolver un problema (véase, [1]-[3]). Por otra
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parte, sera ese esfuerzo personal el que le va a permitir al alumno saborear la
belleza y eficacia de la estrategia que a continuacion invitaremos a los alumnos a
considerar. Para ello, planteemos en el aula algunas preguntas que sugieran la
anticipacion del alumno a nuestra propuesta de solucidn alternativa y mas sencilla:

En el estudio anterior, en el caso en que az = bz se ha obtenido la solucién
aprovechando la simetria del caso particular que en ese escenario se
plantea. ¢(Es necesario usar el Calculo Diferencial para resolver esa
situacién? La respuesta esperada serd que no es necesario, precisamente
por la citada simetria. Esta es una primera introduccién de la estrategia a
motivar.

En ese mismo escenario, propongamos que consideren que la sede
empresarial A quede al otro lado del ferrocarril, pero cumpliendo como
antes que dista de la via ferroviaria la misma distancia que B (exactamente
estamos hablando en asumir que las coordenadas cartesianas del nuevo
punto digamos A’ que hace el rol de A son A’(0,-az2). Planteemos al alumno
las siguientes preguntas: ¢cual seria en este caso la solucion? ¢Puedes
justificarla con un razonamiento convincente? Invitarles a hacer una
representacion grafica del problema debe inducirles a un razonamiento
parecido al siguiente (el cual se ilustra graficamente en la Figura 5): como
el camino mas corto entre dos puntos en plano es la linea recta, la solucion
estara dada por el punto de corte de la recta que une los puntos A’(0,-az2) y
B(b1,b2). En este caso como az = -by, la intuicibn geométrica nos brinda, jsin
hacer calculo alguno!, la solucién encontrada con el Calculo Diferencial y
dada en la Ecuacion 4.

A

A(,a2) ©® /_, B(b1,b2)

-
-
-
-

C(b1/2,0y Linea
,-‘ ferrocauril

A0, -a2) @

Figura 5. Céalculo de la soluciéon aprovechando la simetria.

Planteemos ahora una nueva pregunta. ¢En qué cambia el razonamiento
anterior si no se cumple la condicidon az = -b2? Después del trabajo dirigido
hasta ahora, la respuesta no debe tardar en aflorar: nada sustancial
cambia en realidad, la idea de considerar el punto simétrico A’(0,-az)
respecto de la via del ferrocarril del punto original A(0,a2) puede aplicarse y
la solucién nos la dara nuevamente el punto de corte de la recta que une
los puntos A’ y B con la recta y=0 (que define la via del ferrocarril). Este
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calculo ahora debe hacerse (pues no podemos aprovechar mas la simetria
que s tenfamos en caso particular tratado en la Figura 5), pero jno
requerimos del Calculo Diferenciall para resolver el problema, es mucho
mas sencillo (y eso sélo el alumno lo puede apreciar si primero ha resuelto el
problema por la aplicacion de las técnicas diferenciales antes expuestas),
(véase Ecuacion 5).

+b (i
ec. recta une A'(0,-a,) , B(b,,b,): y=b, +%(x - bl)'|L,jID o = b,
1 Y 1T T h
ec. recta que define lalinea ferroviaria: y =0 b a, +b,

Ecuacion 5. Solucién del problema aprovechando la simetria

Encontramos asi la misma solucién por una via alternativa mucho mas sencilla.

5 Cierre

A lo largo de esta soluciéon hemos requerido hacer varias hipotesis simplificativas
que han facilitado la resolucidn del problema sin deteriorar la validez de la
solucion del mismo, sin embargo, finalizada nuestra propuesta de solucion
debemos revisarla y realizar una critica constructiva acerca de las posibles mejoras
de dicha solucién. Recordemos que basicamente hemos asumido dos hipotesis:

Aunque el problema real estaria planteado sobre el espacio (exigiéndose
el uso de tres coordenadas espaciales) la simplificacion del mismo al plano
es asumible si el terreno donde estan ubicadas las empresas es
aproximadamente plano. Pero por qué no podemos invitar a los alumnos
que aborden el problema trabajando con tres coordenadas e intenten
extender el razonamiento anterior al caso en que se trabaja en el espacio
tridimensional.

También hemos asumido que la sede C de la empresa esta situada sobre la
linea de ferrocarril. Obviamente, esto no es real pero es una aproximacion
(que facilita la solucidn) si dicha distancia real es muy pequefa frente al
resto de las distancias involucradas, lo cual en la practica es plausible.

Mas importante que la pérdida de aproximacidon que se tiene al asumir estas
hip6tesis simplificativas, es el hecho de que el alumno tenga la oportunidad de
trabajar a través de esta actividad concreta con el método cientifico el cual
siempre se basa en unas premisas o hip6tesis que se asumen con el fin de que el
problema sea matematicamente tratable.

Para acabar, cabe subrayar, que en tarea docente, la exposicidon por parte del
profesor debe adecuarse al nivel de conocimientos de quienes nos escuchan
(como se ha intentado hacer en estas paginas), pero sin por ello eludir un posterior
analisis critico (constructivo) de las limitaciones del modelo simplificado adaptado
y de sus hipotesis.
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