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PROLOGO

Hace cuatro afios salia a la luz “Electromagnetismo aplicado a la Ingenieria” y se abria
una nueva etapa en el devenir de esta obra, un lapso que culmina con este libro de
problemas. Se expresaba en el prologo original la idea de ofrecer “cierta actualizacion, y
adaptacion de los contenidos, procurando escribir con estilo directo el nivel matematico-
formal apropiado y tratando de ofrecer abundantes ejemplos y problemas resueltos, que
—consideramos— son un elemento fundamental para profundizar en el aprendizaje de un
programa orientado a estudiantes de Ingenieria”. Los autores partiamos de la premisa de
que también los nuevos estudiantes de Ingenieria siguen precisando de la Fisica, y en
particular del Electromagnetismo como herramienta imprescindible en su formacion
cientifico-técnica. Pero ademds, se enfrentan a un mundo cada vez mas tecnoldgico,
especializado y pleno de opciones, en el cual la informacion tiene poco valor “per se” —ya
que es facil de conseguir y ubicar—, y se precisa en cambio de una cuidadosa preseleccion
y exposicion de los contenidos. Para el profesor resulta critico acertar el alcance y ambito
de estos y, sobre todo, ha de saber captar la ilusién y atenciéon de los estudiantes.
Observando la manera como nuestros alumnos enfocan el estudio del Electromagnetismo,
se ha reforzado nuestro convencimiento de que son frecuentemente los ejercicios y
problemas los que catalizan y fomentan el interés y capacidad de motivacion por la teoria:
ayudan a comprender los conceptos, permiten visualizar las aplicaciones y captan la
imaginacion de los estudiantes.

Ha sido esta la razon fundamental para cerrar, con este compendio de problemas resueltos,
el camino que iniciamos al emprender “Electromagnetismo aplicado a la Ingenieria”,
donde hemos procurado, en base a la exposicion completa y esmerada de la resolucion de
los ejercicios que se proponian en la obra original, ofrecer al alumno una motivacion o
excusa adicional para adentrarse en la materia y tratar de profundizar en las ideas y
aplicaciones del Electromagnetismo.

El libro estd compuesto por dos grandes bloques: Elecromagnetismo I que contiene
electrostatica y magnetostatica; y el Electromagnetismo II, condensadores, dieléctricos,
campo magnético en medios materiales y los fendmenos electromagnéticos dependientes
del tiempo. En total ocho capitulos con diez problemas cada uno.

Cuando, hace algo mas de cuatro afios, celebrabamos que —después de afios de esfuerzo—
saliese por fin “Electromagnetismo aplicado a la Ingenieria”, habia alguien en la mesa con
tanta ilusiéon como los propios autores. Alguien que siempre me alent6 a seguir el camino
de la Ciencia, quien con su amor y esfuerzo lo hizo posible y que disfrutaba como quien
mas de cada pequefio o gran éxito que pudiera surgir a lo largo de mi carrera académica.
“Electromagnetismo” le hizo una ilusion especial, ya que —como Pepe Martinez-Canales—
habia trabajado durante afos en la construccion de Redes Eléctricas de Alta Tension y le
encantaban los temas de la Electricidad. Ese alguien, mi padre, fallecid, desgraciadamente,
poco después y no podrad ver este nuevo libro con el que, de seguro, hubiese disfrutado
también. Por ello, y como pequefio homenaje, los autores quisiéramos dedicar esta obra,
de manera viva y sentida, a la memoria de Don Fernando Urchueguia Echeverria, Perito
Industrial de solida formacion técnica, apasionado de la Ciencia y, sobre todo, una gran
persona.
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1. Electrostatica

PROBLEMA 1.1

Dado un hilo conductor semicircular
adosado a otro conductor rectilineo,

como indica la figura, cargados con

una densidad de carga lineal v

4
uniforme, A =5,55 C/m, se pide w A —
calcular el campo eléctrico en el o >

punto o (centro de la

semicircunferencia de radio R).

SOLUCION
y
Tramo 1. El campo eléctrico creado por el tramo 1 en O
es:
dl
I
| y dE;, = —dE -]
. |R
! dE = 1 dq B, = A dl R
ol * T 4-m-g, y? 1T T Y ne 1+R2 )
dE, dg=2-dl
y=1+R
= A o dl 5 A -11° 5 _ A >
Integrando: E, = T ey fR (11R)? )= T ame [1+_R R )= T BmegR |
y Tramo 2. El campo eléctrico creado por
el tramo 2 en O es:
di R
AN )
§ il x dE, = dE, - T—dE -]

‘ de o
~a

B

\ dE v dE, = sen0 - dE

dEy =cos0-dE
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Sustituyendo, se tiene:

dE, = dE - (sen® -7 — cos 0 - )

JE=_A_.d

" 4me, R?

; dl=R-d6

. A T ™ A
E,=——— fsene-de-T—fC056-d6-f>=—-i’
2 4-T[-£0-R<0 0 2-m-g-R

Tramo 3. Analogamente a como se ha operado en el tramo 1, pero con sentido opuesto, es

decir:

Bi=————j
378 mg R

El campo eléctrico total resultante en el punto O es:

Tl
=]
Il
il
=
+
il
N
+
il
w
Il
L



1. Electrostatica

PROBLEMA 1.2

Un aro circular metalico de radio R = 25 cm, formado por un hilo conductor de seccioén
despreciable comparada con R, se carga con una densidad lineal dada por A =4,

sin(¢/2) nC-m™. Siendo ¢ el angulo formado por radio vector y el eje de abcisas.

Determinar el campo E en el centro del aro. Dato: Ao=2 nC-'m™.

SOLUCION

Moédulo del campo creado por un diferencial de aro.

0F| = A-dl )
T 4.m-gy-R2
.R-sin?.
e \ dE=AO Rsm2 deo
A:AO.SIH(E) 4'1T'80'R2
dl=R-do )
y Las componentes de este diferencial de

campo en las direcciones x ¢ y son:

/ \ en funcion del

aE, - \ angulo mitad

L s " I
= / /
\ / A
U // By =~ gy R g oS0 do
Mg -

= iR "7

-(2-c052§—1)-d(p

A‘O . (p . AO . (p (p
By =~ gy R SNy sn@rde = g TR 2osin’y cosgnde
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Integrando entre 0 y 27, se obtienen las componentes del campo.

A 2T 2T
E, ﬁ“o sin%-d(p—Z-fo sing-coszg-dcpz

2.1

2T 2T

Ao cos% cos3%

4.1 g R 1/2 3/2
0 0

AO AO
— 0 ([4]-2-[4/3]}=—> —
-2 /30 = 5=

Ao an ¢ ¢ Ao Sin
E _— . 2. in2 —. —.do = .
J; S sy = e, R | 3/2

Ao
_4'1T'£0'R‘[0]_0

Lo = A > >
El campo eléctrico creado en el centro del aro es: E = 3 nz S1= 961 N-
Mg




1. Electrostatica

PROBLEMA 1.3

Una carga eléctrica esta distribuida a lo largo de un conductor rectilineo con una densidad
linela constante 0,111 nC-m™. Se pide: a) La intensidad del campo eléctrostatico a una
distancia de 20 cm del conductor; b) El lugar geométrico de los puntos con potencial

eléctrico nulo.

SOLUCION

1°.- La intensidad del campo eléctrostatico a una distancia de 20 cm del conductor

Cb=J‘J.E-d0'=Er'2'T['I"1
c

o= o

N

x/
Aplicando el teorema de Gauss a un cilindro de radio r y generatriz unidad,

A
(I):Erz“-[rl:—
€o

1

y la intensidad del campo eléctrico, resulta E, = . % =2,5N-m™?

€

2°.- Potencial eléctrico

U=—JEr-dr=

= - In
r 2-m-g, r

A frodr_ A | o
2-m-gy U,
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La superficie donde Uy, =0 :

Para Uy=0 ——> r=r, yaque:

— In1=0
2-T- g, "

superficie esférica r = ry



1. Electrostatica

PROBLEMA 1.4

Dadas las cargas puntuales qi, qz, q3, de valores, 1nC, 0,5 nC y 2 nC y situadas en un eje a
una distancia del origen O de 1 m, 1,5 m y 1,8 m, respectivamente. Determinar el flujo del
campo correspondiente a través de un circuito de radio R = 0,5 m de centro el punto O,

situado en un plano perpendicular al eje sobre el que se encuentran las cargas.

SOLUCION

“ ”»

Se resuelve el problema para el caso general de cargas. Posteriormente se realiza la

aphcamon numérica.

El flujo debido a la carga q;

I :
q) -[-[‘S 4'75'80 cr2

J‘ ds-cosot _ q; Q=
4 - so 4.7 £

% 2-m-(1—cosq;) = 2~so(1 — cosay)
Siendo el flujo total, Drotal = 2 &y = 1qi- (1 —cosq;)

2:gg

Particularizando para los datos del enunciado, &1 = 11,55 V-m
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PROBLEMA 1.5

Referido a un sistema cartesiano, se tiene una hoja cuadrada, con vértices (-2,-2,3);
(2, -2, -3) y (2,2,-3). El eje OZ pasa por su centro O. En dicha hoja existe una carga
eléctrica uniformemente distribuida, siendo o = 2 - (x% + y2 4+ 9)3/2 nC-m~2. Calcular

el campo electrostatico en el origen de coordenadas.

SOLUCION 9 |\
OA\O
Fo_29 AN
_4_.1-[.80.1-2 ro 2\
Ty

Sustituyendo queda:

z
&
\o y
Gy \F
T (22,3)
X \
o i @
0,03
(2,2,-3) (2,2,3)
if = 2-(x2+y?+9)%2.10"° - dx-dy —x-i—y-j+3-Kk

4.m-gy- (X2 +y2+9) /X2 +yZ+9

10



1. Electrostatica

Por simetria las componentes en Ey y E, se anulan al calcular E .

F, = 2107 j j( +3-Kk)-d
I . x-T—y-J X
Ly I
b vl B R A IR A
_ 2107 f [( 4+4) Ty (2+42)-7+3-2+2) E] dy =
4w J,l\272) Y ) y=
_2 0 LY, ﬁz _2:107 Y a- *+124E]
T 4-meg, 2 J y 2_4-1'[-50 2 J

Sustituyendo el valor de la permitividad del vacio, el campo electrostatico en el origen

tiene el valor:

-

Eo=864-k V-m™

11
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PROBLEMA 1.6

Sea una varilla de longitud 1 m cargada uniformemente con una carga de 10 pC. Esta
varilla estd colocada segun el eje de un disco de radio 0,5 m cargado también
uniformemente con una carga de 100 pC. Si la varilla estd apoyada en el centro del disco,

calcular la fuerza con que es repelida por el disco.

SOLUCION
’ El campo que crea el disco en un punto P del
P . (002 eje (varilla):
E = 1 j cos 0 i =
p—4_1_[.80 2 o =
9
z| \r f
’ - N dS=2-m-y-dy
[ ~ \ y
e N - — . ) 2 . . ‘ d
//-7 4'1'['80 0 (Zz+y2)3/2 m-y y
. . =2 c z =
Resolviendo la integral, resulta un campo en P: E, = e 1— m] R

La componente radial del campo se anula por simetria. Entonces, la fuerza que ejerce un
elemento diferencial de disco sobre el punto P es:

o Z
dF = E,-dq=——[1- ]-d
p 44 2 ¢ (z2 + R2)1/2 q
y siendo:
= L densidad superficial del disco.

- R2

d

€4 _ % densidad lineal de la varilla.

dz a

Sustituyendo en la expresion anterior, se tiene:

: [ ]
dF =E,-dq = |11 - A-d
p dd 2-m-g - R2 (Z2+R2)1/2 z
Integrando a todo lo largo de la varilla: F = — RZ NI (z2+R2)1/2] dz
Q-do
F=———— (Rt+ta- 2)=275N
Z‘T['a'RZ'EO ( +ta +a)

12



1. Electrostatica

PROBLEMA 1.7

Se tiene una distribucién de carga con densidad lineal 1 nC'm” alo largo del eje OZ.

Suponiendo que cuando la distancia de cualquier punto P a la misma es igual a un metro,

el potencial escalar correspondiente es nulo. Suponiendo una longitud de la varilla de

100 m, determinar el potencial a una distancia de la varilla de 10 cm.

SOLUCION
N 1.- Distribucion de potencial en el plano OXY.
h| dq ¢ S . El potencial creado por una carga dq viene dado por:
= e av=-—29
; e 4.1 €T
A
h
e integrando,
Ve A dz 1 J dz
- T 4-m-g r 4-m-gy ) ZZt+aZ
L faresh ] +c
= Tmoeg arcs al,
= [ h o h_h]+C— hlic-
= Tmog arcsh ——argsh — “imoe arcsh — =

2 h o [/hy?
_4“II'€0

n{ =+ (—) +1]+c
a a

Se ha sustituido la funcién arcsh por su desarrollo en serie de Taylor.

Para a=1 ——» V =0 , entonces,

0=#-1n(h+\/hz—+1)+Cz4.

4-1-¢g

Despejando C, se tiene, C = 28 ‘In2-h
‘€0

4-TU

Y la distribucion del potencial eléctrico es,

2 h hy2

2
—— - In2-h+C
T[‘SO

V=—-——
4-m-gg a

Sustituyendo los valores del enunciado resulta, V=41,44 V.

1 +()+1 2 m2-h=—2 .2
n a 4omog, O Thmog T

13
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PROBLEMA 1.8

Segliin el problema propuesto 1.7, determinar la distribucion de potencial en todo el
espacio en el caso de que h — oo, aplicando la ley de Gauss y para un espacio de dos
dimensiones, calcular la carga equivalente situada en el origen, de modo que

proporcionara en los puntos del plano OXY un potencial similar.

SOLUCION
Aplicando Gauss a una superficie cilindrica de radio a, altura L y como eje el de la
distribucion.
A-L L
E-2-m-a-L=—=—
€o €o
E 1 g 1 R
= — —_— = .
2-Tm-gg-a 2:TM-gg-a Hr
La distribucion de potencial, sera por tanto:
o 1
V=—fE-d3=——-lna+C
2-T- g
yaquepara a=1 ——» V=0
1
0=——In14+4C — C=0
2 B 1 80
V= ! 1
- 2 *TC - 80 na

A partir de la expresion obtenida en el apartado 1 del problema n® 7 anterior,

extendiéndola al caso en que h — oo

h h
2 3t {@ o | b VTR
T 4-m-g 2-h T 4-m-g T2

2 1 h + vh? + a2 2

V= . - -1
4-m-¢g n 2-a-h 4-1-¢g na
cuando h — oo
V= 2 1
h 4-m- g na

14



1. Electrostatica

Por tanto:
1
y V=————"Ina
2-T-g
P que coincide con lo obtenido por aplicacion del
teorema de Gauss.
a
X
q
En dos dimensiones el campo electrostatico viene dado por, E= " T[qs - U,
Teg-
_ 2 q
V=—-]E-da=————-Ina+C
4-1-g

Para que se siga verificandoque V=0 cuando a=1 > C=0 porlo que:

q

Ve m——
4'1‘['80

-Ina

si se ha de cumplir,

15
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PROBLEMA 1.9

Dada una distribucion volumica de carga, con densidad de carga constante 0,1768 mC-m™
en un cilindro circular recto de radio R = 0,1 m y altura L = 1 m. Se pide determinar el

campo electrostatico en puntos h = 1 m del eje de la distribucion.

| SOLUCION
,;10 Para calcular el campo creado por la distribucion en un
o) punto del eje se partira del campo creado por un disco
zZ \r cargado en puntos de su eje.
/ El campo que crea un disco en un punto de su eje:
7 N\
/ R

1 dq
E=—-f—2-cosoc=
4-1-g r

_ 1 fc-dS _ o 0=
T 4-meg, 1z ST, T

T o
i/ \ =m'2'ﬂ'(1—COS(XO)
. s o Z
S Ry o
. o
L
,./
— En el cilindro, considerando discos de
espesor dz, el campo en un punto P de su eje, que
B J Y dista h del origen

p h h—z
Eim=.—-j 1-———| . dz—
2-8 Jo VR?2 + (h —2)?

__P .J-L<1_$>.d
25 W\ JRrG-mz)

16



1. Electrostatica

siendo los sumandos, los campos originados por los discos situados por debajo y encima
del punto P, respectivamente.

Por tanto,

B = o= ([l + [VR+ @ =07, — l2lk + [VR+ =] } =

= p R - . 2 _ 2 2 2
e ( L+2-h+RZ+ (L—h)2 - /R + h?)

Para h = L queda:

Eiclnet = 57— (L+R—VRZ+17) =2-10° N-C!

0

Si se situa el punto P en el eje, infinitamente proximo a la base superior del cilindro, por el

exterior

p L h— ) L
70, <1_—w/ﬁhz—z)2>'dz_2-ao'{[z]]6+[ SEICREERE

=2.;P80-(L+\/R2+(h—L)2—\/R2+h2)

y para h =L queda

p
Eextlhet = 57— (L+R-VRZ+12)
0

El cual coincide con el resultado del campo calculado para el interior cuando h =1L,

dandose por tanto continuidad.

17



Problemas de electromagnetismo

PROBLEMA 1.10

Segun el problema 1.9, determinar la variacién de la derivada del campo anterior con

respecto a z. Evaluar la discontinuidad en los puntos frontera.
SOLUCION

Como se ha calculado en el apartado 1 del problema n° 9 anterior para puntos del eje

situados en el interior de la distribucion que disten z del origen, es

Eintzz'LSO-(—L+2'z+\/R2+(L—z)2—\/R2+ZZ)

Para puntos del eje situados en el exterior de la distribucion, que disten z del origen

P

T%'(L+JR2+(Z—L)2—JR2+ZZ)

Eext =

dEine P (1 L—z z )
dz €9 JRZ+ (L—2)2 VRZ+z22

dEeye P < z—L z >
dz & \\/RZ+(z—L)2 VR?+z2

Particularizando para puntos infinitamente préximos a la base superior del cilindro da:

(L) £ (L)
dz /,-1 & VRZ ¥ 12

(%) __F. (1_;)
dz /-1 & VRZ + 12

(dEint) _ (dEext) — ﬂ
dZ z=L dZ z=L €

siendo

Siendo el valor de la discontinuidad.

18









2. El campo magnético

PROBLEMA 2.1

En un conductor macizo rectilineo cilindrico de radio Ry, se practica un taladro también
cilindrico de radio R; de tal manera que los ejes paralelos del conductor y del taladro
distan O,0,= a, siendo R, > R+a, tal como se representa en la seccion recta de la figura.

Por este conductor taladrado circula una corriente eléctrica I constante, uniformemente
repartida en toda su seccion. Hallar en funcion de los datos, la excitacion magnética H en
puntos P pertenecientes al:

1°.- Taladro: 0 <r'=0,P; < R;.

2°.- Conductor: Ry <r'=0P, y a+R;<r=0,P, <R,

3°.- Recinto exterior al conductor: Ry <r = O,P3 < oo,

SOLUCION
La densidad de corriente en todos los puntos de la seccion recta del conductor cilindrico
taladrado es constante, y su valor es segun la direccion y sentido de I: j:%k_.

n [Rz _Rl ]

Segun el Principio de Superposicion el conductor taladrado, equivale a la suma de un

conductor cilindrico macizo de centro O, y radio R, donde la densidad de corriente es J,
mas otro conductor cilindrico macizo de O; radio R; donde la densidad de corriente es

— J, como se ve en la figura.

[T]Ozkz + [7J_.]01R] = [T]TALADRO

21



Problemas de electromagnetismo

Para la determinacion de la excitacion magnética se aplica la ley de Ampére-Maxwell:

¢ﬁ~d2=”3-d§

Calculando la circulacién de H en una circunferencia perteneciente al conductor macizo

centro O, radio r y densidad de corriente J.

Después se aplica, de nuevo, la ley de Ampere-Maxwell a otra circunferencia centro Oj,
radio r' y densidad de corriente — j, ambas circunferencias estan situadas en un plano
normal al eje de simetria del conductor cilindrico.

Finalmente la excitacion magnética resultante se obtendra mediante el Principio de
Superposicion.

1°.- Taladro: 0<r'= O,P;< R,

- Conductor macizo de centro O, y radio R,. Llamando r= O,P,

Cﬁﬁzl'dz=”j'd§; H, ~2nr=%k-nr2k ;
! n[R; -R(]
1
HZ] = ﬁ r
2n [Rz _Rl ]
Vectorialmente resulta: H,, = % kxr]
2n [R; —R{]
- Conductor macizo de centro O, y radio R;. Llamando r'= O,P,
C.ﬁﬁll'dz:—.[[j'dg; H11-21tr':72_I —k -’k ;
n [R; -R{]
-1 '
H, B e TS
2n [Rz - R1 ]
. — -1 Rf — =
Vectorialmente resulta: Hi, = ——————— [k xr1']
2r[R;-R; ] 1
Mediante el Principio de Superposicion:
Fr, =F +H,=— 1 [kxf]-— Rxr— [Kx(G-1)]
T T o R -RY 2n [R3-R]] 2n [R3—R7]
ﬂTI = —£ — [ kxa ] es un vector constante, siendo a= @ =r—r'
2n[R;-Ry]

2°.- Conductor: R; <r'= 0P, y a+R; <r= O,P,< R,
- Conductor macizo de centro O, y radio R,. Llamando r= O,P,
Pr, a7 =[[3d8; H, =
: " 2n[R;—-R{]

. — I - =
Vectorialmente resulta: H', = —————— [k x1]
" 2r[R;-R; ]
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2. El campo magnético

- Conductor macizo de centro O; y radio R. Llamando r'= O;P;
@ﬁ’l d ‘ =—Hj- dS; en el conductor solo existe -J:
- — — -1 R?
H'l 'ZTtr'Z%k'TtRfk 5 H'l =ﬁ%r
: n[R;-R{] l 271',[R2—R1 ]r
-1 RZ — —
— —; [kxr']
2n[R,-R; ] 1’
Aplicando el Principio de Superposicion:

. I — - R
Hy =Hy 4 =y {k X ‘IZ”}
1 1 1 TE 2_ . r'

Vectorialmente resulta: ﬁ'll =

3°.- Recinto exterior al conductor: R;<r = 0;P3<eo

- Conductor macizo de centro O; y radio R,. Llamando r= O,P;
4)?12 . dz=ﬂj d§; se abarca todo el conductor, solo existe J dentro del conductor:

— — I R;
' n [R; -R|] * 2n[R;-R;] 1
. = I R} — -
Vectorialmente resulta: Ha, = [kxr]

M[RI-R’] r*

- Conductor macizo de centro O; y radio R;. Llamando r'= O,P;
CJ.)FL .d ‘ =—J.J.j- dS;se abarca todo el conductor, solo hay-J dentro del conductor:

I — = I R;
H onr'=—0 55k -nRik H =———p5—5——r
£ 7 [R; —R|] o 2r[R;-R7] 1
. — -1 R — —
Vectorialmente resulta: Hig = —————— [k xr']
2r[R;-R; ] '
Con el Principio de Superposicion:
2 2
TR R S [ SNPR S
2n[R;-R} ] r r'
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PROBLEMA 2.2

Una linea aérea eléctrica trifasica, constituida por tres conductores metalicos, rectilineos,
paralelos, supuestos indefinidos, que estan dispuestos seglin los vértices de un tridngulo
equilatero, ACD, cuyo centro de simetria es O, tal como se indica en la figura. Su lado AC
de longitud L, es perpendicular al plano horizontal donde esta el suelo.
La corriente eléctrica que circula por cada uno de los conductores A y C es I, y la corriente
de retorno que circula por el conductor D es 2 1. Se pide determinar la expresion vectorial
de:
1°.- Campo magnético, creado por la linea A
eléctrica trifasica en O.
2°.- Campo magnético, creado por los dos L
conductores de A y C en el punto D.
3°.- Fuerza por unidad de longitud que los L "D
conductores de A y C ejercen sobre el
conductor situado en de D. L

SOLUCION c .

1°.- Campo magnético creado por los conductores en el punto O

Aplicamos la ley de Biot-Savart para hallar el campo magnético producido por una
corriente rectilinea indefinida y por el Principio de Superposicion obtenemos el campo
conjunto creado por los tres conductores rectilineos simultaneamente en el punto O.

- Campo creado en O por conductor de corriente I que pasa por A.

— I — — . — - T - n
BOA=H()7A [u, xu, J;siendo u; =—i; u, =[sen — j —cos —
an A AO A A0 6 6

7|
o
>
|
=
<
—
>
|
_
S

N | =



2. El campo magnético

- Campo creado en O por conductor Ic que pasa por C.

M I — . - = T - T - _\/§
) ; siendo =—1i,; =[sen — jt+cos — k]; r=—L
oc ™ 2T T [uc rco] ulc '(() [ 6‘] 6 ] 3
i j Kk
Bt 10 0 fz”i [%3—%1?] 2]
b
2n —L
sbl g L B
2 2

- Campo creado en O por conductor Ip que pasa por D.

B

i
: 2nL
2n TL 0 -1 T

OD=M [1TI xu—r ]; siendo 1TI :T;? = ﬁL; =21
27'Cr D DO D 3
ik
B‘(;: Mo ID 0 0 :2\/5“01 = ];’] [3]
0

Con las ecuaciones [1], [2] y [3] se aplica el Principio de Superposicion:
Bo = Boa + Bos + Boc.

— 33,1 c

Operando el campo magnético total creado en O es: B, =— il
T

2°.- Campo magnético creado por los conductores de Ay C en D

También aplicamos la ley de Biot-Savart para hallar el campo magnético producido por la
corriente rectilinea indefinida del conductor A en el conductor que pasa por D.

Luego se hace lo mismo para hallar el campo magnético producido por la corriente
rectilinea indefinida del conductor que pasa por C en D y finalmente por el Principio de
Superposicion obtenemos el campo magnético conjunto sobre el conductor en D.

- Campo creado en D por conductor I que pasa por A.

R MO A 1o T o= = T Ty
B u ;siendo u, =—i; u = — s — k =L
bAT o [ o I o L€ n 3 - 3 1
ij k
E:@ -1 0 0 =“01[_lj_73f] [4]
2n L 2nL 2 2
3ol
0o X2 —
2 2
- Campo creado en D por conductor Ic que pasa por C.
BT)C Mo 1 L[u u, u__ ]; siendo KI—T;ur‘=[senE]+cosEE];r=L
27.[ 'CD D CD 3 3
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-l

N‘&\ =3

IS G B e
S re i el S I

o _ MK Ic
By =< | -1
¢ onL

N|— o =i

Con las ecuaciones [4] y [5], aplicando el Principio de Superposicion: Bb = Boa + Boc

\/EHOI

2nL

Operando el campo magnético resultante es: B, =— K

3°.- Fuerza por unidad de longitud que conductores de A y C ejercen sobre el conductor
deD

Aqui también aplicamos el Principio de Superposicion, asi obtenemos la fuerza conjunta

por unidad de longitud de los dos conductores paralelos indefinidos y rectilineos que

pasan por A 'y C sobre el conductor que esta en D.

- La fuerza magnética por unidad de longitud del conductor A sobre conductor en D es:
— F, — e T 1. B
fou :%:ID [uID x B, ]; siendo U, =15 BDA:21(;L [- 5 - ) k]; Ip=2I

i k R
gﬁzl“ol 1o o |=tu! [+£j—l K] [6]
2n L L 2 2
1 3
0 —— X2
2 2

- La fuerza magnética por unidad de longitud del conductor C sobre conductor en D es:

u, I 1 - \/5
CES
2nL 2 2

— F . .
fhe =%=ID [u, xBy J;siendo v, =i; B, .=

k];Ip=21

S =l
N‘Sy I

_ V3 }% K] 7]

r HOI
f,.=21-"2— |1
pe nL 2

2n L
1
2

Con las ecuaciones [6] y [7], finalmente se aplica el Principio de Superposicion.
La fuerza magnética resultante que los dos conductores paralelos, indefinidos y rectilineos
ejercen sobre el conductor indefinido, paralelo y rectilineo que pasa por D es:

Ho\/g ro-

nL !

f

prorar = Ipc +pa =
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2. El campo magnético

PROBLEMA 2.3

Una superficie esférica metalica hueca de radio R, estd cargada con una densidad
superficial de carga eléctrica constante o, y gira con velocidad angular constante

o= k alrededor de un didmetro. Determinar:

1°.- Campo magnético creado en el centro de la superficie esférica en modulo y direccion.
2°.- Momento magnético asociado en médulo y direccion.

3°.- Aplicacion numérica: 6= 5 103 C m'z; o= 1.200 vueltas por minuto; R=300 cm.

SOLUCION
1°.- Campo magnético creado en el centro de la superficie esférica en modulo y
direccion

Como la superficie es esférica, aplicaremos, por facilidad de calculo, coordenadas
esféricas ortogonales [ R, 0, ¢ ].
Al girar la superficie esférica, equivale a que la carga elemental dg= ¢ dS, se mueva sobre

los paralelos de dicha superficie esférica, con una velocidad v =®Rsen8 u, lo cual

origina unas corrientes eléctricas dq v=1d/, por tanto segin la Ley de Ampére-
Laplace, el campo magnético elemental producido por estas corrientes en el centro O de la
superficie esférica sera:

r=R send

[@
2l

5 _ MWD o2 = U, dq _u
dBo—ﬁ[dfxro]—‘h"[R [vxro]—‘m0

o, dSoRsend [u, x (- uy)]

4n 2 R
v
dBo=-t G dSwRsend| 0 0 1|=—-t & dSwRsend u,
4n R 1 0 0 4n R

En coordenadas esféricas: 1T9=0089008(pf+cose m@f— senOk y dS=R’en08d@d6
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B HdB _M o OR J.J.senze [cosB cosq>1 +cos0 sen(pj —sen6 k]ded(p

= _ M0, 0R

B, i J.J‘[sen 6 cosO cos(pl +sen’® cos0 sen @ j i —sen’0 k 1d6do

T 2n . T 2n — T 2n —
—M[[j sen’® cosO dej cospdp ] i +[j sen’® cosd dej seng dg] j —[j sen’0 dej d(p]k}
4r 0 0 0 0 0 0

Integrando, resulta:

B, =—LW)R[S62 6} [senp | i +{Sel3l 6} [—cosp [ j +2n [—;senze cos 9—§cos 9} k}
0 0

4n b

B =t o, oR

. 0i+0j +2n Len®0 cos 8- 2cos 0| k
47 3 3

0

b iy - 2 -
Como se anulan las componentes en i yen j , resulta: By = 3 u, 6, ®R k

2°.- Momento magnético asociado

Descomponemos la superficie esférica en coronas esféricas de anchura diferencial R d6 y
de longitud ¢ =27 R sen 6, suponiendo un reparto uniforme de cargas eléctricas, al girar
la superficie esférica se engendra una corriente eléctrica elemental de valor d 1.

dq_dq _4 .. ©

dt 2w T ox
®
Para toda la longitud de la corona nos da un diferencial elemental de intensidad de

dg=0,Rd06 /=21 R* 6, sen 0 d O, por tanto: d =

corriente eléctrica:d I :230'e R dO27n R sen6=0w0o, R* send dO
T

El vector superficie del contorno de esta corriente cerrada es: S=m R%en’0 k

Por tanto el momento magnético asociado al eje de giro:

sen’6 cos® 2 cosB i i
3 3 )

B:Iné ‘dl=nwo, R J.nsen36d6 k=noo, R* {—
0 0

Finalmente operando queda: m = %n oo, R* k

3°.- Aplicacién numérica: 6.=5 10> C m?; ® = 1.200 vueltas por minuto, R = 300 cm

Campo magnético: B :% U, 6, ®R = % 411075107 Z)E 1200-3=1,579 10°T
” 4 s 4 2n 4
Momento magnético: m=§n0)00 R =§ P 1200-5-10°-3* = 213,18 A m’
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2. El campo magnético

PROBLEMA 2.4

La espira de la figura formada por el conductor rectilineo MN, el arco de circunferencia
NP de radio R y los segmentos PQ y QM de longitud R, esta bajo la accion de un campo

magnético uniforme B que forma tres angulos iguales con los ejes OX, OY y OZ. Por la

espira circula una corriente continua de intensidad I constante en el sentido indicado. Se

pide:

1°.- Fuerza que actta sobre cada lado de la espira.

2°.- Fuerza resultante sobre la espira.

3°.- Momento magnético de la espira.

4°.- Flujo magnético que atraviesa cualquier superficie que se apoye en la espira en la
posicion indicada en la figura.

5°.- Momento mecanico que actia sobre la espira.

6°.- Energia potencial magnética de la espira.

@

<

SOLUCION

1°.- Fuerza que actia sobre cada lado de la espira

El campo magnético es uniforme: B = ? B [f+]+ E]

Por otro lado la fuerza debida al campo magnético uniforme que actia sobre el circuito

recorrido por la corriente I es: F=I¢ [ u xB ] [1]

En donde u es vector unitario en direccion y sentido de la corriente eléctrica I, y ¢ la
longitud del circuito. Cada uno de los tramos, que componen la longitud de la espira,
vectorialmente se expresa:

PQ=Rj; QM=—Ri; MN=R[-j+k]; NP=R[i- k]

La fuerza magnética sobre cada lado de la espira se halla al aplicar la ecuacion [1]:

B B

Q=TIBR[T—E] @E?IBR[E—E]
%=51BR[—2T—T+E] ﬂ:fmmﬁ_zﬁk—]
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2°.- Fuerza resultante sobre la espira
Es la suma de todas las fuerzas magnéticas que actiian sobre cada lado del circuito, sus
valores correspondientes han sido obtenidos en el apartado primero.

S T + Ty + By + iy =0

Este resultado, se podia prever, por ser la espira PQMNP un circuito cerrado.

3°.- Momento magnético de la espira
La expresion del momento magnético es m=N O 1 S=N1I [ Sruor + Sovno + Sowro] [2]

El vector superficie de la espira es la suma vectorial de las tres componentes de dicho
vector sobre los ejes de coordenadas: S=S 1+Sy ]+S X

= R> — — TR — —

Sy = Somno =7 i; Sy = Sonro = 2 iy S,= Srovor =R?k ;N =1 espira.

Por tanto, llevando [2] las tres componentes antes obtenidas, el momento magnético de la
espira, que es su caracteristica magnética mas importante, es:

— =~ — — — - ©n - —
m=C I S=I[ Seomor + Somno + SONPO]:RZI[§1+Z j+ k]

4°.- Flujo magnético
El flujo del campo magnético uniforme que atraviesa la superficie de la espira se obtiene
por integracion en dicha superficie:

(D=‘U§ dS =B-S=B- [gmMOP + Sommo +§omo]

5 NG

- - - 1— —
Od=""BJ[i+j+k] ‘[ = +k]=—=[6+T]R*B
3 [i+] ][2 i+ k] 12[ ]

-M:l

5°.- Momento mecanico que actiia sobre la espira

Al estar inmersa la espira dentro de un campo magnético uniforme, el momento mecanico
a que esta sometida se expresa como el producto vectorial del momento magnético de la
espira por el citado campo magnético:

ik
M:BXE:RHQB 1z 1ZQRZIB[(n—4)T+2T+(2—n)T]
3 2 4 12
111

6°.- Energia potencial magnética de la espira
Se obtendra a mediante el producto escalar, con signo negativo, del momento magnético
de la espira por el campo magnético uniforme, anteriormente determinados.

NG

- 5 - ®+ — T,
Evor macnemica =— m - B = _RZI[El‘{'Z )t k]'TB[1+J+k]

B

Operando se obtiene: Epoy yuonerica =— M * B = — B [6+n] BRI

30



2. El campo magnético

PROBLEMA 2.5

Una espira plana hecha con un delgado hilo metalico, situada en el vacio, esta recorrida
por una corriente eléctrica constante I, tiene forma de poligono regular de "n" lados, cada
uno de ellos de longitud L, siendo su centro de simetria el punto O. Se pide determinar:
1°.- Campo magnético creado en el centro del poligono regular.

Aplicar el resultado anteriormente obtenido, para hallar el campo magnético producido en

dicho punto O, centro de simetria, en los siguientes casos de espiras planas recorridas por I

constante:

2°.- Campo magnético creado en centro de triangulo equilatero en funcion de la apotema y
del lado.

3°.- Campo magnético creado en centro de cuadrado en funcion de la apotema y del lado.

4°.- Campo magnético creado en centro de hexagono en funcion de la apotema y del lado.

5°.- Campo magnético creado en centro de circunferencia en funcion de radio R.

SOLUCION

1°.- Campo magnético creado en el centro del poligono regular

Como paso previo, hallaremos el campo magnético producido por un solo lado de la espira
poligonal en el centro de simetria O del poligono regular de n lados, cuando circula por
dicho lado una corriente eléctrica constante I.

Designamos mediante la letra "a" la apotema del poligono regular y por otra parte, el
angulo con vértice en el punto O bajo el cual se ve un lado L del poligono regular es: 20..

Segun la Ley de Ampére-Laplace, la expresion que

‘ I nos da el campo magnético elemental que un
e elemento de corriente crea en un punto O es:
@ — w1 [dlxr]
dBy, LADO — : 3 (1]
4n r

d? xr=rd/cosOu; ;:Ixu—

T

u, : unitario en direccion de I;  u,: unitario en direccion de r

a do
e Se cumple: r=

o {=atg0 diferenciando: d / =
cos cos6

Sustituyendo las expresiones anteriores, en la ecuacion [1], se obtiene:

dB—O] LADO = 4“;; cosHdO u se conoce como ley de Biot y Savart.

Integrando para abarcar todo el lado del poligono a través del angulo 0, para lo cual dicho
angulo varia entre los limites extremos: +0. y — O.

B, "dB. . I “cos 0.do u—=M0—I senau [2]

01LADO i OILADO_4T[a - Sma

L
Para el poligono regular de n lados, el angulo es a=£, su apotema es a=2
n

, el tanto
tga

el campo magnético producido en el centro O del poligono por la corriente eléctrica I es:
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= = _ ol T — ol T, T
B, =n B =n—>—sen —u =n ——sen—tg — u 3
On O1LADO 27'[3 n TCL n gn []

2°.- Campo magnético creado en centro de tridngulo equilitero en funcién la
apotema y del lado

En este caso: n= 3 lados, y el angulo a=" = 60° , por tanto operando sobre [3]
n

L
— I — ol — 33— VL
By iinauo=1 senou =3 sen60°u =—— p, [ u ; siendo la apotema a = ——
OTRIANGULO ma 2ma 4ma Ho P 6
n Ko I T T — Ko I o ol _ 9 -
B . =n sen—tg —u =3 ~—2—sen60°tg60°u = ——u, I u
O TRIANGULO L n g n T g TrL Mo

3°.- Campo magnético creado en el centro del cuadrado en funcion de apotema y lado
En este caso: n=4 lados, y el angulo o =T _yse , por tanto operando sobre [3]
n

L

a=45°

V2

o ol i ol o T . L
\ =n senou =4 —>— sen45°u =—— p, [ u ; siendo la apotema:a = —

OCUADRADO ™ 5 2na ma P 2

— u, 1 T — u, 1 o o _ 22 —

Bo cuaprano =1 no sen; tg o u =4 11:0 sen45°tg45°u = Epol u
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2. El campo magnético

4°.- Campo magnético creado en el centro del hexdagono en funcién de apotema y lado

Ahora: n= 6 lados, y el angulo o =T 300 , por tanto operando sobre [3]
n

L

a=30°

e Y, 1 — w1 — - . . x/EL
By s =n senou =6 sen30°u = Iu ; siendo la apotema: a =——
OHEXAGONO 2ma 2ma 2ma Ho P 2
e ool omom—  p,l . L— B —
By sexacono =1 ﬁ sen; tg o u =6 noL sen 30°tg 30°u = Euo Iu

5°.- Campo magnético producido en el centro de circunferencia en funcién del radio
R Mol

T[ —_—
011LAn0 =1 sen — u , donde la apotema

2ma n
expresada en funcion del radio de la circunferencia circunscrita al poligono regular de n

Partiendo de la expresion [3] :B,, =n

lados es: a=R cos ~. Sustituyendo el valor de la apotema en [3]: E;n =% ntg1r u [4]
n T n

Cuando el nimero de lados n tiende a infinito en [4] se tiende a la circunferencia de radio

R circunscrita en el poligono regular.

B, —tim [l e ® o] = (2Rl 0 dim g & [5]
2nR n n

O CIRCUNFERENCIA N0 2 T R T
En esta expresion al tomar limites, aparece una indeterminacion del tipo --0, por tanto

para resolver dicho inconveniente, se transforma en otra indeterminacion del tipo Fy a

continuaciéon se aplica la regla de L'Hopital, derivando cada miembro del cociente

respecto de la variable, que en este caso es "n", y después al resultado obtenido se aplica el
limite n—oo.

1 d 1
d T TT T di N
. tg = a[tg ;} cos® — nin
it te =1=1 _n |_ i el S iy e T n —
n dn| n dn | n

Finalmente llevando el resultado anterior del limite obtenido a la ecuacion [5], el campo
magnético creado en O por la espira en forma de circunferencia de radio R es:

B by

0 CIRCUNFERENCIA IR
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PROBLEMA 2.6

Con un espectrografo de masas de A. J. Dempster se van a identificar cationes de los
isotopos del potasio, de nimeros masicos: 39 u.a.m., 40 u.a.m., y 41 u.a.m. con una carga
positiva, es decir: 39K+, 40K+, MK obtenidos, en una fuente de iones, a partir del
calentamiento de sales de potasio.

Los iones producidos inicialmente estan en reposo y son acelerados mediante un campo

eléctrico, cuya diferencia de potencial entre la fuente de iones y un &nodo perforado con
un diafragma D; es de Vo= 80 kV. De esta manera el chorro de iones emerge del campo
eléctrico con una energia cinética uniforme, penetrando inmediatamente en un campo
magnético, cuya unica finalidad es enfocar su direccion; el campo magnético es inducido
entre dos placas de hierro semicirculares, su valor es B=510"k T, y obliga a los iones a
moverse en una trayectoria semicircular, para impactar finalmente en los puntos
denominados genéricamente M: M, M, y M3, de una placa fotografica FF'.

FUENTE DE IONES

+ Yz -

V, = 80kV

_—— . — —

El esquema simplificado del espectrografo de masas es el representado en la figura.
Se pide determinar lo siguiente:

1°.- Velocidad en km s, de las particulas al salir por el diafragma D.

2°.- Energia cinética de las particulas al salir de D; en MeV.

3°.- Distancias sobre la FF' placa fotografica: M{M, y M)M; expresadas en cm.
DM

4°.- Expresion del poder separador del espectrografo definido por Py = :

DATOS. 1 uam=1,6599-10""kg. | qe|=1,602-10"°C.

Los efectos relativistas se desprecian.
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2. El campo magnético

SOLUCION

1°.- Velocidad en km s™, de las particulas al salir por diafragma D,

En la zona de aceleracion, debida al voltaje Vy, los iones potasio con una carga positiva,
pasan de tener velocidad nula a una velocidad v, que se determina mediante el principio de
conservacion de la energia:

E.=|q.| V, :EC=%m v de aqui la velocidad es: v= /%

La masa de cada uno de los tres is6topos del potasio es:
Para ¥K': mso=39- 1,6599-107" = 64,7361 10*" kg

Para “’K": myo=40- 1,6599-10%7 = 66,3960+ 10" kg

Para *'K": my=41- 1,6599-10%7 = 68,0559 10" kg
Por tanto las velocidades son:

. -19 .
16n ¥K": v, = \/2 1,602 10" -80000

3916599 107 =6,2924 10° km's™

=6,2132 10> km s

. 19 .
I6n “K*- V= 2-1,602 10 80_(2)700
40- 1,6599 - 10

lesos 07~ 613703 107 ks

2-1,602 10" -80000
I6n *'K": v, :\/ ’
2°.- Energia cinética de las particulas al salir de D; en MeV
Los iones se someten al voltaje acelerador V= 80.000 V, y como tienen la misma carga
positiva: q=+ q.= 1,602 10"’ C, su energia cinética es la misma:
1 M

Mev _ 0,08 MeV.

Ecmnerica=q Vo = 1,602 -10"°- 80000 ———
CINETICA= (q Vo 1,602 10" ]

3°.- Distancias sobre la FF' placa fotografica: M;M, y M,Mj; expresadas en cm

A la zona de impacto, los iones llegan con la velocidad que adquieren debido al voltaje
acelerador Vy, y como sélo aqui actua el campo magnético, la fuerza magnética segln la
ley de Lorentz: Fs =q [7 X §] =ma

El vector aceleracion a de la particula cargada es de modulo constante y siempre es

perpendicular al vector velocidad v , por tanto la trayectoria de la citada particula es una

semicircunferencia de radio R, situada en el plano XOY, descrita a velocidad constante.
2

Siendo: F,= q.vB=ma=F.= TV como la velocidad es conocida, la expresion del

valor del radio de la trayectoria semicircular es: R = mv - 1]2Vym
B BY q
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Problemas de electromagnetismo

Como se observa, el radio es directamente proporcional a la raiz cuadrada de la masa y
también es inversamente proporcional a la raiz cuadrada de la carga del i6n de cada
isotopo, cuando las deméas magnitudes estan fijas en el aparato.

Las distancias pedidas entre los puntos de impacto M, en la placa fotografica, de los haces
de iones de isotopos, estan relacionadas con los radios de la trayectoria semicircular
descrita por los diferentes is6topos del potasio.

MiMy=2- [Rongo — Runso] = % { \/ 2V, my \/ 2V, m,, }: \/ SV | o

q. q. B’ q,

MM, = 880000 /4016599107 = {/391,6599-107 |=1,295 em
25107 1,60210

21 |2V, 2V, 8V,
MoM;= 2+ [Rin41 — Rinao] _B{\/ 0 o _\/ R }Z \/B2 qo [\/m_zu_\/mfw]

qc qc e

M,M,= 880000 [ V411,6599107 - /40-1,6599-107 | =1,279 em
25107 1,602-10

Por tanto en la placa fotografica FF', del espectro del magnesio se obtienen tres rayas
separadas entre si una distancia de:
1,295 cm para el impacto de los isétopos de nimeros masicos 39 u.a.m. y 40 u.a.m.
1,279 cm para el impacto de los isétopos de nimeros masicos 40 u.a.m. y 41 v.a.m.

d DM

4°.- Expresion del poder separador del espectréografo definido por P, =

Hemos de determinar, en primer lugar la expresion de la distancia entre el punto de salida
de los iones del selector de velocidades y el punto donde impactan dichos iones, en la
placa fotografica.

8Vym _

2

DM=2R=

Derivando en la anterior expresion respecto de la variable masa "m", se obtiene el poder
separador para el espectrografo de masas de Dempster:

PS:leM:i 82V0 Jm |= 82V0 i\/;: 82V0 L 22V0

dm dm|\B q, B q, dm B'q, 2ym \B'q m
Para este espectrografo de masas de Dempster, el poder separador, como se observa en la
férmula anterior, es tanto mejor cuanto menores sean la masa y la carga de los iones de los

isotopos, una vez fijados, en el aparato los valores de funcionamiento del campo
magnético y el voltaje acelerador.
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2. El campo magnético

PROBLEMA 2.7

Una particula de masa m y carga q’, se mueve en el vacio en una regién donde coexisten

un campo eléctrico E=Ek , Y un campo magnético B=-Bk . En el instante inicial t=
0, la partlcula se encuentra en el origen de coordenadas O (0, 0, 0) y su velocidad inicial

es v, =V, 1 . La velocidad de la particula, en un instante t, tiene en general, la expresion:
dx(t) Ty dy(t) T+ dz(t) e

dt dt dt
Utilizando un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales OXYZ, en funcién de los
datos, y siendo t el pardmetro tiempo, se pide determinar para dicha particula:
1°.- Velocidad en coordenadas paramétricas expresada vectorialmente.
2°.- Trayectoria: ecuaciones temporales en coordenadas paramétricas.

vV =

3°.- Aceleracion en paramétricas expresada vectorialmente y su modulo.
4°.- Trayectoria: ecuaciones en coordenadas cartesianas cuando t << 0.

SOLUCION

1°.- Velocidad en coordenadas paramétricas

La expresion de la ecuacion fundamental de la dinamica, teniendo en cuenta los dos

campos eléctrico y magnético que actuan sobre la particula cargada es:

= — = = = - = — dx(t)— dy(t)—  dz(t)—
d(t)1+ y()JJr Ok

F=ma =Fe+Fs=qE+q[v xB] siendov =

dt dt
z
A
E
0 Y
v, B
X v
. - 2 . 2 . 2 .
Como: a =3 - x5, Ay 7, d 20
dt dt dt dt
ik
x— dy— z x dy dz
=m[—i+-—2]+—k]=qEk+q|— = =
[dt2 dt? dt? 1=a g a ar
0 0 -B
F—m[dz—XT+dz—y“+d—k]— Ek + B[——1+d i1
i e Ta T a !

Desarrollando la ecuacion vectorial diferencial anterior, obtenemos las tres ecuaciones
diferenciales de la trayectoria sobre los tres ejes de coordenadas cartesianas:

d’x dy d’y dx d’z
—=-—qB 1]; —=qB — 2]; —=qE 3
e T 1] mdt BRI [2] T 3]
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Integrando una vez respecto al tiempo las tres ecuaciones anteriores determinaremos las
ecuaciones paramétricas de la velocidad, en funcién del tiempo.

De [1] integrando: m ((11—): =-qBy+C [4]

La constante se halla a partir de las condiciones iniciales de contorno que son:

Parat=0:x=0,y=0,z=0; v: =v, 1, operando en [4], resulta: C; = m v,.

B . . ? ’B’ B
&__aB y + v, llevando esta ecuacion a la [2] se obtiene d—f +4 Y= 2%
dt m dt m m
Ecuacion diferencial de 2° grado, cuya solucion general es la suma de la solucion de la
ecuacion homogénea, y la solucion particular de la ecuacion completa : y =y + yp.

y=A sen [(ot+(p]+mVO
qB

(3]

. B . .
Siendo ® = q—; A'y ¢ se obtienen de las condiciones de contorno.
m

Para t =0, sobre [5] resulta: 0= m—g’ +A sen @
q

Para t =0, sobre la derivada de [5] resulta: [jﬂ =0=wAcos @

0

Operando en ambas se obtiene: A=— m]\;o ; (p:g , por tanto sustituyendo estos valores
q
sobre [5] resulta la solucion: y = M Vo [1—cos aB t] [6]
qB m
. dy
De [2] integrando: m ot =qBx+C, [7]

La constante se determina a partir de las condiciones iniciales de contorno que son:
Parat=0:x=0,y=0,z=0; v, =V, 1 y operando en [7], resulta C, =0

2 202
dy _4B x llevando esta ecuacion a la [1] se obtiene: d—§+ ! ]f x=0.
d m dt© m
Ecuacion diferencial de segundo grado homogénea, cuya solucion general es del tipo:
x = A sen [0t + @] [8]

Donde A y ¢ se obtienen a partir de las condiciones de contorno.
Para t= 0, sobre [8] resulta: 0 = A sen @; por tanto: @ =0

Para t= 0, @ = 0, sobre la derivada de [8] resulta: [dx} =v,=0Acos¢p; A= Yoo Y%
dt |, (0] qB
Sustituyendo en [8] queda la solucidn: x = MYo gen aB t [9]
qB m
De [3] integrando respecto al tiempo: m % =qEt+C, [10]

La constante se determina a partir de las condiciones iniciales de contorno que son:
Parat=0:x=0,y=0,z=0; v, =V, 1 y operando en [10], resulta C3=0.
qE

Volviendo a integrar en [10] se obtiene: z = T t? [11]
m
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2. El campo magnético

Las ecuaciones paramétricas de la velocidad resultan:

v, _x__ 4B y+tv,=— aB %[l—cos wt] + v, :vocosﬁt
dt m m gB m
_dy_dB X = 9B mv, sen ot =v, senﬁt;
Y dt m m q m
_dz_9qE
©dt m
Velocidad ecuaciones paramétricas: v, = v, cosﬁt 3V, =V, senﬁt; v, = ak t
m m m
. . — B — B, + E —
Velocidad vectorialmente: v =v, cos 1217 +v, sen It ] +42 4%
m m m
q2E2
Velocidad en médulo: v =,[v,* + 5 depende del tiempo.
m

2°.- Trayectoria: ecuaciones temporales en coordenadas paramétricas

Las ecuaciones temporales de la trayectoria, en coordenadas paramétricas, en funcion del

tiempo, se obtienen de las integraciones sucesivas respecto del tiempo, realizadas en el

apartado anterior:
_my, qB

sen 12¢ ; y="1Y0 [1_cos Qt];zzq—Etz
qB m qB m 2m

3°.- Aceleracion expresada vectorialmente en paramétricas y su médulo

La ecuacion fundamental de la dinAmica es:F =ma= qE k +qB [—% i +%—]

- dx .
Por lo tanto la aceleracion resulta: a = — [B[ e AR j ]+ E k }
m dt dt

De de las expresiones del apartado anterior y derivando respecto al tiempo, el vector

aceleracion es:

- B B
azq{VOB[—senq t 1+cosq tJ]+E k}
m m

La aceleracién en modulo es: a = iwlvoz B®+E* no depende del tiempo.
m

Su valor es constante, para un i6n determinado y manteniendo constantes en el proceso los
valores de los campos eléctrico y magnético.

4°.- Trayectoria: ecuaciones en coordenadas cartesianas, cuando t << 0
En este caso, al ser el tiempo muy pequeflo t << 0, hacemos las aproximaciones siguientes:

sen Wt= o t= q—t cos wt=cos 0°=1

m
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Sustituyendo ambas expresiones en las ecuaciones de la trayectoria del apartado 2°,
resulta:

x=2Y gen ot = B Y0 =" Vo B t=v,t
qB qB gB m
yzﬂ [1-cos wt]= m Vo [l—cos 0]=0
qB
z= qa= E t?
2m
Eliminando el tiempo, la ecuacion de la trayectoria de la particula en expresada en
coordenadas cartesianas, para t << 0: z:2 q]jz x* ; y= 0. Es una parabola situada en el
m 0

plano ZOX.
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2. El campo magnético

PROBLEMA 2.8

El solenoide de la figura esta formado por un delgado hilo de conductor de didmetro "a",
por el que circula una intensidad de corriente eléctrica I en el sentido contrario a las agujas
del reloj, de forma que se obtiene un conjunto de espiras circulares paralelas arrolladas de
manera uniforme sobre la superficie troncoconica cuyas caracteristicas geométricas son las
indicadas en la figura.

Determinar para dicho solenoide, lo siguiente:

1°.- Campo magnético B, producido en O.

2°.- Momento magnético asociado.

3°.- Aplicacion numérica de los apartados anteriores.

< ~

Rz h1

h,

/_m

X
hi=R;; hh=Ry; Ri=2Ry; [=10A; h,=10cm; a=1mm.

SOLUCION

Calculos previos

Inicialmente calcularemos el campo magnético B, creado por una espira circular de radio
Ry por la que circula una corriente eléctrica I, en un punto O, perteneciente a su eje de
simetria, para lo cual aplicamos la ley de Ampére-Laplace a dos elementos diferenciales
diametralmente opuestos, en la espira, dirigidos segun el sentido de la corriente eléctrica:

dB, =ML a7 x1 7 [1]
4nr
Teniendo en cuenta la simetriay: r = R, ; df=R, do [2]
sen 3
-r.“_HoI i [ _uol RN
Entre [1] y [2] obtenemos la ecuacion: B, = sen’Bk | do= sen’B k [3]
4nR 0 2R

0 0

1°.- Campo magnético producido en O

En el solenoide, el niimero de espiras dn de espesor "a", que hay en un elemento

n:M:d(rcosﬁ):cosﬁdr [4]
a a a

diferencial de longitud dz es: d
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Problemas de electromagnetismo

., e R R

En el tronco de cono se cumple la relacion geométrica: R, =—-z=— r cosf [5]
1 1

Por tanto el campo magnético creado por las espiras contenidas en un elemento dz, se

obtendra aplicando a dBor = Eo, dn k las anteriores ecuaciones [3], 41y [5]:

I I — Th —
dBsr =B, dnk = ol senﬁ{ cos B }k— IL{IO sen’B cosf dr k =“°71sen3[3gk
2R, a 2a—LrcosP 2aR, r
1
La integracion se realiza entre los limites correspondientes a la base inferior y a la base

. Rl
superior del tronco de cono, que son , por tanto resulta:
senf senf
— R, /senf  _. 1h R, /senf dr I h R, —
Bor =J T B =t sen’B I k =ttt sen’B In —- k
R, /senf 2aR, R, /senf T 2aR, R,

2°.- Momento magnético asociado

2
Para una sola espira circular resulta: ﬁlT= TR} 1 k =n {—} 21k

|42

a

Numero de espiras de espesor "a" que hay en un elemento de longitud dz: dn =

Para todo el solenoide completo obtendremos:

2
— nl | R —
dm,=dnm, =nR>Ik = —L| Z2dzk
a | h,
Integrando entre los limites correspondientes a las bases inferior y superior del tronco de
cono, el momento magnético es:

2 2
I h . hy . —
m,= | dm,= TC_I ﬁ I 72 dz k :TE_I & [h3, - h32] k
hy a 3a | h

h,

3°.- Aplicacion numérica de los apartados anteriores
La aplicacion numérica, para determinar el campo magnético, se determina sustituyendo
en la ecuacion del apartado primero, los datos conocidos del enunciado y como ademas,

R, 2

resulta que el semiangulo en el vértice del tronco de cono es: sen = —2—=——.

Jhi, +R%, 2
=  u,Ih R, — 4m107 10 2

Bor =—0—sen’B In —- k =—— M2 2K =1,5397-107 K T
2aR, R, 2:1-10 4

Para determinar el momento magnético asociado, se sustituye en la ecuacion del apartado
segundo anterior los datos conocidos del enunciado:

2
— wl | R, — w10 — —
m=— | —~|[h} - K, ]k = 2:10-10°F =[1-10-10°F | k =7,3303-10> k Am’
e {h] }[ k= Sl F-[ il
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2. El campo magnético

PROBLEMA 2.9

Un conductor metalico recorrido por una corriente eléctrica I, situado en el vacio, se
compone de cinco tramos, dos de ellos son rectilineos indefinidamente largos, otros dos
n.n

son segmentos de longitud "a" y el otro tramo es un cuadrante de circunferencia de radio
"a", tal como se representa en la figura.

V4
-
@ a
®
a I Y
® (0]
a
&
X

Se pide determinar en el punto O:
1°.- Campo magnético producido por cada tramo.
2°.- Campo magnético producido por el conductor completo.

SOLUCION
1°.- Campo magnético producido por cada tramo en el punto O
Se utilizara la Ley de Ampére-Laplace, que expresa el campo magnético elemental creado
My I [dlxr]

T r [
Tramo @: Paralelo al eje OY, indefinido en un extremo.

por un elemento de corriente en un punto O es: dﬁ;

Z
O I 2
r a
77
o Y
Como se cumple:
- = — . . ado , a
d/xr=rdfcosOu; (=atg0 diferenciando: d /=———, ademés: r= .
cos 0 cos0
u =1TI x;r; ITI = j: unitario en direccion de I; 1Tr: unitario en direccion de r. Operando: u ==—i

Sustituyendo las expresiones anteriores, en la ecuacion [1], se obtiene:

dB—01 — Mol cos0dou T cos0dO i .es ley de Biot y Savart.
4ma 4ma

Para abarcar todo el tramo de conductor @, se realiza la integral a través del angulo 6,
entre los limites extremos inicial y final: + /2 y 0.

N 0 — —
By -t L [ecos0doi TR 2]
dna J3 4ma
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Tramo @: Segmento paralelo al eje OX, de longitud "a".
a Z

X
Como se cumple que:
dlxr=rdlcosBu; (=a tg O diferenciando: d / = & , ademas como: r = .
cos’ cosO

u =u; X u,; u; =i:unitario en direccién de I; u,: unitario en direccion de r ,luego u = j
Sustituyendo las expresiones anteriores, en la ecuacion [1], se obtiene:

dB,, = Mo 1 cosfddu = Ho 1 cos 6 dB | , ley de Biot y Savart.
°? 4ma 4ma

Para abarcar todo el tramo de conductor @, se realiza la integral a través del angulo 9,
entre los limites extremos inicial y final: 0 y +m/4.
I J— -

_ il ,”o
B,,= 0do j 3
02 4 a ‘[ Cos ] ppe j [3]

Tramo @: Segmento paralelo al eje OZ, de longitud "a"

Z
®
de {
a
1 r
Y
0
X 0]
a
Como se cumple que:
d/xr=rd/cosBu; ¢ =atg0 diferenciando: d /= ado , ademas como: r = .
cos’0’ cosO

u =u, X u,; u, =—Kk:unitario en direccion de I; u,: unitario en direccion de r . Operando u = j
Sustituyendo las expresiones anteriores, en ecuacion [1], se obtiene:

dBO3 4“0 ! cos 6dO u =4”LI cos0do j les la ley de Biot y Savart.
Ta

Para abarcar todo el tramo de conductor ®, se realiza la integral a través del angulo 0,
entre los limites extremos inicial y final: +m/4 y 0.

— 0 — .
By, =to - [leosdo7——tol V2 5
© 4ma g 4ma 2

[4]
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Tramo @: Arco circular de 90° y de radio R=a, contenido en plano XOY.

(¢}

X
Como se cumple que:

- = T— — — — = . .
ds xr=rd£sen5u; u=u xu =k; dl=ad6, r=a sustituyendo las expresiones

. ., . s 1 —
anteriores, en la ecuacion [1], se obtiene: dB,, = 2 o dok .
13
Para abarcar todo el tramo de conductor @ se realiza la integral a través del angulo 6,
entre los limites extremos: 0 y +7m/2.

I (50— B I —
B, :X(’—n J'02de K :% K 5]

Tramo ®: Paralelo al eje OX. indefinido en un extremo.

X 0)
)
r
a
®
I
Y
Como se cumple que:
- = — . . a do ,
d/ xr=rd/lcosbu;l=atg0 diferenciando: d / =———, ademas como: r = .
cos” 0 cos0

u= 1TI X E; uT =i : unitario en direccién de I; ut: unitario en direccién de r . Operando u =k .

Sustituyendo las expresiones anteriores, en ecuacion [1], se obtiene:

dB—05 _ il cosfddu = RS cos0do k que se conoce como ley de Biot y Savart.
4ma 4ma

Para abarcar todo el tramo de conductor ®, se realiza la integral a través del angulo 6,
entre los limites extremos: 0 y +m/2 .

o Mo I g bl Mol =
By, Axa Lcosedel Ana k [6]
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2°.- Campo magnético producido por el conductor completo en el punto O

Aplicando el Principio de Superposicion, a partir de los campos magnéticos producidos en
el punto O por los cinco tramos antes hallados, obtenemos el campo magnético producido
en el citado punto por el conductor completo, con sus cinco tramos

Boowl o
2 4ma 2 8a 4ma

By o ~Bo, +Bo, +Bos + By, +Bos = “0 %

OTOTAL 41

I£ bl bl

},LOI - n+t2 —
i +t——k
OTOTAL 4ma [ 2 ]

Finalmente, tras operar resulta: B,
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2. El campo magnético

PROBLEMA 2.10

En un sistema cartesiano ortogonal, una carga q;, se mueve en el vacio con una velocidad
constante v, =v j , a lo largo del eje OY, de forma que en el instante inicial t= 0, dicha
carga se encuentra en el origen de coordenadas O (0, 0, 0).

Un conductor rectilineo indefinido situado en el eje Z, esta recorrido por una corriente I en
sentido positivo de dicho eje creando un campo magnético que actia sobre la carga movil

qi.

Se pide terminar:

1°.- La fuerza de Lorentz sobre la carga movil q; producida por el conductor.

Ahora, otra carga eléctrica q, se mueve con una velocidad constante \72 =v k,alo largo

del eje OZ, en el instante inicial t= 0, esta carga se halla en el origen de coordenadas
0 (0, 0, 0), y al ser g, mdvil crea un campo magnético. Se pide determinar para el instante t
2°.- Campo magnético creado por la carga movil g, sobre el punto donde esté q;.

3°.- La fuerza de Lorentz sobre la carga mévil q;, producida por la carga qs.
SOLUCION
1°.- La fuerza de Lorentz sobre la carga movil q; producida por el conductor

El conductor rectilineo indefinido crea, en un punto del eje OY donde se encuentra la
carga moévil q; al cabo de un tiempo t, seglin la ley de Biot y Savart un campo magnético:

— I — — — - — = .
B, = i‘) [u,xu, J;siendo u, =k ; u=j ; r=v, t, por tanto sustituyendo resulta:
Tr
= I — = I = . . — -
) =M [k x ]:—“07 i ; como segun el enunciado v, =V j .
2nv, t 2nv, t

La expresion de la fuerza magnética sobre la carga movil q; segtn la ley de Lorentz es:

]
I .
=q, [v, xB]]=q, Vv Ho 0 1 0| operando,se obtiene
"2n v, t L0 o

La fuerza, segin Lorentz, sobre la carga q; de producida por el conductor:

Mgl kK
27wt

2°.- Campo magnético creado por la carga movil g, sobre el punto donde esta q;
La expresion del campo magnético creado por una carga ¢, en movimiento, con velocidad

9, [szr] (1]

v2 , en un punto P donde esta la carga movil q; es: 1? K 2
T r

Siendo r vector que va desde el punto donde esta g, hasta el punto donde se encuentra q;.
Sabemos que ambas cargas comienzan a moverse partiendo, las dos, en el instante inicial
desde el origen de coordenadas O, por tanto transcurrldo un tiempo t:

El vector posicion de la carga movil q; es: r1 = Vl t=vt _]
El vector posicion de la carga mévil g, es: r2 =v,t=vtk .

El vector posicion de la carga q; respecto de la g es: r: —E =vt [T - k—] .
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El modulo de este vector es: ‘fl - g =2 vt

Sustituyendo todo lo anterior sobre la ecuacion [1]:

Z A
I
A \72’
qQz ¢ r
o R — Y
qi VT
A
I
X

B—:uo 9, [V_z.x;] _H 9 [V_z.x(r—l_r_z.)] _H 9 [Vk_.XVt(JT._k—)]
P

3 —  —3 - —_ B
4n r 4n -t 4n ‘vt[.] —k]‘
Mo 9 iiE st Mo 9 st
B,=tod2l 0 o 1 | £ =_fods 7 P
" 4n o 1 : V2 v i) 4 [V2 vt
Operando resulta: B—P=—m i

16 vt

3°.- La fuerza de Lorentz sobre la carga movil q; producida por la carga q;
La expresion de la fuerza magnética que el campo magnético creado por la carga moévil qp
crea sobre la carga también moévil q;, segin la ley de Lorentz es:

1] k
o . n e Lo 9, Ed o 9,
E, =q[v, xB,]J=q,Vv)] x|-—F————1 |=qv—/—>—] 0 1 0
By q [v, p]=0q, V] l: Sﬁnvtz :l q, 8\/§TEV‘[2
-1 0 0
o Ho\/g(hqzk"

Operando, fuerza de Lorentz es: F, = S
' 16 nt
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3. Conductores cargados en equilibrio

PROBLEMA 3.1

Dada una carga puntual +q, situada a una distancia de 1 m de un plano conectado a tierra,
definir el lugar geométrico de los puntos del plano, que en su interior encierra un tercio de
la carga inducida.

SOLUCION

Por imagenes la carga +q induce la -q.

2 cargas

v

q

E=Eq+E_q=m'2'COS(X‘H=a'H
donde o es la densidad superficial de carga del plano.
L cosa =h/r
@
\ q-h
" \ CT 2 T s
e
\%\5 o /// La carga encerrada en la corona de la
T / ‘ \) figura vale:
N r=+R?+h?
V=
E /
dgj=2-m-r-dR-o

gt R

—q-h-—————-dR
JRZ +h?)3

La carga total del plano encerrada en el circulo de radio R; es:

Q= I_qu
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Q=ffo~ds=q-h.f:1\/ﬁ-dl%—

Condicion del enunciado

A

Q h[ L ]Rl h[l ! 9
=q. P [ — =q. [ P —
J@RZ +h?)] h J®RZ+h)] 3
Operando, se obtiene:
-1/2
L[ I I ) R
3 h h 4
V5
Rl—T'h

El lugar geométrico es la circunferencia de centro O (pie de la perpendicular trazada desde
q)yradio Ry =v5-h/2=1,12 m.
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3. Conductores cargados en equilibrio

PROBLEMA 3.2

Tres esferas con carga 0,11 nC cada una de ellas, aisladas, idénticas de radios 10 cm,
tienen sus centros situados en los vértices de un tridngulo equilatero de lado 100 m.
Sucesivamente, y en el orden 1, 2, 3 se une cada una de las esferas a tierra y se aisla de
nuevo. Se pide:

1°.- Cargas Qq, Q, y Q3 de cada esfera.

2°.- Si se unen las esferas 2 y 3 por medio de un hilo conductor muy fino, ;Cudl sera el

potencial de la esfera 1?

SOLUCION
1°.- Cargas de cada esfera

Conociendo la expresion de los potenciales creados por un conjunto de cargas y tomando

como punto genérico la esfera conectada a tierra, se tiene:

Q Q1 Q; Qs

3 V=0 ; 0= + +
! 4-m-ggr 4-m-ggra 4-megy-a

a \a
Vo0 0o U, @ Q&
4-m-ggra 4-meggrr 4-m-ogp-a
. a '.Q
V=0 0= % Q Qs

= + +
4-m-ggra 4-mrggra 4-megyr

Obteniéndose como valores de Q;, Q, v Q; los siguientes

=00 =t (1) 0 =) (3-29) 0

a a a a

Q =-022pC; Q,=-011pC ; Qz=033-10"15 C

2°.- Si se unen las esferas 2 y 3 por medio de un hilo conductor muy fino, ;Cual sera

el potencial de la esfera 1?

Si se unen las esferas 2 y 3 —=> ambas tendran el mismo potencial.
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Por tanto el potencial 1 sera:

Q Q 4 Q3

V, =
' 4.m-ggr 4-mrggra 4-Togy-a

—2-r
Q= ’

Q

a

! 1o r
Q= 3—2_a3'(5'r'3_32_2'r2)‘Q

.(5-r-a—a%?2—2-r2
\A Q (r( e r)—2>=—20mV
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3. Conductores cargados en equilibrio

PROBLEMA 3.3
Con los datos del problema propuesto 3.2, si se unen las tres esferas por medio de un hilo

conductor muy fino, ;Cual sera el potencial en el centro del triangulo?

SOLUCION
Al unirse las tres esferas,

1 ! n n
V1 —<&+_Z+_3)

4-1-¢g r a a

1 ! n n V =V =V
VZ (&4__24__3) 1 2 3

4-mm-gq \ a r a

e (82,9)

4-m-gg a r

El valor de las cargas es:
, , , r 2'I‘ Q
Q1—Q2—Q3—[—3'(5'1”‘3—32—2'1‘2)——]‘—3

El potencial en el punto P sera:

-~ % Qs]

1
: [ + +
4-m-g [a/V3 a/V3 a/\3
Sustituyendo en esta expresion los valores de Q3, Q5 y QF .

V3-Q-r

= . L. — .22 Lr2) = —
V(P) R (5:r-a—3-a?—-2-1r% 0,51 pv
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PROBLEMA 3.4

Sea el sistema electrostatico formado por dos cilindros indefinidos concéntricos, de radios
R; =10 m ; R, =100 m, conectados ambos a potencial de tierra y la esfera
conductora de radio R=1m , cargada con una carga q, = 0,11 nC que puede
considerarse practicamente puntual respecto a las dimensiones de los cilindros
(R« |R; —R;|) vy situada a una distancia del centro de aquellos r = m .

Averiguar el potencial de la esfera.

SOLUCION
y
) S PLANG Z Para resolverlo utilizamos la transformacion
£ | . conforme.
S \;d/ R] )\
| \ P \ X
: ‘ - —o— W=Inz=Inr+j-¢=u+j-v
HoF ) s

\ // S.equip. R; =cte; u; =InR; =cte

S.equip. R, =cte; u, =InR, =cte

Para el punto P tenemos:

®=0 ©=0 prANOW
uy=cte u,=cte

’ uy =Inr=In,/R; -R, =

Py

& v 1 1

+q0 =E'(lnR1 +1nR2)=E'(u1+u2)

a, a

il

Vw =@ =0

Por iméagenes siendo

Uz — Uy
2

a=
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3. Conductores cargados en equilibrio

El potencial en el punto P viene dado por:

¢PW = q)placas + Gesfera =

+ ==
4-m-gy a 2 3 4 4-m-gg R
_ Y (1 ln2)_ do 1 In2
" 4-mrgg R a/) 4-megg \R Y2 W
a

Sustituyendo los valores de u; y u,, se tiene:

do 1 In2
bp

4.1-[.80 R %‘(lnRz_lan)

Poniendo el denominador como sigue:
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PROBLEMA 3.5

Si una esfera conductora de radio a, descargada y aislada, se coloca en un campo uniforme

E=100% V-m™! . Una vez alcanzado el equilibrio se produce en la misma una

distribucién superficial de carga 6 = 88,42cos@ pC-m™2

, siendo 0 el angulo formado
entre el eje X y un radio de la esfera. Si se escinde la esfera en dos hemisferios mediante

un corte normal al campo, determinar la

fuerza electrostatica que actia sobre los 5
0 —
mismos. — Y N
) / \
r o
SOLUCION
N ,
E, a

La fuerza que actia sobre un dS sera:
dF =p-dS- T,
siendo p la presion electrostatica.

Por la simetria existente consideraremos tinicamente las componentes horizontales:

2 2
F:J‘J‘p-dS-cosezhﬂ ° -dS-costJ‘J‘S °
S 52~80 2-80

siendo S la superficie de cada hemisferio.

-a” -send-cosO-de- do

Operando, sustituyendo o por su valor

/2

1 ‘IT/Z
F=9-n-£0-E§-a2-j cos36-sin9-d9=9-n-£0-E§-az-[—z-cos‘*e]
0

0

9
F=Z.T[.SO.E%-32=62,6 uN
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3. Conductores cargados en equilibrio

PROBLEMA 3.6

Se considera un sistema de n conductores y dos estados de equilibrio con potenciales
V; y V, . Si se superponen ambos tal que V =V; +V,, indicar si las fuerzas que actian

sobre las superficies de los conductores cumplen:
F(P) = F1(P) + F,(P)
Para cualquier punto P genérico sobre la superficie de cualquier conductor.

SOLUCION

En la superposicion de los dos estados de equilibrio, el potencial

V=V1+VZ

Considerando el gradiente en la expresion anterior
VW =WV, + WV,

Por lo tanto, para los campos electrostaticos, se cumple en todo punto,

E = El + E2
En un punto P de un conductor
o 04 oy
—-n=—-n+—-10 = 0=o0;+0,
€0 €0 €0

siendo o, 0; y 0, las densidades de carga en el estado suma y en los estados de

equilibrio 1 y 2.

Si se considera un dS en la superficie de un conductor, situado en el punto P, la fuerza que

actuara en cada estado

F)1+F)2=E1'0'1'ds+§2'0'2'd5
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Siendo la fuerza correspondiente a la superposicion de estados

ﬁ:EO_'dS: (El +E2)'(01+0_2)ds
En consecuencia,

F#F, +F,
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3. Conductores cargados en equilibrio

PROBLEMA 3.7

Dos semianillos de radio R = 1 m, situados en dos planos paralelos que distan h =10 cm y

con el eje OZ perpendicular a los citados planos (véase figura).

Si los semianillos estan cargados respectivamente con densidades lineales de carga

positiva y negativa de 2 nC-m’” y se asocia a una distribucion de dipolos, determinar el

campo electrostatico en un punto de coordenadas (0,0,1) m.

SOLUCION

y /

Que sustituyendo en las expresiones anteriores, resulta

\ ~,,;,:" )&i% h
L =0
/ a .

Campo creado por el dipolo -elemental

dm=2A-(R-dg)-h-k

Tiene las componentes en coordenadas
esféricas:

dE. = 2-dm cos©
"T4.meg, 13
dm sin 0
dE9=

“T-e. 13
4-m-gg T

dE, =E,-cos® —Eg -sinb

dE, = —(E, - sin® + Eg - cos 0) - sin ¢
Viendo la figura obtenemos las relaciones:
Z R
cos@=- ; sinf=-—
r r

ycomo dm=A-(R-dg)-h-k
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. _fZ-dm cos? 0 dm sin®6 A-h-R 2-7>—R? f"d
T ) 4megy 13 4-m-gg 13 4-m-gy (R2+22)5/2 ) ¢

_Ah-R (2-22-R¥)'m
S 4-m-gy  (RZ+22)5/2

Z

2-dm cos0O-sin® dm sin© - cos O
Ey:—f( . + .

-sin@ =
4.1 g 3 4.1 g 3 )

_Ah-R 3-R-z
“4-m-gy (RZ422)5/2

3
f —sing - do
0

E = A-h-R 6-R-z
Y7 4-m-gy (RZ+2z2)5/2

-

Resultando finalmente un campo E :

A-h-R

AL
4-1m-¢g

(R2+22)"%2.[-6-R-z-J+m-(2-2% —R) - K|
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3. Conductores cargados en equilibrio

PROBLEMA 3.8

Un conductor esférico de radio R =9 cm estd conectado a un generador de f.e.m.
E =1V. Se pide: 1°.- ;A qué distancia del centro del conductor esférico debemos situar
una carga puntual q = 20 pC para que una vez alcanzado el equilibrio, si entonces se
desconecta el generador, el conductor esférico quede descargado? 2°.-;Cual sera entonces

el potencial del conductor?.

SOLUCION

1°.- Distancia de la carga puntual al conductor esférico

Al desconectar el generador, para que el conductor quede descargado se ha de cumplir
que:
qe=qo—q =0

por tanto
q =do
Conociendo la expresion de la capacidad de un conductor esférico:

qd=qy=4-m-¢g -R-V,= +9-1072-1=10"1¢C

9-10°
Mediante aplicacion de la teoria de imagenes se tiene:

a R q 2-1071
¢ R @  ATg T Trom ~em

2°.- Potencial del conductor esférico

Confieren al conductor potencial cero

q=2-10"11¢C
—q=-10"11¢
q / 'q’ qo E — -11
* | b qo - 10 C =4
| Lo / Confieren al conductor potencial V=1
! 2,
: a ! y Vc. esf. = 1 Volt.
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PROBLEMA 3.9

Sea el sistema representado en la figura, compuesto por un conductor a potencial nulo y
una carga puntual q = 2,77 nC. Calcular el potencial en el punto P. Datos: R = 0,5 m;
OP=1m

SOLUCION

1.- Aplicamos método de imagenes.

imagen
—--q —
. tierra
’ Carga q
imagen imagen
********** > q > +q'
tierra tierra

De acuerdo con la teoria de

imagenes podemos expresar:
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3. Conductores cargados en equilibrio

. R_ R . q
T=94377937R"3
Y
., R R* R
a =—= -
a 3:R 3

2.- Calculo del potencial en P:

Conjunto d
Cargaq+conductoraV=0 = { onjunto ge cargas

q+(-q-q'+q)
Conociendo la expresion del potencial que crea un conjunto de cargas, se tiene:

q —q q’ —q
V(P) = .
(P) 4-T-g, (3-R—Z-R+2-R—a’+a’+2~R+3~R+2~R>

Sustituyendo los valores de [1] en la expresion anterior, resulta:

13-q
P)=———"—=37
V) 70-m-¢gy - R 37V
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PROBLEMA 3.10

Un hilo rectilineo indefinido con densidad lineal de carga 5 uC-m™, esta situado a una
distancia 0,5 m de un plano conductor indefinido, mantenido a potencial cero,
1°.- Carga inducida sobre el plano por unidad de longitud del hilo.

2°.- Fuerza que se ejerce entre hilo y plano por unidad de longitud del hilo.

SOLUCION

1°.- Carga inducida sobre el plano por unidad de longitud del hilo

En un punto P proximo al plano, el campo electrostatico creado por el eje con +A junto
con el campo creado por el eje imagen con —A nos dara el campo

c
E=2-————-cosf=—
2-T-gy 1

luego obtenemos

o=——-cos0
m-r
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3. Conductores cargados en equilibrio

Entonces, la carga inducida es:

Q=-A=-5pC-m?!

2°.- Fuerza que se ejerce entre hilo y plano por unidad de longitud del hilo

La fuerza entre los dos hilos rectilineos indefinidos es:

F= A ! A
T 2-meg 2-d
fuerza que es atractiva y de valor
2
F=———=045 N
4-m-gy-d
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4. Dieléctricos

PROBLEMA 4.1

Un condensador estd formado por dos cuadrantes de cilindros coaxiales rigidamente
unidos situados en el plano XOY, que pueden girar alrededor de su eje OZ, situado éste en
la superficie de un liquido de permitividad relativa € = 1,1 estando sumergido el
cuadrante un angulo de 45° en dicho liquido. Los radios interior y exterior son r; = 10 mm
y r; = 15 mm, siendo la longitud de los cilindros L = 1 m. El condensador esta conectado a

un potencial constante de 200 V. Para mantener parte del condensador fuera del liquido se

aplica un momento MO en el eje. Calcular el modulo y sentido necesario para el equilibrio.

Nota.- Se desprecian los efectos de borde.

SOLUCION
Si se desprecian los efectos de borde, para un condensador cilindrico de 3 radianes,

tenemos como valor de la capacidad:

C, = T2 (zona sumergida)
"y
o-gy-L .
C, = 7 (zona al aire)
In—=
Iy
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Por tanto, en esa disposicion la capacidad total resulta:

g L
Cr=C, +C, = 0 rz-[s’-n+(1—s’)-2-a]=K-[£"Tr+(1—s’)-2-oc]
Zlna
Siendo,
g - L
K=——
2-In-2
ry

Estando el condensador a potencial constante, la expresion de la energia almacenada por el
condensador:
1 K-V?

lg-nm+(1—-¢)-2-q]

El momento se puede expresar como la derivada de la energia en funcion del angulo «, es
decir:
dw K-V?
T da 2

2-(1—-€¢)=K-V2-(1—-¢) < 0

Al ser M <0, el par (M) aplicado al condensador para mantenerlo en la posicion de la

figura (V=cte) sera:

Eo‘L'VZ _
Mg=-M = M,= o (¢ —=1)=2,57-10"7 mN
2:In=
ry

Sentido negativo del eje OZ.

Observando la expresion anterior, se deduce que M, es independiente de a, y por tanto,

el equilibrio se alcanza para cualquier angulo a entre 0 < a < /2.
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PROBLEMA 4.2

Segln el problema 4.1, calcular el momento (mddulo y sentido) en el caso de cargar el

condensador con Q = 1 pC y desconectarlo a continuacion de la fuente de tension.

Nota.- Se desprecian los efectos de borde.

SOLUCION

Si se carga el condensador con una carga Q y se aisla.
La expresion de la energia almacenada por el condensador cuando se halla a carga

constante es:

W_l QZ_ QZ 1
T2 C 2K [g-nm+(1-¢)-2-q]

El momento se expresa:

M= dW_ -2-Q2-(1-¢")

T da [4-K2-[¢-m+(1—-¢)-2-a]? M = K'-(1-¢)

[¢"-m+(@A—-¢) 2-a]?

. , Q@
Haciendo K =Kz
Como M <0:

2:Q%- (¢ -1
My — M = Q- (£ - 1) _

4-K2-[¢-m+(1—¢)-2-a2

~ Q- (¢ - 1)
2 2
g5 - L
. [¢ 4+ (1—-¢) 2 a]?
2z l2
4 -]n r,

Luego, el momento aplicado al condensador para mantenerlo en la posicion de la figura

(Q =cte) es:

Z-InZ(;—i)-Qz-(s’—l)
-2 [¢-n+(1—-¢) 2-q]

M, = =4,04-10"° mN

Sentido negativo del eje OZ.
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PROBLEMA 4.3

Un condensador plano cuyas armaduras son sectores circulares de radio R = 10 cm y
angulo o = 45°, separados una distancia h = 5 mm y con material dieléctrico rellenando
todo el espacio entre las armaduras. Calcular el valor de la relacion M/F, en donde M es el
modulo del momento que tiende a mantener las armaduras perfectamente enfrentadas, y F
es el mdédulo de la fuerza atractiva entre placas del condensador. Resolver en los
siguientes casos: 1°.- Tensién constante entre armaduras. 2°.- Carga constante del

condensador.

SOLUCION

La capacidad de un condensador plano se expresa como:

€ = cte. dieléctrica.

donde S = superficie de la placa.

=2 W75}

h = distancia entre placas.

La expresion de la superficie de un sector circular es:

a = éangulo del sector.

1
S=--a-R? dond
2 « onde R = radio del sector.

Sustituyendo el valor de S en C, resulta:

a - R?

C=e¢-
£ 32h

= Capacidad del sector circular.

Calculo de M/F.

1.- A tensidn constante.

La energia almacenada en el condensador (a V = cte) es:

1 ) a-R%-V2
Waim =5 C-VE=e = —
Los valores de F y M los obtendremos derivando la expresion de la energia respecto de h y

a, respectivamente.

Fo Wam _ _ aR2V?
T dh T 4-h2 R2 . V2
M = Wain _ _ R2V2 — “___ 4'h
= i _8.4-h F _S.O('RZ‘VZ
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4. Dieléctricos

Resultando finalmente un valor de M/F de:

M h

T2 —6,37 mm "Independiente de &"

2.- A carga constante.

La energia almacenada en el condensador (a Q = cte) es:

we _1@_ @:h
am T2 C e a-R?
Los valores de F y M los obtendremos derivando la expresion de la energia respecto de h y

a, respectivamente.

Fz_dwalm=_ Q2 )
dh €-o-R2 Q%-h
X —» M_ R
F Q2
2. Rt
M:_dWalm: Q h S'G'RZ
da £-o?-R?
J

Resultando finalmente un valor de M/F de:

M h
T = - = —6,37 mm "Independiente de &"
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PROBLEMA 4.4

Se tiene un condensador plano aislado con carga Q = 1 puC y superficie de las armaduras
102 m”. Si el espacio entre las placas se rellena con dos dieléctricos de igual espesor y
permitividades relativas 2 y 3 respectivamente. ;Qué variacion experimentard la fuerza

que acttia entre dichas placas?

SOLUCION
La capacidad del condensador inicialmente, suponiendo el vacio entre las placas, vendra
dada por:
80 *S
M =
d
La energia electrostatica inicial
1 Q2 1 @°
2 C 2 ¢g-s X !
S 1 Q2
=5 P .
y la energia electrostatica final
1 Q2
We=-—.2
72 ¢

Siendo Cr la capacidad del condensador equivalente, cumpliéndose

1_1+1
Cr C G
x/2  x/2 X X
C — —
T sl-s+sz-s 4~so-s+6-so-s
12-¢gy-s
Cr=——7—
T 5-x
1 5-x 5-Q?
Wi==-Q? ——+ ; dWj=—-——-d
=3O s VI
Se cumplira:
-
1 2
- Q -dx+F.dx=0
2 g-s
dW+F-dx=0 J
59 et Fedx=0
24-¢5-s S

\
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PROBLEMA 4.5

Se tiene una distribucion uniforme de carga en volumen, esférica de radio a = 25 cm,
situada en el vacio, cuya carga es de Q = 1 pC. Determinar la variacion de energia si se
rellena el espacio entre dos superficies equipotenciales exteriores a la esfera de 20 Vy 10

V, con un dieléctrico de permitividad relativa 2.

SOLUCION

La energia interna total de la distribucién de cargas en volumen es:

W= 1 IE .D-dt donde e.t es el espacio total
€

-t
Podemos poner W como:

int

W:%-so LEdT=W W [1]

Wit = Energia en interior de la esfera de radio a
Donde

Wext = Energia en exterior de la esfera de radio a

La carga total de la esfera de radio a es,

4 3
Q=§'1T-a p donde
- 3« densidad d l4mi
p_4-n-a3 ensidad de carga volimica

Si aplicamos el teorema de Gauss a unas esferas de radios r <a y r > a, el valor del campo

electrostatico sera, respectivamente:

p-r Q.r

Ei"t=3-£0=4-n-£0-a3 (r<a)
&m=;;=4w%wﬁ (r>a)
Sustituyendo estos valores en la expresion [1] se tiene:
W=l-sOJE2~dr 5 \ 5 .
2 e W:Q—ﬁ- r4-dr+Q—- d_zr
8-m-g,ra’ o 8-m-g, ar

dt=4-n-r?-dr

Entonces,
3-Q?

=20'7‘C'80'a
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Variacion de la energia.

2 Iy 2 2
R L Q

8'7['80

L TP 8meggry 8-meg-ry

o8 2

2 4-n-£0-r1_4-n-£0-r2
Como
e __ o _,_
4-m-ggry 4-m-gy Ty
Q
W0=E‘(V1_Vz)
w=1. E2 . dr = 2 -4 2.qr=
B T n2 g2.pr A=
g Q
=5 E( -V;)

Por tanto, la variacion de energia interna resulta:

AW =W — w(,=—9 v, — )(1——)—25u]

Siendo F = fuerza que actia entre las placas.

2
F=—1. %
2 gy's
Indicando los signos "menos" ( - ), que la fuerza entre
2 .
Fo= — 5-Q placas es atractiva.
f 24-¢gy-s

Por tanto la variacién que experimenta la fuerza que actiia entre las placas es:

F,— F; = 7@ =329 N
T 04 g5

78



4. Dieléctricos

PROBLEMA 4.6

Un condensador cilindrico de 10 cm de longitud se conecta a un generador de 10 V (radio
exterior 4 cm y radio interior 1 cm). Luego se desconecta del generador y se introduce 5
cm en un liquido dieléctrico de permitividad relativa de 1,5 y densidad de 2 g-cm® segun
se indica en la figura. Se pide: 1°.- Carga del condensador. 2°.- Diferencia de potencial
entre sus armaduras. 3°.- Fuerza que ejerce el condensador sobre el dieléctrico.

4°.- Densidades de carga en las armaduras.

€9

7 7

SOLUCION

1°.- Carga del condensador

La carga inicial del condensador es:

_Z'H‘SO'L'VO

In=
a

Siendo la capacidad equivalente del condensador:

_2-me[g - (L—x)+e-X]

¢ b
In—
a
2°.- Diferencia de potencial
L-V,
v=2_ : 8V

C L—x+s-x=
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3°.- Fuerza que ejerce el condensador sobre el dieléctrico

La energia almacenada por el condensador (a Q = cte) es:

b
1 Q3 Q- Ing

WZE C 4-m-[eg-L+x-(e—gy)]

El condensador ejerce una fuerza sobre el dieléctrico F:

b
Gl
T dx 4-me[gg-LAx-(e—g)]2 H

Esta fuerza tiende a introducir al dieléctrico dentro del condensador, la cual se compensara

con el peso del volumen de dieléctrico que se ha introducido.

4°.- Densidades de carga.

I) Armadura interior (radio a).
A) Zona de dieléctrico.

La capacidad del condensador cilindrico, en la zona bafiada por el

dieléctrico, es:

Despejando Q, resulta:

2-m-e-X L-V,

Q=C V=
lnh L-—x+¢g-x
a
La densidad superficial de carga es:
_Q Q. _ 1 2-m-e-Xx L-Vy
01_81_2-1'[-al-x_2-1'r-a-x lnh L-—x+¢g -x
a
£LVO

01 = b
a-lna-(L—x+£r-X)
B) Zona de aire.

La capacidad del condensador cilindrico en la zona al aire (vacio) es:

_ &

C
\'
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Despejando Q, resulta:
2-m-gy- (L—x) L.V,

:C 'V:
Q=C n2 L—x+¢g -x
a

La densidad superficial de carga es:
2-m-gy- (L—%) L-Vy
L—x+¢g-x

Q _ Q. 1

02=§_Z'H'a'(L—X)=2"IT‘a~(L—X)' lnh
a

EO'L'VO

01 = o =
a-ln5~(L—x+£r-x)

1) Armadura exterior (radio b).
En la armadura exterior, las densidades de carga seran iguales, pero de signo opuesto a las

de la armadura interior y cambiando b en el denominador en lugar de a, es decir:

e-L- VO -2 - 1z .
oL =— b =191 nC-m zona de dieléctrico.
b‘ll’la‘(L—X+€r'X)
g LV 2 . ,
0, = =127 nC-m zona de aire (vacio).

b-lng-(L—x+sr-x)
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PROBLEMA 4.7

Dos laminas paralelas de vidrio situadas verticalmente estan separadas por aire y el
conjunto, convenientemente sellado, esta inmerso en aceite, como se muestra en la figura,
en una region del espacio donde existe un campo electrostatico. El modulo de este campo
en el aceite es E,= 2 kV m’! y su direccion forma un angulo de incidencia o= 60° con la
normal al plano de las laminas de vidrio.

Se sabe ademas que la permitividad dieléctrica relativa del vidrio es €', =6 y la del aceite

es €', =2,5. Se pide determinar:

- Aceite 7/~ Vidrio Aire Vidrio ;Ageitie{

1°.- Méddulo del campo electrostatico en el vidrio Ey.
2°.- Angulo de refraccion B que forman las lineas de campo al pasar del aceite al vidrio.
3°.- Mddulo del campo electrostatico en el aire.

4°.- Angulo de refraccion y que forman las lineas de campo al pasar del vidrio al aire.

SOLUCION
1°.- Médulo del campo electrostatico en el vidrio Ey

En el sistema aceite-vidrio, al atravesar la superficie limite de separacion entre el aceite y
el vidrio, se cumple para el campo electrostatico:

Componentes normales, varfan: €', E, =¢'y E,_ [1]
Componentes tangenciales se conservan: E,. =E,  [2]

NE

Partiendo de componentes tangenciales: E,. =E, =E,. sen60°= 27 =/3=1,73205

£ ac Ec zg E,.cos60°= 2,5 - 1
el Y6 ! 6

Sustituyendo en [1]: E, =

=0,41666

(SN

82
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Por tanto el modulo del campo electrostatico en el vidrio es:

2
E,=E%, +E°, = 3{285} =1,78146 kV m’

2°.- Angulo de refraccién que forman lineas de campo al pasar del aceite al vidrio

Siendo o= 60° y B los angulos de incidencia y de refraccion de las lineas del campo
electrostatico, con la normal a la superficie limite de separacion entre el aceite y el vidrio,
al atravesar dicha superficie limite, los citados angulos, cumplen lo siguiente:

.

Evr tan 60: Eac :tanﬁzi tan 60°= 4,15692
tanf € 2,5

Luego B = arc tan 4,15692 = = 76,47°

3°.- Médulo del campo electrostatico E, en el aire

En el sistema vidrio-aire, al atravesar la superficie limite de separacion entre el vidrio y el
aire, se cumple el campo electrostatico lo siguiente:

Componentes normales, varian: €'y E, =¢'; E, [3]
Componentes tangenciales se conservan: E;, =E, ~ [4]

Partiendo de componentes tangenciales: E, =E; =E, sen76,47°= V3= 1,73205

6 25 .1
Sustituyendo en [3]:E, = 1 E, =6E, cos76,47°=6 6; 2 5:2,5
N 8 N

Por tanto el modulo del campo electrostatico en el aire es:

E,=E’, +E’, =3+25" =304138 kVm’
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4°.- Angulo de refraccién y que forman lineas de campo al pasar del vidrio al aire

Siendo PB= 76,47° y 7y angulos de incidencia y refraccion de las lineas del campo
electrostatico, con la normal a la superficie limite de separacion entre el vidrio y el aire, al
atravesar dicha superficie limite, los citados angulos, cumplen lo siguiente:

727 o
/Vldno = ,'E,A’,ffA"E’,f,f tanB ¢ 1
7 Y AR @P_ By tany=— tan 76,47°=0,692618
AR tany 1 6
— 7777 fT 7777777777
y |- —————-
N f— N
/ EA 4 I ,Eﬁ"‘ ,,,,,,,,,,,,,,
// Z :::::::::::::::::::: Luego y = arc tan 0,69218 = y = 34,707
T ek e
T G
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PROBLEMA 4.8

Un condensador estd formado por una cubeta ctubica de lado 1 = 0,5 m, se llena de un
liquido dieléctrico de permitividad relativa 1,7 hasta una altura hy = 0,3 m. En su base
inferior tiene un orificio de seccion A = 10° m% y dos caras laterales opuestas conductoras
forman las armaduras, estando el condensador cargado (carga Q = 1 nC) y aislado.

Si la cubeta esta desprovista de cara superior, determinar para cualquier instante, abriendo el
orificio, averiguar la variacion de la capacidad y del potencial con el tiempo (dC/dt y dV/dt).
Constante dieléctrica del liquido €'. Supongase que la seccion del orificio es muy pequeiia

en comparacion con la seccion de la cubeta (A <« 12).

SOLUCION

El condensador tiene dos zonas con distinta permitividad, conectadas en paralelo, por

tanto la capacidad equivalente es:

C:C1+C2

En un instante t, después de abrir el orificio, el liquido dieléctrico alcanza dentro de la

cubeta una altura h.

S I-A-h
CIZSO'd_1:SO'¥:€0'1_So‘h
SZ l'h
Cz=£-d—2=s-—l =¢-h

Sustituyendo C; y C, en C, resulta:

— C=¢g:1+(e—¢g)-h

— _ T derivando C respecto al tiempo se tiene:
h, — - =

dC dh

E=(E_So)‘a
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El valor de dh/dt, lo calcularemos viendo el caudal que sale por la seccion A:

Caudal = A-v

_12.E:A. /Z-g-h [1]

1-1- (—dh)

Caudal =
auda I

Sustituyendo el valor de dh/dt en la expresion de dC/dt:

dC

A
az_(s_so).l_z. [2-g-h [2]

La expresion [1] se puede poner

integrando
dh A / 1 A
=——.dt > ——-2-Vvh=-=-t+K

La constante K la calcularemos con la condicién de contorno de que cuando t = 0,

la altura h = h,,.
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A
J2-g-h=,2-g-h, —l—z-g-t que sustituido en [2] resulta:

dC A A
_:(80_8).1_2.<[Z.g.ho_l_z.g.t)

dt

Al cargar el condensador y aislarlo, la carga permanece.
Q=C-V=cte = dQ=0=C-dV+V-dC

¢ Vv Loy
dt dt

Despejando de esta ultima expresion dV/dt, se tiene:

vV dC Q dc

dt ~  C dt  CZ dt

donde sustituyendo C y dC/dt, resulta:

dv A A
- : (-5 (VZgho-581)

dt _[80'14—(8—80)'}1]2.
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PROBLEMA 4.9

Una esfera conductora de radio R; estd uniformemente cargada en todo su volumen con
una densidad de carga eléctrica en volumen p = cte. culombios/m®, y ademas también
existe en su superficie una densidad superficial de carga eléctrica 6= cte. C m™
Dicha esfera a su vez esta recubierta por una capa esférica de radio Ry= 2 Ry, de dieléctrico
de permitividad relativa €'. Determinar en funcion de Ry, p, oy €' lo siguiente :

1°.- Densidad de las cargas aparentes de polarizacion existente sobre las superficies del
dieléctrico de radios R; y Ro.

2°.- Expresion vectorial del campo electrostatico E(r) dentro del dieléctrico Ri< r< R,.

3°- Expresion de la Polarizacion F(r) y del campo despolarizante ﬁ(r) en el interior del

dieléctrico Ry <r<Ro.

7

SOLUCION

1°.- Densidad de cargas aparentes de polarizacion en el dieléctrico en R; y R;

4
Como Q= Q5 -1] ¥ Quu = 4TR G+ TR}
€
1-¢' R
Resulta  Qp =[—] 4nR} [0'+%]
€

Con este valor obtenido de las cargas aparentes de polarizacion, hallaremos a continuacion
las densidades de cargas en las dos superficies esféricas.

Q, g'-1 PR,
Enr=R C, = =— c+
nr 1 = Op 4TCR12 [ e ][ 3 ]

Q e-1 PR, R} e'-1 PR,
Enr=R; = 6,, =—— =[—][6+—]— comoR, =2R,,6,, =[—][c+—
nr 2 P+ 4R§ [8' 1L ]R§ 2 1»0p, = ,][ 3]
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2°.- Expresion vectorial del campo electrostatico E (9]

Se obtendra hallando el flujo del vector desplazamiento mediante el teorema de Gauss en
una superficie cerrada esférica S de radio r tal que R; < r< R, y en cuyo interior estan
distribuidas las cargas reales.

3R;0+R[p T

- 4 _
¢=(ﬁ>D-dS=Qrea]=4anG+Eanp:4nr2D; D="1 r
S

Como el vector desplazamiento esta relacionado con el campo eléctrico por D=¢E

. — 3R!6+R’p — .
El campo eléctrico se expresa: E = 13—219 u, siendo R;<r<R,.
e€r

3°.- Polarizacién P (r) y campo despolarizante E' )

El vector polarizacién es P=[e'-1] EOE y como conocemos el campo eléctrico obtenido en
[e'-1] 3R]0 +R}p T
e' 3r° !

el apartado anterior resultara: P =

El vector del campo despolarizante es: E=— (8'—1) E como conocemos el campo

(e-1) 3R’ 6+R}p =
e 31? !

eléctrico, su expresiones: E'=—
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PROBLEMA 4.10

nm_n

Una esfera cargada uniformemente con carga "q', de radio muy pequeflo se encuentra
inmersa en un medio dieléctrico indefinido, lineal, homogéneo e isétropo de permitividad
relativa €'. Hallar sobre la superficie de dieléctrico que rodea a la esfera:

1°.- Desplazamiento.
2°.- Polarizacion.

3°.- Carga total aparente inducida por la polarizacion electrostatica.

SOLUCION

1°.- Desplazamiento

q
4mer

El campo electrostatico es E= t. Por la definicion de vector desplazamiento:

3

D=¢E= 2 d -t Campo vectorial que no depende del medio.
-

2°.- Polarizacion

Por las definiciones, D =€ E +P; P:D—soﬁz[s—eo]ﬁ:so[e’—l]4 q' T
TE'T

3°.- Carga aparente inducida de polarizacién

le-1]

4nr’ = q, =
4nr’e! ’
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También se llega al mismo resultado a partir del campo eléctrico: E= 2 d T
TET
. = +qp - e'-1
El campo, se puede expresar alternativamente como, E = %r = qp=- [e=1]
TE I

o
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5. Campo magnético en medios materiales

PROBLEMA 5.1

Se tiene una barra de hierro homogénea de longitud £= 20 cm y secci6n recta transversal
S=2 cm?, suponiendo que esta barra se comporta como material paramagnético, y que su

siendo

susceptibilidad magnética estd dada por la expresion:y = i—i}uomzws,

T= temperatura absoluta expresada en grados Kelvin, y Ny = niimero atomos hierro por

metro cubico. Se pide determinar:

1°.- Susceptibilidad magnética x, a 25° C.

2°.- Momento magnético de la barra m'y pura €xpresado en A mz, cuando mantenida la
barra de hierro a 25°C, se introduce en un recinto donde existe un campo magnético
B=50 gauss.

Ahora el hierro se comporta como material ferromagnético, en este caso concreto, para la
referida barra de hierro citada anteriormente, determinar:

3°.- Momento magnético my parra €Xpresado en A m>.

4°.- Imanacion M en A m™.

5°.- Intensidad de los polos magnéticos en A m.

DATOS

1 um.a.= 1,6603-107 kg. Constante de Boltzmann:
k=1,381102 JK"'. u,=4n 107 NA™

Densidad absoluta hierro p=7,86 kg dm™. Masa de un 4tomo de hierro ma=55,85 u.m.a.
Momento magnético de un atomo myy g= 1,8- 1073 A-m?

SOLUCION

1°.- Susceptibilidad magnética x, a 25° C
Partiendo de los datos del enunciado obtenemos el nimero de atomos existentes en un
7,86 10°
metro clibico de hierro: N= P - - —=8,47610" dtomos'm™’
m, 55,85 1,6603 10

Por tanto la susceptibilidad magnética del material, supuesto material paramagnético,

N,

3kT

segun la expresion dada en el enunciado es: y = o M, -
8,476 107

3-1,371 -10%-298

Sustituyendo valores, resulta: y = 4n-107[1,8- 10 =2,815:10°°

2°.- Momento magnético de la barra m'y,

'
m M Barra

El momento magnético por unidad de volumen se define: ‘M‘ = ‘
VBarra

Siendo: M =7 H y por otro lado ademas como se cumple B=p[1+y% JH .

=M
3 2,81510°
4107 [1+2,815107]

X—V
W [T+% 1]

Barra

Con las tres ecuaciones anteriores: |m

'
M Barra Barra

201072105107 =4,47910* A m’

Sustituyendo valores: |m’MBm| =
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3°.- Momento magnético my parra €xpresado en A m’

Ahora el hierro es material ferromagnético. Bajo la acciéon de un campo magnético
exterior todos sus atomos orientan sus momentos magnéticos en la misma direccion del
citado campo, por tanto el momento magnético de la barra se obtendra como suma de los
momentos magnéticos de todos los atomos que hay en ella.

|mM e | = Vama Np M, =20 <1072 -107*- 8,476 -10°*:1,8 - 107 = 61,0272 A-m’

4°.- Imanacién M en A m™!

= 61’_?272 —=1,52568-10° A-m"
Vo 20107210

nlM Barra

La imanacion magnética se define: |M| = |

Es bastante superior a la cantidad obtenida en el apartado segundo, en el cual se supuso
que la barra de hierro era de naturaleza paramagnética.

5°.- Intensidad de los polos magnéticos en A m
Como entre cada uno de los polos magnéticos del iman y su momento magnético existe la
relacion:

my= p {, la determinacion del valor del polo es inmediata.

m, _ 61,0272

= =3,051310° A
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PROBLEMA 5.2

Un hilo conductor rectilineo supuesto indefinido de radio muy pequefio Ry por el que
circula una corriente eléctrica de intensidad I, esta situado en el eje de un cilindro hueco,
de radio interior R; y radio exterior R,. El referido cilindro hueco, estd realizado con
material paramagnético, cuya permeabilidad magnética es |. En el espacio exterior del
cilindro y en el interior del hueco, el medio material es el vacio. Determinar para puntos
genéricos de los tres recintos siguientes:

Hueco del cilindro Ryg < r < R;. Interior del cilindro R; < r £ R,. Exterior del cilindro
Ry<r<eo,

1°.- Excitacién magnéticaH .

2°.- Campo magnético B.

3°.- Imanacion M

4
VACIO / VACIO VACIO / VACIO
Mo Mo Mo W Lo
% %
Ry
I A Rz -
SOLUCION

1°.- Excitacion magnética H
Aplicando el teorema de Ampere a una circunferencia de radio r, situada en un plano
normal al eje de simetria del cilindro, resulta:

— — — . . 2n . N
CﬁHdé:ZI como d7 =rdou, y Hi=Hu Hu,rdpu,=2nrH=XI
0

0
La tnica fuente de la excitacion magnética H , es la intensidad de la corriente eléctrica I,
por tanto el vector H estd situado en el plano normal a la corriente I, es tangente a la

circunferencia de radio r, tiene el sentido de avance de dicha corriente eléctrica, y no
depende del medio material.

- En el hueco del cilindro Ro<r <Ry, existe el vacio Lo: Hu = > ! u:
nr
- En el propio cilindro R; <1 < Ry, est4 el material paramagnético L, Hc = 2 ! ﬁ;
mr
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Yo

- En el exterior del cilindro R, < r < eo, solo se halla el vacio H: He = 5
nr

Es decir la excitacion magnética tiene la misma expresion, para los tres recintos, ya que no
depende de la naturaleza del medio material.

2°.- Campo magnéticoﬁ

- En el hueco del cilindro Ry<r <R;, existe el vacio L: Bu =L, Hu = ;" I

u
xr ¢
- En el propio cilindro R; < r < R, esta el material paramagnético

B —u .o ML —
n: Be=p Hc—znr u,
- En el exterior del cilindro Ry < r < e, solo se halla el vacio po: Bg = U, He =;°—I i
Tr

3°.- Imanacién M
Partiendo de la expresion B=p [ H+M ]Jque relaciona entre si los tres vectores

fundamentales del magnetismo, despejamos la imanacion: M = B_ H.
Uy

- En el hueco del cilindro Ry <r <R, en donde solamente existe el vacio LL:

LT P IR S W vy
U, 2Uu,mr 2mr

- En el propio cilindro R; < r £ R,, de material paramagnético, la permeabilidad es \:

Mo=Be oo AL L b L
W, 2Uer 2mr W, 2nr

- En el exterior del cilindro R, < r < e, solamente existe el vacio L:

Me=2r - e =| el L 15
2ummr 2mr
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PROBLEMA 5.3

En el circuito magnético de la figura hay un solenoide de N=1000 espiras recorrido por
una corriente eléctrica de intensidad 1 A. El material ferromagnético del circuito tiene en
estas condiciones, una permeabilidad magnética relativa u'= 3000. La seccion en todo el
circuito es S=100 cm® excepto en el entrehierro donde S, = 200 cm’. Las longitudes
medias estan indicadas en la figura, y se supone que en todo el circuito no hay pérdidas de
flujo magnético. Determinar:

1°.- Circuito eléctrico equivalente. Reluctancia magnética total.

2°.- Flujos magnéticos en el circuito.

3°.- Campo magnético en el entrehierro.

4°.- Potencial magnético del entrehierro.

Datos: L= 1 m; e= 10 cm; po=471-107 N A™

L L

,_
| @ |
-

SOLUCION

1°.- Circuito eléctrico equivalente. Reluctancia magnética total

Ry R
Ry
R4
€ Re
R

Fuerza magnetomotriz: g,, = N I=1000 A-v

Para cada tramo del circuito, con sus diferentes valores de permeabilidad magnética, y sus
dimensiones geométricas, los valores de la reluctancia magnética son:

R = LI ! - 174:2,65258~104H"
Wp, S 300047107 10010
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L-e
Go L2 _ LIL-0IL2 1 LO-00 o hiq oot g
Wp, S, S wp, S 2
-t L e TLOL _i50%=3978870 10° 0"

“Th S, Wi S 2L S

La reluctancia magnética total del circuitoR, se obtiene a partir de la morfologia del

circuito eléctrico equivalente antes indicado en la figura:

R =R + 3R, 2R, + R, ] _9 R +2RR, +6 RA, _ 9144
! D3R 2R, + R, 3R, 42K, + R, 153,9

R, =15,7603-10* H'

2°.- Flujos magnéticos en el circuito

Para determinar los flujos magnéticos pedidos, aplicamos al circuito eléctrico equivalente
el método de las mallas de los circuitos eléctricos, suponiendo que en cada malla el
sentido del flujo es coincidente con el sentido de giro de las agujas del reloj.

e= [3 R, 42K, +R_] D, —[2R,+R,] D,

0=—[2R,+R_] @, +[3R, + 2R, +R_] ,

Resolviendo el anterior sistema mediante el método de Kramer resulta:

g 2R-K
+
Q- 0 3R2R,+R 239§+29%2+9ie _ 1539¢ —6,3450 - 10°Wb
RA2R AR 2R -R IR, +12RR, +6RR. 9144 R,
2R -R RA2R AR
IRADRAR, e
2R-R% 0 2R, +R 1509¢ »
@ = : = : =" =62213-10"Wb
T RAR AR 2R -R IR +R2RR,+6RR. 9144 R
IR -R WK AR,

3°.- Campo magnético en el entrehierro

El campo magnético buscado, es el cociente entre el flujo magnético que circula por el
entrehierro, que es la diferencia entre los dos flujos antes hallados y su seccion
correspondiente:

-3
B ol 0= 2 3R € _[6,3450 6,22j3] 10" 6185 10°T
S, S, [OR,+12RR,+6RA]S, 200- 10

4°.- Potencial magnético en el entrehierro
Es el producto del flujo magnético en el entrehierro, y de su propia reluctancia magnética:

3R, e R
0,=[® - D, R, = 1 e
AR R IH IR +12RR, +6 RR,

0,=[6,3450—6,2213]107°-397,8870- 10*= 492,186 A-v

operando, se obtiene el potencial magnético
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PROBLEMA 5.4

En la industria, en ciertas ocasiones, se utilizan los imanes y electroimanes para levantar
masas magnéticas (armaduras de hierro dulce o de chapa magnética). Se denomina fuerza
portante Fp, la fuerza necesaria para despegar la armadura del iman o del electroimén.

En un iman en forma de U, la seccion recta
de su polo es S= 200 cm’ y el campo
magnético existente en la unién del iman y
la armadura de hierro dulce pegada a él es
B= 6000 gauss. Despreciando la influencia
de los bordes del iméan, determinar:

IMAN IMAN

S =200 cm? S =200 cm?

1°.- Fuerza para separar la armadura del
iman.

ARMADURA

Ahora se dispone de un electroiman, también en forma de U, hecho con un material
magnético del cual detallamos parte de su curva de imanacién B-H:

0,60 | 0,82 | 0,94 | 1,02 | 1,08 | 1,13 | 1,17 | 1,20 | 1,24 | 1,27 | 1,29

Tesla

H 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1200
A-vuelta/m

Su arrollamiento es de N= 30 espiras
por las que circula I= 14,934 A. Este
7 electroiman tiene unida a su parte
ELECTROIMAN inferior una armadura hecha de su
mismo material magnético.

Las dimensiones del electroiman y su
armadura se indican en la figura.
Calcular:

=25cm

Ly=4cm

L.

2°.- Fuerza para separar la armadura del
electroiman.

4cm

ARMADURA

Ls

I Li=10cm

SOLUCION

1°.- Fuerza para separar la armadura del iman

Cuando comienza a separarse la armadura del iman, en el espacio que hay entre cada uno
de los dos polos del iman existe un campo magnético B y el medio es el vacio. La energia
magnética almacenada en este volumen que es doble, ya que el iman tiene dos polos es:

Wma=lBstdX=LBZZSdX [1]
£ 2 21,

Por otro lado la energia mecénica necesaria para desplazar el peso de la armadura es:

Wiee = Fp dx =P dx [2]
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Igualando ambas ecuaciones se obtiene la fuerza necesaria para la separacion de la

1B’
armadura: F, 25—2 S [3]
0
Como B y S son datos conocidos, sustituyendo valores en la expresion [3], resulta
2
=L 08 5 20010%=5729.57N
2 47m10

2°.- Fuerza para separar la armadura del electroiman
En este caso hemos de hallar previamente el campo magnético B* existente dentro del
circuito magnético del electroiman, mediante dos etapas:
- Determinacion de la excitacion magnética H, al aplicar el teorema de Ampére al
circuito magnético del electroiman con su armadura.
- Obtencidén de B* en el interior del electroiman, mediante la "Curva de imanacioén"
del material magnético, ya que H se obtuvo anteriormente,.

N I
Z Z electroiman + Z f armadura

30-14,934 ~ 448,02
2[0,—=0,5 0,142, —£,]+2-0,50, 20,+20,+(, =31,

A-vuelta-m™ [4]

(ﬁﬁ- d/=NI ; de donde se determina: H=

448,02 _ 448,02

H= 2 2 = - = — =700 A-vuelta m”
210107 +2-2610" +410™ - 3-4-10 6410

Con el valor de H= 700 A-vuelta m™ = ["Curva Imanacion del material"]= B*=1,17 T

Aplicando el mismo razonamiento del apartado anterior como hay dos polos, llegamos a la

, 1 B*
expresion de la fuerza necesaria para separar la armadura: F*, = — 28 [5]
0
. o 1 117 4
Sustituyendo valores, la fuerza necesaria sera F*, = > WZ- 200-107=21786,7 N
-
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PROBLEMA 5.5

En un circuito magnético hay tres solenoides cuyas caracteristicas son:

BOBINA N° DE ESPIRAS (N) INTENSIDAD (A)
1 100 50
2 500 2
3 200 10

Para las condiciones de trabajo, en el material magnético, su permeabilidad magnética
relativa es p'= 5.000; la seccion recta es 250 cm® en todo el circuito; las longitudes de
cada tramo y del entrehierro son: L=1 m y L~=10 mm. Se considera que en dicho circuito
no se producen pérdidas de flujo magnético. Calcular:

1°.- Circuito eléctrico equivalente.

2°.- Reluctancia magnética total.

3°.- Flujos cDTOTAL, (I)1 N (I)z.

4°.- Caida de potencial magnético en los tramos AB, CD y en el entrehierro.

O I
I S
Ns |
L Ni s L
e I
111 ]
N, |
I2 I2
SOLUCION L L

1°.- Circuito eléctrico equivalente
Tomando como flujo de referencia positivo, el creado por el solenoide 1, las f. m. m. son:

g, =N, =5000 A-v; ¢&,=-N,I,=-1000 A-v; &, =-N,I,=-2000 A-v

Ry Re Ry

C

€3
o

2°.- Reluctancia magnética total
Para cada tramo del circuito, con sus diferentes valores de permeabilidad magnética, y
dimensiones geométricas, los valores de la reluctancia magnética son:

1 L 1 1

R, = —= - —=6,366210" H™'
Wi, S 500047107 25010

gty L L=LY2_ L L=00ILY2_ L LO=000 o oo 5110 g1
wp, S R, S wp, S

gt Lo T LL, 1T LOOE 50 -318300810° H

S WRS LT WS L
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Teniendo en cuenta la morfologia del circuito se obtiene la reluctancia total:
R =3 LR AR RHRR, R 48R RH4RR,
L ORM2RR MA2RHR,
_11+8-0,495+4-50,, 214,96
3+42:0,495+450 ' 53,99

.Como: R =045R y R =50R

R, =25,3469 10° H'

T
3°.- FllleS q)TOTAL N q)l Yy q)z
El flujo magnético total es el cociente entre la fuerza magnetomotriz equivalente, tomando

como positivo el flujo magnético creado por la bobina 1, y la reluctancia total del circuito
magnético: @, = NL-NL-NGL g ﬂ} =7,8905-10" Wb

R, R,  25,3469-10
Para determinar los otros dos flujos magnéticos pedidos, aplicamos al circuito equivalente
el método de las mallas de los circuitos eléctricos.

g -6 —-€=4R D -R, O,

0=-R, O +[3R, +2R"+R,] D,

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior por el método de Kramer resulta:

& _ER]
0 3R+2R+%R '
@ - R+ K, e, 3’9‘1”9‘1”{6 =398 2005107 Wh
AR X, 1R, +8RR, +4RK. 214,96 R,
R IR2R+R,
‘ IR, e,
R0
@ - ! e & 14614 10° Wb
4R X, R, +8RRK +4RR. 214,96 R,
“ROIRA2R+R,

Nlll — Nzlz — N313

Se comprueba que: O, = R
T

=® =7,8905-10° Wb

4°.- Caida de potencial magnético en los tramos AB, CD y en el entrehierro
- Potencial magnético Tramo AB. Es un circuito en paralelo.

@, =%¢T =1,4614 107 Wb, siendo ' = 2R, + 2R, *+ R ; Reygpe =%§;%+;%+;%%]
Potencial magnético entre A y B es: 0,,= D, R, =9,303 A-v
- Potencial magnético Tramo CD.

Como: @'=@ - =[78,905-1,4614]10" =77,4436: 10° Wb

Potencial magnético entre Cy D es: 0.,= @' R, =493,022 A-v

- Potencial magnético en el Entrehierro.
Es el producto del flujo magnético en el entrehierro, y su reluctancia magnética:

Potencial magnético en entrehierro:
0,=®, R, =1,4614-10"- 318,309810°= 465,178 A-v
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PROBLEMA 5.6

Se tienen dos conductores cilindricos coaxiales, supuestos indefinidos, el interior es
macizo de radio R;, y el exterior es hueco de radios Ry y R3 (R» < R3 ) por los cuales
circula la misma corriente eléctrica de intensidad I, pero en sentido contrario, de manera
que dicha corriente estd distribuida de modo uniforme en la seccién recta de ambos
conductores coaxiales.

El espacio existente entre los dos conductores esta relleno de material un paramagnético,
cuya permeabilidad magnética es [l. En el espacio exterior del cilindro hueco el medio
material es el vacio, tal como se indica en la figura. Hallar la expresion de la excitacion

magnética H en los siguientes dominios:

o
1°.- <r <Ry
(]
2°.- 1<1r<Ry
o I
3°.- > Sr<R;3
o |
4° .- 3<r<<x>
CONDUCTOR CONDUdTOR CONDUCTOR
T OOOOOC
2H555Y ShLLRLE
et G
I SIS
i et S, i
2L 550 IS
VACIO alelarals M) VACIO
N SIS
e, RENNNN
SIS RIS
S, S,
T SO
e B
RIS N SIS SIS
e, SR,
IS BRI
S, SR,
2H5550 SIS
et G
SIS SIS
0 et St 0
25555 SIS
et Gt
2Hh G5 SIS IS
et RENNNS
IS RIS
S, SR,
2H5550 SIS
RSSO EEnNe
SIS SIS
ettt Sl
I SRR
S, S,
2H5 550 SIS
RIILNILN I

SOLUCION

Aplicando el teorema de Ampere a una circunferencia de radio r, situada en un plano
normal al eje de simetria del cilindro, resulta:

—- = - - — — — — n —
C.[)H'd/f =HJ “dS=ZX1; como:d/=rdou, y H=Hu,; , Hu,rdou,=2nrH=XI

La tnica fuente de la excitacion magnética H, es la intensidad de la corriente eléctrica I
que atraviesa la seccion recta apoyada sobre la circunferencia de radio r. Dicha corriente
eléctrica se distribuye uniformemente, y como ademas la excitacion magnética no depende
. . — XI —
del medio material, resulta: H = 2 = u, [1]
Tr

1°.- Excitacién magnética ﬁ; en el dominio: 0 < r <R
Para este recinto, dentro de la seccién circular de radio r, la intensidad I esta
uniformemente repartida en dicha seccion, por tanto resulta:
- = 1
Tl :”Jl dS=J nr’=——=nr’
nR,

1 =nr* | — Ir —

u,=——u
2 2
2nr wR, ® 2aR? °?

Llevando este valor a [1], se obtiene: Er =

105



Problemas de electromagnetismo

2°.- Excitacion magnética ﬁ; en el dominio: Ri<r <R,
En este recinto al aplicar el teorema de Ampére a la circunferencia de radio r, en su
interior queda contenida toda la intensidad I, y aunque el medio es paramagnético, como
la excitacion magnética no depende del medio material, aplicando la ecuacion [1] resulta:
= _ Ir —_
TR

3°.- Excitacién magnética de fh en el dominio:R,<r<R;

En este recinto, dentro de la seccion circular de radio r, circula en un sentido toda la
intensidad I y en sentido opuesto la parte de dicha intensidad I correspondiente al area del
conductor exterior que estd comprendida entre los radios r y Ry, por tanto la intensidad
total es:

- = - = I
2L=LJ] -dS, +J.32J2 -dS = I—W [r" -R,’]
Llevando este valor a la ecuacion [1], resulta:
o 1 r’ —R, — 1 ' -R,” | —
H, = I- 2 _-1]u,= 1- 2 u
vy R’-R,’ Toe= o | Rf—Rzz] ¢

4°.- Excitacién magnética H, en el dominio:R; <r <eo

En este recinto, dentro de la seccion de radio r, circula en un sentido la intensidad I por el
conductor interior y en sentido opuesto la misma intensidad I por el conductor exterior,
por tanto ambas intensidades se anulan: X I =1-1=0.

Llevando este valor a la ecuacion [1], tenemos: Er =0 u:
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PROBLEMA 5.7

Sea un electroiman situado verticalmente, en forma de U, con un arrollamiento es de
N= 30 espiras por las cuales circula una corriente I. Este electroiman tiene en su parte
inferior una armadura moévil hecha de su mismo material magnético, separada mediante un
entrehierro e= 2 mm. Las dimensiones del electroiman y su armadura se indican en la
figura. Parte de la curva de imanacion B-H del material magnético utilizado es la detallada
a continuacion, donde para valores intermedios se puede utilizar el método de la
interpolacion lineal.

B
Tesla

0,60 | 0,82 | 0,94 | 1,02 | 1,08 | 1,13 | 1,17 | 1,20 | 1,24 | 1,27 | 1,29

H 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 [ 700 | 800 | 900 | 1000 | 1200

A-vuelta/m

1+ N=30] I
A
c:,———,.;ﬂ."————[s
: —_— : ELECTROIMAN
[ [
[ |
S =200 cm? | | L=3m=ABCD
| |
[ [
| |
| |
D | LA }
e=2mm
> w
[ [
[ |
[ [
| | L'=10m=AB'C'D'
S =200 cm? | |
| |
[ [
: : ARMADURA
| |
| |
| |
clb — — — — — — B

Entre electroimdn y armadura existe una fuerza de atracciéon, de naturaleza
electromagnética, que tiende a unirlos. Supuestas despreciables las fugas magnéticas en el
entrehierro y siendo el flujo magnético constante en todo el circuito, se pide determinar:
1°.- Bminimo N€cesario para unir electroiman y armadura.

2°.- Iminima para unir electroiman y armadura.

3°.- Sminima NECESaria para unir electroiman y armadura.

Ahora estan unidos electroiman y armadura, ya no hay entrehierro y la fuerza
magnetomotriz § aplicada en el electroiman es la minima calculada en el apartado 3°, en
este caso determinar:

4°.- H' excitacién magnética.

5°.- B' campo magnético mediante la interpolacion lineal.

6°.- F' necesaria para separar electroiman y armadura.

DATOS: La densidad absoluta del material magnético p= 7,180 kg dm’.
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SOLUCION
1°.- Bminimo Necesario para unir electroiman y armadura
oW,
e
» Determinacion de la energia magnética Wy, en todo el volumen del circuito magnético

con el entrehierro "e":

Ueppe = o 1
Energia magnética: W, = EmH B dv=_{B, H,LS, +B, H2¢ S, +B, HL'S,]

El proceso de calculo es: Wy, = F =— = Fin = Peso armadura = Buinimo

» Fuerza magnética entre electroiman y armadura:

oW, d 1 . 1
F, =- ~ =3 3 [B, H,LS,+B, H2e S, +B, H,L'S,]=— 5 2B, S, H, (1]
El flujo magnético es constante en todo el circuito: = By Sy= B, Se= @, y como se
cumple ademas: S= Sy, por tanto resulta: B, = B..

. » ., ” B B
La relacion entre el campo magnético y la excitacion magnética es: H, = —b H, =—
u K,
. . . . B’S
Llevando las expresiones anteriores a la ecuacion [1], se obtiene: |E, |= [2]
Ko

= En el equilibrio, el campo magnético Bminimo Necesario se obtendrd cuando se igualan la

fuerza magnética antes hallada y el peso de la armadura:
2

B .S
|Fm |:%:mg: S L’p g:PPcso armadura-
0

Despejando obtenemos el campo magnético minimo necesario: B, ;... =+/Ho P gL'

Sustituyendo valores resulta: B = \/4' 7-1077,18-10°- 9,81- 10 =0,94 T

‘minimo

2°.~ Iinima para unir electroiman y armadura

Para el valor del campo magnético minimo antes determinado Bunimo= 0,94 T hallaremos

la correspondiente excitacion magnética mediante la "Curva de imanacion" del enunciado:
HIERRO: Bhinimo= 0,94 T = [ Curva de imanacion | = Hy=300 A vuelta-m™!

ENTREHIERRO= H, = Buiine 0, 9477 =7,4802-10°A—vm™
U, 47m10

Aplicando el teorema de Ampére al circuito magnético del electroiman con su armadura
separadas por el entrehierro: Cﬁﬁ d/=NTI. Integrando: Hy [L+L'"] + Hy2e = NI

+L'] +
Despejando se obtiene: | = H, [L+L']+H, 2¢

minima N
+ + . 5 B . -3
Sustituyendo valores se halla: 1 . = 300 [3+10] 7;:)802 1002107 _ 179,868 A
3°.- minima NECesaria para unir electroiman y armadura
La fuerza magnetomotriz minima obtiene de forma inmediata, ya que: §inima = N I minima

Sustituyendo valores se halla: §, =30- 179,868 =5396,04 A-vuelta

minima
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4°.- H' excitacién magnética

Ahora ha cambiado la morfologia del circuito magnético, ya que estan unidos electroiman
y la armadura, no existe entrehierro, la fuerza magnetomotriz se conserva, es la calculada
en el anterior apartado, pero ha cambiado la excitacion magnética:

NI,,,. 5396,04

oo =N T minima = H'h [ L+L'] de donde: H', =
3mtmmn h [ ] h L+L' 3+10

=415,08 A—vm™

5°.- Campo magnético B' mediante la interpolacion lineal
Mediante la "Curva de imanacion" del material magnético, entrando con el valor de la
excitacion magnética calculada anteriormente H'y= 415,08 A-vuelta, mediante la
interpolacion lineal, se obtendra el nuevo valor de B' en el nuevo circuito magnético sin
entrehierro.
H''=415,08 A-vuelta =[ Curva de imantacion | =

1,08—-1,02

B'=1,02+[415,08—400] ————=1,029T
500-400

6°.- F' para separar electroimin y armadura
Aplicando la expresion [2] obtenida en del apartado 1°, pero con el valor del campo
magnético calculado en el apartado anterior, resulta:

_B’S1,029°20010°*

FV
[F] U, 41107

=16.85,97 N>F=mg

Por tanto tras unirse la armadura al electroimén, al desparecer el entrehierro, aumenta el
campo magnético en el circuito y hay que emplear una fuerza bastante mayor al peso de la
armadura para separarla del electroiman.
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PROBLEMA 5.8

En un circuito magnético paralelo de la figura hay un solenoide de N= 500 vueltas,
recorrido por una corriente eléctrica I. La longitud L= 40 cm, las secciones son S;= 6 cm’
yS=3 cm?’.

El material magnético que constituye el circuito es de acero colado, y parte de su curva de
imantacion B-H es la indicada a continuacién:

B Tesla 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30
HA/m 750 800 900 1.050 1.125 1.250 1.450
S, S.
L L 1
4O,
s S S
2 I— |- 2
N =
c 1T ™
1— L | P
L R L !
S S,

Se supone que en el circuito no se producen pérdidas de flujo magnético, y que sabiendo
el flujo magnético que circula por la rama de la derecha es ®s= 0,345-10° Wb, se pide
terminar:

1°.- Circuito eléctrico equivalente.

2°.- Reluctancia magnética total.

3°.- Corriente I en el solenoide para que se mantenga el flujo @s.

Ahora en la columna central del circuito inicial de la figura se mecaniza un pequefio
entrehierro cuya longitud es L= 2 mm, determinar.
4°.- Corriente I; en el solenoide para que se mantenga el flujo P;.

SOLUCION

1°.- Circuito eléctrico equivalente
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Se observa que el circuito es simétrico respecto de la columna central en donde estd
arrollado el solenoide de N= 500 vueltas.

Las ramas laterales son iguales, su reluctancia magnética es la misma R, =R, y ambas
estan conectadas entre si en paralelo.

2°.- Reluctancia magnética total
Para el célculo de la reluctancia, antes hemos de determinar la permeabilidad magnética
del acero colado mediante la curva de imantacion dada.

- Célculo de .

En el nudo: ®, = @, + @, ; por simetria ®, =P,, G =2 @,y como ademas S; =2 S,.

o 20,

25,

. -3
2=B3=g=0,345 10 “115T

B, = -
S, 310

'S

Para B; = 1,15 T = Mediante la "Curva de imanacién B-H" = H = 1050 A/m

1,15

B 115 a2 1050
=p p=—= =1,0952107 NA?, w=—1UWY __g7] 56
H=Ho = 1050 M= 107

- Célculo de reluctancias.
Para cada tramo del circuito, con sus diferentes dimensiones geométricas:

1L, _ 1 04 1L, 131,

R =—"1= —2——=6,0869510°H' ; R, =R, = =6 R
' ows, LIS 6107 P ows, o w S '
1050 2
- La reluctancia total se determina teniendo en cuenta la morfologia del circuito:
R, =K, +M=92] X —9t, 40 *, = 4R, =24,3478-10° H'
R, + R, 2

3°- Corriente I en el solenoide para que se mantenga el flujo @3
Aplicando la Ley de Ohm al circuito equivalente:

e= R, O =4R O ycomo O =2, resulta: e= 8K, &, =N1
Por tanto la intensidad del solenoide es:

8%, D, 8 6,08695 10 0,345 107
N 500

I

=3,360 A

4°.- Corriente I; en el solenoide para que se mantenga el flujo ®;
- Nuevo circuito equivalente.

En la columna central del circuito hay un entrehierro de longitud L= 2mm, por tanto el
nuevo circuito eléctrico equivalente es:
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@; ?5
o
E a {iﬁitzs
L =< R
=R

- Reluctancias del nuevo circuito.
Como se mantiene el flujo dado ®;, la permeabilidad del acero colado es la
anteriormente hallada

_ LIS =1,0952107° NA”.
1050

Para cada tramo del circuito, con sus respectivas dimensiones geométricas las
reluctancias son:

=thi 1 04 (08695105 H %, =%, =1 2130 g
us, LI5 610 s, n S
1050 2
g =tbizbe _LizLe TL 0398 g 9950 3,
LS, L, uS, 0,400
1,15
2-1073 =—
® o tLe 1L Lop 1050 gt —4,3578 %,

€

uy S, uS, Lo, 4107 4m-107

Teniendo en cuenta la morfologia del circuito se obtiene la reluctancia total:

R, =R +R, LRI =8,3528 R, =50,84307-10° H'
2+ 3

- Ley de Ohm aplicada al nuevo circuito equivalente:

g'= R, D =83528R, ® ycomo ¥ =2, resulta: &'=16,7056 R, &, =N 1,
Por tanto la intensidad del solenoide para mantener el flujo magnético @, es:

16,7056 - R, D, 16,7056 6,08695- 10°- 0,345 10~

I
! N 500

=17,016 A
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PROBLEMA 5.9

Una delgada placa con forma de paralelepipedo es de material magnético homogéneo,
isotropo, y susceptibilidad magnética ¥, se encuentra inmersa en un dominio indefinido,
homogéneo, isotropo y permeabilidad magnética 1, en el cual actiia un campo magnético

uniforme, expresado en coordenadas cartesianas mediante Bi=B, cos ¢1 +B;sen¢@j ,

segun se muestra en la figura.
Se pide determinar, en funcién de las componentes del campo magnético, de la
permeabilidad y la susceptibilidad magnéticas dadas:

1°- B: enel centro de la placa magnética.
2°- H: en el centro de la placa magnética.
3°- M en el centro de la placa magnética.

4°- mo: de la placa magnética.
5°.- Relacion entre angulos de incidencia y de refraccién que las lineas del campo
magnético forman con la normal a la superficie de separacion de los dos medios.

¢
' X
SOLUCION
1°- B> en el centro de la placa magnética
En el medio exterior de la placa: Bi = B, cos ¢ i+ B, sen ¢ J— =B, i+ B, I [1]

Como el campo magnético es solenoidal, V-Bi=0, enla superficie de discontinuidad de
los dos medios materiales magnéticos, existe continuidad en las componentes del campo
magnético normales a la referida superficie de discontinuidad, por tanto:

B, =B, =B, cos ¢

En ausencia de corrientes en la superficie de discontinuidad de los dos medios materiales
magnéticos, mediante la aplicacion de la ley de Ampeére, se verifica que existe continuidad
de las componentes tangenciales de la excitaciéon magnética:

1
H, =H, =—B, sen 0.
K,

Las componentes tangenciales del campo magnético son discontinuas:

B H
i . P por tanto: B, = Ll = LL—ZBl sen @,
B, T u, H, T U, My My
Sustituyendo en [1], nos queda en el centro de la placa:

Mo [1+%,]

EzzBlcos (piﬁ+M—ZB1 sen¢T=Blcos 01+ B, sen @] 2]
1

1 L
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2°.- H: en el centro de la placa magnética

Como H; = % a partir del campo magnético determinado en el anterior apartado
Holl+%,

obtenemos la excitacion magnética dentro de la placa de material magnético:
= = - 1 = 1 -
H.=H, 1 +H, j=—+——B;cos 91 +—B,sen ¢ j

Ho[l+%,] H

3°- M: en el centro de la placa magnética

LBz, y como conocemos, del

Ho[1+%,]
apartado 2°, la excitacion magnética dentro de la placa resulta:

Por definicion, la imantacion es:Ma =y,H: =

M =M2NiH+M2T T:L B, cos @ i+ ke B, sen ¢ j
o[+, ] 1

4°- m: dela placa magnética
El momento magnético, es por definicion, el cociente entre la imantacion de la placa y el
volumen T ocupado por el material de dicha placa, por lo tanto resulta;

- M. _ X2 X2

m; =—=—7">""—— B, COS(pr+ B, sen(p?
T Tl i
5°%- Relaciéon entre angulos de incidencia y de refraccion de las lineas del campo
magnético
, r . . . Bl
Seglin la figura, la tangente del angulo de incidencia es: tg ¢ = B L
Iy
/. 7 .7 B2
Segun la figura, la tangente del angulo de refraccion es: tg 6 = B T
2N

Dividiendo entre si ambas expresiones y teniendo en cuenta las relaciones antes obtenidas
de las componentes normales y tangenciales del campo magnético, en la superficie de

B
separacion de los dos medios materiales magnéticos, B, =B, L= W esulta
2, M

B,

B B
finalmente: &® - _Ctv 2 M W

tg 6 B2T BzT W, HO[I+X2]
B,
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5. Campo magnético en medios materiales

PROBLEMA 5.10

Un imén permanente cilindrico tiene las dimensiones: longitud £ y seccién recta S.

Sobre un cilindro de plastico de iguales dimensiones se construye un solenoide de N
espiras recorrido por una corriente eléctrica I.

Suponiendo que el iman permanente y el solenoide son equivalentes, se pide determinar:
1°.- Imanacion del iman.

2°.- Masa magnética de cada polo del iman.

Ahora el iman permanente esta situado en el vacio, su centro geométrico O coincide con el
origen de coordenadas de un sistema ortogonal OXYZ y el imdn puede girar libremente
alrededor del eje OZ; su momento dipolar inicialmente coincide con la direccion y sentido
de la bisectriz del plano XOY. Sobre el iman actiia una excitacion magnética uniforme:

H=Hi. Se desea hallar:

3°.- Par mecéanico que actla sobre el iman.

4°.- Fuerza sobre cada polo magnético.

Una vez el iman ha alcanzado su posicién de equilibrio, debido a la actuacion de la
excitacion magnética exterior, determinar:

5°.- Campo magnético total en el interior del imén.

SOLUCION

1°.- Imanacion del iman
Como son equivalentes el solenoide y el iman permanente, sus momentos magnéticos han
=NIS=

SOLENOIDE

=m

de ser iguales y por tanto se cumple: |m

IMAN

. ., . NI NI
La imanacién del iman es: M = = = NIS =—
T S 4
2°.- Masa magnética de cada polo del iman
En el iman, la relacion que existe entre el momento magnético y el polo es:

— — — — NIS —
‘ ‘ =NIS=‘m‘ =p{l; mman=p { = S/
SOLENOIDE IMAN f
: . ‘ IMAN NIS
Por tanto despejando, obtenemos el valor del polo: p =—%A% = —~

3°.- Par mecanico que actiia sobre el iman

El par mecénico que se ejerce sobre el iman cuando se encuentra dentro de la region del
espacio donde existe un campo magnético, se define como el producto vectorial del
momento magnético del iman por el campo magnético exterior; dichos vectores son:

m —NIS[£1 +£ . —

Mucinico =m man X By

Bozuo Hi
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V2= 2-

MM]:CAN[CO—NIS[71 +7_] ]X},LOHI =NISy, H

V2

0 =—7uONISH1?

— N‘ﬁ !
o |Gy =

0

El par mecanico que el campo magnético exterior B, ejerce sobre el iman permanente,

tiende a hacerlo girar alrededor del eje OZ, que pasa por su centro, hasta alcanzar la
posicion de equilibrio, en dicha posicion el iman se orienta totalmente seglin la direccion
del mencionado campo magnético exterior, dicho par mecénico es:

4°.- Fuerza sobre cada polo magnético

Las fuerzas magnéticas que el campo B uo Hi crea en cada polo del iméan se deducen

de la expresion: Muiecinico =m

Sobre polo norte la fuerza es: K =pB= NIS —u, Hi i

= = N IS -
Sobre polo sur la fuerzaes: F;,=—p B=- 7“0 Hi
5°.- Campo magnético total en el interior del iman

Dentro del iméan el campo magnético total es la suma del campo magnético exterior, mas
el campo magnético producido por la propia imantacién del iman permanente:

E=E+B HOH+H0M “0H1+“0NII —HO[HJ"M]I
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6. Induccion electromagnética

PROBLEMA 6.1

Sobre una esfera de susceptibilidad magnética ., y radio R, se hace un bobinado regular

de espiras, unas junto a otras, cubriendo toda la superficie esférica, de tal manera que se

supone que los planos de las espiras son siempre normales a un diametro de la esfera,

obteniendo asi de esta forma un devanado uniforme sobre la superficie esférica.

El hilo del conductor metalico con el que se hace el bobinado antes descrito, tiene un

didmetro exterior es "e" y por dicho hilo se hace circular una corriente eléctrica de

intensidad I. Determinar:

1°.- Campo magnético By en el centro de la esfera, creado por la corriente 1.

2°.- Momento magnético del solenoide.

3°.- Médulo |M| del vector imanacion inducida del medio.

4°.- Coeficiente de autoinduccion L de dicho solenoide, suponiendo que dentro de la
esfera el campo magnético creado por el solenoide permanece uniforme y vale B—0 .

DATOS: ¥m=4,5 -10°; e=2,5 mm; R= 50 cm; I= 15 A.

SOLUCION

1°.- Campo magnético B en el centro de la esfera, creado por la corriente I

Se determinara el campo magnético creado por el solenoide, mediante la aplicacion del
campo magnético creado por una espira circular en un punto de su eje y después se
integrard a todas las espiras que constituyen el solenoide bobinado sobre la superficie

esférica.

a=Rsen6

Pay:

El campo magnético B, creado por una espira circular de radio "a", cuando circula una
corriente eléctrica I, en su centro O, perteneciente a su eje de simetria es:
2 2
a sen0
B e Ts R .
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Como x = R cos 6, determinaremos el numero de espiras de espesor "e" que hay en un
dx _d(Rcos6) R

elemento de longitud dx: dn = sen 6 dO.
e e e
Por tanto el campo magnético creado por las espiras contenidas en un elemento "dx" sera,
2
. 6 _ R
segun la ecuacion [1]: dB, =B dn=% e [—— sen © d6]= —2— Isen’® do

Integrando en toda la superficie esférica a través del angulo 0, los limites varian entre: 0 y
o

+
[t |

B, = J‘ndBO =-H Insen39 de; integrando: B, _ZH [2]
0 e 0 3e

—  2:4-m 107[144,510°]

Aplicacion numérica: B, = 125100 15k =5,026510" k T

2°.- Momento magnético del solenoide
Para determinarlo, partiremos del momento magnético creado por una espira plana de
forma circular y de radio a= R sen 6, cuyo momento magnético es: m;= S I = 1t I R” sen’
0.

s "dn" espiras que estdn contenidas en un elemento de longitud dx, producen un

momento magnético diferencial:

TR’

sen’® do

dm=m,; dn=m1R*sen’0 [—5 sen 6 dO]=-
e

Mediante la integracion entre los angulos 0 y 7 para abarcar todas las espiras de la esfera,
se obtiene el momento magnético generado por el solenoide:

4T R’ 1
3e

TR’
(§]

m= jndm =- jnsens 0 do. Integrando se obtiene: m =
0 0
471 [50-10°T15

395 10° =3,1416'10° A m’

Aplicacion numérica: m =

3°.- Médulo |1\7[| del vector imanacion inducida del medio

El modulo del vector imanacion es el momento magnético por unidad de volumen, por lo
tanto en nuestro caso particular resulta:

J-| m| 4 R’ 1
|M| =—3e - é. Aplicacion numérica‘ﬁ‘ = 1.5 ~=610" Am"

J] dt 4n R’

4°.- Coeficiente de autoinduccion L del solenoide

Se define la autoinduccion L, como el cociente entre el cociente del flujo magnético que
atraviesa el solenoide debido a su propio campo magnético, y la corriente eléctrica que al
circular por el solenoide crea el citado campo magnético.
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6. Induccion electromagnética

- Campo magnético, supuesto constante en el interior de la esfera, e igual al campo
en su centro O, creado por el solenoide esférico, es segun [2] :

_ + -
Bo < 2Ho a1 |
3e
- Flujo del campo magnético que atraviesa una sola espira de radio a= R sen 6:

. + — _
:B-S:MIk T R? sen’0 k

1 espira 3 e
- Flujo del campo magnético que atraviesa las espiras dn que hay en el elemento dx:

+
40 =dd  dn=dp o ZH Dty pec2e RoGng de

1 espira 1 espira
e e

+
Operando: d® = —w ITR’ sen’d dO
e

- Flujo del campo magnético que atraviesa todas las espiras del solenoide:

T + n +
Drorar = jo do = —% In R3J.0 sen’d do :% IR’

Drorar _ 8T py [xnt1] R®

La autoinduccion del solenoide es: L = n "
e

8w 4 107[1+4,5-10°]

= 0,5°=701,838 10" H
9[2,5-107]

Aplicacion numérica: L =
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PROBLEMA 6.2

Una bobina tiene una resistencia R=1 Q y una autoinduccion L=100 H, se conecta
mediante un interruptor, a un generador eléctrico de corriente continua que produce una
diferencia de potencial entre sus bornes de 100 V. Se pide calcular:

1°.- Intensidad final de la corriente.

2°.- Tiempo que ha de transcurrir para que la corriente alcance la mitad del valor anterior.

3°.- Variaciéon temporal inicial de la corriente.

4° .- Variacion temporal de la corriente en el tiempo calculado en apartado 2°.
5°.- Tiempo necesario para que la intensidad difiera en una diezmilésima del valor final.

6°.- Constante de tiempo del circuito.

SOLUCION

1°.- Intensidad final de la corriente

La expresion de la ley de Ohm aplicada al circuito, cuando cerramos el interruptor,

dI

teniendo en cuenta la f.e.m. autoinducida en la bobina, es: e-L—=R I

dt

Integrando se obtiene la solucion de esta ecuacion diferencial de primer orden, que

R

. . - € -t
representa la extracorriente de cierre del circuito: [ = E[ I-e X ] [1]

: ., . 3 -2e g 100
Haciendo en la ecuacion anterior t=eo: [ =— [1-e I ]=—[1-0]=—=100 A
R R 1
I
l=e¢/lR - —— —— e
\ _ Torens
< L=100H -
5
< R=1Q
e=10V <
<
)
~_
(¢]

2°.- Tiempo que ha de transcurrir para que la
anterior

corriente alcance la mitad del valor

Imponiendo esta condicion en la ecuacion [1], resulta:

R

I _R _R
o f et =L [1—e b

1 1

"2 R

. R
Tomando logaritmos: — T t,=—In2, por tanto t, =

3°.- Variacion temporal inicial de la corriente

1 - -
]; operando resulta: 5=[1—e L' ]; et

R R

L ln2=@ In2=69,3147 s
R 1

Para obtener esta variacion, se deriva respecto del tiempo en la ecuacion [1].

R, R

L (2]
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Para el instante inicial t = 0, operando sobre la ecuacion anterior, la variacion temporal de
Tes,

_R
I:E:l =£[ e LO]=£=@=1AS-1
dt |, L L 100

4°.- Variacion temporal de la corriente en el tiempo calculado en apartado 2°
Para obtener esta variacion, se aplica el tiempo t; = 69,3147 s = 100 In2 sobre la ecuacion

[2].

[%} S e %69’““] _100 sggesr 100 ~ggrona g0
t t=t,

L 1

5°.- Tiempo necesario para que la intensidad difiera en una diezmilésima del valor
final

Se ha de cumplirse por tanto que: 1, —I=0,00011_, es decir: I =0,9999 L.
Llevando este valor a la ecuacion [1], resulta

=511 *%tz] L[l .
= — —C = —C
o .

2

1=0,9999I_

R
-t . . .,
Operando se llega a: ¢ ' =10 y tomando logaritmos neperianos en esta expresion,
resulta finalmente el tiempo necesario para que la intensidad difiera en una diezmilésima
del valor final:

L 100
t,=4 [In10] —=4 [In10]——=9,210-10"s
R 1
6°.- Constante de tiempo del circuito
. . L .
La constante de tiempo del circuito se define como t= R y representa fisicamente el
tiempo necesario para que la corriente de cierre pase a ser 0,6329 de la corriente final:

e _e—1
Ry

1= 0,63291_
R e

R
€ - €
L="T(l-e !l 1==ZT[1-¢"'1=
" R [ ] R [ ]

Cuanto mayor sea este valor, tanto mayor serd el tiempo necesario para alcanzar la
corriente final y mas durara el transitorio correspondiente. En este caso del proceso de
cierre o conexion del generador al circuito mediante el interruptor, la constante de tiempo

vale T=£=IOOS
R
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PROBLEMA 6.3

Sean dos espiras planas C, y C;, metélicas, circulares de radios R, y R, ambas tienen el
mismo eje de simetria, estan situadas en planos paralelos y se cumple R, >> R;.

Z
Ry
R,
L Y
0 P <
X
Ci MOVIL
C, FUA

La espira C; se mueve a lo largo de su eje de simetria con velocidad constante v, respecto
a la espira C, que esta fija en el plano XOZ, por esta espira C; circula una corriente L.
Suponiendo que el campo magnético que la espira C, crea en la espira C;, es uniforme e
igual al que crearia en el centro de C, determinar:

1°.- F.e.m. inducida en C;, cuando I, =1, sen wt.

2°.- Tiempo para el cual se anula la f.e.m. calculada en apartado anterior.
3°.- F.e.m. inducida en C;, cuando I'y=cte.
DATOS:R;=10m; Ri=1cm; I,=100sen100ntA; I'=25A; v=5m 5!

SOLUCION

- Calculo previo

Mediante la ley de Ampere-Laplace se va determinar el campo magnético creado por una
espira circular de radio R, recorrida por una corriente I, en un punto P de su eje de simetria
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Como existe simetria axial respecto del eje EE', al tomar dos elementos diferenciales de
espira diametralmente opuestos, se anulan las componentes del campo magnético
normales al eje de simetria EE' y solo nos quedan las componentes del campo magnético
que tienen la direccion del eje de simetria.

dE;:”LI [dfxn] fro] :dBT+d4B;:“LI Ldf, xm ] ?r"‘] +M [dF, ?r"z] = Ho 12 dl senp j
4 r 47 r 47 r 4 r

R
d/=R, dg; senB=—2;r= «lez +y’ ; al recorrer la espira el angulo ¢ varia entre: 0
T

y 2m.

Sustituyendo las expresiones del campo magnético, integramos entre los angulos @: 0 y
2m.

B, = 2ndB —LRZZ 2nd i Integrando y operando
P P N , P2 o P J
0 4n (R, +y’ ]

El campo magnético creado por una espira circular en un punto P de su eje de simetria:
== 3 IR ? -
B, = ‘ ; 22 7 )

2 [R2 +y ]

1°.- F.e.m. inducida en C,, cuando I,= Iy, sen mt

do
Para determinar la f.e.m. inducida en C; se aplica la ley de Faraday-Henry: €= T4

Previamente se ha de calcular el flujo del campo magnético, determinado anteriormente,
creado por la corriente que circula por la espira C; y que atraviesa la espira C,.

= u, I, sen ot R,* — = MR R, sen ot

P=BS= 2 |:R22+y2:|3/2 JmR/ 2 |:R22+y2:|3/2

El flujo del campo magnético es variable, depende del tiempo y también de la distancia

y'" entre los centros de las dos espiras C; y C,.

La f.e.m. inducida se obtiene aplicando la ley de Faraday sobre el flujo:

siendo v :Q

d®_ |d® 0@ dy| pmRR]’L, d sen mt
2 dt [R22+yz]” dt

—= +
dt dt  dy dt

WrRZR L, | ocosot  3vysenot
2 |:R22 + y2 ]3/2 [Rzz n y2 ]5/2

(1]

En esta expresion hay dos sumandos, uno debido a que la corriente I, es variable en el
tiempo y otro debido a que la espira C; se mueve con velocidad constante v.
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La aplicacién numérica, se obtiene sustituyendo valores en la ecuacion [1], resulta:

470" 10107100 | 100 wcos 100wt 3 -5y sen 100 mt
€= - V operando

7 |:102+y2 ]3/2 [102 N y2 ]5/2

2 [ 20mcos 100t 3y sen 100 mt

-10° V
[107+y*]" [10°+y*]" v

En donde se observa que la f.e.m. inducida es negativa, tiene un valor muy pequefio y
depende de la posicion donde se encuentre la espira C, respecto a la C; y ademas depende
del tiempo.

2°.- Tiempo para el cual se anula la f.e.m. calculada en apartado anterior
Se obtendra igualando a cero la ecuacion [1], por tanto:

2 2
P R R, I, weoswt  3vysenot | 0 operando

2 [Rzz + y2:|3/2 |:R22 + yz ]5/2

2 2

R, +y
vy

2 2
tgwt=0 - por tanto t = larc tg {w : M}
®

3vy
L . 1 2 1 :
La aplicacion numérica resulta: t = Warc tg {—0 T M} s

y

3°.- F.e.m. inducida en Cy, cuando I',;= cte
En este caso la nueva f.e.m. inducida se obtiene aplicando la ley de Faraday:

d® o0® dy unmRZR]CI, d 1 . d
e U A s S Bl Bl 7 51e:ndov=—y
dt dy dt 2 dt [R;ﬂﬂ

g'=

'

_ R R R 3vy
/
2 |:R22 i y2:|52

La aplicacion numérica, se obtendra al sustituir valores en la expresion anterior:

47w 107-10107%25 35y
2 [102+y2]

y .
37 :7,402 ﬁ 106 A\
[10°+y"]

La f.e.m. inducida tiene signo positivo, su valor es muy pequefio y depende de la posicion
donde se encuentre la espira C, respecto a la C;.
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PROBLEMA 6.4

Un lazo rectangular de alambre conductor de dimensiones indicadas en la figura, estd
situado en el plano de los alambres conductores filiformes paralelos muy largos que
constituyen parte de un circuito, y por los que circula una corriente I;. Suponiendo que la
experiencia se realiza en un medio de permeabilidad magnética relativa p'= 1000,
determinar en unidades del sistema internacional:

1°.- Flujo magnético inducido por el circuitos sobre el lazo rectangular.

2°.- Coeficiente de induccion mutua entre el circuito y el lazo rectangular.

A
W'=1000
Ii
b
a a

d L

A

w'=1000

DATOS: ;=100 A; b=20cm; d=8 a.

SOLUCION

1°.- Flujo magnético inducido por el circuito sobre el l1azo rectangular

En primer lugar determinaremos el campo magnético creado por cada hilo conductor
indefinido en el espacio donde se encuentra el lazo rectangular, mediante la aplicacion de
la ley de Biot y Savart, y después aplicaremos el Principio de Superposicion:

1 —

§T=§1+§2=L“I'[ITHXTH]+M[u—szu—]=LM[l+ ]k

2y 2, E 2m y d-y

El flujo elemental del campo magnético que atraviesa el lazo rectangular es:

W'=1000
Ii

X{‘

I

w'=1000
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1

do=B-as=te 1, 1
2n y d-y

— — T 1
1k bdyk =2l 2o~ jhdy
2n y d-y
Integrando para abarcar toda el area correspondiente al lazo rectangular:

o, 'l 1 _ Mou'bl d-a _ Mo U'D T d-a
o=|[do= —+ bdy= Iny—In[d— =202 p—=
[Jeo=] e L) by B [y —infd 1] [

a

Para los valores dados la aplicaciéon numérica del flujo es:

7. . . _
p_4mI07 10000201100 | Bama oo
T a

2°.- Coeficiente de induccion mutua entre el circuito y el lazo rectangular

El coeficiente de induccion mutua, es el cociente entre el flujo del campo magnético que
los conductores crean en el lazo rectangular, antes hallado, y la corriente que circula por
los mencionados conductores rectilineos paralelos:

M=&=u0ubll ln[ d_a ]:uoub 1n[ d_a]
I, nl a (0 a

Para los valores dados obtenemos la aplicaciéon numérica del coeficiente de induccion
mutua:

7. . —
M:%:4TE10 1000 - 0,20 1n[8a a]:1,556-1O4H
. T a
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PROBLEMA 6.5

Sean dos espiras circulares de radio R, cuyo eje de simetria es comun, situadas en el vacio
sobre dos planos paralelos, perpendiculares a dicho eje, de forma que sus centros estan
separados una distancia d >> R. Se supone que el campo magnético creado por las espiras
en puntos de su eje de simetria, se mantiene uniforme en todo el area de las espiras.
Calcular:

d>>R

1°.- Coeficiente de autoinduccion de las espiras cuando por ellas circula la misma I;.
2°.- Coeficiente de induccién mutua entre las espiras, en las condiciones del apartado
anterior.

En una segunda etapa, por una de las espiras circula una intensidad variable en funcién del
tiempo segln la ecuacion: I,= — 0,01 t + 10, en donde la intensidad son amperios y el
tiempo estd dado en segundos, ademds dicha espira se mueve con un movimiento
armoénico simple, de muy pequeia amplitud, alrededor de su posicion inicial, segun la ley
de movimiento:y, = 0,001 sen 1000 r t, donde la elongacion se expresa en metros y el
tiempo en segundos. Deducir:

3°.- Ecuacion de la f. e. m inducida en funcion del tiempo en la espira que se mueve.

NOTA.- R =10 cm; d= 10 m. Se supondra d >> R.

SOLUCION

1°.- Coeficiente de autoinduccién de las espiras cuando por ellas circula la misma I;
Partimos del campo magnético que crea una espira circular de radio R, en un punto de su

Ho IR’

32
2 [Rz + yz]
el enunciado, se supone que este campo magnético se mantiene uniforme en todo el area
de la espira.
El coeficiente de induccion propia es el cociente entre el flujo del campo magnético a
través de la superficie de la espira y la corriente en la espira. Por tanto en la expresion [1],
se hace y =0,

propio eje de simetria, que se expresa: B—P = i [1]y como ademas, segin
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2

K, I]R T
D, gp'g_z[R2+sz =uonR
1 L L 2

2°.- Coeficiente de induccion mutua entre las espiras, en las condiciones del apartado
anterior

Partimos también del campo magnético que crea una espira circular de radio R, en un

punto de su propio eje de simetria, segun la ecuacion [1].

Por el enunciado, se supone que este campo magnético se mantiene uniforme en todo el

area de las espiras y ademas se hace la aproximacion: y=d >> R.

El coeficiente de induccion mutua es el cociente entre el flujo que una espira crea en la
otra, y la corriente de dicha espira:

I R? - -
. % jrmRYj
M_&_BZI'Szzz[R +Y:| _ l.lo'l'CR4 ~l.lOTEl{A‘ 2]
I I, I 2 |:R2 +d2]3/2 2 d°
3°.- Ecuacion de la f. e. m inducida en funcion del tiempo en la espira que se mueve
do
Para determinar la f.e.m. inducida se aplica la ley de Faraday: € = —Tﬂ

do, d [ dI, dM}
g=— 2= —(MIL)=-|M +L, —| 3
dt dt( 2) dt 7 dt 3]

- El coeficiente de induccién mutua M es variable, funcion del tiempo, ya que la
espira se mueve con un movimiento armoénico simple de ecuacion:
y, =0,001 sen 1000 &t t, y como resulta que:

- y=d+y,=d+0,001 cos 1000 ® t>> R, llevandolo a la expresion [2], resulta:
M~ w, TR*
2[d+0,001sen 1000wt T’
- Laintensidad varia segun la ley: L=—- 0,01 t+ 10

Por tanto sustituyendo en [3] los valores del coeficiente de induccién mutua y la ley de
variacion de la intensidad obtenemos la f. e. m. inducida:

4 _ + 4
emr U, TR : d[ - 0,01t 10]+[—O,01t+10] i[ U, TR 1
| 2[d+0,001 sen 1000 7 ¢ | dt dt 2 [d+0,001 sen 10007 ¢ |
_ ) ) ) _
e=— M R - (—10%)+[-0,01 t + 10] | S, TR [ cos1000 7 t]
| 2[10+0,001 sen 1000t ] 2[10+0,001 sen 10007 t | |
1012
e= 1,973910 — [[10+0,001 sen 1000 7 t ]+942,477 [~ 0,01 t + 10] [ cos 1000 7 t]] V
[10+0,001 sen 1000 7 ¢ |
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PROBLEMA 6.6

Una bobina con una inductancia de 2 H y una resistencia de 10 Q se conecta
repentinamente con una bateria de €=100 V, sin resistencia interna. Trascurridos t= 0,1 s
después de haber realizado la conexidn, calculese:

1°.- Constante de tiempo del circuito.

2°.- Variacion de la energia almacenada en la bobina por unidad de tiempo.

3°.- Variacion del calor disipado por efecto Joule por unidad de tiempo.

4°.- Variacion de la energia proporcionada por la bateria por unidad de tiempo.

SOLUCION
1°.- Constante de tiempo del circuito
. . L .
La constante de tiempo del circuito se define como ‘C=E y representa fisicamente el

tiempo necesario para que la corriente de cierre pase a ser 0,6329 de la corriente final:

€

£ R e e—1
L==[l-e !t ]==[1-¢']=—] —
N R[ ] R[ ] R[

1=0,63291_

Cuanto mayor sea este valor, tanto mayor serd el tiempo necesario para alcanzar la
corriente final y mas durard el transitorio correspondiente, en este caso de proceso de
cierre o conexion del generador al circuito mediante el interruptor, la constante de tiempo

L 2
es: T=—=—=0,2s.
R 10

2°.- Variacion de la energia almacenada en la bobina por unidad de tiempo
La expresion de la ley de Ohm aplicada al circuito, teniendo en cuenta la fe.m.
. . . dI . . .
autoinducida en la bobina es: e—La =R I integrando, se obtiene la soluciéon de esta
ecuacion diferencial de primer orden, que nos da la extracorriente de cierre del circuito:
R
€ -t
I=—fl-e*'1  [1]
R

La energia suministrada por el generador de corriente continua al circuito es:
dW=gldt=R I dt+L Idl [2]

Donde el primer sumando es la energia disipada en forma de calor la resistencia y el
segundo sumando es la energia empleada para la creacion del campo magnético dentro de
la bobina.

Por tanto la energia que suministra el generador se transforma en energia calorifica que se
disipa en la resistencia por efecto Joule y en energia magnética que se almacena en la
bobina.

We= W jouLe + WeoBma=Wr+ WL

dw, dl e R -% SR8 SR LRy
—L=LI—=LI— —[el! ]=le[e' ]=—[l-e - ]J[e*
dt dt R L[ I=lel ) R[ Il ]
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L . W, 100° -Doi -,
Aplicacion numérica: —L:%[l—e 20]] e 201:238,651W

3°.- Variacion del calor disipado por efecto Joule por unidad de tiempo
Partiendo de las ecuaciones [1] y [2] llegamos a la variacion del calor disipado en R por

efecto

2 R T
JouleQuees:mzRF:E— l—e U
dt R

La aplicaciéon numérica es:

2 0, T
d:tVR :% {l—e 2 ‘“} ~154818 W

4°.- Variacion de la energia proporcionada por la bateria por unidad de tiempo
En el apartado anterior se parte de las ecuaciones [1] y [2] y se llega a la variacion de la

energia suministrada por la bateria:

2 10
d;szl?g [1—e 2 ]=393,469 W

La aplicacién numérica:

La comprobacién de los dos apartados anteriores se realiza mediante el balance energético
de todo el circuito eléctrico:

WG= WJOULE + WBOBINA= W Rt WL= 393,469= 154,818 + 238,651 W
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PROBLEMA 6.7

Sobre un toroide de seccién cuadrada, didmetro exterior D, y didmetro interior D; , se
arrollan de manera uniforme N espiras por las que circula una corriente eléctrica I.

Se desea saber para este solenoide toroidal, en primer lugar cuando el toroide esta hecho
de aluminio y luego cuando el material del que esta hecho el toroide es de material férreo
de naturaleza ferromagnética, del cual detallamos parte de su curva de imantacion B-H:

Telzla 0,60 | 0,82 | 094 | 1,02 | 1,08 | 1,13 | 1,17 | 1,20 | 1,24 | 1,27 | 1,29
A H 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1200
-vuelta/m

1°.- Excitacion magnética H en puntos de la circunferencia media del toroide.
2°.- Campo magnético B en puntos de la circunferencia media del toroide.
3°.- Flujo magnético @ a través de la seccion cuadrada del toroide.

4° .- Coeficiente de autoinduccion L.

5°.- Energia magnética.

6°.- F.e.m. autoinducida cuando la corriente I se anula en 0,5 s.

DATOS: D= 80 cm; Di= 60 cm; I= 2,474 A; N= 800 espiras; yai= 0,82 10

SOLUCION
A.- TOROIDE DE ALUMINIO

1°.- Excitacién magnética H en puntos de la circunferencia media del toroide

Se aplica el teorema de Ampeére a una circunferencia de radio medio del solenoide toroidal
Im, situada en un plano normal al eje de simetria, como la circunferencia esta situada
dentro del toroide atraviesa las N espiras, resulta:

CJ.)ﬁd[T:NI; como:dZ=rmd(pf1;yﬁ=Hf1;;
2n — —
. H u,r,dou,=2nr, H =NI

I — . :
N =L [1]. Aplicacion numérica: H, = M
" 2mr " 27n-35-10

m

=900 A-vm™

2°.- Campo magnético B en puntos de la circunferencia media del toroide

NI -
Como B= p H por tanto segun [1], resulta B =uH =u como el aluminio es

2mr,
material paramagnético, por tanto: U= o [1+xai] = Mo [1+ 0,82 -10°] =4 -10”
NI NI
Brm =W+l ——=Hy— [2]
2nr, 2nr,

Aplicacion numérica:

4 107 800 2474

B, —=1130910" T
" 213510

3°.- Flujo magnético @ a través de la seccion cuadrada del toroide
El flujo elemental del campo magnético a través de 1 espira en la seccion recta del anillo
es:
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r a= eI
e,
i
Te »|
NI .,
db=BdS= 1.1 a dr ; seccion cuadrada a= re—r;
2nr
D= Hd(D J.},L l'LNIalnr—e
5 TC rl
q):uo[1+XAl]NI [re_ri] lnri MONI[ _r]hl [3]
2n L L
Aplicacion numérica: ® =4m- 107 M [40-30]1 07 'ln% =1,138710"° Wb
m
4°.- Coeficiente de autoinduccion L
Este coeficiente se define como: L = % = (DI—N teniendo en cuenta la ecuacion [3]
2 2
O TN L 2% LSy S S S S .S [4]
2n L 2m T
800>

Aplicacion numérica: L=4m 107

[40-30] 107 ln%:3,68~10’3 H

T

5°.- Energia magnética
1
Se define la energia del campo magnético en la bobina de autoinduccion L: W,, = Ele , ¥

como se sabe el valor de L seglin [4], resulta:

2
W= I M R e LRl [5]
T I T I

i 1

8007
2n

Aplicacion numérica: W, =% 2,474° 410 [40-30]107 -ln% =1,1262107J

6°.- F.e.m. autoinducida cuando la corriente I se anula en 0,5 s
La f.e.m. inducida en los extremos del solenoide, segin la Ley de Faraday es:

dlI W [1+75 1N r.. Al uN2
g=—-L—=-20 A1 [r ][] [—]=-"2—[r, -1, ln— 6
" e [r. =zl ri][At] P [r. -] ][ ] (6]
2
Aplicacion numérica: € =—4m- 107 800 [40-30]107 [In ﬂ] [2 474 - 0] 1,822107 V

0-0,5
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6. Induccion electromagnética

B.- TOROIDE DE MATERIAL FERREO

1°.- Excitacion magnética H en puntos de la circunferencia media del toroide

Se aplica el teorema de Ampere a una circunferencia de radio medio del solenoide toroidal
I'm, situada en un plano normal al eje de simetria, como la circunferencia estd situada
dentro del toroide atraviesa las N espiras, resulta:

Cf)ﬁd?z NI; como:dz=rm d(pu—(p y ﬁ=Hu—¢ ;

2n — -
. Hrm u, t,dpu,=2nr, H =NI
NI
H = 7
" 2mr, 7]
Aplicacion numérica: H, = M =900 A-vm™'
" 2w 35 10°

Como la excitacion magnética no depende el medio, llegamos al mismo resultado
obtenido cuando el nucleo es aluminio.

2°.- Campo magnético B en puntos de la circunferencia media del toroide

Mediante la "Curva de imanacion" del material magnético, entrando con el valor de la
excitacion magnética calculada H = 900 A-vuelta, obtenemos B en el solenoide con
nucleo ferromagnético.

H=900 A-vuelta = [ Curva de imanaciéon ] = B= 1,24 Teslas [8]

Como B=p H, resulta M=g= ]’23 =1,3777107*; p=pe[1+y] de donde se obtiene la

susceptibilidad del material ferromagnético xr= 1,0954 -10°, es muy superior a la del
aluminio.

3°.- Flujo magnético @ a través de la seccion cuadrada del toroide

Suponiendo que el campo magnético dentro de la seccion del toroide de material
ferromagnético permanece constante y es valor antes hallado, resulta:

®=B S=B[r.—r; ]’ [9]
Aplicacion numérica: @ = 1,24 [40 —30 7 10*=1,24 10 Wb

4°.- Coeficiente de autoinduccion L

Este coeficiente se define como: L = % = ON [10]

I
Aplicacion numérica: L =1,24-107 800 _ 4,009 H
2,474

>

5°.- Energia magnética
Se define la energia del campo magnético en la bobina de autoinduccion

1
LW, =5L12 [11]

Aplicacion numérica: W,, =% 2,474%- 4,009=12,27117
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6°.- F.e.m. autoinducida cuando la corriente I se anula en 0,5 s
La f.e.m. inducida en los extremos del solenoide, segtin la Ley de Faraday es:

dt At

. . 2,474 —
Aplicacion numérica: € =— 4,009 [#] = 19,836 V

>
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PROBLEMA 6.8

El circuito eléctrico filiforme ADCGHFA de la figura, tiene la disposicion de las aristas de

n_n

un cubo de lado "a", y se encuentra en una region del espacio donde existe un campo
magnético uniforme B, cuyas componentes positivas son [ B,= By,=Bz].

El circuito eléctrico filiforme se somete a un movimiento de traslacion uniforme con
velocidad v =v [cos45 i +send5 T] se pide determinar:

1°.- F. e. m. inducida.
Ahora, dicho circuito, que inicialmente estd en la posicion indicada, gira alrededor de su

arista AB con una velocidad angular constante 0=0k ,se pide obtener:

2°.- F.e.m. inducida.
3°.- Aplicaciéon numérica de los apartados anteriores.

Z
A —
D B A
4
Bw
I v H AY;
C P S

DATOS. B=5-107T; a= 60 cm; =300 r.p.m.

SOLUCION

1°.- F.e.m. inducida, debida al desplazamiento v

. . . 3. - = —
El campo magnético uniforme al ser sus componentes iguales es: B = TB [1+] +k]

_ d Drorar
dt
- Para una barra metalica, la f.e.m. inducida en sus extremos, cuando se desplaza

Aplicamos la Ley de Faraday, para obtener la f.e.m. inducida: €, =

con velocidad uniforme v dentro en un campo magnético constante es:

_ 40 drE s Y Braxdi1=—B (ax S =B [axV
SIIRARRA— T dt'”-B ds = dt.”-B[aXdr]_ B [axdt ]_ B [aXV]
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- Para todas las barras del circuito, la f.e.m. total se halla mediante el Principio de
Superposicion

da, d (s o odffs — = = _— dr = -~ —
Eurom, =~k B HBdSi =—ZaJ.J‘B- [a, xdi]==B [Za,x 1=-B-[Za xV]

Sa=al[i-k+j-1+k —j]=0
Es la suma de los vectores correspondientes a cada una de las seis barras del circuito,

segun el sentido de circulacion de la corriente del enunciado, por tanto sustituyendo el
resultado obtenido en la anterior expresion:

SITOTAL:_E '[ZZXV]:_ E{HXV%[T+I] }:0

2°.- F.e.m. inducida, con giro de velocidad angular o
El campo magnético uniforme es: B :TB [1+] +k]

d (I)TOTAL =_3 d (I)i

dt dt
Ahora el circuito cerrado gira con velocidad angular ®, y por tanto también giran las
superficies formadas por los lados concurrentes dos a dos en un vértice del mencionado
circuito. Estas superficies intervienen para el calculo del flujo del campo magnético.

Seglin la Ley de Faraday, la f.e.m. inducida es: €, 1oy, =—

F
® SkE
A E Y
o o
SpE
D
X

- Flujo del campo magnético que atraviesa la cara formada por los lados AD y FA
= — 3 3
\/_ % Ba’

D,pes =B Saora =B :TB [ f+f+1?] 2’ k=

- Flujo del campo magnético que atraviesa la cara formada por los lados DC y GE

V3

?B[T+T+l<—] -a’ [cosoﬁf+sen oﬁf]: ?B a’[cos ot +sen ot]

Dy =B gDCGE
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- Flujo del campo magnético que la cara formada por los lados GH y FE

V3 V3

Dy =B Soure =?B [ T+T+l?] -2’ [+ sen ot i —cos mtjjz ?B a’[ sen wt —cos t]

Aplicando el principio de Superposicion la f.e.m. inducida total en el circuito es:

€, roraL = d Prory _ - ﬂ=—i ﬁB a’[1+ 2senwt ] |=— 2 £}332 ® cos Mt
dt dt dt| 3 3

3°.- Aplicacién numérica de los apartados anteriores
- Traslacion: €, ;g =0V

NE

2
- Rotacion: €, ory, =27 5107 0.6’ m 300

cosl0 mt=—0,65296 coslOmt V
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PROBLEMA 6.9

Sea un solenoide toroidal de aluminio, de radio medio Ry, constituido por una bobina de N
espiras arrolladas de forma regular sobre su nticleo, cuya pequefia seccion es cuadrada de
lado 2b, siendo la susceptibilidad magnética del aluminio ;.

Otra bobina de "n" espiras, esta regularmente arrollada sobre mismo el solenoide toroidal,
mediante conductor aislado, la pequefia seccion de la bobina también es cuadrada, y su
lado es practicamente 2b, esta dispuesta como se representa en la figura.

Si por el devanado del solenoide toroidal de N espiras, se hace circular una corriente
alterna de intensidad es I =1, sen o t, se pide expresar en funcion de los datos conocidos:

2b

2b

Ro

v

1°.- F.e.m. inducida en los extremos de la bobina de n espiras.
29.- Autoinduccion del solenoide toroidal de la bobina de N espiras.
3°.- Induccion mutua.

Supongamos ahora, que ambas bobinas se conectan en serie y que por las dos se hace
circular una corriente alterna tal que su intensidad es I =1, sen o t, se pide determinar:
4°.- F.e.m. inducida en los extremos de ambas bobinas.

DATOS: R¢= 70 cm; Y= 0,82 -10°%; N= 1000 espiras; 2b= 6 cm; n= 200 espiras;
Ip=25A;0=100T

SOLUCION

1°.- F.e.m. inducida en los extremos de la bobina de n espiras

La f.e.m. inducida se obtiene mediante la ley de Faraday, por tanto, hallaremos en primer
lugar el campo magnético creado por el solenoide, a continuacion el flujo creado por dicho
campo al atravesar el solenoide, finalmente la f.e.m. inducida es la derivada del flujo
respecto al tiempo.

- Campo magnético creado por el solenoide toroidal de N espiras:
Se obtendra aplicando la ley de Ampére a una circunferencia de radio genérico r,
situada en un plano perpendicular al eje de simetria del solenoide toroidal de N
espiras. Dicha circunferencia atraviesa las N espiras por las que circula la corriente I:

45 Hdl=31 , en coordenadas cilindricas ortogonales

- N
B=MH=H0 [1+XAL] - u(p
2nr

El campo es perpendicular al eje de simetria del toroide y tangente a la circunferencia
de radio r.
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- Flujo del campo magnético B, al atravesar la bobina cuadrada de lado 2b y de n espiras,
como dS=2bdr u—w sera:

u NIJ-Ro+h2b dr _ a Wol[l+ %, ] N1 In R, +b

q)n espiras = l'lJ. ﬁdg =1
‘ Ry=b r b R,-b

2n
La fie.m. inducida en la bobina de n espiras se obtendra mediante la ley de Faraday,
cuando circula por las espiras del solenoide toroidal la corriente alterna [ = I, sen o t:

Nnl,bw . R +b

0

dd . Nnb . R, +b
g=—— DO _ 1 In—2
S I

In - Cos Mt

dl
’ a == W[ 1]

Aplicacion numérica:

1000- 200+ 25-3-10° 100 | 73

e=—4n 107 [1+0,082 10°] lna cos 100 it =—1,6166 cos 100 7t V

T

2°.- Autoinduccion del solenoide toroidal de N espiras

. . . = I —
- Campo magnético creado por el solenoide toroidal: B, =y, [1+%,, ] ;\I—l u,
Tr

- Flujo del campo magnético creado solenoide toroidal de N espiras, al atravesar sus
propias espiras N de seccion cuadrada de lado 2b, como dS=2 b dr u—(p sera:

. I (Rotd 2 R, +
D, =N”B]-ds=N&j op dro WONTL ) R, +D
" 27 Ry-b r T RO -b
> 1+ bN> R, +b
La autoinduccion resulta ser: L, =—2- = Mol %] In—2
I T R,-b

Aplicacion numérica:

_ 4w 107 [1+0,82 -107] 3107 10001000 73

L In—=1,0292-10° H
67

1
T

3°.- Induccion mutua
La induccion mutua M es un coeficiente obtenido como cociente entre el flujo magnético,

que atraviesa el solenoide toroidal de N espiras, debido al campo magnético B, creado por
la bobina de n espiras cuando por ellas circula la corriente I, y la mencionada corriente I .

- Campo magnético creado por la bobina: Bj =Uy [1+%a] Zn L u:
Tr
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- Flyjo del campo magnético creado por la bobina de n espiras, al atravesar las N espiras
de seccién cuadrada de lado 2b del solenoide toroidal. Como dS =2 b dr u: sera:

D

N

—_ - Ry+b +
=N”B2-dS=N—un12J. op I MbnNL R, *D
: 2 JRe-b r b1 R,-b

q)le — uO[l—"—XAL] bnN In RO +b
L, b R,-b

La induccion mutua resulta ser: M =

Aplicacion numérica:

_4m107 [1+0,82 -107] 3-107 200-1000 73

M In—=2,0584-10* H
67

Y

4°.- F.e.m. inducida en los extremos de ambas bobinas
Como ambas bobinas estan conectadas en serie, las recorre la misma corriente eléctrica, y
por lo tanto la f.e.m. inducida total en sus extremos, seglin la Ley de Faraday es:

dl . -
€orar =— [ L, +L,£2M ] m sustituyendo los valores antes hallados en esta expresion

resulta:

€roraL =

+
Wy [1+Xa] DO In R, +b [N2+n2'|_'2Nn]IOCOS(Dt
T R,-b

Aplicacién numérica:

47107 [1+0,82-107]3-10%-100 =
T

€roraL =~

[ln%} [1040000 +400000] 25 cos 100xt

Operando €, =— 0,08083 [104£40] cos 100 it V
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PROBLEMA 6.10

Por un circuito circula una corriente constante I,, tiene forma de espira cuadrada
indeformable de material conductor de lado "a", estd colocado a una distancia lo
suficientemente grande OP=d respecto de sus dimensiones, de un conductor filiforme
rectilineo indefinido, por dicho conductor rectilineo indefinido circula una corriente
eléctrica constante I, en el sentido del eje OZ negativo.

X

Se pide determinar:

1°.- Flujo magnético que atraviesa la espira debido al conductor en la posicion indicada.

2°.- Momento mecénico de giro en la espira en la posicion indicada.

3°.- Coeficiente de induccion mutua.

4°.- F.e.m. inducida en el conductor rectilineo cuando la corriente de la espira se anula en
t=2"

Ahora suponemos que la corriente que circula por el conductor rectilineo indefinido varia

segun la expresion [ = Ij sen 2 t, se pide:

5°.- F.e.m. inducida en la espira. Valor de la f.e.m. inducida para t = 5"

DATOS: ;=100 A; L,=10 A; OP=d=100m; a= 10 cm; Io=50 A; o= 30°.

SOLUCION

1°.- Flujo magnético que atraviesa la espira debido al conductor en la posicion
indicada

La espira estd muy alejada del conductor rectilineo y es pequefia, d >>a, por tanto

suponemos que el campo magnético creado por el conductor rectilineo, mediante la ley de

Biot y Savart, en el centro de la espira, es constante en toda la seccion de la pequefia espira

cuadrada:.

BBl Lk siendoT=d T [=-1k; B=teli—oqo7iT [1]
2nr r 2nd

Por otro lado el vector superficie de la espira en la posicion indicada es:

S

=S [cosa i +sen o T].
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Como el campo magnético determinado en [1] es constante, el flujo resulta:

(B dS=B [[a5=Mel 1. Ciseng 1Mt L
<I)—”B dS_B”dS_anl S[cosai+sena j]= o d cosQL.
_4m1070,1°

27wl

(O 107 c0s30°=1,732-10" Wb

2°.- Momento mecanico de giro en la espira en la posicién indicada

El par mecanico de fuerzas magnéticas que actiian sobre los lados de la espira, paralelos al
eje OZ, originan un momento mecénico Muicnico , situado en el eje de giro de la espira
que pasa por su centro, el punto P, y que es paralelo al eje OZ.

i ik S
Muicinico=1, [ S x By]=1, a* Mol coso. seno. 0 =— ! senat k
2n 1 0 0 2n

41107107 1007
27wl

sen30° k=-10" k N-m

MumEecinico= —

3°.- Coeficiente de induccion mutua

La induccion mutua M es un coeficiente, obtenido como cociente entre el flujo magnético
que atraviesa la espira, debido al campo magnético B creado por el conductor rectilineo
cuando por el circula la corriente I;, y dicha corriente I;.

Mo L i

- Campo magnético creado por el conductor rectilineo: B= ond
i

- Flujo del campo magnético creado por el conductor rectilineo, al atravesar la espira de

seccion cuadrada de lado "a':

2
<I>=“B-ds=u°—lli -S [cosoci+sen0cj]=Hoa—Il S coso
d 2nd

2n
Coeficiente de induccion mutua:
D 2 41w 107 107
M= B g e A0 107 o 630021,7320- 1071 H
I, 2ntd 2wl

4°.- F.e.m. inducida en conductor rectilineo cuando la corriente de espira se anula en
tn=2"
La f.e.m. inducida en los extremos del conductor rectilineo, segtin la Ley de Faraday es:

2
-M a1 =M S cosa [A Iz] sustituyendo valores, resulta la f.e.m:
dt 2nd At

o _4rm 107 107
! 27l

1

10—
102 cos 30° [%] =0,866 107" V
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5°.- F.e.m. inducida en la espira. Valor de la f.e.m. inducida para t= 5"
Seglin la Ley de Faraday, la f.e.m. inducida en la espira cuadrada cuando circula por ella
la corriente eléctrica de expresion [ = I sen 2 t, es:

2 2 2
e=-M I BT g A sn2t]=— toth Hal
dt 2nd dt 2

%Scosa2cos2t=— 9Scosa cos2t
T T

Sustituyendo los valores dados y teniendo en cuenta que:

cos [2-5] rad=cos [10 32&] =¢0s572,957°=cos [572,957°-360°] =co0s212,957°=— 0,83907
i

7102
g, =—W10‘2 cos 30° cos 212,9577° =1,4533 107" V
T
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7. Teoria de circuitos

PROBLEMA 7.1

Un generador real de corriente continua de f.e.m. €, tiene una resistencia interna r y se

somete a las experiencias que se indican a continuacion.

Estando el generador en vacio, se conecta a sus bornes un voltimetro que indica 120 V.

Determinar

1°.- F.e.m. del generador.
Se conectan ambos polos del generador mediante un conductor de resistencia
R= 0,5 Q, entonces la intensidad que circula por el circuito es I,= 120 A. Calcular

2°.- Resistencia interna r del generador.
A continuacion el generador del apartado anterior, con el conductor de resistencia
R=0,5 Q, se conecta con tres motores idénticos de corriente continua, instalados en
serie. Cuando a los tres motores se les impide girar, es decir estdn inmoéviles, la
intensidad es Is;= 75 A. Hallar

3°.- Resistencia r' interna de cada motor. Balance de potencia.
Se deja girar libremente un solo motor, a su velocidad de régimen normal, los otros
dos estan inmoviles, la corriente I4 que circula es un 32,098 % superior a la que
circularia Is cuando los tres funcionan en régimen normal. Obtener

4.- Intensidad que recorre el circuito. Valor la f.c.e.m. del motor. Potencia y rendimiento
que desarrolla el motor. Balance de potencia.

SOLUCION

1°.- F.e.m. del generador

Ley de Ohm: €=1,r+1; Ry [1]
Como el circuito esta abierto, equivale a una resistencia Rj=oo .

Llevando Rj= oo aecuacion [1], obtenemos: I, = E __ & _ 0

r+R, r+o

Cuando el circuito esta abierto la bateria no suministra energia eléctrica. Cuando I,= 0, la
tension en el voltimetro es la f. e. m. de la bateria.

Voltimetro V=120 V = €=120 V<> fem.

2°.- Resistencia interna r de generador
Ley de Ohm: €=1; [r+ R como [,= 120 Ay
R= 0,5 Q, sustituimos: 120= 120 [r+ 0,5]

La resistencia interna del generador es: = 0,5 Q.

3°.- Resistencia interna r' de cada motor. Balance de potencia

Los tres motores estdn parados con lo cual €'= 0, por tanto cada motor equivale
eléctricamente a una resistencia interna de valor 1'. Se sabe por el enunciado que I;=75 A.

Ley de Ohm: €=3 €+ ;3 ' + I3 [r+ R].
Sustituyendo datos: 120= 0+ 75- 3 ' + 75 [0,5+ 0,5]
Por tanto la resistencia interna de cada motor es r'=0,2 Q.
El balance de potencia es:
Pronsonmpa = L RFT+H31'] L*=9000 W

P

oenerapor = € L5

=120-75=9000 W

149



Problemas de electromagnetismo

4°.- Intensidad y f.c.e.m. del motor. Potencia y rendimiento en motor. Balance de
potencia

Ahora un motor gira libremente y absorbe la energia eléctrica suministrada por el
generador que se consume en desarrollar potencia exterior y también en su propio
consumo interno.

Cuando gira un solo motor, Ley de Ohm: €= €'+ I, [3 r'+ r+ R] [1

Cuando giran los tres motores, la Ley de Ohm: €=3 €'+ 15 [3 r'+ r+ R] [2]

Como ademas segun el enunciado, las intensidades cumplen: I,= 1,32098 s  [3]

De las tres ecuaciones se halla la f.c.e.m. del motor y también la intensidad L4.
_g—g'" 120-g" L= e-3¢g" 120-3¢
Y r+3+R 1,6 7 r+3r'+R 1,6
Dividiendo ambas ecuaciones resulta:
I, e—¢ 120—¢
S=——= -=1,32098. Operando, la f.c.c.m. del motor es €'= 13 V
I e-3¢" 120-3¢
e-¢g'  120-13

STIRHR L6

e-3¢'" 120-313
r+3r'+R 1,6

=66,875 A; I, = =50,625 A

La potencia total consumida por el motor es la suma de la potencia 1itil consumida y de la
potencia disipada en la resistencia interna del propio motor:

Pyrora= €' Is+1' Is= 13- 50,625+ 0,2 50,625°= 1.170,703 W

El rendimiento eléctrico del motor, se define como el cociente entre la potencia util
consumida y la potencia total consumida por dicho motor. La potencia ttil consumida por
el motor es:

Pyom= €' Is = 13- 50,625 = 658,125 W.

P 'T 658,125
El rendimiento del motor serd: = Y = 28 = 2 =56,216%
P, el +r'l’ 1170,703

Balance de potencia en el circuito:

Peonsvma=3 &' I+ [r+3 1+ R]I=6075 W

Pieneranor =€ 1,=120- 50,625 = 6075 W
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PROBLEMA 7.2

Se dispone de un conjunto de N generadores de corriente continua exactamente iguales,

siendo su f.e.m. € V constante y su resistencia interna r.

Dichos generadores se conectan entre si, montando en paralelo p ramas, cada de las cuales

tiene a su vez s elementos conectados en serie, de forma que todo el conjunto de

generadores vierte su energia una resistencia externa R. Se desea determinar:

1°.- Intensidad maxima que pueden suministrar los generadores, en funciéon de N, R, ry €.
Para un valor de la intensidad prefijado I, calcular

2°.-El valor de s en funcion de I, N, R, ry €.
Aplicacion numérica de los dos apartados anteriores, teniendo en cuenta los siguientes
datos, r= 0,5 Q, R=48 Q, N= 100 generadores y €= 5V.

3°.- IMAX~

4°.- Numero de generadores conectados en serie cuando =2 A.

SOLUCION

1°.- Intensidad maxima que pueden suministrar los generadores, en funcién de N, R,
ry€

Se conectan en serie "'s" generadores, y a su vez "p" de cada una de estas series de montan

en paralelo, ante ello la ley de Ohm se expresa:

s 8=I[R+ir], por tanto: = S ¢ _ Ne = N; [1] Siendo N=p-s
p SpyR STTPR o VR
P S

Como se busca un maximo de la intensidad, ha de ser minimo el denominador del cociente

. N . . .
de la expresion [1]: s 1+—R, siendo la variable "s", nimero de generadores en serie.
s

Se deriva el denominador de la expresion [1] respecto a la variable "'s", y para obtener el
maximo se iguala a cero el resultado. :

i[s re N R]=r—E2R=O,operando: ¢ =NR [2]
ds s s r

Llevando el valor de "s", a la expresion [1], la intensidad maxima buscada es:
1 / N
IM AX = E E 8 [3]

2°.- El valor de s en funcion de I, N, R, ry €

Planteando otra vez la Ley de Ohm: s E=1 [R +ir] en donde segun el apartado 1° la
p

intensidad es:

N .,
I= —gy como ademas N= p-s, operando llegamos a la ecuacion:

sr+— R
S

Irs’—&Ns+INR=0 esunaecuacién de segundo grado en la variable "s".

eN+VeN?—4NRr?

Resolviendo, el numero de generadores en serie: s = o1 [4]
r
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3°.- Imix
Partiendo de la expresion [3], en el apartado primero, y sustituyendo datos, la intensidad
maxima que pueden suministrar los N=100 generadores a la resistencia exterior R= 48 Q

es:IMszlJl 8:l 100 5=5,10A
2VRr 2\ 48-0,5

4°.- Nimero de generadores conectados en serie

En esta caso partimos de la expresion [4], en el apartado segundo, donde sustituyendo

datos conocidos y ademas el valor prefijado de la intensidad [=2 A

€ N++e? N> —4NRrI* 1005 +4/57100° —4- 100- 48-0,5-2> _
21r 2-2-0,5

Se llega al montaje de N=100=p-s=5-20 generadores, obtenidos mediante cinco ramas

(p=5) conectadas en paralelo, y a su vez cada una de las cuales dispone de veinte
generadores conectados entre si en serie (s= 20).

20
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PROBLEMA 7.3
Un generador real cuya f.e.m. continua es G [E;=55V, 1,=0,3Q2], se conecta mediante una

linea monofasica a un motor también de corriente continua M [f. ¢. e. m. €'y= 50 V,
rv= 0,01Q], cuya intensidad nominal es [y= 9A.

Ademés se sabe que dicho motor se encuentra situado a £= 450 m de distancia del lugar
en donde se halla instalado el generador real de corriente continua.

La conexion eléctrica entre generador y motor se puede realizar mediante cualquiera de
los tres tipos de cable conductor, cuyas caracteristicas fisicas son:

Naturaleza de conductor | Resistividad p [Q mm’m™'] a20°C | Seccion S mm”

PLATA 1,470 - 107 16
COBRE 1,720 - 107 25
ALUMINIO 2,592 - 107 95

Para efectuar los célculos eléctricos, cada tipo de cable conductor se sustituird por su

correspondiente resistencia concentrada, obtenida a partir de sus caracteristicas fisicas.

Determinar:

1°.- Tipo de cable conductor a instalar, para que el motor funcione correctamente a su
intensidad nominal y su f. c. e. m., antes indicadas.

Para el caso de funcionamiento correcto del motor con el tipo de conductor adecuado,

determinar:

2°.- Tension en bornes de entrada al motor.

3°- Balance energético en el circuito.

4°.- Rendimiento del motor.

SOLUCION

1°.- Tipo de cable conductor a instalar para correcto funcionamiento

Para los tres posibles conductores a instalar, teniendo en cuenta que la longitud total del
cable conductor de la linea monofésica es £;= 2- 450= 900 m. (dos tramos: uno de ida y
otro de retorno), y las caracteristicas fisicas del enunciado, las resistencia son:

Plata R, =p b 1,470107 200 _ 0,8268 Q
Ag Ag
Sie 16
Cobre R, =p, L 1,72010 200 _ 0,6192 Q
Scu 25
Aluminio R, =p,, é—T =2,59210" @ =0,2455Q
Al

m METODO DE TENSIONES.
El esquema eléctrico del circuito es el indicado en la figura.

RO Ley de Ohm: €—€'\,=1[rg+ v + R] (1]
En este caso se obliga a que en el circuito =1y =9 A
Hesv o

Tre=03Q r,=001Q

Sustituyendo valores conocidos en [1], obtenemos la
f.c.e.m. del motor: €'=55-9[0,3+0,01 +R] [2]
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El motor funcionara correctamente, cuando al sustituir en [2] la resistencia R del conductor

instalado, se cumple que la f.c.e.m. es exactamente su valor nominal de €'y,=50V.

Plata €'v g =55-9[0,3+0,01+ R 4, 1=55— 9 [0,3+ 0,01+ 0,8268]= 44,77<50V=> NO VALIDO
Cobre €'m cu=55-9 [0,3+ 0,01+R ¢, ]=55-9[0,3+0,01+0,6192]= 46,64< 50V = NO VALIDO
Aluminio €'y o1=55-9[0,3+ 0,014R A; |=55-9[0,3-+0,01+0,2455]= 50,00=50V=> s1 VALIDO

El tnico conductor que da al motor su f. ¢. e. m. nominal de €'y = 50V es el ALUMINIO.

® METODO DE INTENSIDADES.
El esquema eléctrico del circuito es el indicado en la figura.

RQ

En este caso se obliga a que sea €'y =50 V. Ley de Ohm: €-€'y=1[1s+ry+R]

. . 55-50
Sustituyendo los valores conocidos: 55-50=1[0,3+0,01+R] = I=———— A [3]
0,3+0,01+R
El motor funcionara correctamente, cuando al sustituir en [3] la resistencia R del

conductor que se instale, se cumpla: I= ;=9 A que es la intensidad nominal del motor.

55-50 55-50

Plata I, = =
he 0,3+0,01+R,, 0,3+0,01+0,8268

=4,39 <9 A = NO VALIDO

55-50 55-50

Cobre I. = =
o 0,3+0,01+R,, 0,34+0,01+0,6192

=5,38<9 A = NO VALIDO

55-50 55-50

= =9,00=9 A = SI VALIDO
0,3+0,01+R,, 0,3+0,01+0,2455

Aluminio I, =

El tinico conductor que por los bornes del motor hace entrar la Iy =9 A es el aLuminio.

2°.- Tension en bornes de entrada al motor
La determinacion de la tension necesaria Vy;, en bornes de entrada al motor, para que
funcione correctamente, se puede hacer de dos maneras distintas aplicando la ley de

Ohm, teniendo en cuenta que para el motor dado su f. c. e. m. nominal es €'y = 50V,
siendo el conductor de aluminio.

Ley de Ohm se expresa ahora: €— €'y=1 [rg + rv + Raj].
La tension se halla de dos formas diferentes, como comprobacion:

Vu=E&€y+1Iry=50+9-0,01 =50,09 V
Vu=€-1[1r5+Ra1]=55-91[0,3+0,2455] = 50,09 V
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3°.- Balance energético en el circuito

El conductor instalado es de aluminio: R, :pAlg—T =0,2455Q; €\y=50V; I1=9A.

Al

Balance de potencia en circuito Psymmistrapa= EI=1G 12+RA1 12+8'MI+rM = Pconsumma

- Potencia util suministrada por el generador G al circuito P =€ 1=155- 9 =495,00 W
- Potencia consumida en resistencia interna de generador P, = 0,33- 9?2=2430 W

- Potencia consumida en la resistencia del conductor Al  Pgr, = 0,2455- 92= 19,89 W
- Potencia total consumida en el motor Py 1 =E€'y 9+ 1y 9’=50- 9+ 0,01 9% = 450,81W

Balance energético:
Psuvmastrapa= P = 495,00 W= P, + Pg 1+ Pyr= 495,00 W = Pconsumipa

4°.- Rendimiento del motor
La potencia total consumida por el motor es la suma de la potencia util consumida por

dicho motor y de la potencia disipada en la resistencia interna del propio motor:
Pt rorai= €'w I+ 1y I’=50- 9+ 0,01+ 9>= 450,81 W

La potencia util consumida por el motor es:
P mr o= €'w =50 9=450 W.

eyl 450
e, I +r,I° 450,81

PMT UTIL  _

= 99,82%

El rendimiento del motor sera: n =
MT TOTAL
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PROBLEMA 7.4
El circuito de la figura consta de tres mallas, un generador ideal de corriente continua de

€= 7 V y cinco resistencias conectadas entre si segun la morfologia indicada en el
esquema adjunto, siendo concretamente Rj=1 Q, R,=2 Q.

Se pide determinar:

1°.- Intensidades 1, I, I5.

2°.- Resistencia total equivalente.

3°.- Balance de potencia. Comprobacion.

A

SOLUCION
1°.- Intensidades I, I,, I3

Aplicando al circuito dado, el Método de las Mallas, suponiendo dextrogiras las
intensidades de cada una de las tres mallas, las ecuaciones correspondientes son:

Malla 1: 7=315L-21L-11 [1]
Malla 2: 0=-25L+4 1, -1 [2]
Malla 3: 0=-15;-11, + 41; [3]

Resolviendo el sistema de las correspondientes ecuaciones de las tres las mallas, por el
método de Kramer, se obtienen las intensidades de malla:

7 2 -1 37 -] 3 27

0 4 -] 2 0 -l -2 4

A |0 -1 4 A, -1 0 4 A -1 =2
AT 2 N PR 2 7 TR 2
2 4 - 2 4 - 2 4 -
-1 -1 4 -1 -1 4 -1 -1 4

156



7. Teoria de circuitos

2°.- Resistencia equivalente entre A y B

En caso de circuitos eléctricos formados exclusivamente por resistencias, cuya
morfologia es muy complicada, la resistencia equivalente entre dos terminales accesibles
Ay B, se puede determinar conectando entre dichos terminales A y B un generador ideal

€', y tras resolver el nuevo circuito mediante el método de las mallas, la resistencia

equivalente de entrada al circuito, entre los terminales A y B, es: R ,, = T
1

Al conectar entre los terminales A y B el generador ideal cualquiera de fe.m. €', el

circuito obtenido es el dado inicialmente, que ya hemos resuelto por el método de las

mallas en apartado 1°, y como ya conocemos el valor de I;' =1, la resistencia equivalente
es:

e' e' _R}+3RR, ¢

e [3R, +R,] 3R, +R, I

[R}+3RR,]

1o
5

3°.- Balance de potencia. Comprobacién

Siendo conocidos los valores de las intensidades que circulan por las distintas
resistencias del circuito, podremos hallar la potencia disipada, y posteriormente se
comprobara el resultado obtenido, mediante la resistencia total o equivalente del circuito.

- Potencia consumida en resistencia R;:  Pri=R; [I, - 12]2 =2[5-3] =8W
- Potencia consumida en resistencia Ry:  Pro=R, [I[, L, ]’= 1[5— 2] =9W
- Potencia consumida en resistencia R3:  Prs=R3 [I, — I3]2 =1[3- 2]2 =1W
- Potencia consumida en resistencia Ry:  Pre=R4 L, =1-3°=9W
- Potencia consumida en resistencia Rs:  Prs=Rs ;=22 =8W

Potencia total consumida en las cinco resistencias: X Pr=35 W

La comprobacion del resultado anterior, se realiza mediante la resistencia equivalente o
total del circuito. Como por dicha resistencia total del circuito, calculada en el apartado

7 . . . .
segundo y de valor R, :§ Q circula una intensidad I;=5 A, obtendremos la potencia
consumida total en las resistencias, que es la potencia suministrada por el generador:

PT:RT112: 35 W:ZPR:PGZSIlz 7-5=35 w
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PROBLEMA 7.5

El cobre, el aluminio y la plata, son metales normalmente utilizados en conducciones
eléctricas, cuyas caracteristicas fisicas se detallan en el cuadro siguiente:

Naturaleza de Resistividad p [Q mm’m"']a20°C | Densidad d grcm 3
conductor
COBRE 1,720 - 107 8,93
ALUMINIO 2,592 - 102 2,71
PLATA 1,470 - 10~ 10,48

Se desea construir, con dichos materiales conductores, una linea eléctrica de longitud £ y
resistencia 6hmica R. Determinar, para dicha linea:
1°.- Relacion entre las secciones de los diferentes materiales conductores.

Sy Sw Su
SCu ’ SCu’ SAg
2°.- Relacion entre las masas de los diferentes materiales conductores.
MAI MAg MAI
MCu 5 MCu 5 MAg

Ahora se dispone de tres conductores metalicos de cobre, aluminio y plata, todos de igual
longitud y de la misma seccion, conectados en serie, cuando por el circuito circula una
corriente eléctrica continua, entre los extremos del circuito, el voltimetro mide una misma
diferencia de potencial que es de 100 V. Obtener:

3°- Caida de potencial en cada uno de los tres conductores.

SOLUCION

1°.- Relacion entre las secciones de los diferentes materiales conductores
Segun la expresion de la resistencia eléctrica, resulta

Cobre Ry, =po——=1,720107 ——

Cu Cu
. L o 4
Aluminio R, =p,—=2,59210" —
Sa Sa
1 1
Plata R, =p,,—=L47010"—
SAg Ag

Como, segun el enunciado, se impone la condicién de que los tres conductores sean de
igual longitud y tengan la misma resistencia eléctrica, la relacion de las secciones es:

s 2,592
250 1so7, e P A0 _ggss Su Py 2PR_ 4 g6
S Po 1720 Sy P L470

u

Su_Pa_

Se. Pe 1720

2°.- Relacion entre las masas de los diferentes materiales conductores
Como la masa de los conductores se expresa M= d- £- S, para cada uno de ellos se obtiene:

Cobre M, =d 0 S,; Aluminio M, =d, /S, ; Plata M, =d, /S,
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Por tanto la relacion entre las masas de los tres conductores, para igualdad de longitud y

misma resistencia 6hmica es:

M, - dAI [N dAl Pai

= =0,457
MCu dCu f SCu dCu pCu

MAg — dAg f SAg — dAg pAg :1 003
MCu dCu E SCu dCu pCu ’
MAI — dAl f SAl — dAl pAl =0.456
MAg dAg é SAg dAg pAg

3°.- Caida de potencial en cada uno de los tres conductores

Como los tres conductores, de igual longitud y seccion, se conectan en serie, obtenemos
un divisor de tension, todos los conductores estan recorridos por la misma intensidad y por

tanto se cumple para las resistencias:

Riora =Re, #R, +R,, :é [Pew +Par + P, ) =£ [1,720+4 2,592 +1,470]107

Conociendo V=100 V , en el divisor de tension resulta:

V4
v Ry o Pag - N ¥
Q5  VTOTAL — /¢ TOTAL TOTAL —
Riora [Pe +Px +pAg]§ [Po, TP +pAg] [1,72042,592+1,470]
R Pug p 2,59
Vi =—* Viora = Viora™ A Viora = 100
!
R’TOTAL [poJ +pAl +pAg]§ [pCu +pAl +pAg] [13720+23592+1’470]
0 Y4
R AZ Q
s = Vigra, = S Vi = i +pAg o] T 720+li457902+1 470]
oraL [pcu +pAl +pAg]§ PouTPu pAg ’ ’

Operando resulta: Ve, =29,75V;  VAi=44,83 V;  Va,=2542V

Como comprobacion se cumple: Vey+ Vaj+ Va,= 100 V
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PROBLEMA 7.6

En corriente alterna, se dice que un circuito pasivo estd en resonancia, cuando se
encuentran en fase la tension aplicada al circuito y la corriente que circula por dicho
circuito. El circuito de la figura consta de dos impedancias en paralelo: Z;= R+ joL y
Z,= Ry— j[0C] " esta conecta a una fuerza electromotriz alterna eficaz compleja dada por

€=E |£0 V, se pide determinar:

1°.- Pulsacion de resonancia ®g en funcion de Ry, Ry, Ly C.
2°.- Expresion de impedancia de resonancia, para og.

3°.- Intensidad eficaz compleja del circuito resonante para mg.
4° - Potencia disipada en resonancia, para mg.

Aplicacion numérica: €= 220 |3_00 V, Ri=20 Q,R=15 Q, L=5mH, C=50 uF.
Ahora se conocen en el circuito, los valores de las dos resistencias, la capacidad y la
pulsacion de la corriente alterna, se pide determinar:

5°.- Induccién Ly de la bobina en resonancia, en funcion de: ®, R;, Ry, y C.

Aplicacién numérica: R;=10 Q, R=15 Q, C=50 uF y &= 1000 rd-s™.

. . _ L
Finalmente, si en el circuito se cumple : R} =R = ok para este supuesto, hallar:

6°.- Expresion de la admitancia del circuito.
7°.- Valor de la pulsacion para que haya resonancia.
Aplicacion numérica: L= 2 m H, C= 20 uF, w= 1000 rad- st

SOLUCION
1°.- Pulsacion de resonancia g en funcion de Ry, R;, Ly C
En el circuito paralelo, su admitancia complejaes: Y =Y, + Y. = 1_ + 1.
R,+joL R,—-j/oC
R R /o C oL
Y=Y +Y. = ! = j -
PR @2 REL, 41/ ofcz} {Rzz +1/0’C* R? +’l?

Como se ha impuesto en el circuito la condicién de resonancia, ha de cumplirse que la
admitancia compleja "solo tiene parte real", es decir su parte imaginaria es nula:
/o, C o, L
2 2 2 2 2712
R%, +1/wy C© R+
1

Operando equivale a: [R’ +o; I’']=w, L[R? +1/w; C*] [1

R
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En resonancia, se puede actuar sobre cualquiera de las cinco magnitudes:m, Ry, Ry, Ly C,
que aparecen en esta igualdad, es decir se puede obtener una de ellas en funcion de las
restantes.

De la expresion [1] se despeja la pulsacion de resonancia:

1 |R-L/C - 5 o, )
0, =——, |[———— se cumple si: R, >L/C y R, >L/C,0si: R, <L/CyR*,<L/C
II_,C RZZ_L/C 1 2 1 2
2 _ 51073 10
Aplicacion numérica: o, = ! 207510 /5010 =+/9610° =3098,386 rd-s?!

J510°5010° V152 =5107/50107

2°.- Expresion de impedancia de resonancia para g
Cuando el circuito esta en resonancia, la admitancia solo tiene parte real, la imaginaria es
nula. En nuestro caso se conocen las magnitudes R;, Ry, L y C, la pulsacion de resonancia
de la corriente alterna wg se calculd en el apartado anterior:

R, , R,
R’ +oil’ R’ +1/@;C?

Y, =

Por tanto la impedancia de resonancia sera el inverso de esta expresion:

Rl
+
R’ +o; R*, +1/w;C’

2 2712 2 2 ~2
ZR=1/YR=1/{ R, } [R” +0; '] [R?, +1/0;C*]

R [R?, +1/@;C*]+R,[R* + @} L]

20 15 } 80

—+ == =11,4285Q
400+9610°2510° * 225+1/9610° 2510

Aplicacion numérica: Z;, =1/ { p

3°.- Intensidad eficaz compleja del circuito resonante para g

Mediante la ley de Ohm en el circuito: Jg= &/ Zr= EYr=E¢’ R + R,
y R R R @|:R21+0),21L2 R, H/GC

R R . 0
J. =E/ L+ 2 ° A, esta en concordancia de fase con €=220 |30
® {RZIJF@ZRU R22+l/c02RC2} 2

la f.e.m. eficaz compleja, puesto que la impedancia del circuito en resonancia es una
resistencia pura.

20 + 15
400+9610°2510°  225+1/9610°-25107"°

Aplicacion: J, =220{ }@:?@:19,25@/&

4°.- Potencia disipada en resonancia para g
La potencia se puede obtener por dos métodos, uno serd comprobacion del otro.

- Directamente a partir de la resistencia del circuito resonante
[R? +o; L*][R?, +1/0;C’]

P,=13Z7 =D
fORTRORRIRY, +1/ R CP ]+ R[R? + 02 1]
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- Mediante la potencia activa del generador, como estan en concordancia la tension y la
intensidad resulta que cos @=, por tanto: Pr=E [ cos¢p =E [

Aplicacion numérica:
- Directamente a partir de la resistencia del circuito resonante

[R* +@; ][R?, +1/ @, C*] 80

P, =7, =L =19,25% == =4235 W
R RR R, +1/02C? ]+ R,[RY + @i 1] 7

- Mediante la potencia activa del generador, con cos ¢=1
Pr=E 1=220-19,25=4235 W

5°.- Induccion Ly de la bobina en resonancia, en funcién de o, Ry, R;, y C

De la expresion [1] despejamos la induccion Lr de la bobina en resonancia
2

L’— [CR*, +1/w C] L+R—2‘:O
Q)

Es una ecuacion de segundo grado en L, y al resolver se obtiene:

[CR? +L]+ [CR? +L]2—4Rzl
P etC e’ C 0%

L:

2

Su discusion segun el discriminante es:

1 R’
Si [CR%, +(DZ—C T >4g1 hay dos valores de L para los que el circuito esta en resonancia
RZ
Si [CR?, + > T = 4—" no existe valor de L para que el circuito esté en resonancia
o C 0]
2 1
1 R’ [CR%+ o
Si [CR?, +2—]2 = 4—21 hay un solo valor de L =——————— en resonancia
o C ® 2
Aplicacion numérica:
[510°225+ 1 14 \/[510'5 225+ L 410
L, = 10°-5-10 - 10°-5-10 10 =27.6310° H
[510°225+ 1 - \/[510'5 2254 L _p 410
Lo 10°5-10 10°:5-10 10° _361910° |

02

2
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6°.- Expresion de la admitancia del circuito
La admitancia total del circuito en paralelo es la suma de las admitancias de cada rama:

R R /o C oL
Y=Y +Y.= L + 2 +j -
e {Rzl +o’l? R+ 1/co2c2} {Ri +1/0’C*  R? +o’?
L
Imponiendo en la expresion de la admitancia la condicion del enunciado: R; =R :E se
obtiene:
£ £
C i l/wC oL
Y'=Y'| +Y'. = C L I operando
fo'’ Lile C2 —+l/0’C? = +o’l’
C C C C

_\/—{ 1 }ﬂ{ o wCL}

L +Co* L+1/oo2C L+1/0’C L+Cw’L?

Al operar la parte imaginaria se anula, solo tiene parte real, luego existe resonancia.

o decta]

L+Co’? L+1/®C

Aplicaciéon numérica: L= 2 m H, C= 20 uF, »=1000 rad - s

2107 +20107° 2°107°10° 2107 +1/[20107°10°]

Y'=+21072010" { 1 + 1 }

1 1
+
2-10°+80-10° 2:10°+1/20

Y'= 2'104[ } =0,1 |0_OQ_1 no tiene parte imaginaria.

7°.- Valor de la pulsacién para que haya resonancia
. . L o
Como se ha visto en el apartado anterior, cuando se cumple R} =R} =E, la admitancia

del circuito sdlo tiene parte real, por tanto siempre, en este caso particular, cualquiera que
sea la pulsacion de la corriente alterna, se produce resonancia en el circuito paralelo.
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PROBLEMA 7.7

El circuito @, esta constituido por una rama donde hay una sola bobina L; en paralelo con
otra rama en cual hay una resistencia R en serie con otra bobina L.

El circuito @, estd formado por una bobina L, en serie con dos ramas en paralelo en una
hay una bobina L, y en la otra hay una resistencia R.

Suponiendo la igualdad de las impedancia complejas Z;= Z,, cuando los dos circuitos
estan conectados a una tensioén alterna senoidal, determinar, cualquiera que sea la
pulsacion o:

1°-Lyy Ry en funcion de Ry y L.

LI Lz
Y'Y TY

L, R;

W

) )
N N
€ €
Circuito (1) Circuito (2)

Ahora al circuito @ le llega una corriente alterna eficaz compleja J;=I; |£° A, se pide

obtener:
2°.- Intensidades eficaces complejas J;' y J1" en forma modulo argumental en cada rama.

SOLUCION

1°.- L, y R; en funcién de Ry y L; cuando Z=Z,
Calculo de la impedancia del circuito @.

7 _AOL [R +jol] —o’ Ll +joR L, _ [0’ L] +joR L ][R, -2joL,]

| - - - - operando
R, +2joL, R, +2joL, [R,+2joL,][R,-2jnL,]
o'R, i +j o [R]L, +20°L}]
Zl = 2 272 [1]
R +4 'L
Célculo de la impedancia del circuito @.
. 2 . 2 . _ .
Z =iol,+ JOLR, _ - L +'2J0)R2L2 [ L +'2J0)R2L2][R‘2 joL,] operando
R2+_](1)L2 R2+](DL2 [R2+J0)L2][R2 _JmLz]
7 = o'R,L. +jo[2R] L, +@’L}] 2]
2

2 212
RS +o’L;
Se impone la condicién del enunciado: Z;= Z,, cualquiera que sea la pulsacioén . Para tal
condicién se igualan, por ejemplo, las partes reales de ambas impedancias:
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oR L} R,
R:+4 0’2 RI+@L}
Ordenado términos y simplificando queda: R, 'R +®’L’R, L} =R,L’;R’ +4 &’LIR,L}
Como esta igualdad ha de cumplirse cualquiera que sea la pulsacion, se iguala el primer

sumando del término primero con el primer sumando del segundo término, después se
igualan los sumandos de cada término que contienen exclusivamente la pulsacion:

se transforma en: [W'R, L][R; +0’'L]=[w'R,][R? +4 &'L}]

L
R, L'R: =R,L’R’ de donde se obtiene: L} = %Lz1 [3] que con [4], resulta L, =7‘ [5]

1
R
o'’R, L) =4 @'L'R,L, simplificando se halla: R2=71 (4]
Llevando los anteriores resultados a la expresion [2] se verifica la condicion del enunciado
de igualdad de ambas impedancias Z;=Z, para cualquier valor de la pulsacion .
o'R, L +jo[R/L, +20'L}] _ 'R} +jo [2R] L, +&’L}]

Z = =7
' R’ +4 o’ 2 R +o'L}

2°.- Intensidades eficaces complejas J;' y J;" en forma médulo argumental en cada
rama

Como el circuito @ es un circuito paralelo, se trata de un divisor de intensidad, por lo

tanto la intensidad a la entrada se divide entre cada una de las dos ramas del citado circuito

paralelo.

L
J]I /7'\(’7\("\/'"\
o L R,

_>J/7\1/7Y7\r/7 AA —

Jlll
+/77
@,
£

. . T
Circuito (1)
U=J1 Z=J'1 Z'1=J"; Z""; mediante estas ecuaciones se hallan las intensidades pedidas.
- Intensidad J'; que circula por la rama con la bobina L

La impedancia de esta rama es Z'1=j ® L.

ijl [Rl +J('0Ll]

J =£J — R1+2ij1 I Bz [Rl +ijl]I Bz [Rl+j('0L1] [Rl_zijl] I B
1 ! . 1 . 1 . . 1
VA joL, R, +2jol, [R,+2joL,][R, -2jolL,]
N [R} +20’’ ]-joR,L, |
Simplificando: J', = 1
P ! R +4 o’ o'
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- Intensidad J"; que circula por la rama con la resistencia R y bobina L;.

La impedancia es Z";=[ R +j 0w L]

JoL; [R, +joL,]
'/ R, +2joL joL [joL][R,-2jwL,]
I = '1'J1: 1 ‘J | IB: J u] IB: J mELSA ] a 1@
4 1 [Rl +J(1)L1] R] +2.|(DL1 [R] +2J(DL1] [R] _2J OJL]]

20°L’, + joR L,

Simplificando: J", = I 0
P ‘ R? +4 o'l Ii

Como comprobacion de los anteriores resultados se cumple que la suma de las

intensidades complejas eficaces de cada rama es la intensidad compleja eficaz total del
circuito @:

_[RP+20°L% ] joR L, | o, 20°L° +jOR,L

J+J ‘ L, o’ =J,=1; |¢" A
e R’ +4 0l U R +40r 2 =h ¢!
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PROBLEMA 7.8

Se dispone de un circuito, de tal manera que su generador proporciona una f. e. m. alterna
instantanea cuya expresion es E; = 100 cos [100 & t+ @] V, adelantada respecto del origen
de fases @ = 135°.

Sabiendo que L= L,= 15,915 m H; Ls= 3 L;; C;= 636,62 u F; y Ri=Ry=5 Q, se pide
determinar en dicho circuito los siguientes apartados:

R e By B ey
A

IS -

L

Cy

R4 T R,

1°.- Intensidad eficaz compleja J que circula por el circuito en forma médulo-argumental.

Seguin el Teorema de Thevenin, un circuito lineal activo con dos terminales de salida,
equivale a efectos exteriores a un generador ideal, cuya f.e.m. es la caida de tension entre
dichos terminales en el circuito dado, conectado en serie con una impedancia, denominada
impedancia equivalente, que es la impedancia de entrada al circuito entre dichos
terminales, obtenida al cortocircuitar en el circuito inicial todas las fuentes de tension.
Determinar para el circuito de la figura:

2°.- Circuito equivalente, segun Thevenin, entre los terminales A y B.

Ahora en el circuito, se conecta entre los terminales A y B una impedancia Z= —15 j. Para
este caso concreto se pide determinar:
3°.- Intensidades eficaces complejas de las mallas en forma modulo-argumental

SOLUCION

1°.- Intensidad eficaz compleja J del circuito
Ei=100 cos [100 & t+ 135°]= E, [cos @ t+ (p]=\/§ E cos [ t+ @] identificando resultara:

Pulsacion: @=100n=2nn s'; frecuencia: v=50s"'; fe.m. eficaz: E= 50 \f2 V; o=135°
Fuerza electromotriz eficaz compleja es: €=50 V2 [135° v,

Impedancias de bobinas 1y 2: Zyy=Zi,=joL;=j 100 © 15,915:10°= 5jQ
Impedancia de la bobina 3: Ziz=jol;=j100 ® 3-15915-10°= 15 Q
Impedancia del condensador: Zcy =—j/ ®C,=—j/[100 T 636,62:10°]=-5j Q
Aplicando 2* Ley de Kirchhoff a circuito:€ =JZ=J[R;+j ® L;+R, +j o Ly]=J [10+j10]

0 0
502 135 _ 502135 o0’ =5 A
10+10 102 [45°

De la expresion anterior se obtiene: J=&/ Z=
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2°.- Circuito equivalente, segiin Thevenin, entre los terminales A y B
- Impedancia Zp cuando se elimina el generador.

Al cortocircuitar el generador, se modifica el esquema, es el indicado en la figura.

L, R,

La impedancia equivalente Zsg entre los terminales A y B sera la resultante de dos ramas
en paralelo, que a su vez estan en serie con otra rama:

s [RetjoLIR, oL
[R, +joL,]+[R, + joL,] joC,

sustituyendo valores resultara

_ [5+j515+35]

. . 526
— DT 15 j5=2,54 12,5 =2Y22178,690° =12,74754|78,690° Q
551+ [5 451 2

- Diferencia de potencial eficaz compleja Ugp.
Mediante la ley de Ohm: Uag=[Ry+j © Ly JJ=[5 +j 5] 5j = — 25+ 25=25,/2 [135° V

También se puede hallar la diferencia de potencial eficaz compleja, entre A y B a partir de
la segunda ley de Kirchhoff aplicada al circuito: €= Uap+ [Ri+j 0 L] J

En la ecuacion se conoce J, por tanto: Uxg :50\/§@°ij [5+35]=-25 +j25:25\/5@"v.
Por lo tanto el circuito equivalente al dado segiin Thevenin entre terminales A y B es:
El circuito equivalente al dado, segin Teorema de Thevenin, consiste en un generador

ideal €= Uap en serie con la impedancia equivalente Zag entre los terminales A y B:

ZAg=12,74754|78,690° Q

A :IT

4
CIRCUITO
<>
LINEAL
ACTIVO Uas & = 25\/27 135° V

w
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3°.- Intensidades eficaces complejas de las mallas en forma mdédulo-argumental

Entre terminales A y B se conecta, la impedancia Z = —15 j, el nuevo circuito es:

— 37—
L, s L,

,
Z =X

+

g
Cq
R4 T R,

Ahora tenemos un circuito con dos mallas y una fuente de tension, por tanto suponiendo
que las intensidades de cada malla tienen el sentido de giro de las agujas del reloj,
planteamos las dos ecuaciones de las mallas, que son las siguientes:

Malla 1% =25+ j25= 5J'-5jJ",

Malla 2% 0=-5jJ+5J",

Resolviendo el sistema anterior por el método de Kramer, obtenemos los valores de las
dos intensidades de cada malla:

25425 -5
0 5| 5[-25+j25] 5 . 52
. - 2 14+ ]=2Y2 1350 A
J 5 5] 35 oosp g iHilET Y
5] 5
‘5 —25+j25‘

5] 0 —5j[-25+j25] 5. .. 542
J,= T = 1 ?2 ]=——[1+J]=—— 45° A
5 5] 25-25] 2 2

~5) 5
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PROBLEMA 7.9

En el esquema de la figura se representa una instalacion monofasica de corriente alterna.
Se denomina Z; a la impedancia de linea, cuyo valor se obtiene a partir de las
caracteristicas fisicas de la linea aérea de conductor de cobre indicadas a continuacion:

CARACTERISTICAS GEOMETRICAS | CARACTERISTICAS ELECTRICAS DE LINEA AEREA DE COBRE

Longitud AB {,s=750 m Resistividad del cobre 2 20° C: p= 0,18 Q mm’/ m
Seccion recta s= 180 mm” | Reactancia inductiva kilométrica: X'= 0,150 Q/km

El receptor tiene una impedancia Zy;, concretamente es un motor inductivo monofasico,
cuya potencia aparente es S=2200 VA, la tensién eficaz nominal compleja de
funcionamiento normal es Upc=220[0°V y su correspondiente factor de potencia es cos
¢=0,70. Se pide determinar:

1°.- Impedancia del motor Zy en forma moédulo argumental.

2°.- Potencias activa y reactiva del motor.

3°.- Tension Uap en forma médulo argumental. Caida de tension en % en la linea AB.

4°- Potencias activa, reactiva y aparente del circuito completo de motor y linea
conjuntamente.

Sabiendo que el motor ha de funcionar a su tensiéon nominal y que en la linea la méaxima

caida de tension eficaz admisible, sobre la tension entre A y D, es del AU' ;5= 5%, se pide
determinar:

5°.- Nueva longitud méaxima admisible £'s de linea AB.

J
A B

ZL

Zy

SOLUCION

1°.- La impedancia del motor Zy en forma médulo argumental

La potencia aparente en el motor es: S=Upc I donde se conocen los valores de Sy Uag.
S 2200
Uy, 220

La intensidad eficaz del circuito resulta: 1= =10 A

Como el factor de potencia es cos ¢= 0,70, el angulo de fase es:
¢=arc cos [0,70] = 45,5729°.
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Por tanto la intensidad eficaz compleja del circuito es:

J=10|-45,5729° =10 [cos arc cos [0,70] +j sen [ arc cos [0,70] |=7—j 7,141428 A

Seglin la ley de Ohm, obtendremos la impedancia del motor que al ser inductivo, conlleva
que la intensidad J esté retrasada respecto de la tension

UBC/ZM:UBC:% =M45,5W=2 [oos arc 0080, 70+jsen arc cos0,70]=15,4000+715,71114Q2

2°.- Potencias activa y reactiva del motor

Tension nominal eficaz compleja: Ugc = 220@ V.
Intensidad eficaz compleja: J=10{—45,5729° A

Potencia activa  Py= Upc I cos ¢=220- 10 cos 45,5729°= 1540, 00000 W

Potencia reactiva Qy= Upc I sen @=220- 10 sen 45,5729°= 1571,11425 VAR

Como comprobacion, de los resultados anteriores la potencia aparente se expresa:

Sy= Ugc I= 2200 =\/PM2 +Q, = J15402 +1571,11425* =2200 VA

3°.- Tension Uup. Caida de tension en linea en % sobre Uap

- Tension Uyp

La linea monofésica tiene un recorrido de ida y otro recorrido de retorno, por tanto la
longitud total, Crora= 2 €= 1500 m. Mediante los datos del enunciado se calcula Z,
impedancia de la linea eléctrica monofasica:

Zi=R, +jX, =pf—T+j€TX'=0,18%+j%0,15=1,5+j 0,225=1,51678(8,5307° Q
S

La caida de tension Uap entre los terminales A y D, al comienzo de la linea, se obtendra
sumando las caidas de tensién en la propia linea eléctrica y la caida correspondiente al
motor. La segunda ley de Kirchhoff aplicada al circuito se expresa:

Uap= Upct J Z1,=220|0° +10|—45,5729°1,51678|8,5307°=220[0° +15,16781|-37,0422°
Operando se obtiene: Uap =232,106804 - 9,137162 =232,28658|-2,2543° V

- Caida de tension en % en la linea AB.

Se determina a partir de los valores de caidas de tension anteriormente obtenidos.

La tension de entrada al comienzo de la linea es: Uap=232,28658|-2,2543°V

La caida de tension en linea debido a su impedancia es: Uag=J Z = 15,16781|-37,0422°V
La caida de tension eficaz entre Ay B, en la linea, en porcentaje sobre la tension Uap es:

Yas _ 1316781 06 _ 6 530,
U,, 232,28658

AU =
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4°.- Potencias activa, reactiva y aparente del circuito completo

El valor de ¢r, desfase en el circuito, es la fase de la impedancia total del circuito,
obtenida a partir de las impedancias en serie de la linea y del motor:

Zy=7y+Zy = 1,5+j0,225+15,4+j 15,71114= 16,9+ 15,93614= 23,22865/43,3186° Q.

El desfase en el circuito, también es la diferencia entre la fase de Uap y la fase de J:

Or=—2,2543°- (— 45,5729° )= 43,3186°.
El circuito es de naturaleza "inductiva", por tanto la tension Up estd adelantada respecto
de la intensidad J, segun se representa en la figura.

Origen de fases

P, =43,3186° .
Upp = 232,28658|-2,2543

J =10|-45,5729°

Como se conoce el desfase, la tension Uap y también la intensidad I, se determina:

Potencia activa Pr=Uap I cos @r=232,28658- 10 cos 43,3186°= 1690,0000 W
Potencia reactiva Qr=Uxp | sen @ =232,28658- 10 sen 43,3186°= 1593,6140 VAR
Potencia aparente St= Uap [= 232, 28658-10=2322,8658 VA

Como comprobacion, se pueden obtener los resultados anteriores a partir de la resistencia
y de la reactancia, de la impedancia total del circuito Zr=R1+jX1=16,9000+j 15,93614 Q.

. Potencia activa Pr=I* Ry = 10%-16,90000 = 1690,0000 W

. Potencia reactiva Q=1 Xt=10%-15,93614 = 1593,6140 VAR

o Potencia aparente St= \/PT2 +Q,” = \/1 690° +1593,614> =2322,8658 VA

Por ultimo, también se podrian haber hallado las potencias activa y reactiva de forma muy
facil, ya que la potencia aparente compleja S es el producto de la tension eficaz compleja
Uap por el conjugado de la intensidad eficaz compleja, J*=1045,5729°= 7 +j 7,141428 A

S1=Uap J* =P1+j Qr=[232,106804— j 9,137162] [7 +j 7,141428]=1690,000+ j 1593,614

Potencia activa Pr=1690,000 W
Potencia reactiva Qr=1593,614 VAR
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5°.- Nueva longitud mixima admisible £',; de linea AB

En linea, para que el motor funcione a su tensién nominal de 220V, la méxima caida de
tension eficaz admisible, es del AU'Ag= 5%, sobre la tensiéon de entrada al circuito
completo entre los terminales A y D, por tanto en mddulo se cumple:

Nueva caida tension total: U'sp= U'sg + 220= 0,05 U'ap+ 220 = U'sp=231,578 V

Nueva caida de tension en linea: U'ag = 0,05 U'sp = 0,05-231,578 =11,578 V=1 Z'.
[1]

La linea monofasica, cuya "nueva longitud total" al tener un recorrido de ida y otro de

retorno es:

2'ora= 2 £'Ap m, y su nueva impedancia Z'y es:

20 . 0,18, .27
AB +12€'A3Xy:2 E'AB( )+_] AB

Zi=R' +iX' =
LTRur )& =p—y 180" 1000

0,15=2¢',[10+1,5j]10™
7' =2,0223 107 ¢',,18,5307° Q

En el motor se mantiene la tensiéon nominal y por tanto: J=10|—45,5729° A

Llevando las dos magnitudes anteriores a la expresion [1], despejando resulta:

U, 11,578
I

z' =1,1578=2,0223 10° (',

L

Por tanto resulta que la "nueva longitud maxima admisible" de linea, para que la méxima
caida de tension eficaz en la linea sea del AU'ap = 5%, sobre la tension entre A y D, es:
2'4s=572,5m.
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PROBLEMA 7.10

El circuito equivalente de un receptor monofésico de corriente alterna, estd conformado
por una resistencia R en serie con una autoinduccion L.

La red de energia eléctrica monofasica alterna, a la que esta conectado dicho receptor tiene
una frecuencia v= 50 Hz, y la tension eficaz nominal compleja de funcionamiento normal
del receptor es €= 240[0° V. El receptor funciona mediante una intensidad nominal eficaz

compleja cuya expresion es: J= 35|—38° A. Se pide determinar para el receptor:

1°.- Potencia activa, reactiva y factor de potencia
2°.- Resistencia R en ohmios. Autoinduccion L en henrios.

El receptor funciona de manera regular a plena carga durante h= 600 horas al mes y se sabe
que segun las tarifas eléctricas, aprobadas por el Ministerio de Industria en el afo 2010, el
consumo de la energia reactiva tiene las caracteristicas indicadas en la tabla siguiente:

TABLA DE FACTURACION DE ENERGIA REACTIVA
cos @ € /kVArh
1,00 < cos @ =0,95 0,000000
0,95<cos @ =0,90 0,041554
0,90< cos ¢ = 0,85 0,041554
0,85<cos ¢ = 0,80 0,041554
cos ¢ <0,80 0,062332

Los impuestos correspondientes al consumo de energia reactiva son: G =18 % +4,864 %.
Para el citado motor, se pide terminar:
3°.- Consumo y facturacién mensual de la energia reactiva.

Ahora se compensa el consumo de energia reactiva del receptor, mediante una bateria de
condensadores en paralelo, hasta que la facturacion del consumo mensual de energia
reactiva sea nula, segun la anterior tabla, lo cual se produce un ahorro. Sabiendo que el
coste estimado de instalacion de la bateria, materiales, mano de obra y los impuestos
incluidos, es de 550 €/ kVAr, se pide calcular:

4° - Potencia reactiva del condensador a instalar.

5°.- Numero de meses a compensar con el ahorro el coste de instalacion del condensador.

SOLUCION

1°.- Potencia activa, reactiva y factor de potencia

La potencia activa del receptor P;=E I cos @;=240-35 cos 38°= 6619, 29033 W

La potencia reactiva del receptor Q= E I sen ¢;=240 -35 sen 38°= 5171,556393 VAr
Factor de potencia del receptor: cos ¢= cos 38°=0,7880

2°.- Resistencia R en Ohmios. Autoinducciéon L en Henrios
La resistencia del receptor se determina a partir de la potencia activa:

P, 6619,29033
P=R I’=6619,29033 W = R=I—21= T =5,4035023 Q

La autoinduccion del receptor se determina a partir de la potencia reactiva:

7% _ 5171,556393 _4.221679 Q

Q1= Xy I’=5171,556393 VAR = X, 15
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X, 4,221679
2nv 2150
3°.- Consumo y facturaciéon mensual de la energia reactiva

Consumo mensual de energia reactiva en motor:
C=Q, h=5171,556393- 600=3102,934 kVArh

La facturacién mensual de energia reactiva en el motor, se determina a partir del consumo
y del factor de potencia antes obtenidos, y entrando en la tabla de precios del enunciado,
resulta:

F= C PTABLA REACTIVA™ 3102,934 0,062332 = 193,41 €

=1,3438107H

X, =Lw=L2nv, por tanto, la autoinduccion es: L=

Impuestos G [18 % + 4,864 %] 93,41 = 4422¢€
Coste total mensual de energia reactiva 237,63 €

4°.- Potencia reactiva del condensador a instalar
Al conectan un condensador en paralelo con el receptor, se modifica el factor de potencia
pasando desde la fase inicial ¢;= 38°, hasta la fase final @,=arc [cos 0,95]= 18,1948°

El triangulo de potencias de los dos estados es el siguiente:

P1 = P2
®
2 q)1 o
2
Q
S,
QCOND
S

El nuevo factor de potencia es dato cos @, = 0,95, ya que segln la tabla de reactiva es el
factor de potencia correspondiente a precio nulo del kVArh.

A partir de relaciones geométricas en el tridngulo de potencias, se obtiene la potencia del
condensador a instalar en paralelo con el transformador:
|Qconpensanor |- P1 [tg @1~ tg @2 ]= 6619,29033[ tg 38° —tg 18,1948° ]=2995,910 VAr.

5°- Nimero de meses para compensar con el ahorro el coste de instalacion del
condensador

Se ha de instalar, en la instalacion receptora, una bateria de condensadores cuya potencia,

calculada en el apartado anterior es: 2995,91 Var = 3 kVAr.

Seglin los datos del enunciado, el Coste de la bateria: Cg= 3-550= 1650 €

Tras la compensacion del factor de potencia ya no se produce facturacion de reactiva, por
tanto el ahorro mensual a precios vigentes, segun apartado tercero: Ag= 237,63 €
El niimero de meses preciso para compensar con el ahorro el importe del coste de la

C
’ B
bateria de condensadores es: N =—— = 7 meses.
F
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PROBLEMA 8.1

Una onda senoidal electromagnética plana
polarizada cuya frecuencia es de 10 MHz, se
desplaza en el vacio en la direccion positiva del
eje OX. Si la amplitud del campo magnético es
= 10T y éste se encuentra oscilando segun el eje

OY, determinar el campo eléctricoa30my 1 s.

/ SOLUCION

7, ’ En cualquier instante E y B se encuentran en
fase, es decir, toman valores extremos y nulos
al mismo tiempo, estando sus modulos relacionados por:

E=B-c> E,=B,-c=3000 N-C!

A partir de las ecuaciones de Maxwell se demuestra que, en cualquier instante, la relacion
entre los modulos del campo eléctrico y magnético, de una onda electromagnética, es igual
a la velocidad de la luz.

Como las ecuaciones de propagacion de ambos campos son:

Ey(x,t)=E0-sen(k-x—w-t)=E0-sen<2~n-(§—v~t)>

X
Bz(x,t)=Bo-sen(k-x—w-t)=Bo-sen<2-n-(——v-t)>

¢ 3-10°
A=-=

-2 __20
v 15-106 m

obtenemos:

—10-7. e (X qe106.4) ).
B =10 sen<2 T (20 15-10 t)) K

X
E=30-sen<2~1‘t-(%—15-106-t)>'f

A30myls > E=937 N-C?
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PROBLEMA 8.2
QT Q Un condensador de armaduras planas y paralelas esta
N 0 relleno de vidrio de permitividad relativa ¢’ =4 y
! i o - - resistividad p = 10° Q - m. Su capacidad es 1 uF. Se
R Ll carga el condensador con una diferencia de potencial
[ . V =200 V y se aisla. Determinar la carga del
S Do=¢B, |~ condensador en funcion del tiempo.
CH - >
4= 1 +| =
C - SOLUCION
l + - ! + - . . .
T _ El campo eléctrico en el interior del condensador es
L +]— perpendicular a sus placas; si llamamos OZ a esta
. -QbJ‘ Q, direccion, tendremos: E = E(z) - Kk , y por tanto:
- OE(z 0E(z
rotE = ()-T— ()-T=O
dy 0x
. _ 0B ~
De la tercera ecuacion de Maxwell: rotE = i 0 = B=cte

yporser B=0 cuando t — oo, tendremos que constantemente B=0 = H=0

Aplicando la cuarta ecuacion de Maxwell, tenemos:

tH=T+ o 0 E+ oF 0 1

= _— = p— .  —_—

ro ] 3t c & o [1]
La solucion a esta ecuacion diferencial es del tipo: E(t) = a - eP* [2]

La cual al sustituirse en la ecuacion (1) se obtiene:
o
c-a-eP'+e-a-b-eP'=0 = o+e-b=0 = b=-——
€

Aplicando el teorema de Gauss y la definicion de flujo a la superficie cerrada indicada con
linea discontinua en la figura, obtenemos:

%Do‘dA=D0'A=Q0 QO
— Eoz—:
e-A

@]
<

€A
DOZE'EO

Por otra parte, el valor del campo eléctrico para t = 0 obtenido a partir de [2] es:
c-v

Eg=a-e?=a = a=—0
0 €A
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8. Ondas electromagnéticas

por tanto, el campo eléctrico para cualquier instante en el interior del condensador es:

c-v
E(t) = . p—0-t/e
O=—7e

La conductividad se calcula a partir de la resistividad. La carga en las armaduras calculada
por aplicacion del teorema de Gauss a la misma superficie que antes pero para un instante
t, nos dara:

Q) =¢-A-E(t) = Q)=C-V-eote=2.10"%"2827t (
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PROBLEMA 8.3

Demostrar que el flujo de energia a través de una superficie que encierra cargas estaticas e
imanes, €S cero.

SOLUCION

El flujo del vector de Poynting a través de la superficie que encierra a las cargas e imanes
es:

§ S-dA=IV-s-dV=jV-(E><H)-dV
A \% v

Aplicando la propiedad vectorial: V:-(ExH)=H:-(VXE)—E:(VxH)

dD
para el campo electrostatico: VXE=rotE=0 y Frin 0
. aD
y por ser los imanes permanentes: J]=0 = VXH=]+ Fri 0

De ambas condiciones obtenemos:
V- ExH =0 = §S-dA=O
A

indicandonos que, una vez establecidos los campos estaticos, no hay radiacion de energia
hacia el exterior.
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PROBLEMA 8.4

La presion de radiacion electromagnética de una bombilla a 4 m de distancia es 8,29-10"°
Pa. El 50% de la potencia eléctrica de la bombilla se convierte en radiacion
electromagnética. Calcular dicha potencia.

SOLUCION

La intensidad de una onda electromagnética es la energia que por unidad de tiempo
atraviesa la unidad de superficie perpendicular a la direccion de propagacion; su valor
coincide con el valor promedio del vector de Poynting, que representa un flujo de energia
siendo éste igual al producto de la densidad volumétrica media de la energia multiplicada
por la velocidad con que ésta se propaga.

A su vez, la presion de radiacion es el cociente entre el valor medio del vector de Poynting
y la velocidad de propagacion de la onda electromagnética. En consecuencia, tenemos,
[=c<P>= 1[=0249 W-m™2
La potencia emisiva en el origen vendra dada por el producto,
] 5 o 4-mer?el
Potencia= 4-m-r“-1 =  Potencia = B Y-— =100,13 W

Se divide por 0,5 ya que el 50% de la potencia total se convierte en radiacion
electromagnética.
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PROBLEMA 8.5

Con las condiciones del problema 8.4 determinar las amplitudes de los campos eléctrico y
magnético. Indicar las hipdtesis simplificadoras en la realizacion de los problemas 8.4 y
8.5.

SOLUCION

La definicion del vector de Poynting es,

S=-EAH

N| -

Para el caso de una onda electromagnética que se propaga en el vacio en el eje OX se
tiene,
S = E,H,sen? (ot — kx)T

El valor medio en un periodo de la funciéon arménica al cuadrado es igual a '%; por tanto el
valor medio de S sera,

E 1
EOC = ESOCEg

1 1
(S) = EEoHo = EEO
También se utiliza el concepto de valor eficaz del campo eléctrico,
Eo
Eef =—
ef \/E

Obteniéndose,
<S> = C&g ng

[=<S> 1 g2 E 2-1 2:0249-4-m-9-10°
2 forC R0 0% & c 3.108

E,=1370 N-C!

E
B, =7"=4,57-10—8 T
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PROBLEMA 8.6

La amplitud eficaz del vector campo eléctrico de la radiacion solar incidente sobre la
Tierra es de 614 V-m™. Determinar el flujo de energia medio de la radiacion y la presion
de radiacion. Justificar la respuesta.

SOLUCION

La definicion del vector de Poynting es,

S=-EAH

N[ -

Para el caso de una onda electromagnética que se propaga en el vacio en el eje OX se
tiene,

S = E, H,ysen?(ot — kx)T

El valor medio en un periodo de la funciéon arménica al cuadrado es igual a '%; por tanto el
valor medio de S sera,
1 1 E, 1 5
(S) = EEOHO = EEOE = EEOCEO

También se utiliza el concepto de valor eficaz del campo eléctrico,

Eer = —

V2

Por tanto,
= g,cE%¥ = 1=1001,38 W-m™2
De modo que el flujo de energia medio de la radiacion es,
<S>=1=1001,38 W-m2
La energia electromagnética por unidad de volumen es,

AW _[eoF3  HoHE]
H_W_[ > +T sen”(wt — kx)

El promedio de la densidad energética es,

1 (S)
(u) = EgoEg = i
La presion de radiacion es,
<S> 1
<P>=<u>= . =E=3,34u]-m‘3

La presion que ejerce la onda electromagnética es numéricamente igual a su densidad de
energia.
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PROBLEMA 8.7

Se sabe que la amplitud del campo magnético a una distancia de 10 m de una antena
emisora de ondas electromagnéticas es 12,17-10® T. Calcular la potencia de emision de la
sefial electromagnética.

SOLUCION

A partir de las ecuaciones de Maxwell se demuestra que, en cualquier instante, la relacion
entre los modulos del campo eléctrico y magnético, de una onda electromagnética, es igual
a la velocidad de la luz.

E,=c-B,=3651 N-C!
La definicion del vector de Poynting es,

S=-EAH

N| -

Para el caso de una onda electromagnética que se propaga en el vacio en el eje OX se
tiene,

S = E,H,sen?(ot — kx)T

El valor medio en un periodo de la funciéon armoénica al cuadrado es igual a '%; por tanto el
valor medio de S sera,

1 1 E, 1 5
(S) = EEOHO = EEom = ESOCEO

1
<S>=1=§-so-c~E§=1,77 W-m™2

Potencia=4-m-R%-1=2224,66 W
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PROBLEMA 8.8
Sea un dipolo eléctrico cuyo momento tiene la funcidn con el tiempo, P = p,e2*

Si se tiene en cuenta la velocidad finita de propagacion de los campos eléctricos y
magnéticos, es necesario ajustar las ecuaciones con el término t —E , obteniéndose el
potencial retardado. Determinar la expresion del potencial retardado en funcion del tiempo
para una distancia de las cargas del dipolo, de 4-10° m y 4,5-10® m, siendo la amplitud de
carga oscilante del dipolo 1 pC.

SOLUCION

Podemos imaginar un dipolo eléctrico cuyo momento es una funcién sinusoidal del
tiempo, como en la figura, con Q = Q, - /'@t

Entonces, p=Q,-e®t.s=p, el @t
Endonde, py=0Qp-s

Por ejemplo, las cargas podrian estar situadas en un par de esferas unidas por un hilo
delgado de resistencia y capacidad despreciables.

La corriente I hacia fuera que circula por el hilo es:

d . .
_ I=—Q=j-oo-Q0-e"“"t=Io-e]"‘)‘t
+Q ;‘\\A/,"I
y lIo=j-w-Q ; Iprs=jw-py; I's=jw-p
I § Si la onda se propaga en el vacio, el potencial escalar retardado
es:
. r . 2
_Q :\ ) Qo - e]m(t—%’) Qo - e]~m~(t—%)
_ V= _
4-m-€p- Ty 4-T-€p-Ty
24(t-0,5)1  o24(t-0,56)i
V=9-10"°

4 45
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PROBLEMA 8.9

Sea un dipolo magnético oscilante (espira circular de 1 m?) recorrido por una corriente
alterna con amplitud 1 A y pulsacion 24 rad-s". Determinar el médulo del potencial vector
retardado en funcién del tiempo, para un punto que esta situado a una distancia del centro
del dipolo de 1,5-10° y contenido en el plano de la espira.

Mo
Azﬂ.fo 7-a'cos<p~d(p'(pl

Esta es la suma de las contribuciones dA debidas a los elementos 1dl a lo largo de la
espira, todos retrasados en los intervalos de tiempo apropiados r’/c . Por tanto,

~cos@ - d - @
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Si la espira es pequefia comparada con A = A/2m, sera:

[r—r'| <X

. r
_ Ho'a-lo~e]"‘)‘(t_5) ™y rogr
A= R -fo {;+]‘7—&-(F—1)}-coscp-d(p‘q)1

También para a <K r;

r 1 a? a-x
—~1———+4+—"-cos
r’ 2-r%2 r2 ¢

Si integramos y después sustituimos r - sen 6 por x, encontramos que:

Ho lp-m-a®- ej'm'(t_g)

A=
4.1 r-x

Ao
-(;+])-sen9-(p1

0, poniendo T -a?- I, = my tendremos:

vy my- (D
4. r-x

AL
A= -(;+])-sen9-(pl=

Mo Mo Xry (7& ) j.mi(t_E)
4. r-A ti)-e

A=0,85-1077(8,33 - 1072 + j)e2*(t-05)i
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donde
mo = IO . S

es el momento magnético de la espira. E1 modulo del vector S es el area m-a? de la
espira, su direccion es la de la normal al plano de la misma, y su sentido esta relacionado
con el de circulacion de la corriente por la regla del tornillo.

Para frecuencia cero, w = 0, A — oo:
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PROBLEMA 8.10

Una sonda espacial de 500 kg, situada fuera de la atmosfera, pretende realizar unos
movimientos aprovechando la radiacion solar. Para ello, despliega una vela cuadrada de
300 m de lado, totalmente reflectora, colocandola perpendicularmente a los rayos solares.
Fases a realizar en el problema:

1°.- El radio del Sol es 696000 km con una intensidad de radiacion a esa distancia del
centro de 63447532,7 W-m™. Demostrar que la intensidad de la radiacion a la
distancia de la Tierra (150-10° km) es 1366 W-m™.

2°.- Calcular el valor medio del vector de Poynting.

3°.- Imagina una superficie cilindrica con ondas electromagnéticas en su interior, que
incide sobre la vela y le transmite una cantidad de movimiento (o momento lineal).
Mediante un balance de cantidad de movimiento, demuestra que la vela recibe el
doble de la cantidad de movimiento que transporta la radiacion. Calcula la cantidad
de movimiento comunicado a la vela.

4°.- Calcular la presion de radiacion sobre la vela.

5°.- Calcular la aceleracion que adquiere la sonda espacial.

SOLUCION
1°.- Intensidad de la radiacién solar a la distancia de la Tierra

El radio del Sol es 696000 km con una intensidad de radiacion a esa distancia del centro
de 63447532,7 W-m™. Demostrar que la intensidad de la radiacién a la distancia de la
Tierra (150-10° km) es 1366 W-m™.

Llamemos I a la intensidad de radiacion en la superficie del Sol, e I, en el exterior de la
atmosfera. A partir de la definicion de intensidad:
Pe Pe

I = 5 I =
17 4nR? 27 4mR2

Siendo P. la potencia emisiva del Sol, R; el radio del Sol y R, la distancia Sol-Tierra.
Dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones, se tiene,

h_R:

I, R
Despejando I, se obtiene, I, = 1366 W-m™ la cual es denominada constante solar.
2°.- Calcular el valor medio del vector de Poynting

(§)=1, = 1366 W-m™2
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3°- Demuestra que la vela recibe el doble de la cantidad de movimiento que
transporta la radiacion. Calcula la cantidad de movimiento comunicado a la vela

Imagina una superficie cilindrica con ondas electromagnéticas en su interior, que incide
sobre la vela y le transmite una cantidad de movimiento (o momento lineal). Mediante un
balance de cantidad de movimiento, demuestra que la vela recibe el doble de la cantidad
de movimiento que transporta la radiacion. Calcula la cantidad de movimiento
comunicado a la vela.

Balance de cantidad de movimiento,

{Pilindro * Psuperficie} s ypgs = (Peilindro T Psuperficie | ppspugs
Siendo reflexion total los valores del momento lineal son,
p+0=—-p+2p
lo cual implica que la superficie recibe el doble de cantidad de movimiento que transporta
_ 2(8) pJ

la radiacion. El valor correspondiente es, u —~ = 9,11 =

4°.- Calcular la presion de radiacion (P) sobre la vela

2y W

P=u 9,11 —

m3
5°.- Calcular la aceleracion que adquiere la sonda espacial

La fuerza que se ejerce sobre la superficiees, F=M-a=P-A
Siendo A, el area de la superficie, y “a” la aceleracién que adquiere.
Entonces,

_2-1-A 2(1366)(300%)

= = =0,00164 m-s2
4T M-c T 5003109 m:s
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Este libro completa el que se publico en 2012 bajo el titulo Electromagnetismo aplicado
a la Ingenieria a fin de que el estudiante disponga de recursos adaptados a los nuevos
grados universitarios para el estudio de Electromagnetismo. Los autores parten de la
premisa de que también los nuevos estudiantes de Ingenieria siguen precisando de la
Fisica y, en particular, del Electromagnetismo como herramienta imprescindible en su
formacion cientifico-técnica. Pero ademas, se enfrentan a un mundo cada vez mas
tecnologico, especializado y pleno de opciones, en el cual la informacion tiene poco
valor “per se” -ya que es facil de conseguir y ubicar-, y se precisa en cambio de
una cuidadosa preseleccion y exposicion de los contenidos. Atendiendo a su amplia
experiencia docente, han comprendido la necesidad de completar los conceptos
teoricos con ejercicios y problemas que ayudan a comprender los conceptos, permiten
visualizar las aplicaciones y captan la imaginacion de los estudiantes. EL libro de
problemas que ahora se presenta, se compone de dos bloques: Elecromagnetismo I, que
contiene electrostatica y magnetostatica, y el Electromagnetismo Il, condensadores,
dieléctricos, campo magnético en medios materiales y los fendmenos electromagnéticos
dependientes del tiempo.
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