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Presentacion

El curso pasado, 1998/99, se imparti6 por primera vez la asignatura Calculo de Estructuras I,
correspondiente al segundo curso del nuevo plan de estudios de las titulaciones de Ingeniero de Caminos, Canales y
Puertos y de Ingeniero Técnico de Obras Publicas en las tres especialidades, comun a todas ellas.

El objetivo fundamental de esta asignatura es presentar los fundamentos del comportamiento resistente de
las piezas prismaticas alargadas e iniciar a los alumnos en el célculo de las estructuras formadas por piezas de tal
tipo.

Para alcanzarlo se defini6é un programa que consta de cuatro capitulos. El primero se dedica a dar una visiéon
general de las estructuras y de su proceso de disefio. El segundo se destina a presentar los fundamentos de la
Elasticidad Lineal, la teoria mas sencilla que permite estudiar el estado tenso-deformacional en un cuerpo
tridimensional sin hacer abstraccion de su verdadera forma, la cual, ademas, es la base de la Teoria de Vigas, a la
que se consagrara fundamentalmente el curso. El tercero se ocupa de describir las hipétesis y los resultados mas
importantes de esta teoria, que permite analizar las piezas prismaticas alargadas con precision suficiente para su
aplicacion en la practica profesional. En el cuarto y uiltimo se desarrollan los métodos mas importantes de calculo de
estructuras formadas por piezas de este tipo.

Desde el principio se penso6 en poner a disposicion de los alumnos, poco a poco, todo el temario. El pasado
curso se publicaron los apuntes correspondientes al segundo capitulo del programa, y en el presente se han editado
los correspondientes a los capitulos primero y tercero. Para completar el material necesario para preparar la
asignatura, ademas del cuarto capitulo, hacia falta una coleccion de problemas con los que ejercitarse en la aplicacion
de la teoria descrita. Este texto pretende cubrir tal necesidad. La mayor parte de los ejercicios que incluye se
propusieron en las clases y los examenes del curso anterior, aunque se han preparado algunos ex profeso para este
trabajo y se han afiadido otros planteados en examenes de asignaturas del antiguo plan de estudios, de contenido
similar a la que nos ocupa.

Eltexto se ha estructurado en tras capitulos, que se corresponden con los tres ultimos del temario; el primero
_de los del programa es descriptivo y, en consecuencia, no procede plantear problemas sobre él.

El primer capitulo, dedicado a la Elasticidad Lineal, consta de veinticinco ejercicios pensados para ayudar
a comprender los conceptos basicos de esta materia y su interpretacion fisica, asi como para aprender a aplicar los
resultados fundamentales. El planteamiento y resolucion del problema elastico de un cuerpo, por sencillo que sea,
queda fuera del alcance de este curso. Aunque algunos problemas corresponden especificamente al tema de Tensiones
y Relaciones Estaticas, otros muchos requieren considerar conceptos de mas de un tema para su resolucién; por ello,
se ha optado por presentarlos conjuntamente en vez de relacionarlos cada uno con una leccion.
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El segundo capitulo versa sobre La Viga Aislada y consta de treinta y dos problemas. En esta ocasion si que
se han ordenado por temas, con la siguiente distribucion:

- Estatica de vigas. Seis problemas.

- Distribucion de tensiones normales. Cinco ejercicios.

- Distribuci6n de tensiones tangenciales. Ocho ejercicios.

- Determinacion de la deformada de flexion. Siete ejercicios.

- Torsion de vigas. Cinco gjercicios.

- Solucion homogénea del problema de la viga recta. Dos ejercicios.
En general, estan previstos para practicar la aplicacion de las expresiones y los procedimientos vistos en la parte
tedrica, aunque la finalidad de algunos de ellos es justificar, con un ejemplo particular, alguna afirmacién no
demostrada en teoria.

En la parte dedicada a estatica de vigas, cinco ejercicios se destinan a practicar el dibujo de leyes de esfuerzos
en estructuras planas. Este extremo forma parte de la materia correspondiente a la Mecanica de primer curso, y
cualquier alumno de nuestra asignatura deberia dominarlo. Lo que justifica su inclusion aqui es que, aunque los
conceptos fundamentales suelen ser conocidos, rara vez se tiene la suficiente practica para dibujarlas rapidamente,
como se necesitara para abordar los problemas de temas posteriores.

Por otra parte, en los dos primeros ejercicios del punto apartado dedicado a la determinaci6n de la deformada
de flexion se resuelve el problema integrando la ecuacion diferencial. Su finalidad principal es justificar que, salvo
en casos muy sencillos, el calculo se complica tanto que es preferible buscar una solucién aproximada del problema,
dibujando la deformada a estima y obteniendo el valor de los desplazamientos y giros, en tantos puntos concretos
como se desee, mediante las formulas de Navier-Bresse o los teoremas de Mohr.

El tercer y ultimo capitulo incluye treinta y dos problemas sobre Estructuras de Barras, agrupados por
materias como en el caso anterior. Sus apartados son los siguientes:

- El método de flexibilidad: aplicacion a las estructuras isostaticas. Cuatro ejercicios.

- El método de flexibilidad: aplicacion a las estructuras hiperestaticas. Cinco ejercicios.

- Problemas de simetrias y antimetrias, solicitaciones térmicas, apoyos elasticos y desplazamientos de apoyos,
resueltos en flexibilidad. Trece ejercicios.

- Calculo de estructuras articuladas en flexibilidad. Tres ejercicios.

- El método de rigidez. Siete ejercicios.
Puede parecer, por el namero de problemas planteados, que se da una importancia mucho mayor al método de
flexibilidad que al de rigidez. No es asi. Simplemente ocurre que, en general, es facil que los problemas relativos a
estructuras sencillas, planteados en flexibilidad, puedan resolverse sin el auxilio de un ordenador, mientras que,
formulados en rigidez y sin simplificaciones adicionales', rara vez ocurre asi. Por ello €l nimero de ejercicios de este
ultimo tipo es, comparativamente, pequefio; las practicas informaticas sobre célculo en rigidez aclaran y permiten
practicar este método, compensando asi la diferencia en el nimero de problemas que es posible plantear en las clases.

Por otra parte, llamamos método de flexibilidad o de las fuerzas al que se basa en determinar en primer lugar
las fuerzas interiores —tensiones o esfuerzos— y a partir de ellas las restantes incognitas, y método de rigidez al que
se basa en determinar primero los desplazamientos y, a partir de ellos, los demas parametros. Esto justifica el titulo
del primer apartado, que puede llamar la atencién porque en ocasiones se piensa que los métodos de flexibilidad y
rigidez se caracterizan porque las incognitas hiperestaticas son, respectivamente, esfuerzos o desplazamientos,
confundiendo incognitas primarias —que se determinan en primer lugar— con incégnitas hiperestaticas.

! Hoy en dia el calculo de estructuras siempre se realiza con el auxilio de un ordenador, y la potencia de los actuales permite
analizarlas sin necesidad de suponer las barras indeformables a axil para disminuir el tamafio del sistema de ecuaciones a resolver. Por
esta razon los métodos basados los métodos basados en tal hipétesis, mucho mas complejos pero que permitirian resolver algunas
estructuras a mano, se han reducido a una presencia testimonial en el programa de la asignatura..
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En tercer y ultimo lugar se sefiala que los problemas de los tres primeros apartados se han resuelto
despreciando las deformaciones producidas por el axil frente a las debidas los flectores, mientras que en el ultimo,
en general, se han tenido todas en cuenta. En los problemas de estructuras articuladas no tiene sentido esta distincién,
porque en ellas los unicos esfuerzos significativos son los axiles.

Por 1ltimo, el autor quiere prevenir sobre un error en la forma de estudiar que, por el tipo de dudas que suelen
consultar los alumnos, debe ser bastante frecuente, y al que parece invitar la publicacion de una coleccion de
problemas. Se trata de centrar el estudio de la asignatura en los métodos de resolucion de problemas, relegando a un
lugar secundario el fundamento tedrico. Ello la transforma, finalmente, en un conjunto inconexo de procedimientos
de resolucion. Las consecuencias son funestas para la formacién del alumno, pues cortan de raiz toda posibilidad de
desarrollo futuro o de extrapolacion de lo conocido a casos semejantes, pues esta debe basarse en el sélido
conocimiento de las bases en que se funda el saber en cada punto concreto, no en la capacidad de aplicaciéon mecanica
de procedimientos de calculo.

Se desaconsgja absolutamente esta forma de estudiar, y se exhorta al lector a no abordar los problemas en
tanto en cuanto no esté convencido de haber entendido, al menos globalmente y salvo algin aspecto concreto, la teoria
aplicable. Por otra parte, se aconseja que se intente resolver los problemas sin consultar la solucién, y solo se recurra
aella cuando ya el lector la haya hallado, o se encuentre completamente atascado; atn en esta circunstancia, al autor
considera que es conveniente, desde un punto de vista formativo, abandonar el problema que en un momento no se
sabe como abordar, para retomarlo al dia siguiente, antes de pasar a consultar la solucién.

Valencia, Diciembre de 1999
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Capitulo 1

Nociones Basicas de Elasticidad
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Ej. 1. En el esquema adjunto se representan los vectores tensién que actiian sobre tres de "Z
las caras de un diferencial de volumen dXdYdZ, situado en el punto P del interior de ‘3
la region ocupada por cierto sélido en una configuracion deformada. Las componen-
tes indicadas figuran en megapascales. Se pide: 1) determinar el tensor de tensiones 5
en P, en el sistema cartesiano OXYZ; y 2) determinar las componentes intrinsecas del 2

vector tensién en P sobre un plano paralelo a 6X-7Y+6Z-5 = 0. 2 ; 74&--"-’
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I

Figura Ej. 1
e —
) VeeToR Tensw BN &
9 1Z Parn difecuively we Basowsss
ol - 2 -4 | Mh em R idepdecds Pl o

2 "g 3 ] WW\;’,

2) ConPoNENTES IVTILINSTcAs DEL VecToR TemMfiow &N £, SOBRE vw
Puno PARAELO A 6X -7V4+ 62 -5= O (ruawo n).
Vecten wowaR oo M | = 2(6d-%5 +6K)

WV = V36 449 +36 = Vizi = 44

V-Q:.\'a\ \&O'W.w.\ o n/ uaw;\‘a.)o . "I*: i = "_‘ —51_, i' - _1__. " 6 k-]

I\ 4¥! | 1 J
Co\ko wo weeo &r&am ao-Qrv.— Tuu: Y:a*& o“& Cutipo Lag iML c&a—&a—\ "&
VQ&G. *‘31‘1:\0{\4 / CMCQL\MJL\W &ba oﬁbo cRI0> PO‘V‘\M‘Q . gq_rwak‘“ha Qs

; .8 ;. 3 : .8

VQQ\'G-; XEMOC—' >°’Q)'\.Q ﬂ/ CMleA%&o N cowo UQ—G\‘G\ \A—k\uq-b Gx\-éu‘o\ A
(Maanfo L fe;w&,\ N wj)

e q 3 Z||[e/i4 41 /44
by be | 3 =4 =5 |4} 2 qydo/ad o Nife
€2 2 -5 3J | e/44 ¢5/44

uo3

J3¢& CASANOVA COLON.



gm—ge—
il I " N DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
MR
— UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALcULO DE ESTRUCTURAS L
PROBLEMAS.

Hoja 2 de ~2_ .
Coua‘oow*\:‘” Ew\\m ) ;

o bom = 6 -TSX¥ 6ot 212 | 435 nne
|

121
“t“z' |q.1+ \'{Oz-r G.SZ - 6iIlY

e 121 ” 121

“C~=\/ut—u"— O \/?—;’—;—'— —(i'_?:)z - / 691850 _ leq ne

121 AN

R‘Q?;\-M a)Ao’m a%o Aw&:u Wol&\b«&o %4)-9— G&U&\‘}U\ u.c'\w& 'e-k\\w(ﬂ
2> l'% :-—h-—-'é‘i-—!‘,-} 3 - 6

-n—- “T,-k - x&w\*—?\‘ww “‘LJ‘:‘U'AI‘ Ut
e 2 12 ls. 2 o sxguade o Neule
A

T & VYO - ¢S
nh = -t = t:-h:—a—L—TJ—TkHQ

(,R@.‘,Q"b. wt&u}‘-e - \_{1 2 Qo '\Mu—b:\“c&c’w M)‘&-‘oas.)
RO R B O S S

A

Y I B T .
Sl e -

A P, Al ewwncodo wo alewla :‘,u.o. ru\l ALY cueyo 414‘& L acelow

S Y e wo baee Polle. Co ccalaiion L b L o
3 e e e e e o
vitua , R WPOW\% l'-\fwm 2} vedhn Yeuside non L Wlsunas |

U0k
JOSE CASANOVA SLON.




g——
' ;'I" AN :‘ DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
\ =,
. . N UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA ’

CALCULO DE ESTRUCTURAS L
PROBLEMAS. . Hoja 4- de i .

Ej.2. La figura Ej.2 muestra un tetraedro de aristas diferenciales, aislado del interior de
la regién ocupada por un cuerpo C en cierta configuracion deformada. En ella apa-
recen, indicadas en megapascales, las componentes de los vectores que representan
la accién del resto del cuerpo sobre el tetraedro a través de sus caras PBC, APC'y
ABP. Se desea conocer: 1) el tensor de tensiones en el punto P; y 2) la accion del
resto del cuerpo sobre el tetraedro a través de la cara ABC.

Nota: Las coordenadas de los vértices son P(X, , Y, , Z,), A(X0 +2dS, Y, , Z,),
B(X, , Y, +2dS, Z,) YC(XO » Yo, Zy+dS).
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Hoja A de i
Ej. 3. Una maquina de ensayo esta formada por un recipiente metalico,
cuyo hueco interior es un prisma recto de 20x20 cm de base y 50 cm
de altura, y un émbolo de 20x20 cm de base con el que presionar la
muestra que se esté analizando. Se introduce en ella una probeta PROCETA
cubica —de 20 cm de arista— de cierto material, apoyada sobre el cOeica

fondo, y se somete a presion accionando el émbolo. El estado tensio-
nal en la probeta, referido al sistema cartesiano dextrogiro definido
en la figura —cuyo origen es el centro de la base—, viene dado por
las expresiones:

« =0, =07015Z - 50’003 MPa X
c,=003Z - 100°006 MPa S
‘rxy=txz= Tyz= 0 .

donde las coordenadas interviene en metros. . 20 e

Se desea conocer: 1) las fuerzas de volumen que solicitan al cuerpo;
2) su peso especifico; 3) las fuerzas de superficie sobre cada una de
sus caras; y 4) la fuerza F que se gjerce sobre el émbolo.

Figura Ej. 3
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DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L
PROBLEMAS. Hoja J_ d 3
(<

Ej. 4. Un cilindro recto de 1’50 m de altura, cuya base es un circulo de 0°75 m de diametro, ha caido en un depdsito
en el que se almacena cierto liquido, quedando en el fondo apoyado sobre una de sus bases. Para estudiar el
problema, se escoge un sistema cartesiano con origen en el centro de la base inferior del cilindro y eje Z paralelo
a su altura —debido a la simetria axial del cuerpo y las fuerzas exteriores, la orientacion de los ejes X e Y es
irrelevante—. En él, el tensor de tensiones del cuerpo tiene las siguientes componentes:

o,=o,=152-150  kPa

6, = 25Z - 165 kPa

Ty =T =T, =0
donde las coordenadas se expresan en metros. Se desea conocer: 1) el peso especifico del material que forma el
cilindro; 2) el peso especifico del liquido; 3) la altura del liquido sobre el fondo del depésito; 4) las reacciones
sobre las bases del cilindro. Asi mismo se pide verificar el equilibrio de fuerzas verticales sobre el cuerpo.
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SJI

Un prisma de madera de 10x20x40 cm se sierra
como se indica en la figura y luego se encola restitu-
yendo la forma inicial. La probeta asi formada se
somete a un ensayo triaxial, que se realiza colo-
candola en una prensa en el interior de un camarin y
aplicandole una presién en las bases mediante la
primera y otra distinta sobre la superficie lateral,
mediante el fluido que se introduce en el camarin.
Como resultado de todo ello, el estado tensional en
el prisma —en el sistema de referencia de la figura—

<oRTE

es
c = G = -p » 6'Z = -q -', i

Ty T e = Ty = 0 PEESIC::&J f CAPARIV
donde p es la presion del fluido y q la gjercida por la £JERCIDA fOR

prensa. Se sabe que el pegamento resiste mientras se €L FLUDO

cumple la condicién t < a - bo, donde o y T son la
tension normal y la tension tangencial sobre el plano
de la unidn, y ay b dos constantes caracteristicas del
material. Cuando t = a - bo falla la unién.
Realizados dos ensayos triaxiales, se ha observado que la picza se rompe para p =422 MPay q = 14’22 MPa
en el primer caso, y para p = 1129 MPa y q = 3629 MPa en el segundo. Se desea conocer el valor de las
constantes a y b que definen el criterio de rotura del pegamento y la presion q que romperia la probeta a
compresxon simple —es decir, con p = 0—. No olvide indicar las unidades de a y b.

Figura Fj. 5
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Ej. 6. El esquema adjunto representa el estado tensional en el punto P(1 m, 2 m, 3 m) del HZ
interior de cierto solido. Se desea conocer 1) los valores maximo y minimo de la 4

tension normal en P, y los planos sobre los que se alcanzan; 2) el valor medio de la 6
tension normal en dicho punto, y 3) el valor maximo de la tensi6n tangencial en P,
y el plano sobre el que se alcanza. *6‘ g
(LAS TEMNSIOVES SE  NDIcAN BN HE&A\’ASCALES) 7// IY
Figura Ej. 6
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Ej. 7. El tensor de tensiones en un punto P del interior de la region ocupada por cierto sélido tiene la siguiente

expresnon
2 342 342
[e] =|3/y2 -0°5 -55| MPa
32 =55 -0°5

Se sabe que sus valores propios son enteros. Se pide: 1) Dibujar las componentes del vector tension sobre las
seis caras de un hexaedro de aristas diferenciales, paralelas a los ejes, con centro en P. 2) Responder a la
cuestion: jexiste algan plano sobre el que la componente tangente del vector tensién sea nula? Si la respuesta
es afirmativa, determinar el vector tension sobre tal plano, y si no, justificarla.

[Solucién: 2) Existen tres planos que cumplen la condicion. Los vectores lension sobre ellos son
t = £(2'846i+0°671j+0°671k), t = +(2°214i-4°696j-4'696k) y t = +£(-3°536j+3°536k) MPa.]

[e]
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CALCULO DE ESTRUCTURAS L -
PROBLEMAS. _ Hoja _i__ de i
Ej. 8. El tensor de tensiones en el paralelelpipedo de la figura
esta definido por las siguientes funciones “2_'
c,=0o,=50 MPa .
c,=50+0°02Z MPa '!é.
T, = 10 MPa "
T, =T,=0 |
donde Z se expresa en metros. El vértice E del prisma b L £
tiene por coordenadas (5 m, 15 m, 5 m). e m - =
Se desea conocer: 1) las fuerzas exteriores que actiian /9
sobre las caras OABC, BCFE y ABED; 2) las fuerzas de /"
volumen que solicitan el cuerpo; 3) la accién de la parte
del cuerpo que esta por encima del plano AEC sobre la Z A
que esta por debajo; y 4) las tensiones principales en un X

punto genérico del cuerpo. Figura Ej. 8

[Solucion:  type = - 50 k MPa,  tyep = 10i+50j MPa,  tyepy = 50i+10j MPa;  2) b = -0°02k MN/m’:
3) type = (-160i-80j+(150+0°06Z)k)NI19 MPa; 4) 5, = 60 MPa, o, = 50+0°02Z MPa. Z en emiros
oy = 40 MPa, n,= ("'*'J)‘I2 n, =k n, = (i—_[)/\/2 ]

o
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CALCULO DE ESTRUCTURAS L. 4_ i
PROBLEMAS. Hoja de .

Ej. 9. Demuestre que los valores maximo y minimo que alcanzan las componentes normales de los vectores tension
en un punto P del interior de la regdn ocupada por cierto sélido coinciden con las tensiones principales maxima
y minima, respectivamente. Sugerencia: plantee ¢l problema en ejes principales.
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Ej. 10. Demuestre que los valores maximo y minimo que alcanzan los médulos de los vectores tension en un punto P
del interior de la regén ocupada por cierto sélido coinciden con el méaximo y el minimo de los valores absolutos
de las tensiones principales, respectivamente. Sugerencia: plantee el problema en ejes principales.
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Ej. 11. En un punto P del interior de la regén ocupada por cierto sélido se determinan los vectores tensién sobre todos
los planos imaginables y a continuacién se dibujan con origen comin en el punto P. Determine el lugar
geométrico de los extremos de dichos vectores. Sugerencia: plantee ¢l problema en ejes principales. [Solucién:
es un elipsoide, de semiejes determinados por el valor absoluto de las tensiones principales, orientados en las
direcciones principales —se le conoce como “Elipsoide de tensiones de Lamé"—.]
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Ej. 42 Segun la teoria de Saint-Venant, la solucion del problema de torsion
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pura —un pieza alargada, sometida exclusivamente a dos momentos Z
torsores en sus extremos, iguales en méodulo pero de signos contra-
rios— del cilindro definido en la figura, en el que se supone que los

desplazamientos en la cara Z=0 estin impedidos, queda determinada <> ,
por el siguiente campo de desplazamientos: K

u =-0z7 _

v = 0zX

w =0
donde O representa el giro por unidad de longitud de la piezay X, ¥ L
y Z son las coordenadas en el sistema cartesiano definido en la figura.
Suponiendo'que el cuerpo esta formado por un material hookeano, de

modulo de deformacién tangencial G, se pide determinar: 1) el tensor
de deformaciones, 2) el tensor de tensiones, 3) las fuerzas de volumen,
4) las fuerzas de superficie sobre las bases, 5) las fuerzas de superficie
sobre el contorno lateral, y 6) la resultante de las fuerzas que actian
sobre la cara Z=L y su momento resultante respecto al punto (0,0,L),
comprobando que la distribucion de fuerzas de superficie es estatica-
mente equivalente a un momento torsor M; = G6I, , donde I, es el Figura Ej. 13
momento de inercia polar de la seccion transversal respecto a su centro.
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Ej. 13 El cuerpo del ejercicio Ej. 2 esta formado por una material de médulo de deformacion tangencial 4500 MPa y
médulo de deformacién volumétrica 7500 MPa. Se desea conocer: 1) el tensor de deformacior!es en P; 2) los
alargamientos unitarios de los PA, AB y AC; y 3) las distorsiones angulares entre los siguientes pares de
segmentos: (PA, PB), (AB, AP) y (4B, AC).

TYUWCIADDO OTL TIBRCICIO CUATADD

Ej.2. La figura Ej.2 muestra un tetraedro de aristas diferenciales, aislado
del interior de la regidn ocupada por un cuerpo C en cierta configura-

3
cion deformada. En ella aparecen, indicadas en megapascales, las ! 2
componentes de los vectores que representan la accion del resto del ;
cuerpo sobre el tetraedro a través de sus caras PBC, APC y ABP. Se e 3

desea conocer: 1) el tensor de tensiones en el punto P; y 2) la accién
del resto del cuerpo sobre el tetracdro a través de la cara ABC.

Nota: Las coordenadas de los vértices son P(X,,Y,, Z),
AX, +2dS, Y, , Z)), BX, , Y, +2dS, Z;) y P(X, s Yo, Z,+dS).

Figura Ej. 2
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Ej. 14 El cilindro del ejercicio Ej. 4 esta formado por un material hookeano,de parametro de Lamé A=4x10‘ MPa y

coeficiente de Poisson v=0’25. Se desea conocer: 1) el tensor de deformaciones en él, 2) el alargamiento
experimentado por la circunferencia contorno de la base superior del cuerpo, y 3) el cambio de volumen sufrido

por el cuerpo.

TOUUCIADD DI TR 10 C{TADD §

Ej. 4. Un cilindro recto de 1°50 m de altura, cuya base es un circulo de 0’75 m de didmetro, ha caido en un depésito

en el que se almacena cierto liquido, quedando en el fondo apoyado sobre una de sus bases. Para estudiar el
problema, se escoge un sistema cartesiano con origen en el centro de la base inferior del cilindro y eje Z paralelo
a su altura —debido a la simetria axial del cuerpo y las fuerzas exteriores, la orientacion de los ejes X e Y es
irrelevante—. En él, el tensor de tensiones del cuerpo tiene las siguientes componentes:

o,=0c,=15Z-150 kPa
c,=25Z - 165 kPa
Ty = Te = Ty, = 0 :
donde las coordenadas se expresan en metros. Se desea conocer: 1) el peso especifico del material que forma el
cilindro; 2) el peso especifico del liquido; 3) la altura del liquido sobre el fondo del depésito; 4) las reacciones

sobre las bases del cilindro. Asi mismo se pide verificar el equilibrio de fuerzas verticales sobre el cuerpo.
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Ej. 15

En el ensayo descrito en el ejercicio Ej. 3 se pide averiguar el modulo de elasticidad y el coeficiente de Poisson

del material que forma la probeta sabiendo cuanto ha disminuido su volumen, en dos casos: 1) el volumen de
la probeta ha disminuido un tres por mil de su valor inicial, y 2) el volumen de la probeta ha disminuido un
treinta por ciento de su valor inicial. SUGERENCIA: La segunda condicién a considerar, ademas de la impuesta
por el cambio de volumen, es que las fibras inicialmente paralelas a los ejes X 0 Y no cambian de longitud, pues

aunque por efecto Poisson tienden a alargarse, el recipiente se lo impide.

BEdERCIClp 1 TADD

Ej. 3. Una maquina de ensayo estd formada por un recipiente metalico,
cuyo hueco interior es un prisma recto de 20x20 cm de base y 50 cm
de altura, y un émbolo de 20%20 cm de base con el que presionar la
muestra que se esté analizando. Se introduce en ella una probeta
cubica —de 20 cm de arista— de cierto material, apoyada sobre el
fondo, y se somete a presion accionando el émbolo. El estado tensio-
nal en la probeta, referido al sistema cartesiano dextrogiro definido
en la figura —cuyo origen es el centro de la base—, viene dado por
las expresiones:

o, =c,=0’015Z - 507003 MPa

o, = 0°03Z - 1007006 MPa

Ty = Te = T, = 0
donde las coordenadas interviene en metros.

PROTETA
[4
cuRica

Se desea conocer: 1) las fuerzas de volumen que solicitan al cuerpo;
2) su peso especifico; 3) las fuerzas de superficie sobre cada una de
sus caras; y 4) la fuerza F que se ejerce sobre el émbolo.
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Ej. 16 El cuerpo del gjercicio Ej. 6 esta formado por una material de médulo de elasticidad 20.000 MPa y coeficiente
de Poisson 0°2. Se pide calcular: 1) el tensor de deformaciones en ¢él, y 2) las deformaciones principales y las
direcciones principales de deformacién. Compare los resultados con los del ejercicio Ej. 6 y compruebe: 1) que
las direcciones principales de tension y deformacion coinciden, y 2) que las tensiones y deformaciones
principales estén relacionadas por la Ley de Hooke Generalizada.

gJjefcicio QUE S§  CIiTA:

Ej.& El esquema adjunto representa el estado tensional en un punto P del
interior de cierto sélido. Se desea conocer 1) los valores maximo y
minimo de la tensién normal en P, y los planos sobre los que se
alcanzan; 2) el valor medio de la tensién normal en dicho punto, y 3) el
valor maximo de la tension tangencial en P, y el plano sobre el que se

alcanza.
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Ej. 4% Demuestre que la deformacién ciibica e queda definida por el primer invariante de deformaciones. Para ello, trabajando
en ejes principales, considere un diferencial de volumen de aristas paralelas a los ejes, determine cual es su volumen

antes y después de la deformacion, sustituya estos pardmetros en la definicion de e y simplifique teniendo en cuenta
la hipétesis de pequefios desplazamientos.

o —_—

Pov oQ*{)\-u,ao:éM e = A——‘;‘VJ‘V , Reds:

Rv X volsen 28 P ioua v—wj-e»\ o AV el S mp\wkdo: dh.ecuw«_

B (gt ropmsedn o Lol 4 vo e en )

G 2 l’““}" [ cour Mg, W prigua e&m\\x& L adisha “&z Ji A%
P"“‘“‘Q‘bﬁo o~ Ra, GQAM% V"“‘*“f'&“ lu E Counmo -9-.9\'&; > G Ya@,o-&—u&acu.o\a\
WBA}\LM A&*\R-—U»-&LMP\«;M\LS‘O g\»\ W\aﬁ-ey\-eu&k cn-«?du-w\
&Lee\w\k&m TV ru-»u-u. ecYo ol %s\‘ RxX = C/.L-»e,)olz
3 (U £g) AT y RE- Ureg) s, Sen &, € 3 sous fon o
%\w\o% ?ukc.raﬂv, e . &é‘o 2t Leduen 2 Ra tk\‘kyn)ro,u _Fc,—uux

L Qa, Mok%\?.o, ae.& Yorgon & dl'PMC»ou‘.
/ 23 = (gl
2
/ ° g’:’> %O = (Ivg )X

dX
5 49 Cd+€l) o\y
conFlguRACIoy 1RICIAL CONEIGURACIOD b EFORNADA
~ A
AV = AX 2Y Az

Ry . XA AT = (e)dR (reg) 2T (hstg) A

(ugﬁe“em*%/ %g{r,\gn,é( & egn ) ) AX LT LE

@ J.w?cualkmu-‘b 4
(J-}-&-} EI-F-} Cﬁ) on ) onLew 2oy

JosE CASANDTA COLON.

uso



m‘ '
;'l §| \\\ R DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
NN \\-
'. . .‘-—" UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALcuLO DE ESTRUCTURAS L
PROBLEMAS.

Hoja 2‘ de 2' .

o = Qv - &V _ (d+5:+€n+€m)cQV~— AV

~ = &3+ €+ G
AV AV ’

Como &+ &p+ Bp- o (E) 2wl twvadade

) €= &3 Ty + &g - Cx“‘%“‘ea

=g d
wo"\-wz %}A, & i \onu)ioﬁo du um priousa NS O N 0 0 A
cua&grdm, S \MKJ% o wA_P\amo:o: le.ec\u«\a.:Qo\_ - bhalioa wdo
o puea oBlce , como cstsrcrsuco @ D Ristoule Rar, Por
Ro bdo e voliwman w0 BB il wd prededh al b deg
Yods, AU e 0414\7-:, 9 Q. RoNmcion \ubicie eredado i Cotm
pRreeSa. . Pacar Dudin . 2de ,u_{){w&*a& P N N A
Sevodad A eien poallen o Do ...1‘,, privspats

| | . Uk 1
Jost CASANOVA <!OLON - ;




DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE. VALENCIA

CALcuLo DE ESTRUCTURAS L ) 4
PROBLEMAS. Hoja de q

EyeRcicio w° 18

EN UM PONTOD P DEL INTERIOR D= vA LAJA @UE S& wALy ©u ESTAbo
DT TEMSWUN PLANA POR LA ACCION DT CIERTAL FUSRIAS &XTERD RES,

S€ SABE QUE EBL TeMSOR DT TJeNSiowEs BIDMEVSIOVAL &g
£ -9
o] - N
-% 20

RESPECTO AL SSTADO TENSIONAL &) EL FLANO DSL PROBAENA BIDIhEWS|owAL, SE PBE:

J- DIRU)AR (A CIRCUNFEREVCIA DT NORR.

2= DETERRINAR (AS TENSIONES Y DIRECcIONVNES PRiNcIPALES.

3-HALLAN Loy USCTORES TENSION CUYA conpPONenTs TANGEVCIAL BS Crax, 2p
Y LA ORIENTAWOV DE 188 PLANOS QLOBRRE (oc Que ASTOAN

Hr CALCUMR BL uecroR TEMSIOM SOBRE BL PO cuy&g%fﬁ“ ExTERIOR.

LR

5.-OBTENER gL VECTOR TEMSION SOBRE BL P WO cUYA LoRNAL gophd 35°
Cou (A b\ﬁc_aéw PRIMCIRAC MeMOR

€S N =

6.~ DETERNIVAR, S1 ExISTEN , (o8 USCTORES TENSION CUya CoMPONENTE NMORDAL
€S W Nhe., ¥ (A5 OMIBVTACIOVEL DELOS PLANOS (ORRE K KUE AcTOAN ,

1- DETERFUNAR, S1 EXISTEN, LOS USCTONES TRmISIOO CUYA ComMrPONENUTS TAN
GENTE ES -4 HEa, ¥ (AS ORISOTACIONES D& (OS PLANOS BN @aus AcTom,

9.—- DETEANMNAR , S\ EXISTEN, O VUScToREs TENSIOU coyo hSpUW &% IS Nty
Y LAY ORUELTACIONES DS WS PULANOS SORRE OS @Ve AcTUALO

9.— ORTEWSM. & vECTOR TENSIGW QUE Fofhl SL NAXIHo ANGOLo con LA
VBHAL AL PLAMD SOBRRE BL QUE ACTOA — condsidédness e Awgulo
€Y UbOR  ABSoLUTO- .

0-DIBUIAML &L clcud DE HOHR QUE REPRSSENTA GU €STADD TeMSIoA L
COMPLETD |

k2

Josg CAsANOVA COLON.



-r\ﬂ\f\ﬁ DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
D
——dl  UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L.

PROBLEMAS. Hoja 2 de i .

) DIBUJAR A <CIRCUNFERENCIA DT MOMR.
N \u\‘&\ou.&a&» -‘)i—vlcg;,;u Doy corpouade. LN Fewas L Yorstous prop
Soma Qo wwoumcu&-k m%v&c}e-\a Yersion oobt Rn  pRocn uonsale,
o 2 @»\4@ X <7, que e e oo colnct R con sus C‘W«f""-‘“}% :‘,3‘{.:
recas . Douwdo wn gee o aXon Mues B ceado o o adeds pmepic
& Ra c)\w?&g,,gm & x)‘\o\“_/ o Necew Qs conDuoda, L Low R 20

PMXYbi qu
|G- & N
X

enfe I&Ohr‘a ‘ m
(07777

90
= 8 d.\en
7 ghe, X h, =D
- —== 5 T < [ T 20 (N
7 ¥ ant 7 v {
/7 ¥,

_ T"]O -8 f\ﬂ.
Iu\io.y:u}o\ Sal v?/fvfa \0_] C\L}.@\;o = Jm .ol—\cw%

D{/wa)wu«e—) 'Qm Yzm\‘“«n X(UB,’CD < Y (07101 ’r*\o) en of yﬁQon & hb\‘*ﬁ Corno
yoro-  Yeean f N, o h‘lo \Ma 9“-9- 3‘“‘* q0° e W\RGQ'o OU~\\\~;-'\M°' e
Y & an A CX o cY -C 2o < ce,«»\‘ao -QL‘Q"\ deW‘P'e“Q"':’“—— \’\bgza 9&‘—“‘3"‘““
\goo i 0& WA v o '\%\‘\‘9‘0 Q‘I’o - wt;?\'co\ X e Y ~o -th ‘%c*'\-ﬂ-unn
) ™ -
L e ,Q)\ciu-\.b\\o , (3 ro L, \’&u}h C o X Y’“"“\" wedly LR ﬁfﬂM«\TO-X«Y
A’OQQ u«afo ; CBuno -O) ceu\:o cQ; -Qo\ AN m%mo:h A h&L}L MQ -“oxa,\ oogu
-9& -€¢i& &1 &30‘\4%} C. M&A M’le«'.\ -Co\\o\ COAJ—&RQ‘\OCA)‘ Qbu«‘e\o«q'vod»«d)

T«L ) ui— Tw QOAUAR I LA LR,
<

, 20
< (o, 0) Te= Jo¥r%e g—%——:i‘m&

/ 2.

~

T r3 4
N\ cyt= %= hylsch 8546 =100
) ]
L7 =10 W
o ) - —
F*—————J’ - ~
NOTA \nPORTANTE: <L PROREHA fUBDE RELOLVERSE DIRY

ANDO A RSCALA Y HIDEVIO. Coo BUD Mo PRESENTA NINGY

NA DIRLCULTAY, 10 & DEBRROUA (A ORTENCION DS \OS
DISTINTOS PARANETROS RESOLVIENDO TR{AMGUWS, PERO CVAL
QUIERA DB AL Pal OPclOVES BS CoRRECTA -

Josg CASANOVA COLON.

Uk a



DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS

UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CAL E L
Prostovas, Hoin 3 4 9
Z)DETEM“\)UAQ WS TEASIONES Y DiREcclopes PRINCIPALES
Veo\‘ou,; %:Q/Lu,\o,o\ ~0Re Y'&Foxb (J\&A&yai% > T = P""‘A‘D £y un:'bl
2 Qo o‘\quv\ cow R a“—a
T ' R
X —
m@ G,y = Oe+ = 441d0= 2 hfa
L ,ID N - - = Y he
AU
/Z.—b\\ ) / \%MS ° CXH
\'i 7 ::ML*B -O\Cé'ag—:sg\\\?a
DT ¢
d-'265§°

(V- Y. ,?.D.

th (%

X Keccow Y’\:‘A":V’“& u-\o\c(c\ , 2D .
:;; .

” 2 ha 5o @ <
N« /63'y3 T Paogedoii e o Lo raehede
Frcilila  ou comyrension

X3

2) VECTONRES TENSION COYA QOMFONENTE TAVGENTE &S  “Thaid
Volone, m‘\‘u% L T e~ &\w—{)&wu — %\‘W R R YL N veéfc,,&_
= R—"—' (o) r\&\

—Cn‘_‘\?‘l 2D
M(w, R) — Oxs 44h | Tys lOhk

T N
: 3 N (,-R) - Op= 14, ~, = -10 N&
|
)
Qe
\L// Y| 9= 90 - = 26'83° D= 1EYY°
N

\O h‘f’g\

00
. X

s wnta |
13 4y°

Pon N
ol Ul b

10SE CASANOVA COLON.



; ; DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
A . . UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS 1.

PROBLEMAS. Hoja _q__ de j____
Y~ VECTOR TeEnslon SoRpS TN [ ¥y = _%: € +£ij

/Q.\w Qa ‘:\0(&&&«& & g‘u.\ <X =i a‘vun.) e Do r)\‘\ou«.(%.\m'\ o0 Mol
X R0

Hor <X UQ;\R:\ ﬂmv«a,Q %;Ye&e\ o Lo “a-&«?oQNi

® = M§a\/7_ =a«c\6‘/§=—-60°

\)ecxb’k*w\\&,\ %-Q'UL d\(\go—u—c N = Pu-«}“h A &Q)wo
(a\v\w&o 25-= V200 < o is CcX .

(= 120°-2x~ 120° - 93 2°
-

%=Wc—p~%/§:

= 56'5’%"

10'03 Wb
TA :—-R 7\\/\/5 :—CI\ZO nf)Os

y /lO'O% e
Q‘ZO ™l
N Toae L3 R T
co’ X
—£
.S\ Ues \,MQ“&,,_\,\ ro\&;\o“m Wou&«\% WMAW (Csb\/\c QA Q,\A-\UACN&D\O uo«Q,,
speifie,  podamn don b Wi e tpudte) st
\k-«p&o ~A w\‘&
i: = lo'o}méo—‘sllo m,,
mvw»éoa';w;“eo; )zi+.§j =
m =4:wk60;.—qm6oo E’ °
“ §=5t-31
= = ‘ A 3 ! {? . Y <
> b loofg( ixBj)-a20 (8¢ “25>
= -72'93 4 +13'32 j YN

Uk3
Josi CASANOVA COLON.




Q'_‘ gg—

'l ;"‘ DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUQOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
AN PN -
el el UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L
PROBLEMAS.

Hoja S de aq

5.- Vector. Tewsiow seeke T/ i, corna 35° cou Y

29 =2 2:35 = 12R13° D= 61's3°
/
L;}\c - T = Ue-R w30 = 10'58 Nfy
Ry T e et
\

I0'S® MNRa

n

Yy ~
‘i‘\(o [aY2N . 7
36°
f
Le;l’sa o
6- VEcyONes TENS Lo DS comrovendtTs NOMMAL 20 N .

‘\\.\\Mc.o{&_. coun R0 d«ma.lbwcia wacp e Q yu.om.ﬁ.u\.

= L0 hfa
\ ch = 20- 4M = 6 nfa ce=R=lohta
P e Doos mEo o530
Z O-E - WD = Oc o it mﬁ = 20 WNYa
e = R w{@ . 8 nte
Ty = -R e p = -¥ A%
29, (0 - R - Zae) = -33'3y4° =p D <-26'€%°
19 ‘-“(ZSE "'?78) = -180° = P, = - 90°
Y
3¢'$° .
X
‘j\ hla
1 N 20 Nfa
Lk ©
T? Néa
@ 20 Nfa U4B
Jost CasaNovA CGLON.




DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L
PROBLEMAS.

Hoja 6 dcq .

J.- vecToRES Tsmsw)’w DE CONPONSMNTE TAMNGENTE —4 Nfa

T=-4 o, uwne \g.c,\“a Y,.,“,O,_,Q,,\ o> ei.o.. A oloctaa,, Sy e \\‘N\\Q—‘Mc_‘do{« con, o
a\wﬂ‘?&ﬁw\d\k ﬂ%w@&(}-\ _A V""‘Q”QN‘M'
T

CHF U \;_a:u 14
pup = — . HR 4 . elaue
—~ >
=-4 0= % ~Rwep = vos M.
Pa= To +Rcog = 2395 Mk
2%g = ap oSBT ®p- 2930 :
295 = 2ws1f0-5-22339° ®, = 13307
2395 nfa
P

$.- VEcToRES TEUSO® DT Hédlo 1S Nea
3 Sogutina o-&\)uu\“a Ju-.\\iv?\‘cp\ guz, 2m
X owe o Mol ol wildle i .

vedn Fewpid, e Alewsiuads po N
BYemdn Q) odgen & comdhindos 4
. R wym\a, Cn  commoenca
Qo solucm i wueh, proRia S Aderwiende ya R tdesecetiss autw

Do &\M{mda Y eoa.\ho 2 cubzu 5 wodlie IS HEa 'J Q0 & Nole,
H

t- o ity

M:Jl = “0},"-& Tt

<

T'\loéuau.io OCI  OI*- oc?ycr?-2:0CCT W R

X 15T = I4E410% — 2xI4x10 2
0 2w NAC s g = 02S35H 5= 35'31°
y Tw=0z= G- Rep = 1I'fene
Ty= Rotp = 9%} e

I
CIRCUNFENENCLA T.=-R 4
CENTRO O, RADIO IS Ha T w2

JosE CAtANOVA TOLON.

- 963 Nt U7




Jpee——
AVS STael DSPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS ¥ TEORIA DE ESTRUCTURAS
MRS
be——dll  UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L.
PROBLEMAS.

Hoja _Z_ de 7

29, = f-2a s — 22" ¢°
19

Dy ll'oq °
@2 < 128 '44° D, = 642"

\

"

1=~ vecron TeENS 100 Que

()Ln %gsuu.u«-c st one,

wiahn & g p g foren e veckn bt
[J -T2 QA \.\3\\»«& o\& v&a.uo 39-‘071& A

20 D Pose @ Mok, &
- sl X vedn Youstde connddieds —  con g & wlscton R4 taer
e PR afuau&b SE NId&EY SN SevTIdOS  comTRARIOS

Yo Yo e 2eluer per 2 yacYors Yormu pedides  coueouclen a e AN
Y “TMASM». M Q. ctnewndecian o Mol 20 & *’“’3&«\% o~ Lo valouan

Q&\\L{A cotuct A con <\ Tt -Eer\u.a.u,
""3““‘}‘3 P _o- oigen b comdindo P< puk

branalin o R oigen & ool -
i<
Tf»:a:mau&o ojC
/3: mmz_&_:mm —‘-9-: \IH“'{2_°
T ' oc Iy
GJ.'_U.K:O_c—R(m/sz é‘gen&
K Ty = \lw/3 < t'oonf.
Tu=-R 2up = ~Jo0 Nt~
295 = La-p@ = BMC By = 1360 L8
, W, = Wy = TSs® D= WRC
JosE CASANOVA COLON. i v — e




DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L
PROBLEMAS. Hoja 2 de q .

6'?6 Nfe

‘\8»,9;»”@ 6'76 New
T, =

4 Nfo

/
10.- C\cvilo De honuR .,

U-Z:O = 0;:0;_'7_»:2-‘11'\&. / 65:‘~Vn_,’w=\'lﬂf’a., =0 .

- "‘)‘ -‘-’IS '-. L)
NN RS
Vet 2

ot

~

-
s & [

oot - o )
e L e, N

A — citcop FERBVCIA oopnsy \o
PORIELTE AL &sTRPO

P Tecuduar | u mcliye ew Bn pdglun Agtete L “‘“’“‘1&“4‘*/ L Ly
Jo&u o 2acado , O 3er YN“}’U’ rolucide Qo IR “1"""\’“&” e
.Dc_&a; NN R Ul o taae 'Q‘-‘\\‘\" 3“‘" G 'Qo 0‘“\:&‘;"1) pass M\vw af}“‘" 2 V‘o'o‘%

b Youdibe puele  neopdvews willendso sobne o0,
Ukg

.7 1SE CASANOVA COLON.



DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS .

PROBLEMAS. Hoja 9 de 6\ .
o
bl
‘I.I_:
E
£
T
o= O
&=
&
=2
=
S o
a0
R

: '(-Iircunfemcin de dentro el origen y radio 15 MPa

uag

Josg CAsANOVA COLON. L



DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALcuLo DE ESTRUCTURAS L 4 8
PROBLEMAS. Hoja &= de 9 .

TleERCciclio M°49

) C_BNT\NUA»C(O,U €S demwENy waA SSRIE D& BITADOS TEMSIONAWES co
LTS pordienTes A PROBENAS flauge . TARA cabds UNo pE suos se
PID® : 4) DIRWAR A circowrersvead P NOHRL DR wmde ruwo

2) SITUAN SORRE EuUA &L PUNTO X (0%, o) ; 2) DIBWAR EL cifcvwo bE
HORR DL &STAM TewsiondL 3D, Suremieddo QYs TL IN(IALASUTE DSRIMIDO
ERA DT TENSIGU PLAUA 5 Y 4) DIBWAN &L cicoto DE MOHR DL BLTAbDO TEU
SIovaL 3D, SurPowmiTdbo @Ve EL DAdo ErA DE DR HACIOR? PUROA —
SE ca0, Up= v (Oxr0g)= v (Ora +0py)s These @us &L cosmicisy

TS 3 Pouson V VALE 025— . 6 Nk

® 4 3nhe

3hg

2Nfe
6 Nfe~
Shl’a @
sne®
> >
, X X
STAD 4 )
(OEephinvess, TANB &Y, ESTYADD 2

ec éusuv.o /3)

ESTADO U4) U3 = -3k, 03, = 6"

BYTAado S ) 0;’1» = WB—R—b = -4 HVO\.

ESTAado 3

Us1

Josk CASA 1VA CiZ LON.



DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LCS MECICS CONTINUQOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS

UNIVERSIDAD POLITECNICA DE-VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L.
P:OBLEMAS. Hoja 2 de 2
gsTAM S 4
l’le A ‘{ U'A = 5 ﬂﬂ,\
IYIB TA = -‘U’l&\
L

CRATEIO DT 8lguey

Conocatngs Lo putes, A(5,-1) 4 B(%-2), pedesace, o do chrea
Poaron & Moba. €0 R, Mj\;m 2 B cecton i Qa R
Gon gt puen pn A Tpa B e Browadolia 28 gl AR B
I T T o N L N
X b aBoceas ke Wheweccton o Loy Do ueten Louc Lelo &
+W o&.\—e,\u\tuo\ <) c@»\w C 2 X d\w_{),&@c;“\_

§= o= ™
Q = OU"CM = 6-3:3 Hpo\
R = "‘(C?B) "'\1(-4-3)Z+2L ug?2

Josg Ct. ANOVA COLON.



(f'\ ge——
'l l' AN :‘ DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS

.\ .\ l\\‘-—"; UNIVERSIDAD POLITECNICA DE.VALENCIA

CA E L

Promas Hoja 3 ae 8

EscAaLa 4 =4
01 0
v - ) , r=43'%3°
AN
4 ‘3? 0p -6

O-J:,LD = 02."'&= 34 \-“L"J‘, = }‘}}MP“ 2= 38'860

Tpay = Oc-R = =143 N £ =18'43°

Tenlow PluA > Gee O

\
DEFolhcion Puns — 0z =05 (Gqp+ Try): 4 SNk

Oy =020 01=0; 0

Tension Plana. Deformacion Plana.

uda3

JosE CASANOVA COLON.



DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE-VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS 1.

PROBLEMAS. Hoja_q_de L .
ESTADO 2 .
ENta
0a = éﬂ@a
Mg A )) A
.tA, = —Bf'lf’m
Mg
LU
m B 50‘3-‘ anfx

A (6/ ‘3.)

o&\ MaQAoSM:a, U AR cotnedt conu .n& ﬁ&"'q"“é"Q’““’\‘”’"J YL ‘Q"%,u.\. wo voen_e

Y > er—&ao\. QBIMO  Lan -& Cecop aus\‘-e\..‘m 3w @““’\“"‘3"1 «L\e'w\ rafierncs Fr
R worumaRss oo N {'Q-G*'W? eurace 30°, ra&o%u.gz\es e CABCBeh.Qu
QM Goo. a*o %{3_& T‘g O§ Cﬂ—v}"\ooQ-L &— U\’\.‘MP‘zﬂuﬁ“o& Ao, UWeo -&nYu.tA\‘
= o €' wdica e ew o gqinn q-«}r.e.)m ) AoQSLu-k'\q, P pasan Ny h, a &y
ALa‘wx 2 o-eux\\e&a GM\;\‘OUH;\OJ Q»-jo P pasan L CA o CB fle ai’zu&g
e X wlymo aeeRda . 00 .e,dé.g T.JL e,\ cenie C £ R oi..(,..,‘.%md.f coly

Ot&k Coun C'_

Bh 3 \
- Bn = -_— = = SZ—O n&
'\830 Y = <N g0 %20
T.- Op-cn =6 -520 = 0§ON&
R = \Jcn’“»f net = £'00 Nfe

Udk

Josz CASANOVA COLON. -



DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L

PROBLEMAS. Hoja S de 8 .

ESCALA o= ANk

Ou 0
X
Orp s xR = 0€+6o0 = 6'%0 ha
Tpop = G- R = 08-6'90 = -5200
TENSIO PLANA Go=-O |, DEFORMACE® fuana Op= 025 (6'€+5'7)
, - O‘q ne.

r 777777
Y /7777777
v /77777777

Y /777777777
rr7/7777777
Y/7/777777

Tension Plana, _ Deformacion Plana.
Uas

Jost CASANOVA COLON.



DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L.

PROBLEMAS. Hoja _6_ de _8_
SSTANO 3.
(© &Nt Mg
A-QDESCODOC\DO/
4ne. M, peo 1, b,
\2S° X X MINS UNA DI
20° REccibr YW
@ c)PAL (T<0),
G beswwrocido l
O, = 6 Nfa
— )] - 3
=0 m, N & 4‘C = -YAL
8 = .

Couo Xy = 0/ hb aQLPCNL UWma oq‘t\.\c“‘&,‘ Pduoﬁva&. j/ _au cotun culuct e

Gdas . Cow 200 T_LoQ« xwmsfo Y proRLavus

U.C: (Tsf 6“&
k:’ R = \"r\f’«

O;_'w: 02-__-& R- = lonpk

- = - = Z P
GEJID (&,LD- T B . " ~

TE“Q. PWA - Tlao

DER. PALA

G}: \)(_Q}‘w + U_R,U =

=025 ( 03y = IHA

UaB
Josg CASANOVA COLON.




P o
: :' ' l' b 2 DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
NN
— UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L. 7
PROBLEMAS. Hoja de 8 .

Tension Plana. Deformacion Plana.

csSTADo N

oaa \“—e,wyiw, prue pots, &k—?fuﬂu L YW\B‘: O wnde 2t Nen oi'tw“-t-%%
Ao cor ..Q& -D;‘); o2 Q,Q:ocﬁ\aaﬁ_ Eb\ coudl culucin ) RN §u.u~tcoo§m\b Mv\-‘

03, + Og
e 22082 . 226 _ _ysia
z .
R - 0% ~0,w . “3x6  _ \'s nhp.
2. : 2

PCPL o\"\o\ YlM}.&, Lan &—Ee'\\ho\c-‘o:_ Y\)o\up\ G‘.z.- =O\7'S (— 6 —3) ’—"‘Z\L\Sr\f,\

(SN .9)!‘.». -eaie».oloio we Mwn oQu\b m-«?\‘otw\:% o —E‘"ﬂ« < YUMé'b
X (s, ).

Tension Plana. Deformacion Plana.

a7

Josg CAsANOVA COLON.



gre—g——,

m,r\_*" DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
\ .,
N NN UNIVERSIDAD POLITECNICA DE'VALENCIA

CALCULO DE ESTRUCTURAS L
PROBLEMAS.

Hoja_X__dei.
ESTADO §
Grap = Tmpp = -4 ffa =5 L circudewncia @ Mo oo cince o

?u‘& (.‘\(J O) .

Op= v (Oyp + Ss,0)° o':s (~N-4) =2 e,

= T

1]

[y

1]

=

I

S 0)

] ]
Tension Plana. Deformacion Plana.
Us8

JosiE CASAMOVA CO!.ON.




DEPARTAMENTO DE MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS Y TEORIA DE ESTRUCTURAS
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

CALcULO DE ESTRUCTURAS L. ' 4 3
PROBLEMAS. Hoja de ‘

EJERCICIO N 20

LOS S\GUIEVTES SISACCIol CoORTOL ST PfROPUSISROV wu BL Exahsy
bE RequeTeVCIA DE MATERIALSS KZ" cURSo ING. TEC. oBRAS r’c':s.qu&)
DEL L bE sE&eTichBRE DE 1998

Ejercicio n°® 1: En su configuracién de equilibrio, el tensor de tensiones del cuerpo C queda definido por
las siguientes expresioncs

6, = - 100 +2y -z Ty = 45+ 32 .
o, = 100 + 20x - 3z T, = 45 + 3y
g, = - 100 -8y +z T, = 45 +3x

cn las que las tensiones aparecen en T/m® y las coordenadas en m. Se desea conocer las fuerzas de volumen
quc solicitan al cuerpo.

Ejcrcicio n® 2: La figura Ej2 representa un tetracdro irregular, de
dimensiones infinitesimales, situado en el interior de la regién |

ocupada por cl cuerpo C. Queda definido por las coordenadas de ic
sus vértices, que son
O(xo, Yo» Zo) A(xo +dS, yo, z0)

B(xo, Y013dS, z,) C(xo, Yo, 2o+2dS)

El tcnsor de tensiones en O —por ser infinitesimal, puede
considerarse el mismo en todo el tetracdro— es

(ww)

./’A
20 0 20 i
[Ts] =| 0 0 of MPa Figura Ej2
20 0 -20

Se desea conocer la accién que el resto del cuerpo ejerce sobre el tetracdro OABC a través de la cara ABC.

Ejercicio n® 3: El cuerpo del ejercicio n® 2 esta formado por un material elastico lineal de médulo de
elasticidad 240.000 MPa y coeficiente de Poisson 02. Se pide determinar el tensor de deformaciones en el
punto O del cuerpo, sabiendo que el de tensiones esta definido en el ejercicio anterior.

Ejercicio n° 4: El tensor de deformaciones en el punto A del tetraedro definido en el gjercicio 2 —en un
estado tenso-deformacional que nada tiene que ver con el de los dos cjercicios anteriores— es

1 0 0
[E;] = 104%x{0 -2 4
0 4 8

Se pide calcular: 1) el alargamiento unitario del vector AB, y 2) la distorsién angular entre los vectores AO
y AB.

uss
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_Bishcicyo m° 27|

PRorvesTy SN SL BxaHey DS ReEsUCTSNCIA BT HATeRAs S (2° conso ss

W& . TEC. D& oBMAS PoRUICAS ) DEL 4 be &SBRSRo b 1959

El cuerpo C ocupa, en su posicion inicial, la regién limitada por el cilindro Q
X%Y?=0'04 m? y los planos Z=0 y Z=3'0 m. Esta formado por un material elastico lineal, de

l
~
<
moédulo de elasticidad 62.500 Mpa y médulo de deformacion por cortante 25.000 Mpa. I\

Solicitado por ciertas fuerzas exteriores, sufre unos desplazamientos definidos por las
siguientes relaciones

u = -5x107*YZ - 107°X
v = 5x10*XZ -107°Y
w = -3x107°Z
en las que tanto los desplazamientos como las coordenadas se expresan en metros.

30

En la posicion deformada del cuerpo C, definida por los anteriores desplazamientos,
se desea conocer:

1) El tensor de deformaciones del cuerpo. (0'75 puntos)
2) Su tensor de tensiones. (1'50 puntos)
3) Las fuerzas de volumen que lo solicitan. (0'75 puntos) QR

4) Las fuerzas de superficie que actian sobre su cara Z=3 m. (1'00 punto) X /O\ y
Alresponder a las distintas cuestiones, escriba las ecuaciones que va a utilizar antes de sustituir

en ellas los parametros correspondientes.

—_———

"D DEFOR A clonES — SON  AbIhENSIOVA LES
2u > 2V | _g° ST TR Pt
= — = = = T - g€, = I x
& ox ° Yoy " e,
V2w, 9_"_,) <0 [ a0t S
€XJ=.2—(9Y 5 l(5,<lo 2+5xloz‘)_o
ixz = -‘—(fa_‘!: + QE)— :-‘_ _Sx\o—\’y +O) = —-Z'SKK;‘ -y—
Z\ow " ox) T\
) (2, dw | _ | 5,‘\6\‘ o ) - S xlO.\t_X_'
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PROBLEMAS. . Hoja —_i de _A .
CALCULO DE ESTRUCTURAS I PRIMER EXAMEN PARCIAL.
2° Plan Integral de Estudios de Ingenieria Civil. 1 de Febrero de 1999.

EJdERC\Clp v 22

(Sw cALcuadora)

Enelpunto P(1 m, 1 m, 1 m) del interior de la region ocupada por cierto solido rigido se conoce
el tensor de tensiones, que vale

-7 60
[6] =| 6 2 0| MPa

0 03

Entre todos los vectores tension que pueden imaginarse en P, averigiie cual es el que tiene mayor médulo
y determine la ecuacion del plano sobre el que actua.

— O

E/Q Vk_r,\‘e\ '\:uuy‘\{« PgoQ—t&o 2, .e,Q 3,..._* \c)hia m—Q-\_o. 4& Y«,Qp.uo wauad a I\PY
éuw.c,u\df«- l"““"*“"l"‘b wvﬂ-;roo\au.au-e o Lo %‘W&A p'ulurxr.& Lo et Col

Uv-Qa\. aqu‘vo—QA}o .

Teu-a-\-o*d» Yw‘w\draa&-

-3-A 6 o _
6 2a of = @A)[¥) @) -3¢] < (3-4) [ esA A -3¢]
O O 3')\ = (g —A)[Az"gf\ "SO} = 0O é—Ec. ws&‘,ﬂ)\‘k
3 Nfa
) ~-S3{&+ w0 -51/—?—2—5‘ _ -5=x1§ /-'Oﬂ"’s
PA - 2 - 2 AN

g Nfa

Mv&o\ %odm&o i

(‘4-}\0) n, +6n,=0 3n, +6n =0 ""—‘_'\Z"‘r
(Z-rlo_) =90 v
N3 \43:0
2 R 2
N4 iy +nt= 4 =p nts —nl <4 n = x =
TS 4 ‘ s

oq:}'(i*— —
;—Qw >o-@u;°&gsu‘ > N _%_X-T‘—S,—Y+A=o‘ ‘ ‘
T _ ' v _ _ \
e;n='0—r=ﬂ.-r—4.+r&-—0 - d=-_1 FE_Z GY E-O(
S 6 X -Y -4=0
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CALCULO DE ESTRUCTURAS L. PRIMER EXAMEN PARCIAL.
2° Plan Integral de Estudios de Ingenieria Civil. 1 de Febrero de 1999.

SIERCI\CrO0 M2 3

( SE PUEDE USAR LA CALCULADORA.)
j (25 minutos) _

El cuerpo C ocupa, en su posicidn inicial, la region limitada por el ~
cilindro X>+Y%*=0'04 m? y los planos Z=0 y Z=3'0 m. Est4 formado por un /,></
material elastico lineal, de médulo de elasticidad 62.500 MPa y médulo de W
deformacion por cortante 25.000 MPa.

Solicitado por ciertas fuerzas exteriores, sufre unos desplazamientos
definidos por las siguientes relaciones

u = -5x1074YZ - 107X
v = 5x107*XZ-107%Y
w = -3x107°Z
en las que tanto los desplazamientos como las coordenadas se expresan en metros.

30

Se desea conocer:

1) Elcambio de volumen sufrido porel cuerpo al pasar desde la posi-
cion inicial a la deformada.

2) El cambio de longitud experimentado por la circunferencia Y

_1
X2+Y?=0'04 m?, Z=1 m al pasar desde la posicion inicial a la defor- A
mada. X

3) Lasfuerzas que actian sobre la superficie lateral del cilindro en la
configuracion deformada.

DEFORNACIONES |

2w -S Qv -S ~S
§.- 2% - _\0 € - - -1 . 2W 3«0
Iy J oY & oy

Qv y -

e 3(55 0 ox) g (5% s o
€ e l(Ouw  Bw )\ .1 (-5x6'Y 10): 250" Y
e - l(az‘* QX) (-5<Y +0) < -2sx0™ Y
Col (v Quw) .1 5«6*z+o)=z‘s”<;"z,
9‘2(9.*ay) 2(“

UGB
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El cuerpo objeto de este ejercicio es una
esfera, de centro el origen de coordenadas y radio
1’0 m, formada por un material elastico lineal de
modulo de elasticidad 30. 000 MPa vy coeficiente de
Poisson 0°25.

La figura adjunta representa un tetraedro
elemental, definido en el interior de la esfera. En ella
se indican, en MPa, las componentes de los vectores
tension sobre tres de sus caras.

Las coordenadas de sus vértices son las -
siguientes:
P (X, Yo Zy)
A (X, +4dS, Yy, Z)
B {X,, Y, +3dS, Z,)
C(X,, Y, Zy + 3d%)

Se desea conocer:

2.- La tension tangencial maxima en el punto P.
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Figura C.2

1.- La accion que el resto de la esfera ejerce sobre el tetraedro a través de la cara ABC.

3.- La orientacion del segmento elemental dr = dSn, con origen en P, cuyo alarpamiento
unitario es méximo, asi como el valor de dicho parametro —la orientacién queda definida
por el vecior n—.

4.- El cambio de volumen que experimentara la esfera si el estado tensional en todos sus

puntos fuese el mismo y coincidiera con e} definido en P.
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Cilculo de Estructuras L. Examen de Septiembre.
2° curso, Plan Integral de Estudios de Ingenieria Civil. 3 de Septiembre de 1999

Problema n® 1.

El ensayo triaxial se realiza con un aparato como el
representado esquematicamente en la figura adjunta. Consta de
una prensa cuyos pistones se hallan en el interior de un camarin F (M
que puede llenarse con un liquido a presién. La probeta a ensayar
es un cilindro recto, que se coloca apoyada sobre el piston inferior
por una de sus bases.

Para definir el estado tensional originado por este
mecanismo en el cilindro conviene utilizar un sistema cartesiano ‘1‘

100

con origen de coordenadas en el centro de su base inferior y eje Z
paralelo a su altura. Debido a la simetria, la orientacion de los eje

|

|
[ I I e B By |
gttty

[N
[ I I |
L0

X e Y es irrelevante. 20
En €, el estado tensional definido sobre la probeta por la J_

accién conjunta de la prensa y el liquido queda definido por el

tensor de tensiones (Las cotas estdn en cm. La pieza sefialada con una

M representa el manémetro.)
a+bZ 0 0
[6] = | 0 a+bZ O

0 0 c+dZ

donde q, b, ¢ y d son constantes que dependen de la presion ejercida por la prensa, de la ejercida por el
liquido, y de los pesos especificos del material que forma la probeta y del liquido.

En este problema se pretende estudiar el ensayo triaxial de un cilindro recto de 50 cm de altura y
20 cm de didmetro de la base, formado por un material elastico lineal. Para realizarlo se utiliza un aparato
como el descrito, en el cual el piston inferior es fijo y la presion del liquido se mide con un mandémetro
situado 100 cm por encima de la cara superior de éste —véase figura—. En la situacion que se quiere
analizar se han medido los siguientes valores:

— presion en la cara superior de la probeta 1’99 MPa,

— presion del liquido medida por el manémetro 0’25 MPa,

— cambio de volumen experimentado por la probeta  62°83cm? (4%o del volumen inicial).
Otros datos conocidos, necesarios para determinar el estado tensional, tienen los siguientes valores:

— peso especifico del material que forma la probeta 20 kKN/m?,

- peso especifico del liquido 10 KN/m®,

Con todo ello, se pide averiguar:

1.- las constantes a, b, ¢ y d que definen el tensor de tensiones en la probeta, indicando las
unidades de cada una de ellas —opere de modo que las tensiones resulten en megapascales
considerando la coordenada Z en metros—, y

2.- el médulo de deformacién volumétrica del material que la forma.

Tiempo: 45 min.
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Capitulo 2

La Viga Aislada






Estatica de vigas
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La escalera exterior que da acceso a un hotel, representada en la figura, esta formada por dos vigas
metalicas IPE-220 sobre las que se han soldado unas pletinas dobladas en angulo recto para permitir el apoyo
horizontal de los peldafios, que son bloques de piedra artificial de 7x33x230 cm. La barandilla, que se ancla a ellos,
esta formada por montantes metalicos de tubo de 50 mm de diametro exterior y de 5 mm de espésor de pared, a
razon de uno por escalon, un pasamanos de madera de 7x10 cm de seccién transversal y cuatro redondos metalicos
16 —es decir, de 16 mm de diametro, paralelos a este. La longitud de los montantes es de 83 cm, para que la
altura de la barandilla sea de 90 cm sobre la cara superior del escalén en el centro de este. Las dos vigas IPE-220,
cuya seccion transversal aparece representada en la esquina superior derecha del dibujo, estan separadas 200 cm.

El peso especifico de la piedra que forma los escalones es de 23 kN/m?, el de la madera del pasamanos, de
5'2 kN/m’ y el del acero 77 KN/m®. De acuerdo con el Eurocodigo 1, las zonas de acceso a edificios de uso piiblido
deben proyectarse para que soporten una sobrecarga de uso de 5 kN/m?, extendida a la parte de su superficie en
que su actuacion sea desfavorable, y una puntual de 4 kN, aplicada en el punto pésimo de la superficie, que no
actia simultaneamente con la anterior. Ademas, se considerara una fuerza horizontal, perpendicular a la barandilla,
de 1'5 KN/m, aplicada en el pasamanos, para simular el efecto de una multitud apoyada sobre ella.

Se pide:

1) Indicar si cada uno de los escalones puede calcularse como una viga de Navier-Bernouilli, y, en caso
afirmativo, determinar las fuerzas generalizadas y las leyes de esfuerzos sobre uno de ellos, en las hipotesis de carga
que originan los maximos momentos flectores positivos y negativos.

2) Determinar las fuerzas generalizadas —incluyendo las que representan los momentos repartidos que
suelen despreciarse— sobre las viags IPE-220, aceptando que el peso de los escalones y de lo que gravite sobre ellos
puede representarse mediante fuerzas repartidas sobre los IPE —en rigor, serian fuerzas puntuales en los apoyos

11 a1
R ) oot
Jost CASANOVA COLON.
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de las pletinas que sustentan los peldafios—.

3) Suponiendo que la escalera tiene 15 peldafios, y que los IPE-220 est4n articulados en su punto mas bajo,
y simplemente apoyados en el mas alto, de modo que se impide su desplazamiento horizontal, determinar las leyes
de esfuerzos sobre ellos, considerando todas las fuerzas generalizadas, incluso las m, y m,. —La forma de
sustentacién descrita se ha escogido para que el gjercicio resulte sencillo, pero no es la mas razonable en una
escalera de este tipo.—

4) Repetir el apartado anterior, pero prescindiendo de las fuerzas generalizadas m, y m,. Comparar los
resultados con los del punto anterior, comprobando que la influencia de esta fuerzas es insignificante.
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Ejercicion®3 Y

La figura adjunta, acotada en centimetros, representa la seccion transversal de
una viga. Esta sometida a la siguiente solicitacion:

N=-258 kN
M, = 624 kN'm
M, = 6’94 KN'm

En ella se pide:

Determinar la fibra neutra y representarla sobre un croquis de la
seccion, acotando los puntos de corte con los ejes.

Determinar los puntos P y Q donde se alcanzan las tensiones normales
maxima y minima, respectivamente, y los valores de estas.

Dibujar un esquema de la distribucion de tensiones normales en la
seccion.

Determinar y dibujar el nucleo central.

80

il

NOTA: Considérese las caracteristicas mecanicas de la seccion con una precision de tres cifras significativas.
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