UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

Departamento de Ingenieria Mecanica y de Materiales

TESIS DOCTORAL

Contribucién al modelado acustico
de la linea de escape en motores de combustion.

Aplicacion a silenciadores y catalizadores.

Presentada por: D. Antoine Antebas

Dirigida por: Dr. D. Francisco David Denia Guzman
Dr. D. F. Javier Fuenmayor Fernandez

Valencia, Junio de 2010






TESIS DOCTORAL

Contribucién al modelado actustico
de la linea de escape en motores de combustion.

Aplicacion a silenciadores y catalizadores.

que para la obtencién

del grado de

Doctor Ingeniero Industrial

presenta

D. Antoine Antebas

en el
Departamento de Ingenieria Mecanica y de Materiales

de la Universidad Politécnica de Valencia

Dirigida por

Dr. D. Francisco David Denia Guzman
Dr. D. F. Javier Fuenmayor Fernandez

Valencia, Junio de 2010






TESIS DOCTORAL

Contribucion al modelado actstico
de la linea de escape en motores de combustion.

Aplicacién a silenciadores y catalizadores.

Presentada por: D. Antoine Antebas

Dirigida por: Dr. D. Francisco David Denia Guzman
Dr. D. F. Javier Fuenmayor Fernandez

TRIBUNAL CALIFICADOR

PreESIDENTE: Dr. D. Vicente Mata Amela

VOCALES: Dr. D. Ramon Capdevila Pages
Dr. D. Antonio Pérez Gonzalez
Dr. D. Fernando Viadero Rueda

SECRETARIO: Dr. D. Luis Baeza Gonzalez

En Valencia, a 4 de Junio de 2010.






Esta Tesis Doctoral ha sido posible gracias al apoyo del Ministerio de
Ciencia e Innovacion y la cofinanciacién de FEDER (proyecto DP12007-
62635).

= = F  Gosierno MINISTERIO
DE ESPANA DE CIENCIA
E INNOVACION
UNION EUROPEA

Equipamiento cofinanciado
por el Fondo Europeo de
Desarrollo Regional

“Una manera de hacer Europa”






Resumen

Esta Tesis se centra en el desarrollo e implementacion de métodos eficaces para el
diseno y modelado actstico de la linea de escape de motores de combustién, y en con-
creto, de dos de sus componentes méas relevantes desde el punto de vista de control
de emisiones sonoras, como son los silenciadores y los catalizadores.

Por ello, se realiza una revisiéon bibliografica de los modelos unidimensionales y la
representaciéon matricial asociada. También se lleva a cabo una revisién de la lite-
ratura existente en cuanto a la caracterizacién de elementos perforados, materiales
absorbentes y monolitos. Las limitaciones y deficiencias encontradas en los mode-
los de onda plana evidencian la necesidad de disponer de herramientas de modelado
multidimensional, vélidas a altas frecuencias y para geometrias de silenciadores y ca-
talizadores sin dimensiones predominantes.

Se aplica el método de elementos finitos a la resolucién de la ecuaciéon de ondas
convectiva, mediante la formulacién en presién, en el interior de silenciadores con
material absorbente. Se estudia detalladamente el acoplamiento entre subdominios
conectados mediante elementos perforados en el interior del silenciador. También se
analiza el efecto del flujo medio en la impedancia acustica, prestando especial atencién
a las diferentes condiciones a satisfacer por el campo actstico. Por ello, se aplican las
condiciones de continuidad de velocidad y desplazamiento y se comparan los resulta-
dos proporcionados por ambas con medidas experimentales.

La capacidad que posee el método de elementos finitos para abordar geometrias ar-
bitrarias es el motivo por el que también se aplica dicho método en el modelado
acustico de catalizadores comerciales de automocion. Para el modelado acustico del
catalizador se recurre a dos metodologias: (1) el modelo 3D conductos/3D monolito,
utilizado en la bibliografia, en el que la aplicacién del método de elementos finitos
implica el célculo del campo actstico tridimensional en el catalizador completo, y (2)
el modelo 3D conductos/1D monolito, propuesto en la Tesis, en el que se sustituye el
monolito por una matriz de transferencia que asume una propagacién unidimensional
en su interior. Se comparan los resultados obtenidos mediante ambas metodologias
con medidas experimentales, mostrando que la técnica propuesta da lugar a predic-
ciones mas ajustadas a la experimentacion. Posteriormente, se extiende el modelo 3D
conductos/1D monolito para incluir catalizadores con presencia de flujo medio en los
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capilares.

En respuesta al alto coste computacional asociado al método de elementos finitos se
desarrollan herramientas analiticas tridimensionales de modelado mediante el método
de ajuste modal. El desarrollo de dichas herramientas se basa en el tratamiento analiti-
co modal de la ecuaciéon de ondas en conductos rectangulares, circulares y conicos. Se
aplica el método de ajuste modal al modelado actstico tridimensional de silenciadores
diversos, reactivos y disipativos, con vistas a estudiar su comportamiento actstico.
Se analiza detalladamente el efecto de algunos pardametros significativos, tales como
la posicién de los conductos, la resistividad del material absorbente y la porosidad de
los elementos perforados en la atenuacién acustica.

El método de ajuste modal se extiende al caso de catalizadores con geometrias re-
levantes pero que no han sido estudiadas en la bibliografia desde un punto de vista
analitico tridimensional, como es el caso de catalizadores circulares y con conductos
conicos. Para el modelado de ambas geometrias se aplican las técnicas 3D conduc-
tos/3D monolito y 3D conductos/1D monolito. Se estudia en detalle el efecto de la
resistividad del monolito y su porosidad en la atenuacién acustica.

Palabras clave: silenciadores, catalizadores, material absorbente, elementos perfo-
rados, monolito, elementos finitos, técnica de ajuste modal, medida experimental.



Resum

Esta Tesi se centra en el desenvolupament i implementacié de metodes eficacos per
al disseny i modelatge actistic de la linia d’escapament de motors de combustio, i en
concret, de dos dels seus components més rellevants des del punt de vista de control
d’emissions sonores, com sén els silenciadors i els catalitzadors.

Per aix0, es realitza una revisié bibliografica dels models unidimensionals i la repre-
sentacié matricial associada. També es du a terme una revisié de la literatura existent
referent a la caracteritzacié d’elements perforats, materials absorbents i monolits. Les
limitacions i deficiencies trobades en els models d’onda plana evidencien la necessitat
de disposar de ferramentes de modelatge multidimensional, valides a altes freqiiencies
i per a geometries de silenciadors i catalitzadors sense dimensions predominants.

S’aplica el metode d’elements finits a la resolucié de I'equacié d’ones convectiva, per
mitja de la formulacié en pressid, en Uinterior de silenciadors amb material absor-
bent. S’estudia detalladament ’acoplament entre subdominis connectats per mitja
d’elements perforats a 'interior del silenciador. També s’analitza 'efecte del flux mig
en la impedancia acustica, prestant especial atencié a les diferents condicions a sa-
tisfer pel camp acustic. Per aixo, s’apliquen les condicions de continuitat de velocitat
i desplacament i es comparen els resultats proporcionats per ambdds amb mesures
experimentals.

La capacitat que posseix el meétode d’elements finits per a abordar geometries ar-
bitraries és el motiu pel qual també s’aplica aquest metode al modelatge actstic de
catalitzadors comercials d’automocid. Per al modelatge acustic del catalitzador es fa
us de dues metodologies: (1) el model 3D conductes/3D monolit, utilitzat en la bi-
bliografia, en el que el metode d’elements finits implica el calcul del camp acustic
tridimensional al catalitzador complet, i (2) el model 3D conductes/1D monolit, pro-
posat en la Tesi, en el que se substituix el monolit per una matriu de transferéncia
que assumeix una propagacié unidimensional al seu interior. Es comparen els resul-
tats obtinguts pels dos models amb mesures experimentals, i es mostra que la tecnica
proposta déna lloc a prediccions més ajustades a l'experimentacié. Posteriorment,
s’estén el model 3D conductes/1D monolit per a incloure catalitzadors amb preseéncia
de flux mig en els capil-lars.

IIT



v

En resposta a ’alt cost computacional associat al metode d’elements finits es desen-
volupen ferramentes analitiques tridimensionals de modelatge mitjancant el metode
d’ajust modal. El desenvolupament de ferramentes es basa en el tractament analitic
modal de l'equacié d’ones en conductes rectangulars, circulars i conics. S’aplica el
metode d’ajust modal al modelatge acustic tridimensional de silenciadors diversos,
reactius 1 disipatius, per tal d’estudiar el seu comportament acustic. S’analitza de-
talladament l'efecte d’alguns parametres significatius, com ara la posicié dels con-
ductes, la resistivitat del material absorbent i la porositat dels elements perforats en
I’atenuacié acustica.

El metode d’ajust modal s’estén al cas de catalitzadors amb geometries rellevants
pero que no han sigut estudiades en la bibliografia des d’un punt de vista analitic
tridimensional, com és el cas de catalitzadors circulars i amb conductes conics. Per al
modelatge d’ambdds geometries s’apliquen les tecniques 3D conductes/3D monolit i
3D conductes/1D mondlit. S’estudia en detall I'efecte de la resistivitat del monolit i
la seua porositat en ’atenuacio actstica.

Paraules clau: silenciadors, catalitzadors, material absorbent, elements perforats,
monolit, elements finits, tecnica d’ajust modal, mesura experimental.



Abstract

This thesis is focused on the development and implementation of effective methods for
the acoustic design and modelling of the exhaust line of internal combustion engines,
and specifically for two relevant components, from the standpoint of noise control,
such as mufflers and catalytic converters.

Therefore, a literature review of the one-dimensional models and their associated ma-
trizant approach has been performed. Also a review of the existing literature regarding
the characterization of perforated elements, absorbent materials and monoliths has
been carried out. The limitations and deficiencies of the plane wave models show the
need of multidimensional modelling tools, which are valid for high frequencies and
more general muffler and catalytic converter geometries.

The finite element method is applied to solve the convective wave equation in dis-
sipative silencers using the pressure formulation. The coupling between connected
subdomains by means of perforated elements inside the muffler is studied in detail. In
addition, the effect of the mean flow on the acoustic impedance is analyzed, paying
particular attention to different perforate boundary conditions. The continuity condi-
tions of velocity and displacement are applied, and the obtained results are compared
with experimental results.

The finite element method has the capacity to deal with arbitrary geometries, and
for this reason it has been applied to the acoustic modelling of automotive catalysts.
Two different modelling techniques are considered: (1) First, the procedure described
in previous works, 3D ducts/3D monolith, in which the finite element method leads
to the calculation of the three-dimensional acoustic field inside the complete catalytic
converter; (2) On the other hand, the proposed technique in the Thesis, 3D ducts/1D
monolith, in which the monolith is replaced by a plane wave transfer matrix, that is,
only one-dimensional acoustic behaviour is allowed within the capillary ducts. The
results provided by both approaches are compared with experimental measurements,
showing that the latter technique exhibits a better agreement. The proposed model,
3D ducts/1D monolith, is extended to include the presence of mean flow in the capi-
llaries.

In response to the high computational effort associated with the finite element met-
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hod, three-dimensional analytical tools have been developed using the mode-matching
method. The development of such analytical techniques takes into account the modal
solution of the wave equation in ducts with rectangular, circular and conical geo-
metry. The mode-matching method has been applied to the multidimensional acoustic
modelling of diverse silencers (reactive and dissipative configurations), to study their
acoustic behaviour. The effect of some significant parameters, such as the relative
position of the ducts, the resistivity of the absorbent material and the porosity of the
perforated elements on the acoustic attenuation has been studied in detail.

The mode-matching method has been extended to include the case of catalysts with re-
levant geometries, that have not been studied in the literature from a three-dimensional
analytical point of view, such as the case of circular catalysts and catalysts with co-
nical ducts. For the modelling of both geometries, 3D ducts/3D monolith and 3D
ducts/1D monolith techniques have been applied. In addition, the effect of several
parameters on the acoustic behaviour of the catalyst is investigated.

Keywords: mufflers, catalytic converters, absorbent material, perforated elements,
monolith, finite elements, mode-matching method, experimental measurement.
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Nomenclatura

En cada uno de los capitulos se explica el significado de las variables utilizadas. No
obstante, para facilitar la comprensién del texto se presenta a continuacién una des-
cripcion de las convenciones utilizadas en el desarrollo de esta Tesis.

Los simbolos matematicos se expresan en letra italica para diferenciarlos claramen-
te del resto del texto. Como excepcion, se tienen las funciones matematicas, algunos
simbolos especiales y los niimeros. Las matrices se denotan con corchetes y los vectores
por medio de llaves.
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Capitulo 1

Introduccion

Resumen del capitulo:

En este capitulo se presenta la problemdtica asociada al ruido emitido por el funcio-
namiento de los motores de combustion interna alternativos. Se justifica el desarrollo
de herramientas eficaces que permitan el modelado y cdlculo de la atenuacion aciustica
de silenciadores y catalizadores. Se expone el dmbito y alcance de la Tesis, asi como
la estructura utilizada para la consecucion de los objetivos de ésta.






1.1. MOTIVACION 3

1.1. Motivacion y antecedentes

La generacién de ruido en el escape es una caracteristica no deseada, pero inevitable
de los motores de combustién interna alternativos. Durante mucho tiempo, el tinico
requisito impuesto a los sistemas de escape ha sido que fueran capaces de mantener
los niveles de ruido emitido por debajo de ciertos limites. De hecho, éste es el criterio
de homologacion actualmente vigente. Méds recientemente, se ha comenzado a tener en
cuenta, por parte de los fabricantes, no solamente estos niveles limite, sino también el
concepto de calidad sonora, esto es, la valoracién mas subjetiva que hace un usuario
y que le permite identificar el cardcter que se le ha querido dar al vehiculo (deportivo,
de representacion, familiar, etc.), o a su fabricante.

Esta nueva vertiente estda condicionando un cambio en la estrategia de reduccion
del ruido de escape. El nivel y las caracteristicas en frecuencia del ruido emitido a la
atmosfera en la salida del sistema de escape dependen en gran medida del comporta-
miento actstico integral de la linea de escape, dentro de la cual dos componentes de
especial relevancia son los silenciadores y los catalizadores.

El punto de partida del modelado y andlisis acustico de la linea de escape debe
iniciarse en el estudio del comportamiento individual de sus componentes. Sin duda,
los elementos mas importantes desde el punto de vista de atenuacion actstica en la
linea de escape son los silenciadores y su comportamiento ha recibido mucha atencion
@, @7 @, @, @] Como mejora notable respecto a los modelos unidimensionales
de silenciador iniciales @], en los dltimos anos se ha dedicado una intensa labor in-
vestigadora a su caracterizacién acustica tridimensional @, ] Las metodologias
asociadas se basan en el establecimiento de las ecuaciones multidimensionales de com-
portamiento acustico del aire y de otros materiales existentes en sus correspondientes
dominios y en la compatibilizaciéon de la solucién en el contorno de la interfase. Las
condiciones de contorno necesarias para conectar ambas soluciones dependen de la
existencia o no de elemento perforado en la interfase y de la presencia de flujo me-
dio @] Estas metodologias pueden dividirse en dos grandes grupos: las basadas en
métodos numéricos de tipo convencional, tales como el método de elementos de con-
torno M] y el de elementos finitos @, @7 m], y las de tipo analitico. El método
de elementos de contorno presenta algunas ventajas computacionales pero es dificil
incorporar el efecto convectivo debido al flujo medio. El método de elementos finitos
es méas versatil cuando existe flujo medio, ademéas es un método que tiene la capaci-
dad de modelar silenciadores con geometrias complejas y por ello estd mas extendida
su utilizacion en el ambito del estudio de silenciadores desde sus inicios @7 m] El
efecto convectivo producido por el flujo medio, supuesto éste potencial, fue estudiado
por Peat @] Utilizando el método de elementos finitos se pudo incorporar el efecto
local de placas perforadas, introducido mediante una impedancia, en presencia de flu-
jo normal ﬂa] Simultaneamente, Kagawa et al. ﬂﬂ] y Craggs @} utilizaron un modelo
localmente reactivo, es decir, una impedancia equivalente en el contorno, junto con la
superficie exterior. Mas tarde algunos autores como Astley y Cummings ﬂﬁ], utilizaron
el modelo de material absorbente volumétrico de Delany y Bazley @}, imponiendo la
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continuidad de presiones y desplazamientos normales en la interfase. Posteriormente,
Peat y Rathi @] utilizaron el modelo volumétrico para el material absorbente junto
con el método de los elementos finitos para describir el comportamiento actistico de
un resonador concéntrico en presencia de flujo medio.

El uso de metodologias basadas en expansiones modales multidimensionales en el
diseno de silenciadores ha alcanzado un amplio nivel de aplicacién en las ultimas
décadas. De las multiples posibilidades existentes HE], el método mas empleado en
silenciadores es el método de ajuste modal. Este método consiste basicamente en
aplicar a las expansiones modales de presion y velocidad una metodologia de residuos
ponderados en cada una de las discontinuidades de seccién con funciones de peso
iguales a los propios modos. Uno de los pioneros en el uso de este método aplicado
al analisis acustico de silenciadores fue Karal ﬂﬁ] que lo utilizé para estudiar una
discontinuidad de seccién. De los autores que mas extensivamente han hecho uso de
este método puede destacarse al profesor Selamet, que ha estudiado en las ultimas

décadas diversas geometrias de complejidad creciente @, , ]

La existencia del catalizador implica una influencia no despreciable en el compor-
tamiento acustico de la linea de escape completa. En los tltimos anos, diversos inves-
tigadores han llevado a cabo el modelado actstico de catalizadores de automocion. En
primer lugar, dicho modelado requiere el conocimiento de los fenémenos de propaga-
cién de ondas en los capilares que constituyen el monolito. Kirchhoff ﬂ@] investigé la
propagacion de ondas en los capilares teniendo en cuenta el papel que juega la visco-
sidad y la transferencia de calor. A partir de dicho modelo, Zwikker y Kosten ﬂ@}
obtuvieron soluciones exactas para conductos de seccién transversal circular. En la
practica los capilares de seccién transversal cuadrada y rectangular presentan mayor
interés, y se consideran en el trabajo de Stinson ] y de Roh et al. @] Con
la presencia de flujo medio en los capilares, el modelado acistico del monolito es
considerablemente mas complicado. Dokumaci @] desarrollé una solucién analitica
simplificada para la propagacién de ondas en capilares circulares en presencia de flujo
medio. En otro trabajo, el mismo autor extendié la solucién previa para incluir el
caso de capilares de seccién transversal rectangular @] En segundo lugar es nece-
saria la obtenciéon de modelos de acoplamiento entre el monolito y los conductos de
entrada y salida del catalizador. Si bien una posibilidad es utilizar los modelos de
onda plana para dichos conductos @7 @], se puede conseguir una mayor precision
mediante la aplicacién de modelos multidimensionales ﬂﬁé] Debe tenerse en cuen-
ta que en geometrias de catalizadores comerciales y para frecuencias suficientemente
altas, el campo actstico real en las regiones de entrada y salida es tridimensional,
con lo cual las predicciones obtenidas mediante los modelos de onda plana pueden
presentar un error considerable. Otro aspecto muy importante esta relacionado con el
hecho de que la solucién del campo acustico en el interior del monolito es basicamente
unidimensional, algo que contradice la consideracién de la propagacién de modos de
alto orden en los capilares que integran el monolito }
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1.2. Objetivos

El objetivo ultimo de la Tesis es la elaboracién de métodos eficaces para el diseno y
modelado actustico de dos de los componentes mas relevantes de la linea de escape de
los motores de combustion interna alternativos como son los silenciadores y los cata-
lizadores. Para conseguir este objetivo final se plantea la obtencién de los siguientes
objetivos parciales:

= Desarrollo e implementacién de modelos de elementos finitos que permitan la
simulacion tridimensional del comportamiento actstico de silenciadores en con-
diciones generales (presencia de flujo medio, superficies perforadas, material
absorbente, etc).

= Estudio detallado del efecto del flujo medio en la impedancia actstica de su-
perficies perforadas, prestando especial atencién a las diferentes condiciones a
satisfacer por el campo acustico. Actualmente no existe consenso respecto a la
condicién cinemdtica mds adecuada (continuidad de velocidad/desplazamiento).

= Desarrollo e implementacién de modelos de elementos finitos para el modelado
tridimensional del comportamiento acustico de catalizadores. Un objetivo fun-
damental consiste en reproducir de manera fiable la propagacién acustica en el
monolito, para lo cual se plantearan dos alternativas: en la primera se susti-
tuira el monolito por material absorbente equivalente desde un punto de vista
acustico, mientras que en la segunda se asumira propagaciéon unidimensional en
los capilares. Los resultados proporcionados por ambos modelos se compararan
con resultados experimentales para una configuracién de catalizador comercial.

= Desarrollo de modelos analiticos de comportamiento actustico de silenciadores
basados en el método de ajuste modal, de gran precisiéon y bajo coste compu-
tacional. Estos modelos seran validados mediante resultados de elementos finitos
para silenciadores de diversas geometrias en presencia de materiales absorben-
tes y elementos perforados. Estas herramientas se aplicaran al estudio del efecto
que producen las variaciones geométricas y la presencia de componentes per-
forados y material absorbente en el comportamiento de los diferentes tipos de
silenciadores.

= Desarrollo e implementaciéon de modelos actusticos analiticos de catalizadores de
automocion para geometrias relevantes (pero que apenas han sido estudiadas en
la literatura) como el caso de los catalizadores circulares y con conductos cénicos.
Estas herramientas analiticas de simulacién se validaran mediante calculos de
elementos finitos, y se aplicardn al estudio paramétrico del efecto que tiene la
porosidad del monolito y su resistividad en el comportamiento actstico de los
catalizadores.
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1.3. Organizacién y desarrollo de la Tesis

La memoria de la Tesis estd organizada en torno a tres niicleos principales: (1) mode-
los de onda plana y caracterizacién de materiales; (2) modelos numéricos de elementos
finitos y (3) técnicas analiticas basadas en el método de ajuste modal. La estructura-
cion se lleva a cabo mediante siete capitulos.

En el capitulo [ se describen los objetivos planteados y la organizacién de la Te-
sis.

En el capitulo[2 se presentan los fundamentos de la teoria actstica aplicada a conduc-
tos, capilares, silenciadores y catalizadores, haciendo especial énfasis en los modelos
tradicionales de onda plana y la representacion matricial asociada. En este capitulo
se define gran parte de la nomenclatura utilizada a lo largo de la Tesis. Se describen
las caracteristicas geométricas bésicas de las tipologias de silenciador més comunes en
la préactica como son las expansiones y contracciones, los conductos extendidos y las
superficies perforadas. También se introducen las ecuaciones bésicas que caracterizan
la propagacion de ondas en medios diferentes del aire. Ademds se aborda la cuantifi-
cacion de la atenuacion sonora mediante el indice de pérdidas por transmisién TL. Se
detallan las féormulas asociadas a los procesos de transferencia de ondas en las zonas
de interfase entre el monolito y los conductos de entrada y salida en presencia de flujo
medio. Finalmente se aplican los modelos expuestos a casos concretos de silenciadores
y catalizadores.

En el capitulo Bl se lleva a cabo la aplicacién del método de los elementos finitos
a la ecuacion de ondas convectiva, que incluye la presencia de flujo medio. Se justifica
la necesidad de disponer de modelos multidimensionales de comportamiento debido
a las limitaciones que presentan los modelos tradicionales de onda plana a medida
que se analizan frecuencias mas altas y geometrias sin dimensiones predominantes. Se
presta especial atencién al tratamiento de subdominios acoplados mediante elementos
perforados, estudiando detalladamente el efecto que tiene el flujo medio en la impe-
dancia acistica de superficies perforadas. Se consideran dos condiciones a satisfacer
por el campo actistico, continuidad de velocidad y continuidad de desplazamiento, y
se comparan los resultados obtenidos mediante la aplicacién de ambas condiciones
con resultados experimentales. Finalmente el método de elementos finitos se aplica a
la prediccién de la atenuacion acustica en silenciadores concretos con el fin de demos-
trar las importantes discrepancias en comparaciéon con los modelos unidimensionales,
asi como para disponer de una herramienta para validar los modelos analiticos desa-
rrollados en el capitulo

El capitulo H estd dedicado al modelado del comportamiento actstico de cataliza-
dores de automocién mediante el método de los elementos finitos. La razén por la
que se ha optado por utilizar el modelado mediante dicho método es su capacidad de
abordar geometrias complejas, como los catalizadores comerciales. Para modelar el
monolito se utilizan dos metodologias: (1) la técnica utilizada cominmente en la bi-
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bliografia, en la que el monolito se comporta como un material absorbente equivalente
de tipo fibroso y que se denotard aqui como 3D conductos/3D monolito. En este caso
el modelo de elementos finitos implica el cdlculo del campo actstico tridimensional
en todo el dominio del catalizador; (2) la técnica propuesta en la Tesis, en la que
se sustituye el monolito por una matriz de transferencia, denominada aqui como 3D
conductos/1D monolito. De esta manera, la solucién del campo acustico solamente
puede ser tridimensional en los conductos de entrada y salida pero se fuerza su uni-
dimensionalidad en el monolito. Los resultados obtenidos mediante ambas técnicas se
comparan con resultados experimentales. Finalmente se extiende el modelo basado en
elementos finitos para el modelado de catalizadores en presencia de flujo medio.

En el capituloBlse presenta el tratamiento analitico modal de la ecuacién de ondas en
conductos. Se consideran geometrias con seccién transversal de tipo rectangular y cir-
cular, y ademas se considera el caso de conductos cénicos. Posteriormente se presenta
la aplicacién del método de ajuste modal al modelado analitico tridimensional del
comportamiento acustico de silenciadores reactivos y disipativos. Se presta especial
atencion a configuraciones novedosas, ttiles comercialmente, pero no tratadas en la
literatura, como la camara con doble salida opuesta y la cAmara reversa con material
absorbente y placa perforada, silenciador que combina aspectos reactivos asociados
a resonancias y posicionado de conductos con fenémenos disipativos asociados a la
presencia del material absorbente.

El capitulo [0 estd dedicado al modelado acistico tridimensional de catalizadores
mediante el método de ajuste modal. Se presenta la aplicaciéon de dicha técnica a
catalizadores de geometrias relevantes pero no analizadas en la literatura, como los
catalizadores circulares y con conductos conicos. Se consideran, para cada geometria,
las dos técnicas de modelado presentadas en el capitulo@ 3D conductos/3D monolito
y 3D conductos/1D monolito. Asi, se dispone de una herramienta de modelado de
gran precision cuyo coste computacional es inferior al asociado a métodos numéricos
como elementos finitos. Finalmente se estudia la influencia de dos pardmetros impor-
tantes como son la porosidad y resistividad del monolito en la atenuacion actstica.

En el capitulo [ se recogen las conclusiones del trabajo realizado y se indican las
posibles lineas de investigacién futuras.






Capitulo 2

Modelos de onda plana y
caracterizacion de materiales

Resumen del capitulo:

En este capitulo se presentan las ecuaciones que gobiernan la propagacion del sonido
y los aspectos fundamentales de la teoria acistica aplicada a conductos, silenciado-
res y catalizadores, haciendo especial énfasis en los modelos tradicionales de onda
plana y la representacion matricial asociada, que se concreta para ciertos elementos
relevantes como tubos de seccion uniforme y variable, expansiones, contracciones y
conductos extendidos. Se lleva a cabo una revision de la literatura existente en cuan-
to a la caracterizacion de elementos perforados, materiales absorbentes y monolitos
comunmente utilizados en aplicaciones prdcticas. Se hace una descripcion de las ti-
pologias de silenciadores mds habituales en los sistemas de escape y se indican sus
caracteristicas basicas. Asimismo se presenta la definicion de los indices de atenua-
cion sonora utilizados para evaluar su comportamiento acustico. Posteriormente se
aborda la cuantificacion de la atenuacion de ruido en configuraciones de interés, tan-
to en casos de silenciadores puramente reactivos y resonantes como en geomelrias
disipativas y catalizadores. El capitulo concluye con la exposicion de una serie de
limitaciones inherentes a los modelos de onda plana, que justifica el desarrollo de
técnicas de modelado mds precisas.
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2.1. Introduccion

Los fenémenos fisicos asociados a la propagacion de ondas sonoras pueden ser descri-
tos mediante las oportunas ecuaciones matematicas ﬂ;’z__l', @7 @] Dichas ecuaciones
son mas o menos complejas en funcién del nimero de hipétesis simplificativas teni-
das en cuenta cuando se realiza su deduccion. Las hipdtesis simplificativas deben estar
siempre justificadas mediante las comprobaciones y verificaciones experimentales ade-
cuadas y su funcién bésica es reducir la complejidad de dichas ecuaciones con el fin de
facilitar la obtencién de la solucién. En esta seccién se muestra cudles son las expre-
siones matemaéticas de tales ecuaciones, que en definitiva no son mas que relaciones
que definen el comportamiento en el tiempo (o la frecuencia) y en el espacio de la
presion, la velocidad, la densidad o cualquier otra variable del problema acistico que
se quiera considerar.

Una vez definidas las ecuaciones de interés, como por ejemplo la ecuaciéon de on-
das, su solucién puede llevarse a cabo bien de forma analitica M], bien de forma
numeérica @} La desventaja basica de las soluciones analiticas radica en el hecho de
que solo se pueden obtener en ciertos casos, fundamentalmente con geometrias rela-
tivamente simples de tipo rectangular, circular y cénico (que por otro lado son muy
utilizadas en la préctica), lo cual limita su generalizacién. Por el contrario, tienen la
ventaja de admitir un tratamiento matematico relativamente sencillo, de necesitar un
tiempo de calculo mucho menor y de permitir extraer conclusiones ttiles en el diseno
de silenciadores y catalizadores. Ademads, mediante modelos sencillos en los que la
solucién analitica es vélida, es posible definir estrategias de mejora de otras técnicas
més generales, tales como el método de los elementos finitos.

A continuacién se muestran algunos modelos fisicos aplicables al célculo actstico
de silenciadores. En primer lugar se consideran las ecuaciones generales de compor-
tamiento, para pasar posteriormente a realizar las simplificaciones oportunas en la
seccion 221

2.1.1. Modelos aplicables al calculo aciistico

Se pueden considerar distintos modelos para el estudio de la atenuacién actstica en
silenciadores ﬂﬂ, @] El primero que se presenta aqui es el modelo fluidodindmico
no lineal, de cardcter general, y el segundo el modelo acustico lineal, que es el que
se considera a lo largo de esta Tesis. El modelo fluidodindamico no se utiliza en este
trabajo y aqui sélo se comentaran algunas de sus caracteristicas mas importantes. La
eleccion entre uno y otro se comprende facilmente a partir de las caracteristicas de
ambos, que se exponen a continuacion.

1. Modelo dinamico

La resoluciéon de un problema fluidodindmico general requiere la consideracion si-
multdnea de tres ecuaciones:
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= FEcuacién de continuidad.
= Ecuacién de equilibrio dindmico.
= Ecuacién de la energia.

Ademis, es necesaria la inclusién de una ecuacion de estado, una ecuacion de energia
interna y una ecuacién de viscosidad. Finalmente se dispone de las relaciones ade-
cuadas entre velocidad del fluido, presién, temperatura, densidad, energia interna y
viscosidad.

Para la ecuacion de continuidad, resulta @]

ap 0 0 0
— — p— 2.1
8t+8:v( )+ay(pv)+az(pw) 0 (2.1)
o bien de forma vectorial: 5
8’; + VT (i) = 0 (2.2)

siendo u, v y w las componentes de la velocidad « en x, y y z, respectivamente, p la
densidad, t el tiempo y VT = {i9/0z j /0y kd/dz}. La ecuacién () se cumple
para cualquier fluido que satisface la hipétesis del continuo.

Para la ecuacién de equilibrio dindmico, en un fluido Newtoniano se tiene @],

pe = pB; - ?*aax(%gu (<_§“> VTﬁ> (2.3)
o (G a) o (0 (5 5))
pay—PBy‘gp+(9a< <C zu) VTﬁ) (2:4)
(2 )Y 2 ()
pazszngr( <42“) ) (2.5)

3
o (L (ow o\, 0 [ (0w
ox " or 0z Qy " dy 0z

donde pB,, pBy y pB. son fuerzas volumétricas, u corresponde a la viscosidad dindmi-
ca y C es el segundo coeficiente de viscosidad, de valor cero para gases monoatémicos.
Las aceleraciones en los ejes x, y y z son, respectivamente a, = Du/Dt, a,, = Dv/Dt
y a, = Dw/Dt , siendo D/Dt la derivada total o material, definida como
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D 9 0 0
E—&+u%+v—y+w— (2.6)

En el caso de flujos no isotermos en los que la viscosidad depende de la temperatura,
las ecuaciones de continuidad y equilibrio dindmico estan acopladas con la ecuacion
de la energia, y todas las ecuaciones deben ser resueltas simultaneamente. De forma
general, la ecuacién de la energia puede escribirse como

o (or\ & [ T\ o [ T\ 0Q .
I et e R e,
oz (“ax>+ay (“ay>+az (“az)+ gt TPV @
DFE

_9 9 9 pD o 2 DE
_ax(pu)+8y<pv)+6'z(pw)+2Dt(u +v +w)+th

(2.7)

y expresa el equilibrio existente entre energia entrante, energia saliente y energia acu-
mulada. En la ecuacién ([27)  representa la conductividad térmica, T la temperatura,
Q@ el calor generado en el fluido por unidad de volumen, E la energia interna, ¢, el
vector flujo de radiacién de calor y ®4 la funcién de disipacién, dada por

By (2000 0w\ ((0u)T L (00) (9w
47\ o dy 0z A\ oz dy 0z
(om0 (o ow\ (oe ouY?
K dy 0z 0z Ox oxr 0Oy
donde A = ¢ — 2/3pu. Como puede verse, &, vale cero para fluidos no viscosos.
Para especificar por completo el problema de flujo, es necesario incluir tres ecuaciones

adicionales. Estas son la ecuacion de estado, la de energia interna y la de viscosidad,
que pueden ser escritas de forma general como

p=p(pT) (2.9)
E=E(@T) (2.10)
p=p(p,T) (2.11)

En la obtencién de la soluciéon de un problema general de flujo se plantea la busqueda
de los campos de velocidades u, v y w, de presiéon p, de temperatura 7', de densidad
p, de energia interna E y de viscosidad p partiendo de un dominio dado, de las
propiedades del fluido, de las ecuaciones (Z1), @3)-(Z3) v @7)-@II), y de un
conjunto adecuado de condiciones de contorno y condiciones iniciales. Por tanto, la
solucién requiere resolver ocho ecuaciones con ocho incégnitas, situacién compleja
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cuya dificultad aumenta debido a que las fuerzas actuantes o la temperatura pueden
deformar el contorno del dominio. La solucién de este tipo es compleja y esta fuera
del alcance de la Tesis.

11. Modelo actstico lineal

El modelo acustico lineal debe su nombre a las hipotesis que se realizan para la
obtencion de la ecuacién de ondas, o en el caso de comportamiento arménico, ecuacion
de Helmholtz M], que resulta de linealizar y combinar las ecuaciones de continuidad,
equilibrio dindmico y constitutivas del fluido. Esta linealizacién toma como hipdtesis
de partida que el incremento de presién y densidad (y velocidad, en el caso de medio
en movimiento) de las particulas es pequeno respecto a su valor medio o de equilibrio.
Resulta evidente que esto limita el rango de aplicacién de la ecuacién de ondas, de
modo que sélo es valida en el estudio de fendémenos acusticos de baja amplitud. En
el caso de silenciadores y catalizadores es t1til ya que los sistemas de excitacién no
suelen superar los 140 dB @]

2.2. Ecuacion de ondas

Dada la importancia que posee en la Tesis la ecuacién de ondas linealizada, en es-
te apartado se realiza su deduccién. De esta forma, mediante su resolucion, se tiene
caracterizado el comportamiento de las variables actsticas fundamentales. Con el fin
de simplificar la nomenclatura en este capitulo y en otros posteriores, se denotan
aqui con subindice T' las variables totales, con subindice 0 los valores medios y sin
subindice las variables de perturbacién acustica utilizadas para llevar a cabo el pro-
ceso de linealizacion.

Para comenzar, se exponen las hipdtesis de partida que se tienen en cuenta para
la obtencién de la ecuaciéon de ondas @]

= Se supone que el fluido en el que se propaga la onda es ideal (no viscoso), y en
concreto gas perfecto.

= El proceso de propagacion de ondas se considera adiabatico. Dado que hay un
intercambio muy pequeno de energia térmica entre las particulas de un fluido su
entropia permanece casi invariable. Por tanto, en una perturbacién acustica las
particulas no intercambian energia. En efecto, durante el proceso de compresion
de un fluido se genera una elevacion de su temperatura e inversamente, en
la expansién, una disminucién de la misma. En cierto instante de tiempo el
avance de una onda longitudinal produciria la conduccién de calor desde una
condensacién a un enrarecimiento proximo, situado a media longitud de onda
A/2. De la conductividad térmica del fluido dependerd la cantidad de calor que se
transmite. En el intervalo de frecuencias aubibles (20-20000 Hz) la mayoria de las
perturbaciones acusticas tienen una longitud de onda A demasiado grande y una
conductividad térmica lo suficientemente pequena para producir transmisién de
calor de forma apreciable y por tanto la propagaciéon de ondas se considera un
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proceso adiabatico. Esta hipdtesis, junto con la idealizacién anterior, conducen
al hecho de que el proceso es isoentropico, verificandose la relacién

pr = Cte pr, (2.12)

siendo 7 el cociente de calores especificos a presién y volumen constantes.

= Se asumen pequenas variaciones de las funciones presion, densidad y velocidad
de la particula, que permiten linealizar el problema. A la presién, densidad y
velocidad media se superpone una amplitud actstica pequena, es decir

pT = po+p (2.13)
pr =po+p (2.14)
Ur = Uy + U (215)

donde p, p y @ se consideran pequenas frente al valor medio.

De forma general el fluido tiene una velocidad media no nula dando lugar a la conocida
ecuacion de ondas convectica. Para el caso de medio en reposo, las particulas sélo
tienen un movimiento vibratorio alrededor de su posiciéon de equilibrio que provoca
la propagacién de la perturbacién actustica sin un movimiento neto del fluido.

2.2.1. Medio mévil

La hipétesis de fluido ideal implica que no se consideran los efectos de la viscosidad,
y en virtud de ello, las ecuaciones de Navier-Stokes (Z3)-([Z0]) se expresan como

PTDTutT = prB; — %%T (2.16)
prT DthT = prBy — % (2.17)
pT% =prB. — 8;% (2.18)
conocidas como ecuaciones de Euler M] Escritas en forma vectorial resulta
Dir _ G- Vpr (2.19)

PT Dt
En fluidos con elevados coeficientes de conductividad térmica, la temperatura del
fluido permanecera casi invariable al paso de una onda actstica. Teniendo en cuenta
que el coeficiente de conductividad isotérmico k1 es

1 8PT>
= — | = 2.20
T PT (apT T ( )
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para gases con entropia constante se cumple

8pT
= = ) 2.21
( apT)S o, (2.21)

La velocidad de una onda a través de un fluido esta dada por

1
co = (2.22)
\V RsPT
A partir de ciertas consideraciones termodindmicas @], puede deducirse que
Dpr o Dpr
— = 2.2
Dt VD¢ (2.23)

donde ¢ es la velocidad de propagacién del sonido en aire y viene dada por

dpr
2
¢y = <8PT)S (2.24)

siendo s la entropia y realizando la derivada para entropia constante. Para un gas
perfecto la ecuaciéon (224 queda, teniendo en cuenta la expresién dada en (ZI2]),
como

0

2= (pT) _2potp) 3o (2.25)
opr ) 4 po+p Lo

En base a la definicién de derivada total dada por la ecuacién (Z4), la ecuacién de

continuidad (Z1]) puede escribirse en forma alternativa como

Dpr T~
—_— = 2.2
Dt + prViiur =0 ( 6)

Combinando las ecuaciones (223]) y ([220]), resulta

D

La ecuacién de Euler (Z19), despreciando términos gravitatorios, queda como

Dip
- _V 2.2
T Di pr ( 8)

Derivando respecto al tiempo la expresion ([2.27]), se obtiene

2

%ff + % (prcgVTir) =0 (2.29)
Las ecuaciones lineales que gobiernan las perturbaciones actsticas se determinan a
partir de los términos de primer orden en las expresiones de las ecuaciones no lineales
de partida. Los términos de orden cero se cancelan dado que las variables ambientales
del medio corresponden por si mismas a un estado valido de éste. Por ejemplo, dado
que las ecuaciones de orden cero se deben satisfacer en ausencia de perturbacién, para

la ecuacién de Euler ([228)) resulta
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+ 22 =0 (2.30)

cuya integracion proporciona la ecuacion de Bernoulli para flujo estacionario M]

En aquellas situaciones en que pg y cg se suponen constantes, y considerando que
el campo de flujo es estacionario (y de forma general funcién de las coordenadas x,
y y z), puede combinarse la ecuacién (229) con la ecuacién (Z2§)), resultando la
ecuacion de ondas convectiva

1 D?p Oug Ou ~ Ovg Ou  Owg Ou
2 1 D%p 0 0 0
VP z 2 <a o " ox oy | oz 02

(2.31)
Oug Ov Ovg Ov  Owy Ov  Oug Ow  Ovy Ow  Owy 3w) _0

8y8$+8y8y+ dy az+8z 8m+82 8y+ 0z 0z

en la que aparecen como variables la velocidad acustica @ y la presion acustica p
(supuesto conocido el campo de flujo medio), y donde V? = 9% /922 + 0% /0y? +0? /02>
es el operador laplaciano. En forma méas compacta queda

1 D?%p Oug; Ou;
2 05 7
V2p — E = 2.32
P c? Dt2 Ox; Oz ( )

coni,j =1, 2, 3, y siendo ug1 = ug, up2 = Vo, Upz = Wo, U] = U, Up =V Y U3 = W
Para el caso de flujo medio uniforme, sin variaciéon espacial, se recupera la ecuacion
convectiva cldsica [94]

1 D?p

Vip— =

— = 2.33
¢ Dt? (2:33)

en la que la variable es la perturbacion acustica de presién p, supuesto conocido el
campo de velocidades de flujo medio. La derivada total en las ecuaciones ([232)) y

[233)) viene dada por

2 8+ a—H)a—Hu2
Dt ot "ar Ty T

La ecuacién ([Z33) tiene una gran importancia por su consideracién a lo largo de la
Tesis.

(2.34)

Los inconvenientes derivados de la ecuacién (232) para flujo medio no uniforme, de-
bidos a la presencia de los términos de velocidad, pueden ser evitados mediante una
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formulacién en potencial de velocidad actstica ﬂﬁ, ] Con las hipétesis utilizadas
anteriormente, se cumple que

i=Ve (2.35)

donde ¢ es una funciéon potencial. De esta manera, resulta la ecuacién

1 D*

Vi — — =
¢ Dt?

(2.36)

en la que la tnica variable es el potencial de velocidad actstica ¢. La relacién entre
la presién acustica y el potencial viene dada por @]

D¢

= _po=2 2.37
P=—pop, (2.37)

El campo de velocidades de flujo medio puede obtenerse a partir del potencial de
velocidad de flujo medio ¢, que satisface la ecuacién de Laplace

VZpo =0 (2.38)

mediante una expresién similar a la dada en la ecuacién ([Z33])

iy = Vo (2.39)

pese a que esta aproximacion puede diferir considerablemente del campo de flujo real

.

2.2.2. Medio en reposo

En este caso, la velocidad del medio es nula y puede considerarse que ur = «. Dado
que en esta situacion, segin la expresién [230) se tiene que Vpg = 0, la linealizacién
de la ecuacién (227)) proporciona

dp

T pocaVTii =0 (2.40)
y para la ecuacién de Euler ([Z28)) resulta
ou

— =-V 2.41

pogy P (2.41)

Combinando las expresiones (Z40) y [2.41]), tras eliminar u, se obtiene la ecuacién de
ondas sin flujo

2, 1%
b ct ot?
en la que el campo acustico de interés es la perturbacion actustica de presién p. A

partir de la ecuacién de ondas convectiva, considerando 1y = 0 se llega a este mismo
resultado. Admitiendo comportamiento armoénico la presién se expresa como p =

=0 (2.42)
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Pei«t vy sustituyendo en la ecuacién de ondas se obtiene la ecuacién de Helmholtz

lod]

VPP + kP =0 (2.43)

en la que kg = w/co es el nimero de onda, P la amplitud de presién acustica compleja
(funcién de las coordenadas), w = 27 f la frecuencia angular y j la unidad imaginaria.

En ausencia de flujo medio, la formulacién en potencial de velocidad actstica pro-
porciona una expresién similar a la dada en (2Z42])
2
5 1 0%

- === = 2.44
c2 ot? 0 (2.44)

2.3. Acustica unidimensional de conductos

La primera y mas sencilla obtencién de la solucion de la ecuacion de ondas implica la
suposicion de propagacion unidimensional, que da lugar a los modelos tradicionales
de onda plana. Estos se han utilizado con profusioén en la literatura acustica ﬂﬁ, @,
@, @], de manera que en esta seccién sélo se presenta la informacién necesaria para
el modelado del comportamiento actstico de silenciadores y catalizadores. Fuentes de
informacion relevante en este tema son los trabajos de Munjal @] y Allard M]

2.3.1. Medio en reposo

En primer lugar se considera el caso en el que el medio de propagacion estd en re-
poso, con el fin de facilitar el desarrollo. Los resultados presentados se amplian en la
siguiente seccién a la consideracién de medio en movimiento. Partiendo de la ecuacion
([Z42)), y asumiendo una solucién de tipo arménico p = Pe’*? se llega a la ecuacién
de Helmholtz (Z43]). Suponiendo un conducto de pared rigida con su eje paralelo a la
direccién z, y asumiendo que la propagacion sélo depende de esta coordenada, esta
dltima ecuacién se escribe como

o?pP
52+ k3P =0 (2.45)
cuya solucion es del tipo
P(z) — pte—ikoz 4 P elkoz (246)

siendo P* y P~ amplitudes complejas asociadas a la onda progresiva y regresiva,
respectivamente. La propagacién se describe por tanto en base a la suma de dos
componentes: una que avanza en el sentido positivo de z y otra en sentido contrario.
A partir de la ecuacién de Euler (Z41]) puede escribirse para la velocidad actstica

_—1op
 jpow 0z

(2.47)

de manera que ésta tiene la forma
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U(z) = — (Pte 7%z — pelkor) = =z (PteIhoz — preiko) (2.48)
PoCo Zo

donde Zj se conoce como impedancia caracteristica del medio. En ocasiones es con-

veniente utilizar como segunda variable actstica el flujo mésico V' en lugar de la ve-

locidad. Para un conducto de seccién transversal .S, la relacién entre ambas variables

viene dada por

V= p()SU (249)
que por tanto puede escribirse como
S + —gjkoz — jkoz 1 + —jkoz — jkoz
V(z):—(Pe]"fPeJO):?(PeJ"fPeJ") (2.50)
Co 0

siendo Yy = ¢p/S la impedancia caracteristica del conducto. Los coeficientes de pro-
pagacién PT y P~ se determinan a partir de las condiciones de contorno aplicadas
en el conducto. Este aspecto se detallard en la seccion 241

La ecuacién de Helmholtz unidimensional (2:45) se ha deducido asumiendo que el
fluido es ideal. La consideracién de modelos de onda plana permite la introduccién de
los efectos viscosos sin perder la sencillez de la solucién asociada. De esta manera, en
el caso de un medio de propagacion con viscosidad, el nimero de onda se convierte en
un ntmero complejo, asi como la impedancia caracteristica del conducto. El niimero

de onda kg utilizado en las ecuaciones ([246]), (248) y ([2350) es ahora @, @]

B = (ko + o) — jao = k — jag (2.51)

donde aq es el coeficiente de atenuacion viscotérmico, cuya definicién depende de que
se considere o no la conducciéon de calor en la pared del conducto. Para un conducto
circular de radio R puede expresarse como ﬂﬁ]

1 Hw v—1
ap=—/— |1+ 2.52
™ Reo 2po ( \/'yPr) (2:52)
siendo Pr el nimero de Prandtl que se define como pC),/k, donde p es la viscosidad
dindmica, C), el calor especifico a presién constante y « la conductividad térmica. Si
no se considera la conduccién térmica en las paredes del conducto de propagacion, la
ecuacion anterior se reduce a

1 [

= — 2.53
o RCO 2p0 ( )

Finalmente, la presién y el flujo mésico pueden escribirse como
P(z) = Pretosiks | preaustib: (2.54)

1 ‘ ,
V(z) = v (Pteaomikz _ peaoztiks) (2.55)
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donde @]

Qo

Y=Y(1-

.

+ ]) (2.56)
ko

La relacion «g/kg es en general pequena, particularmente a frecuencias altas, de ma-

nera que salvo en conductos de gran longitud, el efecto de la atenuacion viscotérmica

puede despreciarse.

2.3.2. Medio mévil

Considérese ahora que el medio en el que se propaga la onda acustica se encuentra en
movimiento. Para el tratamiento unidimensional del problema, puede suponerse un
conducto de pared rigida alineado con el eje z y la presencia de flujo medio uniforme
en la misma direccién, definido por la velocidad Uy,,. La velocidad relativa de propa-
gacién de la onda respecto al medio sigue siendo ¢y, mientras que en un sistema de
referencia en reposo, la onda progresiva avanza a velocidad Uy, + co, y para la regre-
siva se tiene Uy, — cg. En este caso se dice que las ondas son arrastradas aguas abajo
por el fluido en movimiento, lo que se conoce como efecto convectivo. La ecuacion
convectiva cldsica ([2:33]) puede escribirse como

0 1 D?%*»

——5——5=0 2.57

022 ¢ Dt? (2.57)
y la derivada total (234]) es ahora

D 0 0

= = = 4 Upp— 2.58

Dt ot mas (2:38)

de manera que combinando las expresiones previas, se obtiene

%p M 9% 1%
IPp M Ip 0D 2.
022 co 020t ¢ Ot? 0 (2.:59)

(- %)

donde M = Uy, /co es el nimero de Mach. La versién arménica de la ecuacién ([2.59)
es ﬂﬁh
o?pP oP
1— M?) — — 2jkoM — + kP =0 2.60
( ) 022 Jro Oz + K ( )

La solucién buscada de la ecuacién (Z60) tiene la forma

_i ko ko
P(z) = Pre /1+M* 4 p=ed1-M (2.61)

Utilizando ahora la ecuacién de Euler [2:28)), la velocidad acustica axial esta relacio-
nada con la presién por medio de

8U) _op (262

po (J'“U ey )= "o

de manera que ésta se puede expresar como
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1 " —j ko . _ ko ~
Ulz) = 7 Pte UV IHM* — pdT-M (2.63)
v el flujo masico es
L (ot —iT57% _ p-od T2
V(z) = v Pte VTHM? — p—T-M (2.64)

Las impedancias caracteristicas del medio y del conducto, Zj e Y, se definen igual
que para el caso de propagacion de ondas en un medio en reposo.

De forma similar al estudio realizado para medio en reposo, pueden incluirse aho-
ra los efectos viscotérmicos del fluido, con el fin de tener en cuenta tanto las pérdidas
aeroacusticas adicionales debidas a la friccién turbulenta del fluido como los efectos
convectivos del flujo medio. El nimero de onda viene dado en este caso por @]

£ ag + &M + jk
g () (2.65)

refiriéndose los simbolos + y — a las componentes progresivas y regresivas de la
propagacion, respectivamente. En esta expresion, £ = F/(2d), donde F es el factor de
friccién de Froude y d el didmetro del conducto. Munjal [94] propone para sistemas
de escape el valor dado por la férmula de Lee

0.612

F =0.0072+ 5z Re < 4-10° (2.66)

donde Re = Ugpmdpo/ 1 es el nimero de Reynolds.

La presion acustica puede escribirse como

ao+EM+jk ao+EM+jk
P(z)=Pte” ™M “4PpPe 1I-M 7 (2.67)
Puede observarse en esta solucién que la atenuacion aeroactstica total en un medio en
movimiento es funcién del nimero de Mach, y ademads es suma de las contribuciones de
los efectos viscotérmicos y la friccion del flujo turbulento. Asimismo, los factores 14+ M
que representan el efecto convectivo del flujo medio influyen tanto en el coeficiente de
atenuacion como en el nimero de onda. Puede introducirse la notacién

1+ M 1+ M

(2.68)

+ kK
1+ M
con k = ko + ap. El valor de a(M), igual para las perturbaciones en ambos sentidos
del flujo, puede ser considerado como el coeficiente real de la atenuacién aeroactstica
para un medio en movimiento.

(2.69)

Con la notacién anterior, el flujo mésico se expresa como



2.4. MODELOS DE ONDA PLANA. REPRESENTACION MATRICIAL 23

1 . o
V() = 5 (P+e—a*z—ﬂk*z _ peo #Hik ) (2.70)

donde la impedancia caracteristica del conducto es @]

(2.71)

_— <1_ ao+€M+jao+€M>

ko ko

Respecto al desarrollo previo, es importante resaltar que en su deduccién hay implici-
tas muchas simplificaciones con el propédsito de evaluar el coeficiente de atenuacion
aeroacustico. Las ecuaciones (2.67) y (2.71) deben ser tomadas por tanto como una
aproximacién de la propagacién de ondas en un medio viscoso en movimiento. Sin
embargo, estas ecuaciones son muy utiles en ingenieria debido a su similitud con las
ecuaciones correspondientes a los casos de flujo viscoso en reposo y flujo no viscoso
en movimiento, desarrolladas previamente.

2.4. Modelos de onda plana. Representacion matri-
cial

Una vez obtenida la soluciéon de la ecuacién de ondas, se procede, en virtud de la
teoria unidimensional, al desarrollo de métodos matriciales que permitan obtener el
comportamiento acustico de los elementos que forman parte de la linea de escape. La
respuesta acustica global de un sistema de escape depende de las condiciones de fun-
cionamiento, de manera que para su evaluacién debe incluirse la fuente de generacién
de ruido, la influencia de las condiciones externas y los elementos que se dispongan
en el sistema de evacuacion de gases de escape. Por tanto, con el fin de obtener una
caracterizacion que s6lo dependa del comportamiento del elemento bajo estudio, es
decir, que proporcione una cuantificacion de sus caracteristicas intrinsecas, se recurre
a la utilizacién de métodos matriciales que permiten obtener la definicién de cada
elemento por separado, en base a lo que se denomina matriz de cuatro polos @, @]
Asi, un sistema actstico complejo, puede descomponerse en diversos subcomponentes,
cada uno de los cuales tiene asociada su correspondiente matriz de comportamien-
to. La respuesta global del sistema se obtiene en base a la combinaciéon de todas
las matrices involucradas. Esta filosofia es aplicable tanto a los silenciadores como
a los catalizadores, que pueden ser modelados como una serie de discontinuidades
geométricas conectadas por conductos. Se supone que, aunque el campo actstico sea
multidimensional en el interior de los distintos subcomponentes, en la zona de unién
entre éstos la onda es plana.

2.4.1. Generalidades

La figura [ZI] muestra un esquema simplificado de un sistema actstico, en el que se
muestra la fuente de ruido (el motor), un silenciador, un catalizador y los elementos
conectados aguas abajo (terminacién).
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Motor

Catalizador Silenciador . Terminacion

P U

A¢ B¢ P2 PS A3 B3 P4
c¢ D¢ cs D?

Uy Us iU,

1 2 3 4

FicUura 2.1: Esquema de un sistema de escape.

La definicién matricial de un dispositivo cualquiera, como por ejemplo el catalizador,
implica la eleccién de las variables de interés en su entrada (plano 1) y en su salida
(plano 2). Una formulacién muy utilizada en la préctica, consiste en considerar las
variables presion y velocidad en los planos 1 y 2, es decir

-l B e

que constituye la base del formalismo de las matrices de transferencia: la perturba-
cién actstica en un punto de un conducto, definida por el vector de estado {P; Uy} 7,
estd relacionada con la perturbacién en otro punto, aguas abajo del primero, definida
por el vector de estado {P» Us}?, mediante una matriz [T] denominada matriz de
transferencia del dispositivo comprendido entre los planos 1 y 2. En general se admite
que para un sistema cualquiera, siempre que en los planos 1 y 2 la onda sea plana,
puede encontrarse una matriz de transferencia como la definida en la ecuacién ([272]).
Una propiedad inmediata que se explotara en adelante consiste en que es posible ob-
tener la matriz de transferencia de un sistema completo a partir de las matrices de
cada subsistema, sin mas que llevar a cabo la multiplicacién ordenada de éstas, ya
que relacionan dos vectores de estado asociados a puntos concretos. Esta propiedad
es fundamental, y en ella se basa la versatilidad del método en la representacién de
sistemas complejos.

La obtencién de los cuatro polos de la matriz de transferencia se lleva a cabo me-
diante el cdlculo del sistema actstico estudiado con condiciones de contorno adecua-
das. Dichas condiciones provienen del significado fisico de cada uno de los polos de la
matriz, que es formalmente simple como se deduce de las expresiones presentadas a
continuacion, obtenidas a partir de la ecuacién (Z772)

P

Ac= 2L (2.73)
Py Us=0
P

B*= (2.74)
Uz p,—o
U

co==ZL (2.75)
Py, _
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— Ul

D¢ = —
Uz p,=0

(2.76)
La condicién P, = 0 equivale a considerar que en el plano 2 hay un extremo abierto?
y la condicién Us = 0 equivale a un extremo cerrado ideal. Ambas condiciones pueden
ser utilizadas sin dificultad en el cdlculo de un problema actstico, sin importar el nivel
de complejidad del mismo. Ademads indican la posibilidad de estimar experimental-
mente los valores de los cuatro polos.

A continuacién se procede a evaluar las matrices de transferencia de diversos ele-
mentos relevantes que comunmente forman parte de silenciadores y catalizadores.

2.4.2. Matriz de transferencia de un conducto

Considérese un conducto de longitud L y seccién transversal uniforme S como el
mostrado en la figura[Z2l Se pretende obtener la matriz de transferencia que relaciona
las variables acusticas en la entrada y la salida del conducto. La presién y la velocidad
actstica vienen dadas por las expresiones (2.40) y (2.48),

P(z) = PTe k0%  p=eikoz

1 —Jjkoz — Jkoz
U(z):Z—O(P+e]°—P k%)
P, P.
1 2 S
U1 i U2

L

FI1GURA 2.2: Conducto de seccion uniforme.
En base a las ecuaciones (Z273)-(Z70]), deben realizarse dos andlisis con las condicio-

nes de contorno asociadas. Puede comenzarse con U = 0, que combinada con una
excitacién arbitraria P, (por conveniencia de valor unidad), da lugar a

P(z=0)=P,=P,.=PT+P =1 (2.77)

1Esta equivalencia es aproximada, dado que un extremo abierto tiene asociada una impedancia
de radiacién impuesta por la atmdésfera, cuyo valor depende entre otras cosas de las dimensiones del
conducto, de la frecuencia y de la velocidad de flujo medio @]
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1 ) )
Urz=L)=Uy = 7 (Preihol — pmeihol) = ¢ (2.78)

cuya solucion es

_ Lcos(koL) + jsen(koL)
2 cos(koL)

pt (2.79)

_ Lcos(koL) — jsen(koL)
2 cos(koL)

P~ (2.80)

que define por completo la presién P(z) y la velocidad U(z) en el conducto. Los
términos A y C' de la matriz de transferencia son por tanto

— Pl

A= — = cos(koL) (2.81)
Py Uz=0
U, J
C=— = ——sen(koL 2.82
Prlyso Zo (koL) (2.82)

El calculo de B y D implica la consideracién de P, = 0, lo cual lleva a
Pz=0)=P =P.=P"+P =1 (2.83)
P(z=L) = Py, = PTe dhl | p=eitol — (2.84)

de manera que

_ —jcos(koL) + jsen(koL)

Pt = 2.85
2 sen(koL) (2:85)
_ lsen(koL) + jcos(koL)
P == 2.86
2 sen(koL) (2.86)
y por tanto
P
B= 1 = jZosen(koL) (2.87)
U2 p,—o
D= % = cos(koL) (2.88)
U2 p,—o
Para un conducto se tiene por tanto
P, cos(koL)  jZosen(koL) P,
{Ul} - | L sen(koL) cos(koL) {UQ} (2.89)

Zy

Un desarrollo similar utilizando como variables la presion y el flujo masico da lugar a
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(2.90)

P jcos(k;oL) jYosen(koL) P,
Vi v sen(koL)  cos(koL) Va

Si hay flujo medio presente puede aplicarse el mismo procedimiento partiendo de las
ecuaciones ([Z61)) y ([Z.63]) para la presion y la velocidad, lo cual que permite obtener
tras ciertas manipulaciones [94]

ko . kO
— L Z, — L
o | () ()]
1{ _ e*] T—M2 2 (291)
Ul . U2
J sen LL cos LL

Z 1— M2 1— M2

Con el fin de mostrar las caracteristicas de los cuatro polos de un conducto, la figura

muestra sus valores en funcién de la frecuencia para una longitud L = 0.4 m y las
velocidades de flujo medio dadas por M =0, M =0.1y M =0.2.

—
Qo
-
N5
~
—~
<
— -
N
o
_1“10 560 1600 15‘00 2600 25;00 3600 _1":0 560 1600 1500 2600 2500 3600
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

Re(B)/(poco), Re(C)poco

=3
Q
o
4 Q
—~
Q
g o
~
—~
=)
Q
<3
-05 v \ < -o.
—
g
—~
] M
~—
~
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FIGURA 2.3: Partes reales e imaginarias de los cuatro polos de un conducto de
longitud L = 0.4 m: s M =0; ——, M =0.1; ——, M =0.2.
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Debe notarse que en un conducto A y D coinciden, y lo mismo ocurre con B/(poco) y
pocoC. En ausencia de flujo, la parte imaginaria de A y D es nula, y lo mismo sucede
con la parte real de B y C. La presencia de flujo medio origina desfases en las ondas
que hacen que las partes mencionadas sean ahora distintas de cero. Ademas, el flujo
modifica las partes inicialmente no nulas, efecto que es més pronunciado a medida
que aumenta la frecuencia.

2.4.3. Matriz de transferencia de un conducto cénico

Los conductos cénicos son de gran interés por su utilizacion practica en elementos de
transiciéon geométrica, como en el caso de los conductos de entrada y salida de los ca-
talizadores. La figura 2.4l muestra un conducto cénico divergente de longitud L, radio
menor Rj, radio mayor Ro, semidngulo de apertura 6y y seccién transversal variable
S. Se pretende obtener la matriz de transferencia que relaciona las perturbaciones
actsticas en la entrada y la salida del conducto. La presién y la velocidad actustica en
un conducto cénico se pueden expresar como M7 @, @}

P(Z) _ S—1/2 (P+e—jk0z +P—ejk02) (292)
S—1/2 1dr ) 1dr ,
U = P = +jko | e %% + P [ —— — jikg | /™2 2.93
(z,7) Zoko ( (rdz+‘7 o)e + (sz J 0)6 ) ( )
\
Ry

Ficura 2.4: Conducto cénico de seccion transversal variable.

donde z y r son las coordenadas axial y radial, respectivamente. La matriz de trans-
ferencia de un tubo cénico divergente de longitud L se puede escribir en funcién de

= Rl/tan 00, como
{11} |:111 112:| {]2}
(/1 121 122 L2

= [Tuso) {52}

(2.94)
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donde
(R 1
T = (R1) cos(koL) (ki()%) sen(koL) (2.95)
(R
T12 =] (;) PoCo sen(koL) (296)
1

_ I (B, 1 L L
Ty = s ((R1 + k8%2> sen(koL) 7 (kogﬁ) cos(koL)) (2.97)

Ty — (g‘f) (cos(koL) + (kf%) sen(koL)> (2.98)

Se puede observar que con Ro/Rq — 1, tanf — 0, y R — oo, las ecuaciones que defi-
nen los cuatro polos de la matriz de transferencia de un conducto cénico (Z95H2.98)),
son las que corresponden a las de un conducto de seccién transversal uniforme (2.89)).

Cabe indicar que la matriz de transferencia de un conducto cénico convergente, se

obtiene sin mds que calcular la matriz inversa de [Ty;,] cambiando los signos de los
términos no diagonales para tener en cuenta el sentido de velocidad ﬂﬂ]

[Tconv]

! [TQ? Tl?} (2.99)

- |T11 T — ThoTo1| |11 Tna

2.4.4. Matriz de transferencia en expansiones y contracciones

Este caso es especialmente interesante porque constituye el elemento fundamental del
mecanismo de atenuacién en silenciadores reactivos , @] La figura muestra
la unién formada por dos conductos de diferente seccién transversal, formando una
expansion (57 < S3) y una contraccién (S; > Sq).

.
Sl < SQ i i Sl > SQ

P P} P | P, p Pl P Py

Uy U iU L U, Uy | Ui Uy
L1 L2 Ll L2

FIGURA 2.5: Cambios de seccion entre conductos.
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En ausencia de flujo, la relacién entre las variables actusticas a ambos lados de la
discontinuidad geométrica se escribe

P/ =P} (2.100)

poslU{ = poSgUﬁ (2101)

es decir, la presién y el flujo mésico no cambian en la discontinuidad geométrica.
Expresando estas relaciones matricialmente se tiene

e = s (et} @102

-

Esta representacion tan sencilla del cambio de seccion es muy 1itil a la hora de modelar
matricialmente un silenciador, dado que éste suele estar formado por diversas discon-
tinuidades geométricas. Debe indicarse, no obstante, que la representacién dada en
las expresiones (ZI02) y (ZI03) es aproximada, ya que en todo cambio de seccién el
campo acustico de presiones y velocidades ha de ser necesariamente continuo, lo cual
lleva a la generacion de fenémenos multidimensionales @, @, M] Dichos fenémenos
cobran especial importancia a medida que aumenta la frecuencia, de manera que las
matrices previas son validas tinicamente en el rango de baja frecuencia.

La consideracién de los efectos tridimensionales es uno de los elementos fundamenta-
les del trabajo realizado en la Tesis, y se analiza en profundidad en los capitulos Bl 4]
y[Gl Sin embargo, los modelos de onda plana permiten la consideracién aproximada,
valida a baja frecuencia, de tales efectos, en base a lo que se conoce como correccion

de longitud ﬂﬂ, , , ] Asi, la expresion (2.103)

=l

puede modificarse para incluir la correccién de longitud §, quedando como

jwd
P! 1 2% (p2
(-1 5] w08

Los valores de § dependen de la frecuencia y de las geometrias que forman parte de

e
la discontinuidad ﬂﬁ, 100, ]

Conocida la forma de la matriz asociada al cambio de seccién, es posible obtener
la relacion entre las variables actsticas en el plano 1 en funcién del valor de dichas
variables en el plano 2 (véase la figura [Z3]), sin més que multiplicar ordenadamente
las matrices correspondientes a cada elemento, es decir
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P cos(koL1) jZosen(koL1) 1 0 cos(koLz2) jZosen(koL2) P,
{Ul} - ZL sen(koL1) cos(koL1) 0 % ZL sen(koL2) cos(koL2) {Ug}
0 1 0
(2.105)

2.4.5. Matriz de transferencia de conductos extendidos

Un elemento acustico utilizado frecuentemente es lo que se conoce como conducto
extendido m7 m], que se muestra en la figura La regién 2, que no es mas que
un conducto con un extremo cerrado, actia como un resonador a ciertas frecuencias
que dependen de la longitud Ls. Cuando se produce una resonancia, gran parte de
la energfa acustica que entra al sistema se invierte en el movimiento de las particulas
contenidas en el interior de la zona extendida. Con el fin de simplificar la obtencion
de la matriz de transferencia asociada a este sistema, se utiliza el flujo mésico en
lugar de la velocidad acustica. Supuesto que se satisface la condicién de onda plana,
la presién es la misma en todos los puntos de la zona de transicién, de manera que
puede escribirse

Pl =P, =P} (2.106)

La continuidad de flujo maésico implica que

Vi=Va+ Vg (2.107)
Ly ,
P Py | Py
—— oo :
14 Vo 1 V3 i
Py Py Pé | Py
= ole i
1% Vi vy V3
L1 LS

FI1GURrA 2.6: Configuracion con conducto extendido.

El comportamiento de la region 2 puede representarse por medio de una impedancia
equivalente en la zona de transicién sin mas que tener en cuenta que se trata de un
conducto cerrado en un extremo, y por tanto la velocidad acuistica es cero en éste. Se
introduce la impedancia de dicha regiéon como
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Py

Va
Considerando ahora la matriz de transferencia de un conducto, definida mediante la
ecuacién (290), se tiene

Zs (2.108)

P, _ jcos(koLg) jYasen(koLs) P (2.109)
Vo v sen(koLa)  cos(koLz) Vs '
donde Y5 = ¢¢/S2 = ¢o/(S3 — S1). Dado que Vi = 0, resulta
P. Lo) P}
g = o costhola)Py ko) (2.110)

[CR— sen(koLa) P}
Yo

Conocida la impedancia de la regién 2, puede obtenerse la matriz de transferencia del
sistema completo, que resulta ser

P .cos(koLl) jYisen(koL1) 1 0 .cos(koLg) jYssen(koLs) P
{V1 } - % sen(koL1) cos(koL1) ZL s sen(koLs) cos(koLs) {Vg}
1 2

Ys
(2.111)
siendo Y7 = ¢o/S1 e Y5 = ¢/ Ss.

La condicién de resonancia del conducto extendido se produce para aquellas frecuen-
cias que hacen que la impedancia sea nula, es decir, cot(kgLs) = 0, lo cual ocurre
cuando

2n+ )7

koLo = 5 n=0,1,2, .. (2.112)
o de manera equivalente
A
Lo=(2n+ 1)1 n=0,1,2, .. (2.113)

La resonancia tiene lugar cuando la frecuencia de excitacion es tal que en la longitud
del extendido cabe un cuarto de onda, tres cuartos, etc. Por ello esta disposicién se
conoce como resonador de cuarto de onda.

2.5. Placas y tubos perforados
Los elementos perforados forman parte de los silenciadores en gran niimero de ocasio-
nes @, @, E], y se presentan con disposiciones diversas, como pueden ser conductos

completa o parcialmente perforados y placas.

La caracterizacién habitual de los elementos perforados se basa en la utilizacién de
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una relacién presion-velocidad denominada impedancia, que puede, en general, des-
cribirse en base al didmetro de los orificios dj, el espesor t, y la porosidad o, que
no es mas que la relacién entre el area perforada y el drea total. Los fenémenos de
atenuacion acustica involucran efectos diversos asociados al cambio de seccién por el
que circula el fluido al pasar de un lado al otro de las perforaciones, que implica refle-
xiones de las ondas y también disipacién de energia como consecuencia de la friccién.
El campo actstico en las inmediaciones del elemento perforado puede ser relativamen-
te complejo @], sobre todo en presencia de flujo medio m, @], de manera que el
tratamiento que se le da en la bibliografia es siempre simplificado, en base al concepto
de impedancia que se presenta a continuacion.

2.5.1. Impedancia acustica

La impedancia de un elemento perforado es la relacion que existe entre la presion
actstica a ambos lados de éste y la velocidad con que es atravesado,
P, —P
g o le u * = Ro+jXo (2.114)
donde P, es la presién actstica a la entrada de un orificio, Ps la presién actstica a
la salida del mismo y U es la velocidad actstica promediada para toda la superficie.
La impedancia acustica es expresada en términos de resistencia Ry y reactancia X,
parte real e imaginaria de la impedancia.

En régimen lineal, para aplicaciones donde los niveles de presién actistica son con-
siderados bajos, la impedancia actstica se relaciona linealmente con la diferencia de
presion entre ambos lados de la superficie perforada. Un aumento de la presion acsti-
ca implica un incremento de la amplitud de la velocidad y variacién del desfase a través
de los orificios resultando una aproximacion al comportamiento no lineal. Medidas ex-
perimentales realizadas en orificios demuestran un comportamiento cuadratico ﬂﬂ]
En estos casos la impedancia actstica depende de la velocidad a través de los orificios

l5d, 7).

La revision de la bibliografia existente al respecto demuestra que existe gran can-
tidad de modelos de impedancia disponibles, cuyos resultados presentan en ocasiones
discrepancias importantes @] En esta seccién se hace una exposicién de los modelos
comunmente utilizados, que en general han sido validados experimentalmente. El pri-
mer caso, que es el mas simple, corresponde a la situacién de un elemento perforado
en el seno de un medio de propagacién en reposo. En las referencias @, @] puede
encontrarse la expresion

61073 + jko (t, + 0.75dp)

g

Zp = pPoCo (2115)

En régimen lineal la parte real o resistiva, asociada a las pérdidas, evidencia pocos
cambios permaneciendo invariable. La parte imaginaria o reactiva, dependiente de la
frecuencia y de las caracteristicas geométricas de la superficie perforada, se determina
por medio de la relaciéon
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XO = p()C,LJW (2116)
o

La porosidad tiene una considerable influencia sobre la impedancia actstica, dado
que la expresién (ZI10) indica que la impedancia evoluciona de forma inversamente
a ésta. Para evitar la sobreestimacion de la impedancia asociada a este modelo en
referencias recientes ﬂﬁ, 49, @] se utiliza un factor de correccién F(o) que tiene en
cuenta la interaccion entre orificios. Dicha interacciéon se traduce en una reduccion de
la parte reactiva de la impedancia

61073 + jko (t, + 0.75d, F (o))
g

Zp = pPoCo (2117)

Se logran mejores resultados sustituyendo 0.75d;, por 0.85d,F (o) con lo cual la ex-

presién (ZI10) se escribe 46, 49, &3]

61073 + jko (t, + 0.85d, F (o))
g

Zp = pPoCo (2118)

La expresion anterior es la que se utiliza a lo largo de esta Tesis para caracterizar el
elemento perforado en ausencia de flujo medio.

El factor de correccién F' (o) se calcula mediante férmulas como la de Ingard @]

Fi(o)=1-0.7o (2.119)
o la de Fok ﬂﬁ]

Fr(0) =1 - 1417 4 0.34 (vo)* +0.07 (Vo) (2.120)

En esta Tesis el factor de correccién F (o) se calcula promediando los valores calcu-

lados en las expresiones (Z119) y (2120) ﬂﬁ]

F(o)=05(F (o) + Fr(0)) (2.121)

La figura 2.7 muestra la comparacién entre los modelos anteriores considerando una
placa perforada caracterizada por ¢, = 0.001 m, dj, = 0.0035 m y o = 15 %.

En régimen no lineal ﬂﬂ, ] el incremento de la presién actstica a valores superio-
res a 120 dB (la amplitud de la presién en los motores de combustién interna puede
superar los 140 dB @]) involucra un aumento no lineal de la resistencia mientras que
la reactancia tiende a disminuir, también de forma no lineal, pero en bastante menor
grado comparado con la resistencia.

La consideraciéon de flujo medio dificulta la obtencién de la impedancia asociada a los
elementos perforados. Por ello, en ocasiones, se recurre a la realizacién de medidas ex-
perimentales que permitan obtener modelos empiricos del comportamiento del campo
acustico en las proximidades de los orificios. En las superficies perforadas expuestas a
flujo medio tangente, definido por el nimero de Mach M, se generan turbulencias que
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FicuraA 2.7: Comparacion de modelos de impedancia de elementos perforados: = - =,
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, sin interaccion de orificios;
, promedio de Ingard y Fok.

, Ingard; s

modifican notablemente la impedancia local @] alterando el patrén de distribucién
de la energia acustica a través de los orificios a causa de los efectos convectivos. La
resistencia de los orificios tiende a aumentar a medida que aumenta el flujo medio,
mientras que la reactancia tiende a disminuir ligeramente @, ]

Basdndose en un modelo empirico, Garrison @] obtuvo la siguiente expresion

Zy = (14+1.9M) Ry +j (1 —1.65M) X, (2.122)

Rao y Munjal ﬂ@] realizaron ensayos para evaluar los efectos del flujo medio en
algunas tipologias de conductos perforados aplicando condiciones de velocidad de flujo
tangente similares a las existentes en los silenciadores de automdviles. La expresion
empirica que determina la impedancia actstica bajo estas condiciones es

7.337 1073 (1 4 72.23M) + j2.2245 - 10~ (1 + 51t,)) (1 + 204d),) f

g

Zp = poCo
(2.123)

en la que el flujo medio afecta la parte resistiva del modelo. Los rangos definidos para
la validez de esta expresion son 0.05 < M < 0.2 para la velocidad del flujo tangente,
3% < o < 10% para la porosidad, 1 < ¢, < 3 mm para el espesor de la superficie
perforada y 1.75 < dj, < 7 mm para el didmetro de los orificios.

Sullivan @]7 basdndose en el modelo empirico de Garrison, modificé su modelo
de impedancia sin flujo (ZII5) para incluir el efecto de la velocidad normal en la
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componente resistiva. Este efecto es similar al de un conducto perforado cerrado en

un extremo donde el flujo es forzado a salir a través de los orificios y la velocidad

presenta dos componentes: una componente tangente a la superficie, de valor maximo

ala entra(ﬂiiy nula a la salida, y una componente normal o transversal Uy considerada
)

uniforme @}

U
2.57—2 + jko (t + 0.75d))

Co

Zp = PoCo (2124)

g

Una expresién empirica desarrollada por Bauer ﬂﬂ] relaciona adicionalmente los efec-
tos viscosos del medio y del nimero de Mach M en la modificacion de la parte resistiva
de la impedancia actstica

S t U
VBpow (1 n P) +0.3M + 11522 4 ko (t, + 0.25d),)
ot dn <o (2.125)

Zp = poCo pu

Jayaraman y Yam @] modifican el modelo de impedancia de Sullivan (ZI13) al
considerar el flujo medio tangente como parte influyente en la variacién de la parte
resistiva de la impedancia actstica

0.514d M
z, = 200 ( —— 48 105f> (2.126)

o l

donde d es el diametro del conducto y [ su longitud. De esta expresién cabe destacar
la magnitud M/I, el gradiente axial del nimero de Mach, que disminuye desde un
valor maximo a la entrada del conducto perforado a un valor minimo a la salida @]

Otro grupo de expresiones que tienen en cuenta la variacion de la parte resistiva
de la impedancia acustica en funcion de la resistencia al flujo R¢ y del factor de co-
rreccién de longitud §/dp son las propuestas por Kooi y Sarin ﬁ], Cummings ﬂﬁ] y
Kirby y Cummings Ej] Kooi y Sarin plantean

Rrcy 1 ( tp> < u* >
=—|5—-— 99— —3.2 2.127
fdn 4 dp, fdn ( )

donde Ry corresponde a la resistencia promedio al flujo en el drea del orificio y ux es
la velocidad de friccién. El factor de correccién de longitud lo obtienen por medio de

2
0.92 — 0.75;67* +0.11 <“*> C02< ™ <35

It TSty
L g g ’ (2.128)
9 Wk
—0.04, — >3.5
Ity

en la que J representa la correccién de longitud en presencia de flujo medio y Jp la
correccién de longitud en ausencia de flujo medio. Cummings ﬂﬁ] expresa Ry como
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Ryeo _ ty\
T A —2.44 m—w (2.129)

y el factor de correccion de longitud como

AP
5 ftp tp
a (7o) ()
——0.12— | /| 0.25+—
t ft t d tp,  wx dp
140 61’) p p h 0.6-% >0.12-2
( dh dh fp

Kirby y Cummings, al modificar la parte resistiva, obtienen

Ryco _ ) —0.169
7d, = [ 26.16 dh —20 E —4.055 (2.131)

y transformando el factor de correccion de longitud se llega a

AP
7t )
5 —_—
RN b
¢ ¢ d
(1 n 0.6”) A\, dn)) _ggle, Mo 91820
dp, dp, P P
(2.132)

Para estos tres tltimos casos la parte resistiva de la impedancia acustica adimen-
sional Ry es la suma de la resistencia al flujo R y de las pérdidas viscosas R, debidas
al flujo turbulento. Por tanto

Ry=Ry+ R, (2.133)
donde

V8w t,

RU Co dh

(2.134)

y v representa la viscosidad cinemaética. La parte reactiva de la impedancia actstica
adimensional Xy es dependiente del factor de correccién de longitud 6/d

Xo = ko (t,, + ; (0.85dh)> (2.135)
0
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Debido a la diferencia de pardmetros tenidos en cuenta entre los dos grupos de impe-
dancias, Lee e Th @] los integran en una sola expresién empirica cuya parte resistiva,
normalizada, es

ao (1 + a1|f — fol) (1 + aeM) (1 + asdy) (1 + aaty)
o

donde ag = 3.94-107%, a; = 7.84-1073, ay = 14.9, a3 = 296 y ay = —127. De esta

parte resistiva, la frecuencia critica fy es funcién de la velocidad del flujo medio M y

del didmetro del orificio dj segun la expresion

RO = pPoCo (2136)

1+ o2 M
Jo= ¢1T¢3dh (2.137)

en la que los coeficientes vienen dados por ¢1 = 412, ¢o = 104 y ¢35 = 274. Estos
valores son obtenidos en base a un analisis de regresiéon no lineal de resultados de
ensayos experimentales que consideran fy, M y dy. La resistencia va disminuyendo
con la frecuencia hasta un valor minimo, que se alcanza en la frecuencia critica, a
partir de la cual comienza a crecer. La parte reactiva esta influenciada principalmente
por la velocidad de flujo medio y la frecuencia

bo (1 + bldh) (1 + bgtp) (1 + b3M) (1 + b4f)

g

XO = pPoCo (2138)

donde by = —6-1073, by = 194, by = 432, b3 = —1.72 y by = —6.62 - 1073. Por lo
general la parte reactiva aumenta cuando lo hace la frecuencia y disminuye cuando
se incrementa la velocidad del flujo M. El rango de valores vélidos para cada uno
de estos parametros es, para la frecuencia 60 < f < 4000 Hz, para la velocidad de
flujo, 0 < M < 0.2, para el didmetro de orificios, 2 < dj, < 9 mm, para el espesor del
conducto, 1 <t, <5 mm y para la porosidad 2.79% < ¢ < 22.3%.

2.6. Materiales absorbentes

Los materiales absorbentes son ampliamente utilizados en una gran variedad de apli-
caciones para mejorar la atenuacién sonora. La principal funcién de los materiales
absorbentes es la reduccién de las amplitudes de los campos actsticos asociados al
fendmeno de la propagacién de ondas, esto es, la disipacion de parte de la energia
acustica del sonido ﬂﬁ] Los materiales comtinmente empleados son las fibras na-
turales, artificiales y espumas poliméricas. Los silenciadores que contienen material
absorbente en su interior suelen denominarse disipativos.

En un silenciador, el material absorbente que envuelve uno o varios conductos per-
forados puede caracterizarse en muchas ocasiones como una estructura isétropa. En
dicha estructura existen internamente cavidades o poros interconectados, distribuidos
aleatoriamente, en los que el aire puede moverse m] El paso del aire a través de una
estructura porosa, bajo condiciones de flujo medio, generalmente se define mediante
una trayectoria tortuosa. Si el flujo no es turbulento el volumen de aire que atraviesa
el material es directamente proporcional a la diferencia de presion que origina el flujo.
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La atenuacion acustica se produce en parte por la reflexién de la onda acustica, y
por otra debido a las pérdidas viscosas en los intersticios. Dependiendo del método
utilizado en la fabricacién de los silenciadores disipativos la variacién de la densidad
del material absorbente puede generar heterogeneidad, anisotropia en las fibras y va-
riacién de sus propiedades acusticas ﬂﬂ]

La incorporacién de materiales absorbentes en sistemas de escape de vehiculos ha pre-
sentado tradicionalmente problemas de degradacion de sus propiedades con el tiempo
debido sobre todo a las altas temperaturas que deben soportar y a la contaminacion
con particulas procedentes de los gases de escape. También cabe considerar problemas
de pérdida de material a causa del arrastre sufrido por el flujo de gas, por lo que no
se habian utilizado masivamente en los silenciadores hasta hace relativamente poco
tiempo. Sin embargo, las mejoras de las propiedades de los materiales y el interés
creciente no sélo por reducir los niveles de ruido por debajo de los limites legales sino
también por la calidad sonora ha fomentado la utilizacién de materiales absorbentes
como parte de los silenciadores.

2.6.1. Introduccion

Las propiedades méas importantes de los materiales absorbentes pueden resumirse prin-
cipalmente en la resistividad, densidad del material, porosidad, elasticidad y orien-
tacién de las fibras, entre otras. La resistividad es una de las magnitudes més sig-
nificativas en la caracterizacion acustica de materiales absorbentes. Se define como
la relacion de la presién a ambos lados de una muestra de material absorbente y el
producto de la velocidad a través de la muestra por el espesor de la misma, es decir

AP

T uAl
donde AP es la diferencia de presién a ambos lados de la muestra porosa, Al corres-
ponde al espesor y u es la velocidad a través de la muestra. Este ultimo pardmetro se
obtiene por medio de la relacién entre el flujo volumétrico V' y el area de la seccion
transversal de fibra que atraviesa S

(2.139)

u= % (2.140)

La resistividad depende del tamano de las fibras del material, de su forma y orienta-
cion, de la porosidad y de la uniformidad de su distribucion.

La porosidad de un material absorbente es el cociente entre el volumen de los es-
pacios libres de la muestra porosa y el volumen total
n= 14 (2.141)
Vin
donde V, corresponde al volumen del aire o fluido que ocupa los espacios libres y V,,,
es el volumen total de la muestra de material poroso.
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Debido a que los espacios entre fibras son pequenos, a bajas frecuencias se obser-
va un comportamiento isotérmico ya que durante la fase de compresion del gas se
intercambia calor entre el aire y las fibras. En cambio, a altas frecuencias el inter-
cambio de calor se reduce ya que el tiempo de la compresiéon es menor, generandose
entonces un comportamiento adiabatico que conlleva una variacién del volumen del
aire producida por un cambio en la presién acustica ﬂﬂ}

AV
—fp 5
donde AV es el incremento del volumen del aire producido por el incremento de la
presion actstica AP del total del volumen de aire considerado y &, corresponde al
modulo de compresibilidad volumétrico del aire en los poros, que varia desde 1.0 a
1.4 veces el valor de la presion atmosférica, dependiendo de si la compresion del aire
dentro del material es isotérmica o adiabatica ﬂﬁ] Otra propiedad de los materia-
les absorbentes corresponde a la densidad efectiva del aire, u otro fluido, p, que se
refiere a la variaciéon de densidad del conjunto aire-estructura (fluido) del material
absorbente en funcién de la frecuencia. En determinados casos a baja frecuencia las
fibras del material oscilan junto al aire, actuando como parte del mismo, y a alta
frecuencia las fibras permanecen estaticas. Una particularidad de los medios porosos
se relaciona con la resistencia dinamica, dependiente también de la velocidad, cuyo
valor para velocidad cero es la resistividad.

AP = (2.142)

El material poroso modifica el flujo del gas y su compresibilidad. La velocidad del
fluido a través de los poros no es uniforme y su direccién depende de la tortuosidad
del medio poroso. En el limite de la interfase material poroso-conducto principal la
componente normal de la velocidad media de fluido u es continua @] La ecuacion de
continuidad para u sigue siendo vélida si se considera que para un volumen determi-
nado de material poroso se promedia el tamano de los poros, y la densidad del fluido
que ocupa una fraccién 2 del material poroso es (pg + p). Teniendo en cuenta estos
aspectos la ecuacién de continuidad de primer orden es

9] S
Qa—f —poViE =0 (2.143)
La relacién entre el cambio de densidad p y presién acustica esta dada por la expresion
p = —Kppop- Al sustituir en la ecuacién anterior se obtiene
Ip .
Kp{? (E)t) = —Vu (2.144)

El médulo de compresibilidad volumétrico x, a altas frecuencias es 1.4 veces la pre-
sion atmosférica y equivale al coeficiente de compresibilidad adiabdtico ks. A bajas
frecuencias, k), es cercano a la presién atmosférica y se relaciona con el coeficiente de
compresibilidad isotermo xp. En algunos casos, k7 varia en funcién de la frecuencia
f. Expresando la presién actstica en funcién de ondas arménicas simples p = Pel«t
la ecuacién anterior se escribe como

Jjwk, 2P = -Vu (2.145)
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La porosidad del medio modifica la velocidad de la onda. Reemplazando pr por p,{?2
en la ecuacion (222)) la velocidad actstica en los poros es @]

1
= 2.146
Cp Iippr ( )

La velocidad acistica en los poros ¢, es mayor que la velocidad de propagacién en el
aire ¢ si la porosidad del material absorbente §2 es pequena. En cambio si el término
ppf2 es mayor que pg, la velocidad actstica en los poros serd menor a la de propaga-
cién en el aire.

Reescribiendo la expresiéon (ZI44) en funcién de ZI46) y de p = Pel“! se obtie-
ne

( ]“2> P =vVi (2.147)
PpCp

La ecuacién del movimiento debe tener en cuenta las consecuencias de la aceleracion
del fluido a través de los poros. En efecto, la presencia de materiales porosos genera
cambios en las propiedades inerciales del fluido y variacién de la fricciéon. Por tanto, la
representaciéon de las propiedades inerciales del fluido en los poros se define en funcion
de la densidad efectiva del fluido p,, dependiente de la frecuencia w, de la densidad del
material poroso p,,, de la densidad del fluido externo al medio poroso pg, del factor
estructural x, de la porosidad del material {2 y de la resistividad R. Matemé&ticamente

[1d]

pp = po’;#
o -1\’
<pmw (Hpo a )> (2.148)
’ m
oy )\

A baja frecuencia el valor de la densidad efectiva tiende a (p., + por{?2), indicando
que la interaccion entre fluido y material poroso es equivalente a un solo elemento. A
alta frecuencia p, es aproximadamente igual a pyox. Para los materiales comtinmen-
te utilizados, la densidad efectiva varia de 5.5 vaces a 1 respecto a la densidad del aire.

El cambio de la friccién del flujo a través de los poros se expresa por medio de la
resistividad R definida anteriormente por la expresién (ZI39)). La ecuacién de movi-
miento inicial

o
Po (a?) = -Vp (2.149)
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que al ser escrita en términos de una onda armonica simple

Jwpoti = Vp (2.150)

se transforma, al ser anadidos los términos inerciales y resistivos @], en

0
pp<au> +Ri+Vp=0 (2.151)
Esta expresion en forma de ondas armonicas simples es
. RN
Jjwpp |1 +j— | U—-Vp=0 (2.152)
PpW
Teniendo en cuenta que el potencial de velocidad actstica es definido por @ = —V ¢,
sustituyendo en la ecuacién ([ZI49) la presién se expresarfa como
9¢
— R 2.153
p= ( 3t> + Ro (2.153)
y derivando
Ip ) 99
- = R 2.154
ot~ P < oz ) T\ ar (2.154)

Al reemplazar esta dltima expresion en ([2I44) resulta

V2 = Ky 2 ( (gif) +R (%‘f)) (2.155)

en la que el dltimo término de la relacién representa las pérdidas por friccion.

Al introducir el término de densidad efectiva compleja del fluido en los poros p

5= pp (1+]R> (2.156)

PpW

y el término coeficiente de compresibilidad efectiva del fluido en los poros & = K, {2,
la sustitucién en la expresién (ZI46]) proporciona la velocidad actstica efectiva

<1 +3R>_1/2 (2.157)

PpW

Nuevamente utilizando el potencial de velocidad actstica y las expresiones (2147,

E.I150)

Jw
pec2
p = jwps (2.159)

se puede escribir la ecuacién de ondas para ondas armoénicas simples como

p=Vi (2.158)
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V2P 4 (%)2@:0 (2.160)

La densidad y velocidad efectivas son cantidades complejas debido al término de
friccion R. A altas frecuencias la parte imaginaria de ambas es menor a la unidad y
la parte real es ligeramente mayor que la densidad y velocidad del fluido. Dada una
onda plana de frecuencia w/ (27), viajando en la direccién positiva de x representada
por la expresion

(L ~
¢ = Ae”’<5_t> — Aed(ke-wt) (2.161)

donde & es el nimero de onda en el material absorbente que puede determinarse por
medio de la expresion

1/2

~ R

k= w\/ppkps? (1 —i—j) (2.162)
Ppw

que a altas frecuencias tiende a w./ppkpf? y a bajas frecuencias a \/wk,{2R. Para

otros tipos de ondas es posible su utilizacién mediante el empleo de la transformada

de Fourier.

2.6.2. Caracterizacién del material

La caracterizacién actstica de materiales absorbentes suele realizarse mediante el uso
de dos modelos: el modelo macroscépico de comportamiento y el modelo poroelastico.
El primero de ellos, conocido también como modelo de dos pardametros, considera que
el material absorbente puede caracterizarse, desde un punto de vista acistico como
un fluido equivalente, por medio del nimero de onda complejo k y de la impedancia
acustica compleja Z M, , } Se aplica al analisis de materiales cuya fase solida es
rigida de manera que el movimiento de la estructura no afecta al movimiento de las
particulas de fluido en contacto con ella. Basicamente los materiales utilizados por la
industria en la fabricacién de silenciadores son de este modelo. El segundo modelo, el
poroeléstico, esta basado en las teorias de Biot ﬂﬁ] y adaptado por Allard et al. ﬂa]
al problema acustico. En este modelo se considera la elasticidad de la fase sélida, que
tiene una significativa interaccién con los espacios ocupados por el aire u otro gas.
Delany y Bazley @] realizaron estudios experimentales abarcando una extensa gama
de materiales absorbentes de los que obtuvieron expresiones analiticas que permiten
definir la impedancia Z y el nimero de onda k en funcién de la frecuencia y de la
resistividad. Posteriormente varios autores , , ], en base a este planteamiento,
llevaron a cabo numerosos estudios del comportamiento actistico de silenciadores con
materiales absorbentes. Las expresiones de Delany y Bazley @] pueden escribirse

Z =217 ((1 + as <";ﬁ’°)%> +j <a7 (";ﬁ’o)as)) (2.163)
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(o3 ) (B))

donde Zy = poco representa la impedancia caracterfstica del medio, kg = 27 f/co
es el nimero de onda en el aire, f la frecuencia y R la resistividad del material.
Los coeficientes a;, i = 1,2,...,8, dependen del material considerado y se obtienen
mediante ajuste a medidas experimentales @, @] Adicionalmente otras propieda-
des, dependientes de las expresiones anteriores, que complementan la caracterizacion
del material absorbente son la velocidad acustica compleja y la densidad compleja,
definidas por

(2.165)

= €

o N
|y

(2.166)

Y
I

2.6.3. Consideraciones adicionales
1. [Efecto en la impedancia de conductos perforados

Las superficies perforadas proporcionan, desde un punto de vista estructural, rigidez
al silenciador, dan soporte al material absorbente y evitan el desprendimiento de éste.
Desde el punto de vista acustico el efecto més significativo del material es aumentar
la reactancia, o parte imaginaria, de la impedancia acustica de la superficie perforada

24, [zd].

Los estudios realizados para determinar la impedancia actstica de elementos per-
forados en contacto con materiales porosos tanto en ausencia como con flujo medio
pueden resumirse en tres grandes categorias: trabajos analiticos, experimentales y se-
miempiricos. El principal objetivo de los trabajos analiticos es determinar el efecto
que ejercen los materiales absorbentes en la impedancia de los elementos perforados.
Inicialmente Bolt ﬂﬁ] centro su investigacién en la variacién del valor de la reactancia
de elementos perforados en contacto con material absorbente. Indicé que el aumento
del nimero de orificios en contacto con el material absorbente tendia a mejorar el coe-
ficiente de absorcién a bajas frecuencias; en cambio, a altas frecuencias observé una
tendencia inversa. Ingard y Bolt ﬂﬁ] mostraron que la combinaciéon de material absor-
bente y elementos perforados es equivalente a un resonador de Helmholtz. Dejando un
espacio libre entre la superficie perforada y el material absorbente Callaway y Ramer
ﬂﬁ] e Ingard @] lograron incrementar el valor de la parte resistiva de la impedancia.

Los trabajos empiricos combinan las propiedades actsticas de las superficies per-
foradas y de los materiales absorbentes para la obtencién del coeficiente de absorcion
de los materiales absorbentes. En el trabajo de Davern ﬂﬁ] se considerd el efecto
que ejercia la porosidad, el espesor de la placa perforada, la densidad del material
absorbente, el espacio libre y el contacto entre el material absorbente y superficies
perforadas sobre el coeficiente de absorcion del material absorbente.
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Los estudios semiempiricos se orientan a establecer las caracteristicas de la interaccion
superficie perforada-material absorbente, destacando el calculo de la impedancia de
las superficies perforadas. En este sentido Kirby y Cummings @] desarrollan para el
calculo de la impedancia de elementos perforados en contacto con material absorbente
una formulacién semiempirica a bajas frecuencias que tiene en cuenta la presencia de
flujo medio tangente y descarta la interaccion entre orificios. Este modelo combina
la formulacién empirica de caracterizacion de materiales absorbentes propuesta por
Delany y Bazley @} con el modelo tedrico microestructural ﬂa] a bajas frecuencias.
De este modo, las expresiones que determinan la constante de propagacion r (siendo
I=-— ]l~€) e impedancia caracterfstica Z vienen dadas por

f:j 7Oqz(w)<(ln(1Q)+1+2())(21n(1Q)JFQQSL?)QB/QJF94/3
(In(1— Q)+ 2+ 22/2)
1
(o2 )2
( Y0 )PT ]27T§fq352(w)>
(2.167)
Z W) ((In(1—2)+14+20)QIn(1— 2) + 2% +3023/2 + 2*/3
PoCo B '7/0.92 (ln (1—Q)+Q+92/2)2
1
(-1 I (A 2
(57) e j?w@-q%s?(w))
(2.168)

en las que los factores de tortuosidad ¢?(w) y de forma s?(w) son, respectivamente

((1 n a3§;4) (1 n a5§;6> - a1a7§(f“2+“8)) (In(1— Q)+ 2+ 22/2)°
n(l— Q) +1+22)n(l— )+ 2130221 B3

(2.169)

2 () (2.170)

) = 27mE r gl (alf? (1 + a5§;6) + a7§jﬁ8 (1 + a3§;4>)

donde a; son los coeficientes de Delany y Bazley obtenidos experimentalmente. La
impedancia actstica adimensional de la superficie perforada se calcula por la expresion

-1 0.425d, ZT°

&p=— <§; — j0.425kqd}, + h) (2.171)
o Poco

siendo 51’, la impedancia adimensional de un orificio en ausencia de material absor-

bente.
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En los trabajos de Selamet et al. , ] se adapta la metodologia de Kirby y
Cummings en la modificacion de la expresién de impedancia desarrollada por Su-
llivan y Crocker M} (2I15) en el caso de contacto con material absorbente. La
siguiente formulacién es empleada en el rango de frecuencias utilizado en esta Tesis
en ausencia de flujo medio [46]

Z k
6-1073 + jko | tp +0.425 ( 1 + —— | dyF(0)
. Zo ko
(2.172)

Zyp = poco p

donde F(o) es el factor de correccién debido a la interaccién entre orificios calculado
mediante la expresion (ZI121)).

11. Medio modvil

La presencia de flujo medio en la entrada del silenciador induce un campo de flujo
dentro del material absorbente de pequena magnitud pero en ocasiones puede modifi-
car el comportamiento acustico del mismo. Considerando que el material absorbente
es homogéneo y tiene propiedades isétropas, el flujo medio puede generar anisotropia
y heterogeneidades ﬂﬂ%]

Si bien el conocimiento del comportamiento actstico de las superficies perforadas
en presencia de flujo tangente se sigue ampliando, esta establecido que la existencia
de flujo medio, tangente o normal, incrementa la resistencia y disminuye la reactancia
de la impedancia en comparacion al caso sin flujo. En el trabajo de Kirby y Cummings

| se desarrollan las expresiones ya estudiadas adaptadas al caso con flujo medio,
@I3T) y (2I32). Para el caso en el que exista material absorbente, la impedancia
acustica adimensional se calcula mediante la expresién (ZI71]) con las modificaciones
de Denia et al. @] para incluir la interaccién de los orificios, llegando a la expresién

5|

Zp = poco

(5; + j0.425kody, ('5 — 1> F (o—))

L0

(2.173)

g
siendo &, la impedancia adimensional de un orificio en ausencia de material absorben-
te, cuyas partes resistiva y reactiva vienen dadas por las expresiones (2133)) y (2I35]).

Como se ha indicado anteriormente, otra formulacion relevante de la impedancia en
presencia de flujo medio es la de Lee e Th @] cuyas partes resistiva Ry y reactiva X
se calculan mediante las expresiones (Z136) y [2I38)), respectivamente. Dicha formu-
lacién se modifica para incluir la presencia de material absorbente, de manera que la
impedancia con flujo medio y material absorbente viene dada por

<j0.425k0dh (/i - 1> F (0)) .

g

Z, = Ro + jXo + poco
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Para caracterizar el elemento perforado en presencia de flujo medio y material absor-
bente, se hace uso de las ecuaciones (2I73) y ([ZI74) a lo largo de la Tesis.

2.7. Silenciadores

Un silenciador es un elemento generalmente pasivo, conectado a una fuente de ruido,
cuyo cometido es atenuar el nivel sonoro de éste hasta valores aceptables. La respuesta
acustica de los silenciadores depende de los fenémenos que producen la atenuacion
sonora ﬂﬁ] Los silenciadores se agrupan en dos grandes grupos:

2.7.1. Configuraciones sin disipacién

Son los silenciadores llamados reactivos, puesto que la atenuacién es producida prin-
cipalmente por fenémenos de tipo reactivo en los que parte de la energia incidente
retorna a la fuente debido a la reflexién que se produce como consecuencia de cambios
de seccién y otras particularidades geométricas. Un ejemplo tipico es una camara de
expansién simple, formada por un tubo de entrada, una camara de expansién central,
y un tubo de salida, tal como se observa en la figura[Z8 en la que se muestran algunos
ejemplos adicionales. La energia disipada en este caso es muy pequena.

— .
I B s IR e—
] — 1 1 —
I s TR B I

(a) Cdmara de expansion (b) Cdmara reversa. (¢) Cdmara con doble salida

simple. opuesta.

FiGuraA 2.8: Silenciadores reactivos.

Otro caso interesante de este tipo de silenciadores son los llamados resonadores.
Su funcionamiento se basa en la presencia de cavidades y zonas de discontinuidad
geométrica donde el flujo puede entrar en resonancia, absorbiendo gran parte de la
energia e impidiendo que ésta se propague. Estos silenciadores presentan frecuencias
propias donde la atenuacién es elevada, aunque para otras frecuencias de excitacion
este mecanismo no entra en funcionamiento y se debe recurrir a otros medios. Un
ejemplo claro lo constituye el resonador de Helmholtz y el silenciador con tubos ex-
tendidos, en los que los conductos de entrada y salida penetran parcialmente en el
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interior de la caAmara central. La figura muestra las geometrias asociadas.

(a) Resonador de Helmholtz. (b) Silenciador con tubos extendidos.

FIGURrA 2.9: Silenciadores resonantes.

2.7.2. Configuraciones con disipacion

En los silenciadores disipativos, los fenémenos de atenuacion, ademas de los debidos
a las discontinuidades geométricas, son producidos por la utilizacién de materiales
absorbentes de gran superficie especifica (en forma de fibra, especialmente). También
pueden conseguirse caracteristicas disipativas (aunque en menor grado) mediante la
introduccién de placas y tubos perforados que favorecen la disipacién de energia du-
rante la propagacion de la onda acustica. La figura muestra dos silenciadores
disipativos.

Material absorbente Material absorbente
Placa perforada / /

Tubo perforado

| / _____ / %

(a) Cdmara reversa con material absorbente  (b) Resonador concéntrico con material

y placa perforada. absorbente.

Ficura 2.10: Silenciadores disipativos.

Realmente todos los silenciadores reactivos producen algo de disipaciéon como conse-
cuencia de las pérdidas asociadas a todo fluido real cuando éste circula por conduc-
tos, cambios de seccion, etc. Igualmente, los silenciadores disipativos tienen asociados
efecto reactivos debido a la presencia de expansiones y contracciones. En la literatu-
ra es frecuente encontrar los silenciadores con elementos perforados en la categoria
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de reactivos. De cualquier manera, la disipacién introducida por éstos puede no ser
despreciable en ciertas configuraciones.

2.8. Catalizadores

2.8.1. Introduccion

Las limitaciones actuales relativas a la emisiéon de contaminantes en motores de com-
bustion alternativos han llevado a la utilizacion generalizada de convertidores cataliti-
cos en la linea de escape de los vehiculos. Si bien el disefio del catalizador se centra
fundamentalmente en aspectos relacionados con la reduccién de gases nocivos, la in-
fluencia de éste en la atenuacion de ruido es considerable, actuando de forma anéloga
a la de un silenciador. Un catalizador consiste habitualmente en una expansién de
entrada, un monolito y una contracciéon de salida. La estructura del monolito es de
miiltiples celdillas (capilares), con una densidad de 5-10° hasta 10° capilares por me-
tro cuadrado @} La figura[ZTT] muestra un catalizador en el que el tubo de entrada
y el de la salida estan conectados con el monolito a través de dos conductos cénicos.
La figura ilustra un catalizador comercial y el monolito asociado.

Monolito

4

FiGura 2.11: Conwvertidor catalitico.

El modelado actstico del catalizador requiere el andlisis de los fendmenos de propaga-
cién en los capilares del monolito, en los que debe tenerse en cuenta el papel que juega
la viscosidad y la transferencia de calor. Kirchhoff @] presenté un modelo detallado
valido para medio de propagacién en reposo. A partir de dicho modelo, Zwikker y
Kosten @} obtuvieron una solucién aproximada haciendo algunas simplificaciones
en el modelo para conductos de seccion transversal circular. Desde un punto de vista
practico, la geometria de seccién cuadrada y rectangular presenta mayor interés,

se considera en el trabajo de Stinson ﬂEl‘] y de Roh et al. HE] Selamet et al. |
utilizaron una técnica basada en elementos finitos asumiendo que el monolito se com-
porta como un material absorbente de tipo fibroso, de manera que sus propiedades
acusticas son las de un fluido equivalente con impedancia y nimero de onda complejos
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(a) Catalizador comercial. (b) Monolito.

FiGUuraA 2.12: Catalizador comercial y monolito.

v dependientes de la frecuencia. Con la presencia de flujo medio la situacién se hace
més complicada y no existe hasta el momento ninguna teoria completa. Dokumaci

] encontré una solucién analitica utilizando el procedimiento de Zwikker y Kosten
para capilares de seccién transversal circular. En otro trabajo, el mismo autor ﬂﬁ]
extendié su modelo para el caso de capilares rectangulares en base a la utilizacién de
series de Fourier.

2.8.2. Modelado actstico del monolito

Se procede en esta seccién a llevar a cabo el modelado actstico del monolito. Para
ello, se recurre a los resultados presentados por Allard M] en ausencia de flujo medio.
En éstos, se utiliza la resistividad como propiedad relevante de la caracterizacién.
Este modelo ha sido utilizado de manera satisfactoria por Selamet et al. @] En
Ezsencia de flujo medio se va a recurrir a los modelos desarrollados por Dokumaci

).

1. Medio en reposo

En ausencia de flujo medio, un conjunto de conductos capilares puede caracterizarse
desde un punto de vista actstico como un fluido M], por medio de una densidad y
velocidad del sonido equivalentes. Ambos parametros son complejos, dependientes de
la frecuencia y pueden expresarse en funcion de la resistividad R ﬂ] Estas propiedades
se derivan a partir de la ecuacién de continuidad (ZI75]), de equilibrio dindmico (ZI76])
y de la energia , considerando los efectos viscosos y de transferencia de calor
en los capilares W

Opm _
ZFm "= 2.1
ot + pOVu 0 ( 75)

Oy, 1 .
Vm + po% — <V2um + §V(vum)> =0 (2.176)
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0T, 1 Opm K

_ = 7. 2.1
ot poCp Ot PoopV (170

siendo pg la densidad del aire, p,, la densidad equivalente, x la conductividad térmica,
C) el calor especifico a presién constante, p la viscosidad, p,, la presién actstica y uy,
la velocidad acustica. El subindice m se refiere a las variables acusticas en el monolito.

Teniendo en cuenta que las dimensiones transversales de los capilares son pequenas
en comparacién con la longitud de onda y la dimensién longitudinal de dicho capilar,
la condicién que existe es la de un flujo laminar completamente desarrollado E] Con
esta condicién la ecuacién de equilibrio dindmico (ZI76) puede escribirse como

O,
Vm + po% + Ry = 0 (2.178)
Asumiendo una solucién de tipo arménico, ,, = U,,e’“?, se llega a la ecuacién
Ot
Vi + pm% =0 (2.179)

en la que la densidad equivalente p,, se escribe en funcién de pg y #

74
pm=pot o (2.180)

donde Z es dependiente de la frecuencia y de la geometria de la seccién transversal
del capilar y se puede calcular mediante la expresién M]

R = ROG.(s) (2.181)

En la ecuacién (2IRI)) R y ¢ son, respectivamente, la resistividad estacionaria y la
porosidad del monolito. La funcién G.(s) se define como

)
Jo (sv=))

"2 10V

sv/=7 Jo (sv/=J)

donde Jg y J; son las funciones de Bessel de primera especie y orden cero y uno,
respectivamente, y s es el nimero de onda tangencial, que se puede expresar como

Ge(s) = (2.182)

8wpo
Ro

En la ecuacién ([ZI83]), o depende de la geometria de la seccién transversal del ca-
pilar M} La Tabla 2] muestra el valor de « para distintas geometrias de la seccién
transversal del capilar.

(2.183)

S =«

La velocidad del sonido equivalente c¢,, se puede obtener a partir de la densidad
equivalente p,, y el médulo volumétrico K,,, definido como [4]
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Seccion transversal «
Circular 1.00
Cuadrada 1.07
Triangulo equildtero  1.14
Rectangular 0.78

TABLA 2.1: Valores de a para distintas geometrias de la seccion transversal del capilar.

P,
K, —— 170 (2.184)

y-—(y-1F
siendo y la relacion de calores especificos, Py la presién ambiental media y F' viene
dado por la siguiente expresion

F:1+ 7o GC(\/ﬁs> (2.185)

JPrwpo

En la ecuacién [ZI8H) Pr es el nimero de Prandtl, definido como Pr = uC),/k.
Finalmente la velocidad del sonido equivalente puede expresarse como

Cm = \/% = « (2.186)
" \/<1+ Ry

2 6. <s>) (- (— 1) F)

donde se ha tenido en cuenta la relacién ¢y = \/vFPo/po.

Una vez conocida la densidad y velocidad del sonido equivalentes, se puede proceder
a modelar el monolito. Una opcién es recurrir a los modelos de onda plana, caracte-
rizando el monolito por su matriz de transferencia. La otra alternativa es abordar el
problema mediante modelos multidimensionales, como el método de elementos finitos.
En esta seccion se va a calcular la matriz de cuatro polos del monolito, en ausencia
de flujo medio. Utilizando un procedimiento idéntico al planteado en el estudio de un
conducto circular se consigue una matriz de cuatro polos de caracteristicas similares
a la expresada en la ecuacién (Z89). Por lo tanto, la matriz de cuatro polos de un
monolito de longitud L,, puede escribirse como

v (2.187)

- sen(kpy, L) cos (kL) Us

{ Pl} €o8(km L) jZum sen(kp L) { PQ}

m

donde k,,, = w/cy, es el nimero de onda equivalente y Z,, = p;,¢y la impedancia
equivalente. Cabe indicar que debido a que los resultados presentados por Allard
M] para el modelado del monolito no consideran la presencia de flujo medio en los
capilares, se va a recurrir en la siguiente seccién a los modelos de Dokumaci @, @]
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11. Medio modvil

Como se ha indicado anteriormente, en presencia de flujo medio se recurre a los
modelos de Dokumaci @, @] para el modelado del monolito. Estos no tienen en
cuenta la resistividad como una propiedad de caracterizacién. Las ecuaciones que
gobiernan la propagacién de ondas en los capilares son la ecuacién de continuidad
2173, de equilibrio dindmico (ZI70]) y de la energfa (2I7T). Con la consideracién de
flujo medio axial definido por la velocidad Uy, en los capilares, aparecen los términos
convectivos y las ecuaciones anteriores se modifican. Asumiendo un comportamiento
arménico de las perturbaciones actisticas de tipo e 7**, las ecuaciones convectivas se
pueden escribir, introduciendo las simplificaciones de Zwikker y Kosten @}, de la
siguiente manera @, @]

d
(—jwp + Ufmag) + poVii = (2.188)
. ow 0
P (wa + Ufmaz) = *(75 +uViw,  p=p(2) (2.189)
oT 0
PoCyp (—ij + Ufmaz) = (—jwp + Ufma]:) + kVET (2.190)

donde p, p y T son las perturbaciones acusticas, « el vector de la velocidad acustica,
w la componente axial de la velocidad acustica, pg la densidad del medio, « la con-
ductividad térmica, p la viscosidad y C), el calor especifico a presién constante. Los
operadores V y V% son, respectivamente, el operador nabla y el operador laplaciano
en la seccion transversal del capilar.

Capilares circulares

Para el caso de capilares de seccion transversal circular, V% y Vi se escriben como

19 0
2 _
Vs = “or T o (2.191)
0 Ou, r
Vi = ai: + (,;; u7 (2.192)

siendo u,- la componente radial de la velocidad acustica respecto a la coordenada r.

Sustituyendo la expresién ([ZI92) en la expresién (ZISH), y la expresion (ZI9]]) en
las ecuaciones (2.I89) y (2I90), para la ecuacién de continuidad, resulta

9p o Our “T>=0 (2.193)

<—]wp+UfmaZ> + po (az-‘r or +7

Para la ecuacién de equilibrio dindmico, se tiene

. ow dp Pw 10w
Po <—wa + Ufmaz> =g, TH (61"2 + r@r) ) p=np(2) (2.194)
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En la ecuacién anterior cabe indicar que la variable acustica p depende sélo de la
coordenada axial z.

La ecuacién de la energia puede expresarse como

. or , 0 o°T 19T
poCp (—jojT-i— Ufm62> = (—jwp+ Ufma]:> +K (87‘2 + - "o ) (2.195)

Para resolver el problema planteado, es necesario incluir la ecuacion de estado y las
condiciones de contorno. Por una parte la ecuaciéon de estado, para un gas perfecto,
se escribe como

= = 4+ 2.196
po  po  To ( )

donde Ty y po son la temperatura y la presién ambiental, respectivamente. Por otra
parte, si se asume que la pared del capilar es rigida, las condiciones de contorno a
considerar en el centro del capilar implican que « y T tienen un valor finito, mientras
que su valor es nulo en la pared rigida (recuérdese que son perturbaciones).

Asumiendo que la dependencia de las variables acisticas respecto a z es de la forma
e7kol'z se puede escribir

p(z) = pPteikol™z 4 peikol™= (2.197)
w(z,r) = H (r)p(z) (2.198)
T(z,1)=F(r)p(z) (2.199)

siendo P y P~ amplitudes complejas asociadas a la onda progresiva y regresiva,
respectivamente, ko el numero de onda, I' la constante de propagacién, y H y F
funciones de la coordenada radial r.

Sustituyendo las ecuaciones (ZIT7)-(ZI99) en las ecuaciones (ZI94) y (ZI953), se

obtiene
d*H 1dH =, Ik
—— 4= H= 2.200
dr2 + r dr +h ( )
d’F 1dF  , , . j(1-T'Muw
- =2 "% 2.201
dr? + r dr +08% ( )
donde
B%a® =j(1—T'M)s* (2.202)

En las ecuaciones anteriores, M = Uy, /co es el nimero de Mach, 02 = uC,/k es
el nimero de Prandtl, Re es el nimero de Reynolds, definido como, Re = ppaco/u
siendo a el radio de la seccion transversal del capilar. El nimero de onda tangencial
s viene dado por la siguiente expresiéon
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w
s =+/Rekopa = a (po) (2.203)
1
Las soluciones de las ecuaciones diferenciales ([2.200) y ([2.201)) se pueden expresar en
términos de las funciones de Bessel de orden cero. Escribiendo las soluciones generales
y aplicando las condiciones de contorno, las funciones H y F se escriben

o I _ Jo (67‘)
0 = e U= T30 (1 % (Ba)) (2.204)

iy~ 2200 (1 dalod))
B202k Jo (opa)
Una vez halladas la funciones H y F el resto de la solucién se deduce de manera
sencilla. En primer lugar se expresa la ecuacién de continuidad ([ZZI93]) en funcién de
H y F, y luego se integra la ecuacion resultante respecto a la coordenada r. Tras
aplicar las condiciones de contorno, se obtiene la ecuacién caracteristica

(2.205)

2
v+ (v — 1)1 (cBa) + (1—FFM> 1(8a) =0 (2.206)
donde
1(¢) = jz Eg (2.207)

Las rafces de la ecuacién caracteristica (Z206), I'" y '™, se pueden hallar utilizando
un método iterativo como el método de la secante o Newton-Raphson.

El modelado actstico de un convertidor catalitico completo requiere el conocimiento
de los procesos de transferencia de ondas en las zonas de interfase entre el monolito
v los tubos de entrada y salida. Dada la complejidad del problema, el tratamiento ha
de ser necesariamente aproximado si se desea obtener una formulacién con un coste
computacional razonable. Por ello se considera en esta seccién un planteamiento de
onda plana. La figura 213 muestra un convertidor catalitico, que estd formado por el
monolito, los tubos de entrada y salida, y los elementos de transiciéon troncocénicos.
La presién acustica en una seccion z del capilar sélo depende de la coordenada z
[2I94)), y se puede expresar como la suma de dos componentes: una que avanza en el
sentido positivo de z y otra en sentido contrario,

p(z) = Pt(2) + P (2) (2.208)
Combinando las ecuaciones (2197) y (2208), se puede escribir

Pt(z) = Pteihol™z  p=(z) = p-eikol = (2.209)
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1: 12 31 |
Tubo \ / Tubo
de entrada : ; ; : de salida
: : Monolito : :

FIGURrA 2.13: Convertidor catalitico.

La relacion entre las componentes progresivas y regresivas de la presién en la seccion
z v en la entrada del capilar, se puede escribir
Pt
{ p- } (2.210)
z=0

P+ B ejkOFJrz 0
P z - 0 ejkof’*z

Por un lado, y asumiendo que los capilares del monolito son idénticos, la transferencia
de ondas en el monolito se puede determinar aplicando la ecuacién (22I0) a un ca-
pilar. Por otro, la transferencia de ondas en las zonas de interfase monolito-tubos de
entrada y salida, se puede describir con la aplicaciéon de la ecuaciéon de conservacion
de masa y de energia @, @]

En primer lugar se considera la discontinuidad geométrica en la entrada del monolito.
Asumiendo condiciones cuasi-estaticas, las ecuaciones de conservacién de masa y de
energia se escriben, respectivamente @7 @]

/ (powr + p1 Ufml) ds, = / (po wa + po Ume) dSs (2.211)

1 Sa

/ <pl + Ufml wl) (,00 Ufml) dSl = / (T() So + % + Ufm2 w2> (po Ufm2) dSQ
Sl SZ

Po

(2.212)
siendo s la entropia, Uy, ¥ Ufm, la velocidad de flujo en el tubo de entrada y en el
monolito, respectivamente. Los subindices 1 y 2 se refieren a las zonas aguas arriba
y aguas abajo de la discontinuidad en la entrada del monolito (véase la figura 2.13)).
El area transversal S5 es la suma de las areas transversales de todos los capilares que
forman el monolito de manera que Sy = nwa?, donde n es el nimero de los capilares
v a es su radio.

Se asumen condiciones isoentropicas en la zona aguas arriba @, @} Para la zona
aguas abajo es necesario hallar las perturbaciones actsticas ws, S2 y p2. La compo-
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nente axial de la velocidad actstica wy se puede expresar combinando las expresiones

(EI08) v @20, como

pocows (2,7) = h™ (r) P (2) + h™ (r) Py (2) (2.213)
donde la funcién h* (r) se escribe [@]
£y r+ _ Jo(BEr)
0= g (1 1) 2214

siendo B* los valores de 3, calculados mediante la ecuacién (Z202), para I't y '™,
respectivamente, y My = Uy, /co es el ntimero de Mach en los capilares.

Considerando ahora las ecuaciones de estado para un gas perfecto, la densidad y
la entropia se pueden expresar

copa (z,1) = g () Py (2) + 97 (r) Py (2) (2.215)
poTosa (z,7) = e (r) Py (2) + e (r) Py (2) (2.216)

donde las funciones g* (r), e* (r) se escriben como ﬂﬁ]

g i?"
gE(r) =14+ (y—-1) W (2.217)
a :t’l“
et (r) = %3 Eo—gia; (2.218)

Sustituyendo las ecuaciones (Z213)), (Z2I0) y (Z2I6) en las expresiones [2211) y

[2212), e integrando sobre la seccién transversal aguas arriba y aguas abajo de la
discontinuidad geométrica, la relacién entre las componentes de la presion acustica,
queda

Sy ((1+ M) P — (1= M) Pr) = So (B + Magh)) Pt + (hyy + Mo g;,) Py)
(2.219)
(1+ M) P+ (1— M) P, = (1+ef + Maht) P + (14, + Myhy,) Py
(2.220)
siendo My, Ms el nimero de Mach en la zona aguas arriba y aguas abajo, respecti-
vamente. Las funciones promediadas ht, et y g se pueden calcular integrando las
funciones h*, e y g% sobre el drea transversal del capilar, dando lugar a

£ I+ 1 @ Jo (B*7) B —I+ Jo (B*a)
h,, = 7(1 — FiMQ)ﬁ‘/O (1 — 7(]0 (ﬂia)> 2rrdr = { —FiMz) T (,Bia) (2.221)

1 1 @ (oBFr) Jo (0BFa) 2y Ji (6% a)

. JO —
Im = wa? Jo (1 +r=1) Jo (Uﬂia)> 2rrdr = Jo (03%a) + of*aJg (of*a)
(2.222)
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i 1 @ (Jo (oBFr) 2 Jy(0p%a) (2.223)

[ = — _— - 7
" wa? Jy \Jo (0B*a) of*a Jo (cf*a)
Las ecuaciones (Z2I9) y ([2220) se pueden escribir matricialmente de la siguiente
manera

) 2mrdr =

S1(1+ M) =5 (1—M1)} {Pfr} [52 (hy + Mo gh)  So (h%+M29;1)] {P;}

1+ M, 1— DM P 1+ef +Myh), 1+e, +Mh, | |P;
(2.224)
Introduciendo la notacién
S+ M) =S (1- M)
T, = [ 14+ M, 10, (2.225)
_ [Sa (hf, + Magh)  Sa(hy, + Mag,,)
o= |:1+€;’,_1+M2 ht  1+e, +Msh,, (2.226)

la expresion (Z224) puede escribirse como

73] {Ef} — (1) {]’_f,jf} (2.227)

La expresion anterior describe la relacion entre las componentes de presion progresivas
y regresivas en los planos 1 y 2. Para la expresién que relaciona las variables de presién
y velocidad acusticas en los mismos planos se puede utilizar la matriz de cuatro polos

de la discontinuidad
p p
{wll} = [Teon) {MZ} (2.228)

Considerando las ecuaciones (2208), 2213) y (2:224)), y aplicando un procedimiento
similar al utilizado en la seccién [Z42] la matriz de transferencia [T.,,] se escribe

como ]

-1

1 LoCo _h1_n PoCo
1 poco o Ll
Ten] = |2 2 | [m] 7 [m] | (2 hm) (B =hi) | 5)
1 PoCo m —pPoCo
2 2 (b = hm)  (Pin = P

Ahora, para la zona de discontinuidad en la salida del monolito, se aplica un proce-
dimiento idéntico al utilizado anteriormente partiendo de la ecuacién de conservacion
de masa y de energia. Se llega a una expresién similar a la ecuacién ([2224), que re-
laciona las componentes de presién progresivas y regresivas en los planos 3 y 4 (véase

la figura 2213))

Ss (bl + Msgh)  Ss(hy, + Msgy)| [P\ _ [Sa(L+My) —Si(1—My)] [P
L+eb +Msht 1+e,+Msh, |\ Py | 1+M 1— My Py
(2.230)



2.8. CATALIZADORES 59

Si se introduce la siguiente notacion

_ [Ss(hy + Msgg) S (ha, + Ms gp,)
= [1+e;+M3h; 1+e, +Msh,, (2.231)
_[Sa(1+My) —Si(1— My)
T, = [ L+ M, Y (2.232)

la expresion (Z230) puede escribirse como

T3] {]in} = [T4] {Iif} (2.233)

Para la expresion que relaciona las variables de presién y velocidad actistica en los
planos 3 y 4 se puede utilizar la matriz de cuatro polos de la discontinuidad

{2 = 2] (2234

Combinando las ecuaciones ([2.208), (Z213) y (2230)), y aplicando un procedimiento
similar al utilizado en la seccién 242 la matriz de transferencia [I.,,] se puede

expresar como @]

—hu, poco 1 poco
+ _ 71— + _ - _ - —
Tyl = | (0 2 m) - (i =B |-ty 130 72 (2.235)
fom, Poco 1 PoCo
(hin = hm)  (hm — hm) 2 9

La matriz de transferencia completa del monolito se obtiene multiplicando las matrices
asociadas a la transferencia de ondas en la entrada (cono divergente-capilares) y la
salida del mismo (capilares-cono convergente), dadas por las expresiones (2229) y
([2238)) respectivamente, por la matriz de transferencia [T),0,], de manera que resulta

[T™] = [Teon] [Tmon) [Teap) (2.236)

siendo [Tyn0n] la matriz de transferencia que relaciona las variables de presién y ve-
locidad actstica en los planos 2 y 3. Dicha matriz se puede calcular combinando las
ecuaciones (Z208) y ([Z213)), y aplicando la teoria de los modelos de onda plana @]
Finalmente, la matriz [T),,n] se escribe @]

. R irt koL G koL

14 I koL — I koL c(eJ okm — e m

hme oLlim +hme oLlm LoCo

— —— — T AT S AT — e

[T ] _ eJ Il koLm ojI"~ koLm (hm — hm) eJ T koLm ojI' ™ koLm (hm — hm)
mon) — _ - — -
hth- (eﬂr koLm _ o3I’ koLm) b= il koL _ pt oil' " koL
m m

pocoejr+k0Lm ejrikULm (h,r_n — h;;) ejF+kOLnL ejrik()Lm (hT_n — h:’;L)
(2.237)
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Capilares rectangulares

Se considera ahora un caso de mayor interés practico en el que los capilares que forman
el monolito son de seccién transversal rectangular. La figura [Z.14] muestra un capilar
con dicha seccién y el sistema de coordenadas cartesiano asociado. El origen de las
coordenadas estd en el centro de la seccion transversal. La coordenada axial es z,
mientras que x e y son las coordenadas transversales.

Y
'

2a

FI1GUrA 2.14: Capilar con seccion transversal rectangular.

En coordenadas cartesianas V% y V4 se escriben

H? 0?
2
Vi = g0t 5 (2.238)
du Ov Ow
§= o o —— 2.2
Vil o + ay + 92 (2.239)

siendo u, v y w las componentes de la velocidad actustica @ en x, y y z, respectivamente.

Al sustituir las expresiones ([Z238) y (2239) en las ecuaciones (ZI8])-(2TI90), pa-

ra la ecuacién de continuidad, se obtiene

ap ou Ov OJw
g e — 44— )= 2.24
( Jwp+ Uy 8z>+p0<6x+8y+8z> 0 ( 0)
Para la ecuaciéon de equilibrio dindmico, resulta
—jww +U ow ——@—i— 5)27w+527w =p(z) (2.241)
Po J fm Oz - 92 H D2 ayg ) p=p .

La ecuacién de la energia se puede expresar como
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. or\ ([ ap o°T T

Se asume que la dependencia de las variables actisticas respecto a z es de la forma

e?kol'z 'y por tanto puede escribirse
p(z) = Pretfol™s 4 preikbol (2.243)
w(z,y,z) = H (z,y) p(2) (2.244)
T(x,y,z) = F(x,y)p(z) (2245)

donde H y F son funciones de las coordenadas transversales x e y.

Sustituyendo las ecuaciones (2.243)-(2245]) en las ecuaciones (2240)-(2:242)), y ha-

ciendo uso de la ecuacién de estado (ZI96]), se obtiene

0’H  9*H ko
— + = H = 2.24
Ox? * Oy +8 ( 6)
2 2 S
0°F O0°F 5202 = JjA-=T'M)w (2.247)
72 2 K
Oou  Ov 1 F
— 4+ —=17J — —— (1 =I'M)—jI'kH 2.248
oz " By (Jw<p0 To)( ) = jI'ko )p (2.248)
donde S estd definido en la expresién (2202),
B%a? =j(1—T'M)s? (2.249)

siendo a en este caso el lado de la seccién transversal del capilar respecto al cual se
define el niimero de onda tangencial s.

La solucién de la ecuacién diferencial (Z240) se puede expresar en forma de doble

serie de Fourier @, m]

mnx nmy
H(z, = mn S ( ) ( *) s ,n=1,3,9,..... , 2.2
(z,y) ;zﬂ:a sen ( — — ) sen { —, m,n 3,5 (2.250)

donde los coeficientes a,,,, se pueden determinar sustituyendo la ecuacién (2250) en
la ecuacién ([2Z246]), y promediando la ecuacién resultante sobre la seccién transversal
del capilar. Procediendo de esta manera se obtiene

 16jkoI 1

72 mnBamn (Ba)

(2.251)

amn

donde la funcién a,,, (£) se define como
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2
2 (m2 + n22l2>
1-— (2.252)

mn (§) = e

De manera similar, la solucién de la ecuacién diferencial (2247 se escribe

F(x,y) = Zmen sen (%) sen (%) , m,n=13,5,....., (2.253)
con
165w (1 — I'M) 1
2K mno?B2a,, (ofa) ( )

La ecuacién caracteristica que permite la obtencién de las constantes de propagacion
I't y I'" se puede derivar sustituyendo las ecuaciones (2250) y (Z2253) en la ecuacién
[@2248)) y aplicando las condiciones de contorno. De esta manera, resulta

r

2
1_FM> I1(Ba) =0 (2.255)

’v+(7—1)1(0/3’a)+(

donde

—64 1
I(E): ?;;m, m,n:1,3,5, ..... s (2256)

Las raices de la ecuacion caracteristica (Z255) se pueden hallar con un método itera-
tivo.

Como en el caso previo, en el que la seccién transversal de los capilares es circu-
lar, las expresiones (Z224]) y (Z230) son las que describen la transferencia de ondas
entre los planos 1 y 2 en la entrada del monolito y 3 y 4 en la salida del mismo. La
tinica diferencia consiste en que las funciones hit, eX y gt se expresan ahora de la
siguiente manera

—I'*1(5*a)
+ _
W = TTE (2.257)
e = —1-1(0f%a) (2.258)
gm=-1-(v-Dey, (2.259)

+ el y gt se sigue un procedimiento idéntico al
planteado en el caso de capilares de seccién transversal circular llegando a la matriz
de transferencia completa del monolito [T™], expresada por la ecuacién ([2236]).

Una vez obtenidas las funciones hE
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2.9. Atenuacién sonora en silenciadores y cataliza-
dores

La cuantificacion de la atenuacién de ruido en silenciadores y catalizadores requie-
re en primer lugar la introducciéon de algunos conceptos basicos relacionados con la
energia asociada a una onda acustica, junto con la definicién posterior de los indi-
cadores adecuados del nivel de reducciéon de ruido. La deduccién de las expresiones
de la energfa implica la consideracién de ciertas relaciones termodindmicas @]7 que
permiten obtener finalmente ecuaciones utiles en términos de los campos acusticos
aqui considerados. Dado que la presencia de flujo es relevante, dichas ecuaciones de-
ben incluir su efecto.

2.9.1. Consideraciones energéticas

Considérese un conducto en el que se propaga una onda actstica en presencia de flujo
medio con velocidad Uyy,. Dado que en general se asume comportamiento arménico,
los valores de interés se obtienen a partir del promediado temporal a lo largo de un
periodo de los campos acusticos instantaneos. La intensidad actstica I asociada a la
onda, definida como la energia que atraviesa la seccién transversal del conducto por
unidad de tiempo y superficie viene dada por @]

Urm
I = (pu) + ﬁ@m + Upmpo(u?) + Uy (up) (2.260)

donde () indica el promediado temporal. Utilizando la expresién ([Z24]), puede elimi-
narse la perturbacién de densidad en la ecuacion anterior, resultando ﬂ3__1|}

I = (pu)+ %(p% + M poco(u?) 4+ M? (pu) (2.261)

La potencia actstica W se obtiene sin mas que integrar la intensidad en la seccion
transversal,

M, 2 2
W= /SIdS = /S ((pu> + p0700<p )+ Mpoco(u®) + M (pu>>d5 (2.262)

En condiciones de comportamiento arménico puede escribirse

Pelt = (Pt + P7) ¥t = (|PT|el + [P~ [el7) e/¥! (2.263)
; 1 » 1 , . ,
Ue'' = — (Pt — P7) &' = — (|Ptle/™ — |P7|e?%) &/ (2.264)
£0Co Poco

de manera que si se lleva a cabo la integracién temporal a lo largo de un periodo
T =27 /w, la expresién (2:262) permite obtener
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S

W= ) = 5

(|P+\2(1+M)2 — P21 fM)Q) (2.265)

En esta tltima expresion se observa claramente la distincién entre la potencia asociada
a la onda progresiva y la regresiva. En ausencia de flujo medio, basta con considerar
que M = 0.

2.9.2. Indices de atenuacién sonora en silenciadores y catali-
zadores

Uno de los objetivos basicos del modelado actstico es obtener la atenuacién de ruido
producida por un dispositivo de la linea de escape. Como indices bésicos de atenuacion
sonora cabe destacar los tres siguientes:

« Indice de pérdidas de insercién (IL): este indicador proporciona informacién
sobre el comportamiento actstico de un dispositivo (silenciador o catalizador)
cuando éste se encuentra acoplado a una fuente acistica y a una terminacion.
Por tanto su valor estard determinado por las caracteristicas de todo el sistema.
Se define como la diferencia en decibelios? entre los niveles de potencia sonora
medidos en un punto antes y después de que el dispositivo sea insertado entre
el punto de medida y la fuente de ruido. Asi, si Wi es la potencia acustica sin
dispositivo y Ws corresponde al caso con dispositivo, se tiene

IL = 101log (WW;> (2.266)
2

« Indice de pérdidas de transmisién (TL): proporciona informacién del compor-
tamiento actstico del dispositivo con independencia de la fuente de ruido, por
lo que resulta de gran utilidad. Se define como la relacién entre la potencia
acustica que incide en el dispositivo respecto a la que es transmitida por éste,
considerando terminacién anecoica. Por tanto, es interesante que el TL tenga
un valor elevado si se toma como objetivo mejorar la atenuacién de ruido. Si
P1+ es la presion incidente y P2Jr la transmitida, en ausencia de flujo resulta

EAL

TL =10log S, !P;‘Q

1
b +
Sl) ! (2.267)

Sa

= Diferencia de Nivel (LD): es la diferencia de niveles de presién sonora aguas
arriba y aguas abajo del dispositivo. Este indice, al igual que la pérdida de in-
sercion, depende de la fuente y la terminacion empleadas. Si se denota mediante
P; la presién aguas arriba y Ps el correspondiente valor aguas abajo, se obtiene

2El decibelio es la décima parte del Belio, y su valor se obtiene como diez veces el logaritmo en
base diez de la relacién de dos cantidades de energia.
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P
LD = 20log <‘Pl
2

> (2.268)

En la Tesis se hace uso del TL como indice de caracterizacién acustica de los silen-
ciadores y catalizadores habida cuenta de que proporciona informacién intrinseca de
éstos.

2.10. Aplicaciones

En esta seccién se procede a ilustrar la obtencion del indice de pérdidas de transmision
de diversas tipologias de silenciadores y catalizadores, con el fin de mostrar sus ca-
racteristicas basicas. Algunas de ellas han sido ampliamente tratadas en la literatura.
Otras, como las consideradas en las secciones 2103 22104 y BXTO. 7 se han propuesto
y tratado con detalle en la Tesis, sobre todo desde el punto de vista multidimensional,
en capitulos posteriores. Dado que la descripcién del comportamiento se realiza en
base al método de las matrices de transferencia, se procede inicialmente a la evalua-
cién del TL a partir de los cuatro polos de un dispositivo actstico genérico. Para ello,
supéngase que se dispone de la matriz que relaciona las variables en la entrada y en
la salida de éste, denotadas con subindices 1 y 2, respectivamente,

- 5t

En base a las ecuaciones (Z40]) y (248), puede escribirse

Py =P+ P (2.270)
1
Uy=Uf+U =— (P -P)) (2.271)
PoCo
y por tanto
P,

Pt = 1++060U1 (2.272)

Dado que la salida es anecoica
P2 = P2+ = p0COU2 (2273)

Utilizando la definicién del TL dada por la expresion ([Z267)), se obtiene

1
2
2 2

de manera que considerando ahora la férmula ([2:269), se llega a

1
21 Py + pocolUs

2P,

Py + pocoUy

2.274
2pocoUs ( )
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B
g 3| A+ ——+pocoC+ D
TL =20log | | 2% foco (2.275)
S, 2

que es la expresién buscada. Un desarrollo similar puede llevarse a cabo en funcién
de los cuatro polos que relacionan presién y flujo mésico, obteniéndose
SoB  ¢oC  S3D
A4 222 0 02

1
1 Gt
TL = 20log 5 €0 S 5 (2.276)
S, 2

2.10.1. TL de una camara de expansién simple

Se considera un silenciador similar al mostrado en la figura [Z8(a), formado por un
conducto de entrada, una camara central y un conducto de salida, con longitudes y
secciones transversales Ly, Ly, L3, S1, S2 vy S3, respectivamente. La matriz de trans-
ferencia global del silenciador considerando presiones y velocidades se obtiene multi-
plicando las matrices de los conductos y cambios de seccion, dadas por las expresiones

239) y [2I02) respectivamente, de manera que

P (A B 159 Ay B, 159 As Bs) [P\ [A B] (P

b =le ollo 2| 2] 2|le 2l{Eh-1e ) {E)
S1 So

(2.277)

Operando y aplicando la definicién del TL dada por la ecuacién (Z270]), se llega a

2
1
TL =10log (im (1 + ml) + 2 (2 1) (1 - m2> sen2(k0L2)> (2.278)

mq 2
conmy = S3/S1y me = S3/S3. Obviamente, para m; = mo = 1 la atenuacién es nula.

Con el fin de tener una idea del comportamiento de este tipo de silenciador, se con-
sideran a modo de ejemplo las configuraciones cuyas dimensiones mas importantes se
detallan en la tabla Se asume que estan formadas por conductos circulares, con
lo que su seccién transversal se obtiene a partir del radio. La figura muestra los
resultados obtenidos, los cuales indican que el T'L es una sucesién de ctipulas de ate-
nuacion de anchura constante y bandas de paso. Los valores maximos de atenuacion
de dichas cipulas aparecen a frecuencias f = (2n+1)co/(4L2), n = 0, 1, 2, ... debido
a la existencia de 2n+ 1 cuartos de onda en la cAmara. Las bandas de paso tienen una
frecuencia asociada de valor f = ncy/(2L2), n = 0, 1, 2, ..., lo cual implica que en
el interior de la cdmara hay n semilongitudes de onda. Cuanto mayor es la longitud,
mayor es el nimero de cipulas presentes en el intervalo de frecuencias considerado.
En cuanto a la amplitud maxima de atenuacién, ésta es proporcional a la relacién de
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secciones camara-tubo, de manera que menores cambios de seccién implican valores
de atenuacion sonora m&s pequenos.

Geometria  Ri (m) Rz (m) Rz (m) Lo (m)

1 0.02  0.091875 0.02 0.3
2 0.02  0.091875 0.02 0.15
3 0.02 0.045 0.02 0.15

TABLA 2.2: Dimensiones relevantes de silenciadores de camara de expansion simple.

25 T T T T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FicUura 2.15: TL de silenciadores de camara de expansion simple:
, geometria 1; , geometria 2; , geometria 3.

2.10.2. TL de una camara reversa

Se analiza ahora un silenciador de cadmara reversa, cuya diferencia respecto al caso
anterior radica en que los conductos de entrada y salida se encuentran en el mismo
lado. Las ecuaciones de continuidad de presién y flujo masico son idénticas a las plan-
teadas en el estudio de los conductos extendidos @], y por consiguiente la expresién
[2I11) es aplicable ahora. Asi, resulta

1 0
A e vt | AR R R O
vif Lo o | S ey e Dl WaS T e pl

(2.279)
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de manera que aplicando la férmula (Z270) se puede calcular el TL. Si S; = S3 se
obtiene

2
TL =10log (1 41 (SQ) tan2(k0L2)> (2.280)
4\ S,

La figura presenta los resultados asociados a tres geometrias de dimensiones
iguales a las camaras de expansion simple tratadas previamente. Puede observarse
de nuevo un comportamiento repetitivo, en este caso de resonancias de atenuacion
(con un valor maximo muy elevado) y bandas de paso, que se producen a las mismas
frecuencias que en el caso anterior. El efecto de la longitud y el cambio de seccién
sigue las pautas comentadas para la camara de expansién simple.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FiGURrA 2.16: TL de silenciadores de cdmara reversa:
, geometria 2; , geometria 3.

, geometria 1;

2.10.3. TL de una camara con doble salida opuesta

La figura 2 T7 muestra un silenciador con doble salida opuesta. La regién 1 representa
el tubo de entrada, la 2 representa la cAmara central, mientras que las regiones 3 y 4
estan asociadas a los dos tubos de salida.

Debido a que esta geometria tiene dos tubos de salida, el TL del silenciador con doble
salida se expresa de la siguiente manera
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Ammmm———

RPN (RS PR N R ———

FIGURA 2.17: Silenciador con doble salida opuesta.

5,2 + pocol|*
TL =10log B S (2.281)
Ss |P3| + Sy |P4|

siendo S1, S5y S4 las secciones transversales del tubo de entrada, de la primera y de la
segunda salida, respectivamente. Puede observarse que para calcular el TL es necesa-
rio hallar los valores Py, P53, P, y Uy, algo que se consigue aplicando las condiciones de
continuidad en las zonas de cambio de seccién y las condiciones de contorno oportunas.

Se consideran en primer lugar las condiciones que afectan al campo actstico en la
zona de la izquierda (expansién de la entrada y contraccién de la salida en el mismo
lado), obteniéndose

P =P, (2.282)
P = P3 (2.283)
poS1U1 = poSaUsze + poSsUs (2284)

En la segunda salida, las variables acusticas a ambos lados de la discontinuidad
geométrica mantienen la relacion

Py, = P (2.285)
poS2Uz = poSaUy (2.286)

Considerando ahora la matriz de transferencia de la cimara central, definida mediante
la ecuacién ([2:89), se tiene

(2.287)

P\ jcos(kOLz) JjZgsen(koLs) P
Use 7 sen(koLz) cos(koLs) Uss
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Para el andlisis se asume una excitacién arbitraria P; (por conveniencia de valor
unidad), y también se consideran impuestas salidas anecoicas lo que implica

P =1 (2.288)
P3 = poCoU3 (2289)
P4 = ,O()C()U4 (2290)

Resolviendo las ecuaciones (Z282)-(Z290) se puede hallar la presién y la velocidad
acustica en los planos 1, 2e, 2s, 3 y 4, y por tanto se puede calcular el TL mediante

la expresion (2.28T]).

La tabla contiene la informacion referente a las dimensiones de los silenciado-
res tomados por ejemplo. La figura 218 muestra los resultados obtenidos, que indican
que el TL del silenciador con doble salida opuesta es una sucesiéon de cipulas de
atenuacién de anchura constante y bandas de paso (como en el caso de la cdmara
de expansién simple). También se puede observar que el silenciador con doble salida
opuesta proporciona los mismos niveles de atenuacién que la cdmara de expansion
simple, pero a su vez permite una menor pérdida de carga y menor ruido de flujo ﬂa]
Debido a que en este tipo de geometrias la seccion transversal de los tubos de salida
no coincide en general con la del conducto de entrada, la atenuacién actistica a fre-
cuencia cero no es necesariamente nula. Esta geometria se tratara con mayor detalle
en los capitulos Bl y [l desde un punto de vista multidimensional.

Geometria  Ri1 (m) Rz (m) Rz (m) Ra(m) Lo (m)

1 0.02  0.091875 0.02 0.02 0.3
2 0.02  0.091875 0.02 0.02 0.15
3 0.02 0.045 0.02 0.02 0.15

TABLA 2.3: Dimensiones relevantes de silenciadores con doble salida opuesta.

2.10.4. TL de una camara reversa con material absorbente y
placa perforada

La figura presenta un silenciador de cdmara reversa con material absorbente
y placa perforada. La cdmara central esta dividida en dos cdmaras por una placa
perforada, caracterizada por los valores o, dj, y t,. El lado izquierdo tiene una longitud
Lo y el derecho, con material absorbente, tiene una longitud L,,. En base a lo visto
en la seccién 23] la matriz de transferencia que relaciona las variables de presién y
velocidad acustica aguas arriba y aguas abajo de la placa viene dada por
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FIGURA 2.18: TL de silenciadores con doble salida opuesta:
, geometria 2; , geometria 3.

, geometria 1;

Placa perforada, t,, dy, o

Ly \ Material absorbente
:2 w /
l / Q

ANIC)

LS L2 Lm

T 31

FI1GURA 2.19: Cdmara reversa con material absorbente y placa perforada.

B Zf’} (2.291)

y por tanto la matriz de la cdmara central es

A ol el 4
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Debido a que la velocidad actstica en el extremo derecho de la camara central es nula
(condicién de pared rigida), el comportamiento de dicha cdmara se puede presentar
por medio de una impedancia equivalente. Se introduce la impedancia equivalente
como

Py
Lo = — 2.293
=1 (2,209
Dado que U,, = 0 y tras operar la expresién ([2:292), se obtiene
Py AsA, AyZy + CiB
Z,=2="22 O AsZy + Cn By (2.294)

" Us oAy + CCZy + CrDs

Supuesto que se satisface la condicién de onda plana, la presion es la misma en todos
los puntos de la zona de transicién, de manera que se puede escribir

P =D (2.295)
P, = P; (2.296)

La continuidad de flujo mésico implica

p()51U1 = pOS2U2 + poSgUg (2297)
Combinando las ecuaciones (Z294))-([2297) y operando, se llega a la expresién

1
— P38, + UsS.
ZC32+ 303

== 2.2
Uy S, (2.298)

y por tanto, se puede escribir

10
{51} = S S {53} (2.299)
! Z.8 5] V7

Teniendo en cuenta que P = P, la matriz de transferencia global es

(h=[a 5) | o[ B
Uu.f |Cy D —||Cs5 D Us
1 U\zs & 3 3 p
_|A B| [P
T |C D|\U,
EL TL se obtiene sin més que aplicar la expresién (Z2Z70). La figura muestra
los resultados obtenidos para una camara reversa con material absorbente que se
caracteriza por tener las dimensiones Ry = R3 = 0.02 m, Ry, = 0.091875 m, L; =
L3 =01m, Ly =025 my L, = 0.05 m. La placa perforada estd caracterizada por

los valores o = 15 %, dj, = 0.0035 m y ¢, = 0.001 m. La impedancia de la placa se
calcula mediante la expresion (ZI72). En lo referente al material absorbente, se utiliza

(2.300)
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la fibra de vidrio texturizada de Owens Corning que se caracteriza por el nimero de
onda k y la impedancia compleja Z cuyas expresiones son 7]

7 =27 ((1 +0.09534 (fgo ) 4754) ( 0.08504 (fgo ) 4732)) (2.301)
i = ko <<1 +0.16 (fRO)_O'W) n ( 0.18807 (fR0>_O'595>> (2.302)

Como pardametro a variar se considera la resistividad que toma tres valores: R =
1000 rayl/m, R = 2000 rayl/m y R = 4000 rayl/m. Se puede observar que a mayor
resistividad se obtiene menor atenuacién en los picos de resonancia, mientras que
se consigue mayor atenuacion en las bandas de paso. El primer pico de resonancia
es menos sensible al cambio de resistividad y la atenuacion se hace mds uniforme
con el aumento de resistividad. Esta geometria se estudiard con mas detalle en los
capitulos Bl y Bl considerando los efectos tridimensionales del campo actstico en todo
el dominio del silenciador. Ademads cabe indicar que se han presentado dos trabajos
[H, @] durante la realizacion de esta Tesis sobre el modelado actstico tridimensional
de este tipo de geometrias.

50 T T T T T T

40 | i

—~ 30 N

TL (dB

20 .

10 b

O 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

Ficura 2.20: TL de cdmara reversa con material absorbente y placa perforada:
, R =1000 rayl/m; ——, R = 2000 rayl/m; ——, R = 4000 rayl/m.

2.10.5. TL de un resonador concéntrico

Considérese ahora el silenciador mostrado en la figura B2T] que se caracteriza por
el conducto perforado central cuya impedancia se denota mediante Z,. En este caso
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tenemos un caracter distribuido de las perforaciones a lo largo de la direccion de
propagacién lo que hace su andlisis diferente de los anteriores. Se incluye la presencia
de flujo medio para analizar el efecto de éste, que modifica la impedancia del tubo
perforado e introduce el efecto convectivo correspondiente. Por simplicidad se asume
que los conductos son circulares.

Tubo perforado, ty,, dn, o
/

dl d2

La L Lb

Ficura 2.21: Silenciador con tubo perforado y flujo medio.

De los distintos métodos de modelado existentes, el mostrado aqui es el presentado
por Munjal @], con algunas correcciones. En el desarrollo se utiliza el subindice 1
para denotar las variables asociadas al conducto y 2 para hacer referencia a la camara.
En una seccion cualquiera en la que el conducto y la cdmara estan comunicados por
medio del elemento perforado, las ecuaciones (Z28) y (Z28) de continuidad y equilibrio
dindmico se pueden expresar como @]

Ufml% + po% + %U = —jwp; (2.303)
00 (ijl + Ufmlaazl> = —% (2.304)
para el conducto y
Ufm2% + po% - dédipg% U = —jwps (2.305)
Po (jWUz + Ufm2aa(f> = —% (2.306)

para la cdmara. FEn las ecuaciones previas d; y do denotan los didmetros de conducto
y cédmara respectivamente, pg, Ugmi y Upmo son valores promedio de densidad y
velocidad de flujo medio, Uy, Us, Py, P, p1 ¥ p2 son las perturbaciones actsticas y U
es la velocidad acustica radial en la superficie del conducto perforado. Debe notarse
que con el modelo utilizado se estd asumiendo la condicién de continuidad de velocidad
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radial. Més adelante se discutira el efecto de dicha condicién y algunas alternativas
posibles. En base a la seccién [Z5], puede escribirse

P(z) - P (2)
Zp

La condicion de isoentropia utilizada en la deduccion de la ecuacién de ondas es 1til

ahora, y permite eliminar las densidades p; y p2. Igualmente, pueden eliminarse las

velocidades U;, Uy y U, resultando finalmente @]

D’ +aD+as  azD+as | [Pi(2)| _ [0 (2.308)
asD + ag D?>+arD+ag| | P2(2)) |0 .

Ul(z) = (2.307)

donde D = 9/0z y se ha introducido la siguiente notacién:

o IM (KGR o — _Fa
R T V- G 2T 1M
s — My (ki — kG S ka — kg
1= M2\ ko 1— M?
e My (K K . k2 — k2
> 11— M2 ko 1— M3
oy — Mz ki + kg oy — ki
1— M2\ Tk 1— M2
jdkopoco Jj4kodipoco
k2:k2_] 0 k2:k2_7
A P (B -dB) 2,

Para llevar a cabo la resolucién de la expresién (2.308), se debe desacoplar el sistema
de ecuaciones asociado, lo cual es posible al ser éste lineal, mediante la evaluacion
de los valores y vectores propios. Si se separa la matriz del sistema anterior en dos
matrices, de modo que una de ellas multiplique a las derivadas de primer y segundo
orden, y la otra multiplique a las derivadas de orden cero y primer orden, se comprueba
facilmente que el sistema inicial es equivalente a

0 0 1 O D?Py -1 0 0 O DP, 0
00 0 1|])DP, 0 -1 0 0| JDP| _ )oO
1 0 a1 Q3 DP1 * 0 0 Qg Oy P1 o 0 (2309)
0 1 a5 Qr DP2 0 0 Qg Qg P2 0

Este sistema de ecuaciones es del tipo [A]{P’} + [B]{P} = 0, de manera que asu-
miendo soluciones exponenciales, se convierte en un problema de valores y vectores
propios donde la matriz correspondiente es —[A]71[B] . La transformacién matricial
que relaciona la solucién buscada {P} con la solucién en variables propias I'y, 'z, T's
y 'y es

{P} = [vi{T} (2.310)
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donde [t/] es la matriz que contiene los vectores propios. Dado que I'; = C;e”* puede
escribirse

4 4
= Zwl,i@eﬁ” = ZCieBiz (2.311)
i=1 i=1
0P, o
2 _ (.ePiz
W - ;wlzcze (2312)
4
Pr=>) t3,Cie’ (2.313)
i=1
4
P, = Zwél,icieﬁiz (2.314)

i=1

donde los vectores propios se han normalizado a primera componente unidad.

Para hallar U; y Us en funcién de la solucion en presiones, se recurre a las ecuaciones
de Euler (2304) y ([Z304]), que establecen la relacién entre ambos campos acisticos.
Es conocida la forma de la derivada de P;, y por tanto es inmediato el cdlculo de Uy,
ya que esta ultima también es de tipo exponencial. Escribiendo

4
= K (2.315)
i=1

se observa que sélo se deben evaluar los coeficientes K;. Realizando la sustitucion
de las ecuaciones ([Z3T0) y (23TI)) en la ecuacién de equilibrio dindmico [2304)) se
obtiene

C;

K; = —- 2.316
Jpow + poUgm1Bi ( )

y por tanto la velocidad en el conducto viene dada por

4
efiz 2.317
z; Jjpow + pOUfmlﬂz (2.817)

La aplicacién del desarrollo anterior se repite de igual forma para calcular la velocidad
en la cdmara exterior, sin mas que tener en cuenta que las componentes de la segunda
columna de la matriz de vectores propios ya no son la unidad. Finalmente resulta

Uz

4
> —- V2. s (2.318)
—~  Jpow + poUsmaPi

Por conveniencia en los céalculos posteriores, se multiplican las velocidades por la
impedancia caracteristica del medio
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4

C; )
coUy = —%eﬁ’z 2.319
pocot ; Jko + M B; ( )
4 o iC
2:Ci 5.,
coUy = —— " 2.320
pocot ; Jko + Mo B; ( )

El conocimiento de la evolucién espacial de las variables acusticas en la direccién longi-
tudinal del silenciador implica la imposicién de las condiciones de contorno oportunas.
Sin embargo, el primer objetivo es obtener la matriz de transferencia del conducto
perforado entre su seccién inicial y final, para lo cual sélo es necesario conocer la
relacion entre dichas variables en los dos extremos del conducto. Puede expresarse la
dependencia en z en funcién de las constantes C;

RO o

Cy
pocoln (=) ( ~ ABI ¢ (2.321)
pocolUs(2) Cy

donde, en virtud de las expresiones (2313), (2314), 2319) y 2320), la matriz [A(2)]

es conocida. La férmula (Z321)) puede ser evaluada en la seccién inicial (z = 0) y final
(z = L) del conducto perforado,

P1(0) Cy (L) Cy
pOCOUl)(O) = [A0) gz pOCOUl (>L) = MA@ gz (2:322)
pOCOUQ(O) 04 poCoUQ(L) 04
de donde se deduce la igualdad
Pi(0) Py(L)
[A(O)}’l pOCOI(J(l))(O) - [A(L)]il pOCOI(Jf()L) (2.523)
pocoU2(0) pocoUz(L)
Por tanto, finalmente se llega a
Pi(0) Pi(L) Pi(L)
oy = AoA@y Ty B s S 2
pocoUz(0) pocoUz (L) pocoUz(L)

El objetivo final es obtener la matriz de transferencia entre las variables acisticas
en la entrada y la salida del silenciador, es decir, la relaciéon entre las variables
{P1(0) U1(0)}T v {P1(L) Uy (L)}*. Para ello se deben imponer las condiciones ade-
cuadas que permitan la eliminacién de todos los campos actisticos pertenecientes a
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la cdmara en la expresion ([2.324). Utilizando la informacién de la seccién [Z45] para
conductos extendidos, estas condiciones son

Z5(0) = Prj'i(()())) — Jipoco cot (ko La) (2.325)
ZQ(L) - 52E§§ == —jpoCO cot (k‘oLb) (2326)

en las que se ha tenido en cuenta el sentido utilizado para la velocidad. La relacion
buscada es

- [2 ) - A e

donde cada término de la matriz de transferencia se obtiene mediante las igualdades
que siguen

To =T + A1 Ay Ty = T3+ B1As
T. =131 + A1 By Ty =T33+ B1 B>
X1To1 — Ty X1To3 — Ty
P i e B, — 2tz las
! Iy ! Iy
Ag =Ty + XoTha By = T30 + XoT34

Fy =Ty + XoTus — Xy (Tog + XoTo4)

X1 = —jtan (kOLa) Xy =jtan (kOLb)

siendo Tj;,4,j = 1, ..., 4, los términos de la matriz [T] definida en la expresién (2.324]).
A partir de la matriz de transferencia dada en la ecuacién ([Z327]) se obtiene el TL de
forma inmediata considerando la férmula ([2275]).

La condicién impuesta en el modelo implica la continuidad de la velocidad radial
U en el conducto perforado. Hay cierta tendencia generalizada a considerar la con-
tinuidad de desplazamiento @, @, , @] Si se desea plantear el modelo previo
asumiendo continuidad del desplazamiento radial &, basta con tener en cuenta que

[31]

Dpe o€
_Dbg . o€
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donde U,; y U,s representan las velocidades radiales en el conducto y en la camara,
respectivamente, que son en general diferentes salvo en el caso en que no hay flujo
medio. Asi, puede modificarse el desarrollo previo para considerar la condicién de
continuidad de desplazamiento, que hace que la expresién ([2.309]) sea ahora

o o0 1 0 D?P, -1 0 0 0 DP, 0
0 0 0 1 D?P, 0o -1 0 0 DP, 0
a1 Qg (3 Q4 DP1 + 0 0 a5 Qg P1 o 0 (2330)
0 1 0 0 DP2 0 0 ar Qg P2 0

donde se ha supuesto la circunstancia frecuente en que se desprecia el flujo medio en
la cdmara (Ms = 0). Los valores de a estan dados por

4M? 4M?
ay =1-— M2 L% y = —o-1P0%0
jkodlzp jkodlzp
8Mipoco . 8 M poco
— S ongk, — 2ipe%
Qa3 A J 1Ko Qg &\ 7,
o — 2 _ J4kopoco . — J4k0poco
ST 47, T a7,
_ J4kodipoco o Jjdkodipoco
Q7 = ag = kO -

(df —d}) Zy (d3 — d) Zy

A partir de la expresién (2330) se procede como en el caso anterior, es decir, se
resuelve el problema de valores y vectores propios, se aplican las condiciones de con-
torno y se evalia la matriz de cuatro polos del silenciador. Con ésta, el calculo de la
atenuacion acustica es inmediato.

A continuacion se muestran algunos resultados obtenidos con el modelo previo, asu-
miendo que en todos los casos no hay flujo en la camara, es decir, My = 0. Se considera
una geometria de tipo circular definida por los valores dy = 0.049 m, do = 0.1644 m,
L=02my L, =Ly, =0 m. El tubo perforado tiene un espesor ¢, = 0.001 m, el
didmetro de los orificios es dj, = 0.0035 m y la porosidad es o = 6 %. Para caracterizar
el tubo perforado se utilizan las férmulas (ZI36]) y (2I38)). La figura muestra
el efecto del flujo medio en la atenuacién acustica considerando la condicién de con-
tinuidad de velocidad en la superficie del tubo. Se comprueba que el aumento de la
velocidad de flujo medio produce una reduccién de la atenuacién a baja frecuencia.
El aumento del valor minimo de las bandas de paso es debido a la disipacién asociada
al conducto perforado.

La figura muestra el efecto de la condicién de contorno para M; = 0.1 y
M; = 0.15. Se consideran los dos casos indicados previamente, esto es, continui-
dad de velocidad y continuidad de desplazamiento. Se observa que los célculos con la
condicion de velocidad, para las dos velocidades de flujo, proporcionan el mayor nivel
de atenuacién en practicamente todo el rango de frecuencias. Puede comprobarse que
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FIGURA 2.22: TL de resonador concéntrico:
M =0.2.

.M =0.1; ——, M =0.15;

la condicion de desplazamiento presenta ciertas deficiencias en determinados casos,
prediciendo valores de atenuaciéon negativos. Estos aspectos se discutirdan con mayor
detalle en el capitulo

30 T T T T T T

1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FIGURA 2.23: Efecto de la condicion de continuidad en la superficie perforada: ,
M = 0.1, velocidad; — - —, idem, desplazamiento; ——, M = 0.15, velocidad;
— - =, idem, desplazamiento.
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2.10.6. TL de un resonador concéntrico con material absor-
bente

La figuraZ24lmuestra un resonador concéntrico con material absorbente en la cdmara.
Para esta configuracién disipativa se seguird un procedimiento similar al caso del
resonador concéntrico, pues se tiene igualmente el cardcter distribuido del material

a lo largo de la direccién de propagacién. Se asume que no existe flujo medio en la
camara con material absorbente @, 94, ]

Tubo perforado, ty,, dy, o

/
dy ds
/’ : I
Material
absorbente La L Ly

F1GURA 2.24: Silenciador con material absorbente, tubo perforado y flujo medio.

En una seccién cualquiera, las ecuaciones (226) y ([Z28) de continuidad y equilibrio
dindmico se pueden expresar para el conducto como

Ip oUy | 4po

Ufmlg + Pog + CTIU = —jwp1 (2.331)
00 (ijl + Ufmlagil> = —% (2.332)
y para la cdmara como ]
ﬁ% - dgd—lfﬁU = —jwp (2.333)
jwpls = —% (2.334)

donde d; y dy son los didmetros de conducto y camara respectivamente, pg y p son
valores promedio de densidad en el aire y en el material absorbente respectivamente,
Ufmi es la velocidad de flujo medio, y Uy, Ua, Pi, P, p1y p2 son las perturbaciones
acusticas. Se asume la condicién de continuidad de velocidad radial, teniendo la misma
condicion en el perforado para el caso anterior

Py (2) — P (2)

Ue) = === (2.335)

p
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donde la impedancia Z, debe adaptarse a la presencia de material absorbente. Siguien-
do un procedimiento anélogo al realizado con el resonador concéntrico se plantea el
siguiente sistema de ecuaciones

e e {m 0= {0 (2336)

donde D = 9/0z y se ha introducido la siguiente notacién:

) 4 M pocoy 1 =5 4jkopoco
(051 1_ M12 <.7 oMy + Z, ) (&%) 1_ M12 ( dlzp
03 = — 1 4M1p060 vy = 1 4jk‘0poco
]-_M12 dlzp ]-_M12 dlzp
o = 4d, Jpkoco g = B2 — 4dy Jpkoco
di — a2 Z, d3 —d3 Z,

siendo kg = w/cp y k = w/¢ los ntimeros de onda en el aire y en el material absorbente
respectivamente.

El sistema equivalente es

D2P1 —Q; —Q3 —Qp —0Oy4 DP1
D2P2 o 0 0 —Q5 —Qg DP2
Dp (|1 0 0 0 P (2.337)
DP, o 1 0 0 P,
que es un sistema de ecuaciones de tipo {P’'} = [A]{P}. A partir de la ecuacién

[2337) se procede de manera idéntica al caso anterior, evaluando la matriz de cuatro
polos del silenciador. Con ésta, la atenuacion actstica se calcula de manera inmediata.

A continuacién se muestran algunos resultados obtenidos mediante la aplicacién del
modelo previo. Se considera de nuevo la geometria estudiada en la seccién 2105
definida por los valores d; = 0.049 m, do = 0.16d4 m, L=02my L, = L, = 0 m.
Se consideran ademds los valores ¢, = 0.001 m, d;, = 0.0035 m, 0 = 6% y R = 4896
rayl/m. La impedancia del tubo perforado se calcula en este caso, utilizando la ex-
presién (ZI74). En lo referente al material absorbente, se caracteriza mediante las
expresiones (Z301) y (2302). La figura 225 muestra el efecto que tiene el flujo medio
en el TL para los valores M; = 0.1, My = 0.15 y M; = 0.2. Se puede observar que
a frecuencias bajas, mayores velocidades de flujo dan lugar a una atenuacién menor,
si bien este comportamiento se invierte a frecuencias altas. La introduccion del ma-
terial en la cdmara elimina las bandas de paso que aparecen en el caso de resonador
concéntrico sin material absorbente.
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FiGgura 2.25: TL de resonador concéntrico con material absorbente:

2.10.7.
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TL de un catalizador bicénico
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M =0.1;
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La figura 2.26] muestra un catalizador bicénico formado por los tubos de entrada y
salida, el monolito y dos conductos troncocénicos de transicién geométrica (divergente
y convergente). En base a lo visto en la seccién 282 la matriz de transferencia del

monolito en ausencia de flujo medio viene dada por

€08 (km Lin)
ZL sen (kL)

m

3 Zm sen(kp, Loy

Monolito
4

cos(kmLm)

(2.338)

Ly Ly

L,

L3

Ly

FIGURA 2.26:

Catalizador biconico.

Las zonas de transicién en la entrada y salida del monolito reciben el mismo trata-
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miento que el caso de cambio de seccion, y por tanto la matriz de transferencia que
relaciona las variables actsticas aguas arriba y aguas abajo de la entrada del monolito
se escribe como

1 0
[O (4 (2.339)
De la misma manera, para la salida del monolito se obtiene
1 0
1
0 X (2.340)
¢

siendo ¢ la porosidad del monolito.

La matriz de transferencia global del catalizador se obtiene sin mas que multipli-
car ordenadamente las matrices correspondientes a cada elemento, de manera que se
puede escribir

P [A B Tun] 10 cos(km L) §Zmsen(kn L)
U | div] | o Zisen(kmLm) cos (kL)

Cl Dl
1 ‘1) Tone] As Bi) [P\ _[A B] (P
0 2 convl Lo D, (UL ¢ pl|\u,

donde [Tyiy] ¥ [Teonv] son las matrices de transferencia de los conductos c¢énicos (di-
vergente y convergente), dadas por las expresiones ([Z294) y ([2299). El TL asociado se
obtiene de nuevo a partir de la expresién ([2275]).

(2.341)

La figura muestra los resultados obtenidos para un catalizador caracterizado
por las siguientes dimensiones: Iy = Ly = 0.05 m, Ly = L3 = 0.03 m, L,, = 0.135
m, R; = 0.0268 m, Rs = 0.0886 m y 6; = 05 = 64.106°. Los valores del medio son
los siguientes: © = 1.802-107° Pa s, C), = 1007 J/(kg K) y x = 0.02476 W/(m K).
Los conductos capilares son de seccién transversal cuadrada, de modo que se toma
« = 1.07. El parametro a variar es la resistividad, para la que se consideran los valores
R =500 rayl/m, R = 750 rayl/m y R = 1000 rayl/m. Se supone que se mantiene el
mismo valor de porosidad, dado por ¢ = 0.8. Se puede comprobar que a baja frecuen-
cia se obtiene la misma atenuacién. Para frecuencias medias y altas, la atenuacion
aumenta como consecuencia del aumento de la resistividad.

En el caso en el que exista fluyjo medio en los capilares, en la expresién [2341]) se
sustituye el producto matricial

cos(kmLm | L, SEN( Ky Ly,
{1 0} { ( ) J ( ) (2.342)

1
0 ¢ Lsen(k:mLm) o8 (kL) 0 -
Zm



2.10. APLICACIONES 85

14 T T T T T T

12

10

TL (dB)

0 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)
FIGURA 2.27: TL de catalizador biconico sin flujo medio, capilares cuadrados:

, R =500 rayl/m; , R =750 rayl/m;
. R = 1000 rayl/m.

por la matriz [T™] dada por la expresién (2.236]), de manera que la matriz de transfe-
rencia global del catalizador con flujo medio en los capilares se expresa de la siguiente
manera

{ah=le ol mamyme o DTS =[0 2]{e) e

La figura muestra el efecto que tiene el flujo medio en el TL. Para ello se con-
sidera la geometria estudiada en el caso anterior. El monolito estd construido con
capilares circulares y el valor del drea transversal de cada uno es de 10~% m?2. Para el
flujo medio en los conductos de entrada y salida se consideran los valores M = 0.1,
M =0.15y M = 0.2, con un valor constante de porosidad ¢ = 0.8. Se comprueba que
el aumento de la velocidad de flujo medio produce una reduccién de la atenuacién en
la mayor parte del intervalo de frecuencias considerado. Se puede observar que con
mayores valores de flujo medio, las cipulas de atenuacién se desplazan hacia frecuen-
cias mas bajas. Cabe indicar que la aparicién de valores negativos de atenuacién a
bajas frecuencias es debida al modelo utilizado para los capilares, que admite posibles
mejoras.

La figura 2229 muestra el efecto que tiene la velocidad de flujo medio en el indice de
pérdidas de transmisiéon cuando se utilizan capilares de seccién transversal cuadrada
cuyo lado es de 1072 m. Se analiza la misma geometria estudiada en los dos casos
anteriores manteniéndose los mismos valores de p, Cp,, k y ¢. Para el flujo medio se
consideran de nuevo los valores M = 0.1, M = 0.15 y M = 0.2. Puede observarse que
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FicUura 2.28: TL de catalizador biconico con flujo medio, capilares circulares:
—— M =0.1; ——, M =0.15; M =0.2.

los comentarios anteriores son aplicables en el sentido de que a mayor velocidad de
flujo medio se obtienen menores valores de atenuacién acustica en la mayor parte del
intervalo. Se comprueba de nuevo que las cipulas de atenuacion se desplazan hacia
frecuencias més bajas al introducir el efecto convectivo del flujo medio. Al igual que
en el caso anterior, las inexactitudes en la atenuacién acustica a bajas frecuencias son
debidas al modelo utilizado para la caracterizacién del monolito.

2.10.8. Limitaciones

Como se ha comentado anteriormente, el campo actstico no puede ser unidimensio-
nal en ciertas tipologias de cambio de seccién transversal, con lo cual la solucion
del modelo de onda plana es siempre aproximada. Ademas, el modelo de onda plana
proporciona los mismos resultados con independencia de la geometria concreta de la
seccién transversal, siempre que ésta sea uniforme en direccién axial, y no se tiene en
consideracién tampoco la posicién transversal de los diferentes conductos (por ejem-
plo, el descentrado de un tubo). Esto supone una limitacién importante de los modelos
de onda plana, sobre todo al aumentar la frecuencia, puesto que las imprecisiones se
acentuan.

Para ilustrar lo anterior se considera como ejemplo el catalizador biconico estudiado
en la seccién [ZI0.7 cuyas dimensiones son: Ly = Ly = 0.05 m, Ly = L3 = 0.03 m,
L,, =0.135 m, Ry = 0.0268 m, Ry = 0.0886 m y 0, = 05 = 64.106°. Los valores del
medio son los siguientes: p = 1.802-107° Pa s, C), = 1007 J/(kg K) y x = 0.02476
W/(m K). Los conductos capilares son de seccién transversal cuadrada, de modo que
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FIGURA 2.29: TL de catalizador bicénico con flujo medio, capilares cuadrados:
—_— M =01, ——, M =0.15; ——, M =0.2.

se toma o = 1.07. Para la resistividad se toma el valor R = 500 rayl/m y la porosidad
viene dada por ¢ = 0.8. Los resultados obtenidos mediante el modelo de onda plana
y el cdlculo de elementos finitos se muestran en la figura 2301 Se puede observar una
notable discrepancia a partir de un valor de frecuencia bajo, en torno a 930 Hz. El
modelado mediante elementos finitos se considera en los capitulos[Bly @l Cabe indicar
que para los célculos de elementos finitos se ha aplicado la técnica 3D conductos/3D
monolito que se presentard en la seccion 2.1

2.11. Conclusiones

En este capitulo se han introducido las ecuaciones fundamentales del comportamien-
to acustico de un fluido y los modelos lineales asociados, resultantes de aplicar cier-
tas hipdtesis que permiten simplificar considerablemente el desarrollo matemaético.
Ademsés se han presentado diferentes representaciones matriciales existentes en la li-
teratura, que han sido adaptadas y aplicadas a ciertos elementos de los silenciadores
(tubos, cambio de seccién, etc.) y de los catalizadores (monolito) para cuantificar
su comportamiento acustico. Se ha realizado igualmente una revisién bibliogréfica
de los modelos existentes para la caracterizacion de elementos perforados y la pre-
sencia de material absorbente, detallando los que se utilizaran a lo largo de esta Tesis.

Se han presentado algunas configuraciones de dos componentes de la linea de es-
cape (silenciadores y catalizadores), los fendmenos que originan la atenuacién y los
indices que se suelen considerar para la cuantificaciéon de ésta. En base a la presen-
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Ficura 2.30: Comparacion de TL obtenido mediante onda plana y
elementos finitos: , MEF.

, onda plana;

tacién matricial se ha evaluado la reduccién de ruido correspondiente a geometrias
concretas, entre las que se encuentran silenciadores reactivos, y silenciadores con su-
perficies perforadas y material absorbente.

Se han estudiado, mediante los modelos de onda plana, silenciadores de geometrias
novedosas como es el caso del silenciador con doble salida opuesta y la cadmara re-
versa con material absorbente y placa perforada. Ambos silenciadores se modelaran
tridimensionalmente en los capitulos posteriores. Adicionalmente se ha presentado el
modelado unidimensional de catalizadores con conductos troncocénicos en ausencia
de flujo medio y también en presencia de éste.

Por dltimo, se han mostrado las deficiencias asociadas a la hipdtesis de onda pla-
na. Entre otras, cabe destacar que este tipo de modelado no es sensible a la geometria
de la seccion transversal, y por tanto predice los mismos resultados, por ejemplo, para
silenciadores y catalizadores circulares y elipticos, lo cual no es cierto. Tampoco es
posible considerar con estos modelos el efecto de la variacién de la posicion transversal
de los distintos conductos. En definitiva, se ha justificado la necesidad de desarrollar
modelos mas precisos y versatiles, tarea que se lleva a cabo en los siguientes capitulos.



Capitulo 3

Modelado acustico
multidimensional de
silenciadores con material
absorbente mediante
elementos finitos

Resumen del capitulo:

En este capitulo se aplica el método de elementos finitos al modelado acustico de
silenciadores con material absorbente considerando la formulacion en presiones. Se
detallan los pasos mds relevantes de la aplicacion del método, desde el planteamiento
del residuo ponderado hasta la formulacion matricial de la forma integral asociada
a dicho residuo. Se incluye el modelado de la propagacion de ondas en el seno de
materiales absorbentes. Ademds, se considera el acoplamiento de diversos subcompo-
nentes del silenciador mediante placas y tubos perforados cuando existe flujo medio, y
se estudia la influencia de las condiciones de contorno asociadas a la superficie per-
forada en el TL. Para ello, se comparan los resultados obtenidos mediante elementos
finitos (con continuidad de velocidad y continuidad de desplazamiento) con medidas
experimentales. Finalmente se aplica el método a distintas configuraciones de interés.
Con las herramientas desarrolladas en este capitulo se pretende subsanar y completar
las deficiencias y lagunas encontradas en los programas comerciales disponibles.

89
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3.1. Introduccion

El método de los elementos finitos (MEF) es una herramienta numérica capaz de
abordar problemas de ingenieria diversos @], sin las limitaciones habituales que
presentan las técnicas analiticas cuando se trata de geometrias arbitrarias, propieda-
des no uniformes y condiciones de contorno complejas. Su elevado coste computacional
es un inconveniente a considerar, que puede reducir en algunos casos su aplicabilidad.

Debido a las limitaciones que presenta el método de onda plana, indicadas en el
capitulo anterior, se lleva a cabo ahora la aplicacién del método de elementos finitos
al estudio acustico de silenciadores. En esta Tesis, se utiliza el método de elementos
finitos con dos fines fundamentales: como técnica de célculo de silenciadores de geo-
metrias complejas y como herramienta de validacién de otras metodologias.

El método de elementos finitos se empezd a utilizar para el cdlculo de estructuras
, v fue extendido a aplicaciones actsticas por Gladwell et al. @—@] y Craggs
,128]. Los trabajos iniciales con elementos finitos se limitaban a la resolucién de la
ecuacion de ondas de Helmholtz en un medio en reposo y sin fenémenos disipativos
presentes. Young y Crocker , ] aplican el método de elementos finitos al estudio
de silenciadores, en las condiciones més simples, sin flujo medio ni conductos perfora-
dos. Posteriormente Craggs @] considera la inclusién de disipacién en los modelos en
base a un planteamiento variacional, y lleva a cabo la resolucién mediante la formula-
cién de elementos finitos. El mismo autor estudia la presencia de material absorbente
imponiendo su impedancia acustica en las condiciones de contorno sin considerar la
propagacion en su interior @], planteamiento vélido para espesores delgados.

El efecto convectivo producido por el flujo medio, supuesto éste potencial, fue es-
tudiado por diversos autores. Sigman et al. | v Abrahamson @] incluyen flujo
medio en los modelos, considerando como variable el potencial de velocidad. La ven-
taja de esta formulacién radica en el hecho de que la inclusién de los gradientes del
campo de flujo medio es muy sencilla, cosa que no ocurre con una formulacién en
presién. Astley y Eversman ﬂﬂ] llevan a cabo el anilisis de conductos no uniformes
con flujo medio utilizando una formulacion en presién y velocidad y un campo de flujo
medio simplificado. Ross ] presenta la aplicacién del método de elementos finitos
al estudio de silenciadores con regiones perforadas, pero sélo incluye el efecto del flujo
medio en la impedancia de éstas, de manera que el efecto convectivo no es tenido en
cuenta. Peat @] aplica el método a la ecuacion de ondas convectiva formulado en
potencial de velocidad y obtiene los cuatro polos de un conducto.

Actualmente hay dos campos de trabajo activos: los modelos completos que consi-
deren flujo medio, material absorbente y superficie perforada, y la determinacién de
la condicién de contorno mas adecuada en la superficie perforada. Ambas problemati-
cas se estudiaran en este capitulo.
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3.2. Aplicacién del MEF a la ecuacién de ondas con-
vectiva. Configuracion sin material absorbente

Se aplica en esta seccion la formulacion del método de elementos finitos a la ecuacién
de ondas convectiva, resaltando los aspectos més relevantes. En el caso sin flujo medio,
los resultados son validos sin més que eliminar los términos asociados a la velocidad del
medio de propagacién. Por su generalidad, se elige el método de residuos ponderados
en combinacién con la formulacién de Galerkin @, ] Se considera inicialmente
un dominio sin material absorbente. Este se incluye posteriormente en la seccién 341

3.2.1. Formulacion en presiéon

La figura 3. muestra un silenciador genérico en cuyo interior se pretende resolver
la ecuacién de ondas (Z33]). Se denota mediante 2 y I' el dominio y el contorno
asociado, respectivamente.

Flujo medio

Y
k’x
z

Ficura 3.1: Silenciador genérico.

La propagacién del sonido en el interior del silenciador estd gobernada, en presencia
de flujo medio uniforme, por la ecuacién

1 D?p
2
_ 1
P c Dt? 0 (3.1)

Considerando comportamiento arménico, se tiene p = Pe/®! y por tanto
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Ufw \ 0°P Vin | 0*P Win'\ 2P
1- ) o+ (1- f +l1- )
cg | Ox oy g 0z

S UrnVim P 2Umefm PP VinWyn 0°P (3.2)
¢z 0xdy 2 0x0z 2 Oyoz
0 0 0
Ut OP Vem OP . Wy OP
P -V mIP | ap

—— — 2jw—5—— — 2jw

2 Ox / 2 oy / 2 0z
El campo de velocidades de flujo medio U'fm = Ufmf-l- me; + meE se supone
conocido y es uniforme. La ecuacién ([B:2]) se multiplica por una funcién de ponderacién
U y se integra en el dominio del problema Q] Como es habitual en este tipo
149]

de problemas, se aplica el teorema de Green reduciendo el grado de derivacién
existente en la funcién incégnita, obteniéndose

2j - P
/ v U[D|VPAN + ‘7—2‘”/ wi'f, VPO — kg/ UPAN 7/ w227 pladr = o
2 G Jo 2 r on
(3.3)
donde la matriz [D] se expresa por
L Ufm UsnVim  UsaWym |
< i e
V '”'LU m V2’m V 'H'LW m
(D)= | gty e e (3.4)
=0 0 ‘0,
meUfm _mevfm 1— w m
4 c a4

y 7 es el vector unitario normal al contorno en sentido saliente. Si se discretiza el
dominio en N, elementos de volumen 2¢ (considerando que tanto P como ¥ presentan
continuidad C?), la ecuacién ([B3) se escribe como

N, . N,

. pi e )
3 / VIO DIVPOAR + LY / vOFT vPOd0
e—1 " £2¢ 0 o—1/92¢

(3.5)
e aP
— k2 Z/ v pldn — Z © = gT[DjAdl =0
o J e Fnre
La interpolacién nodal de elementos finitos permite escribir para un elemento e
P = [N){P)} (3.6)

donde [N] es el vector de funciones de forma' y {P(®)} es el vector que contiene los
valores nodales de la funcién incognita, que en el presente caso es la presién. Por

LA lo largo de la Tesis, las matrices se denotan mediante el simbolo [] y los vectores con la notacién
{}. En general, [N] puede ser una matriz, excepto en aquellos casos en que sélo hay un grado de
libertad por nodo, tal como ocurre en el problema acustico considerado aqui. Ademds, por defecto
los vectores se consideran en columna, salvo [N] que es un vector fila.
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otro lado, la utilizacién de la formulacién de Galerkin ﬂﬁ] expresa la funcién de
ponderaciéon como

v = [N{w)} (3.7)
Aplicando las expresiones B.0) y (317) al desarrollo de la ecuacién ([B.5) se tiene

N,

- e e e 2jw 7 e
Sy [ BT plae(P) + Z wenr [ ZANPTOT, [ma(P)
e=1 ¢ 0

N, Ne aP(e)
SOy [ NI} - S ey [t plaar = o
| e 1 I'NIe an
(3.8)
en la que [B] es la matriz de derivadas de las funciones de forma, dada por
[ON, AN, ON,. |
dr Oz 7 Ox
B = [N 0Ny O, (3.9)
gy Oy dy
ON1  ONs ONN,,
L Oz 0z 7 0z |
siendo NVp. el nimero de nodos por elemento.
La expresién ([B8) puede escribirse de manera mas compacta
Z (U ROI{PO} +sz {UET [P
R (3.10)
—Ww? Z {\I,(e)}T[m(e)Hp(e)} _ Z {\I,(e)}T{f(e)} -0
e=1 e=1
se introduce ahora la siguiente nomenclatura para las matrices de elemento
K] = [ BITD)Bla0 (3.11)
2 .
@ =2 / INTOT [Bldn (3.12)
cg Joe
1
m ) == [ [N]T[N]de (3.13)
Co J e
ple)
() = / [N]TLﬁT[D]ﬁdF (3.14)
nre (971



3.2. APLICACION DEL MEF A LA ECUACION DE ONDAS CONVECTIVA 95

FEl ensamblado de las matrices de elemento da lugar a las matrices globales del pro-
blema, obteniéndose

{U}" (([K] + jwlC] - w?[M]) {P} — {F}) = {0} (3.15)

como la ecuacién anterior debe ser vélida para cualquier funcién de ponderacién, se
obtiene finalmente

([K] + jw[C] — w?[M]) {P} = {F} (3.16)

En este momento, es necesario considerar las condiciones de contorno de Dirichlet
(valor de la presién conocido en una parte del contorno I" del problema). Estas con-
diciones se imponen facilmente en la ecuacién (BI6), considerando el valor conocido
de P = P en los nodos correspondientes del contorno.

Los valores nodales de la presién se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones
(BI8) junto con las condiciones de Dirichlet. La velocidad actistica en un elemento
cualquiera e se puede calcular utilizando las ecuaciones de Euler (Z28)). En el caso en
el que no hay flujo medio, se tiene

g - -1 [B|{P©)} (3.17)

JPow

En presencia de flujo, el procedimiento es mas laborioso. Por ejemplo, para obtener
los valores nodales de la velocidad en z, esto es, {U (e)}, puede escribirse

= pio[aNl/aa; ONa /0w ... ONN,, [02){P\)} = (juwIN]+ 07, [B]) U} (318)
de manera que evaluando esta expresién en Np. puntos, resulta un sistema de NNp
ecuaciones e incégnitas que permite calcular {U (e)}. En general el procedimiento es
mas sencillo, debido a que sélo interesa el conocimiento de la velocidad en las sec-
ciones de entrada y salida, bien para calcular el T'L, bien para obtener la matriz
de transferencia del silenciador. Usualmente en los conductos que contienen dichas
secciones puede considerarse onda plana a una distancia suficiente de las discontinui-
dades geométricas asociadas a las expansiones y contracciones. Por tanto, basta con
conocer la presién en dos puntos de un conducto para hallar la velocidad, sin mas que
utilizar las expresiones ([2.61]) y (Z63]) del capitulo previo.

1. Vector de carga

La existencia de un gradiente de presion, condicién de Neumann, en la superficie de
una parte del contorno I" genera un vector de carga {F'}. Por tanto, la condicién de
contorno natural que resulta de no considerar {F'} corresponde a la velocidad normal
nula, es decir, una pared rigida. Aunque no es usual en la formulacién en presién (en
presencia de flujo medio), puede imponerse en las secciones de entrada y salida del
silenciador una velocidad normal de valor U. La implementacién de esta condicién
se simplifica considerablemente en los problemas tratados aqui, ya que un silenciador
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suele tener secciones de entrada y salida planas y perpendiculares a algin eje del
sistema de referencia. En general puede considerarse también que los conductos de
entrada y salida son suficientemente largos y su seccién transversal es axialmente
uniforme, lo cual implica que la velocidad de flujo medio es paralela al conducto. En
el caso concreto en el que el conducto es paralelo al eje x, la condicién de velocidad
en su seccion transversal da lugar a

(e)
{f(e)}:/ [N]TaLﬁT[D]ﬁdF
rnre
N n-uvz /2 o 0] (1
8P(e) fm €o
:/ VTS <0 0 1 0| {0%dr (3.19)
rore ™ o 0 0o 1] Lo
- OIN| ~
= —po (1 - M?) / [N]T (ij@ - Ufmé}{me)}) ar
rnre z

Para llevar a cabo la integraciéon anterior, debe evaluarse la distribucion nodal de
U(®). Como se ha indicado, esta condicién de contorno no suele considerarse.

11. Imposicién de la condiciéon de impedancia

Si parte del contorno del silenciador presenta una impedancia actstica Z, como el
caso de un conducto perforado, entonces

P
Z = — 2
- (320)

donde U es la velocidad normal al contorno considerado. Supéngase, como en el caso
anterior, una secciéon perpendicular al eje z. La derivada normal de la presion y la
velocidad se pueden relacionar mediante la expresién

oP OP _ ou
T (]wU—I- Ufmax) (3.21)
y en virtud de la ecuacién (B20)
orP . P Uy, 0P

Despejando la derivada normal de la presion, se tiene

or pojwP

—_— = 3.23
on Z+ poUsm ( )

v el vector de carga se escribe

P jwP©)
©y = NITE AT IDRAr = (1 — M2 / NT(—pOJ>dI“
gy = [ S par = =) [ (-

(3.24)
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Introduciendo la nomenclatura

() 1- M2 / T
c,)| = pop=——"— N|* [N]dI" 3.25
[ Z ] pOZ+pOUfm ]"ﬂ]"e[ ] [ ] ( )
se tiene que

{fO} = —jwlcs (PO} (3.26)

Por tanto, el sistema de ecuaciones ([B.16), se escribe ahora como

([K] + jw (IC] + [Cz]) — w?[M]) {P} = {F} (3.27)

En el caso de tener una salida anecoica, la impedancia viene dada por Z = pgcy, y la
matriz [C(ZC)} se expresa como

1-M

(e)
C =
[ Z ] €o rnre

[N)T[N]dr (3.28)

Puede darse la situacion en que la superficie cuya impedancia se desea imponer sea
paralela al flujo medio, caso que se tratard en la seccién [3.3] dedicada al estudio de
elementos perforados.

111. Obtencién de la atenuacion

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones (816, para el rango de frecuencias de in-
terés, el comportamiento acustico del silenciador se evaliia inmediatamente. Para el
calculo del T'L, puede llevarse a cabo un analisis con terminacién anecoica, y utilizar
la ecuacién ([Z2Z74) para su evaluacién. Puede ocurrir que las secciones de entrada y
salida sean distintas, lo cual implica nimeros de Mach diferentes, y por tanto deben
realizarse las modificaciones oportunas segin indica la ecuacién (2:265]).

La evaluacion de los polos de la matriz de transferencia conlleva la realizaciéon de
dos anélisis, como se ha visto en el capitulo [2l En este caso, deben utilizarse las

expresiones ([2.73))-(2.70)

Py
Py Us=0

Py
Uz P,=0

_ U
Py Us=0

_ U

A =
Uz Py=0

B C D

3.3. Subdominios acoplados. Placas y tubos perfo-
rados

Los elementos perforados, que conectan diversos subdominios del silenciador, son
utilizados de manera frecuente en la practica @, @, m, @, @] Se pretende ahora
llevar a cabo el modelado mediante elementos finitos de este tipo de configuraciones,
considerando diversas posibilidades referentes a la influencia del campo de flujo medio
y las condiciones de contorno en las perforaciones. La regién perforada se caracteriza
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mediante su impedancia actstica Z,. Se descarta la alternativa del mallado completo
y el posterior modelado de dicha regién, debido a su elevado coste computacional.

3.3.1. Medio en reposo

La figura muestra la conexién de dos subdominios mediante una superficie per-
forada. Se denotan mediante (21, {25, I'1 y I3 los volumenes y contornos asociados a
cada subdominio, y I}, es la regién perforada comin. Se asume la ausencia de flujo
medio en los dos subdominios.

FI1GURA 3.2: Dos subdominios conectados mediante una superficie perforada.

Los desarrollos previos son aplicables a cada subdominio por separado. Por tanto, el
sistema de ecuaciones ([B.I0) se puede escribir para ambos, resultando

(K1) + jw[Ch] — w?[My]) {P1} = {F1}
(3.29)
(K] + jw([Co] — w?[Ms]) {Po} = {F2}

El vector de carga a nivel de elemento puede escribirse, segtin la ecuacién (BI4]), como

{f} = [N]Tai@ﬁT [D)AdI" (3.30)

rnre n
En ausencia de flujo medio se puede expresar como
7 OP)

{1}y = [N] ar (3.31)
I'Are on

Se puede tener en cuenta la definicién de la impedancia actstica de una superficie
dada por la expresion
P — P
U

Z, (3.32)
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siendo P; y P las presiones acusticas a ambos lados de la superficie perforada y U la
velocidad actstica normal, que se supone continua en ausencia de flujo medio. En cada
lado de la superficie la presion y la velocidad normal pueden relacionarse mediante la
ecuacién de Euler (2471),

-1 0P -1 0P,
' jpow On > jpow On

(3.33)

al considerar que en ambos subdominios el sentido de la velocidad normal es saliente,
entonces Uy = —Us. Combinando las expresiones (333)) con la ecuacién ([B32)), resulta

-1 9P, P P, v g L 0P _ PP

U = U = —_— = = —_— =
' jpow on Zy > pow On Z,

(3.34)

la evaluacién de los vectores de carga en la superficie I, puede llevarse a cabo calcu-
lando las siguientes integrales

P _ plo)
U= [ (e Y ar (3.35)
r,nre Zp

(e) (e)

P —P

= [T (G Jar (3.36)
r,nre Zp

Teniendo en cuenta ahora la interpolaciéon nodal de elementos finitos, se obtiene

ey _ —JpPow T (e)y (e)
7y == [T (IR - VR ar

Zp (3.37)
= —jwle P} + juley) P PY
ey _ Jpow T (&) (e)
=22 [ I (NI - N ar .

. e)21 e . e)22 e
= jwle P} — juley) 1 P}

La presencia de la superficie perforada conduce a la aparicién de matrices de elementos
finitos que multiplican los grados de libertad. Ensamblando las matrices obtenidas a
nivel de elemento, e incorporando los vectores de carga al sistema ([B:29]), se obtiene

] 0], [0+ CR] —[CR] ] o] (0] ) (B _ (R

(Lo o] ] -[cZ)] [ogmc%iﬂ o i) i) {{(F}})
3.39

Se puede observar claramente el acoplamiento existente entre subdominios como con-

secuencia de su conexion por medio de la superficie perforada. La expresién anterior
puede escribirse de manera compacta

(IK]+ jw ([C1 4+ [Cg,]) — w?*[M]) {P} = {F} (3.40)
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3.3.2. Medio movil

La figura 3.3 muestra un caso muy utilizado en la préactica. Se trata de un silenciador
en el que el conducto interior tiene su superficie parcialmente perforada. En dicho
conducto existe flujo medio uniforme definido por el nimero de Mach M = Uy, /co
y paralelo a la superficie perforada. Se asume que el flujo que penetra en la camara
es pequeno, con lo cual se desprecia el efecto convectivo en ésta @, ] En la
cuantificacién de la impedancia Z,, debe tenerse en cuenta la influencia del flujo

medio @, @] .

Fp
/[
2 ~
. o <
X e
I

Ficura 3.3: Silenciador con tubo perforado y flujo medio.

Para ambas regiones (tubo y cdmara), la aplicacién del método de elementos finitos
da lugar a

(K] + jw([Ci] — w?[My]) { P} = {F1}
(3.41)
([Ka2] + jw[Co] — w?[Ms]) { P2} = {Fa}

En la situaciéon habitual en la que se desprecia el flujo medio en la camara, y en
ausencia de condiciones de contorno asociadas a impedancia en la pared exterior de
ésta, se tiene que la matriz [Cs] = [0]. El acoplamiento entre ambas regiones se realiza
utilizando los vectores de carga {F1} y {F}. A nivel de elemento y considerando la
zona perforada, puede escribirse

. 8P(e)_, . ap(e)
(! >}=/F ) [N}TT;nT[D]ndF:/F Nrar (3.42)
pm ¢ pn ¢
. 8P(e)
= [ rSar (3.43)
pm ¢

donde { fl(e)} no presenta dependencia explicita de M dado que el flujo es paralelo al
conducto. A la hora de aplicar la condicién asociada a la superficie perforada, aparece
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el problema ya mostrado anteriormente en el capitulo Bl y que se refiere al campo
acustico que se considera continuo. Por un lado puede asumirse continuidad de la
velocidad normal ﬂE, @, @], es decir, Uy = —Us. Estas estdn relacionadas con la
presién actistica mediante la ecuacién de Euler (Z.62])

. oU, 0P,
U+ Upy—— | = ——— 3.44
Po <Jw 1+ Urm 8x> an ( )
) OP:
jpowlz = ——= (3.45)
Otra alternativa es la consideracién de la continuidad de desplazamiento normal a la
superficie perforada ﬂﬂ, @], es decir, £ = —&;. La relacién entre desplazamiento y
presion acustica viene dada por
, 961 %6 0P
2 2 _
00 <—w &+ 2](&1Ufm% +Ufp, 2 ) = on (3.46)
OP:
— pow?&y = _87712 (3.47)
La tercera posibilidad a considerar, consiste en asumir continuidad en la componente
transversal del gradiente de presion, es decir, 9P /On = —0P,/0n. Este es precisa-

mente el término que aparece en el vector de carga. Esta posibilidad no se tendra en
cuenta dado que las predicciones asociadas subestiman el efecto del flujo medio HE]

1. Continuidad de velocidad

Bajo la hipotesis de continuidad de velocidad, las expresiones de los vectores de carga
se pueden obtener combinando la relacién de la impedancia ([8.32) con las expresiones

B44) y (343), dichos vectores de carga son

© _ ple) o (P~ P?)
0y _ N —jpo B2 ” |, Urm (- dr (3.8
I T D S = (3.48)

(e) (e)

P — P

(19} = / N (G2 ) ar (3.49)
r,nre Zp

Considerando ahora la interpolacién nodal de elementos finitos, se tiene

() _ —Jpow T @y _ (e)
(7= =2 [ (NP - Ry ar

ZP

= —jwleg P} + jwle) PP — PO + k)P PY
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{9y = 100 /F e (INHP(} = N} dr

p
. e)21 e . e)22 e
= jwle P} — juwley) 1 P}

y el sistema de ecuaciones ([B:A1l) queda de la forma

PKﬂ+ﬂK£}-%KZq+jw (] +[C%]  —[CZ]
[0] [K5] -C7,] (G +[CZ]

- ) -

(3.51)

De la expresién anterior, se puede observar la apariciéon de nuevas submatrices en

presencia de flujo, compardndola con la expresién ([3.39).

11. Continuidad de desplazamiento

Se considera ahora la condicién de continuidad de desplazamiento normal en la su-
perficie perforada, es decir, & = —&;. Para ello, se hace uso de las expresiones (3.40)
}@BZZI), en combinacién con la impedancia expresada en funcién del desplazamiento

PP

Z, -
Jwé

p

Por tanto, los vectores de carga se escriben

. ) P(e) o P(e)
R B I
r,nre P

0 (1) o, ()

- dr
Zy ox po JwZp Ox?

— 2po

. P(e) _ P(e)
= [T (e ar
r,nre Zp

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Escribiendo las presiones en base a sus valores nodales y las funciones de forma, resulta
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==L [T (PO~ NP} ar

ZP
_%Zﬂnﬁpﬂre IN] (85[) ]{ () _ IIN ]{Pe)}) dr
_ﬂ]wU? /We N (6;[2] (poy - 21 {P<e>}> ar (3.56)

= —jwlel) P} + juley) PP }—[k<e>111{P<e}+[ Py
1

jw[ 5)11]{P(e)}+ [ e)12]{P(e}

(e)y _ JPow (e) (e)
=202 N (NP N ar

p

(3.57)
= jwleg HP} = jules) (P}

El sistema de ecuaciones con continuidad de desplazamiento es por tanto

({[mm@y ‘[Kiqﬂw C+[ch) e

(0] [K5] -[C¢7,) (G +[CZ

51 BT ) - ()

que incluye més términos de acoplamiento entre subdominios que el caso anterior.

3.4. Modelado de la propagacién en materiales ab-
sorbentes mediante el MEF

El modelado de los fenémenos de propagacién de ondas sonoras en el seno de materia-
les absorbentes en ausencia de flujo medio puede abordarse sin dificultad teniendo en
cuenta las propiedades acusticas equivalentes de dicho material. En este caso, pueden
reemplazarse los valores c¢g y po por ¢ y p, y proceder de forma similar a la mostrada
en la seccién anterior.

Si existe flujo medio en el interior del material, el problema se complica en gran
medida m En primer lugar, ha de determinarse el campo de flujo medio. Este
serd en general no uniforme, y debido a su influencia en las propiedades actusticas
equivalentes del material absorbente, dichas propiedades pasan a ser anisétropas e
incluso heterogéneas. Por tanto, pierde su validez la ecuacién de ondas convectiva
[233) y de hecho no existe una ecuacién de ondas simple que permita abordar el pro-
blema @ Sin embargo, en configuraciones de cierto interés practico, la utilizacion
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de superficies perforadas (con vistas a proteger y dar soporte al material absorbente)
también garantiza que el flujo medio va a estar localizado fundamentalmente en las
regiones sin material. A esto también contribuye la mayor resistividad del material
en comparacién con el aire. Este hecho permite considerar de forma relativamente
sencilla (y aproximada) el modelado de la propagacién de ondas en silenciadores disi-
pativos mediante el método de elementos finitos, siempre que el flujo medio en el seno
de los materiales absorbentes implicados sea uniforme y lo suficientemente bajo como
para garantizar una variacién espacial y direccional de propiedades despreciable frente
al efecto convectivo. En este caso, y como primera aproximacion, la propagacion de
ondas puede suponerse gobernada por la ecuacion
2 1 D%

Vp—é—QD—tQ—O (3.59)
donde ¢ representa la velocidad equivalente del sonido en el material absorbente HE]
Dicha velocidad, como se ha visto en la seccién 2.6.2, viene dada por la expresion

w
c= = 3.60
’ (3:60)
Considerando comportamiento arménico, se puede escribir
2 2 2 2
. Ufm or () me 2P () Wi\ op
ox? Oy? c? 022
_2Umefm 9P - 2Umefm 0’P _ 2meme 9P (3.61)
c2  Oxdy ¢?2  0x0z c2  Oyoz
. Upm OP . Vim OP ) me oP
-2 — =2 -— = k2P =0
W Mgy YT e T

siendo k = w/¢ el nimero de onda equivalente del material absorbente ﬂﬁ], que es
complejo al igual que ¢.

Desarrollando la ecuacién ([B.61]) de manera andloga al caso estudiado en la seccién
3211 esto es, un silenciador genérico reactivo sin material absorbente, se puede llegar
a la expresion compacta del residuo ponderado

N. Ne
S {EOVTRD PO} + jeo S {T) T (PO}
e=1 e=1

(3.62)
QZ{\I](e)}T e) p(e)} Z{\I,(e)}T }:0

con la introduccién de la nomenclatura

i = [ 1B BYA2 (3.63)
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=25 [ N, [Blae (3.64)
)= =5 [ IV IVide (3.65)
c? Joe
(e)
U= [ it A D (3.66)

donde la matriz [Dgs] viene dada por la siguiente expresién

2
L Ym o UpVim  UpnWim
G2 a2 a2
2
Doy = | _ViUsm 1 Vim  VimWim (3.67)

a2 EP) a2

2

WinUpm  WinVim 1 Wi
c 2 ¢ 2 ¢ 2

siendo Ugym, Vim y Wym las componentes de la velocidad de flujo uniforme U fm en
el material absorbente en z, y y 2, respectivamente.

Ensamblando, se obtiene el sistema de ecuaciones
([Kabs] +jw[cabs] - wz[Mabs]) {P} - {Fabs} (368)

3.4.1. Medio en reposo

La figura B4l muestra un silenciador formado por un conducto parcialmente perforado
y una camara que contiene material absorbente. Los voliimenes y contornos asociados
a cada uno de ellos son (21, 25, I} y I, y la regién perforada se denota mediante I,.
Se asume que no existe flujo medio en ninguno de los dos subdominios.

En el tubo central se satisface la ecuacién de ondas (1)), en la que la derivada
total temporal se reemplaza por una derivada parcial al ser ljfm = (0 mientras que
la ecuacién que gobierna la propagacién de ondas en el material absorbente es la
ecuaciéon ([BHI) de nuevo con D/Dt = 9/0t. De esta forma, los sistemas algebraicos
de ecuaciones para el tubo (BI6]) y la cdmara con material absorbente ([B.68), se
pueden escribir como

([K] + jw[C] = w?[M]) {P} = {F}
(3.69)
([Kabs] +jw[cabs] - WZ[Mabs]) {P} = {Fabs}
Cuando no existe flujo medio la matriz [C] puede aparecer, por ejemplo, debido a

una condicién anecoica. Sin embargo [Cqaps] = [0] en la regién con material por la
consideracion de la condicién de pared rigida. Los dos dominios se acoplan utilizando
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I

Material absorbente

FiGUura 3.4: Silenciador con tubo perforado y material absorbente.

los vectores de carga {F'} v {Faps}. Considerando la zona perforada, se puede escribir
a nivel de elemento

apL
U= [ wrSar (3.70)
pm ¢
. ap(e)
U= [ gEar (371)
Pﬂ ¢

La presién y la velocidad normal a ambos lados de la superficie perforada se pueden
relacionar mediante la ecuacién de Euler (2:47),

1 9P, . _ —Lop,

Uy = 2

— =——= 3.72
Jpow On jpw On ( )

donde p es la densidad equivalente del material absorbente.
Se sigue un procedimiento andlogo al planteado en la seccién B3] aplicando la con-

dicién de continuidad de la velocidad actstica normal, de manera que los vectores de
carga en la superficie perforada se pueden evaluar realizando las integrales

(e — NIT | —; M dr 3.73
{r'y = [N]" | —jpow——% (3.73)
r,nre Z,
(€) (e)
e .. P —P
= <JPW1~2> ar (3.74)
r,nre Zy,

Con la consideracién de la interpolacion nodal de elementos finitos, se obtiene

() = —IPow NIT (INJ{P)} — IN{PLY) dr
Oy ==L [N (NP - IR -

_ —‘](J.)[C(Ze:ll]{Pl(e)} _’_JW[C(Z(?312]{P26)}
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UGy =22 [T (NP - P ar

Zp (3.76)
= jules) " WP} - jules) 1R}
Ensamblando a nivel global del problema, el sistema (B3.69) se escribe
{[K} 0 } Lo fier+ies e
[0] [Kabs] *[C%i] [Cabs] + [C%i]
(3.77)
2 {[M] [0] } {{Pl}} _ { {F} }
[0] [MabS] {P2} {Fabs}
o de manera compacta

(K] + jw ([C] + [Cz,]) - *[M]) {P} = {F} (3.78)

3.4.2. Medio médvil

Se considera un silenciador similar al estudiado en la seccién previa. La tnica dife-
rencia consiste en la presencia de un campo de flujo medio uniforme en el conducto
perforado, definido por el nimero de Mach M = Uy, /cy y paralelo a la superficie
perforada, como ilustra la figura 3.5l Se asume la ausencia de flujo en la cdmara con
material absorbente, de manera que los efectos convectivos son despreciables en ésta

84, lod, [134).

[
-

L . o} M
xr

/ N

I

Material absorbente

FIiaura 3.5: Silenciador con tubo perforado y material absorbente
en presencia de flujo medio.

La aplicacién del método de elementos finitos, para ambas regiones (tubo y cdmara),
da lugar a
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([K] + jw[C] — w*[M]) {P} = {F}
(3.79)
([Kabs] +jw[cabs] - w2[Mabs]) {P} - {Fabs}

En la situaciéon habitual en la que se desprecia el flujo medio en la camara, y en
ausencia de condiciones de contorno asociadas a impedancia en la pared exterior de
ésta, se tiene que [Cyps] = [0]. Se acoplan ambas regiones mediante la utilizacién de
los vectores de carga {F} y {Fus}. Para la zona perforada y a nivel de elemento, se
puede escribir

oP e) 8P(e)
f(E) — / NIT =L 3T DRdll = / NT=—L_dar 3.80
{ } r,nre [ } 877/ [ ] r,nre [ ] 3n ( )
(0 0P,
(9} = / v g (3.81)
rynre on

en la ecuacién @F0), {f(©)} no presenta dependencia explicita de M debido a que el
flujo es paralelo al conducto.

Como en el caso estudiado en la seccién pueden considerarse dos alternati-
vas a la hora de aplicar la condicién asociada a la superficie perforada. Por un lado
puede asumirse continuidad de la velocidad actustica normal, es decir, Uy = —Us.
Estas velocidades estan relacionadas con la presién acustica mediante la ecuacion de

Euler (262

_ oUy\ _ oP,
. op,

La otra alternativa es la consideracion de la continuidad de desplazamiento normal a
la superficie perforada, es decir, £&; = —&;. La relacién entre desplazamiento y presion
actstica viene dada por

, 23! 9°& oP
2 981 2 __on
00 < w1 + 2jwU o +Us%,, 92 o (3.84)
- OP:
— ity = —3—; (3.85)

Las ecuaciones asociadas a cada tipo de condicién de continuidad se detallan a con-
tinuacion
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1. Continuidad de velocidad

Utilizando un planteamiento andlogo al aplicado en la seccién B.3.2] los vectores de
carga se pueden escribir

(==L [T (PO~ NP} ar

ZP
~ poUsm T (9N po [ ] ¢ ple) (3.86)
2w (TR - Sy )ar
= —jwle) P} + jwley) PP} - [kz}“]{ﬂ”} + [k P){ P}
Jpw T e (e)
Uiy ="~ [ (NP} = NP} ) dr -
= juwleg) WP} = juleg) 1Py
Por tanto, el sistema de ecuaciones ([B.79) puede expresarse finalmente como
[[KH[Kéﬂ [KZ]} 4w [C]+[C%] (A
0] K] | 77| —ICB] [Cans + [CF]
_ e[ o (P} _ [ {F}
[[0] [MabS]]> {{P2}} {{Fabs}}
(3.88)

11. Continuidad de desplazamiento

Como en la secciéon B32 y para la aplicacion de la condicién de continuidad de
desplazamiento normal en la superficie perforada, los vectores de carga se escriben

e __jpow T e e
==L ([N]{PP}—[N]{PQ})M

_f;fom /wc [N]T(a;u (Pl [ ] {P§e>}) r (3.80)

= —jwlel) P} + jwley) PP} — [k e>”]{P<e}+[ Py

1 1 e e)l2 e
- j;[d;: P+ j;[d;,f J{Py)

=20 N|T ([N{P{®} — [IN[{P9}) ar
Uiy =250 [T (R - V) o0

= jeles WP} = juley) 1R}
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El sistema de ecuaciones con continuidad de desplazamiento es por tanto

[[K] + K] —[Kéf,q [C]+1C7,] —[CZ]
[0] [Kabs} _[C%ﬂ [Cabs] + [C%i]

. . 3.91)
T [ W) =)

que incluye més términos de acoplamiento entre subdominios que en el caso anterior.

3.5. Aplicaciones

En esta seccién se lleva a cabo la aplicacién del método de elementos finitos a distintas
tipologias de silenciadores de escape, que han sido estudiadas en el capitulo anterior
mediante los modelos de onda plana. Entre ellas se encuentran dos geometrias nove-
dosas como son la camara con doble salida opuesta y la cAmara reversa con material
absorbente y placa perforada, que se consideran en las secciones vy BS54 res-
pectivamente. Se estudian también algunos fenémenos relevantes como la presencia
simultanea de flujo medio, material absorbente y elementos perforados, y la influencia
de las condiciones de contorno asociadas a las superficies perforadas en la atenuacién
acustica.

3.5.1. Camara de expansiéon simple

La figura muestra las mallas de cuatro camaras de expansién simple, similares a
la mostrada en la figura 2-8(a). En el mallado se han utilizado elementos tetraédricos
cuadraticos. El tamano de los elementos de la camara es de 0.015 m, mientras que
los elementos de los tubos de entrada y salida tienen un tamano de 0.01 m. Con este
tamano se garantiza una precision suficiente en el rango de frecuencias de interés.

Las dimensiones de los silenciadores son: longitud Ls = 0.3 m, radios de los conductos
de entrada y salida Ry = R3 = 0.02 m y radio de la cAmara R, = 0.091875 m, idénticas
a las de la geometria 1 de la seccién 21011 En todos los casos se aprovechan las po-
sibles simetrias para reducir el coste computacional asociado al método de elementos
finitos. La primera geometria es axisimétrica, y sélo se malla una cuarta parte del do-
minio. La utilizacién de una malla tridimensional para el caso axisimétrico tiene como
objetivo validar el cédigo tridimensional de elementos finitos implementado durante
la realizacién de esta Tesis. Las tres restantes tienen al menos uno de sus conductos
descentrado, de manera que se debe utilizar la mitad del dominio. En concreto, la
geometria 2 tiene entrada centrada y salida descentrada con una distancia x3 = 0.045
m, la geometria 3 tiene ambos conductos descentrados, con x1 = —x3 = 0.045 m y
para la geometria 4 se tiene 1 = 3 = 0.045 m.

La figura 37 presenta los resultados obtenidos. Es obvio que la posicién de los con-
ductos de entrada y salida tiene un efecto notable en la atenuacién actstica ]
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& 4

(a) Geometria 1. (b) Geometria 2.
(¢) Geometria 3. (d) Geometria 4.

FIGURA 3.6: Mallas de elementos finitos utilizadas.

Logicamente, el modelo de onda plana no detecta dicha caracteristica, ya que el TL
que evalia para una camara de expansién simple sélo depende, segun la expresion
EZ1]), de la longitud de la cdmara y de la relacién de drea cdmara-tubo. Se puede
observar que las geometrias 1 y 2 presentan una buena concordancia entre ellas (y
con el modelo de onda plana) hasta una frecuencia de 1100 Hz, a partir de la cual
se deteriora el comportamiento repetitivo de ciipulas de atenuacion debido a la pro-
pagacién multidimensional. Este efecto es todavia mas notable en las geometrias 3 y
4. En el capitulo 5 se analizan las causas de dicho comportamiento y el efecto de la
posicion de los conductos de entrada y salida detalladamente.

3.5.2. Camara reversa

Se consideran cuatro silenciadores de camara reversa, similares al mostrado en la
figura [Z8(b). Las dimensiones utilizadas son Ry = R3 = 0.02 m para los tubos de
entrada y salida, Re = 0.091875 m y L, = 0.3 m para la cAmara, iguales a las de
la geometria 1 de la seccién La figura muestra las cuatro mallas de los
silenciadores estudiados. La primera geometria tiene los tubos de entrada y salida
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Ficura 3.7: TL de cdmara de expansion simple: , geometria 1; , geometria
2; , geometria 3; , geometria 4; — - —, onda plana.
descentrados a 180 grados con una distancia 1 = —x3 = —0.045 m, en la geometria

2 los conductos estan descentrados a 90 grados con x1 = y3 = 0.045 m, la geometria
3 tiene el tubo de entrada centrado y el de la salida descentrado a 180 grados con
x3 = 0.045 m y para la geometria 4 se tiene x3 = 0.057661 m con el tubo de entrada
centrado.

La figura [3.9 muestra los resultados obtenidos mediante la aplicacién del método de
elementos finitos. Se muestra de nuevo el efecto que tiene la posiciéon de los tubos
de entrada y salida en la atenuacién acustica ﬂﬁ} Como en el caso anterior, el
modelo de onda plana no detecta dicha influencia debido a que el T'L asociado a una
cdmara reversa s6lo depende, segtn la expresion ([2.280)), de la longitud de la cdmara
y de la relacion area camara-tubo. La geometria 1 presenta una buena concordancia
con el modelo de onda plana hasta una frecuencia de 1084 Hz, a partir de la cual
desaparece el comportamiento tipico de camaras reversas largas, con resonancia de
cuarto de onda, debido a la propagacién multidimensional. En las geometrias 2 y 3
la irregularidad del TL aparece a 1796 Hz y 2256 Hz, respectivamente. En el capitulo
5 se estudiard en detalle el efecto de la posicion de los conductos y las causas que
originan la irregularidad del TL.

3.5.3. Camara con doble salida opuesta

La figura [3. 10l presenta las mallas de tres silenciadores con doble salida opuesta, como
el mostrado en la figura 217 Como se ha indicado en el capitulo anterior, el estudio
de esta geometria se ha propuesto en la Tesis, y algunos resultados relevantes se han
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(a) Geometria 1. (b) Geometria 2.
(c) Geometria 3. (d) Geometria 4.

Ficura 3.8: Mallas de elementos finitos utilizadas.

presentado en el trabajo ﬂa] Las dimensiones consideradas son Ly = 0.3 m para la
(longitud de la cdmara), Ry = R3 = R4 = 0.02 m para el tubo de entrada y los dos
tubos de salida y Re = 0.091875 m para la cAmara, idénticas a las de la geometria
1 de la seccion En las tres configuraciones la distancia del descentrado es la
misma para los tres conductos, con un valor de 0.045 m, y s6lo varia el angulo relativo
de éstos.

Como ilustra la figura 310 el tubo de entrada de la geometria 1 estd descentrado a
180 grados respecto a la salida ubicada en el mismo lado, mientras que las entradas
en las geometrias 2 y 3 estan descentradas a 90 grados. La tnica diferencia entre las
geometrias 2 y 3 es el valor del angulo relativo de la segunda salida, que es igual a 0
grados para la geometria 2 y 180 grados para la geometria 3.

La figura [B.10] muestra los resultados obtenidos mediante elementos finitos y el mo-
delo de onda plana. Se puede comprobar, como en los casos anteriores, el efecto que
tiene la posicion de los conductos en la atenuacion actstica, dado que las diferencias
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, geometria 1; ,
, geometria 4; — - —, onda plana.

Ficura 3.9: TL de silenciador con cimara reversa:
geometria 2; , geometria 3;

entre las simulaciones de elementos finitos son considerables. Las geometrias 1, 2 y 3
presentan una buena concordancia entre ellas (y con el modelo de onda plana) hasta
una frecuencia de 1084 Hz aproximadamente. A partir de dicha frecuencia se deterio-
ra el comportamiento repetitivo de cipulas de atenuacién de la geometria 1 debido a
la propagacion multidimensional. En las geometrias 2 y 3 la irregularidad del TL se
retrasa hasta 1796 Hz.

3.5.4. Camara reversa con material absorbente y placa perfo-
rada

Se considera una cadmara reversa con material absorbente y placa perforada, como la
mostrada en la figura 2T9 Como se ha sefialado en el capitulo anterior, el estudio de
esta geometria novedosa se ha planteado en la Tesis, y algunos resultados han sido
publicados en los trabajos ﬂ, Las dimensiones utilizadas son Ly = 0.25 m para la
camara con aire, L,, = 0.05 m para el material absorbente, Ry = Rz = 0.02 m para los
tubos de entrada y salida y Ry = 0.091875 m para la cAmara central, idénticas a las de
las geometrias de la seccién 2104l Los tubos de entrada y salida estdn descentrados
a 180 grados con 1 = —x3 = —0.045 m. La figura muestra los resultados
obtenidos mediante elementos finitos y el modelo de onda plana para las resistividades
R = 1000 rayl/m, R = 2000 rayl/m y R = 4000 rayl/m, con valores fijos de o = 15 %,
dp, = 0.0035 m y t, = 0.001 m. Los comentarios del capitulo [l siguen siendo validos,
ya que se observa que con mayor resistividad se obtiene menor atenuacién en los picos
de resonancia y mayor atenuacién en las bandas de paso. Se puede observar que el
primer pico de resonancia es menos sensible al aumento de resistividad en comparacion
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(a) Geometria 1. (b) Geometria 2.

(¢) Geometria 3.

FIGURA 3.10: Mallas de elementos finitos utilizadas.

con los siguientes. El comportamiento repetitivo en el modelo de onda plana deja de
serlo en los resultados de elementos finitos a partir de 1800 Hz, como consecuencia
de la multidimensionalidad del campo actstico, que produce importantes diferencias
respecto al modelo unidimensional. En cualquier caso, las discrepancias entre ambos
modelos empiezan a ser relevantes a partir de 600 Hz. Cabe indicar que el material
absorbente, como se indicé en la seccion 2104 se caracteriza mediante las expresiones
@30]) y [2302). Para la caracterizaciéon de la placa perforada se utiliza de nuevo la

férmula ([2I72).

La figura muestra el efecto de la variacion de la porosidad de la placa perforada,
que toma los valores 0 = 5%, 0 = 10% y o = 15 %, para un didmetro de los orificios
de valor dj, = 0.0035 m y un espesor t, = 0.001 m. El material absorbente utilizado
para el calculo mediante el método de elementos finitos y el modelo de onda plana
tiene una resistividad de valor R = 1000 rayl/m. Se puede observar, en los resultados
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Ficura 3.11: TL de silenciador con doble salida opuesta: , geometria 1; ——,
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F1GurA 3.12: TL de camara reversa con material absorbente y placa perforada: :
R = 1000 rayl/m, MEF; — - —, idem, onda plana; , R = 2000 rayl/m, MEF; = - =,
idem, onda plana; ——, R = 4000 rayl/m, MEF; =+ =, idem, onda plana.

obtenidos con elementos finitos, que el primer pico de resonancia no sufre ningin
cambio con el aumento de la porosidad, mientras que los siguientes picos se desplazan
hacia valores més altos de frecuencia y su amplitud se ve en general reducida en
comparacion con el primero. De nuevo, las limitaciones del modelo de onda plana se
ponen de manifiesto a medida que aumenta la frecuencia.
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Ficura 3.13: TL de cdmara reversa con material absorbente y placa perforada:
o =5%, MEF; — - —, idem, onda plana; ——, o0 = 10%, MEF; — - —, idem, onda
plana; ——, 0 = 20%, MEF; — - —, idem, onda plana.

)

3.5.5. Resonador concéntrico con material absorbente

Se considera el resonador concéntrico con material absorbente cuyo modelado se ha
tratado en detalle en las secciones B4 (sin flujo medio en el tubo perforado) y
(con flujo medio en el tubo perforado). Con el fin de demostrar cudl es la condicién
de continuidad més adecuada cuando existe flujo en el tubo perforado, se aplica la
condicion de continuidad de velocidad y la asociada a desplazamiento y se comparan
los resultados obtenidos mediante ambas con medidas experimentales. La tabla 3]
muestra las dimensiones de los dos resonadores concéntricos utilizados en los calculos.

Geometria  Ri (m) Rz (m) Lo (m)

1 0.037  0.0762 0.315
2 0.037  0.1016 0.330

TABLA 3.1: Dimensiones relevantes de dos resonadores concéntricos
con material absorbente.

La figura [3.I4] ilustra un ejemplo de malla del resonador concéntrico con material
absorbente, que estd formada por elementos hexaédricos cuadraticos. En el contorno
asociado al conducto perforado se superponen los nodos de ambos subdominios, esto
es, el conducto perforado y la cAmara exterior con material absorbente, y se acoplan
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mediante la impedancia actustica. Cabe indicar que se ha utilizado una malla tridimen-
sional para esta geometria axisimétrica con el fin de validar el codigo tridimensional
de elementos finitos implementado durante la realizacién de la Tesis.

it

FIGURA 3.14: Malla de elementos finitos de un resonador concéntrico
con material absorbente.

En lo referente a la impedancia actstica del tubo perforado, se ha considerado la
expresion (ZI73) indicada en el capitulo @],

<§; + j0.425kod), <ﬁ — 1> F (a))

Po

Zp = pPoCo

~ (3.92)

siendo ¢, la impedancia actistica adimensional de un orificio en ausencia de mate-
rial absorbente, cuyas partes resistiva y reactiva se calculan mediante las expresiones
@I33) y @I38), vy F (o) el factor de correccién que viene dado por la expresién

EI21)

El material absorbente utilizado en los cédlculos es la fibra de vidrio de tipo E, que se
caracteriza mediante las siguientes expresiones @, @, |

B f —0.6687 f —0.5707
7 =17 ((1 +0.0954 (g’) > +j (0.1689 (1’;0) )) (3.93)
B f —0.5829 f —0.5850
k= ko ((1 +0.2010 (?) > v (0.2202 <1’;°> >> (3.94)

Las medidas experimentales se han realizado mediante el método del impulso ﬂﬁ} y
puede encontrarse informacién detallada en el trabajo de Kirby @] La figura
muestra los resultados obtenidos mediante la aplicacién de la continuidad de veloci-
dad, la continuidad de desplazamiento y la medida experimental. La configuracion
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considerada es la geometria 1 (véase la tabla B1l). El conducto perforado tiene un
espesor t, = 0.001 m, el didmetro de los orificios es d;, = 0.0035 m y la porosidad
es 0 = 26.3%. El flujo medio viene definido por el nimero de Mach M = 0.15 y el
material absorbente tiene una resistividad de R = 30716 rayl/m. Se puede observar
que hay una concordancia més que aceptable entre los resultados experimentales y los
obtenidos mediante la aplicacién de la condicién de continuidad de desplazamiento,
algo que no ocurre con la condiciéon de continuidad de velocidad. Los errores experi-
mentales a bajas frecuencias son comunes y aparecen en parte debido a las posibles
reflexiones de ondas en la salida del sistema experimental @]

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Frecuencia (Hz)

FiGURA 3.15: TL de resonador concéntrico con material absorbente, geometria 1:
, continutdad de velocidad; ., continuidad de desplazamiento;
, medida experimental.

En la figura se muestra de nuevo el efecto de la condicién asociada al conducto
perforado. Se considera ahora la geometria 2, manteniendo los mismos valores de o,
dp, tp, Ry M. Otra vez se puede comprobar la buena concordancia entre la medida
experimental y los resultados de elementos finitos con condiciéon de continuidad de
desplazamiento. A bajas frecuencias hay poca diferencia entre la condicién de velo-
cidad y la de desplazamiento, si bien esta diferencia va aumentando a medida que
se consideran frecuencias mas altas. Como se ha indicado en el parrafo anterior la
medida experimental presenta a bajas frecuencias algunas fluctuaciones debido a las
reflexiones de ondas en la salida del sistema experimental.

En la figura BI7 se estudia el efecto de la variacién de la porosidad, que toma los
valores ¢ = 10%, 0 = 15% y o = 26.3%. El resto de pardmetros tienen los valores:
M = 0.15, d, = 0.0035 m, t, = 0.001 m y R = 30716 rayl/m. La geometria consi-
derada es la geometria 1 y se aplica para los calculos la condicién de continuidad de
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0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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FIGURA 3.16: TL de resonador concéntrico con material absorbente, geometria 2:
., continuidad de desplazamiento;
, medida experimental.

, continuidad de velocidad;

velocidad asi como la de desplazamiento. Se puede observar que a bajas frecuencias
la porosidad casi no afecta a la atenuacion, mientras que a medias y altas frecuencias
con mayores porosidades se obtienen mayores niveles de atenuacién. La aplicacién de
la condicion de velocidad produce predicciones de atenuacion con niveles mayores en
todo el rango de frecuencias de interés.

Se pretende ilustrar ahora el efecto del flujo en la atenuacién. Por ello se consideran
los valores M = 0.1, M = 0.15 y M = 0.2. La figura [3.I8 muestra el efecto del flujo
medio, con los valores o = 26.3 %, dj, = 0.0035 m, ¢, = 0.001 m y R = 30716 rayl/m.
Puede comprobarse que a mayor flujo se obtienen menores niveles de atenuacién en
todo el rango de frecuencias de interés, tanto para la condicién de continuidad de
velocidad como para la asociada a desplazamiento.

3.6. Conclusiones

En este capitulo se ha llevado a cabo la aplicacién del método de elementos finitos
al estudio del comportamiento acistico de silenciadores con material absorbente. Es-
to se justifica, por un lado, debido a la falta de precisiéon de los modelos de onda
plana presentados en el capitulo anterior y también por la capacidad que posee esta
herramienta cuando se consideran geometrias arbitrarias, propiedades no uniformes,
condiciones de contorno complejas, etc. Por otro, como consecuencia de las deficiencias
y carencias encontradas en los programas comerciales en lo referente a la presencia
simultanea de flujo medio, material absorbente y superficies perforadas.



3.6. CONCLUSIONES 121

35 T T T T T

30

25

—

20
S
=~ 15
&~

10

0 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FIGURA 3.17: TL de resonador concéntrico con material absorbente, geometria 1,

M = 0.15: , 0 =10%, desplazamiento; — - =, idem, velocidad; Lo =15%,
desplazamiento; — - =, idem, velocidad; ———, o = 26.3 %, desplazamiento;
— - =, idem, velocidad.
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FIGURA 3.18: TL de resonador concéntrico con material absorbente, geometria 1,
o =26.3%: , M = 0.10, desplazamiento; — - —, idem, velocidad; ——, M = 0.15,
desplazamiento; = - —, idem, velocidad; ——, M = 0.20, desplazamiento;

— - =, idem, velocidad.

En primer lugar se ha considerado la ecuacion de ondas convectiva, a la que se ha
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aplicado el método de residuos ponderados y la formulacién de Galerkin, considerando
la formulacién en presion. Se ha llevado a cabo el acoplamiento de subcomponentes
conectados mediante superficies perforadas y se ha analizado la imposicién de las
condiciones de contorno en presencia de flujo medio y dichas superficies. Se han com-
parado los resultados obtenidos mediante la aplicacién de la condicién de velocidad
y la de desplazamiento con resultados experimentales, mostrando que la condicién de
desplazamiento proporciona mayor concordancia con las medidas experimentales.

Se ha estudiado el comportamiento actstico de diversas geometrias concretas de si-
lenciadores mediante elementos finitos para demostrar sus caracteristicas mas impor-
tantes y las limitaciones de los modelos de onda plana. Entre éstas se encuentran
configuraciones puramente reactivas (cdmara de expansién simple, cdmara reversa y
cdmara con doble salida opuesta) y otras con elementos perforados y material absor-
bente.



Capitulo 4

Modelado actstico
multidimensional de
catalizadores mediante
elementos finitos

Resumen del capitulo:

En este capitulo se lleva a cabo la aplicacion del método de elementos finitos al mo-
delado acustico de catalizadores de automocion. Para el modelado del catalizador se
consideran dos procedimientos. Por un lado la técnica 3D conductos/3D monolito,
utilizada habitualmente en la bibliografia, en la que el modelo de elementos finitos
implica el cdlculo del campo acistico tridimensional en el catalizador completo (con-
ductos y monolito). Por otro lado la técnica propuesta en esta Tesis, denominada
3D conductos/1D monolito, en la que la solucion del campo acistico puede ser tri-
dimensional en los conductos de entrada y salida, pero no se permite la propagacion
de modos de alto orden en el monolito con el fin de reproducir mejor los fenomenos
acusticos que tiemen lugar en el interior de los conductos capilares que lo integran.
Los resultados proporcionados por ambas técnicas se comparan con resultados expe-
rimentales obtenidos con una configuracion comercial de catalizador. Posteriormente
se aplica el modelo 3D conductos/1D monolito a catalizadores en presencia de flujo
medio. Adicionalmente, se realiza un estudio paramétrico para analizar el efecto de la
porosidad del monolito, su resistividad y la velocidad de flujo medio en la atenuacion
acustica.
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4.1. Introduccion

Los catalizadores tienen como mision disminuir los elementos contaminantes conteni-
dos en los gases de escape de un vehiculo. En los tltimos anos diversos investigadores
han abordado el modelado actistico de catalizadores debido a que su existencia impli-
ca una influencia no despreciable en el comportamiento acustico de la linea de escape
de los motores de combustién interna alternativos.

En primer lugar, el modelado acustico del catalizador requiere el analisis de la pro-
pagacion de ondas en los capilares del monolito. Kirchhoff @] presenté un modelo
valido teniendo en cuenta el papel que juega la viscosidad y la transferencia de calor
en los conductos capilares. A partir de dicho modelo, Zwikker y Kosten @} encon-
traron una solucién aproximada haciendo algunas simplificaciones para capilares de
seccién transversal circular. Selamet et al. | utilizaron una técnica, basada en los
resultados de Allard M], en la que se asume que el comportamiento del monolito es
como el de un fluido equivalente con impedancia y nimero de onda complejos. La
inclusion del flujo medio en los capilares hace que el problema sea mas complejo y
hasta el momento no existe una teorfa completa. Dokumaci @] encontré una solucién
analitica utilizando el procedimiento de Zwikker y Kosten para capilares de seccién
transversal circular en presencia de flujo medio. El mismo autor extendié su mode-
lo para el caso de capilares rectangulares considerando una solucién desarrollada en
base a una serie de Fourier doble @] En segundo lugar, es necesario disponer de
modelos de acoplamiento entre el monolito y los conductos de entrada y salida. Si
bien una posibilidad es recurrir a los modelos de onda plana en los conductos de en-
trada y salida, se puede lograr una mayor precisiéon recurriendo a modelos basados
en métodos numéricos, tales como el método de elementos finitos M] y el de ele-
mentos de contorno @] Debe tenerse en cuenta que para geometrias comerciales y
para frecuencias suficientemente altas, el campo acustico real es tridimensional, con
lo que las predicciones basadas en modelos de onda plana pueden presentar un error
considerable.

En este sentido, Selamet et al. M] llevaron a cabo la aplicacién del método de
elementos finitos a catalizadores en ausencia de flujo medio utilizando el modelo que
en el contexto de esta Tesis se denomina 3D conductos/3D monolito, en el que el
campo acustico puede ser tridimensional en todos los conductos del catalizador inclu-
yendo el monolito. Este modelo es mejorable, teniendo en cuenta las caracteristicas
fundamentales unidimensionales de los conductos capilares. En la Tesis se ha propues-
to el denominado modelo 3D conductos/1D monolito, que consiste en la sustitucién
del monolito por una matriz de transferencia que asume un comportamiento unidi-
mensional en su interior. Los resultados mas relevantes han sido publicados en las

referencias ﬂﬂ, @]
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4.2. Modelado acistico de catalizadores sin flujo
medio

4.2.1. Modelo 3D conductos/3D monolito

Se utiliza en esta seccién una técnica en la que el campo acustico puede ser tridimen-
sional en todos los conductos del catalizador, incluyendo el monolito. La figura 1]
muestra un esquema del modelo completamente multidimensional (3D conductos/3D
monolito). El medio de propagacién en los tubos de entrada y salida es aire con den-
sidad pg y velocidad del sonido ¢y, mientras que el monolito se caracteriza por los
valores equivalentes p,, vy ¢, M], que han sido descritos con detalle en el capitulo
2l Se denota mediante (2, y (2, el dominio con aire y el dominio del monolito, res-
pectivamente, mientras que Iy, y I+ representan los contornos donde se aplican las
condiciones de frontera y las de acoplamiento, respectivamente.

Fint
/I \\
Aire E Monolito E Aire
Fbc E E Fbc
2, = O = {2

FIGURA 4.1: Esquema de catalizador asociado al modelo 3D conductos/3D monolito.

La propagacion del sonido en el interior del catalizador en ausencia de flujo me-
dio estd gobernada por la ecuacién de ondas ([2:42)). Considerando comportamiento
armonico, la ecuacién de Helmholtz, en las regiones de entrada y salida puede escri-
birse como

o2p, 9°P, O°P, w2
a a a =) P, =V?%P, + k2P, = 4.1
5 T e + > +<CO> V2P, + K} 0 (4.1)

donde P, es la amplitud compleja de presién en el aire y kg es el nimero de onda. En
el caso del monolito, modelado como un fluido equivalente, se tiene de forma similar

9?pP,, 9P, 0P w2
m m m -\ P,=V?P,+ k2P, = 4.2
8x2+6y2+8z2+( ) \Y% + k2, 0 (4.2)

Cm
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donde el nimero de onda equivalente k,,, definido por k,, = w/¢p,, es complejo y
dependiente de la frecuencia. La velocidad del sonido equivalente se define por la ex-

presién (2.130).

Las condiciones de acoplamiento del campo actstico entre los tubos de entrada y
salida y el monolito estan asociadas a la continuidad de presion y de velocidad nor-
mal a la interfase I7,:, y pueden expresarse como

P, =P, (4.3)

1 0P, ¢ 0P,
o0 On  pm On (44)

siendo ¢ la porosidad del monolito.

El método de residuos ponderados implica la multiplicacién de las ecuaciones [1]) y
[#2) por una funcién de ponderacién ¥ y la integracién en el dominio del problema.
A continuacidn, se aplica el teorema de Green al residuo ponderado, obteniendo para
el aire

/ VT\I/VPadQ—kS/ \I/Pad(l:/ OF, +/ OF, (4.5)
Q4 24 ronn,. On runli, On

y para el monolito

0P,

/ VIUVP,d2 — k2, / UP,,dR = / v—_"dr (4.6)
O Q TAlime  ON

El dominio de las regiones de entrada y salida se discretiza en NI elementos de
volumen {2¢, mientras que el dominio correspondiente al monolito se discretiza en

N elementos de volumen 27 y las ecuaciones (@A) y ({0) pasan a expresarse
como

m

N& N¢ (e)
. : P,
> | VIUOVPEdR - k3 Z / v pEdn = Z / gL qr
o—1 e e renr;,, on
P(e)
+ g =2 dqr
Z rgnr,.
(4.7)
Nem ;n ap (e)
Y| vievpdo - kQZ / ©plean = Z / \W =".dr
e=1"12, =172 on
(4.8)

La interpolacion nodal de elementos finitos dentro de un elemento e proporciona, para
el aire,
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P = [N{P{”} (4.9)

siendo [N] el vector de funciones de forma y {Pa )} los valores nodales. De manera
similar, para el monolito se tiene

P =[NP} (4.10)

Por otro lado, la utilizacién de la formulacién de Galerkin ﬂﬁ] aproxima la funcién
de ponderaciéon como

g = [N]{w©)} (4.11)

con lo cual el residuo ponderado (7)) asociado al aire se escribe como

N¢
Z{qf@}T( | VIINIVINIR - 4 / [N]T[N]df?> Py
e=1 a a

NE (e) (e)
_z{\p(e)}T/ [N]T 8P Z{\I,(e)}T/ [N]Tag;zl Al = 0

renr,,, renr,,
(4.12)
mientras que el residuo (8], para el monolito, proporciona
NI
S qweyr ( [ vivae -, [ [N]T[N]dﬂ) (P}
e=1 ™ i
4.13
= oryY -
-3 {\1:<6>}T/ INT="-dl =0
e=1 Fe mrznt 8”

Si se multiplica la ecuacién (I3 por ¢po/pm v se anade a la ecuacién [@II2) queda
Ng
Sy ( VIVIVINae - 4 [ [N]T[N]d9> (P}
e=1 25 b1
00 -
o]
moe=1

N
- dP
- wle) T/ NT=2dr=o0
;{ } i [V] o

be

VT[N]V[N]dQ — k2, / [N}T[N}drz){p,gf)} (4.14)

Debe tenerse en cuenta que el término

NO (e) N (e)
0P, opo 0P,
e T/ NT—=—2 qr+ 2 e T/ NIT="dr (4.15
;:1{ } e [V] n o ;:1{ } . [V] n (4.15)

int int
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se cancela debido a la condicién expresada en la ecuacién ([@4]), motivo por el cual
no aparece en la ecuacién [@I4]). Tras eliminar los valores nodales de las funciones
de ponderacién, ampliar y ensamblar matrices de elemento @], la ecuacién (14
puede escribirse como

(K] —w? [M]) {P} = {F} (4.16)
con la introduccién de las definiciones

m

N N,
(K] = Z/ VT[N]V[N]dQJr%Z/ VT IN|V[N]d©2 (4.17)

_ 15 T 90 1 § T
M= / T SRS / Ve
e oPL®
_ T a
{(F}=> /F . ‘[N] a4l (4.19)

Como solucién del problema planteado se obtiene la presién en cada nodo (y cualquier
punto mediante la interpolacién) para cada frecuencia de excitacién. Para obtener la
velocidad actstica en un punto dado para cualquier frecuencia es necesario utilizar la
ecuacién de Euler (Z47) que permite escribir dentro de cada elemento

L NR©y, eni
. JpPow
U = (4.20)
1 (e)
——VI[NK{Px'}, en (2,
T (N[{Pn}

4.2.2. Modelo 3D conductos/1D monolito

El procedimiento mostrado en la seccién anterior ha sido utilizado por Selamet et
al. @] para el modelado acustico de catalizadores de dimensiones transversales re-
ducidas en el rango de bajas frecuencias. En estas condiciones, la propagacion es
bésicamente unidimensional y los diferentes modelos (elementos finitos y onda pla-
na) tienden a proporcionar resultados similares. Para frecuencias mayores y/o ca-
talizadores de grandes dimensiones, las medidas experimentales realizadas durante
el desarrollo de esta Tesis han puesto de manifiesto que los resultados del modelo
3D/3D son mejorables. Esto parece ser debido, segin se sugiere en esta Tesis, a que
los fenémenos de propagacién de ondas pueden ser efectivamente tridimensionales en
los conductos de entrada y salida, asi como en las transiciones troncocénicas. Sin
embargo, la geometria longitudinal de los conductos capilares que forman el monoli-
to solamente permite una propagacién de tipo unidimensional (o de onda plana) en
su interior. De esta forma, se justifica la necesidad de desarrollar una metodologia
basada en el método de elementos finitos que permita acoplar soluciones tridimen-
sionales de la ecuacién de ondas en los conductos con soluciones unidimensionales
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de dicha ecuacion en el interior del monolito. La figura muestra un esquema del
catalizador asociado al modelo 3D conductos/1D monolito. Este modelo consiste en la
sustitucion del monolito por una matriz de transferencia que asume comportamiento
acustico unidimensional en su interior ﬂﬂ7 @} De esta forma, la solucién del campo
acustico puede ser tridimensional en los conductos de entrada y salida, pero no se
permite la existencia de modos de alto orden en el monolito, lo cual es consistente
con las caracteristicas fundamentalmente unidimensionales de los conductos capilares

que lo integran @, @, E, M]

F’int

Monolito

A A

FIGURA 4.2: Esquema de catalizador asociado al modelo 3D conductos/1D monolito.

En la técnica propuesta, se aplica el método de residuos ponderados junto con la
formulacion de Galerkin a cada una de las regiones de aire separadas por el monolito.
Para el lado 1 se tiene

Nal
> %T( VIVITINIA2 - i [ [NJT[N]dQ){Pé?}
Nal (e) Ngl (e)
op, 70P,
=y {v@ T/ NJT=—eldr = " {u© T/ N]T=—4dr =0
Z{ 1 Fmrbd[ =5, ;{ } . nFm[ =
(4.21)
Para el lado 2 resulta
Na2
> €>}T< VIVITINIA2 - i [ [N]T[N]dﬂ){ai;)}
Na2 (e Na2 (e)
oP, 70P,
=) {v® T/ NI =edl wl©) T/ NIT =245 =
Z{ 1 F:ﬂrbcz[ 1" Z{ } o [N =

int

(4.22)
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El monolito se sustituye por una matriz de transferencia que relaciona las variables
acusticas a ambos lados de éste. La relacién entre los campos acusticos de presién y
velocidad a ambos lados del monolito se expresa como

Pal TlniL T{g Pa2 Pa2
{U‘ll } |:T2n1L 155 | | Uaz [ ] Ua2 ( 3)
donde la matriz de transferencia del monolito, en ausencia de flujo medio, viene dada

por las expresiones (2I87), [2339) y ([2.340)

'Zm kmLm
o cos(mLy)  2ZmSenkmLm)

(1] = [ “ 12] = . ¢ (4.24)

o Tan josen(ky, Ly,) cos(m L)

Zm m=m

De la expresiéon [L23) se puede escribir

Py = Tlnllpa2 + T{gUaQ (425)
Uat = T Py + T Uo (4.26)

En cada lado del monolito puede relacionarse la presion y la velocidad acuistica a
partir de la ecuacién de Euler (Z47),

—1 9P, —1 9P,
= o= —| - 4.2
Vot (jpow on > Vo2 (Jpow on > (4.27)

Sustituyendo las expresiones (2T en las ecuaciones [@25]) y (20, resulta

—1 0P,
Py =T P —T75 | —— 4.28
1 114 a2 12<]wp0 6n> ( )
-1 8Pa1 -1 8Pa2
=T P,y — T35 4.29
Jwpo On ezt <jwpo on ) (4.29)
Teniendo en cuenta la ecuacién ([E28]),
0P,2  jwpo JwpoTiy
= P, — P, 4.30
on T Tm (4.30)
Combinando ahora las ecuaciones ([{29) y (E30)
aPal prOTénéL . THTZ@
=— P, - 17| P, 4.31
an T 1+ Jwpo T 21 2 (4.31)
Con la introduccién de las siguientes definiciones
Tm
Iy = po <T2"2l) (4.32)
12

TmTan
T2 = po (1%,,122 - Tznf) (4.33)
12
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Ha1 = po <T1“21) (4.34)
a2 = po (%:;:) (4.35)
las ecuaciones (£30) y (£31) quedan ahora como
a;ﬁf = jwlly; Pay — jwilasPas (4.36)
3;;” = —jwlly; Py + jwlliaPao (4.37)

Si se sustituye la ecuacién ([L37) en el lado derecho de la expresién del residuo pon-

derado ([2I)), se tiene

Nat
Z{q,<e>}T< | VTNVINae -k / c [N]T[N]cm) Py
e=1 al ol
ot (©
SY fuyr / v e g (4.38)
e—1 rgnry, on
Not

[N]T (—ijuP;‘f) 4 ijuP;;)) ar =0

_ ezzl {wnT /[‘;

Tras aplicar la interpolaciéon nodal, y manipular la ecuaciéon anterior, resulta

1 mI_‘int
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813(6)
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2 {w'¢} /F: [N] o dI'=0

1Ny
Con la introduccion de la nomenclatura

[Kai] :i ) VT [N]V[N]d (4.40)
Cal=u > [ (VIfVlr (4.41)

int
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Ml =5 > [ VI INIag (4.42)
0 e=1 a1
Net
_ T
[calag]_Hm; /F o [N)T[N]dr (4.43)
Nal

{Fur} = Z / 21 ar (4.44)

en la que en este caso, los simbolos de sumatorio indican ensamblados, la ecuacion
([#£39) se puede escribir en forma compacta de la siguiente manera

([Kal] +]W [Cal] - w2 [Mal]) {Pal} - jw [Ca1a2} {PaZ} - {Fal} (445)

Por otro lado si se sustituye la ecuacién ([@30]) en el lado derecho de la ecuacién (£22),
se obtiene

Ng?
Z{w)}T( . VT[N]V[N]dQ—kS/E [N]T[N]df?){Pcf?}
e=1 a2 a2
Ng2 (e)
- Z {\I/(e)}T/ [N]Tapiagd[’ (446)
= re,nr,., on

No2
_ N qpenT N7 (jwllo1 P9 — jullen PO ) Al = 0
al a2
e=1

F;2ﬂFint

Utilizando la interpolacién nodal y manipulando la ecuacién anterior, queda

Na2

> €>}T< VINVNae - [ [N]T[N]dﬂ) (P}

a2
Ne

il Yo ()T [ NTNAE ()
e—1 re,nr;,,
» (4.47)
Tl Z (W) / VT VIAr (P}
e F’n.t
Na2 (e)
7 OP
_ \Il(e) T/ N a2 a2 qr =0
Z{ L L

bc2

Si se introduce ahora la siguiente nomenclatura (considerando el ensamblado de ma-
trices de elemento)
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Na2
K2l =Y [ VTINIVIN]AR (4.48)
e=1 255
Ng2
(Cl =Ty [ INJTINIAT (1.49)
1 3
Ma)= 5> [ N[V (450)
0 e=1 a2
Ng2
(Cazar] = Ty 3 /F INTINar (4.51)
Ne? (e)
(Fab =3 [, N a5
la ecuacién (@47 ahora queda
([Ka2] +.]w [Ca2] - WQ [MaQ]) {Pa2} - jw [Ca2a1] {Pal} = {Fa2} (453)

A partir de las ecuaciones ([40) y (53], se puede escribir el sistema de ecuaciones
final como

([ ] ey
- ) (et = ()
que de manera compacta es
([KJ] + jw [Cq] — w? [My]) {Pa} = {F.} (4.55)

4.2.3. Comparacién de resultados

Se procede ahora a la aplicacion de los modelos previos, con el fin de llevar a cabo
una comparacién entre los resultados obtenidos mediante éstos, asi como con las
predicciones obtenidas mediante la hipétesis de onda plana (en todo el conjunto del
catalizador) y las medidas experimentales. La figura ilustra la configuracion del
catalizador estudiado. Se muestra asimismo el montaje de dicho catalizador en un
banco de ensayo actistico, que permite la obtencién experimental de la matriz de
cuatro polos y el indice de pérdidas de transmisién en base al método de la funcién
de transferencia ﬂﬁ, @} La medida experimental se realiza a temperatura ambiente
y en ausencia de flujo medio. Las simulaciones de elementos finitos considerando
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los modelos 3D conductos/3D monolito y 3D conductos/1D monolito se llevan a
cabo con los siguientes valores: R = 500 rayl/m, ¢ = 0.8, u = 1.802 - 107° Pa s,
C, =1007 J/(kg K) y k = 0.02476 W/(m K). Los conductos capilares son de seccién
transversal cuadrada de manera que se toma « = 1.07 para evaluar el nimero de
onda tangencial s mediante la ecuacién (2I83). La figura 4 muestra las mallas
de elementos finitos consideradas para los modelos 3D/3D y 3D/1D. Dichas mallas
estan formadas por elementos tetraédricos cuadraticos, con un tamano de elemento
que varfa entre 0.0075 m (regiones proximas a la expansion y contraccién) y 0.015 m
(zona central del volumen de monolito). En la figura se muestra la geometria completa,
si bien los cdlculos se han realizado con un cuarto del modelo, habida cuenta de la
existencia de dos planos de simetria.

FiGura 4.3: Catalizador utilizado en las medidas experimentales
y montaje en el banco aciustico.

(a) Modelo 3D conductos/3D monolito. (b) Modelo 3D conductos/1D monolito.

FIGURA 4.4: Mallas de elementos finitos utilizadas.

En la figura 3] se presenta la comparacion de resultados obtenidos mediante el mode-
lo de onda plana, las simulaciones de elementos finitos 3D conductos/3D monolito y
3D conductos/1D monolito y la medida experimental. Puede comprobarse que existe
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una concordancia razonable de todas las curvas de atenuacion en el rango de bajas
frecuencias, de manera que los dos modelos de elementos finitos pueden considerarse
validos en dicho rango para predecir el comportamiento actustico del catalizador. A
medida que la frecuencia aumenta, sin embargo, los modelos 3D/3D y 3D/1D presen-
tan mayores discrepancias entre si, y también respecto a la medida experimental. A
partir de 2000 Hz, la atenuacién asociada al modelo 3D/3D es més uniforme y no exhi-
be las cipulas de atenuacion observadas tanto en la medida experimental como en los
resultados proporcionados por el modelo 3D/1D propuesto. Este ultimo se comporta
de manera mas realista ya que su prediccion se asemeja en mayor medida a la curva
de atenuacién experimental, reproduciendo las cipulas de atenuacién, cuya presencia
se asocia a resonancias longitudinales de los conductos capilares. De esta manera, el
modelo 3D/1D propuesto presenta mayor concordancia con las medidas, si bien las
diferencias ahora son mayores en comparacién con lo observado a frecuencias bajas.
Los motivos de estas desviaciones del modelo 3D/1D respecto a la experimentacion
se pueden justificar, al menos parcialmente, en base a las imprecisiones geométricas
de las mallas de elementos finitos utilizadas asi como por el modelo de monolito des-
crito y los valores utilizados en la simulacién (fundamentalmente la resistividad R).
La comparacién entre el TL obtenido mediante el modelo 3D/3D sin monolito y el
resto de otros cdlculos demuestra que las primeras dos ctipulas de atenuacién aparecen
debido al efecto reactivo causado por los cambios de secciéon en la geometria, mientras
que a medias y altas frecuencias domina el efecto disipativo del monolito.
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F1GURA 4.5: TL de catalizador: , modelo 3D/38D; — - =, modelo 3D/3D sin

monolito;

, modelo 8D /1D; ——, medida experimental; , onda plana.

La figura [£.6] presenta la influencia de la porosidad del monolito, donde se muestran
resultados de atenuacion para los valores ¢ = 0.7, 0.8 y 0.9. El resto de valores son
los indicados en los resultados anteriores (en concreto, se tiene R = 500 rayl/m). En
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los cédlculos se han utilizado de nuevo los modelos 3D/3D y 3D/1D implementados
mediante elementos finitos. Se puede observar que valores bajos de porosidad impli-
can una menor atenuacién a bajas frecuencias (primera cipula de atenuacién). Este
resultado es consistente con las predicciones de Selamet et al. @], que se basan en
que con una reduccion de la porosidad se expone menor cantidad de fluido al contacto
con la superficie del capilar, y por tanto se produce menos atenuacion de tipo viscoso.
Sin embargo estos resultados parecen seguir la tendencia opuesta a los mostrados por
Dokumaci @] Esta aparente contradiccién se debe a que en @] se supone que
la variaciéon de la porosidad ¢ no produce cambios en la resistividad R, lo cual es
sblo posible si ademés de la porosidad se modifica otra caracteristica del monolito.
Un anadlisis mas detallado del comportamiento del monolito muestra que existe una
dependencia de R en funcién de ¢ segun la expresion , ]

R 8ug*sy
lyd

donde g, s5 y [, son caracteristicas del conducto capilar y hacen referencia, respectiva-
mente, a la tortuosidad, el factor de forma y el semilado de la seccién transversal. De
esta manera, en los calculos anteriores se ha asumido que se varia ¢ mientras se man-
tiene R constante, lo cual implica la modificacién de otra caracteristica del monolito
(por ejemplo, el tamano de los conductos capilares [,,). A partir de la primera cipu-
la de atenuacién, los modelos predicen una influencia mas irregular de la porosidad.
Por ejemplo, una menor porosidad tiende a producir los mayores valores méaximos
de atenuacion en todas las cupulas, salvo la primera y la tercera. Para frecuencias
alejadas de los maximos relativos, el efecto de la porosidad es el contrario, con mayor
atenuacion al aumentar ¢. La influencia de la porosidad tiende a ser menor en el rango
de altas frecuencias. En lo que se refiere a la comparaciéon de los modelos 3D/3D y
3D/1D, se observan diferencias importantes en las predicciones a alta frecuencia.

(4.56)

Para estudiar el efecto de la resistividad se consideran los valores R = 500 rayl/m,
R =750 rayl/m y R = 1000 rayl/m, para un valor constante de porosidad dado por
¢ = 0.8. Los resultados de los modelos 3D/3D y 3D/1D se muestran en la figura
[ Se puede comprobar que existe una tendencia clara en el {ndice de pérdidas
de transmision del catalizador. El aumento de la resistividad da lugar a una mayor
atenuacién en todo el rango de frecuencias, tanto para el modelo 3D/1D como para
el modelo 3D/3D. A frecuencias bajas la influencia de la resistividad es menor y, tal
como se espera, ambos modelos producen resultados similares.

4.3. Modelado acustico de catalizadores con flujo
medio

En base a los resultados en ausencia de flujo medio obtenidos en la seccién anterior,
se ha concluido que el modelo cuyas predicciones presentan mayor concordancia en
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FIGURA 4.6: TL de catalizador para diferentes valores de porosidad del monolito:

, ¢ =0.7, modelo 3D/1D; = - =, idem, modelo 3D /3D; , ¢ = 0.8, modelo

3D/1D; = - =, idem, modelo 3D/3D; ——, & = 0.9, modelo 3D/1D; = - =, idem,
modelo 3D/3D.
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FiGURA 4.7: TL de catalizador para diferentes valores de resistividad del monolito:

, R =500 rayl/m, modelo 3D/1D; = - =, idem, modelo 8D/3D; ——, R = 750
rayl/m, modelo 3D/1D; — - =, idem, modelo 3D/3D; ——, R = 1000 rayl/m, modelo
3D/1D; = - =, idem, modelo 3D/3D.

comparacion con los resultados experimentales es el propuesto en esta Tesis, denomi-
nado 3D conductos/1D monolito. Se plantea ahora el problema asociado al desarrollo
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e implementacién de un modelo basado en elementos finitos que permita la considera-
cién de flujo medio. En este caso, no se han encontrado referencias que proporcionen
propiedades equivalentes para el monolito, tales como ¢, y pm, cuando existe flujo
medio. Por este motivo, es dificil llevar a cabo la implementacién de un modelo 3D
conductos/3D monolito, lo cual, por otro lado, no es especialmente preocupante ha-
bida cuenta de la poca precisiéon de este tipo de modelado en el rango de medias y
altas frecuencias. Afortunadamente, existen diversos trabajos @, @} en los que se ha
llevado a cabo la deduccion de la matriz de transferencia para conjuntos de conductos
capilares con flujo medio en su interior. Parte de dichos trabajos se han mostrado
en la seccién Por tanto, se dispone de informacién matricial adecuada para su
inclusién en un modelo del tipo 3D/1D que permita considerar la influencia del flujo.
Este tipo de aproximacion al problema tiene gran potencial, si se tienen en cuenta los
resultados mostrados en la seccién

4.3.1. Modelo 3D conductos/1D monolito

Tal como se ha indicado, en presencia de flujo medio se aplica un procedimiento
idéntico al utilizado en la seccién Para el modelado actstico del monolito se
utiliza el modelo de Dokumaci @, @], y por tanto la ecuacién ([{24) se sustituye
ahora por la ecuacién (2.230)

[T™] = [Teon] [Tmon] [Teap) (4.57)

donde [Teon] es la matriz de transferencia entre la interfase del lado 1 y la entrada
del monolito (contraccion), [Tinon] es la matriz de transferencia del monolito y [Teyp)
es la matriz de transferencia que relaciona las variables actusticas entre la interfase
del lado 2 y la salida del monolito (expansién). Cabe indicar que las matrices [Teon],
[Texp] ¥ [Timon], como se ha visto en la seccién 2.82] vienen dadas por las expresiones

(Z229), [Z238) y ([2237), respectivamente.

4.3.2. Aplicaciones

En esta seccién se aplica el modelo 3D conductos/1D monolito a un catalizador
biconico tridimensional en presencia de flujo medio. Las dimensiones utilizadas son
Ly =L4y=0.05m, Ly = L3 =0.03 m, L,, =0.135 m, R; = 0.0268 m y Ro = 0.0886
m, idénticas a las de la geometria de la seccién 2 I0.7, cuyo TL se obtuvo en base al
modelo de onda plana tanto para capilares de seccién transversal circular como para
capilares de seccion transversal cuadrada, ambos casos en presencia de flujo medio.
La figura muestra la malla tridimensional de elementos finitos utilizada en los
calculos, que estd formada por hexaedros cuadraticos. Las herramientas basadas en
el método de elementos finitos que se han desarrollado en esta Tesis permiten la con-
sideracion de configuraciones tridimensionales y también axisimétricas, con vistas a
reducir el coste computacional. Si bien la geometria mostrada en la figura [ presenta
simetria de revolucién, se ha optado en este caso por mostrar la malla y los resulta-
dos asociados a una simulacién tridimensional completa (que l6gicamente concuerdan
con los resultados del modelo axisimétrico). Dada la existencia de infinitos planos de
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simetria de la configuracién de catalizador considerada, se ha optado por modelar un
cuarto del dominio, como solucién de compromiso entre el coste computacional y los
aspectos puramente estéticos asociados a la figura
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FIGURA 4.8: Malla tridimensional de elementos hexaédricos cuadrdticos de un
catalizador bicénico, modelo 3D/1D.

La figura presenta la evaluacién del TL mediante el modelo 3D conductos/1D
monolito. Se incluyen ademas los célculos realizados en base al modelo de onda plana
presentado en la seccién L1071 El valor del flujo medio en los conductos de entrada y
salida, utilizado para las simulaciones, tiene los nimeros de Mach M = 0.1, M = 0.15
vy M = 0.2, y la porosidad viene dada por el valor ¢ = 0.8. Los capilares son de
seccién transversal circular y el valor del 4rea transversal de cada uno es de 1076 m?.
Se puede observar que los resultados obtenidos mediante el modelo 3D/1D tienen las
mismas tendencias que los proporcionados por el modelo de onda plana, es decir, con
el aumento del flujo medio se produce un desplazamiento de las curvas de atenuacion
hacia frecuencias mas bajas. Si bien este efecto convectivo es captado por ambos
modelos, cuantitativamente las predicciones de éstos son muy dispares, observandose
una subestimacion de la atenuacién por parte del modelo de onda plana.

En la figura 10 se muestra el efecto de la velocidad de flujo medio en la atenuacién
acustica para la geometria estudiada en el caso anterior utilizando los mismos valores
de M y ¢. La tnica diferencia consiste en que ahora el monolito esta construido con
capilares de seccién transversal cuadrada, cuyo lado es de 1072 m. Se puede observar
que los comentarios anteriores, para el caso del catalizador con capilares circulares,
son aplicables en el sentido de que el efecto convectivo del flujo desplaza las curvas
de atenuacioén.

4.4. Conclusiones

Se ha llevado a cabo el desarrollo y implementacién de dos técnicas basadas en el
método de elementos finitos para la simulacién del comportamiento acustico de ca-
talizadores de automocién. Por un lado el denominado modelo 3D conductos/3D
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FicUrA 4.9: TL de catalizador bicénico para diferentes valores de flujo medio,
capilares circulares: , M = 0.1, modelo 3D/1D; = - =, idem, onda plana;
M = 0.15, modelo 3D/1D; = - =, idem, onda plana; ——, M = 0.2, modelo 3D/1D;
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— - =, idem, onda plana.
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FIGURA 4.10: TL de catalizador biconico para diferentes valores de flujo medio,
capilares cuadrados: , M = 0.1, modelo 3D/1D; = - =, idem, onda plana; ,
M = 0.15, modelo 3D/1D; = - =, idem, onda plana; ——, M = 0.2, modelo 3D/1D;

— - =, idem, onda plana.

monolito, habitual en la bibliografia, en el que se supone propagacién tridimensio-
nal en todo el volumen del catalizador (conductos y monolito), y por otro el modelo
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propuesto en la Tesis, 3D conductos/1D monolito, que considera propagacién unidi-
mensional en los capilares del monolito.

Se han aplicado los dos modelos a una configuracién comercial de catalizador, com-
parando los resultados proporcionados por ambos con resultados experimentales ob-
tenidos en un banco de ensayos acusticos, mostrando que la metodologia propuesta
presenta una mayor concordancia. Ademads, se ha analizado el efecto de la porosidad
del monolito y su resistividad en la atenuacion acustica.

Posteriormente, y aprovechando las prestaciones del modelado 3D/1D, se ha imple-
mentado una herramienta para la simulaciéon del comportamiento actustico de catali-
zadores en presencia de flujo medio. Finalmente se ha aplicado dicha herramienta a
un catalizador de geometria biconica, mostrando el efecto que tiene la velocidad de
flujo medio en la atenuacién acustica.

Parte de los resultados presentados en este capitulo han sido publicados en las re-

ferencias ﬂﬁ, ] .



Capitulo 5

Modelado acustico de
silenciadores mediante
técnicas analiticas modales
multidimensionales

Resumen del capitulo:

En este capitulo se presenta el tratamiento analitico modal multidimensional de la
ecuacion de ondas en conductos. Se consideran geometrias rectangulares, circulares
y conicas. Posteriormente se presentan los fundamentos del método de ajuste modal,
detallando la formulacion matemdtica asociada y las caracteristicas mds importantes
de las integrales vinculadas a dicho método. Se detalla el modelado de configuraciones
clasicas como el silenciador de camara de expansion simple y el de cdmara reversa.
Como contribucion de la Tesis, se desarrollan las ecuaciones de ajuste modal en el
modelado tridimensional de silenciadores reactivos (camara con doble salida opuesta)
y disipativos (cdmara reversa con material absorbente y placa perforada), analizando
el efecto en la atenuacion acustica de los pardmetros mdas relevantes como la posicion
relativa de los conductos, la porosidad de las superficies perforadas y la resistividad
del material absorbente. Los resultados obtenidos mediante ajuste modal se validan
mediante cdlculos realizados con el método de elementos finitos.
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5.1. Introduccion

La problematica actual del diseno de silenciadores de escape precisa de soluciones
que incorporen herramientas de cdlculo rapidas y fiables, con resultados aceptables
hasta frecuencias relativamente elevadas y que tengan en cuenta, siquiera aproxima-
damente, los efectos tridimensionales del campo actistico en el interior del silenciador.
Estos requisitos no pueden cumplirse de forma suficientemente satisfactoria mediante
los modelos de onda plana, tratados en el capitulo Pl El requisito en términos de fre-
cuencia implica el uso de modelos numéricos multidimensionales que no siempre son
aplicables a problemas précticos de diseno por su coste computacional. En respuesta
a estos condicionantes, en las ultimas dos décadas se ha trabajado de forma intensa
en el desarrollo de métodos modales analiticos que, por una parte, incorporen sufi-
ciente informacion sobre el comportamiento frecuencial del silenciador sin precisar de
un célculo numérico multidimensional y, por otra, permitan extender técnicas previa-
mente desarrolladas para la introduccién de términos disipativos.

Uno de los aspectos méas importantes en los silenciadores de motores de combus-
tién interna alternativos es la utilizacion de cambios de seccién, a menudo abruptos

]. En la proximidad de los cambios de seccién, el campo actistico es necesariamente
tridimensional, incluso a baja frecuencia, dado que tiene lugar la generacién de mo-
dos evanescentes ﬂﬁ@, E_éljl] El campo de presiones y velocidades aciuisticas ha de
ser continuo, pero un modelo de onda plana es incapaz de satisfacer esta continuidad.
Un caso especialmente interesante es el de la camara doble M], en el que la gene-
racion de modos evanescentes es tan importante que los modelos de onda plana sin
correccion son incapaces de predecir el comportamiento actustico de forma adecuada
incluso a frecuencias muy bajas . La aplicacién de los modelos de onda plana se ha
generalizado durante décadas por su bajo coste computacional, pero los resultados
sblo son validos por debajo de la primera frecuencia de corte e incluso, a menudo,
un valor menor debido a la presencia de modos evanescentes. Por tanto, se plantea
ahora la obtencién de mejores resultados en un rango de frecuencias mayor, en base
a modelos multidimensionales de tipo analitico.

Tres son las posibilidades que se encuentran habitualmente en la bibliografia: el méto-
do de excitacién puntual ,@, @], el método del pistéon @, @, @, @] y el método
de ajuste modal @, , , ] El primero de ellos es el mas simple, y por este
motivo tiene menor precisién. En éste, los tubos de entrada y salida del silenciador
no son considerados en el andlisis como tales, sino que son sustituidos por fuentes
puntuales de excitacion. Esta simplificacion parte de la hipétesis de que estos con-
ductos son pequenos en comparacion con las dimensiones globales del silenciador y
con la longitud de onda més pequena considerada en el andlisis (asociada a la méxi-
ma frecuencia de interés). El método del pistén tiene en cuenta las discontinuidades
asociadas a la expansién y la contraccién mediante la sustitucién de los conductos de
entrada y salida por pistones de dimensién finita cuyo movimiento excita el sistema.
En este procedimiento se trabaja con presiones promediadas en las secciones de los
pistones y por tanto, a priori, cabe esperar una precisién mayor que en el caso de exci-



146 MODELADO ANALITICO MODAL MULTIDIMENSIONAL DE SILENCIADORES

tacién puntual. La técnica de ajuste modal presenta un planteamiento mas completo,
dado que considera el dominio completo formado por todos los conductos y camaras
que forman el silenciador. Tiene su punto de partida en las caracteristicas modales
de propagacion de cada elemento por separado y lleva a cabo el acoplamiento en las
discontinuidades geométricas considerando las condiciones de continuidad del campo
acustico en éstas, de manera que puede considerarse como una técnica de subestruc-
turacion modal. La consideracion de todos los componentes del silenciador da lugar
a resultados més precisos, que sin embargo implican un ligero incremento del coste
computacional.

Por su mayor precisién, la técnica de ajuste modal ha recibido mayor atencién, apli-
cada a silenciadores circulares. Cabe destacar trabajos como el de Sharkawy y Nayfeh
@]7 relacionado con la cdmara de expansién simple, y el de Abom @], aplicado a
camaras con conductos extendidos. Un grupo de investigacion relevante que trabaja
de forma intensa en la aplicacién de la técnica de ajuste modal a silenciadores circu-
lares es el del profesor Selamet. Selamet y Radavich ] estudian de forma detallada
el comportamiento de cdmaras de expansién concéntricas en funcion de su longitud,
incluyendo validaciones numéricas mediante elementos de contorno y medidas experi-
mentales. Este trabajo se generaliza a caAmaras de expansién con tubos descentrados
en las publicaciones posteriores de Selamet y Ji HE], Selamet et al. M], con las
oportunas validaciones numéricas y experimentales. El silenciador con tubos exten-
didos es estudiado por Selamet y Ji ﬂﬁ], en cuyo trabajo se proponen criterios de
diseno en base a la longitud de los conductos para optimizar la atenuacion. Selamet
y Ji M] analizan en detalle el silenciador circular con salida doble que, en compa-
raciéon con la camara de expansion simple, presenta un mejor comportamiento en lo
referente a ruido de flujo y pérdida de carga, con una ligera reduccion de la atenua-
cion. El silenciador con doble salida opuesta se ha estudiado durante el desarrollo
de la Tesis y los resultados mas relevantes se han publicado en el trabajo ﬂa] Dicha
configuracién presenta un comportamiento que puede variar desde el asociado a una
camara de expansion simple hasta el de una camara reversa. La utilizacion de doble
salida aporta una potencial reduccién en la pérdida de carga y el ruido del flujo M]

Selamet y Ji @] estudian la cAmara reversa, caracterizada por tener los conduc-
tos de entrada y salida en el mismo lado del silenciador, realizando una comparacion
con el método del pistén. La concordancia entre el método de ajuste modal y el de
elementos de contorno es excelente, pero los autores detectan diferencias en compa-
racién con el método del pistén. La camara reversa con material absorbente y placa
perforada se ha estudiado en la referencia ﬁ], publicada durante la realizacion de
esta Tesis, mostrando el efecto favorable de la introduccién de la fibra en la camara
reversa.
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5.2. Acustica tridimensional de conductos

En general los silenciadores pueden considerarse formados por diferentes conductos, y
por tanto es importante la caracterizacién de su comportamiento acistico mediante la
resolucién de la ecuacion de ondas en su interior. Existen varios trabajos en los que se
lleva a cabo la obtencién de esta solucion de forma analitica para el caso de conductos
de seccién transversal rectangular @, @] y circular ﬂi @, @] Cabe indicar que el
grado de dificultad del problema crece a medida que se incluyen fenémenos como la
presencia de flujo medio y materiales absorbentes. En este capitulo se va a proceder
a la resolucién de la ecuacién de ondas ([2.42]) para el caso de conductos de seccién
transversal uniforme de tipo rectangular y circular, asi como para conductos de secciéon
no uniforme con geometria troncocénica. Para secciones transversales arbitrarias no es
posible disponer de la solucién analitica, por lo que se recurre al método de elementos
finitos. En todo el estudio llevado a cabo, se consideran conductos con paredes externas
rigidas.

5.2.1. Conductos rectangulares

Considérese el conducto rectangular mostrado en la figura [5.I] con su sistema carte-
siano de coordenadas asociado.

€T

z L:n

FiGura 5.1: Conducto con seccion transversal rectangular.

La ecuacién de ondas (242)), en su versién arménica (Z43)), puede ser expresada como
0*pP N 0*pP N 0’P
o0x2  0y? 022

En base al método de separaciéon de variables M], es posible escribir

+kP=0 (5.1)

P(z,y,2) = X (2)Y (y) Z (2) (5-2)
y combinando (2] con (&), resulta

1d2X 143y 1d%Z

= il 2 1 k2=0 5.3
de2+Ydy2+Zd22+O (5-3)
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donde el primer término es solamente funcién de x, el segundo de y y el tercero de z.
De esta manera, cada uno de ellos ha de ser constante, cumpliéndose que

1 d2X )
Xz = (54)
1 d?Y )
vag = (55)
1d2Z )
Zam~ (56)

siendo k,, ky y k. los nimeros de onda en las direcciones =, y y 2. A partir de la
ecuacién (B3), es obvio que debe satisfacerse la relacién

kg =k 4k, + k2 (5.7)

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias (&.4)-(56]) son, respectiva-
mente

X (x) = By cos (kyx) + Basen (k) (5.8)
Y (y) = C cos (kyy) + Cosen (kyy) (5.9)
Z(2) = Ate Ih% 4 AT eIh* (5.10)

Estas tres tltimas soluciones son equivalentes, pero las ecuaciones (5.8) y (9] son
més adecuadas a la hora de considerar las condiciones de contorno. Para el caso de
conducto rigido, éstas se derivan del hecho de que la velocidad actstica normal al
contorno es nula, de modo que considerando la ecuacién de Euler (Z28)), se obtiene

P P
%f =0 %f =0 (5.11)
T =0 €T x=L,
oP -0 op -0 (5.12)
oy y=0 dy v=L,

Se deduce por tanto que By = Cs = 0, y los nimeros de onda vienen dados por
ky = mn/Ly y ky = nw/L, con m,n = 0, 1, 2, ... Los valores de m y n indican
el numero de veces que se anula la distribucién de presién (nodos de presién) en la
seccion transversal del conducto segun las direcciones z e y, respectivamente. De esta
forma, en base al desarrollo previo puede escribirse

X (2)Y (4) Z (=) = A}, cos (m”> (my) o bemns
’ L, L,

(5.13)
+ A’;’L,’n COs (Tr;j;x> COS <,nl’iryy) ejkz,nL,nZ
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siendo el nimero de onda axial k; ,, »

2 2
b= 18- (27) - (3) an
x Y

La solucién general de la ecuacién de Helmholtz (51I) viene dada por

P (Z‘, y7 Z) — Z Z (A’r-tl,n COS (TTIL;T.’II) CcOS (?) e_jkz,m,nz
x Y

m=0n=0
_ mmnx nmy " .
A cos cos | —= | /"=

Puede comprobarse que para m = n = 0, la distribucién de presién es constante,
correspondiendo este modo de propagacién a una onda plana. En cualquier otro caso,
se utiliza la denominacién de modo de alto orden @]

(5.15)

Condiciones de propagacion

Pese a que inicialmente cualquier modo es posible, la propagacién de un modo concreto
(m,n) tiene lugar cuando su nimero de onda k., , es real. En caso contrario, y a
la vista de la ecuacién (BI3)), el modo sufre una atenuacién exponencial, y recibe el
nombre de modo evanescente ﬂﬁh Para una frecuencia angular dada w, es posible
averiguar qué modos presentaran propagacion y cuales serdn de tipo evanescente.
Dado que el numero de onda ha de ser real para que ocurra la primera situacién,
segun la ecuacién (014 deberd satisfacerse que

2 2
B2 0 = K2 — (2”) _ @”) >0 (5.16)
N ,

y
de donde se comprueba que el modo de onda plana siempre se propaga, y la pro-
pagacion de los modos de alto orden depende de la frecuencia y las dimensiones del
conducto. Para un conducto de dimensiones dadas, la frecuencia a la que un modo
empieza a propagarse se denomina frecuencia de corte f.. De la ecuacion anterior se

deduce que
w 2nf mr\ 2 nm\?
kp=—=—> —_— — 5.17
R Co \/<Lx> +<Ly) (517

y la frecuencia de corte se obtiene reemplazando la desigualdad por una relacién de
igualdad. Como ejemplo, considérese que L, > L,. El primer modo de alto orden que
inicia su propagacion es el correspondiente a (m,n) = (1,0), y su frecuencia de corte
vendra dada por

fc,l,O — 2Lm

La figura muestra los primeros modos de presion transversales definidos por la
combinacién de las soluciones (B.8)) y (59) para un conducto rectangular de paredes

(5.18)
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rigidas con dimensiones L, = 0.1 m y L, = 0.16 m. También se incluyen las frecuen-
cias de corte asociadas (con ¢p = 340 m/s), obtenidas a partir de la ecuacién (GI7).

5.2.2. Conductos circulares

Los conductos de seccion circular son ampliamente utilizados en los silenciadores de
escape, por lo que es importante conocer su comportamiento actstico. La figura B3]
muestra una seccion transversal circular, con el sistema de coordenadas cilindrico
asociado.
Con el fin de facilitar la solucién de la ecuaciéon de Helmholtz, es conveniente que
las condiciones de contorno asociadas a la pared del conducto puedan imponerse de
manera sencilla. En coordenadas cilindricas, la ecuacién de Helmholtz (Z43]) viene
dada por
0’P 10P 1 0°P 0O*P 2P — 0 519
a2 trar TR T TR S (5.19)

La aplicacién del método de separacion de variables proporciona en este caso

P(r,0,z) =R(r)©(0) Z (2) (5.20)
Introduciendo la expresién ([5.20) en (G.19), resulta

1 (d?R 1dR 1 d*’e 1d*Z

Sy (L I s Ty = ) 5.21
R(dr2+rdr>+r2@d92+zczz2+° (5:21)

Se procede ahora como en el caso del conducto rectangular, de manera que para la

componente axial resulta (1/2)(d?>Z/dz*) = —k?, cuya solucién viene dada por la

ecuacién (5I0). Para el campo circunferencial © se obtiene @]

O — timb (5.22)

siendo m el nimero modal circunferencial, que indica el niimero de lineas nodales dia-
metrales. Los signos + y — de la ecuacion anterior corresponden a la rotacién definida
por 6 en sentido negativo y positivo, respectivamente. Introduciendo en la ecuacion
(B21)) las soluciones axial y circunferencial, se obtiene la expresién a satisfacer por

R(r),

ER 1dR [, ., [m)2
dr2+rdr+(kokz(r>)30 (5.23)

en la que, definiendo el nimero de onda radial k? = k3 — k2, se obtiene

2 2
dR+1dR+(k3<T)>R—0 (5.24)

dr? v dr

Realizando el cambio de variable r — k,r, resulta la ecuacién de Bessel de orden m
en su forma estandar @], cuya solucién puede expresarse como
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fe,0,0 =0 Hz. fe,0,1 = 1062.5 Hz. fe0,2 = 2125 Hz.

‘I -
bl s

fe1,0 = 1700 Hz. fe11 = 2004.7 Hz. feno =2721.3 Hz.

, " ‘ Fen
ll ‘. TY

fe2,0 = 3400 Hz. fe21 = 3562.1 Hz. fe2.2 =4009.4 Hz.

FI1GURA 5.2: Primeros modos transversales de presion y frecuencias
asociadas de un conducto rectangular.

151
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FIGURA 5.3: Seccidn transversal circular.

R(r) = C1Jy, (k1) + Co Yo, (kpr) (5.25)

donde J,, e Y,, son las funciones de Bessel de orden m de primera y segunda especie,
respectivamente. La funcién Y, tiende a infinito cuando su argumento es nulo, por lo
que 1o se incluye en la ecuacién (525) para secciones circulares que contienen el origen
de coordenadas. En el caso de conductos anulares, es necesaria su consideracién. La
evaluacién de k, se lleva a cabo considerando la condicién de pared rigida (velocidad
acustica radial nula en r = Ry), de manera que a partir de la ecuacién de Euler (Z28),
queda

AT (kpr)

= .2
Ew . 0 (5.26)

cuyas raices proporcionan los nimeros de onda radiales k; ,, »,, param, n =0, 1, 2, ...
El entero n denota el nimero modal radial, que indica el nimero de circunferencias
nodales. Introduciendo la notacién

Amon = kr,m,nRO (527)

el célculo de raices (o autovalores) se lleva a cabo ahora mediante la expresién

oJ R
m ((@min/Bo) 7) =0 (5.28)
87“ T:Ro
de manera que los valores ay, », para m, n = 0, 1, 2, ..., son constantes independien-

tes de Ry. Para el caso en que m = n = 0, se tiene que a,,, = 0, la funcién de
Bessel Jg (0) = 1 y por tanto la distribucién de presién es constante, obteniendo en
consecuencia propagacién en forma de onda plana. Los primeros valores de las raices
Q. e muestran en la tabla Bl

En base a los resultados anteriores, la soluciéon general de la ecuaciéon de Helmholtz

(E19) viene dada por
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Jm
Jo J1 Jz J3 J4 JE

0 1.84 3.05 4.20 5.32 6.42
3.83 5.33 6.71 8.02 9.29 10.52
7.01 8.54 9.97 11.35 12.68 13.99

10.17 1171 13.17 1459 1596 17.31
13.32 1486 16.35 17.79 19.20 20.58
16.47 18.01 19.51 20.97 22.40 23.80
19.62 21.16 22.67 24.14 25,59 27.01
22.76  24.31 25.82 27.31 2877 30.20

O Ut A W~ O[S

TABLA 5.1: Autovalores cum,n de una seccion circular.

o0

’I“ 0 Z Z ZJm (amn ) ((A;;’ne_jme +A e]mg) Gkzimonz

m=0n=0

(5.29)

m, TL

+ o—imo JmOY \jkz m,nz
(B + B77L TLe ) e

Esta expresién admite diversas reordenaciones que conducen a soluciones equivalentes

117, [12d).

Condiciones de propagacion

La determinacion de las condiciones a satisfacer para que se produzca la propagacion
de un modo (m,n) se realiza de forma similar al caso rectangular. El nimero de onda
axial k. ,, », debe ser real, y por tanto ha de verificarse la relacién

2 o = ko — ko >0 (5.30)

z, r,m,m

De manera analoga al caso rectangular, la ecuacién anterior es equivalente a

2 by = (5.31)

k =
0 Co Ro

Cabe considerar en este caso dos posibilidades:

= El conducto, por la excitacion a la que se ve sometido y/o por su conexion a otros
elementos, no presenta simetria de revolucién. En este caso, en vista de la tabla
Bl el primer modo de alto orden que se propaga es el modo (m,n) = (1,0),
para el que a9 = 1.84.

= Existe axisimetria, y por tanto la propagacion de los modos con m # 0 no es
posible. En este caso, el primer modo de alto orden que se propaga viene dado
por (m,n) = (0,1), y su frecuencia de corte se obtiene con a1 = 3.83.



154 MODELADO ANALITICO MODAL MULTIDIMENSIONAL DE SILENCIADORES

En estas condiciones, a partir de la ecuacién (B31)) resultan las frecuencias de corte

1.84
fe10= €0 Modos asimétricos
Y 7T2R0
(5.32)
3.83
feo1 = < Modos azxisimétricos
Y 7T2R0

A modo de ejemplo, un conducto con Ry = 0.09 m tiene las frecuencias de corte
fea,0=1107.1 Hz y f. 01 = 2304.3 Hz. La figura 5.4 muestra los primeros modos de
presién transversales indicados en la expresién ([2.29) para dicho conducto. También
se incluyen las frecuencias de corte asociadas, obtenidas a partir de la ecuacién (G3T]).

5.2.3. Conductos conicos

Hasta ahora se han considerado exclusivamente conductos en los que la seccién trans-
versal permanece constante a lo largo de la direccién axial de éstos. Sin embargo, es
usual encontrar elementos del sistema de escape en los que aparecen conductos de sec-
cién variable, también conocidos como no uniformes ﬂﬁ, @, ] Las geometrias no
uniformes pueden ser de diversos tipos, tales como conicas, exponenciales, hiperbdli-
cas, etc., de manera que se puede definir una relacién entre la seccion transversal y
la coordenada axial. Los conductos conicos son de interés por su utilizacién practica
en elementos de transicién geométrica, fundamentalmente en catalizadores pero tam-
bién en silenciadores y por ello son tratados en esta Tesis. Dichos conductos permiten
una adaptacién suave del flujo, reduciendo el impacto de fenémenos de separacién y
pérdida de carga. Ademads, tienen un efecto notable en las caracteristicas del campo
acustico. En lo referente a la caracterizacion numérica de conductos de seccién no
uniforme, que en este caso es especialmente util por la dificultad matematica asocia-
da, hay ciertas referencias especialmente interesantes, como el trabajo de Eversman
y Astley @] y Eversman et al. @], donde se considera el método de residuos pon-
derados para analizar el comportamiento acustico de conductos de seccién variable
con flujo medio. De igual manera, Astley y Eversman ﬂﬁ] estudian el mismo tipo de
problema mediante el método de elementos finitos. El modelado numérico se ha lleva-
do a cabo en el capitulo [3 de manera que aqui se pretende definir una estrategia de
trabajo basada en soluciones analiticas, por su menor coste computacional y por pro-
porcionar informacién relevante sobre las caracteristicas modales del sistema actistico
estudiado. Cabe indicar que los trabajos encontrados en la literatura suelen tratar el
problema de forma aproximada cuando se pretende encontrar soluciones analiticas.
Por ejemplo, en el articulo de Easwaran y Munjal @] se realiza un estudio exhausti-
vo del comportamiento actstico de conductos conicos y exponenciales, y silenciadores
que incluyen este tipo de conductos, pero el planteamiento es de tipo unidimensional,
de manera que no se tiene en cuenta la presencia de modos de alto orden. EI mismo
tipo de planteamiento se encuentra en el libro de Munjal @], asi como en los trabajos
de Selamet et al. , ], relacionados con el andlisis de la propagacién de ondas
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fe0.0="0 Hz. fe01 = 2304.3 Hz. fe0.2 = 4216.8 Hz.

(“;)
‘ \/‘.\ ¢ .\\
Q&Y &Y

fe,2,0 =1836.3 Hz. fe,2,1 = 4032.1 Hz. fe,2,2 = 5994.1 Hz.

FI1GURA 5.4: Primeros modos transversales de presion y frecuencias
asociadas de un conducto circular.

sonoras en catalizadores de sistemas de escape y tubos de Venturi. Algunos trabajos
ﬂﬁ, @, |5_1|] mejoran la solucién analitica basada en onda plana mediante la considera-
cién de modelos de propagacién esférica sin dependencia acimutal, incluyendo ademas
la presencia de flujo medio. Sin embargo, la consideracién de la tridimensionalidad del
campo acustico es importante dado que los modelos previos no son precisos en todo el
rango de frecuencias de interés ni para ciertas configuraciones geométricas en las que
los modos transversales ganan importancia. Tal tipo de enfoque puede encontrarse en
algunas referencias de propagacion de ondas electromagnéticas ], y mas recien-
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temente en problemas actsticos. En el articulo de Pagneux et al. @} se analiza la
propagacién acustica en conductos de seccién variable mediante superposicién modal,
Utsumi @, m] aplica el mismo tipo de formulacién para acoplar conductos de sec-
cién constante con conductos de seccién variable, y en el trabajo de Willatzen @] se
incluye la presencia de flujo medio. Denia et al. ﬂh, @] estudian el comportamiento
acustico tridimensional de silenciadores de tipo cénico mediante la técnica de ajuste
modal. Como punto de partida se toma la soluciéon modal de la ecuacién de ondas
que se muestra a continuacion. Esta informacién se utilizara en el préximo capitulo,
dedicado al modelado analitico multidimensional de catalizadores.

La figura muestra un conducto de geometria troncocénica, de radio menor Rp1,
radio mayor Rpo v semidngulo de apertura 6. En este caso, es til considerar un sis-
tema de referencia de tipo esférico, definido por la coordenada radial r, la coordenada
cenital 0 y la coordenada acimutal ¢, cuyo origen se encuentra en el vértice del cono.

Rpo

Ficura 5.5: Conducto troncoconico.

En este caso, la ecuacién de Helmholtz ([2:43) puede expresarse como @7 @]
82P+28P+ 182P+cot98P+ 1 o?P
or2  ror 1?2 002 r2 00  r2sen?f 0¢?

Aplicando el método de separacién de variables, puede plantearse para el campo de
presion

+ k2P =0 (5.33)

P(r,0,¢) =R(r)O(0) P (¢) (5.34)

La solucién acimutal permite considerar variaciones de presion de tipo no axisimétrico,
como en el caso considerado en conductos circulares. De esta forma, en base a la
ecuacion (5.22)), puede escribirse ® (¢) = e*7™?. Combinando esta expresién con las
ecuaciones (0.33) y (&34), resultan dos ecuaciones diferenciales ordinarias

0’0 00 m?
0’R  20R K
W—‘F;E_‘_(kg_ri;)R:O (5.36)

siendo k1 una constante de separacién. Realizando el cambioxk; = v (v + 1)y 2z = cos 6

], la ecuacién (535) resulta
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m

(1—22)—22+(V(1/+1)— i )9:0 (5.37)

0z2 0z 1—22

que es la ecuacién asociada de Legendre M], donde m es un ntimero entero y v una
constante. Las soluciones de esta ecuacion son las funciones asociadas de Legendre
de primera y segunda especie, P} (z) y Q' (z), de grado v y orden m. Dado que
la solucién debe permanecer acotada, la solucion de segunda especie se excluye en
este caso pues tiende a infinito cuando § — 0. Ademds, se centra el estudio para
condiciones de axisimetria (m = 0), lo que implica que la ecuacién (.37) queda como

2

(1—z2)?97?—2z86—i)+u(u+1)®=0 (5.38)

que es la ecuacion de Legendre ordinaria, cuya solucién viene dada por la funciéon

de Legendre de primera especie y grado v, P, (z). Cuando v es un ntmero entero

(cosa que no ocurre en el tipo de dominio considerado), P, (z) puede expresarse como

una serie finita, dando lugar a los polinomios de Legendre. Por otro lado, la ecuacion
(E38) puede expresarse como

2

TQ‘ZTIJ —|—27‘88—}: + (kgr* —v(v+1))R=0 (5.39)

tratandose en este caso de la ecuacién de Bessel esférica @}, cuyas soluciones son las

funciones de Hankel esféricas de primera y segunda especie h(ul) y hl(,2). La condicion

de velocidad nula normal al contorno implica ahora la pared del conducto definida por

0 = 0y, de forma que los valores caracteristicos o propios a evaluar estan asociados

a la ecuacién cenital (0.38). A partir de la ecuacién de Euler (Z28]), la condicién de
pared rigida permite obtener

00
= =0 (5.40)
0z z=cos g

de manera que, dado un semiangulo de cono 6y pueden obtenerse las raices o valores
propios de la ecuacién (40), que se denotan mediante v, para n = 0, 1, 2, .... Por

tanto, la contribucién cenital a los modos de presion transversales (B.34) es

O(z) =0 (cost) =P, (cosb) =P, (z) (5.41)

Los cédigos matematicos comerciales, tales como Mathcad y MATHEMATICA incor-
poran los polinomios de Legendre, validos para grado entero. En el caso considerado
de dominio troncocoénico, debe considerarse que v, no cumple esta condicion. Las
funciones de Legendre de primera especie pueden evaluarse mediante los codigos pro-
porcionados en el libro de Zhang y Jin @], asi como utilizando la libreria Mathlib.
Una alternativa posible es la utilizacién de la relacién M]

1—
P, (2) = oF (—V; v+1;1; 22:) (5.42)

siendo oF; la funcién hipergeométrica, definida mediante
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abz a(a+1)b(b+1) 2>
Fi(a:bez) =1+ —2= ol
2P (a3 bics 2) PETI clc+1) 2!

de manera que para § = 0 se verifica P, = 1. En base a ésta, se han calculado los
valores propios v, de conductos conicos con diversos semiangulos de apertura. Los
resultados obtenidos se muestran en la tabla

(5.43)

Numero modal n

0 O 1 2 3 4 5

5 0 43411 79.894 116.080 152.179 188.240
10 0 21.460 39.699 57.792 75.841 93.871
15 0 14.145 26.302 38.363 50.395 62.415
20 0 10.489 19.604 28.649 37.673 46.687
25 0 8.296 15.586 22.821 30.040 37.251
30 0 6.835 12.908 18.936 24.951 30.961
35 0 5.793  10.996 16.162 21.317 26.467
40 0 5.012 9.562 14.081 18.592 23.097
45 0 4.406 8.447 12.463 16.472 20.478
50 0 3.921 7.556 11.169 14.776 18.381
55 0 3.525 6.827 10.111 13.389 16.666
60 0 3.196 6.220 9.229 12.234 15.237

TABLA 5.2: Valores propios vy, de un conducto
conico para diversos semidngulos de cono.

Puede comprobarse que las raices aumentan a medida que el semidngulo de cono
tiende a cero, de manera que v, — oo (n > 0) cuando fy — 0. En esta situacién
se recupera el caso cilindrico, de manera que r — oo, y la relacién v, /r permanece
acotada (y estd relacionada con la frecuencia de corte, como se vera mas adelante). A
medida que 0y aumenta, los valores propios se reducen. Si se consideran angulos cer-
canos a 90 grados, se observa que v1 — 2, vy — 4, ..., de tal forma que las soluciones
(funciones de Legendre) tienden a los polinomios de Legendre.

A partir de los valores propios anteriores, puede resolverse la ecuacién radial (5:39]),
cuyas soluciones son las funciones de Hankel esféricas de primera y segunda especie,
hl(,i) y hl(,2). La solucién radial puede escribirse como

R(r) = BPhY (‘%) + B@n® (‘*ﬁ«) (5.44)
" \ ¢ =\ ¢
de forma que la solucién general de la ecuacién de Helmholtz (33]) para el caso de
un conducto axisimétrico de geometria cénica se expresa como

o0

P(r,0) = Z (B,(ll)hyi) <er> + B,(LQ)h,(jL) <wr))P,,n (cos 0) (5.45)
0

C
n=0 0
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A diferencia de todos los casos considerados anteriormente, en los que la seccién
transversal era uniforme, ahora el modo asociado al primer autovalor (que siempre
es v = 0) ya no define una onda plana, sino que se trata de una onda esférica. En la
siguiente seccién se establece como llevar a cabo la evaluacién de las frecuencias de
corte asociadas a conductos de tipo cénico.

Condiciones de propagacién

No resulta tan sencilla en este caso la interpretacion de la propagacién en comparacion
con los casos anteriores. En las geometrias precedentes, el modo transversal esta aso-
ciado a una seccién uniforme y se combina con un término exponencial que define la
propagacién axial del modo, de manera que en funcién del valor del nimero de onda
axial (que depende de la frecuencia de excitacién) existe propagacién o se da un modo
de tipo evanescente. Para frecuencias de excitacion superiores a la de corte se produce
la propagacién, y no la hay en caso contrario. En conductos cénicos, sin embargo, la
seccion transversal no es uniforme, de forma que para un semidangulo de cono constan-
te la frecuencia de corte varia a medida que cambia la posicién definida por la variable
radial r, segiin se deduce de la ecuacién (£.36), en la que el término entre paréntesis
depende de r, a diferencia de lo que ocurre en la ecuacién de propagacién axial en con-
ductos de seccién constante, ecuacién ([B5.6]), donde k. no es funcién de z. Esto implica
que para una frecuencia de excitacion dada, en una posicién definida por » = r; un
modo puede no aparecer, pero para otra ubicaciéon r = ro (con r9 > r1) puede hacerlo.

En virtud de lo anterior, se plantea la necesidad de estudiar con mayor detalle las
caracteristicas de la solucién (B:4H]). Para un semidngulo de cono 6y, ésta esta formada
por los modos de tipo cenital P,, (cos 0) y los de tipo radial hf,i) (wr/co)y h,(,i) (wr/co).
Las soluciones radiales pueden escribirse como |

n(V (‘%) . (wr> + iy, (wr) (5.46)
Co Co Co

by <w7’> =lu, (wr> = J¥u, (wr) (5.47)
Co Co Co

siendo j, ey, las funciones de Bessel esféricas de primera y segunda especie. Con-
sidérense los resultados mostrados en la tabla[.2] en la que se detallan los autovalores
para diversos semiangulos de cono. Para una frecuencia de excitaciéon dada, la evolu-
cién de j, ey, en funcién del radio pueden proporcionar informacién acerca de la
propagacién de modos. La figura [5.6] describe, para 6y = 10 grados y 6y = 20 grados,
cémo varfan estas funciones para una frecuencia f = w/(27) = 1000 Hz y consideran-
do en ambos casos el primer autovalor no nulo v;.

Se observa que para radios pequeinos, la funcién j, tiene un valor précticamente
nulo hasta cierto valor de r, a partir del cual comienza a oscilar. Dicha oscilacion
estd acompanada de una atenuacion en amplitud al aumentar r. En cuanto a la fun-
cién de segunda especie, y,, , tiende a —oc para r decreciente (pese a que no se muestra,
esta funcién se desplaza hacia la derecha a medida que aumenta el orden de v,), y
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FIGURA 5.6: Funciones de Bessel esféricas de primera y seqgunda clase: ——, j,, ,
0o = 10 grados; ——, y,,, 6o = 10 grados; ===, ], , 6o = 20 grados;

- ==, ¥,,, 6o =20 grados.

a partir de cierto valor de r similar al anterior muestra el mismo comportamiento
oscilatorio comentado para j,,, . Por encima del punto en que ambas funciones toman
el mismo valor en mdédulo, resulta evidente la variaciéon oscilatoria atenuada de éstas,
de forma similar a un modo que se propaga en un conducto de seccién uniforme. En
este ultimo caso, el término axial de la solucién de la ecuacién de ondas es e ~7%:%, que
puede escribirse como e 7%:% = cos(k.z) — jsen(k.z), lo cual muestra gran similitud
con h(yi) =y, T IV, ¥ h(yi) = Ju, — JY,, una vez iniciado el comportamiento de tipo
oscilatorio.

Para el cdlculo de las frecuencias de corte, puede considerarse el término entre parénte-
sis de la ecuacién (536]) igualado a cero,
Up (Vn +1
| % =0 (5.48)
r

de donde resulta

2 Up (vp +1
ko = 2nf = Vn (1) (5.49)
Co r
y por tanto la n-ésima frecuencia de corte, dependiente de la coordenada radial, viene

dada por

ERRVAZACZE Y
fem = o . (5.50)

que muestra que, a medida que aumenta r, la frecuencia f.,, es menor y por tanto el
modo asociado aparece para una frecuencia de excitacion mas baja. De igual manera,
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para una frecuencia de excitacion dada f, el valor de r para el que aparece un modo
es

co \/Vn (Vn +1)
g = — 5.51
r o 7 (5.51)

Considerando el caso previo de f = 1000 Hz y 6y = 10 grados, para el valor v, = 21.460
se obtiene de la ecuacién (B51]) la coordenada radial r;,; = 1.188 m, préxima al punto
en que j,, ey, toman el mismo valor en médulo, r = 1.233 m, e inician su comporta-
miento oscilatorio (ver figura [5.6]). Para la misma frecuencia de excitacién y 6y = 20
grados, resulta 7;,; = 0.594 m y de la grafica anterior se obtiene r = 0.630 m. De
un cédlculo adicional para 6y = 30 grados, se obtienen los valores r;,; = 0.396 m y
r = 0.428 m.

La tabla muestra las frecuencias de corte asociadas a los primeros modos con-
siderados en la tabla[5.2] para las coordenadas radiales r = 0.2 m y » = 0.5 m.

r=0.2m r=0.5m

0o Jea fe,2 fe,3 fe fe,2 fe3

5 11879.92 21751.32 31542.11 4751.97  8700.53 12616.84
10 5939.97  10875.67  15771.05 2375.99  4350.27 6308.42
15 3959.99 7250.45 10514.04 1583.99  2900.18 4205.62
20 2970.01 5437.85 7885.54 1188.00  2175.14 3154.21

25 2376.01 4350.29 6308.44 950.41  1740.12 2523.38
30 1980.07 3625.26 5257.05 792.03  1450.11 2102.82
35 1697.32 3107.40 4506.06 678.93  1242.96 1802.42
40 1485.20 2719.02 3942.83 594.08 1087.61 1577.13
45 1320.39 2416.97 3504.77 528.15 966.79 1401.91
50 1188.41 2175.36 3154.34 475.36 870.14 1261.74
55 1080.55 1977.71 2867.63 432.22 791.09 1147.05
60 990.73 1813.06 2628.72 396.29 725.22 1051.49

TABLA 5.3: Frecuencias de corte fe, (en Hz) de un conducto cénico
para diversos semidngulos de cono y posiciones radiales.

En base a la tabla puede comprobarse que las frecuencias de corte se reducen a
medida que el semidngulo de cono aumenta (para r = constante), como es de esperar,
dado que las dimensiones de la seccién aumentan y facilitan el establecimiento de
los modos. Para un semidangulo de cono dado, al aumentar r las frecuencias de corte
bajan por el mismo motivo. La figura [5.7] muestra los dos primeros modos asociados
a una distancia radial » = 0.2 m y un semidngulo de cono 6y = 30 grados.
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n=1, fo1 =1980.1 Hz n =2, feo =3625.3 Hz.

FIGURA 5.7: Modos de presion de un conducto conico: r = 0.2 m y 0y = 30 grados.

5.3. Meétodo de ajuste modal

5.3.1. Fundamentos del método

Considérese el sistema acustico ilustrado en la figura formado por tres regiones
acopladas por medio de cambios de seccion. Sin pérdida de generalidad, se asume un
sistema de coordenadas cartesiano con el eje z en la direccion longitudinal del sistema,
y discontinuidades entre regiones planas, perpendiculares a dicho eje. Las longitudes
de las tres regiones son L1, Lo v L3, y las secciones transversales se denotan mediante
S1, So y S3. Dichas secciones se refieren al lugar de ubicacion de la discontinuidad
geométrica en el caso de que se consideren conductos de secciéon no uniforme, como
se verd en el siguiente capitulo dedicado a catalizadores.

Los modos transversales de presién en cada regién ; ,(zi,y:), ¢ = 1,2,3, y sus
numeros de onda transversales ki ; ,, son conocidos y se obtienen con la condicién
transversal adecuada, que en el caso de conductos rigidos implica velocidad transver-
sal nula en el contorno exterior de las regiones.

La presion en cada region viene dada por M]

oo

Pl (;(;hyl’ Zl) = Z (A;";e_jkil,nzl + Ar—lejkl,nm) wl,n (mlayl) (552)

n=0

o0

P2 (ZL'Q, Y2, ZQ) = Z (Bieijkl"22 —+ B;ejk2’"z2) 1/}2771 (ZL'Q, yg) (553)

n=0

o

Ps (3';37 Y3, 23) = Z (le’e—jk&nze. + C;ejks,nzs) w?),n (373, yS) (554)

n=0

donde los numeros de onda longitudinales se obtienen mediante
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F1GURrRA 5.8: Dominio considerado para la aplicacion del método de ajuste modal.

kin =\/kE—k?

;T t,i,n

i=1,2,3 (5.55)

El conocimiento de la presién implica la determinacién de los coeficientes de propa-
gaciéon Af, A~ Bt B, ,CtyC,.

Es necesario, para plantear de forma adecuada las condiciones de acoplamiento entre
regiones, utilizar otro campo acustico ademas de la presién. En ausencia de flujo me-
dio puede utilizarse el campo de velocidades axiales ﬂﬁ, M}, obtenido en base a la
ecuacién de Euler (241),

1 0P
jpow 0z pow

Ul (xhyl’ Zl) = Z kl ” A;re*jkl,nzl _ A;ejkl,nzl) wl,n ($17y1)

(5.56)
Us (x2,y2, 22) = _jpl()wg]zjj = o £ Z kan B:{e*jkzmz - B,;ejk?mz?) Yan (T2, 2)
(5.57)
Us (x3,y3,23) = _jplow % = pow 2 Z kg (CfeTkomzs — Crelhomn®) 4hy (23, y3)
(5.58)

El acoplamiento entre regiones se consigue aplicando las condiciones adecuadas. Estas
implican la continuidad de los campos de presion y velocidad actistica axial en las
discontinuidades geométricas @], en la interfase entre las regiones 1 y 2 (expansién),
y las regiones 2 y 3 (contraccién). Para la primera puede escribirse la continuidad de
presién como

Py (z1,y1,21)],, 29 = P2 (22,92, 22)|,,—¢ en S1 (5.59)

De forma similar, la continuidad de velocidad acustica axial es



164 MODELADO ANALITICO MODAL MULTIDIMENSIONAL DE SILENCIADORES

Ur (z1,91,21)],, 20 = U2 (22,92, 22),,_0  en S (5.60)

y en el resto de la seccién S5 la velocidad actstica axial satisface la condicion de pared
rigida

Us (22,92, 22)|,,—0 = 0 en S — S (5.61)

Para la interfase entre las regiones 2 y 3 resulta

Py (173,y37 23)\23=o =P ($2792, 22)|22:L2 en S3 (5-62)
Us (23,93, 23)|,,—0 = U2 (¥2,y2,22)|,_1, en Sz (5.63)
Uz (72,y2,22)|,,—;, =0 en Sy — S3 (5.64)

El conjunto de ecuaciones (£.59)-([564]) puede ser utilizado para generar un sistema al-
gebraico de ecuaciones (de dimensién inicialmente infinita) mediante la utilizacién de
un procedimiento de integracién ponderada, en el que los modos de presiéon transver-
sales se utilizan como funciones de ponderacién. Comenzando por la condicién (53]
de continuidad de presién en la primera interfase, multipliquese ésta por el modo de
presién transversal de la regién 1, 91 s (x1,31), con s = 0, 1, 2, 3, ..., 0o, y llévese a
cabo la integracién en S;. Resulta el conjunto infinito de ecuaciones

o0

Z (Aj; + A;)<1/11n (1,y1) V1,5 (21,91)) s,

n=0

N (5.65)
Z (B + By,) (Vo (w2,y2) Y15 (x1,51)) 5,

donde ()s denota, como es habitual, la integracién en la seccién S. La evaluacién de
dicha integral requiere el conocimiento de la relacién entre las coordenadas de cada
sistema de referencia, cuya mayor o menor complejidad depende del tipo de conductos
considerados. Ademas, deben considerarse las propiedades de los modos de presién. La
ortogonalidad de éstos en muchos casos @], como por ejemplo en conductos rigidos
sin material absorbente @}, permite una simplificacién considerable del lado izquier-
do de la ecuacién (.63, cuyo tnico término no nulo es el correspondiente al caso
n = s. Por otro lado, la posibilidad de expresar los modos de forma analitica permite
frecuentemente la evaluacion analitica m, @] de las integrales asociadas, reduciendo
por tanto el coste computacional asociado.

Si se consideran ahora las condiciones que afectan a la velocidad acustica axial, ecua-
ciones (B60) y (B.61]), puede repetirse el procedimiento anterior, multiplicando cada
una de ellas por el modo de presién en la regién 2, 12 5 (22,y2), con s =0, 1, 2, 3, ...,
oo. La primera ecuacion se integra en la seccién S7 y la segunda en la seccién Sy — S.
Ambas integrales se suman, de manera que el resultado final puede expresarse como
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Z ki (A — AL ) (W10 (1, 41) V2,5 (T2, 92)) s,
n=0 . (5.66)
= Z ko (B — By,) (b2 (22, y2) th2,s (22, 42)) 5,

n=0

Un argumento similar al caso anterior implica que en el lado derecho de la ecuacion
(EE60) sdlo serd no nulo, supuesta la condicién de ortogonalidad, el término para el
que n = s.

La aplicacién del mismo procedimiento al caso de la interfase entre las regiones 2
y 3 utilizando los modos de presién adecuados permite obtener las ecuaciones asocia-
das. De la continuidad de presién expresada en la ecuacién (.G2)) se obtiene

Z (CF+C) (W3 (23, y3) U35 (3, Y3)) 5,
= . (5.67)
= Z (Bfemdkantz 4 Brrelk2mla) (4 ) (22,2) s.s (23,13)) s,
n=0

mientras que las expresiones de velocidad (.63]) y (5:64) dan lugar a

Z k3,n (CVJLF - O;) <77[}3,n (‘T?n y3) 77[}2,3 (172’ y2)>Sa
= (5.68)
= Z ko (B e iFanle — Bredkant2) (o (9, 2) o (2, 92)) 5,
n=0

Se dispone finalmente del sistema algebraico de ecuaciones (L.65)- (.68]) cuyas incogni-
tas, los coeficientes de propagacién A, A B, B, CT y C., deben ser evaluadas
para definir el campo actstico completo en las regiones consideradas. Como ya se ha
indicado, la representacién de todas las regiones es completa, sin simplificacion alguna
de sus caracteristicas. En este sentido, cabe indicar que el método del pistén puede
entenderse como un caso particular del método de ajuste modal en el que los desarro-
llos modales asociados a los conductos de entrada y salida se limitan al modo de onda
plana. Es evidente que la metodologia de ajuste modal es aplicable a otras configura-
ciones, sin mas que considerar la descripcién modal adecuada de cada subdominio y
las condiciones de acoplamiento oportunas.

5.3.2. Condiciones de contorno

En base al tipo de caracterizacién buscada para el silenciador, se aplican las condi-
ciones de contorno oportunas, tal como se ha visto previamente en el modelado de
silenciadores mediante onda plana y mediante elementos finitos (capitulos 2y Bl). Por
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un lado, cabe considerar la posibilidad de obtener los cuatro polos del silenciador
con vista a utilizar éstos en un modelo mas completo de la linea de escape o bien a
cuantificar a partir de ellos la atenuacion acustica. En este caso, deben considerarse
dos analisis diferentes con condiciones de contorno independientes. Una posibilidad
consiste en aplicar una excitacién en presién P.,. de valor arbitrario en la seccién
de entrada y presién nula en la salida (primer andlisis), y presién arbitraria en la
seccién de entrada y velocidad nula en la salida (segundo analisis). Las ecuaciones
resultantes se anaden a las ecuaciones (5.59)-(0.64) obtenidas previamente. Para el
primer analisis, puede escribirse

Py (z1,y1,21)|,, =1, = Pexe en S (5.69)
P3 (Ig,yg, Z3)|Z3:L3 =0 en 83 (570)
y para el segundo, se tiene
Py (xlaylazl)‘zlz_[,l = Peze en Sy (571)
U3 (.’E37y3, Z3)|23:L3 =0 en 53 (572)

Las ecuaciones algebraicas asociadas a las condiciones previas se obtienen multipli-
cando por el modo de la regién correspondiente e integrando en la seccién asociada.
Para el primer andlisis a realizar, de la condicién ([.GI)) se obtiene, para s = 0, 1, 2,
3, ..., 00,

oo
Z (AfelFonln 4 Az e TMnEn) (4 o (@1, 41) Y1 (21,91)) 81 = Pewe(t1,s (21,91)) 5,
n=0
(5.73)
De la condicién (B70) en la seccién de salida, se tiene, para s = 0, 1, 2, 3, ..., 00,
Z (C:L-e—jks,nLg + C’r:ejkii,nLB) (3. (3, Y3) V3.6 (23, 13))ss =0 (5.74)
n=0

El segundo anélisis es bdsicamente similar, de manera que la condicién (E71)) da lugar
a la ecuacién ([73) y la condicién (B72) permite obtener, para s = 0, 1, 2, 3, ..., oo,

Z kg, (Cremdksnls — Cethonks) (yhs o (23, y3) 13,5 (¥3,Y3))s, = 0 (5.75)
n=0

Dado que este procedimiento se aplica usualmente en los conductos de entrada y sa-
lida, en general es posible asumir directamente el cumplimiento de las propiedades
de ortogonalidad, de manera que en las ecuaciones anteriores solamente es necesario
incluir el término para el que n = s, con la simplificacién que esto supone. Ademas,
en conductos de seccién uniforme el primer modo corresponde a una onda plana, con
la que en la ecuacién (B73) el término de la derecha es no nulo para s = 0 y nulo en
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cualquier otro caso.

La resolucién del sistema algebraico de ecuaciones (5.65)-(0.68) y (G.73)-(E70) im-
plica resolver dos veces un sistema que debe ser truncado previamente. Para un valor

finito $p,q. se dispone de 6(Smq. +1) ecuaciones, y para un valor finito 7,4, se tienen
6(nmax + 1) incognitas, asociadas a los coeficientes de propagacién A}, A, B;Y, B, ,
C;F y C,;. Por tanto, es obvio que para conseguir el mismo nimero de ecuaciones que
de incégnitas basta con hacer Spae = Nmaz = ¢, logrando un sistema de ecuaciones
algebraico resoluble. El truncado se justifica puesto que los modos de alto orden tie-
nen un efecto cada vez menor en la solucién del campo acistico para una frecuencia
maxima de andlisis dada } Evidentemente, el valor de ¢ para obtener una solucién
precisa estd relacionado con esta frecuencia y la geometria concreta analizada. Hay
estudios sobre la convergencia, como por ejemplo el trabajo de Mittra y Lee ﬂ9__l|], en
el que se analiza este problema y se determina el niimero de modos a utilizar en cada
parte de una discontinuidad para el caso de una guia de ondas electromagnéticas. Para
conseguir una solucién adecuada, se ha de imponer lo que se conoce como condicion
de limite, que implica que la energia en un volumen pequeno alrededor de una zona
de tipo vértice debe permanecer acotada. Esto lleva a obtener expresiones que indican
que la relacién de modos en una discontinuidad geométrica es directamente propor-
cional a la relacién de dimensiones. Abom @} aplica este criterio, en principio vélido
para ondas electromagnéticas sin paredes en la direccion axial, al caso de silenciadores
circulares concéntricos con tubos extendidos, y obtiene resultados satisfactorios. En
general, la experiencia que se posee en lo referente a la técnica de ajuste modal en
silenciadores implica que, con las dimensiones usuales utilizadas en esta Tesis, se con-
siguen soluciones precisas considerando el mismo niimero de modos en ambos lados
de la discontinuidad y sin necesidad de que dicho nimero sea excesivo , , ]
Debe tenerse en cuenta que las configuraciones geométricas asi como las ecuaciones
consideradas aqui no se ajustan al problema tratado en M] Se ha comprobado, como
muestran los resultados obtenidos en secciones posteriores, que con un niimero de mo-
dos reducido se consiguen soluciones satisfactorias para los silenciadores estudiados.

Finalmente, una vez resueltos los sistemas de ecuaciones correspondientes, pueden
obtenerse los cuatro polos del silenciador. Logicamente, dado que se asume propaga-
cién tridimensional, éstos pueden depender inicialmente de los puntos considerados
en las secciones de entrada y salida. Dado que la definicién estricta de los cuatro
polos exige que la onda sea plana, puede considerarse que las regiones de entrada y
salida son suficientemente largas para asegurar propagacién de onda plana en dichas
secciones, de manera que finalmente resulta [94]

Pl (Zl = _Ll) Pea:c
A= BTy = Cfoinis +gpomts 70
3 (23 3) Us(z3=L3)=0 0¢ +Cpe
Pi(z1=-L Peae
g bila=—-L1) - — eae (5.77)
Us (23 = L3) P3(z3=L3)=0 (Cgre—jkoLs — Caejk0L3)

PoCo
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1 ) .
Ate—dko(—L1) _ A~ eiko(—L1)
o Ui (21 = —Ly) B poco( 0°¢ 0¢ )
P53 (23 = L3) |t (25=15)=0 Cy e koks 4 G elhols
— I Ate—Jdko(—=L1) _ A~ eiko(—L1)
p-G&a=-I) S bl 0" (5.79)
Us (23 = Lg) Py(25=L3)=0 Cyeikols — Ceikols

Obtenidos los cuatro polos, el TL viene dado por la expresién (2270)).

La determinacién del indice de pérdidas de transmisién puede llevarse a cabo tam-
bién mediante la utilizacién de un tnico andlisis. Para ello, se asume que sobre el
silenciador actia una excitacion dada por una onda plana incidente Aar de valor ar-
bitrario, que por comodidad puede tener amplitud unidad. En la salida se supone
que la terminacién es anecoica, lo cual implica que no se produce reflexién alguna y
por tanto C,; = 0 para todo valor de n. De las infinitas ecuaciones presentes en el
sistema (5.65)- (.68)), se reduce la dimensién del problema mediante el truncado rea-
lizado anteriormente a un valor maximo de s igual a $,,4,, dando lugar a 4(s;q. + 1)
ecuaciones, y un valor maximo de n igual a 7,4z, con las 4(n,.. + 1) incégnitas
correspondientes, asociadas a los coeficientes de propagacion A, , B,l, B, y C;. El
sistema algebraico resoluble se obtiene, como en el caso de los cuatro polos, haciendo
Smaz = Mmaz = ¢- A partir de la solucién obtenida para A, , B;Y, B, y C;' puede
evaluarse el TL mediante la expresién

q 2

S e Thanbagy (s, ys)

n=0

5

< (5.80)

Para frecuencias de excitacién por debajo de la primera frecuencia de corte de la
regién 3, los modos de alto orden son de tipo evanescente y se atentian rapidamente
a medida que la onda se aleja de la interfase asociada a la contraccién. Por tanto, con
un valor de L3 suficientemente grande, se obtiene

TL = —10log (? |CO+|2> (5.81)
1

5.3.3. Aplicaciones

En esta seccién se aplica el método de ajuste modal a varias geometrias de seccion
transversal circular. En primer lugar se consideran dos configuraciones clasicas de
silenciadores (cdmara de expansion y reversa), para pasar a presentar posteriormente
dos geometrias novedosas desde el punto de vista de modelado. Estas son la cdmara
con doble salida opuesta y el silenciador de cdmara reversa con material absorbente
y placa perforada.
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1. Camara de expansion simple

Se considera una camara de expansién simple tal como muestra la figura El de-
sarrollo seguido aqui puede encontrarse en las referencias de Selamet y Ji , ],
y pone de manifiesto las ventajas computacionales que implica el modelado de tipo
analitico y la ortogonalidad de los modos de presién.

Se consideran tres regiones denotadas mediante 1, 2 y 3, con radios Ry, Ro y Rs,
longitudes L1, Ly y L3 y secciones transversales S;, S y S3. En el conducto de en-
trada se tienen las ondas progresivas y regresivas A y B, en la cdmara son C'y D y
en el conducto de salida E' y F'. La presién en la camara puede expresarse, segin la

ecuacién (5:29), como

S Q—

—> Amn | a <——Dmn
<:I Bm,n

Ly Lo

FicUura 5.9: Cdmara de expansion simple circular. Geometria analizada
mediante el método de ajuste modal.

oo oo

QAm.n ik ik —3mo

P2 T’Q,Q 2’2 E E Jm( )(C;:ne Jk2,m nz2 +D+ e] 2mn22)e Jm
=0n=0

(o] o0
Amon N _ . .
+ E E Jm < ) (Cm,ne 3k2,m,nz2 +Dm7nejk2””’"z2)ejm0

m=1n=0
(5.82)

donde debe notarse que el modo de onda plana y los modos axisimétricos sélo se han
incluido en el primer sumatorio @} El nimero de onda k3, , viene dado por
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2
« «
]{52 - m,n ’ [ m,n
0 ( Ry > °7 R
komon = (5.83)

2
Q (%
. k% . ( m,n) ’ kO < m,n

Ry Ry

con el cambio de signo que garantiza la atenuacién exponencial de los modos evanes-
centes generados en las discontinuidades al alejarse la onda de éstas HE} En las tres
geometrias consideradas posteriormente a lo largo de este capitulo se presentara una
formulacion alternativa ligeramente distinta, con objeto de mostrar las diferentes va-
riantes del método.

Utilizando la ecuacién de Euler ([247), la velocidad acistica axial puede obtenerse
como

1 0P
Jpow Oza

Uy = (5.84)

y por tanto la velocidad en la camara es

oo oo
1 « i ; _
U2 (7’2, 95 22) = E E kZ,m,nJm 7 r2 (CTJ;L,ne k2mmz2 D:;mejkz,m,nzz) € mo
pow R>

m=0n=0

oo oo
am,n — —ik — 13 im6
+ E E k2,7n,nJm< 7 7.2) (Cm,’ne IR2,m,n?2 _Dm,ne] 2,m,n?2 ejm
2

m=1n=0
(5.85)

Para los conductos de entrada y salida, los campos de presiones y velocidades se
obtienen de forma idéntica con las sustituciones adecuadas. Las condiciones de con-
torno en la expansiéon se escriben como sigue

Py (r1,01,21)],,20 = P2 (12,0, 22)| ¢ en Sy (5.86)
Ui (r1, 1, 21)],,—¢ = U2 (12,0, 22)| ¢ en Sy (5.87)
U2 (7‘2,9,22)|z2:0 =0 en SQ —Sl (588)

De igual forma, en la contraccion resulta

Pg (T379037Z3)|z3:0 = P2 (TQ,G,ZQ)‘ZQZLQ en 53 (589)
Us (13,93, 23)|,,—0 = U2 (12,0, 22)| ,_1, en S3 (5.90)
U2 (7’2, 9, ZQ)|Z2:L2 = O en SQ - Sg (591)

Se procede ahora a aplicar el método de ajuste modal, comenzando con la condicién de
continuidad de presién en la expansién expresada en la ecuacién ([86]). Se multiplica
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ésta por el modo de presién del conducto de entrada J;(ay sr1/R1)e 7"t con t = 0,
1,2,3,...,00ys=0,1,2,3, ..., 00, y se lleva a cabo la integracién en S7, resultando

R} t2 Cnm
at i) 3 (15 Jon = 2 32 05 +Dmm+t< R

t m=0n=0
e
+ Dpn) (=1 Ty [ —226 )R
32 G D) gt (20
(5.92)
Repitiendo el procedimiento con el modo J¢(av 71 /R1)e’*, cont =1,2,3, ..., 00y
s=10,1, 2,3, ..., co, se obtiene
_ _ R2 t2 & + + t Om,n
(At,s + Bt,S) 5 1-— 2 Ji(a,s) = Z Z (Cm,n + Dm,n) (=1)" Tyt Ro 01 |
ts m=0n=0
oo o0 am n
#3035 (Ot D) e (T )
(5.93)
donde ﬂ@]
Rl anL n
man ot R
“ R ( R2 1) Qmon At s
Qs 2 Qo 2 Ry Ry
R = R, Ry (5.94)
R% t2 QO Qg s
e N O N | Zmn s
2 < %,s) t(at78) R2 Rl

Para las condiciones asociadas al campo de velocidad en la expansion, las ecuaciones
(G817 y (538 se multiplican por el modo de presién de la camara J;(a 7o/ Ro)e ™7,
cont =0,1,2,3, ..., 0y s=0,1,2, 3, ..., 00, y se integran en S; y Sy — 51,
respectivamente. Sumando dichas integrales se obtiene

Z Z k1 mon (A;;’n — B;‘Ln) 4t (CZ’; 51) s

m=0n=0

30> ki (A = Brn) (1) T (O]‘% 51) Ry (5.95)

m=1n=0

+ 1 B3 £\ 2
= kat,s (Ct,s - Dt,s) o 1- o2 Ji (ats)
t,s

Multiplicando por J;(ay s72/R2)e’*?, se llega, parat = 1,2, 3, ..., coy s =0, 1, 2, 3,
., 00, &
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SN Kt (A = Bh) (1) T (O‘“al)?}ez
s 5 RQ

m=0n=0
£ 30D b (A = B) T (G200 ) (5.96)

m=1n=0

_ _\ R? 2\ .,
= kat,s (Ct,s - Dt,s) o 1- o2 Ji (ars)

t,s

siendo en este caso

Qg g

o s—Jm (mn J'm R
o e () Vo (2 ) -
Qo 2_ Qt,s ? Ry Ry

Ry = R, Ro (5.97)

R% m? 9 Qo Qg
IR J _— mo_ s
2 ( a%n,n) m (@m.n) Ry Ry

El tratamiento a aplicar en la contraccién es bdsicamente similar al caso de la expan-
sién. La ecuacion ([.89) de continuidad de presién en la contraccién se multiplica por
el modo de presién del conducto de salida J;(oy sr3/R3)e 713 cont =0, 1, 2, 3, ...,
coys=0,1,2,3, .. 00y seintegra en S3, proporcionando

R? 12
(Ef+FL) = (1 - a2) Ji (ou,s)

t,s

oo o0
— k2 mnL ko mm L Xm,n —jm0
= Z Z(C;':L’ne Jk2,m, 2+D7-ir—z,nej 2,m, 2)Jm+t< 7 (53)6 Jm 0%3
2

m=0n=0

2

oo oo
+ D) (Cope/Prmnte 4 DL et te) (<1) Ty (af%w@ef‘m@om

m=1n=0

(5.98)

Utilizando ahora Jy(a¢ s73/R3)e’™s, cont =1,2,3, ..., 00y s =0, 1, 2, 3, ..., 00, se
obtiene

_ _\ R3 t2
(Et,s + Ft,s) 73 (1 — 0[2) Jt (Oét7s)

t,s

o0 o0
= E (C’r—;,ne Jk2,m,nL2 + D:‘Lyne]kQ,m,nLQ) (_1) Jmft ( m né'd)e ]m90§R3
oz Ry
m=0n=0
o0 oo @
+ § § (Crz’ne_]k2,m,nlf2 + D;’ne]k’zmn,nLZ) Jert < g’n 63> e]"”eﬂ %3
m=1n=0 2

(5.99)
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donde, de forma similar al caso de la expansion,

RS 1 [ Cm,n

m niJ —R
Om, R ¢ ( Ry 3) Am.n At s

Qs 2 Qm n 2 R2 R?)

R3 = Ry )]  \ R, (5.100)

Rg t2 Qm At s
1= — ) 3 (s n o 2t
2 < Oé%’s ! (at7 ) R2 Rs

Considerando ahora el campo de velocidades axiales en la contraccién, las ecuaciones
G00) y (G3) se multiplican por Jy (v sra/Ro)e ™ cont =0, 1,2, 3, ..., 00y s =
0, 1,2, 3, ..., 00, se integran en S3 y Sy — S3 respectivamente y se suman, dando lugar
a

503 Famin (B = Fi) I (G260 e
2

m=0n=0
+ ksmm (B — F) (=1)f T’ ( ’5)3‘%ejt” (5.101)
;;3,7(, )() tR234
3 . RQ t2
— k?,t,s (Cj}se—jkz,t,st — Disejkz,t‘le) 72 (1 — 042> J? (Oét,s)
t,s
y utilizando finalmente el modo J;(ay 572/ Ra)e® parat = 1,2, 3, .., 00y s =0, 1,
2,3, ..., 00

Z Z k3,m.n (E;; n Fnt n) (_1)t Jm—t (Oét75 53) §R4e_jt00
) , Ry

m=0n=0
305 K (B = B o (52260 e 2 (5102
m=1n=0 2
jkeenLs  py— ikaaLay B3 £\ 2
= k2,t,s (Ct,se - Dt,se e ) 7 1- z Jt (at,s)
con
/ Qs

Qg sR Jm (am,n) Jm < R R3> i 75 s

Qo 2 e 2 Rs Ry
Ry = R; \ Ry (5.103)

ng 1- 752 I (Qm,n) S _ Sk

2 Oém,n ’ R3 R2

La resolucién del sistema de ecuaciones (5.92)), (2.93), (599, (&946), (E93), (G99),
(EI00) y (BEI02) se consigue mediante truncado, de manera que debe llegarse a un
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sistema de ecuaciones algebraico en el que el nimero de ecuaciones y de incognitas
coincida. En la seccién se han dado los detalles al respecto. Para el calculo del
TL se asume que sobre el silenciador incide una onda plana, y por tanto se tiene
A({ o = 1y el resto de coeficientes A,, ,, son nulos. En el conducto de salida se impone
una condicién anecoica, lo cual implica que F},, , = 0 para todo valor de m y n. De
esta manera se tienen 4(2t,0. + 1)(Smaz + 1) ecuaciones y 4(2mpmaz + 1) (Mmaz + 1)
incognitas para definir el campo actstico. El truncado de t,,42 ¥ Mimae @ un valor p
Y Smaz Y Mmaz & un valor ¢ permite obtener la solucién buscada. A partir de ésta,

puede calcularse el indice de pérdidas de transmision HE]
q .
> Ef,eiksonts ) (5.104)
n=0

En base a la referencia ], basta con utilizar Lz > 3R3 para garantizar un decai-
miento adecuado de los modos de alto orden asociados a la contraccién, de manera
que éstos tengan un efecto despreciable en la atenuacién.

TL = —20log (gg
1

Para llevar a cabo la validacién del planteamiento previo y estudiar el efecto de la po-
sicion relativa de los conductos de entrada y salida, se han considerado las geometrias
mostradas en la tabla 5.4l

Geometria  Ri (m) Rz (m) Rz (m) Lz (m) & (m) 03 (m) 0o

1 0.02  0.091875 0.02 0.3 0.045 0.045 ™
2 0.02  0.091875 0.02 0.3 0.045 0.045 /2
3 0.02  0.091875 0.02 0.3 0.0 0.0 0.0
4 0.02  0.091875 0.02 0.3 0.0 0.057661 0.0

TABLA 5.4: Dimensiones bdsicas de silenciadores de cdmara de expansion simple.

El indice de pérdidas de transmision de la geometria 1, obtenido mediante ajuste
modal y elementos finitos, se muestra en la figura Se comprueba que ambas
técnicas de modelado dan lugar a una atenuacién actustica practicamente idéntica en
todo el rango de frecuencias de interés. Cabe indicar que para la soluciéon obteni-
da mediante elementos finitos se ha utilizado un mallado de elementos tetraédricos
cuadraticos con un tamano de 0.0075 m en los tubos de entrada y salida y de 0.015
m en la cAmara. Para la solucién analitica se han tomado los valores p = ¢ = 5.

La figura [5.10] muestra el efecto de la posicién de los conductos de entrada y salida
en la atenuacion acustica. Se puede observar que la peor atenuacién corresponde a la
geometria 1, con los tubos de entrada y salida descentrados a 180 grados, debido a la
propagacién del modo asimétrico (1,0) a 1084 Hz. Esta situacién se corrige ubicando
el tubo de salida a 90 grados del tubo de entrada, de manera que ahora el conducto de
salida cae sobre la linea nodal del modo (1,0), y por tanto la atenuacién mejora hasta
que se inicia la propagacién del modo (2,0) a 1796 Hz. Para obtener una atenuacién
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Ficura 5.10: TL de cdmara de expansion simple, geometria 1:
, AM; +, MEF.

més favorable puede optarse por centrar los tubos de entrada y salida, caso que
corresponde a la geometria 3. Asi, el primer modo de alto orden que se propaga es el
modo axisimétrico (0,1), cuya frecuencia de corte es igual a 2256 Hz. Manteniendo el
tubo de entrada centrado y el de salida descentrado con la distancia éptima, esto es,
la linea nodal del modo (0,1), a una distancia del centro dada por 0.6276 R, se puede
observar como mejora la atenuacién actstica M]

11. Camara reversa

Se procede en esta seccién a presentar el modelado mediante la técnica de ajuste
modal de silenciadores de camara reversa, en los que los conductos de entrada y
salida estan ubicados en el mismo lado del silenciador. Esta configuracion se ha consi-
derado mediante el modelo de onda plana en la seccién 21021 asi como en la seccién
dedicada al método de elementos finitos.

La figura muestra una camara reversa de seccién transversal circular. A efec-
tos de modelado se comprueba que los elementos fundamentales son similares a los
considerados en el caso de la camara de expansién simple con la salvedad de que el
conducto de salida se encuentra en el mismo lado que el de entrada.

La presién acustica puede expresarse, para una onda progresiva cualquiera C' que
viaja en la direccién positiva de z en la cdmara central, a partir de la ecuacién (5.29)),
como
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Ficura 5.11: TL de cdmaras de expansion simple:
geometria 2; , geometria 3;

, geometria 1; ——,

, geometria 4.

Ly

—> A,
<—B,.

m— 5N
G S

FiGuraA 5.12: Silenciador de camara reversa.

LS
i Qg i
PC (7’2,0,2) :CO,Oe Jhoz + g CO,nJO ( R ’I"Q> eJkQ'O’"Z
2
n=1

(5.105)

oo oo
. -~ . o .
+ § : § : (Cnt,ne gmf + Cm,nejme) Im ( g,n T2> ejkz’m'"z

m=1n=0 2

y para una onda D que viaja en la direcciéon negativa de z como



5.3. METODO DE AJUSTE MODAL 177

oo
jk Qp, —iksom
PD (TQ; 0, Z) = Do7oe'j 0z + Z ‘DO,nJO ( RQn 7"2) e JK2,0,n%

n=1

oo oo
i _ i Ay, —i
+ Z Z (D;S,ne gm8 + Dm,nejme) Im ( gn TQ) € Jk2,mnz
2

m=1n=0
(5.106)

Se han separado las ondas planas de los modos de alto orden, y éstos a su vez se separan
en modos axisimétricos y asimétricos. El motivo es mostrar las diferentes variantes del
método y detallar al maximo las ecuaciones que se van a obtener mediante la técnica
de ajuste modal. Ademas, los modos de alto orden aparecen con el signo cambiado
en su numero de onda axial con el fin de que la expresion

2
kz,m,n = k% - (a;’;,n> (5107)

garantice la atenuacion exponencial de los modos evanescentes al aumentar z sin ne-
cesidad de utilizar la definiciéon doble del nimero de onda mostrada en la expresion

(BER3)). Si se utiliza la doble definicidn, la formulacién es més compacta pero las ecua-
ciones obtenidas no proporcionan tanta informacién.

La velocidad actstica axial U para las ondas C' y D se obtiene de la ecuacién de

Euler (Z47), como

1 . > N
UC (7’2, 0, Z) = — (kOCO,OeJkOZ — Z kZ,O,nCO,nJO <aRS’2 TQ) ejk2,0,nz

pow =
=3 kv (Cf e+ O ™) T <amvnr2> ejkz,m,nz>
) , Ry
m=1n=0
(5.108)
y
—1 j - (%)) .
U r 7972 - k D e]koz — k nD nJ ( ’nr )e_]kQ,Om,Z
D (72 ) pow<0 0,0 ;2,0, o.ndo R22
= D0 ko (D we™™ 4 Dy ™) I, (am’"m) e‘j’”’m’"z>
,m, , , Ry
m=1n=0
(5.109)

Para la aplicacién de la técnica de ajuste modal, es necesario plantear inicialmente las
condiciones de contorno a satisfacer por el campo acustico. En este caso, dado que no
hay conducto alguno en la seccion de la derecha, la condicién de pared rigida implica
que la velocidad actstica normal ha de ser nula, esto es
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(Uc (r2,0,2) + Up (r2,0,2))|,.—p, =0 en S (5.110)

En el lado izquierdo de la cdmara deben satisfacerse las condiciones de continuidad
de presion

(PA (Tlv ©1, Z) + PB (7‘1, ()0172))|z=0 - (PC (T’Q,O,Z) + PD (7‘2, 03 Z))‘z:o en Sl
(5.111)
(PE (T?n @3, Z) + PF (7"3, SDS»Z))lz:o = (PC' (7“2,9,2) + PD (Tg, 9, z))‘z:O en 53
(5.112)
De igual forma, para la velocidad se tiene

(UA (rla ©1, Z) + UB (rla @172))|Z:0 = (UC (TQ, 9, Z) + UD (7"2,6, Z))|z:0 en Sl

(5.113)

(UE' (7’3, ©3, Z) + UF (T3a Q03,Z))|z:0 = (UC (7’2, 03 Z) + UD (T2707 Z))|z:0 en S3
(5.114)
(Uc (12,0,2) +Up (12,0, 2))],_, =0 en So —S; — S5 (5.115)

donde S7, So y S35 son las areas de la seccién transversal en el tubo de entrada, la
camara y el tubo de salida respectivamente.

Teniendo en cuenta la propiedad de ortogonalidad para los modos de presién en la
camara ﬂA_AI, @, ], la condicién de velocidad nula en la seccién derecha del silen-
ciador expresada mediante la ecuacién (GII0) permite obtener de manera inmediata
la relacion entre los coeficientes de propagacién asociados a las ondas progresivas y
regresivas en la cAmara, que puede expresarse como

Dy o = Cpge7?Fol2 (5.116)

para el modo de propagacion plano, y

Df, = Cfel?h2esle - pDro= O eIk el (5.117)

para los modos de alto orden, con t = 0, 1, 2, 3, ..., coy s =0, 1, 2, 3, ..., o0,
excluyendo el término para el que t = s = 0.

El procedimiento a utilizar a continuaciéon sigue los pasos definidos anteriormente
para la camara de expansién simple. Obviamente, los aspectos relacionados con la
evaluacién de las integrales son similares, de manera que la informacién antes deta-
llada se utiliza de nuevo para la cAmara reversa.

Ajuste modal del campo de presiones

Para la condicién de presién expresada por la ecuacién (IT1), multiplicando ambos
lados de la ecuacién por J; (o sr1/R1)e/*?1dS e integrando en S, se obtiene para
t=0ys=0
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R? , R2
(49,0 + Bo o) 71 = Coo (1 +e770r2) 71
- 2k 0.0 Loy 12200
+ Z Cop (14 e72F20nb2) =27, (g .01 /R2) J1 (0, R1/R2)
’ Qon
N (5.118)
+ Z Z (Cf ™m0 4 O ™00 (1 4 32h2imin L)
m=1n=0
RoR
. #Jm (am,nél/R2) J1 (am,an /RQ)
Parat=0ys=1, 2, 3,..., 00
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ZC ]__|_ej2k20nL2)JO (aon51/R )040, 1/ 220(050, 1/ ;)
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+ Z Z (C;;,ne—jmeo + C;L’nejm‘%) (1 4 ej2k2,m,nL2>
m=1n=0
Rl/R2J6 (Oémle/RQ)

J Qo 7761 R2 Qmn )
( / ) (aOs/Rl) (057n,n/R2)

yparat=1,2 3,..., 00y s=0,1, 2, 3,..., 0o, queda

R? t?
(4t +85) 5 (1= = ) e

2 octs

oo

Ri/R5J, R//R
_ZCO,n 1+ej2k20"L2)Jt (aOndl/RQ) Qo,n 1/ 2 t(a0,n 1/ 2)

(ot,s/R1)* = (00,0 / R2)?

+ Z Z ( monImtt (mnd1/Ra) e—imbo 4 Con (*1)t Jm—t (am nd1/R2) ejmeo)

m=1n=0

O47’n7nR1 /RQJQ (am,an/R2)

. 1 + eijZ,m,n[Q
( (O‘I‘qS/Rl)2 - (am,n/R2)2

(5.120)

Considerando de nuevo la condicién de presién dada por la ecuacién (BITT]), multi-
plicando ambos lados de la ecuacién por J; (o sr1/R1) e 7%1dS e integrando en Sy,
se obtiene parat=1,2,3,...,00ys=0,1, 2, 3,..., o0
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_ _\ R t?
(At,s + Bt,s) 71 (1 - 3 ) Ji (at,s)
t,s

> . . / R
- Z Con (L4 e7?r20mb2) 3y (0,161 /Rs) donfi/Redy (QonFa/Re)

=1 (ar,s/R1)* = (0.0 /Ra)?
+ Z Z (C:%n (_1)t Jm—t (Qmnd1/R2) e Imbo 4 Crnndm+t (Qm,nd1/R2) ejm9o)
m=1n=0

O‘m,an/R2J; (am,an/R2)

. (1 + ei2k2mn L2 : -
(O‘t,S/Rl) - (O‘m,n/RQ)

(5.121)

Procediendo de manera idéntica al caso anterior, se multiplica ahora la ecuacion
(EIT2) de continuidad de presién en la contraccién por el modo de presién del con-
ducto de salida J; (o s73/R3) €/'%% y se integra en Ss, obteniéndose parat =0y s =
0

R2 . R2
(Eo,o + Fo,o) 73 = 0070 (1 Te J2koL2) 73

= - RoR
+3 Gy, (14 ei2hzonle) T2 30 (0 165/ Ro) J1 (00,0 R3/Ra)

n=1 ao,n

+ i i (C o+ Cop) (14 e7%k2mnl2)

m=1n=0
Ry R3

Qm,n

(5.122)

Jm (am,n63/R2) J1 (am,nR3/R2)

Parat=0y s=1, 2, 3,..., 0o, resulta

2

R
(EO,S + FO,S) ?3‘]0 (ao,s)

00 ,
. R3/RsyJ R3/R
- E OO,n (1 4 6J2k2,0,nL2) Jo (ao,n53/R2) Qo,n 3/ 22 0 (QO,n 3/ 3)
n=1 (Oéo,s/Rz;) — (Oéom/RQ)

+ Z Z (C;rt,n + C;’L,n) (1 + ej2k2,m,nL2)

m=1n=0

: Jm (am,n(SS/RZ)

(5.123)

am7nR3/R2J/0 (am,nRS/R2)
(0‘0,8/R3)2 - (am,n/RQ)z

yparat=1,2,3,..., 00y s =0, 1, 2, 3,..., 0o, queda
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R t2
(E;rs + FtJrs) 2 (1 - Oé2> Jt (at,s)
t,s

aonRs/RaJy (g0 Rs/Ro)

tnqg

OO n (1 + 6j2k2’0'"L2) Jt (Oto ”53/R2) 5 5
— ' ars/R3)” — (agn/R
o (e Re)” — {20/ Be) (5.124)
33 (Codmst (@ /o) + Cn (<) T (s / R2))
m=1n=0

am,nR3/R2J2 (am,nRS/RQ)
(at,S/R3)2 - (am,n/R2)2

. (1 + eijQ,m,n[Q

Ahora se multiplica la ecuaciéon (EIIZ) por J; (o sr3/Rs) e 7%3dS y se integra en
S3, dando parat=1,2,3,..., 00y s=0,1, 2, 3,..., o0

_ _\ R? t2
(Et,s + Ft, ) 9 (1 — a) Jt (Oét,s)

t,s

5

- /
= Z CO n (1 + ej2k2,0,nL2) J; (O‘O,n(SB/Rz) aO,nRS/RQJt (a07nR3/R2)

— ’ o s/ R 2 _(a n/ R 2

=i (ar,s/Rs)” — (a0,n/R2) (5.125)
+ 303 (G () Tt (mnB/Ra) + Cin It (Cmns/ o)

m=1n=0

Oém,nR?)/RZJ; (am,nR3/R2)
(at,S/R3)2 - (am,n/R2)2

(1 + k2 mnle

Ajuste modal del campo de velocidades

Deben considerarse ahora las ecuaciones de velocidad (5I13)-(GI15). Estas se mul-
tiplican por el modo de presién de la cdmara J; (o 572/ R2) €*?, la primera ecuacién
se integra en S, la segunda en S3 y la tercera en So — 57 — S3. Finalmente se suman
las tres integrales dando parat =0y s =0

(Ago — Boo) BRI+ (Ego— Foo) B3 = Co (1 - e~2kol2) R3 (5.126)

que no es mas que la ecuacién de continuidad de flujo volumétrico asociada a un
modelo de onda plana.

Parat=0y s =1, 2, 3,..., 0o, se tiene
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RoRy
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Q,s
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- Z k3,o,n (Eo,n - Foyn) Jo (Oé(),s53/R2) R3

n=1

- Z Z kS,m,n ((E:r_z,n - Fnt,n) + (E;L,n - FTZ,n))Jm (a0,863/R2) %4
m=1n=0
: R2
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2
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a07SR—1J0 (co,n) T <aRo’é Rl)
- ‘; — 2 (5.128)
0,n - 0,s
< Ry ) < Ry )
0,5 - I (@) T (O‘RO’SR )
2= — 2 (5.129)
mn\"_ (0
(e) - (%)
ao7s%alo (co,n) T <aR0°S R3)
- 2 — 2 (5.130)
0,n _ 0,s
< R ) < Ry )
Q05 =2 T (o) T [ 222 R
" Ro ’ R
Ry = . ! (5.131)

yparat=1,2,3,..., 00y s =0, 1, 2, 3,..., 0o, queda
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Qo,n o At s Am,n - At s
(%) (%) (%) - (%)
at,s%JO (aO,n) JIO (0}5%,5 RS) at,s%Jm (am,n) J'lrn (0}5;,5 R )
Ry = 2 2 Rg = 2 2 (5.134)

2 2 ’ 2 2
Qo,n _ Qi s Qmn _ Ot,s
(%) - (%) (%) - (%)
Para las condiciones de velocidad dadas por las ecuaciones (LI13)-(EI15]), multipli-
cando ambos lados de las ecuaciones por J; (o 572/ R2) e IS, integrando la ecua-

cién [IT3) en Sy, la ecuacién (BIT4) en S; y la ecuacién (BITH) en So — S1 — S3, v

sumando las tres se obtiene parat=1,2,3,..., 00y s=10, 1, 2, 3,..., 00
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RoRy
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En todas las ecuaciones previas los niimeros de onda axiales vienen dados por

2

Kt mn = || K2 — (ag1”> (5.136)
o 2

R ( g;) (5.137)
a 2

k3.mm = kg—( g;) (5.138)

Validacién

La validacion del modelo desarrollado mediante ajuste modal para el silenciador de
camara reversa se lleva a cabo mediante la comparacion con resultados obtenidos
mediante elementos finitos. La evaluacién del comportamiento actstico se lleva a
cabo de manera similar al caso de la camara de expansién simple. Se asume que
al silenciador llega una excitacién dada por una onda plana incidente A,, ,, de valor
unidad, y en la salida la condicién de contorno es una impedancia anecoica, de manera
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que ahora se verifica que E,, , = 0 para todo valor de m y n. El sistema de infinitas
ecuaciones (L.II8)-(E125), (GI120)- (127), (I132) y (BI35) se trunca para obtener un
problema con un numero finito de incégnitas. Dados los valores de t00 = Mmaz = P
Y Smaz = Mmaz = ¢ se tiene 3(2p + 1)(q + 1) ecuaciones e incdgnitas, que en concreto

son B,, ., Cp, , v F,, ,. Tras su evaluacién se obtiene el TL, dado por

q
F07oejk0(*L3) + Z Foﬁne*jk:s,o,n(*Ls)

n=1

TL = —-20log (gg
1

) (5.139)
Si se considera que p = 0y ¢ = 0 en la ecuaciones (B.118), (E122) vy (BI124), se

obtiene, con R; = Rg,

1 2
TL =10log (1 + 1 (?) tan2(k0L2)> (5.140)
1

que es obviamente la férmula del TL de una cdmara reversa para onda plana dada
por la expresién ([2:280).

La tabla muestra las caracteristicas de las geometrias utilizadas para llevar a
cabo la validacién y para estudiar el efecto de la posicion de los conductos de entrada
y salida.

Geometria Ry (m) Rz (m) Rs(m) La(m) 61 (m) J3(m) 0o

1 0.02  0.091875 0.02 0.3 0.045 0.045 T
2 0.02  0.091875 0.02 0.3 0.045 0.045 /2
3 0.02  0.091875 0.02 0.3 0.0 0.045 0.0
4 0.02  0.091875 0.02 0.3 0.0 0.057661 0.0
5 0.02  0.091875 0.02 0.05 0.045 0.045 ™
6 0.02  0.091875 0.02 0.05 0.045 0.045 /2
7 0.02  0.091875 0.02 0.05 0.0 0.045 0.0
8 0.02  0.091875 0.02 0.05 0.0 0.057661 0.0

TABLA 5.5: Dimensiones bdsicas de silenciadores de camara reversa.

Las figuras mostradas a continuacién presentan los resultados obtenidos para las geo-
metrias de la tabla anterior. El indice de pérdidas de transmisién de las geometrias 1y
5, obtenido mediante ajuste modal y elementos finitos, se muestra en la figura[5.13l Se
comprueba que ambas técnicas dan lugar a una atenuacion acustica idéntica en todo
el rango de frecuencias de interés. Las mallas de elementos finitos utilizadas para la
validacion estan formadas por elementos tetraédricos cuadraticos cuyo tamano varia
entre 0.0075 m en los conductos de entrada y salida y 0.015 m en la camara. Para el
modelado analitico se consideran los valores p = ¢ = 5.

La figura [5.14] presenta una comparacién de las geometrias 1, 2, 3 y 4. Se trata de
una camara reversa larga, con vistas a analizar en este caso el efecto de la posicion de
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F1GuraA 5.13: TL de cdmaras reversas:
+, idem, MEF;

, geometria 1, AM;
, geometria 5, AM; +, idem, MEF.

conductos. Se observa el comportamiento tipico de cdmaras reversas de cierta longitud

|, con resonancias de cuarto de onda claras hasta la propagacién de modos de
alto orden, momento a partir del cual la evolucién del TL es maés irregular y menos
adecuada desde el punto de vista de atenuacién de ruido. Puede comprobarse que la
peor configuraciéon corresponde al caso de ambos conductos descentrados a 6y = 180°
(geometria 1), como consecuencia de la propagacién del modo (1,0). Esta situacién
se resuelve parcialmente modificando el descentrado a 6y = 90° (geometria 2), con
lo cual se retrasa la apariciéon de modos de alto orden hasta el modo (2,0). Para
obtener una atenuacién més favorable (zonas de resonancia) en un rango de frecuencia
mayor, puede optarse por centrar el tubo de entrada (geometria 3), con lo cual dicho
conducto cae sobre la linea nodal de los modos previos y se restringe su propagacion.
Asi, el primer modo de alto orden que se propaga es el modo axisimétrico (0,1), cuya
frecuencia de corte es mayor. Manteniendo el conducto de entrada centrado y el de
salida descentrado con la distancia 6ptima (linea nodal del modo (0,1) a una distancia
del centro dada por 0.6276R5), se puede observar como mejora el T'L @]

La figura 510l muestra la comparacién de las geometrias 5, 6, 7 y 8, correspondientes
a una camara corta. Ahora el comportamiento es de tipo cipula de atenuacién debido
a la propagacién diametral, y de nuevo los comentarios previos son aplicables en el
sentido de que la configuracién con entrada centrada limita la propagacion de modos
de alto orden, sobre todo con el descentrado éptimo.
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Ficura 5.14: TL de cdmaras reversas:
, geometria 3;
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FIGURA 5.15: TL de cdmaras reversas:
. geometria 7;

, geometria 5;
, geometria 8.

, geometria 6;

1. Camara con doble salida opuesta

El comportamiento de esta configuracion puede variar desde el asociado a una camara
de expansién simple hasta el de una camara reversa. La utilizaciéon de doble salida
permite reducir la pérdida de carga y el ruido asociado al flujo M] La figura
muestra la geometria de un silenciador con dos salidas en lados opuestos, asi como
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la nomenclatura bésica asociada. Si se consideran por separado las regiones 1, 2 y 3,
se tiene una camara reversa. Con los conductos 1, 2 y 4 se dispone de una cadmara
de expansion simple. Ambas configuraciones son por tanto casos particulares de la
geometria analizada en esta seccion.

Ly

|:'|> Am,n 21
L
<:\:| Bm,n

_>22 |:> Cm,n

<— Dmn
|:> Em,n _»ZS
<—Fmn

Ls Lo Ly

Fi1GURA 5.16: Silenciador con doble salida opuesta.

El tratamiento de este tipo de silenciador utiliza las ecuaciones obtenidas en el mode-
lado de la cdmara reversa, anadiendo las ecuaciones necesarias para la consideracion
de la presencia de la segunda salida. Debe tenerse en cuenta que ahora se tienen dos
coeficientes de propagacién adicionales al incluir el segundo tubo de salida. De esta
manera, las condiciones de contorno a verificar por el campo actstico son las que se
muestran a continuacién. Se consideran en primer lugar las condiciones que afectan
al campo actstico en la zona de la izquierda (expansion de la entrada y contraccién
de la salida en el mismo lado). Para las presiones, la continuidad asociada da lugar a

(PA (’/‘17 ©1, 2’2) + Pp (7‘1, ©1, 22))|z2:0 = (PC (7’2, 0, 2’2) + Pp (’I"g, 0, 22))|z2:0 en Sp
(5.141)
(PC (T27 97 22) + PD (7’2, 0, 22))‘22:0 = (PE (7’3, @3, 2’2) + PF (T3, @3, 22))|22:O en Sg,
(5.142)
La continuidad de la velocidad actstica axial permite escribir, para la zona de tran-
sicién entre conductos y camara central

(UA (T1,§01,22) + UB (7‘1,(,01,2’2))|z2:0 = (UC (T279722) + UD (7‘2,9,2’2)”22:0 en Sl
(5.143)

(UE (3,93, 22) + Ur (T37<P3,22))|Z2:o = (Uc (r2,0,22) + Up (T279722))|z2:() en Ss
(5.144)
En la placa lateral izquierda, la condicién de pared rigida se expresa como
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(UC (T2,9722)+UD (T27972’2))|22:0 =0 en S2 751 753 (5145)

En la zona de contraccién (seccién asociada al segundo tubo de salida), las condiciones
de contorno de presién son

(Pc (r2,0,22) + Pp (r2,0,22))|,,_1, = (P (T4, 4, 24) + Pu (14, a1, 21))|,,—¢ €n Sa
(5.146)
Las condiciones de velocidad se escriben como

(Uc (r2,0,22) + Up (12,0, 22))|,—1, = (UG (T4, 4, 24) + Un (14,04, 24))|,,_ €n Sa
(5.147)

(UC (7‘2, 9, ZQ) -+ UD (7’2, 0, ZQ))‘Z2=L2 =0 en SQ — S4 (5148)

S1, 52, S3y Sy son las areas de la seccion transversal en el tubo de entrada, la camara,
el primer tubo de salida y el segundo tubo de salida respectivamente.

Ajuste modal de la presion en la entrada

Con el fin de obtener un sistema algebraico de ecuaciones cuyas incognitas sean los
coeficientes de propagacion Am,n? B’m,n’ Om,n? D7n,n7 Em,’rw F’m,n’ G?n,n y Hm,n’
se procede a multiplicar la ecuacién (G141 de continuidad de presién por el modo
de presién del conducto de entrada J; (au s71/R1) e’ y luego se lleva a cabo la
integracién en S7. Parat = 0 y s = 0 se obtiene

R2 R2
(A00+Boo) 5 (Coo+Doo) 5
+ Z (CO,VL + DO,?L) %

0,n

Jo (ap,nd1/R2) J1 (cv,nR1/R2)

n=1

3 3 (Ot D)7 4 (Gt D) )
m=1n=0

Ry Ry
Qm n

Parat=0ys=1, 2, 3,..., 00

(5.149)

Jm (am,n(;l /RQ) Jl (am,an/R2)

R2
(AO,S + BO s) ?1‘]0 (040,3)

Oéo,an /RQJ6 (Oéo,an/R2)
(a0,s/R1)” — (a0.0/R2)”

£33 (ot D) €97 4 (Cop + D) )

m=1n=0

“Jm (am,nél/RZ)

Z (Co.n + Do) Jo (@0,001/ Ro)
! (5.150)

am,an/R2J6 (Oém,an/Rg)
(ao,s/R1)2 — (O("L’n/Rg)Q




190 MODELADO ANALITICO MODAL MULTIDIMENSIONAL DE SILENCIADORES

yparat=1,2, 3,..., 00y s =0, 1, 2, 3,..., 0o, queda

R? t?
(4t + 82 5 (1= = ) e

2 ozt s

aonR1/R2J; (g.nR1/R2)
(O‘t,S/Rl)Z - (O‘O,n/RQ)z

A R1/RaJ; (m nR1/R2)
(at,S/R1)2 - (am,n/R2)2

Qo R1/RaJy (m nR1/R2)

(O‘t S/Rl) (am,n/R2)2
(5.151)

M

(Co. + Do) It (a0,n61/R2)

3
Il
—

((C;rl,n -+ D;rl,n) Jm+t (O[myn(sl/Rg) efjm91)

n
[M]¢
[M]¢

3
I
_
3
Il
o

+ D, ) (=1)" Tyt (Qtm.nd1/Rs2) eJm91>

_l’_
[M]¢
WK
—
3
3

3
Il
-
3
Il
o

Repitiendo el procedimiento con el modo J; (ay 571 /R1) e 7%, con t = 1, 2, 3,..., 00
ys=20,1, 2 3,.., oo, se obtiene

_ _\R? t2
(At,s + Bt,s) 71 <1 - a%"s) Jt (at,s)
- wR1/RaJ, (qo.nR1/R
= Z (Co.n + Do) Ji (a0,n01/R2) ot/ 22 t (o,nfh/ g)
o1 (ar,s/R1)” = (@o,n/R2)
N —q man/RZJ/ (am an/R2)
+ Ch o+ DE ) (=) Tonet (61 /Ry) e 3m01 ) 2o t \%m,
mz::u;) (( ’ ») ) (ot,s/R1)? = (Qimn/ Ra)?
e Y _ mos Qo R1 ) RoJ) (i R/ Ro)
+ Om n + Dm.n Jm+t (amﬂbal /R2) ejmt91 : :
7712221712:;) (@, ») ) (at,s/R1)? = (m,n/R2)?

(5.152)

Ajuste modal de la presién en la primera salida

En la zona del primer tubo de salida, siguiendo un procedimiento analogo al anterior
se obtiene, de la ecuacién (BI42)), parat =0y s =0

R? R?
(Eo o+ I 0) 73 = (0070 + Do,o) 73

R2 R3

0,n

Jo (o,n03/R2) J1 (g, R3/R2)

Z CO nt DO n
=t (5.153)

o0

+ 33 (G + D)+ (Con + Din )

m=1n=0
RoR3

Qm.n

Jm (am,n63/R2) J1 (am,nR?)/RZ)
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Parat=0ys=1, 2, 3,..., 00

2

R
(EO,S + FO,S) 73‘]0 (ao,s)

- Z (CO,n + DO,n) JO (O[O,n(SS/RQ)

n=1

ao,nR3/RaJ( (a0, R3/Ro)

(<Jéo,s/R3)2 - (ao,n/R2)2
. (5.154)

+ 3N (G + D)+ (Co + D)

m=1n=0

o R/ RaJg (0 n B3/ R
“Jm (am,n53/R2) > 3/ 22 0 ( , 3/ 22)
(a0,s/Ra)” = (am,n/R2)

Parat=1,2,3,..., 0y s =0, 1, 2, 3,..., 00, queda

+ L B3 £
(Et,s + Ft,s) 7 1— a2 Jt (O{t,s)
t,s

ao.nRs/RaJ; (g.nRs/Ra)
(r,s/R3)* = (a0.n/Ra)?

Qm.nRs/RaJy (m nR3/ R2)
(at’S/RS)z - (am,n/R2)2

Qm.nRs/RaJy (m nR3/ R2)
(at7S/R3)2 - (O‘m,n/R2)2

M

(CO,n + DO,n) Jt (aO,n(SB/RZ)

3
Il
—

"
M2
M2

((Cr—;,n + D;;,,n) Jm+t (am’n53/R2))

3
Il
-
3
Il
=

n
WE
WE

((Cﬂ_"b,n +D,, ) (—1)" Ty (Oém,n53/Rz))

m=1n=0
(5.155)
y
_ _\ R? 2
(Et,s + Ft,s) ?3 <1 - 0¢t2,‘5> Jt (at,s)
= a0 nRs/RoJ, (g nR3 /R
= (Cop+ Dy,) It (a0.n0s/R) onfla/ 2 : (@0 Bs/ 3)
=1 (at,s/R3)” — (ao,n/R2)
o N O R3/ RoJ} (O B3/ Ro)

+
(]
(]

o+ T Y (=1) Tt (Qmn03/Ro 2 2
(( m,nJrDm,n)( 1J (am.nds/ R )) (at,s/R3)” — (m.n/Ra2)

m=1n=0

> > _ _ (6779 nRS/RQJ; (am nRB/R2)
+ Cmn+Dmn Jm (am7n6 /R) : -

2, 2 (ot Do) s (oo R ™

(5.156)

Ajuste modal de la velocidad en el lado izquierdo

Para las condiciones de velocidad expresadas en las ecuaciones (0.143)- (0145, multi-
plicando ambos lados de las ecuaciones por J; (o s72/R2) e’t%dS, integrando la ecua-
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ciéon (BEI43) en Sy, la ecuacién (BI44) en S3 y la ecuacién (BI4H) en So — S; — S3 y

sumando las tres, se obtiene parat =0y s =0

(Ao,o - Bo,o) R? + (Eo,o - Fo,o) R% = (Co,o - Do,o) R% (5.157)

que es la ecuacion de continuidad de flujo volumétrico del modelo de onda plana.
Parat=0y s=1, 2, 3,..., 0o, se tiene

RoR
27 5

ko (Ago — Boyo) o (0,501 /R2) J1 (ovo,s R1/ R2)

- Z kl,o,n (Aoyn - Bo,n) Jo (010,551/32) ¥

n=1

_ Z Z ktmn (A0 = B ) + (A = Bron) ) Jm (0,501 /R2) Re

m=1n=0

RoR.
+ ko (Eo,o - Fo,o) 23

Q. s

Jo (v0,s03/R2) J1 (00,5 3/ R) (5.158)

~ > k30 (B — Fyn) Jo (a0,603/ Rz) R

n=1

- Z Z k3mn ((E;;n — F;fbn) + (E;m — Fn:’n))Jm (v,503/ R2) Ry

m=1n=0

R3
= —ka2,0,s (C(),s - Do,s) 7J0 (@0,s)

donde
R s
ao,sFlJo (0.n) Jo <aRO’ Rl)
R, = 2 . z (5.159)
Qo,n . Q,s
( Ry ) ( Ry )
ao,S%Jm () T, (OE’SR )
Ry = 2 . 2 (5.160)

R s
Oéo,stgJo (co,n) T <ao7 Rs)
Ry = 2 . (5.161)

Ry = 2 (5.162)
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yparat=1,2,3,..., 00y s=0, 1, 2, 3,..., 0o, queda

RoR;y

t,s

Ji (e 501/ Ro) J1 (s R1/R2)

(k’o (Ao,o - Bo,o)

- Z k10 (Ao — Bo,p) Jt (0,501 /R2) R

n=1
- Z Z kl,m,n ((A;‘l;l’n - Brjy;n) Jt+m (at,sal/RQD%G
m=1n=0
- Z Z kl,m,n ((A;L7n - B';L,TL) (_1)mJt—m (O‘t,sdl/R2))m6> ejt01
m=1n=0
Ralts 5.163
+ | ko (Eoo — Foo) . Ji (ay,s63/R2) J1 (cu,sR3/R2) (5.163)

- Z k3,(),n (Eo,n - Fo,n) Ji (Oét,s53/R2) R

n=1
_ Z k?,}m,n ((E;:,,n - F;,tn> Jter (at’sag/Rz))%s
m=1n=0
=222 K (B = Frun) (51 (Oét,s53/Rz))§R8> eIt
m=1n=0
R2 12
= —kzps (Gl = D) 72 (1 T2 ) J7 (o)
t,s
donde
[e% S
Oét,sRl JO (aO,n) J6 < Rt Rl)
Rs = ’ 3 : (5.164)
Qo,n . Qs
( Ry ) < Ry )
Oét,s%t]m (Oémm) J;n (O;,SR >
Ro = ; 3 (5.165)

R T
Ott,sR*SJo (a0,n) Jo < Rt Rs)
Ry = 2 2 (5.166)

2 2
Qon o Q. s
( R ) ( Ry )
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R
Qs

, Ri’Jm () I, (O‘”Rg>
Rg = 2 (5.167)

2 2
am,n _ at,s
( R ) (R2 )

Para las condiciones de velocidad dadas por las ecuaciones (B.143)-(5145), multipli-
cando ambos lados de las ecuaciones por J; (ay s72/Ro) eI, integrando la ecua-

cién ([I43) en S, la ecuacién (BI44) en Ss y la ecuacién (BI45) en Sy — S1 — S3 v
sumando las tres, se obtiene parat =1, 2, 3,..., 0oy s =0, 1, 2, 3,..., 00

RoR
<k0 (Ao — Boyo) %Jt (cv,501/R2) J1 (s R1/R2)
- Z k10.n (AO,n - BO,n) Ji (0,501 /Ra) R
n=1
Z Zklmn mn B:rrl,n) (_1)m‘]t7m (Oét,s51/R2))§R
m=1n=0
- Z kl!m»” ((A;m,n - B;z,n) Jter (at,sél/R2))%6> e—jt91
m=1n=0
1o It 5.168
+ | ko (Eo o — Foo) . Ji (u,503/ R2) J1 (o s R3/ Ra) (5.168)
- Z k3o (Eon — Fo ) It (,603/Ro) R
n=1
o Z Z k37m n ((E+ Fnt n) (_l)mJt—m (atsdg/Rz))%
m=1n=0
- Z Z k37m n ((E;v, n F;Lm) Jttm (O[t,saB/RQ))%g) e Ith
m=1n=0

_ _\ R3 2\ o
= —kays (Ct,s - Dt,s) o 1- a2 Ji (O‘t,s)

t,s

En las ecuaciones previas los nimeros de onda axiales vienen dados por las expresiones

(G.136)- E.133).

Ajuste modal de la presion en la segunda salida

Utilizando un procedimiento analogo al descrito previamente, de la condicién de pre-
sién dada por la ecuacién (BI40) se obtiene parat =0y s =0
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i 2
(Go,o + Ho,o) % = (Coﬁoe*jkoLz + DO’OejkoLz) %

= RoR
2 4J0

+ Z (Co,neij’O’"Lz + Do,ne_jkz’o'"h) (0,n04/R2) J1 (0,n R4/ R2)

QQo,n,
o o0 . |
* Z Z ((C;;’n + C;lan) eﬂk2,m,nL2 + (D:;L,n + D;L,n) eijkg'manz)

 RoRy

Qm,n

Im (am,n54/R2) J1 (Oém,nR4/R2)
(5.169)

Parat=0ys=1, 2, 3,..., 00

2

R
(GO,S + HO,S) 74‘]0 (ao,s)

ao,nRa/RaJg (g0 Ra/Ro)
(040,3/34)2 - (Oéo,n/Rz)2

[e )
=Y (Co e omt2 4 Dy e Ih20nt2) Jg (ag,,04/ Ro)
n=1

(o) o0
-5 S (O ) Fmt 4 (D + D) ot

m=1n=0

am,nR4/R2J6 (am,nR4/R2)

O ) R — (o )

(5.170)

Finalmente, parat =1, 2, 3,..., coy s =0, 1, 2, 3,..., 0o, queda

+ 1+ B £
(Gt,s =+ Ht,s) 7 1- ag Jt (at,s)
t,s

ao,n R/ RaJ; (a0, Ra/Ro)
(ovt,s/Ra)? = (a0,n/R2)?

M

(Co’nejkz,o,nlzz + Do’ne—jkgong) Jt (ao’n54/R2)

=

g il

o0

+ Z Z ((C,Tl,nejkmﬂz + D e ikzmanla) I (g 04/ Ra)

m=1n=0
+ (07;7nejk2,m,nL2 + D:n,ne*jkzm,nla) (71)15 Jm—t (am7n54/R2)>

) a'rn,nR‘l/RQJw/f ((sz’nR4/R2)
(at,s/R4)2 - (am,n/R2)2

(5.171)
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_ _\ R} t2
(Gt,s + Ht,s) 74 <1 - ag) Jt (at,s)

t,s
ao,nR1/RaJ; (a0 nRa/Ro)
(ovt,s/Ra)? = (a0,n/R2)?

M

(Co’nejkz,o,n[Q + Doﬁnefjkz,ong) Jt (ao’n54/R2)

o0

303 (Gt g D e ) (1) D s/ )

m=1n=0
+ (C’;%nejkz,m,an + D;Lme*jlw,m,nLa) Tt (am,n54/R2)>

. am,nRéL/RQJ; (am,nR4/R2)
(at,S/R4>2 - (am7n/R2>2

(5.172)

Ajuste modal de la velocidad en el lado derecho

Para la condicién de velocidad en la contraccién, a partir de las ecuaciones (5.147) y
(BEI48)), se obtiene parat =0y s =0

(G070 - Ho,o) R} = (Co’oe_jkoL2 - DO,OejkOLQ) R3 (5.173)

que es la ecuacién de continuidad de flujo volumétrico asociada a un modelo de onda
plana.

Parat =0y s=1, 2, 3,..., oo, resulta

) ) R2
k20,5 (Co7sejk2,o,sl2 _ D07sefjk2,o,sl2) 72Jg (a078)

RyR
= —ko (GO,O - Ho,o) 042 =

Jo (Olo,554/R2) J1 (040,534/32)

0,s

+ Z kaom (Gom — Hy,) Jo (00,604/Ra) Ro

n=1
+ Z Z k4 mn ((ann — H:rrm) + (Gfmn - H;%n))n]m (v,504/R2) 1o
m=1n=0
(5.174)
donde
R s
Oéo,stzlJo (0,) Jg <aRO’ R4)
Ry = 2 2 (5.175)

2 2
Qo,n o Q,s
( Ry ) ( Ry )



5.3. METODO DE AJUSTE MODAL

Parat =1, 2, 3,...,

En dltimo lugar se obtiene, para t = 1, 2, 3,...,

con

+ LJk

= —ko (Go,o - Ho,o) ar,

Lo

QQ,s
9 R2

&J () J0, (

Qs

Ry

)

(a

oys=0,1,2 3,.., 00

+ a—Jk2,t,s L2
- Dt,se e )

RaoR

4

) (%

L5}
2

Jf (,504/R2)J

5

t2

1— ——
(-7

t,s

) JZ ()

1 (0o, sRa/R2)

+ Z ko (Gop — Hyp) It (0t,504/ Ra)R11

n=1

+ i i ki mon ( (G

m=1n=0

+ (G

k?,tﬁs (CESeJkQ.t,s

= —ko (Go,o - Ho,o) a,

Lo

m,n

_ D o dk2tsLl2
Dtyse s )

RoR

Ht o) Jigm (o, s04/Ra)

) (_l)m Jt—m (t,504/ R2) ) Ri2

4

L5}
2

+ Z kom (Gopm — Ho) It (0,604/ Ro)R1s

n=1

+ i i kamon ( (G

m=1n=0

+ (G

Ri1

Ri2

n H::L,n) (_

t2

1— ——
OF:

Jt (cv,504/R2) J1 (ot s Ra/R2)

t,s

Hpn) Jim (@s04/ Ro) ) R1a

at,s

Ry
EJO(

Olo’n) J6

(

Ry
O‘t,si

Ry

Qon
Ry

Jm (Qmn) I, (

(

Qm,n

Ry

xys=0,1,2 3,.., 00

)3t (a

l)m Jt—m (at7564/R2)
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(5.176)

(5.177)

(5.178)

(5.179)

(5.180)
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R [ Qs
Oét,stzlJo (ao,n) Jg < Rt R4)
Rz = 2 2 (5.181)

2 2
Qo n N Qs
( Ry ) ( Ry )
R

= 2 (5.182)

Caracterizacién del silenciador

La evaluacion del indice de pérdidas de transmisién se consigue asumiendo que sobre
el silenciador actia una excitacién dada por una onda plana incidente 4, de valor
arbitrario, que por comodidad puede tener amplitud unidad. En las dos salidas se
supone que la terminacién es anecoica, lo cual implica que no se produce reflexion
alguna, de manera que F,, , = H,, , = 0 para todo valor de m y n. De las infinitas
ecuaciones e incégnitas presentes en las ecuaciones (B149)-([(EI5]), (EI63), (GI68)-
GBI vy EIT0)-(EI1), se reduce la dimensién del problema mediante truncado.
Para valores méximos de ¢ y s dados por tmae ¥ Smaz, Se dispone de 5(2t,,4. +
1)(Smazx + 1) ecuaciones, y para valores maximos de m y n denotados mediante 1,44
Y Nmaz, S€ tienen 5 (2myan + 1) (Nmaee + 1) incégnitas, asociadas a los coeficientes
de propagacion B,, ,,, C,, ,, D, s F,, vy G, . Haciendo timee = Mpmaz = py
Smaz = Mmaz = (¢, se logra un sistema de ecuaciones algebraico a partir de cuya
soluciéon puede obtenerse el TL mediante la expresién

2
TL = —10log < (?)
1
R\ 2
" (m)

Si se desea obtener los resultados asociados al modelo de onda plana basta con hacer
p =0y g =0 en la ecuaciones anteriores.

2
q
F, Oejko(—Ls) + Z F, ne—jks‘o,n(—L:s)

n=1

, (5.183)

q
Oe—Jk0L4+§ Go’nejk4,o,nL4

n=1

Go

)

Para validar el desarrollo previo y estudiar el efecto de la posicién de los conduc-
tos, se consideran las geometrias detalladas en la tabla (5.6l Todas se caracterizan por
tener las dimensiones Ry = R3 = R4 = 0.02 m, Ry = 0.091875 m, L, = Ly = Ly =
0.1 m y Ly = 0.3 m. Las diferencias vienen dadas por la distinta ubicacién de los
conductos de entrada y salida. Para la validacién se toma como referencia la solucion
proporcionada por el método de elementos finitos. La malla utilizada para efectuar
la validacién tiene un tamano aproximado de elemento de 0.0075 m en los conductos
de entrada y salida asi como en las zonas de la cdmara cercanas a la expansiéon y
las contracciones, y 0.015 m en el resto del dominio. Los elementos utilizados para
realizar el mallado son tetraedros cuadraticos. Para la solucién analitica, y como en
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los casos anteriores, se toman los valores p = g = 5.

Geometria 01 (m) 03 (m) 04 (M) 01 04
1 0.045 0.045 0.045 m 0.0
2 0.045 0.045 0.045 =w/2 0.0
3 0.045 0.045 0.045 7/2 T
4 0.057661  0.057661 0.057661 ™ 0.0
5 0.057661 0.057661 0.057661 7/2 0.0
6 0.057661 0.057661 0.057661 /2 m
7 0.0 0.045 0.045 0.0 0.0
8 0.0 0.057661 0.057661 0.0 0.0
9 0.0 0.07 0.07 0.0 0.0

TABLA 5.6: Dimensiones basicas de silenciadores con doble salida opuesta.
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La figura [5.17 muestra la comparaciéon de los resultados del modelo analitico y de
elementos finitos para la geometria 1. Se comprueba que existe una concordancia
excelente entre ambos modelos en todo el rango de frecuencia de interés. El modelo
analitico predice de forma correcta todas las particularidades del TL, incluyendo de
forma precisa los efectos de la tridimensionalidad del campo acustico.

30 T T

TL (dB)

0 500 1000

Ficura 5.17: TL de silenciador con doble salida opuesta:

1500

2000

Frecuencia (Hz)

+, tdem, MEF.

2500 3000

, geometria 1, AM;

La figura [5.18 considera tres configuraciones en las que las distancias de descentrado
son las mismas para los tres conductos, dadas por §; = d3 = d, = 0.045 m, y varia el
angulo relativo de éstos. Tal como muestra la figura [5.16] la referencia angular se ha
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tomado (sin pérdida de generalidad) en el conducto de salida 3. Resulta evidente que
cuando la entrada estd a 180° (geometria 1), se obtiene la peor atenuacién, debido a la
propagacién del primer modo asimétrico (1,0). Este comportamiento mejora ubicando
la entrada a 90° (geometrias 2 y 3), lo cual aumenta las prestaciones del silenciador
hasta el inicio de la propagacién del modo asimétrico (2,0). Se observa que el cambio
de 64 = 0.0 a 6, = m no produce cambios significativos en la atenuacion.

40 T T T T T

L (dB)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FIGURA 5.18: TL de silenciadores con doble salida opuesta:
geometria 2; , geometria 3.

, geometria 1; =——,

La figura considera, como en el caso anterior, tres configuraciones de silenciador
en las que la distancia de descentrado es la misma para los tres conductos, y varia
el dngulo relativo de éstos. Ahora la distancia de descentrado es 0.6276 R m, @],
es decir, los conductos estdn ubicados en la linea nodal del modo axisimétrico (0,1).
Resulta evidente que cuando la entrada estd a 180° (geometria 4), se obtiene la peor
atenuacién, debido a la propagacién del modo asimétrico (1,0). Esta situacién se
corrige si se mueve el conducto de entrada, formando un angulo de valor 90° respecto
al conducto de salida 3, de manera que la atenuacién mejora hasta que se inicia la
propagacién del modo asimétrico (2,0). Por tanto el comportamiento es practicamente
idéntico al observado en la figura El hecho de utilizar la distancia 0.6276 R
no garantiza una buena atenuacion debido a que el descentrado hace que se estén
excitando los modos (1,0) y (2,0), cuya frecuencia de corte es inferior a la del modo
(0,1).

La figura 520 considera el efecto de mantener la entrada centrada. Se busca que dicho
conducto permanezca en la linea nodal de los dos primeros modos de alto orden,
responsables de la caida del TL. Las salidas estan descentradas y 64, = 0. Ahora
si resulta muy util la utilizacién de la distancia de descentrado éptima con la que la
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40 T T T T T T
351 b
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FIGURA 5.19: TL de silenciadores con doble salida opuesta:
geometria 5; , geometria 6.

, geometria 4; ——,

atenuacion mejora claramente hasta la propagacién del primer modo axisimétrico, tal
como se muestra en la figura En ésta puede observarse que la linea azul supera
a la roja en todo el rango de frecuencias altas, y es ligeramente superior a la negra al
menos hasta la propagacién del primer modo axisimétrico.

40 T T T T ' T

35F

L N
oy

1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

(dB

Frecuencia (Hz)

FIGURA 5.20: TL de silenciadores con doble salida opuesta:
geometria 8; ——, geometria 9.

., geometria 7; =—,
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Se considera ahora la situacién en la que de partida, el silenciador incluye el conducto
de entrada y de salida en el mismo lado. Las dimensiones asociadas son R; = R3 =
0.0268 m, Ry = 0.091875 m, Ly = 0.3 m, 5y = 0 m y d3 = 0.057661 m (6ptimo). Se
estudia el efecto de anadir la salida en el lado opuesto, para varios valores de radio de
conducto que se detallan en la tabla [5.7, con el descentrado dado por d, = 0.057661
m (6ptimo) y 64 = 0°.

Geometria R4 (m)

10 0.0
11 0.005
12 0.01
13 0.015
14 0.02
15 0.0268

TABLA 5.7: Geometrias consideradas para analizar el efecto de la adicion de la
sequnda salida en el lado opuesto a la entrada.

La figura [5.2T] muestra el efecto de la adicién de la segunda salida en el lado opuesto
a la entrada. Se observa una transicién de comportamiento entre una cadmara reversa
pura cuando no hay salida en el lado opuesto (geometria 10) hasta un comportamiento
de camara de expansion simple cuando la salida en el lado opuesto tiene el mismo
radio que el otro conducto de salida (geometria 15). La utilizacién de una segunda
salida en el lado opuesto da lugar por tanto a una menor atenuacion, proporcionando
como contrapartida una mayor area de escape que permitira reducir la pérdida de
carga del silenciador y el ruido asociado al flujo @]

A continuacién se considera la situacién en la que, de partida, el silenciador incluye
el conducto de entrada y el de salida en el lado opuesto. Las dimensiones asociadas
son: Ry = Ry = 0.0268 m, Ry = 0.091875 m, Ly = 0.3 m, §; = 0 m, 64 = 0.057661 m
(6ptimo) y 04 = 0°. Se estudia el efecto de anadir la salida en el mismo lado que la
entrada, para varios valores de radio de conducto que se detallan en la tabla (.8 con
el descentrado dado por d3 = 0.057661 m (6ptimo).

La figura muestra los resultados obtenidos. Se observa una escasa modificacion
del comportamiento acustico, que es similar en todos los casos al de una camara de
expansion simple. Por tanto, la adicién de la segunda salida en el lado de la entrada
tiene la virtud de no modificar la atenuacién y permitir a su vez una potencial menor
pérdida de carga y menor ruido de flujo. Selamet y Ji @] muestran que con dos
salidas en el mismo lado se pierde cierto nivel de atenuacién. Con el silenciador con
doble salida opuesta se resuelve ese problema, ya que la figura 522 pone de manifiesto
que el nivel de atenuacién méaximo en las cipulas del TL se mantiene al anadir la
segunda salida en el lado de la entrada.
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Ficura 5.21: TL de silenciadores con doble salida opuesta: , geometria 10;
, geometria 11; , geometria 12; — ——, geometria 13;
, geometria 14; — — —, geometria 15.

Geometria Rz (m)

16 0.0
17 0.005
18 0.01
19 0.015
20 0.02
21 0.0268

TABLA 5.8: Geometrias consideradas para analizar el efecto de la adicion de la
sequnda salida en el lado de la entrada.

En dltimo lugar se considera el efecto de la variacién del area de los conductos de
salida. Las dimensiones asociadas son: Ry = 0.0268 m, Ry = 0.091875 m, Lo = 0.3 m,
01 =0 m, d3 = 04 = 0.057661 m (Sptimo) y 8, = 0°. Se estudia el efecto de modificar
el area de ambos conductos de salida. Los valores de radio de conducto se detallan en
la tabla

La figura muestra los resultados obtenidos. Tal como cabe prever, se observa
una gran modificacién de los niveles maximos de atenuacién, que son mayores para
menores secciones transversales. En todos los casos la forma del TL es de tipo ctupula,
como en el caso de una camara de expansion simple. El andlisis de esta configuracion
forma parte de la contribucion de la Tesis y parte de los resultados se han publicado
en la referencia [6].
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FicUura 5.22: TL de silenciadores con doble salida opuesta:
, geometria 17;
, geometria 20; — — —, geometria 21.

, geometria 16;
, geometria 18; — — —, geometria 19;

Geometria  Rs = Ry (m)

22 0.005
23 0.015
24 0.02
25 0.0268

TABLA 5.9: Geometrias consideradas para analizar el efecto del drea
de los conductos de salida.

1v. Camara reversa con material absorbente y placa perforada

Hasta ahora, las geometrias consideradas mediante ajuste modal han sido de tipo
reactivo puro, es decir, no se ha considerado ningun fenémeno de disipacién energéti-
ca. Una posible fuente de disipacién puede ser la debida a la existencia de elementos
perforados y materiales absorbentes. En esta seccién se lleva a cabo el modelado
tridimensional mediante ajuste modal de silenciadores de cadmara reversa con mate-
rial absorbente y placa perforada. El objetivo de la adiciéon de disipacién consiste en
aumentar la baja atenuacion asociada a las bandas de paso tipicas de las cdmaras
reversas.

La figura[5.24l muestra la geometria bajo andlisis, similar a la cAmara reversa reactiva
estudiada anteriormente, con la diferencia de que ahora se da la presencia de una
placa perforada que divide la camara central en dos partes, una de longitud L. con
aire y otra de longitud L, con material absorbente.
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Ficura 5.23: TL de silenciadores con doble salida opuesta:
, geometria 23; , geometria 24; ——, geometria 25.

, geometria 22;

I Placa perforada, ty,, dy, o
1

]\4/ aterial absorbente

—> A
<=1 B,

—> Gmn
<— Hnn

L3 Lc La

FicURrA 5.24: Silenciador de camara reversa con material absorbente y placa perforada.

La presion actstica en un conducto circular cualquiera (por ejemplo el conducto de
entrada de radio R;) puede escribirse como la suma de una onda progresiva A viajando
en la direccién positiva de z
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A (11, 01,2) = Ag g™ + Z ondo | o

,n 7"1) ejnl,[),nz
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m=1n=0
(5.184)

y una onda regresiva B, viajando en la direcciéon negativa de z
= o
Kz 0,n —JK z
Pp (r1,¢1,2) = By o’ + E By, Jo ( 7 ) e Jr1.0.n
n=1

oo oo
+ g E : (Br—i_z,ne Jmen 4 Bmmeﬂmpl) Jm ( ;m Tl) g IF1mn®
1

m=1n=0
(5.185)

donde K, representa el nimero de onda axial para el modo (m,n). Este viene dado
en general por la expresion

2
Komn = \| K2 — (O‘g’"> (5.186)
0

donde R;,7 = 1,2,3 corresponde al radio del conducto en el que se propaga la onda
caracterizada. El nimero de onda depende del medio a través del que se propaga la
onda actstica,

2
kO:Lf7 _LISZSLC
Co
K= (5.187)
-9
kiiif, 0< 2, <L,
C

siendo kg el numero de onda correspondiente a la propagacion de la onda en el aire,
f la frecuencia y ¢q la velocidad del sonido en el aire. Andlogamente, k corresponde
al numero de onda del material absorbente y ¢ es la velocidad equivalente del sonido
en el mismo.

La velocidad acustica axial U para las ondas A y B se obtiene de la ecuacién de

Euler ([ZX47), como
) eJhr1,0,n%

. . « .
—Jm - m m,n K z
- E E R1,m,n mn R Am,nej (Pl) JIm < R, Tl) elfFtm.n )

m=1n=0
(5.188)

Pow

1
Ua (r1,¢1,2) = — (KAO e /e Zfﬁomz‘lo nJo (
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oo
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n=1

o0 o0
— E E Hlym’n (B;;,ne Jmen + Bm,nejmwl) Jm < R7 Tl) € ]H/l,'rn,nz>

m=1n=0 1
(5.189)

donde py debe reemplazarse por p cuando se trabaja con Ug y Up en la regién con
absorbente.

En este tipo de silenciador se utilizan las ecuaciones obtenidas en el caso de una
camara reversa reactiva, anadiendo las ecuaciones necesarias para la presencia de la
placa perforada y realizando las modificaciones oportunas debidas a la existencia del
material absorbente. De esta manera las condiciones a verificar por el campo acusti-
co son las que se muestran a continuacién. En el lado izquierdo de la camara deben
satisfacerse las condiciones de continuidad de presién

(PA (T],QOl,Z) + PB (r1780172))|z:0 = (PC' (7“2,9,2) + PD (7"279,2))‘2:0 en Sl
(5.190)
(PG (T37 ©3, Z) + PH (7’3, L3, Z))‘Z:O = (PC (TQ, 0; Z) + PD (7’2, 0? Z))|z:0 en 53
(5.191)
y de velocidad

(UA (Tl, @1, Z) + UB (Tl, 901»2))|z:0 = (UC (TQ, 97 Z) + UD (7‘2,97 Z))|z:0 en Sl

(5.192)

(UG (7’3, L3, Z) + UH (T3a ©3, Z))‘Z:O = (UC (T2a 0, Z) + UD (T2797Z))|z:0 en S3
(5.193)
(Uc (1r2,0,2) +Up (12,0, 2))|,_, =0 en Sy — 51 — S5 (5.194)

En el lado derecho de la cdmara, la condicién de continuidad de pared rigida impone

(Ug (2,0, 20) + Ur (12,0, 20))|,,—,, =0 en S» (5.195)

En la placa perforada se tiene por un lado la continuidad de la velocidad acustica
axial

(Uc (r2,0,2) + Up (r2, 0, Z))\Z:LC = (Ug (r9,0,2,) + Up (12,0, za))|za:O (5.196)

y por otro la relacién entre la variacién de presion y la velocidad, dada por la impe-
dancia actstica Z,

(‘F)C—'_‘PDMZZLC B (PE+PF)|Z(,:0

Uc+Up)|._, =
( c D)lz-LC Zp

(5.197)
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de manera que estas dos ultimas ecuaciones son validas en toda la seccién transversal
So.

Siguiendo un procedimiento de ajuste modal similar al caso de la cdmara reversa
reactiva, para la condicion de continuidad de presion en la entrada se obtienen las
ecuaciones (BI18)-(EIZ2I) mientras que para la continuidad de presién en la salida se
obtienen las expresiones (B.122))-(5125]), haciendo algunas modificaciones indicadas a
continuacion. En lo referente a las condiciones de continuidad de velocidad en el lado
izquierdo, las expresiones obtenidas ahora son béasicamente iguales a las ecuaciones
GI206), E127), (5132) v (5135), con algunos cambios. Estos consisten en sustituir
los coeficientes E' y F en el tubo de salida de la cdmara reversa reactiva por los nuevos
coeficientes G y H asociados a la salida de la cAmara reversa con material absorbente
y placa perforada, y la longitud Lo por L.. En cuanto a la ecuacién (BI96]) vinculada
a la placa perforada, las propiedades de ortogonalidad de los modos de presién en la
camara permiten escribir ﬂ, , @], parat =0y s =0,

p% (CO,OG_MOLc - Do,oe]kOLc) = 5 (Eo,o - Fo,o) (5.198)
Parat=0y s =1, 2, 3,..., 0o se tiene
k . , k2.0.5
2/;278 (Co,se?™ 00 = Dy gem7hnonele) = 2,p~07 (Eo.s = Fos) (5.199)

mientras que parat =1, 2, 3,..., 00y s =0, 1, 2, 3,..., co resulta

T

k . )
2:)13 (Cisejkzt,slza _ Dt%se—Jk'z,t,sLC) _ 2;,3 (Efs o Fti) (5200)

Combinando la ecuacién ([EI97)) con las propiedades de ortogonalidad se puede escri-
bir, parat =0y s = 0,

. Z : Z
CO’Oe_]kOLC (pko - 1) - .DO’Oejk/‘OLC (pfuko + 1) == — (EO,O + FO,O) (5.201)
0

Parat =0y s =1, 2, 3,..., co se obtiene la expresion

. Z : Z
Gy 720t (pkz,o,s + 1) — Dy e Thaoete (pkz,o,s - 1) = (Eos + Fo.s)

Pow Pow
(5.202)
yparat=1,2, 3,..., 00y s=0,1, 2, 3,..., oo se llega a
ctotenete [ 2oy, 1) - DEeibnete [ Doy, 1) = (B, + F)
t,s pow sty t,s Pow sty t,s t,s

(5.203)
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Finalmente la ecuacién (2198 proporciona directamente

_ —j2k Ly _ 32k2,0.sLa  pt _ gt o2k La
Foo = Egpe » Fo g = Ey &7 , Fry =B el (5.204)

El sistema de ecuaciones obtenido se resuelve tal como se ha indicado en los casos
anteriores. Se procede considerando una onda plana incidente y una terminacion de
tipo anecoico, con lo cual se llega a un sistema con 6 (2t,,40 + 1) (Smaz + 1) ecuaciones
Y 6 (2mymaz + 1) (Mynae + 1) incégnitas cuyo célculo permite definir el campo acistico.
Llevando a cabo el truncado de t,,42 ¥ Manaz & Py ¥V Smaz ¥ Mmaz & ¢, y resolviendo
el sistema de ecuaciones algebraico resultante, puede obtenerse el indice de pérdidas
de transmision, dado por

) (5.205)

Con el fin de validar el desarrollo anterior y estudiar en detalle la influencia en la
atenuacion acustica de la posicion relativa de los conductos de entrada y salida, de
la resistividad del material absorbente y de la porosidad de la placa perforada, se
consideran las geometrias mostradas en la tabla [5.10, en la que se detallan algunos
de sus pardmetros principales. En todos los casos considerados, se han mantenido los
radios de los conductos de entrada y salida, el radio de la cdmara, la longitud de los
tubos de entrada y salida, la longitud de la cAmara con aire y la longitud de la cAmara
con material absorbente. Los valores utilizados son Ry = R3 = 0.02 m, Ry = 0.091875
m, L1 =L3=01m, L.=025my L, =0.05m.

H ejko L3)+ZH e~ Jk3,0,n(=L3)

n=1

TL = —-20log (;

La validacion del desarrollo previo se lleva a cabo mediante la comparacién con re-
sultados obtenidos por medio del método de elementos finitos, para la geometria 1.
Como en los casos anteriores los elementos son tetraedros cuadraticos y la malla uti-
lizada para efectuar la validacion tiene un tamano aproximado de elemento que varia
desde 0.0075 m en los cambios de seccién a 0.015 m en la zona central del silenciador.
En cuanto a la placa perforada, se ha considerado la expresién (2I72]) indicada en el

capitulo , 84 @]

Z k
6-1073 + jko | tp +0.425 ( 1 + —— | dyF(0)
. Zo ko
Z (5.206)

= pPoCo
P a

donde dj, es el didmetro de los orificios, ¢, es el espesor de la placa perforada, o es
la porosidad y F(o) es el factor que considera la interaccién de orificios. El material
absorbente utilizado en este silenciador (fibra de vidrio texturizada de Owens Corning)
se caracteriza por el nimero de onda k y la impedancia compleja Z cuyas expresiones
son @, @}

B f —0.754 f —0.732
7 =2 ((1 4 0.09534 (?) ) ny (—0.08504 (?) )) (5.207)
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Geometria 01 (m)  d3 (m) 6o R (rayl/m) t, (m) dn (m) o (%)

1 0.045 0.045 m 1000 0.001  0.0035 15
2 0.045 0.045 7/2 1000 0.001  0.0035 15
3 0.0 0.045 0.0 1000 0.001  0.0035 15
4 0.0 0.057661 0.0 1000 0.001  0.0035 15
5 0.045 0.045 m 0.0 0.001  0.0035 15
6 0.045 0.045 ™ 2000 0.001  0.0035 15
7 0.045 0.045 m 4000 0.001  0.0035 15
8 0.045 0.045 m 8000 0.001  0.0035 15
9 0.0 0.057661 0.0 0.0 0.001  0.0035 15
10 0.0 0.057661 0.0 2000 0.001  0.0035 15
11 0.0 0.057661 0.0 4000 0.001  0.0035 15
12 0.0 0.057661 0.0 8000 0.001  0.0035 15
13 0.045 0.045 ™ 1000 -- -- --
14 0.045 0.045 T 1000 0.001  0.0035 20
15 0.045 0.045 ™ 1000 0.001  0.0035 10
16 0.045 0.045 T 1000 0.001  0.0035 5

TABLA 5.10: Pardmetros bdsicos de silenciadores de cdmara reversa con material
absorbente y placa perforada.

B pr —0.577 pr —0.595
ke = ko <<1 +0.16 (R> ) +j <—0.18897 (R> )) (5.208)

Cabe indicar que cuando no hay material absorbente en el silenciador, como en las
geometrias 5 y 9, la impedancia acistica se calcula mediante la expresién (ZI18]),

61072 + jko (t, + 0.85d, F (7))
o

La figura muestra la comparacién de los resultados del modelo analitico y el

calculo con elementos finitos para la geometria 1. Se comprueba que existe una con-

cordancia excelente entre ambos modelos en todo el rango de frecuencias representado.

Zp = PoCo (5209)

La figura presenta una comparacién de la atenuacién asociada a las geometrias
1, 2, 3 y 4. Se pretende analizar el efecto de la posicién de los conductos de entrada
y salida. Se puede observar que al haber material absorbente y placa perforada en la
camara reversa los valores minimos de atenuacién ya no son nulos. Puede comprobarse
que la peor configuracion corresponde al caso de ambos conductos descentrados a 180°
(geometria 1), como consecuencia de la propagacién del modo asimétrico (1,0) que
da lugar a una caida de atenuacion. Utilizando idénticas distancias de descentrado,
pero con 90° de dngulo relativo (geometria 2), se evita este problema en gran medida,
extendiéndose la propagacién de modos de alto orden hasta el modo asimétrico (2,0).
Para obtener una atenuacién mas favorable puede optarse por centrar la entrada (geo-
metria 3), con lo cual dicho conducto cae sobre la linea nodal de los modos anteriores
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FicUura 5.25: TL de silenciador de camara reversa con material absorbente y placa
perforada: , geometria 1, AM; +, idem, MEF'.

y se restringe su propagacién. Asi, el primer modo de alto orden que se propaga es el
modo axisimétrico (0,1), cuya frecuencia de corte es mayor. Si se considera finalmente
entrada centrada y salida en la linea nodal del modo (0,1) (geometria 4), se obtiene
claramente el mejor comportamiento, tal como se deduce de la figura [5.26, dado que
la propagacién de modos de alto orden se extiende por encima del modo (0,1).

La figura [5.27] muestra el efecto de la resistividad del material absorbente en el com-
portamiento acustico del silenciador estudiado. Para el analisis se han elegido las
geometrias 5, 6, 7 y 8, que tienen los mismos parametros geométricos y distintos valo-
res de resistividad, como muestra la tabla[5.10l Se comprueba que con la introduccién
de fibra en el interior del silenciador se eliminan las bandas de paso, es decir, zonas
de atenuacién nula y se reduce el valor de la atenuacion en los picos de resonancia.
Se puede observar que el primer pico es menos sensible a la variacién de resistividad
que los picos siguientes. Cabe indicar que con mayores resistividades se obtiene mayor
valor medio de atenuacién en todo el rango de frecuencias de interés.

La figura muestra los resultados de las geometrias 9, 10, 11 y 12. Se trata de
una camara reversa con material absorbente y placa perforada, con entrada centrada
y salida descentrada con distancia 6ptima 0.6276 Ro. Se analiza ahora el efecto de la
variacién de resistividad incluyendo el caso sin material absorbente (geometria 9). De
nuevo los comentarios anteriores son aplicables en el sentido de que la introduccion
de fibra elimina las bandas de paso y hace que la atenuacién sea mas uniforme en
el rango de frecuencias estudiado. Sin embargo, dado que esta configuracién tiene un
posicionado apropiado de conductos, la configuracion sin fibra es bastante aceptable,
y la introduccién de material absorbente no permite una mejora tan clara a alta
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F1GURA 5.26: TL de silenciadores de camara reversa con material absorbente y placa

perforada: , geometria 1; , geometria 2;
., geometria 3; , geometria 4.
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FIGURA 5.27: TL de silenciadores de camara reversa con material absorbente y placa

perforada: , geometria 5; , geometria 6;
, geometria 7; , geometria 8.

frecuencia como en el caso anterior.

La figura [5.29] presenta el efecto que tiene la porosidad de la placa perforada en la
atenuacién acustica. Para el andlisis se han elegido cuatro geometrias: geometria 13
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F1GURA 5.28: TL de silenciadores de camara reversa con material absorbente y placa
perforada: , geometria 9; , geometria 10;
, geometria 11; , geometria 12.

(sin placa perforada), geometria 14 (o = 20 %), geometria 15 (o = 10 %) y geometria
16 (0 = 5%). Se puede observar que el primer pico de resonancia apenas sufre cambios
con la variacion de la porosidad. Sin embargo, con porosidades menores los siguientes
picos se desplazan hacia frecuencias mas bajas.

El tratamiento de esta geometria forma parte de las aportaciones de la Tesis y parte
de los resultados se encuentran en los trabajos ﬁ, @]

5.4. Conclusiones

En este capitulo se ha llevado a cabo la descripcién modal analitica de la solucion
de la ecuacion de ondas en conductos. En primer lugar se han presentado soluciones
clasicas para secciones transversales de tipo rectangular y circular. A continuacién se
ha considerado el caso de conductos de seccién no uniforme con geometrias cénicas.

Posteriormente se ha presentado la aplicacion detallada del método de ajuste modal al
modelado tridimensional de silenciadores de geometrias diversas. Asi, se ha obtenido
una formulaciéon de bajo coste computacional que presenta buenas caracteristicas de
convergencia y precisién. En primer lugar se han considerado geometrias reactivas,
tales como cdmaras de expansion simple y cdmaras reversas, para las que se ha mos-
trado la formulacién completa del método de ajuste modal asi como las expresiones
analiticas necesarias para evaluar las integrales asociadas al método. Posteriormen-
te se ha propuesto una nueva configuracién reactiva con doble salida opuesta, para
la que se han deducido las ecuaciones de ajuste modal. El modelo obtenido ha sido
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F1GURA 5.29: TL de silenciadores de camara reversa con material absorbente y placa
perforada: , geometria 13; , geometria 14;
, geometria 15; , geometria 16.

validado mediante la comparacién con resultados evaluados por medio del método
de elementos finitos, mostrando una concordancia excelente. De igual manera se ha
abordado el modelado de un silenciador disipativo como el caso de camaras rever-
sas con material absorbente y placa perforada. Para todas las geometrias modeladas
se ha hecho un estudio paramétrico mostrando el efecto que tiene en la atenuacion
acustica la posicion relativa de los conductos, la resistividad del material absorbente
y la porosidad de la placa perforada .

Parte de los resultados presentados en este capitulo han sido publicados en las re-

ferencias ﬂa, [, ] .



Capitulo 6

Modelado acustico de
catalizadores mediante
técnicas analiticas modales
multidimensionales

Resumen del capitulo:

En este capitulo se aplica el método de ajuste modal al modelado acustico de ca-
talizadores con geometria axisimétrica, formados por conductos circulares y conicos.
Para ello, se recurre a las dos técnicas presentadas anteriormente, 3D conductos/3D
monolito y 8D conductos/1D monolito. Se detalla el desarrollo matemdtico y las in-
tegrales vinculadas a cada configuracion. Posteriormente se lleva a cabo la validacion
de los resultados obtenidos mediante las dos técnicas con cdlculos de elementos fini-
tos. Adicionalmente se estudia la influencia de dos pardmetros importantes como la
porosidad y resistividad del monolito sobre la atenuacion acustica del catalizador.

215
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6.1. Introduccion

En los capitulos anteriores se han presentado dos metodologias para el modelado
acustico de catalizadores de automocion. Los modelos unidimensionales, tratados en
el capitulo Bl presentan la ventaja de tener un bajo coste computacional, pero tie-
nen como principal inconveniente el hecho de ser sélo vélidos a bajas frecuencias. En
cuanto al método de elementos finitos, presentado en los capitulos Bl (silenciadores)
y E (catalizadores), es una alternativa completa en cuanto a versatilidad en tipo de
geometrias, condiciones de contorno, etc., pero el coste computacional asociado, en
ocasiones, es prohibitivo. Debido a la existencia de catalizadores con geometrias sim-
ples de conductos (circulares y conicas) se plantea la posibilidad de llevar a cabo el
modelado actstico desde un punto de vista analitico, que permita resolver en parte
los inconvenientes asociados a los métodos anteriores.

Dokumaci @, @] estudié el comportamiento actstico de catalizadores con geometrias
circulares simples (sin cambio de seccién) utilizando el modelo de onda plana. La geo-
metria con conductos cénicos se estudié en el trabajo de Selamet et al. ] con el
método de elementos finitos. La escasa consideracién recibida en la literatura de estos
tipos de geometrias desde un punto de vista analitico tridimensional ha conducido a
la aplicacién del método de ajuste modal a catalizadores con geometrias circulares y
coOnicas.

6.2. Geometria circular

6.2.1. Modelo 3D conductos/3D monolito

En esta seccién se considera el modelado mediante ajuste modal de catalizadores de
geometria circular. La técnica utilizada consiste en considerar que el campo acustico
es tridimensional en todos los conductos incluyendo el monolito. La figura [6.1] muestra
un catalizador de geometria circular, junto con la nomenclatura basica asociada. Se
consideran cinco regiones A, B, C, D y E. El conducto de entrada tiene radio Ry,
el intermedio Ry y el de salida R3. El monolito (regién C') se caracteriza por medio
de la densidad p,, y la velocidad del sonido ¢,, equivalentes, como se ha visto en la
seccién 2Z82] mientras que el medio de propagacion de las regiones restantes (A, B,
Dy E) es el aire con densidad pg y velocidad del sonido c¢g.

La presion acustica en las regiones donde el medio de propagacién es el aire, como
por ejemplo la A, viene dada por

o

Palrz) = 3 (AfeT M 4nm 4 AT ™) g (1) (6.1)

n=0

siendo 14 ,, (r) el modo de presién transversal en la regién A y kg4, el nimero de
onda axial en el aire dado por
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FIGURA 6.1: Esquema del catalizador de geometria circular asociado al modelo

3D conductos/3D monolito.

kan= (6.2)
2
!
k=), ko< —
0 (Rl) " R
En el monolito la presion acustica se expresa de la siguiente manera
(6.3)

Pe (r, 29) = Z (Cireihens 4 Cmeken®) g, (r)
n=0

donde ¢, (r) es el modo de presién transversal de la regién C'y ke, es el nimero

de onda axial en el monolito dado por

En la ecuacién (64) &, es el nimero de onda equivalente definido por k,, = w/cp,
donde ¢,, es la velocidad del sonido equivalente que se puede expresar por la expresion

(2I80) indicada en el capitulo 2]
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- 0 (6.5)

" \/(1+ B¢ Gc<s>) (Y= (=1 F)

Jwpo

A partir de las presiones puede evaluarse la velocidad actstica axial utilizando la
ecuacién de Euler (247), tal como se ha hecho anteriormente. Para ello, se utili-
za la densidad del aire py en los conductos A, B, D y FE, y la densidad equivalente
del monolito p,, en el conducto C. Dicha densidad viene dada por la ecuacién ([ZI80).

Las condiciones de contorno a satisfacer por el campo acustico son, en la expansién

Py (r, 21)|Z1:0 = Pgp(r, zl)|z1:0 en Sa (6.6)
Ua(r,21)|,,—0 = U (1,21)],,—¢ en Sa (6.7)
Up (r,21)],,—o =0 en S — Sa (6.8)

En la interfase B-C' resulta

Pp(r,z1)|,, 1, = Po(r,22)|,,— en Sgp = Sc (6.9)

Up(r,z1)l,,—p, = ¢ Uc (r,22)|.,—0 en Sp = Sc (6.10)

Siendo ¢ la porosidad del monolito. Se tienen ecuaciones similares para la interfase
C-D

Po (r,22)|,,-1. = Pp (r,z3)l.,—_1, en Sc = Sp (6.11)

¢ Uc (r,22)|,,—r. = Up(ry23)l .- 1, en Sc = Sp (6.12)

y para la contraccién

Pp (r,23)|,,0 = Pr (1, 23)],,¢ en Sg (6.13)
Up (r,23)|,,—0 = Ur (1,23)|.,—0 en Sg (6.14)
UD (T’z3)|z3:0 =0 en SD —SE (615)

Las ecuaciones asociadas a la aplicacién de la técnica de ajuste modal se obtienen
como sigue. Para la ecuacién (60) de continuidad de presién en la expansion, se

multiplica ésta por el modo 14 ,(r), con s = 0, 1, 2, 3, ..., 0o y se integra en Sa,
llegando a
(AT + A7) (Was (N ¥ (M)sa = D (By +By) (Wpn (1) vas (N)s,  (6.16)
n=0

donde ()g denota la integral en Sy

(Ya,s () has (r)s, = RIIG (o) (6.17)
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2an&J0 (Oés) Jl (Oéan>
Ry

RQ Qp # Qg
D\ O\ 2 Ry " Ry
<wB,n (T) '(/}A,s (T)>SA = <j;2> - (10%41) ’ ' (618)
2 70 _ %
RIJG () E TR

Para las ecuaciones asociadas al campo de velocidad en la expansion las ecuaciones
@0 y [©68) se multiplican por ¢p s (r), para s = 0, 1, 2, 3, ..., oo, la primera se
integra en S y la segunda en Sp — S 4, ambas se suman y se obtiene

> ka (AF = AD) Ry = ks (BY = BY) R3JG (o) (6.19)
n=0
donde
Rl Qg
2 55 n o
0 13y (a0) 1 <R2Rl> oo
s\’ an \2 Ry " Ry
R = R R (6.20)
R3J2 (ay S o
1J0 (as) Ry  Ri
En cuanto a las condiciones en la interfase B-C, ecuaciones (6.9]) y , las propie-
dades de ortogonalidad de los modos de presién permiten escribir |44, ,119],
Bfewikpsbo 4 Boeiknele — CF 4+ O (6.21)
para la continuidad de presién, y
kB, (Bfe kel _ Booikneln) — oFs (o - cy) (6.22)

Pow PmW
para la continuidad de velocidad.

De manera similar y haciendo uso de las propiedades de ortogonalidad de los mo-
dos de presién, las ecuaciones (G.I1)) y (6I2) proporcionan

C;i-e—jkc,sllc + Cs—ejkc,ch _ D;i-e—jkD,s(—LD) + Ds_ejk?D.s(_LD) (6.23)

¢kc,s (CFeIkeslo _ g eikosle) kp,s (Dje—jkD,s(fLD) _ D;ejkD,s(fLD)>

PmwW Pow
(6.24)
En la contraccién se utiliza un procedimiento idéntico al utilizado en la expansién, de
manera que para s = 0, 1, 2, 3, ..., 00, la ecuacién de continuidad de presién ([GI3])

permite obtener
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D (DF+Dy) (Wpn (1) vms (M)se = (B + Ey) ($ps (1) s ()s,  (6.25)
n=0
donde
<wE,s (T) 1pE,S (r)>SE = R%J% (Oés) (626)
R oy,
QQHFEJO (Ols) Jl (FEQR;g) o, oy
(Wpn (1) YEs(T)sy = (Rg) - <R3> (6.27)
R3J3 (0) ot

Finalmente, las ecuaciones asociadas al campo de velocidad en la contraccién, (G.I4)
y ([6I5), proporcionan

kp.s (DF = D7) R3JG (as) = Y ke (Ef — E;) Re (6.28)
n=0
donde
Rg Qg
2QSEJO (Oén) Jl (RZR3> % 7& %
Qg 2 Qg 2 Ry * R3
Ry = R R (6.29)
242 Qs _ On
RSJO (as) R2 R3

El sistema algebraico de ecuaciones obtenido se resuelve mediante truncado, apli-
cando las condiciones de contorno oportunas. El cdlculo del TL implica una onda
incidente, A(J{ =1y Af = 0 para n > 0, y una salida anecoica, E, = 0. Asf se
consiguen 8 (S + 1) ecuaciones y 8 (nya. + 1) incdgnitas (4,,, B, B, , C;r, C,
D), D, y E}). El truncado de Syaz ¥ Mmas @ un valor ¢ permite la evaluacién del

n
q .
> Efeikenle ) (6.30)
n=0

TL mediante la expresién
Para la validacién de la herramienta analitica se toma como referencia el método
de elementos finitos. La malla axisimétrica utilizada para efectuar dicha validacion

TL =—20log (gg
1
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estd formada por elementos cuadrilateros cuadraticos con un tamano de elemento de
0.0025 m. Para la solucién analitica se toma el valor ¢ = 5.

La figura [6.2] muestra la comparacién de los resultados del modelo de ajuste modal y
de elementos finitos para la geometria de catalizador circular modelado con la técnica
3D conductos/3D monolito. La geometria considerada estéd caracterizada por Ry =
R3 = 0.0268 m, Ry = 0.091875 m, Ly = Lp = Lp = Lr = 0.1 m y la longitud del
monolito es Lc = 0.2 m. Los conductos capilares son de seccién transversal cuadrada
de modo que se toma a = 1.07 para evaluar el nimero de onda tangencial s mediante
la ecuacién (ZI83)). El monolito se caracteriza por los siguientes valores: R = 500
rayl/m y ¢ = 0.8. Se puede comprobar que hay una concordancia excelente entre
ajuste modal y elementos finitos en todo el rango de frecuencia de interés.

L (dB)

0 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FIGURA 6.2: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/3D:
, AM; +, MEF.

La figural6.3l muestra la influencia que tiene la porosidad del monolito en la atenuacién
acustica. En dicha figura se presentan resultados para los valores ¢ = 0.7, 0.8 y
0.9. El resto de valores son los utilizadas para la validacion del método de ajuste
modal. Se observa que valores bajos de porosidad implican una menor atenuacién a
bajas frecuencias (primera cipula de atenuacién). A partir de esta primera cipula
de atenuacion, la influencia de la porosidad es mas irregular y depende del rango
de frecuencias considerado. Por ejemplo, una menor porosidad tiende a producir los
valores maximos de atenuacién en la segunda y la tercera cupula. Para frecuencias
mayores el efecto de la porosidad es el contrario, con mayor atenuacién al aumentar
¢. Esta influencia irregular es debida a que en este anélisis se ha asumido que se varia
el valor de ¢ mientras que R permanece constante, lo cual implica que se modifica
otra caracteristica de monolito (por ejemplo, el tamano del los conductos capilares).
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FIGURA 6.3: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/3D para diferentes

valores de porosidad del monolito, AM: , 0 =0.7; . ¢ = 0.8;
, ¢ =0.9.

El efecto de la resistividad se presenta en la figura Se consideran los valores R
= 500 rayl/m, 750 rayl/m y 1000 rayl/m, para un valor constante de la porosidad
dado por ¢ = 0.8. En este caso, existe una tendencia clara en el indice de pérdidas
de transmision del catalizador. El aumento de la resistividad da lugar a una mayor
atenuacion en todo el rango de frecuencias de interés. Dada la excelente concordancia
con los resultados de elementos finitos mostrados en la figura[6.2] resulta evidente que
las tendencias mostradas aqui en base a ajuste modal coinciden con los obtenidos en
el capitulo [l

6.2.2. Modelo 3D conductos/1D monolito

La figura muestra un catalizador de geometria circular modelado con la técnica
3D conductos/1D monolito, con la notacién bésica asociada. La técnica utilizada en
esta seccién consiste en la sustitucion del monolito por una matriz de transferencia
que asume comportamiento actstico unidimensional en su interior. De esta forma, la
solucién del campo actstico puede ser tridimensional en los conductos de entrada y
salida (las regiones A, B, C'y D de la figura[G.H]), pero no se permite la existencia de
modos de alto orden en el monolito.

Las condiciones a verificar por el campo actstico son las que se muestran a continua-
cién. En la expansion se tiene
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FIGURA 6.4: TL de catalizador circular modelado con la técnica 8D /3D para diferentes
valores de resistividad, AM: , R =500 rayl/m; , R =750 rayl/m;
—, R =1000 rayl/m.

Lp L¢ Lp
R, Monolito
f oy = |11 i3 Rj
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<— 21 <— <— 29 <—
A~ B~ c- -
LA
FicURrA 6.5: Esquema del catalizador de geometria circular asociado al modelo
3D conductos/1D monolito.
Pa(r,21)],,—o = Pp (1,21),,—0 en Sa (6.31)
Ua(r,21)l,,—0 = U (r,21)],, ¢ en Sa (6.32)

Ug (r, 21)\21:0 =0 en Sgp —S4 (6.33)
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En la contracciéon puede escribirse

Pco (r,22)|,,-0 = Pp (r,22)],,-¢ en Sp (6.34)
UC (T? Z2)|Z2:0 = UD (r7 Z2)‘22:O en SD (635)
Uc (r, z2)|22:0 =0 en Sc — Sp (6.36)

En la técnica utilizada, 3D conductos/1D monolito, el monolito se sustituye por una
matriz de cuatro polos [T™], con lo que la relacién entre los campos acusticos de
presion y velocidad a ambos lados de éste resulta ser

{PB (7, Zl)|zl_LB} = [1Tm] { 52 E:: Z;tz:iz} en Sp = Sc (6.37)

e Ty
) = | ;3] 6.38
[ ] |:T21 T22 ( )

Por tanto, las condiciones a verificar en la entrada y la salida del monolito son las
siguientes

P (r,21)l,,—p, =111 Po(r,22)|,,—_p . +Ti5 Uc (r,22)],,— 1. en Sp = Sc
(6.39)

Up (r,21)l,,—p, = 151 Po(ry22)|,,— 1, + T35 Uc (r,22)],,— 1. en Sp = Sc
(6.40)

Procediendo de forma similar al caso estudiado en la seccién [6.2.], para la expansién se
obtienen las ecuaciones ([616) y (GI9). En lo referente a la contraccién, las ecuaciones
obtenidas en este caso son iguales a las ecuaciones ([6.25]) y ([6.28]), con algunos cambios.
Estos consisten en sustituir los coeficientes D y E del tubo de salida del catalizador
circular estudiado con la técnica 3D conductos/3D monolito por los nuevos coeficientes
C'y D asociados a la salida del catalizador analizado en esta seccién. En cuanto a las
ecuaciones ([6.39) y (640), las propiedades de ortogonalidad de los modos de presién

permiten escribir |44, 1109, ]

B;‘e—jkB,sLB + Bs—ejkB,sLB _ TlnlL (C;‘re—jkc,s(—llc) + Cs—ejkc,s(—llc)) +
(6.41)

T kc,s (C;refjkc,s(ch) _ C;ejkc,s(ch))
Pow

kp,s (B‘i‘e_jkB‘sLB _ B—ejkB,sLB) —7Tm (COtedkes(=Lo) + O~ elkos(=La) +
Pow s s 21 s s
U kec,s <C+e—jkc,s(—Lc) _ C—ejkc,s(—Lc))
pow S S

(6.42)
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El sistema de ecuaciones anterior se resuelve aplicando las condiciones de contorno
adecuadas en las secciones de entrada y salida (onda plana en la entrada, AS‘ =
y Af = 0 para n > 0, y conducto con salida anecoica, D, = 0). Asi, haciendo
Smaz = Nmaz = ¢, se dispone de 6(g+ 1) ecuaciones e incégnitas. El indice de pérdidas
de transmision se obtiene a partir de la formula
q
Z Dfe ikp.nlo ) (6.43)
n=0

La validacion del desarrollo previo se lleva a cabo mediante la comparacién con re-
sultados obtenidos mediante elementos finitos para un catalizador circular modela-
do con la técnica 3D conductos/1D monolito. La geometria estudiada estd carac-
terizada por los siguientes valores: Ry = Rz = 0.0268 m, R, = 0.091875 m y
Ly =Lg =Lc = Lp = 0.1 m. El monolito en el modelo 3D conductos/1D mo-
nolito se caracteriza por una matriz de cuatro polos [T™], que en ausencia de flujo
medio dicha matriz se calcula por las expresiones (2I87), 2339) y 2340) indicadas
en el capitulo 2

TL = —-20log (ﬁg
1

cos(kpm L) §Zm sen(kimLim) sendfk;mLm)
[ = |, (6.44)
37(;5 senZ(kmLm) cos(km L)

donde la longitud del monolito es L,, = 0.2 m y la porosidad del monolito es ¢ = 0.8.
Las simulaciones de ajuste modal y de elementos finitos se llevan a cabo considerando
los siguientes valores (iguales a los valores utilizados en la seccién [G2T): R = 500
rayl/m, C,, = 1007 J/(kg K), p = 1.802-107° Pa s y x = 0.02476 W/(m K). Cabe
indicar que los conductos capilares son de secciéon transversal cuadrada y por tanto
se toma a = 1.07. Como en el caso anterior, se ha utilizado una malla axisimétrica de
elementos cuadrilateros cuadraticos de 0.0025 m de tamano uniforme. Para el método
de ajuste modal se toma como nimero maximo de modos el valor ¢ = 5. La figura [6.0]
muestra los resultados obtenidos mediante los dos métodos. Puede observarse que, al
igual que ocurria en el modelo 3D/3D, de nuevo existe una concordancia excelente
entre el método de ajuste modal y elementos finitos en todo el rango de frecuencia de
interés.

En la figura [6.7 se muestra el efecto que tiene la porosidad del monolito en la atenua-
ci6én acustica del catalizador circular modelado con la técnica 3D/1D. Se consideran
los valores ¢ = 0.7, 0.8 y 0.9. El resto de valores son los utilizados en la validaciéon
(en concreto, se tiene R = 500 rayl/m). Como en el modelo 3D/3D se puede observar
que a bajas frecuencias (primera ciipula), a menor porosidad se tiene menor valor
de atenuacién. A partir de la segunda cupula el modelo predice una influencia mas
irregular. Por ejemplo, una menor porosidad produce mayor atenuacion en la segunda
y tercera cipula. Para frecuencias altas se obtiene mayor atenuacién aumentando el
valor de ¢.



6.2. GEOMETRIA CIRCULAR 227

35 T T T T T T
30
25
20
S
~ 15
&~

10

0 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FIGURA 6.6: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/1D:
, AM; +, MEF.
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FIGURA 6.7: TL de catalizador circular modelado con la técnica 8D /1D para diferentes
valores de porosidad del monolito, AM: , 0 =0.7; , ¢ = 0.8;
, ¢ =0.9.

La figura muestra la influencia de la resistividad en el comportamiento acustico
del catalizador. Para el anélisis se han considerado tres valores: R = 500 rayl/m, R =
750 rayl/m y R = 1000 rayl/m, para una porosidad constante dada por ¢ = 0.8. Se
puede observar que a mayor resistividad se obtienen mayores niveles de atenuacion
en todo el rango de frecuencias.
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FIGURA 6.8: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/1D para diferentes

valores de resistividad, AM: , R =500 rayl/m; ——, R = 750 rayl/m;
—, R = 1000 rayl/m.

6.2.3. Comparacién de modelos 3D/3D y 3D/1D

En esta seccién se lleva a cabo la comparaciéon de los resultados proporcionados por los
modelos 3D /3D y 3D /1D implementados mediante ajuste modal. Para ello, se analiza
de nuevo la misma geometria estudiada en las secciones y 622 que consiste en
un catalizador circular cuyas dimensiones para el modelo 3D/3D segtn la figura
son R1 = Rg = 0.0268 m, R2 = 0.091875 m, LA = LB = LD = LE =0.1m y LC =
0.2 m, que corresponden a los valores Ry = R3 = 0.0268 m, Ry = 0.091875 m, L4 =
Lg=Lc=Lp=01my L, =02 m del modelo 3D/1D (véase la figura [63]). El
monolito se caracteriza mediante los valores R = 500 rayl/m y ¢ = 0.8. Los conductos
capilares tienen una seccién transversal cuadrada con lo cual se toma a = 1.07 para
calcular el nimero de onda tangencial s.

La figura presenta los resultados obtenidos mediante las simulaciones de ajuste
modal 3D/3D y 3D/1D. Se puede observar que existe una concordancia de las dos
curvas de atenuacion en el rango de bajas y medias frecuencias. Las discrepancias entre
los dos modelos para esta geometria aparecen en mayor medida a altas frecuencias.
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FIGURA 6.9: TL de catalizador circular, AM: ——, modelo 3D/3D;
, modelo 3D/1D.

6.3. Geometria con conductos conicos

6.3.1. Modelo 3D conductos/3D monolito

La figura muestra un catalizador con conductos cénicos formado por tres con-
ductos de tipo circular (entrada, salida y monolito) y dos conductos troncocénicos
(expansion y contraccion), junto con la notacién bésica y los sistemas de coordenadas
incluidos en la formulacion. La utilizacion de las transiciones cénicas en silenciadores
y catalizadores puede tener diversos fines, como por ejemplo garantizar un adecuado
proceso de renovacién de la carga en un rango de revoluciones amplio @] o reducir
los fenémenos de separacion de flujo M] Debe indicarse que estos fenémenos quedan
fuera de los objetivos planteados en la Tesis, los cuales se refieren al modelado y ca-
racterizacion de silenciadores y catalizadores desde un punto de vista acustico.

Para la resolucion del problema actistico cabe considerar la ecuacion de Helmholtz
en coordenadas cilindricas y esféricas, ecuaciones (B19) y (5.33), respectivamente. Se
asume que el dominio estudiado y las condiciones de contorno aplicadas presentan
simetria de revoluciéon. En base a los desarrollos previos, la soluciéon del campo de
presiones axisimétrico obtenida a partir de la expresién (529) para los conductos de
tipo circular permite escribir para el tubo de entrada,

Py (ryz1) = Z (fl:[(f]"“‘v’Lz1 + A;ejkA*"Zl) Jo (anr> (6.45)

n=0

y de forma andloga, para el conducto de salida se tiene
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3D conductos/3D monolito.

B ‘ 2
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FIGURA 6.10: Esquema del catalizador con conductos conicos asociado al modelo

o0

—7 z — 7 nZ Qn

P (r,23) = ; (Efe iken=s 4 Erefkenss) <RET> (6.46)
El niimero de onda axial del conducto de entrada viene dado por

an )’ Q@

ke (R) ko> 57
kan = LA A (6.47)
Q@ «@
— k2 ===, ko< =2
0 (RA > 0

A
valido también para el conducto de salida E con las sustituciones oportunas.
Para la camara central resulta,

(o]

PC (’I"7 2’2) = Z (C”i’e*jkc,nzz + C,;ejkc’"z2) JO

<O‘"r> (6.48)
Re

n=0

donde k¢, es el nimero de onda axial en el monolito y viene dado por la expresién

2
« (0%
k2 [ 2 Lk > _n
m (Rc) Re
kC,n =

(6.49)
(0% 2 «
N o B
C

Re
siendo k,, el nimero de onda complejo del fluido equivalente.

En el caso de las transiciones, en base a la ecuacién (45 resulta para el conducto
de la expansién (cono divergente)
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- w w
Pg(p1,61) = Z <Br(L1)hI(j3’n (Copl) + B;f)hl(,?n <60p1>> Py, (cos 01) (6.50)
n=0

donde vp ,, se obtiene a partir de la condicién de pared rigida y depende del semidangulo
de cono 6, o. Para el conducto de la contraccién (cono convergente) se obtiene

> w w
Pp(pa,02) = Z (Dyhggn (Copg) + ngyg’” (q)pg)) P, (cos 62) (6.51)

n=0

de manera que en este caso vp , depende del semidngulo de cono 05 . Es interesante
tener en cuenta el sistema de referencia utilizado para el caso de cono convergente,
tal como muestra la figura [6.10)

Las condiciones a satisfacer por el campo actstico se refieren a la continuidad del
campo de presiones y velocidades axiales en las transiciones geométricas existentes en
el catalizador. Para la parte izquierda de la expansién resulta

PA (T, Zl)‘zlzo - PB (pl,el)‘zlzo en SA (652)

Ua (r,21)],,—0 = Us (p1,01)l.,—¢ en Sa (6.53)

Para la seccion derecha de la expansién se debe cumplir

Po (r,22)],,-0 = P5 (p1,01)|.,—0 en Sc (6.54)
o Uc (r, 22)|Z2:0 = Up (p1,91)\22:0 en So (6.55)

En la contraccion, la seccion de la izquierda permite plantear

Pe (r,22)|,,—1. = Pp (p2,02)|,,_ 1. en Sc (6.56)
¢ Uc (r,22)|,,—r, = Up (p2,02)|,,_1, en Sc¢ (6.57)

y en el lado derecho se obtiene finalmente

Pg (r,23)],,—0 = Pp (p2,02).,—¢ en Sg (6.58)
UE (7’, Z3)|23:O = UD (pz, 02)|23:O en SE (659)

Pueden observarse ciertas diferencias en comparacién con los casos analizados ante-
riormente. En éstos, la expansién o contraccion correspondiente se forma a partir de
la unién entre dos elementos de seccion transversal distinta. Esto implica una discon-
tinuidad geométrica abrupta o brusca, de manera que en la zona comun la presion
v la velocidad axial son continuas. En la zona no comun, por contra, se impone la
condicién de velocidad axial (normal a la superficie) nula. En el catalizador de tipo
bicénico la transicion entre los conductos de tipo circular y cénico es gradual, dado
que en la regiéon de unién las areas transversales coinciden. Por ello se utilizan las
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condiciones de continuidad de presion y velocidad axial, pero no se aplica en este caso
la condicién de velocidad nula.

Para los conductos circulares la obtencion de la velocidad acustica axial es inme-
diata, dado que se puede utilizar la ecuacién de Euler (241). Para el conducto A (y
E) proporciona

1 0P
Up=—— 2
Jpow 0z
y para el monolito
1 0P
Uo = —- <
Jpmw 0z

siendo p,, la densidad compleja del fluido equivalente, que viene dada por la expresién

E.I30).

En lo referente a los conductos cénicos, puede obtenerse la velocidad axial a par-
tir de su valor en coordenadas esféricas. Para ello es posible considerar la ecuacién de
Euler en dichas coordenadas @], de manera que las velocidades radial U, y cenital
Uy se escriben como

1 0P
U, =—~ - 6.60
P jpow 9p (6.60)

1 10P
=— -— .61
v Jpow p 00 (6.61)

La velocidad axial es por tanto

U=U,cos —Ugsend (6.62)

Considerando el conducto cénico asociado a la expansion y la presion en éste, dada
por la expresién ([G50), y utilizando las ecuaciones (6.60)-[G.62]), resulta

1 (0Pp(p1,61) 1 9Pg(p1,01) )
U ,01) = —— cosfhy — ———————~senf
Blonb) =~ ( dp1 Yo o6 !
w w
1 & ( )ahz(zlg),n (Copl) ( )5}11(,25),” (Copl)
- BY — 2 L g AT 2 P, (cosf)cost
Jjpow 2 Ip1 Ip1 o (c0861) cos by

n=0

1 0P, 30
_ 1 9Py, (cosby) B Epl + B®n? ﬂpl sen 6,
p1 00, ™\ Co ™\ Co

(6.63)
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De manera similar, en el conducto cénico asociado a la contraccién, la velocidad axial
viene dada por

1 oP, 0 1 0P 0
Up(pa,02) = - < D(p2,02) cosfy — D(p2’2)sen02>
Jpow Ip2 p2 003
o ()t ()
= — Dle) __\% + Dr(lz) ~\% P, cos 05) cos O
JpPow =0 8/)2 6,02 D,n( 2) 2

1 0P, 0
_ 1 0Py, (cosbs) DMWY ﬂpQ +DPn? ﬁpz sen o
P2 00 A\ ¢ ™\ Co

(6.64)

donde se ha introducido un cambio de signo que tiene en cuenta la orientaciéon del
sistema de coordenadas esférico respecto al cilindrico. Con el fin de compactar los
desarrollos matematicos asociados a la técnica de ajuste modal se incluye la siguiente
nomenclatura

P (pi,0;) =1 (“p) P, (cosb;) (6.65)

ohy) (wp>

) Vin i oP,, 0 ,

GPI(Q(P@&) = T‘COPW"" (cos6;) cos 0; — pllg)(;%)hfjl)n (;pi> sen6;
(6.66)

donde para I = B, i = 1 se considera el conducto cénico de expansién y para I =
D, i = 2 se tiene el asociado a la contraccién. De igual manera, j = 1 implica la
consideracion de los términos progresivos y j = 2 se refiere a los regresivos.

Ajuste modal en la expansion

Se plantea ahora el procedimiento a utilizar con el objetivo de obtener los coeficientes
de propagacion A}, A~ B,(LD, BY, cr, Cr, DS), D, Ef y E; . Para la conside-
racion de la region asociada a la expansion se procede multiplicando las ecuaciones
de continuidad por un modo de presiéon adecuado. Las expresiones obtenidas se sim-
plifican en gran manera teniendo en cuenta las propiedades de ortogonalidad de las
funciones de Bessel.

oo

At 4 A RAJ O N g (250 par = (AT 440y Fap 6.67
Z(n+ n)o ORAT ORTTT (5+3>20(as) ()

n=0 A
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Las ecuaciones de continuidad de presién y velocidad ([G52]) y ([E53) en la seccién
izquierda del conducto de expansion B se multiplican por el modo de presién del
conducto de entrada Jo (asr/Ra), para s = 0, 1, 2, 3, ..., 00, y se realiza la integral
en Sy, dando lugar a

R
(4t +47) Gt o0 = 3 [ (B0 PR 1)
(6.68)
B@p () 0 %s
+ n(p1, 1)) Jo R
R2
(—kasAT +jkasAT) ST (o)
(6.69)

= Z/ B(l)GP (/)1 91) + B(Q)GPB n (p1,91)) Jo (RT> rdr
A

La distancia entre el vértice del conducto cénico B y la seccion de integracion viene
dada por

RAL
V@TtBl = ﬁ (670)

y por tanto, en las integrales de las ecuaciones (G.63)) y (G.69), se tiene

p1 =/ Verty, +r? (6.71)

) (6.72)

61 = arctan
! ( Vertp:

Estas han de evaluarse de forma numérica.

De forma similar, las ecuaciones de continuidad (654]) y ([G.55]) en el lado derecho
del conducto de expansién B se multiplican por el modo de presién de la camara

central Jo (as7/R¢), con s = 0, 1, 2, 3, ..., 00, y se integran en S¢, obteniendo
R2
(C+ +Cy ) 7C Z/ (B;zl)P](Bl,L(pla 01)
n=0 (6.73)
—|—B(2) (pl,ﬁl)) (RCT) rdr
R2
9 ( jko sCH + jke CT ) TCJ (as)

m

1o [fe N (6.74)
) Z/ (BOGPL), (p1,00) + BPGPE), (p1,601)) Jo <r) rdr
0 n=0"0 ’ R,

C
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En este caso, la distancia del vértice del conducto conico B a la seccion de integracion
es

RcL
V@?"tBQ = ﬁ = VeTtB]_ + LB (675)

de manera que en las ecuaciones ([6.73) y (G.74) las coordenadas esféricas verifican

p1 =/ Verth, +r? (6.76)

01 = arctan ( d ) (6.77)

Vertps

Como en el caso anterior, las integrales previas se evalian de forma numérica.

Ajuste modal en la contraccion

El procedimiento a seguir en la contraccién D es similar al caso de la expansién.
Las ecuaciones (6.50) y (657) asociadas al lado izquierdo del conducto cénico D se
multiplican por el modo de presién de la cdmara central Jo (asr/R¢), para s = 0, 1,
2, 3, ..., 00, y después se lleva a cabo la integral en la seccién S¢, de manera que se
obtiene

) ) R2
(C;re*ﬂfc,ch + C;ejkc,ch) 7C'Jg (as)

%  sRo N o o (6.78)
= Z/ (Dgll)PD n(pg,@g) + Dr(lz)PD n(pg,eg)) JO (T) rdr
n=0"0 ’ ) RC

) ) R2
i (_jkasc;l-e—ch,ch +jkc,scs_€]kc’SLc) 7CJ(Q) (Ofs)

m

Lo~ [0 ) qp) ) 1 p(2) as (6.79)
_ *gZ/ (DVGPY), (p2,02) + DEGPE), (2,02)) Jo (5 ) rr
0

Re

n=0

Debe tenerse en cuenta el signo negativo en el lado derecho de la ecuacién (6.79]),
debido a la orientacién del sistema de referencia del conducto D, tal como se ha
indicado anteriormente. La seccién de integracion se encuentra a una distancia del
vértice del conducto D dada por
RcLp
Vertpg = ——— 6.80
R (6.80)

y por tanto en las ecuaciones ([G78) y (679) ha de considerarse

p2 =1/ Verth, + r? (6.81)

) (6.82)

0, = arctan
2 (Vertpg
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Las ecuaciones ([6.58) y ([6.29) asociadas al lado derecho del conducto de contraccién
se multiplican por el modo de presién del tubo de salida Jo (asr/Rg), para s = 0, 1,
2, 3, ..., 00, se integran en S y se llega a

B+ 20) B itan =3 [T (00R 0
(6.83)

+DD L), (p2,02) ) Jo <Rr) rdr
E

R2
(=dke B + ke sBT) =75 (as)

o (6.84)
B _Z/ (DIVGPL), (p2,02) + DPGPL), (p2,62) ) Jo (Rr) rdr
E
n=0

donde se incluye, igual que anteriormente, el signo menos para el lado derecho de la
ecuacién (684 obtenida a partir de la condicién de continuidad de velocidad. Por
ultimo, el vértice del conducto cénico D y la seccién de integracién se encuentran a
una distancia dada por

RgLp

Ve’f‘tDl = m = V@TtDQ — LD (685)

y en consecuencia, para evaluar las integrales de las ecuaciones (6.83) y ([G84]) sobre

Sk debe tenerse en cuenta que
p2 =/ Verth, +r? (6.86)

0y = arctan < ! ) (6.87)

67“tDl

La caracterizacion del catalizador en base a su indice de pérdidas de transmisién se
lleva a cabo con las condiciones habituales que implican AO+ =1, Af =0paran>0
y E, = 0 para todo n, junto con el correspondiente truncado Smaez = Nmaz = ¢. El
sistema de 8(¢ + 1) ecuaciones e incégnitas se resuelve y permite obtener el TL, dado

por
> (6.88)

A diferencia de los casos anteriores, la consideracion de ¢ = 0 no reproduce la solu-
cién del modelo de onda plana como el mostrado en @], dado que ahora los modos
fundamentales en las zonas conicas presentan un perfil esférico.

e JkEnLE

TL = —-20log <];E
A

La validacion de la formulacién previa se lleva a cabo mediante la comparacién con
resultados de elementos finitos para una geometria biconica cuyas dimensiones son
Ly=Lg=005m, Lp=Lp=003m, Lc =0.135 m, Ry = Rg = 0.0268 m y R¢
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= 0.0886 m, de manera que los semidngulos de apertura vienen dados por 619 = 2
= 64.106°. Para el monolito se consideran los valores R = 500 rayl/m, ¢ = 0.8 y
a = 1.07. Los célculos de elementos finitos se han llevado a cabo con una malla axi-
simétrica de elementos cuadrilateros cuadraticos con 0.0025 m de tamano. El indice
de pérdidas de transmisién de la geometria considerada se muestra en la figura
Como puede comprobarse, la concordancia entre los resultados proporcionados por
ambas técnicas de modelado es excelente en todo el intervalo de frecuencias conside-
rado.

0 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FIGURA 6.11: TL de catalizador bicénico modelado con la técnica 3D/3D:
, AM; +, MEF.

En la figura se estudia el efecto de la porosidad del monolito, que toma los
valores ¢ = 0.7, ¢ = 0.8 y ¢ = 0.9, para una resistividad fija de valor R = 500
rayl/m. Los capilares son de seccién transversal cuadrada de manera que o = 1.07.
Se puede observar que con el aumento de la porosidad se tiene mayor atenuacion en
todo el rango de frecuencias estudiado. Este comportamiento es distinto al observado
en el caso del catalizador circular, modelado también mediante la técnica 3D/3D, en
el que la influencia de la porosidad es irregular y depende del intervalo de frecuencias
considerado.

El efecto de la resistividad se muestra en la figura [6.13] considerando los valores
R = 500 rayl/m, R = 750 rayl/m y R = 1000 rayl/m. El resto de valores son los
utilizados en la validacién (en concreto, se tiene ¢ = 0.8). Se puede observar que a
medias y altas frecuencias se obtienen mayores valores de atenuacion con el aumento
de la resistividad. A bajas frecuencias el efecto de la resistividad es practicamente
despreciable.



238 MODELADO ANALITICO MODAL MULTIDIMENSIONAL DE CATALIZADORES

0 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)
FIGURA 6.12: TL de catalizador bicénico modelado con la técnica 3D/3D para

diferentes valores de porosidad del monolito, AM: , ¢ =0.7; , ¢ = 0.8;
, ¢ =0.9.

0 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)
FIGURA 6.13: TL de catalizador bicénico modelado con la técnica 3D/3D para

diferentes valores de resistividad, AM: , R =500 rayl/m; , R =750 rayl/m;
, R = 1000 rayl/m.

6.3.2. Modelo 3D conductos/1D monolito

La figura [6.14] muestra un esquema para el modelado 3D conductos/1D monolito de
un catalizador con conductos cénicos mediante el método de ajuste modal. En el
interior del tubo cilindrico de entrada se tiene el campo de presion
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Monolito
B¢
0 BS) 0(2) 0
1,0 ~ :" 2.0
R —> Al §{r 1] = {THL {S]
A m m
_______ ‘A:W o m ) eied e D[R
Z
—a4 | 2 *<——= D
% y
B,(f) 07(11)
La Ly Lc Lp

FIGURA 6.14: Esquema del catalizador con conductos conicos asociado al modelo
3D conductos/1D monolito.

Py (r,z1) = Z (Aj:e_jkA,nzl + A;ejkA,nzl) Jo (a"r) (6.89)
n=0

expresién asimismo valida para el conducto de salida D con los cambios oportunos.
El nimero de onda axial en los tubos de seccion circular viene definido, por ejemplo,

por la ecuacién (6.47).

La presion actstica en los conductos cénicos, por ejemplo en la regién B, viene dada
por la expresion

o0
w w
Pa(pn,0) =S <35L1>h51;m <Cp1) BN (Cop1>> P,, . (cos01) (6.90)
n=0 0

Las condiciones a satisfacer por el campo acustico difieren del caso asociado al mo-
delado 3D conductos/3D monolito, dado que en la técnica aplicada aqui el monolito
se sustituye por una matriz de transferencia que relaciona las variables de presion y
velocidad acustica axial en la entrada y la salida del monolito. Las condiciones de
contorno en la expansiéon se escriben en la forma habitual

Py (r, Zl)‘zlzo = Pp (p1,91)\21:0 en Sy (6.91)
Ua (r,21)],,—0 = Us (p1,01)l., -0 en Sa (6.92)

Para la contraccion se tiene

PD (T, 22)|Z2:0 = PC (pg, 92>|22:0 en SD (693)
UD (7‘, 22)|Z2:0 = UC (pg, 92)|Z2:0 en SD (694)
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La relacién entre las variables actsticas a ambos lados del monolito puede expresarse
de la siguiente manera

Pg (p1,01)],,—p, } {Tf'f TB]{PC(P%%N —Lc}
z1=Lp | _ Zo= en Sp =S, 6.95
{UB<p1,el>|Z1_LB T T\ Uc (p2.02)] -y, 5 =fc (695)

con lo cual, las condiciones de contorno en el caso del monolito se expresan como

Pp (p1,00)l.,—1, =TT Po (p2,02)|.,— 1 +T15 Uc (p2,02)|.,— .  enSp=Sc
(6.96)
Up (p1,01).,—1, = 131 Po(p2,02)|.,— 1 +T55 Uc (p2,02)|.,— 1. en Sp = Sc
(6.97)
La obtencién de la velocidad axial se lleva a cabo como se ha indicado en la seccion
anterior. Para compactar la notacién se recurre de nuevo, por conveniencia, a las

expresiones (6.65]) y (6.60]),

PY)(pi.0:) = b (“p) P, . (cosh) (6.98)

w
() OhiL (COpZ) 19P,, (cosli) oy [ w
GPI?H(Pi,Qi) = a—pP"I'"' (cos ;) cosb; — ;“Th(jl)n (Copi> sen 6;
(6.99)

donde para I = B, ¢ = 1 se considera el conducto cénico de expansién y para I = C|
1 = 2 se tiene el asociado a la contraccién. De igual manera, j = 1 implica la conside-
racién de los términos progresivos y j = 2 se refiere a los regresivos.

Procediendo de manera andloga al caso del modelado 3D conductos/3D monolito,
estudiado en la seccién [B31] para la expansién se obtienen las ecuaciones (G.6G8) y
(669). En lo referente a la contraccién, se multiplican las ecuaciones (6.93) y (6.94])
por el modo de presién del conducto de salida Jo (asr/Rp), para s = 0, 1, 2, 3, ...,
00, v se integra en la seccién Sp, de manera que se obtiene

R?
(D + D7) DJO Z/ C(l)Pclzl(Pza%)
(6.100)

+C(2 (pg, 02)) Jo <Rr> rdr

D

. . _\ R?
(=dkp s DI + jkp,DJ) =2 IF (a0)

o 1 i . (6.101)
= _ Z/ (Cy(Ll)GPé7ZL (p2,02) + C;Q)GP&L (pa2, 92)) Jo <R;r> rdr
— Jo
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donde se incluye, igual que anteriormente, el signo menos para el lado derecho de la
ecuacién ([GI0T). La distancia entre el vértice del conducto cénico C' y la seccién de
integracién Sp viene dada por

RpL
Vert01 = }%CD—ifcéD (6102)

de manera que en las ecuaciones ([6I00) y (G.I0I) ha de considerarse

p2 =/ Vertl, +r? (6.103)

0y = arctan ( a ) (6.104)

Vertcy

Para las ecuaciones ([G90]) y (@I7), la aplicacién de la técnica de ajuste modal re-
quiere la eleccién de funciones de ponderacion adecuadas. Entre las diferentes posi-
bilidades disponibles, en esta Tesis se han obtenido buenos resultados considerando
Jo (asr/Re), s =0,1, 2,3, ..., 0o, tal como se muestra posteriormente. Las integrales
se escriben por tanto como

s
Z/ B(l)PJ(B)n(Pl 91)+B(2)P (P1791)> Jo (Rc )
n=0

C as
=Tm Z / (cg)Pg{;(pz, 03) + CLPE) (pa, 92)) Jo (Rcr) rdr (6.105)

Rc
_ 1 pY @ap s
jwmn O/ JGP{) (p2,02) + CPG cn(pz,ez)) Jo Rcr rdr

 jwpo

o~ Rc 1 2 «
Z/ (Br(Ll)GPJ(azz(Plﬁl)+B7(L2)GP1(331(Ph91)> Jo (RS )
’ ’ c

=T § :/ C(l)PCn(pg 4 )+C(2)Pcn(p2,92)) Jo (Rcr> rdr (6.106)
T3
Wap A ap
]wpon O/ C G Cn(p2702)+0 G Cn(p2792)> JO <RC )

Una vez aplicadas las condiciones de contorno pertinentes (A(T =1, A}F = 0 para
n >0y D, =0 para todo n) y el truncado S$paz = Nmaz = ¢, se resuelve el sistema
de 6(q + 1) ecuaciones e incdgnitas y se evalia el TL a partir de la expresién

R .
TL = —20log (RD e=ikp.nlp
A

) (6.107)
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La validacion de la formulacién previa se lleva a cabo mediante la comparacién con
resultados de elementos finitos. Para ello, se ha utilizado una malla axisimétrica de
elementos cuadrilateros cuadraticos con un tamano aproximadamente uniforme de
0.0025 m. El catalizador bicénico considerado para la validacién tiene nuevamente las
dimensiones Ry = Rp = 0.0268 m, Rc = 0.0886 m, Ly, = Lp = 0.05m, Ly = L¢c =
0.03m y L,, = 0.135 m, y los semidngulos de apertura son ;¢ = 629 = 64.106°. El
monolito estd construido con capilares de seccidn transversal cuadrada, y por tanto
«a = 1.07. Para la porosidad del monolito se toma el valor ¢ = 0.8 y para la resistividad
R = 500 rayl/m. Para la solucién analitica se considera que ¢ = 5. La figura
muestra los resultados obtenidos para la geometria indicada, calculados mediante
ajuste modal y elementos finitos. De nuevo, se comprueba que la concordancia entre
ambas técnicas de modelado es muy buena.

25 T T T T T T

0 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frecuencia (Hz)

FIGURA 6.15: TL de catalizador bicénico modelado con la técnica 3D/1D:
, AM; +, MEF.

En la figura se muestra el efecto que tiene la porosidad del monolito en la ate-
nuacion acustica del catalizador bicénico considerando los valores ¢ = 0.7, ¢ = 0.8
y ¢ = 0.9. El resto de valores son los considerados en la validacién (en particular, se
tiene R = 500 rayl/m). Se puede observar que a baja frecuencia (primera ciipula de
atenuacién) una menor porosidad produce una menor atenuacién. Esta tendencia se
invierte a medias y altas frecuencias.

La figura[G.T7lmuestra el efecto de la resistividad en el comportamiento del catalizador.
Para el anédlisis se han considerado tres valores: R = 500 rayl/m, R = 750 rayl/m
y R = 1000 rayl/m, para un valor constante de porosidad dado por ¢ = 0.8. Se
comprueba que a mayor resistividad, se obtienen mayores valores de atenuacion en
la mayor parte del rango de frecuencias, a excepcién de las zonas asociadas a picos
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FIGURA 6.16: TL de catalizador bicénico modelado con la técnica 3D/1D para
diferentes valores de porosidad del monolito, AM: , 0 =0.7; , ¢ = 0.8;
, ¢ =0.9.

de atenuacién, que sufren una reduccién mas marcada para resistividades mayores. A
bajas frecuencias se puede observar que la influencia de la resistividad es menor.
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FIGURA 6.17: TL de catalizador bicdnico modelado con la técnica 8D/1D para

diferentes valores de resistividad, AM: , R =500 rayl/m; , R =750 rayl/m;
, R = 1000 rayl/m.
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6.3.3. Comparacién de modelos 3D/3D y 3D/1D

Se procede ahora a llevar a cabo una comparacién entre los resultados obtenidos
mediante los modelos de ajuste modal 3D/3D y 3D /1D para un catalizador con con-
ductos conicos. Para ello, se analiza la misma geometria estudiada en las secciones
y Para el monolito se consideran los valores R = 500 rayl/m, ¢ = 0.8 y
a=1.07.
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FIGURA 6.18: TL de catalizador bicénico, AM: ——, modelo 3D/3D;

., modelo 3D/1D.

Los resultados obtenidos se muestran en la figura .18l Se puede observar que existe
similitud entre los resultados proporcionados por las dos técnicas hasta una frecuencia
muy baja, en torno a 300 Hz. A partir de dicha frecuencia las curvas de atenuacién
presentan discrepancias muy considerables entre si, superiores a las detectadas en la
geometria circular tratada en la seccién

6.4. Comentarios sobre la consideraciéon de flujo me-
dio

La consideracion de flujo medio en los modelos analiticos presentados en este capitulo
puede abordarse de forma simplificada si s6lo se tienen en cuenta los efectos de éste
en el comportamiento acustico del monolito. Es sabido que el efecto convectivo del
flujo medio tiene una influencia practicamente despreciable en conductos reactivos,
esto es, sin elementos perforados ni materiales absorbentes, cuando se evalian ate-
nuaciones acusticas. Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién de ondas sin flujo
para los conductos de entrada y salida y las transiciones troncocénicas mostradas en
las secciones 6.2y [6.3] pueden sequir utilizdindose en presencia de flujo. Este por tanto
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solo se incluye al modelar la region del monolito.

Tal como se indicé en la seccién del capitulo @ el modelo 3D conductos/1D
monolito en ausencia de flujo medio presenta mayor concordancia con las medidas
experimentales, motivo por el que se puede aplicar el mismo modelo para el caso con
flujo medio, lo cual garantiza una aproximacién matematica al problema de gran sen-
cillez. Por tanto, para considerar la presencia de flujo medio en los modelos analiticos
desarrollados en el presente capitulo, es posible sustituir la matriz de transferencia de
las ecuaciones (6.31), caso circular, y (6.95]), configuracién cénica, por la matriz de
cuatro polos con flujo medio (2.248), utilizada anteriormente en los capitulos 2y Fl

6.5. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado la aplicaciéon del método de ajuste modal al mode-
lado acustico de catalizadores con geometrias de gran interés, cuyo tratamiento en la
bibliografia existente es escaso. Para el modelado mediante ajuste modal se han uti-
lizado las dos técnicas descritas anteriormente, 3D/3D y 3D/1D. En primer lugar se
ha considerado la geometria circular, para la que se ha presentado detalladamente el
desarrollo matematico del método de ajuste modal para las dos técnicas de modelado.
Los modelos obtenidos han sido validados mediante el método de elementos finitos,
mostrando una concordancia excelente. De igual manera, se ha abordado el modelado
de catalizadores con conductos cénicos mediante el método de ajuste modal, de nuevo
con las técnicas 3D/3D y 3D/1D. Para las geometrias con conductos cénicos se ha
aplicado un procedimiento que permite su caracterizacién en base a las funciones de
Legendre y de Hankel esféricas. En todos los casos estudiados se ha realizado un estu-
dio paramétrico para analizar el efecto de la porosidad del monolito y su resistividad
en la atenuacién actstica.

Adicionalmente, se han comparado, tanto para las configuraciones circulares como
cénicas, las predicciones de los modelos 3D/3D y 3D/1D. En el caso circular se de-
tectan algunas diferencias ligeras, sobre todo en el rango de altas frecuencias. Para la
geometria con conductos conicos dichas discrepancias son mayores, de manera que la
prediccién proporcionada por el modelo 3D/3D muestra poca similitud con los resul-
tados 3D/1D. En el capitulo anterior ya se indic6é que el modelo 3D /3D, habitual en
la bibliografia, presentaba ciertas deficiencias a la hora de modelar el comportamien-
to acustico del monolito. Dichas deficiencias se resuelven, al menos en parte, con la
propuesta 3D /1D realizada en esta Tesis. Estos aspectos quedan corroborados por los
resultados analiticos obtenidos en el presente capitulo mediante ajuste modal.

Actualmente se estd trabajando en la preparacién de resultados asociados a los mo-
delos analiticos presentados en este capitulo, para su posterior publicacién.






Capitulo 7

Conclusiones y desarrollos
futuros

Resumen del capitulo:

Se recogen en este capitulo las principales conclusiones expuestas en los capitulos
anteriores, destacando especialmente aquellas relacionadas con el objetivo final de
la Tesis. Se senalan las aportaciones introducidas y se proponen posibles desarrollos
futuros que continien la linea de investigacion aqui presentada.
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7.1. Conclusiones

Se describen aqui las conclusiones obtenidas a lo largo de la Tesis, relacionadas con el
desarrollo e implementacién de métodos eficaces para el disefio y modelado acistico
de la linea de escape, y en concreto, de dos de sus componentes mas relevantes, como
son los silenciadores y los catalizadores.

= Se ha comprobado que los modelos de onda plana para silenciadores y catali-
zadores no son vélidos en el rango usual de trabajo de los motores de combus-
tién interna alternativos. Esto justifica recurrir a modelos mas precisos, de tipo
numeérico y analitico, como el método de elementos finitos y el método de ajuste
modal, para estudiar el comportamiento actstico de los componentes de la linea
de escape.

= Se ha llevado a cabo el desarrollo e implementacién de modelos de elementos
finitos para la simulacién tridimensional del comportamiento acistico de silen-
ciadores de escape en condiciones generales, es decir, en presencia de flujo medio,
material absorbente y elementos perforados.

= Se ha considerado el acoplamiento de diversos subdominios conectados median-
te superficies perforadas cuando existe flujo medio, incluyendo el caso en el que
uno de los subdominios conectados tiene material absorbente en contacto con las
perforaciones. Ademas se ha analizado el efecto de las condiciones de contorno
asociadas al conducto perforado. Para ello se han aplicado las condiciones de
continuidad de velocidad y de desplazamiento, comparando los resultados obte-
nidos por ambas con resultados experimentales. La condicién de continuidad de
desplazamiento ha demostrado mas concordancia con las medidas experimenta-
les para dos geometrias de resonador concéntrico con material absorbente.

= Se ha llevado a cabo el desarrollo e implementacién de modelos de elementos
finitos para la simulacion y anélisis de catalizadores de automocién. Se han pre-
sentado dos modelos, el denominado modelo 3D /3D, habitual en la bibliografia,
en el que es posible la propagacion tridimensional en todo el dominio del cata-
lizador, y el modelo propuesto en la Tesis, 3D/1D, que considera propagacién
unidimensional en los capilares. Se han aplicado los dos modelos a un cataliza-
dor comercial y se han comparado los resultados obtenidos mediante ambos con
medidas experimentales, mostrando que la técnica propuesta 3D/1D presenta
una mayor concordancia con dichas medidas. Se ha analizado la influencia de la
porosidad del monolito y su resistividad en la atenuacién acistica. También se
ha aplicado el método de elementos finitos para el modelado acustico de catali-
zadores en presencia de flujo medio. Para ello se ha tenido en cuenta la técnica
3D/1D, ya que en el caso sin flujo medio ha dado resultados que se asemejan
mas a las medidas experimentales que los proporcionados por la técnica 3D/3D.

= Se ha llevado a cabo la descripcién modal analitica de la solucién de la ecuacién
de ondas en conductos de pared rigida. En primer lugar se han considerado
las soluciones disponibles en la literatura para secciones transversales de tipo
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rectangular y circular. Se ha abordado ademds la propagacion de ondas en el
caso de conductos de seccién no uniforme con geometria cénica.

Se ha desarrollado el modelado analitico multidimensional del comportamiento
acustico de silenciadores de escape mediante el método de ajuste modal. Se ha
presentado la aplicacién de dicho método a diversos silenciadores, tales como
camaras de expansion simple y camaras reversas. Posteriormente, y como con-
tribucion, se ha extendido la aplicacién del método a silenciadores con doble
salida opuesta y camaras reversas con material absorbente y placa perforada.
Para ambas configuraciones, se ha presentado la formulaciéon completa del méto-
do de ajuste modal asi como las integrales asociadas. Los modelos obtenidos han
sido validados mediante la comparacién con resultados evaluados mediante el
método de elementos finitos, mostrando una concordancia excelente.

Para el caso de las camaras de expansion simple y las reversas, se ha analizado
el efecto de la posicién de los conductos de entrada y salida. En lo referente al
silenciador con doble salida opuesta, se ha analizado detalladamente el efecto en
la atenuacién acustica de pardametros de disenio como el radio de los conductos
y su posicion relativa. Para la cdmara reversa con material absorbente y placa
perforada, se ha considerado en concreto el efecto que tiene en la atenuacion
acustica la posicién relativa de los conductos, la porosidad de la placa perforada
y la resistividad del material absorbente.

Se ha llevado a cabo el desarrollo e implementacién de técnicas para el mode-
lado analitico tridimensional del comportamiento acustico de catalizadores con
geometrias relevantes, poco consideradas en la literatura cientifica, como el caso
de catalizadores circulares y con conductos cénicos. Para ambas geometrias se
han aplicado las técnicas 3D/3D y 3D/1D. Los resultados obtenidos mediante
ajuste modal se han validado con calculos de elementos finitos, mostrando una
concordancia excelente. Adicionalmente, se han comparado, tanto para las con-
figuraciones circulares como cénicas, las predicciones de los modelos 3D/3D y
3D/1D, mostrando que los resultados obtenidos mediante ambos modelos son
distintos. Para el catalizador circular se observan diferencias ligeras, sobre todo
a alta frecuencia. En el caso del catalizador con conductos cénicos la prediccion
proporcionada por el modelo 3D /3D muestra poca similitud con los resultados
3D/1D.

Desarrollos futuros

En los ultimos anos se ha comenzado a considerar la degradacion acustica asociada

a los

elementos fundamentales de la linea de escape. En este sentido, las areas de

trabajo que se proponen como continuacién de la linea de investigacién presentada se
centran en el desarrollo de modelos acusticos avanzados de los materiales utilizados

en los

dispositivos del sistema de escape de motores de combustién, que contemplen la

variacion de propiedades con el paso del tiempo y que puedan ser incorporados a las
herramientas de diseno acustico de la linea de escape con vistas a obtener soluciones
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constructivas cuya degradacién temporal pueda ser minimizada. En concreto cabe
considerar los siguientes aspectos:

= Definicion y desarrollo de técnicas experimentales que permitan la caracteriza-
cién acustica avanzada de los diversos materiales utilizados en los componentes
integrantes del sistema de escape de motores de combustién interna alternati-
vos, en diferentes etapas de su vida en funcionamiento. Esto permitird ampliar
los modelos existentes de materiales absorbentes y monolitos ceramicos y de-
finir nuevos modelos que contemplen la degradacién asociada a la circulacion
de los productos de la combustiéon. Las técnicas experimentales también han
de permitir la caracterizacién acustica de los propios componentes integrantes
del sistema de escape, en diferentes etapas de su vida. Esto permitird, por un
lado, extender modelos existentes, definir nuevos modelos que contemplen la
influencia del paso del tiempo y el efecto de la posible existencia de elementos
de proteccién y, por otro, validar los resultados que se obtengan posteriormente
en base a simulacién.

= Desarrollo e implementacion de herramientas de simulaciéon del comportamien-
to acustico de componentes, basadas en las técnicas presentadas en esta Tesis
(elementos finitos y métodos analiticos modales multidimensionales), que ten-
gan en cuenta que se produce una degradacién de propiedades acusticas en los
componentes y materiales mas relevantes. De esta manera, debe ser posible la
consideracion del efecto del paso del tiempo y el estudio de su influencia en el
control de las emisiones acusticas.

= Obtencién de modelos actsticos asociados a dispositivos adicionales de la linea
de escape, cuyo impacto en la reduccién de ruido es relevante, tales como filtros
de particulas en motores diésel.
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