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Dirigida por

Dr. D. Francisco David Denia Guzmán

Dr. D. F. Javier Fuenmayor Fernández

Valencia, Junio de 2010





Tesis Doctoral

Contribución al modelado acústico
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Resumen

Esta Tesis se centra en el desarrollo e implementación de métodos eficaces para el
diseño y modelado acústico de la ĺınea de escape de motores de combustión, y en con-
creto, de dos de sus componentes más relevantes desde el punto de vista de control
de emisiones sonoras, como son los silenciadores y los catalizadores.

Por ello, se realiza una revisión bibliográfica de los modelos unidimensionales y la
representación matricial asociada. También se lleva a cabo una revisión de la lite-
ratura existente en cuanto a la caracterización de elementos perforados, materiales
absorbentes y monolitos. Las limitaciones y deficiencias encontradas en los mode-
los de onda plana evidencian la necesidad de disponer de herramientas de modelado
multidimensional, válidas a altas frecuencias y para geometŕıas de silenciadores y ca-
talizadores sin dimensiones predominantes.

Se aplica el método de elementos finitos a la resolución de la ecuación de ondas
convectiva, mediante la formulación en presión, en el interior de silenciadores con
material absorbente. Se estudia detalladamente el acoplamiento entre subdominios
conectados mediante elementos perforados en el interior del silenciador. También se
analiza el efecto del flujo medio en la impedancia acústica, prestando especial atención
a las diferentes condiciones a satisfacer por el campo acústico. Por ello, se aplican las
condiciones de continuidad de velocidad y desplazamiento y se comparan los resulta-
dos proporcionados por ambas con medidas experimentales.

La capacidad que posee el método de elementos finitos para abordar geometŕıas ar-
bitrarias es el motivo por el que también se aplica dicho método en el modelado
acústico de catalizadores comerciales de automoción. Para el modelado acústico del
catalizador se recurre a dos metodoloǵıas: (1) el modelo 3D conductos/3D monolito,
utilizado en la bibliograf́ıa, en el que la aplicación del método de elementos finitos
implica el cálculo del campo acústico tridimensional en el catalizador completo, y (2)
el modelo 3D conductos/1D monolito, propuesto en la Tesis, en el que se sustituye el
monolito por una matriz de transferencia que asume una propagación unidimensional
en su interior. Se comparan los resultados obtenidos mediante ambas metodoloǵıas
con medidas experimentales, mostrando que la técnica propuesta da lugar a predic-
ciones más ajustadas a la experimentación. Posteriormente, se extiende el modelo 3D
conductos/1D monolito para incluir catalizadores con presencia de flujo medio en los
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capilares.

En respuesta al alto coste computacional asociado al método de elementos finitos se
desarrollan herramientas anaĺıticas tridimensionales de modelado mediante el método
de ajuste modal. El desarrollo de dichas herramientas se basa en el tratamiento anaĺıti-
co modal de la ecuación de ondas en conductos rectangulares, circulares y cónicos. Se
aplica el método de ajuste modal al modelado acústico tridimensional de silenciadores
diversos, reactivos y disipativos, con vistas a estudiar su comportamiento acústico.
Se analiza detalladamente el efecto de algunos parámetros significativos, tales como
la posición de los conductos, la resistividad del material absorbente y la porosidad de
los elementos perforados en la atenuación acústica.

El método de ajuste modal se extiende al caso de catalizadores con geometŕıas re-
levantes pero que no han sido estudiadas en la bibliograf́ıa desde un punto de vista
anaĺıtico tridimensional, como es el caso de catalizadores circulares y con conductos
cónicos. Para el modelado de ambas geometŕıas se aplican las técnicas 3D conduc-
tos/3D monolito y 3D conductos/1D monolito. Se estudia en detalle el efecto de la
resistividad del monolito y su porosidad en la atenuación acústica.

Palabras clave: silenciadores, catalizadores, material absorbente, elementos perfo-
rados, monolito, elementos finitos, técnica de ajuste modal, medida experimental.



Resum

Esta Tesi se centra en el desenvolupament i implementació de mètodes eficaços per
al disseny i modelatge acústic de la ĺınia d’escapament de motors de combustió, i en
concret, de dos dels seus components més rellevants des del punt de vista de control
d’emissions sonores, com són els silenciadors i els catalitzadors.

Per això, es realitza una revisió bibliogràfica dels models unidimensionals i la repre-
sentació matricial associada. També es du a terme una revisió de la literatura existent
referent a la caracterització d’elements perforats, materials absorbents i monòlits. Les
limitacions i deficiències trobades en els models d’onda plana evidencien la necessitat
de disposar de ferramentes de modelatge multidimensional, vàlides a altes freqüències
i per a geometries de silenciadors i catalitzadors sense dimensions predominants.

S’aplica el mètode d’elements finits a la resolució de l’equació d’ones convectiva, per
mitjà de la formulació en pressió, en l’interior de silenciadors amb material absor-
bent. S’estudia detalladament l’acoplament entre subdominis connectats per mitjà
d’elements perforats a l’interior del silenciador. També s’analitza l’efecte del flux mig
en la impedància acústica, prestant especial atenció a les diferents condicions a sa-
tisfer pel camp acústic. Per això, s’apliquen les condicions de continüıtat de velocitat
i desplaçament i es comparen els resultats proporcionats per ambdós amb mesures
experimentals.

La capacitat que possëıx el mètode d’elements finits per a abordar geometries ar-
bitràries és el motiu pel qual també s’aplica aquest mètode al modelatge acústic de
catalitzadors comercials d’automoció. Per al modelatge acústic del catalitzador es fa
ús de dues metodologies: (1) el model 3D conductes/3D monòlit, utilitzat en la bi-
bliografia, en el que el mètode d’elements finits implica el càlcul del camp acústic
tridimensional al catalitzador complet, i (2) el model 3D conductes/1D monòlit, pro-
posat en la Tesi, en el que se substitüıx el monòlit per una matriu de transferència
que assumeix una propagació unidimensional al seu interior. Es comparen els resul-
tats obtinguts pels dos models amb mesures experimentals, i es mostra que la tècnica
proposta dóna lloc a prediccions més ajustades a l’experimentació. Posteriorment,
s’estén el model 3D conductes/1D monòlit per a incloure catalitzadors amb presència
de flux mig en els capil·lars.
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En resposta a l’alt cost computacional associat al mètode d’elements finits es desen-
volupen ferramentes anaĺıtiques tridimensionals de modelatge mitjançant el mètode
d’ajust modal. El desenvolupament de ferramentes es basa en el tractament anaĺıtic
modal de l’equació d’ones en conductes rectangulars, circulars i cònics. S’aplica el
mètode d’ajust modal al modelatge acústic tridimensional de silenciadors diversos,
reactius i disipatius, per tal d’estudiar el seu comportament acústic. S’analitza de-
talladament l’efecte d’alguns paràmetres significatius, com ara la posició dels con-
ductes, la resistivitat del material absorbent i la porositat dels elements perforats en
l’atenuació acústica.

El mètode d’ajust modal s’estén al cas de catalitzadors amb geometries rellevants
però que no han sigut estudiades en la bibliografia des d’un punt de vista anaĺıtic
tridimensional, com és el cas de catalitzadors circulars i amb conductes cònics. Per al
modelatge d’ambdós geometries s’apliquen les tècniques 3D conductes/3D monòlit i
3D conductes/1D monòlit. S’estudia en detall l’efecte de la resistivitat del monòlit i
la seua porositat en l’atenuació acústica.

Paraules clau: silenciadors, catalitzadors, material absorbent, elements perforats,
monòlit, elements finits, tècnica d’ajust modal, mesura experimental.



Abstract

This thesis is focused on the development and implementation of effective methods for
the acoustic design and modelling of the exhaust line of internal combustion engines,
and specifically for two relevant components, from the standpoint of noise control,
such as mufflers and catalytic converters.

Therefore, a literature review of the one-dimensional models and their associated ma-
trizant approach has been performed. Also a review of the existing literature regarding
the characterization of perforated elements, absorbent materials and monoliths has
been carried out. The limitations and deficiencies of the plane wave models show the
need of multidimensional modelling tools, which are valid for high frequencies and
more general muffler and catalytic converter geometries.

The finite element method is applied to solve the convective wave equation in dis-
sipative silencers using the pressure formulation. The coupling between connected
subdomains by means of perforated elements inside the muffler is studied in detail. In
addition, the effect of the mean flow on the acoustic impedance is analyzed, paying
particular attention to different perforate boundary conditions. The continuity condi-
tions of velocity and displacement are applied, and the obtained results are compared
with experimental results.

The finite element method has the capacity to deal with arbitrary geometries, and
for this reason it has been applied to the acoustic modelling of automotive catalysts.
Two different modelling techniques are considered: (1) First, the procedure described
in previous works, 3D ducts/3D monolith, in which the finite element method leads
to the calculation of the three-dimensional acoustic field inside the complete catalytic
converter; (2) On the other hand, the proposed technique in the Thesis, 3D ducts/1D
monolith, in which the monolith is replaced by a plane wave transfer matrix, that is,
only one-dimensional acoustic behaviour is allowed within the capillary ducts. The
results provided by both approaches are compared with experimental measurements,
showing that the latter technique exhibits a better agreement. The proposed model,
3D ducts/1D monolith, is extended to include the presence of mean flow in the capi-
llaries.

In response to the high computational effort associated with the finite element met-
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hod, three-dimensional analytical tools have been developed using the mode-matching
method. The development of such analytical techniques takes into account the modal
solution of the wave equation in ducts with rectangular, circular and conical geo-
metry. The mode-matching method has been applied to the multidimensional acoustic
modelling of diverse silencers (reactive and dissipative configurations), to study their
acoustic behaviour. The effect of some significant parameters, such as the relative
position of the ducts, the resistivity of the absorbent material and the porosity of the
perforated elements on the acoustic attenuation has been studied in detail.

The mode-matching method has been extended to include the case of catalysts with re-
levant geometries, that have not been studied in the literature from a three-dimensional
analytical point of view, such as the case of circular catalysts and catalysts with co-
nical ducts. For the modelling of both geometries, 3D ducts/3D monolith and 3D
ducts/1D monolith techniques have been applied. In addition, the effect of several
parameters on the acoustic behaviour of the catalyst is investigated.

Keywords: mufflers, catalytic converters, absorbent material, perforated elements,
monolith, finite elements, mode-matching method, experimental measurement.
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2.3. Acústica unidimensional de conductos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.1. Medio en reposo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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xii Índice general
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Nomenclatura

En cada uno de los caṕıtulos se explica el significado de las variables utilizadas. No
obstante, para facilitar la comprensión del texto se presenta a continuación una des-
cripción de las convenciones utilizadas en el desarrollo de esta Tesis.

Los śımbolos matemáticos se expresan en letra itálica para diferenciarlos claramen-
te del resto del texto. Como excepción, se tienen las funciones matemáticas, algunos
śımbolos especiales y los números. Las matrices se denotan con corchetes y los vectores
por medio de llaves.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Resumen del caṕıtulo:

En este caṕıtulo se presenta la problemática asociada al ruido emitido por el funcio-
namiento de los motores de combustión interna alternativos. Se justifica el desarrollo
de herramientas eficaces que permitan el modelado y cálculo de la atenuación acústica
de silenciadores y catalizadores. Se expone el ámbito y alcance de la Tesis, aśı como
la estructura utilizada para la consecución de los objetivos de ésta.

1
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1.1. Motivación y antecedentes

La generación de ruido en el escape es una caracteŕıstica no deseada, pero inevitable
de los motores de combustión interna alternativos. Durante mucho tiempo, el único
requisito impuesto a los sistemas de escape ha sido que fueran capaces de mantener
los niveles de ruido emitido por debajo de ciertos ĺımites. De hecho, éste es el criterio
de homologación actualmente vigente. Más recientemente, se ha comenzado a tener en
cuenta, por parte de los fabricantes, no solamente estos niveles ĺımite, sino también el
concepto de calidad sonora, esto es, la valoración más subjetiva que hace un usuario
y que le permite identificar el carácter que se le ha querido dar al veh́ıculo (deportivo,
de representación, familiar, etc.), o a su fabricante.

Esta nueva vertiente está condicionando un cambio en la estrategia de reducción
del ruido de escape. El nivel y las caracteŕısticas en frecuencia del ruido emitido a la
atmósfera en la salida del sistema de escape dependen en gran medida del comporta-
miento acústico integral de la ĺınea de escape, dentro de la cual dos componentes de
especial relevancia son los silenciadores y los catalizadores.

El punto de partida del modelado y análisis acústico de la ĺınea de escape debe
iniciarse en el estudio del comportamiento individual de sus componentes. Sin duda,
los elementos más importantes desde el punto de vista de atenuación acústica en la
ĺınea de escape son los silenciadores y su comportamiento ha recibido mucha atención
[30, 85, 94, 102, 128]. Como mejora notable respecto a los modelos unidimensionales
de silenciador iniciales [94], en los últimos años se ha dedicado una intensa labor in-
vestigadora a su caracterización acústica tridimensional [30, 128]. Las metodoloǵıas
asociadas se basan en el establecimiento de las ecuaciones multidimensionales de com-
portamiento acústico del aire y de otros materiales existentes en sus correspondientes
dominios y en la compatibilización de la solución en el contorno de la interfase. Las
condiciones de contorno necesarias para conectar ambas soluciones dependen de la
existencia o no de elemento perforado en la interfase y de la presencia de flujo me-
dio [96]. Estas metodoloǵıas pueden dividirse en dos grandes grupos: las basadas en
métodos numéricos de tipo convencional, tales como el método de elementos de con-
torno [144] y el de elementos finitos [30, 102, 112], y las de tipo anaĺıtico. El método
de elementos de contorno presenta algunas ventajas computacionales pero es dif́ıcil
incorporar el efecto convectivo debido al flujo medio. El método de elementos finitos
es más versátil cuando existe flujo medio, además es un método que tiene la capaci-
dad de modelar silenciadores con geometŕıas complejas y por ello está más extendida
su utilización en el ámbito del estudio de silenciadores desde sus inicios [30, 112]. El
efecto convectivo producido por el flujo medio, supuesto éste potencial, fue estudiado
por Peat [99]. Utilizando el método de elementos finitos se pudo incorporar el efecto
local de placas perforadas, introducido mediante una impedancia, en presencia de flu-
jo normal [3]. Simultáneamente, Kagawa et al. [74] y Craggs [30] utilizaron un modelo
localmente reactivo, es decir, una impedancia equivalente en el contorno, junto con la
superficie exterior. Más tarde algunos autores como Astley y Cummings [8], utilizaron
el modelo de material absorbente volumétrico de Delany y Bazley [39], imponiendo la
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continuidad de presiones y desplazamientos normales en la interfase. Posteriormente,
Peat y Rathi [102] utilizaron el modelo volumétrico para el material absorbente junto
con el método de los elementos finitos para describir el comportamiento acústico de
un resonador concéntrico en presencia de flujo medio.

El uso de metodoloǵıas basadas en expansiones modales multidimensionales en el
diseño de silenciadores ha alcanzado un amplio nivel de aplicación en las últimas
décadas. De las múltiples posibilidades existentes [42], el método más empleado en
silenciadores es el método de ajuste modal. Este método consiste básicamente en
aplicar a las expansiones modales de presión y velocidad una metodoloǵıa de residuos
ponderados en cada una de las discontinuidades de sección con funciones de peso
iguales a los propios modos. Uno de los pioneros en el uso de este método aplicado
al análisis acústico de silenciadores fue Karal [75] que lo utilizó para estudiar una
discontinuidad de sección. De los autores que más extensivamente han hecho uso de
este método puede destacarse al profesor Selamet, que ha estudiado en las últimas
décadas diversas geometŕıas de complejidad creciente [117–120, 124, 127–129].

La existencia del catalizador implica una influencia no despreciable en el compor-
tamiento acústico de la ĺınea de escape completa. En los últimos años, diversos inves-
tigadores han llevado a cabo el modelado acústico de catalizadores de automoción. En
primer lugar, dicho modelado requiere el conocimiento de los fenómenos de propaga-
ción de ondas en los capilares que constituyen el monolito. Kirchhoff [86] investigó la
propagación de ondas en los capilares teniendo en cuenta el papel que juega la visco-
sidad y la transferencia de calor. A partir de dicho modelo, Zwikker y Kosten [150]
obtuvieron soluciones exactas para conductos de sección transversal circular. En la
práctica los capilares de sección transversal cuadrada y rectangular presentan mayor
interés, y se consideran en el trabajo de Stinson [131] y de Roh et al. [110]. Con
la presencia de flujo medio en los capilares, el modelado acústico del monolito es
considerablemente más complicado. Dokumaci [52] desarrolló una solución anaĺıtica
simplificada para la propagación de ondas en capilares circulares en presencia de flujo
medio. En otro trabajo, el mismo autor extendió la solución previa para incluir el
caso de capilares de sección transversal rectangular [53]. En segundo lugar es nece-
saria la obtención de modelos de acoplamiento entre el monolito y los conductos de
entrada y salida del catalizador. Si bien una posibilidad es utilizar los modelos de
onda plana para dichos conductos [52, 53], se puede conseguir una mayor precisión
mediante la aplicación de modelos multidimensionales [123]. Debe tenerse en cuen-
ta que en geometŕıas de catalizadores comerciales y para frecuencias suficientemente
altas, el campo acústico real en las regiones de entrada y salida es tridimensional,
con lo cual las predicciones obtenidas mediante los modelos de onda plana pueden
presentar un error considerable. Otro aspecto muy importante está relacionado con el
hecho de que la solución del campo acústico en el interior del monolito es básicamente
unidimensional, algo que contradice la consideración de la propagación de modos de
alto orden en los capilares que integran el monolito [123].
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1.2. Objetivos

El objetivo último de la Tesis es la elaboración de métodos eficaces para el diseño y
modelado acústico de dos de los componentes más relevantes de la ĺınea de escape de
los motores de combustión interna alternativos como son los silenciadores y los cata-
lizadores. Para conseguir este objetivo final se plantea la obtención de los siguientes
objetivos parciales:

Desarrollo e implementación de modelos de elementos finitos que permitan la
simulación tridimensional del comportamiento acústico de silenciadores en con-
diciones generales (presencia de flujo medio, superficies perforadas, material
absorbente, etc).

Estudio detallado del efecto del flujo medio en la impedancia acústica de su-
perficies perforadas, prestando especial atención a las diferentes condiciones a
satisfacer por el campo acústico. Actualmente no existe consenso respecto a la
condición cinemática más adecuada (continuidad de velocidad/desplazamiento).

Desarrollo e implementación de modelos de elementos finitos para el modelado
tridimensional del comportamiento acústico de catalizadores. Un objetivo fun-
damental consiste en reproducir de manera fiable la propagación acústica en el
monolito, para lo cual se plantearán dos alternativas: en la primera se susti-
tuirá el monolito por material absorbente equivalente desde un punto de vista
acústico, mientras que en la segunda se asumirá propagación unidimensional en
los capilares. Los resultados proporcionados por ambos modelos se compararán
con resultados experimentales para una configuración de catalizador comercial.

Desarrollo de modelos anaĺıticos de comportamiento acústico de silenciadores
basados en el método de ajuste modal, de gran precisión y bajo coste compu-
tacional. Estos modelos serán validados mediante resultados de elementos finitos
para silenciadores de diversas geometŕıas en presencia de materiales absorben-
tes y elementos perforados. Estas herramientas se aplicarán al estudio del efecto
que producen las variaciones geométricas y la presencia de componentes per-
forados y material absorbente en el comportamiento de los diferentes tipos de
silenciadores.

Desarrollo e implementación de modelos acústicos anaĺıticos de catalizadores de
automoción para geometŕıas relevantes (pero que apenas han sido estudiadas en
la literatura) como el caso de los catalizadores circulares y con conductos cónicos.
Estas herramientas anaĺıticas de simulación se validarán mediante cálculos de
elementos finitos, y se aplicarán al estudio paramétrico del efecto que tiene la
porosidad del monolito y su resistividad en el comportamiento acústico de los
catalizadores.
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1.3. Organización y desarrollo de la Tesis

La memoria de la Tesis está organizada en torno a tres núcleos principales: (1) mode-
los de onda plana y caracterización de materiales; (2) modelos numéricos de elementos
finitos y (3) técnicas anaĺıticas basadas en el método de ajuste modal. La estructura-
ción se lleva a cabo mediante siete caṕıtulos.

En el caṕıtulo 1 se describen los objetivos planteados y la organización de la Te-
sis.

En el caṕıtulo 2 se presentan los fundamentos de la teoŕıa acústica aplicada a conduc-
tos, capilares, silenciadores y catalizadores, haciendo especial énfasis en los modelos
tradicionales de onda plana y la representación matricial asociada. En este caṕıtulo
se define gran parte de la nomenclatura utilizada a lo largo de la Tesis. Se describen
las caracteŕısticas geométricas básicas de las tipoloǵıas de silenciador más comunes en
la práctica como son las expansiones y contracciones, los conductos extendidos y las
superficies perforadas. También se introducen las ecuaciones básicas que caracterizan
la propagación de ondas en medios diferentes del aire. Además se aborda la cuantifi-
cación de la atenuación sonora mediante el ı́ndice de pérdidas por transmisión TL. Se
detallan las fórmulas asociadas a los procesos de transferencia de ondas en las zonas
de interfase entre el monolito y los conductos de entrada y salida en presencia de flujo
medio. Finalmente se aplican los modelos expuestos a casos concretos de silenciadores
y catalizadores.

En el caṕıtulo 3 se lleva a cabo la aplicación del método de los elementos finitos
a la ecuación de ondas convectiva, que incluye la presencia de flujo medio. Se justifica
la necesidad de disponer de modelos multidimensionales de comportamiento debido
a las limitaciones que presentan los modelos tradicionales de onda plana a medida
que se analizan frecuencias más altas y geometŕıas sin dimensiones predominantes. Se
presta especial atención al tratamiento de subdominios acoplados mediante elementos
perforados, estudiando detalladamente el efecto que tiene el flujo medio en la impe-
dancia acústica de superficies perforadas. Se consideran dos condiciones a satisfacer
por el campo acústico, continuidad de velocidad y continuidad de desplazamiento, y
se comparan los resultados obtenidos mediante la aplicación de ambas condiciones
con resultados experimentales. Finalmente el método de elementos finitos se aplica a
la predicción de la atenuación acústica en silenciadores concretos con el fin de demos-
trar las importantes discrepancias en comparación con los modelos unidimensionales,
aśı como para disponer de una herramienta para validar los modelos anaĺıticos desa-
rrollados en el caṕıtulo 5.

El caṕıtulo 4 está dedicado al modelado del comportamiento acústico de cataliza-
dores de automoción mediante el método de los elementos finitos. La razón por la
que se ha optado por utilizar el modelado mediante dicho método es su capacidad de
abordar geometŕıas complejas, como los catalizadores comerciales. Para modelar el
monolito se utilizan dos metodoloǵıas: (1) la técnica utilizada comúnmente en la bi-
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bliograf́ıa, en la que el monolito se comporta como un material absorbente equivalente
de tipo fibroso y que se denotará aqúı como 3D conductos/3D monolito. En este caso
el modelo de elementos finitos implica el cálculo del campo acústico tridimensional
en todo el dominio del catalizador; (2) la técnica propuesta en la Tesis, en la que
se sustituye el monolito por una matriz de transferencia, denominada aqúı como 3D
conductos/1D monolito. De esta manera, la solución del campo acústico solamente
puede ser tridimensional en los conductos de entrada y salida pero se fuerza su uni-
dimensionalidad en el monolito. Los resultados obtenidos mediante ambas técnicas se
comparan con resultados experimentales. Finalmente se extiende el modelo basado en
elementos finitos para el modelado de catalizadores en presencia de flujo medio.

En el caṕıtulo 5 se presenta el tratamiento anaĺıtico modal de la ecuación de ondas en
conductos. Se consideran geometŕıas con sección transversal de tipo rectangular y cir-
cular, y además se considera el caso de conductos cónicos. Posteriormente se presenta
la aplicación del método de ajuste modal al modelado anaĺıtico tridimensional del
comportamiento acústico de silenciadores reactivos y disipativos. Se presta especial
atención a configuraciones novedosas, útiles comercialmente, pero no tratadas en la
literatura, como la cámara con doble salida opuesta y la cámara reversa con material
absorbente y placa perforada, silenciador que combina aspectos reactivos asociados
a resonancias y posicionado de conductos con fenómenos disipativos asociados a la
presencia del material absorbente.

El caṕıtulo 6 está dedicado al modelado acústico tridimensional de catalizadores
mediante el método de ajuste modal. Se presenta la aplicación de dicha técnica a
catalizadores de geometŕıas relevantes pero no analizadas en la literatura, como los
catalizadores circulares y con conductos cónicos. Se consideran, para cada geometŕıa,
las dos técnicas de modelado presentadas en el caṕıtulo 4, 3D conductos/3D monolito
y 3D conductos/1D monolito. Aśı, se dispone de una herramienta de modelado de
gran precisión cuyo coste computacional es inferior al asociado a métodos numéricos
como elementos finitos. Finalmente se estudia la influencia de dos parámetros impor-
tantes como son la porosidad y resistividad del monolito en la atenuación acústica.

En el caṕıtulo 7 se recogen las conclusiones del trabajo realizado y se indican las
posibles ĺıneas de investigación futuras.





Caṕıtulo 2

Modelos de onda plana y

caracterización de materiales

Resumen del caṕıtulo:

En este caṕıtulo se presentan las ecuaciones que gobiernan la propagación del sonido
y los aspectos fundamentales de la teoŕıa acústica aplicada a conductos, silenciado-
res y catalizadores, haciendo especial énfasis en los modelos tradicionales de onda
plana y la representación matricial asociada, que se concreta para ciertos elementos
relevantes como tubos de sección uniforme y variable, expansiones, contracciones y
conductos extendidos. Se lleva a cabo una revisión de la literatura existente en cuan-
to a la caracterización de elementos perforados, materiales absorbentes y monolitos
comúnmente utilizados en aplicaciones prácticas. Se hace una descripción de las ti-
poloǵıas de silenciadores más habituales en los sistemas de escape y se indican sus
caracteŕısticas básicas. Asimismo se presenta la definición de los ı́ndices de atenua-
ción sonora utilizados para evaluar su comportamiento acústico. Posteriormente se
aborda la cuantificación de la atenuación de ruido en configuraciones de interés, tan-
to en casos de silenciadores puramente reactivos y resonantes como en geometŕıas
disipativas y catalizadores. El caṕıtulo concluye con la exposición de una serie de
limitaciones inherentes a los modelos de onda plana, que justifica el desarrollo de
técnicas de modelado más precisas.
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2.1. Introducción

Los fenómenos f́ısicos asociados a la propagación de ondas sonoras pueden ser descri-
tos mediante las oportunas ecuaciones matemáticas [31, 93, 108]. Dichas ecuaciones
son más o menos complejas en función del número de hipótesis simplificativas teni-
das en cuenta cuando se realiza su deducción. Las hipótesis simplificativas deben estar
siempre justificadas mediante las comprobaciones y verificaciones experimentales ade-
cuadas y su función básica es reducir la complejidad de dichas ecuaciones con el fin de
facilitar la obtención de la solución. En esta sección se muestra cuáles son las expre-
siones matemáticas de tales ecuaciones, que en definitiva no son más que relaciones
que definen el comportamiento en el tiempo (o la frecuencia) y en el espacio de la
presión, la velocidad, la densidad o cualquier otra variable del problema acústico que
se quiera considerar.

Una vez definidas las ecuaciones de interés, como por ejemplo la ecuación de on-
das, su solución puede llevarse a cabo bien de forma anaĺıtica [94], bien de forma
numérica [144]. La desventaja básica de las soluciones anaĺıticas radica en el hecho de
que sólo se pueden obtener en ciertos casos, fundamentalmente con geometŕıas rela-
tivamente simples de tipo rectangular, circular y cónico (que por otro lado son muy
utilizadas en la práctica), lo cual limita su generalización. Por el contrario, tienen la
ventaja de admitir un tratamiento matemático relativamente sencillo, de necesitar un
tiempo de cálculo mucho menor y de permitir extraer conclusiones útiles en el diseño
de silenciadores y catalizadores. Además, mediante modelos sencillos en los que la
solución anaĺıtica es válida, es posible definir estrategias de mejora de otras técnicas
más generales, tales como el método de los elementos finitos.

A continuación se muestran algunos modelos f́ısicos aplicables al cálculo acústico
de silenciadores. En primer lugar se consideran las ecuaciones generales de compor-
tamiento, para pasar posteriormente a realizar las simplificaciones oportunas en la
sección 2.2.

2.1.1. Modelos aplicables al cálculo acústico

Se pueden considerar distintos modelos para el estudio de la atenuación acústica en
silenciadores [21, 94]. El primero que se presenta aqúı es el modelo fluidodinámico
no lineal, de carácter general, y el segundo el modelo acústico lineal, que es el que
se considera a lo largo de esta Tesis. El modelo fluidodinámico no se utiliza en este
trabajo y aqúı sólo se comentarán algunas de sus caracteŕısticas más importantes. La
elección entre uno y otro se comprende fácilmente a partir de las caracteŕısticas de
ambos, que se exponen a continuación.

I. Modelo dinámico

La resolución de un problema fluidodinámico general requiere la consideración si-
multánea de tres ecuaciones:
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Ecuación de continuidad.

Ecuación de equilibrio dinámico.

Ecuación de la enerǵıa.

Además, es necesaria la inclusión de una ecuación de estado, una ecuación de enerǵıa
interna y una ecuación de viscosidad. Finalmente se dispone de las relaciones ade-
cuadas entre velocidad del fluido, presión, temperatura, densidad, enerǵıa interna y
viscosidad.

Para la ecuación de continuidad, resulta [65]

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) +

∂

∂z
(ρw) = 0 (2.1)

o bien de forma vectorial:
∂ρ

∂t
+∇T (ρ~u) = 0 (2.2)

siendo u, v y w las componentes de la velocidad ~u en x, y y z, respectivamente, ρ la
densidad, t el tiempo y ∇T = {~i ∂/∂x ~j ∂/∂y ~k ∂/∂z}. La ecuación (2.1) se cumple
para cualquier fluido que satisface la hipótesis del continuo.

Para la ecuación de equilibrio dinámico, en un fluido Newtoniano se tiene [65],
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donde ρBx, ρBy y ρBz son fuerzas volumétricas, µ corresponde a la viscosidad dinámi-
ca y ζ es el segundo coeficiente de viscosidad, de valor cero para gases monoatómicos.
Las aceleraciones en los ejes x, y y z son, respectivamente ax = Du/Dt, ay = Dv/Dt
y az = Dw/Dt , siendo D/Dt la derivada total o material, definida como
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D

Dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
(2.6)

En el caso de flujos no isotermos en los que la viscosidad depende de la temperatura,
las ecuaciones de continuidad y equilibrio dinámico están acopladas con la ecuación
de la enerǵıa, y todas las ecuaciones deben ser resueltas simultáneamente. De forma
general, la ecuación de la enerǵıa puede escribirse como

∂

∂x

(

κ
∂T

∂x

)

+
∂

∂y

(

κ
∂T

∂y

)

+
∂

∂z

(

κ
∂T

∂z

)

+
∂Q

∂t
+Φd −∇T ~qr

=
∂

∂x
(pu) +

∂

∂y
(pv) +

∂

∂z
(pw) +

ρ

2

D

Dt

(

u2 + v2 + w2
)

+ ρ
DE

Dt

(2.7)

y expresa el equilibrio existente entre enerǵıa entrante, enerǵıa saliente y enerǵıa acu-
mulada. En la ecuación (2.7) κ representa la conductividad térmica, T la temperatura,
Q el calor generado en el fluido por unidad de volumen, E la enerǵıa interna, ~qr el
vector flujo de radiación de calor y Φd la función de disipación, dada por

Φd =λ

(

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)2

+ 2µ

(

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂v

∂y

)2

+

(

∂w

∂z

)2
)

+ µ

(

(

∂w

∂y
+
∂v

∂z

)2

+

(

∂u

∂z
+
∂w

∂x

)2

+

(

∂v

∂x
+
∂u

∂y

)2
) (2.8)

donde λ = ζ − 2/3µ. Como puede verse, Φd vale cero para fluidos no viscosos.

Para especificar por completo el problema de flujo, es necesario incluir tres ecuaciones
adicionales. Éstas son la ecuación de estado, la de enerǵıa interna y la de viscosidad,
que pueden ser escritas de forma general como

ρ = ρ (p, T ) (2.9)

E = E (p, T ) (2.10)

µ = µ (p, T ) (2.11)

En la obtención de la solución de un problema general de flujo se plantea la búsqueda
de los campos de velocidades u, v y w, de presión p, de temperatura T , de densidad
ρ, de enerǵıa interna E y de viscosidad µ partiendo de un dominio dado, de las
propiedades del fluido, de las ecuaciones (2.1), (2.3)-(2.5) y (2.7)-(2.11), y de un
conjunto adecuado de condiciones de contorno y condiciones iniciales. Por tanto, la
solución requiere resolver ocho ecuaciones con ocho incógnitas, situación compleja
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cuya dificultad aumenta debido a que las fuerzas actuantes o la temperatura pueden
deformar el contorno del dominio. La solución de este tipo es compleja y está fuera
del alcance de la Tesis.

II. Modelo acústico lineal

El modelo acústico lineal debe su nombre a las hipótesis que se realizan para la
obtención de la ecuación de ondas, o en el caso de comportamiento armónico, ecuación
de Helmholtz [94], que resulta de linealizar y combinar las ecuaciones de continuidad,
equilibrio dinámico y constitutivas del fluido. Esta linealización toma como hipótesis
de partida que el incremento de presión y densidad (y velocidad, en el caso de medio
en movimiento) de las part́ıculas es pequeño respecto a su valor medio o de equilibrio.
Resulta evidente que esto limita el rango de aplicación de la ecuación de ondas, de
modo que sólo es válida en el estudio de fenómenos acústicos de baja amplitud. En
el caso de silenciadores y catalizadores es útil ya que los sistemas de excitación no
suelen superar los 140 dB [40].

2.2. Ecuación de ondas

Dada la importancia que posee en la Tesis la ecuación de ondas linealizada, en es-
te apartado se realiza su deducción. De esta forma, mediante su resolución, se tiene
caracterizado el comportamiento de las variables acústicas fundamentales. Con el fin
de simplificar la nomenclatura en este caṕıtulo y en otros posteriores, se denotan
aqúı con sub́ındice T las variables totales, con sub́ındice 0 los valores medios y sin
sub́ındice las variables de perturbación acústica utilizadas para llevar a cabo el pro-
ceso de linealización.

Para comenzar, se exponen las hipótesis de partida que se tienen en cuenta para
la obtención de la ecuación de ondas [94]:

Se supone que el fluido en el que se propaga la onda es ideal (no viscoso), y en
concreto gas perfecto.

El proceso de propagación de ondas se considera adiabático. Dado que hay un
intercambio muy pequeño de enerǵıa térmica entre las part́ıculas de un fluido su
entroṕıa permanece casi invariable. Por tanto, en una perturbación acústica las
part́ıculas no intercambian enerǵıa. En efecto, durante el proceso de compresión
de un fluido se genera una elevación de su temperatura e inversamente, en
la expansión, una disminución de la misma. En cierto instante de tiempo el
avance de una onda longitudinal produciŕıa la conducción de calor desde una
condensación a un enrarecimiento próximo, situado a media longitud de onda
λ/2. De la conductividad térmica del fluido dependerá la cantidad de calor que se
transmite. En el intervalo de frecuencias aubibles (20-20000 Hz) la mayoŕıa de las
perturbaciones acústicas tienen una longitud de onda λ demasiado grande y una
conductividad térmica lo suficientemente pequeña para producir transmisión de
calor de forma apreciable y por tanto la propagación de ondas se considera un
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proceso adiabático. Esta hipótesis, junto con la idealización anterior, conducen
al hecho de que el proceso es isoentrópico, verificándose la relación

pT = Cte ργT (2.12)

siendo γ el cociente de calores espećıficos a presión y volumen constantes.

Se asumen pequeñas variaciones de las funciones presión, densidad y velocidad
de la part́ıcula, que permiten linealizar el problema. A la presión, densidad y
velocidad media se superpone una amplitud acústica pequeña, es decir

ρT = ρ0 + ρ (2.13)

pT = p0 + p (2.14)

~uT = ~u0 + ~u (2.15)

donde ρ, p y ~u se consideran pequeñas frente al valor medio.

De forma general el fluido tiene una velocidad media no nula dando lugar a la conocida
ecuación de ondas convectica. Para el caso de medio en reposo, las párticulas sólo
tienen un movimiento vibratorio alrededor de su posición de equilibrio que provoca
la propagación de la perturbación acústica sin un movimiento neto del fluido.

2.2.1. Medio móvil

La hipótesis de fluido ideal implica que no se consideran los efectos de la viscosidad,
y en virtud de ello, las ecuaciones de Navier-Stokes (2.3)-(2.5) se expresan como

ρT
DuT
Dt

= ρTBx − ∂pT
∂x

(2.16)

ρT
DvT
Dt

= ρTBy −
∂pT
∂y

(2.17)

ρT
DwT

Dt
= ρTBz −

∂pT
∂z

(2.18)

conocidas como ecuaciones de Euler [105]. Escritas en forma vectorial resulta

ρT
D~uT
Dt

= ρT ~B −∇pT (2.19)

En fluidos con elevados coeficientes de conductividad térmica, la temperatura del
fluido permanecerá casi invariable al paso de una onda acústica. Teniendo en cuenta
que el coeficiente de conductividad isotérmico κT es

κT =
1

ρT

(

∂ρT
∂pT

)

T

(2.20)
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para gases con entroṕıa constante se cumple

(

∂ρT
∂pT

)

s

= ρκs (2.21)

La velocidad de una onda a través de un fluido está dada por

c0 =
1√
κsρT

(2.22)

A partir de ciertas consideraciones termodinámicas [31], puede deducirse que

DpT
Dt

= c20
DρT
Dt

(2.23)

donde c0 es la velocidad de propagación del sonido en aire y viene dada por

c20 =

(

∂pT
∂ρT

)

s

(2.24)

siendo s la entroṕıa y realizando la derivada para entroṕıa constante. Para un gas
perfecto la ecuación (2.24) queda, teniendo en cuenta la expresión dada en (2.12),
como

c20 =

(

∂pT
∂ρT

)

s

=
γ (p0 + p)

ρ0 + ρ
≈ γp0

ρ0
(2.25)

En base a la definición de derivada total dada por la ecuación (2.6), la ecuación de
continuidad (2.1) puede escribirse en forma alternativa como

DρT
Dt

+ ρT∇T~uT = 0 (2.26)

Combinando las ecuaciones (2.23) y (2.26), resulta

DpT
Dt

+ ρT c
2
0∇T~uT = 0 (2.27)

La ecuación de Euler (2.19), despreciando términos gravitatorios, queda como

ρT
D~uT
Dt

= −∇pT (2.28)

Derivando respecto al tiempo la expresión (2.27), se obtiene

D2pT
Dt2

+
D

Dt

(

ρT c
2
0∇T~uT

)

= 0 (2.29)

Las ecuaciones lineales que gobiernan las perturbaciones acústicas se determinan a
partir de los términos de primer orden en las expresiones de las ecuaciones no lineales
de partida. Los términos de orden cero se cancelan dado que las variables ambientales
del medio corresponden por śı mismas a un estado válido de éste. Por ejemplo, dado
que las ecuaciones de orden cero se deben satisfacer en ausencia de perturbación, para
la ecuación de Euler (2.28) resulta



2.2. Ecuación de ondas 17

ρ0

(

u0
∂u0
∂x

+ v0
∂u0
∂y

+ w0
∂u0
∂z

)

+
∂p0
∂x

= 0

ρ0

(

u0
∂v0
∂x

+ v0
∂v0
∂y

+ w0
∂v0
∂z

)

+
∂p0
∂y

= 0

ρ0

(

u0
∂w0

∂x
+ v0

∂w0

∂y
+ w0

∂w0

∂z

)

+
∂p0
∂z

= 0

(2.30)

cuya integración proporciona la ecuación de Bernoulli para flujo estacionario [105].

En aquellas situaciones en que ρ0 y c0 se suponen constantes, y considerando que
el campo de flujo es estacionario (y de forma general función de las coordenadas x,
y y z), puede combinarse la ecuación (2.29) con la ecuación (2.28), resultando la
ecuación de ondas convectiva

∇2p− 1

c20

D2p

Dt2
+ 2ρ0

(

∂u0
∂x

∂u

∂x
+
∂v0
∂x

∂u

∂y
+
∂w0

∂x

∂u

∂z

+
∂u0
∂y

∂v

∂x
+
∂v0
∂y

∂v

∂y
+
∂w0

∂y

∂v

∂z
+
∂u0
∂z

∂w

∂x
+
∂v0
∂z

∂w

∂y
+
∂w0

∂z

∂w

∂z

)

= 0

(2.31)

en la que aparecen como variables la velocidad acústica ~u y la presión acústica p
(supuesto conocido el campo de flujo medio), y donde ∇2 = ∂2/∂x2+∂2/∂y2+∂2/∂z2

es el operador laplaciano. En forma más compacta queda

∇2p− 1

c20

D2p

Dt2
+ 2ρ0

∑

ij

∂u0j
∂xi

∂ui
∂xj

= 0 (2.32)

con i, j = 1, 2, 3, y siendo u01 = u0, u02 = v0, u03 = w0, u1 = u, u2 = v y u3 = w
Para el caso de flujo medio uniforme, sin variación espacial, se recupera la ecuación
convectiva clásica [94]

∇2p− 1

c20

D2p

Dt2
= 0 (2.33)

en la que la variable es la perturbación acústica de presión p, supuesto conocido el
campo de velocidades de flujo medio. La derivada total en las ecuaciones (2.32) y
(2.33) viene dada por

D

Dt
=

∂

∂t
+ u0

∂

∂x
+ v0

∂

∂y
+ w0

∂

∂z
(2.34)

La ecuación (2.33) tiene una gran importancia por su consideración a lo largo de la
Tesis.

Los inconvenientes derivados de la ecuación (2.32) para flujo medio no uniforme, de-
bidos a la presencia de los términos de velocidad, pueden ser evitados mediante una
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formulación en potencial de velocidad acústica [26, 103]. Con las hipótesis utilizadas
anteriormente, se cumple que

~u = ∇φ (2.35)

donde φ es una función potencial. De esta manera, resulta la ecuación

∇2φ− 1

c20

D2φ

Dt2
= 0 (2.36)

en la que la única variable es el potencial de velocidad acústica φ. La relación entre
la presión acústica y el potencial viene dada por [94]

p = −ρ0
Dφ

Dt
(2.37)

El campo de velocidades de flujo medio puede obtenerse a partir del potencial de
velocidad de flujo medio φ0, que satisface la ecuación de Laplace

∇2φ0 = 0 (2.38)

mediante una expresión similar a la dada en la ecuación (2.35)

~u0 = ∇φ0 (2.39)

pese a que esta aproximación puede diferir considerablemente del campo de flujo real
[3].

2.2.2. Medio en reposo

En este caso, la velocidad del medio es nula y puede considerarse que ~uT = ~u. Dado
que en esta situación, según la expresión (2.30) se tiene que ∇p0 = 0, la linealización
de la ecuación (2.27) proporciona

∂p

∂t
+ ρ0c

2
0∇T~u = 0 (2.40)

y para la ecuación de Euler (2.28) resulta

ρ0
∂~u

∂t
= −∇p (2.41)

Combinando las expresiones (2.40) y (2.41), tras eliminar ~u, se obtiene la ecuación de
ondas sin flujo

∇2p− 1

c20

∂2p

∂t2
= 0 (2.42)

en la que el campo acústico de interés es la perturbación acústica de presión p. A
partir de la ecuación de ondas convectiva, considerando ~u0 = 0 se llega a este mismo
resultado. Admitiendo comportamiento armónico la presión se expresa como p =
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P ejωt, y sustituyendo en la ecuación de ondas se obtiene la ecuación de Helmholtz
[94]

∇2P + k20P = 0 (2.43)

en la que k0 = ω/c0 es el número de onda, P la amplitud de presión acústica compleja
(función de las coordenadas), ω = 2πf la frecuencia angular y j la unidad imaginaria.

En ausencia de flujo medio, la formulación en potencial de velocidad acústica pro-
porciona una expresión similar a la dada en (2.42)

∇2φ− 1

c20

∂2φ

∂t2
= 0 (2.44)

2.3. Acústica unidimensional de conductos

La primera y más sencilla obtención de la solución de la ecuación de ondas implica la
suposición de propagación unidimensional, que da lugar a los modelos tradicionales
de onda plana. Éstos se han utilizado con profusión en la literatura acústica [15, 36,
54, 98], de manera que en esta sección sólo se presenta la información necesaria para
el modelado del comportamiento acústico de silenciadores y catalizadores. Fuentes de
información relevante en este tema son los trabajos de Munjal [94] y Allard [4].

2.3.1. Medio en reposo

En primer lugar se considera el caso en el que el medio de propagación está en re-
poso, con el fin de facilitar el desarrollo. Los resultados presentados se ampĺıan en la
siguiente sección a la consideración de medio en movimiento. Partiendo de la ecuación
(2.42), y asumiendo una solución de tipo armónico p = P ejωt, se llega a la ecuación
de Helmholtz (2.43). Suponiendo un conducto de pared ŕıgida con su eje paralelo a la
dirección z, y asumiendo que la propagación sólo depende de esta coordenada, esta
última ecuación se escribe como

∂2P

∂z2
+ k20P = 0 (2.45)

cuya solución es del tipo

P (z) = P+e−jk0z + P−ejk0z (2.46)

siendo P+ y P− amplitudes complejas asociadas a la onda progresiva y regresiva,
respectivamente. La propagación se describe por tanto en base a la suma de dos
componentes: una que avanza en el sentido positivo de z y otra en sentido contrario.
A partir de la ecuación de Euler (2.41) puede escribirse para la velocidad acústica

U =
−1

jρ0ω

∂P

∂z
(2.47)

de manera que ésta tiene la forma



20 Modelos de onda plana y caracterización de materiales

U(z) =
1

ρ0c0

(

P+e−jk0z − P−ejk0z
)

=
1

Z0

(

P+e−jk0z − P−ejk0z
)

(2.48)

donde Z0 se conoce como impedancia caracteŕıstica del medio. En ocasiones es con-
veniente utilizar como segunda variable acústica el flujo másico V en lugar de la ve-
locidad. Para un conducto de sección transversal S, la relación entre ambas variables
viene dada por

V = ρ0SU (2.49)

que por tanto puede escribirse como

V (z) =
S

c0

(

P+e−jk0z − P−ejk0z
)

=
1

Y0

(

P+e−jk0z − P−ejk0z
)

(2.50)

siendo Y0 = c0/S la impedancia caracteŕıstica del conducto. Los coeficientes de pro-
pagación P+ y P− se determinan a partir de las condiciones de contorno aplicadas
en el conducto. Este aspecto se detallará en la sección 2.4.

La ecuación de Helmholtz unidimensional (2.45) se ha deducido asumiendo que el
fluido es ideal. La consideración de modelos de onda plana permite la introducción de
los efectos viscosos sin perder la sencillez de la solución asociada. De esta manera, en
el caso de un medio de propagación con viscosidad, el número de onda se convierte en
un número complejo, aśı como la impedancia caracteŕıstica del conducto. El número
de onda k0 utilizado en las ecuaciones (2.46), (2.48) y (2.50) es ahora [36, 94]

β = (k0 + α0)− jα0 = k − jα0 (2.51)

donde α0 es el coeficiente de atenuación viscotérmico, cuya definición depende de que
se considere o no la conducción de calor en la pared del conducto. Para un conducto
circular de radio R puede expresarse como [36]

α0 =
1

Rc0

√

µω

2ρ0

(

1 +
γ − 1√
γPr

)

(2.52)

siendo Pr el número de Prandtl que se define como µCp/κ, donde µ es la viscosidad
dinámica, Cp el calor espećıfico a presión constante y κ la conductividad térmica. Si
no se considera la conducción térmica en las paredes del conducto de propagación, la
ecuación anterior se reduce a

α0 =
1

Rc0

√

µω

2ρ0
(2.53)

Finalmente, la presión y el flujo másico pueden escribirse como

P (z) = P+e−α0z−jkz + P−eα0z+jkz (2.54)

V (z) =
1

Y

(

P+e−α0z−jkz − P−eα0z+jkz
)

(2.55)
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donde [94]

Y = Y0

(

1− α0

k0
+ j

α0

k0

)

(2.56)

La relación α0/k0 es en general pequeña, particularmente a frecuencias altas, de ma-
nera que salvo en conductos de gran longitud, el efecto de la atenuación viscotérmica
puede despreciarse.

2.3.2. Medio móvil

Considérese ahora que el medio en el que se propaga la onda acústica se encuentra en
movimiento. Para el tratamiento unidimensional del problema, puede suponerse un
conducto de pared ŕıgida alineado con el eje z y la presencia de flujo medio uniforme
en la misma dirección, definido por la velocidad Ufm. La velocidad relativa de propa-
gación de la onda respecto al medio sigue siendo c0, mientras que en un sistema de
referencia en reposo, la onda progresiva avanza a velocidad Ufm+ c0, y para la regre-
siva se tiene Ufm− c0. En este caso se dice que las ondas son arrastradas aguas abajo
por el fluido en movimiento, lo que se conoce como efecto convectivo. La ecuación
convectiva clásica (2.33) puede escribirse como

∂2p

∂z2
− 1

c20

D2p

Dt2
= 0 (2.57)

y la derivada total (2.34) es ahora

D

Dt
=

∂

∂t
+ Ufm

∂

∂z
(2.58)

de manera que combinando las expresiones previas, se obtiene

(

1−M2
) ∂2p

∂z2
− 2

M

c0

∂2p

∂z∂t
− 1

c20

∂2p

∂t2
= 0 (2.59)

donde M = Ufm/c0 es el número de Mach. La versión armónica de la ecuación (2.59)
es [31]

(

1−M2
) ∂2P

∂z2
− 2jk0M

∂P

∂z
+ k20P = 0 (2.60)

La solución buscada de la ecuación (2.60) tiene la forma

P (z) = P+e
−j

k0

1+M z
+ P−e

j
k0

1−M z
(2.61)

Utilizando ahora la ecuación de Euler (2.28), la velocidad acústica axial está relacio-
nada con la presión por medio de

ρ0

(

jωU + Ufm
∂U

∂z

)

= −∂P
∂z

(2.62)

de manera que ésta se puede expresar como



22 Modelos de onda plana y caracterización de materiales

U(z) =
1

Z0

(

P+e
−j

k0

1+M z − P−e
j

k0

1−M z
)

(2.63)

y el flujo másico es

V (z) =
1

Y0

(

P+e
−j

k0

1+M z − P−e
j

k0

1−M z
)

(2.64)

Las impedancias caracteŕısticas del medio y del conducto, Z0 e Y0, se definen igual
que para el caso de propagación de ondas en un medio en reposo.

De forma similar al estudio realizado para medio en reposo, pueden incluirse aho-
ra los efectos viscotérmicos del fluido, con el fin de tener en cuenta tanto las pérdidas
aeroacústicas adicionales debidas a la fricción turbulenta del fluido como los efectos
convectivos del flujo medio. El número de onda viene dado en este caso por [94]

β± ≈ ∓
(

α0 + ξM + jk

1±M

)

(2.65)

refiriéndose los śımbolos + y − a las componentes progresivas y regresivas de la
propagación, respectivamente. En esta expresión, ξ = F/(2d), donde F es el factor de
fricción de Froude y d el diámetro del conducto. Munjal [94] propone para sistemas
de escape el valor dado por la fórmula de Lee

F = 0.0072 +
0.612

Re0.35
Re < 4 · 105 (2.66)

donde Re = Ufmdρ0/µ es el número de Reynolds.

La presión acústica puede escribirse como

P (z) = P+e
−

α0+ξM+jk
1+M z

+ P−e
α0+ξM+jk

1−M z
(2.67)

Puede observarse en esta solución que la atenuación aeroacústica total en un medio en
movimiento es función del número de Mach, y además es suma de las contribuciones de
los efectos viscotérmicos y la fricción del flujo turbulento. Asimismo, los factores 1±M
que representan el efecto convectivo del flujo medio influyen tanto en el coeficiente de
atenuación como en el número de onda. Puede introducirse la notación

α± =
α0 + ξM

1±M
=

α(M)

1±M
(2.68)

k± =
k

1±M
(2.69)

con k = k0 + α0. El valor de α(M), igual para las perturbaciones en ambos sentidos
del flujo, puede ser considerado como el coeficiente real de la atenuación aeroacústica
para un medio en movimiento.

Con la notación anterior, el flujo másico se expresa como
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V (z) =
1

Y

(

P+e−α+z−jk+z − P−eα
−z+jk−z

)

(2.70)

donde la impedancia caracteŕıstica del conducto es [94]

Y = Y0

(

1− α0 + ξM

k0
+ j

α0 + ξM

k0

)

(2.71)

Respecto al desarrollo previo, es importante resaltar que en su deducción hay impĺıci-
tas muchas simplificaciones con el propósito de evaluar el coeficiente de atenuación
aeroacústico. Las ecuaciones (2.67) y (2.71) deben ser tomadas por tanto como una
aproximación de la propagación de ondas en un medio viscoso en movimiento. Sin
embargo, estas ecuaciones son muy útiles en ingenieŕıa debido a su similitud con las
ecuaciones correspondientes a los casos de flujo viscoso en reposo y flujo no viscoso
en movimiento, desarrolladas previamente.

2.4. Modelos de onda plana. Representación matri-

cial

Una vez obtenida la solución de la ecuación de ondas, se procede, en virtud de la
teoŕıa unidimensional, al desarrollo de métodos matriciales que permitan obtener el
comportamiento acústico de los elementos que forman parte de la ĺınea de escape. La
respuesta acústica global de un sistema de escape depende de las condiciones de fun-
cionamiento, de manera que para su evaluación debe incluirse la fuente de generación
de ruido, la influencia de las condiciones externas y los elementos que se dispongan
en el sistema de evacuación de gases de escape. Por tanto, con el fin de obtener una
caracterización que sólo dependa del comportamiento del elemento bajo estudio, es
decir, que proporcione una cuantificación de sus caracteŕısticas intŕınsecas, se recurre
a la utilización de métodos matriciales que permiten obtener la definición de cada
elemento por separado, en base a lo que se denomina matriz de cuatro polos [40, 94].
Aśı, un sistema acústico complejo, puede descomponerse en diversos subcomponentes,
cada uno de los cuales tiene asociada su correspondiente matriz de comportamien-
to. La respuesta global del sistema se obtiene en base a la combinación de todas
las matrices involucradas. Esta filosof́ıa es aplicable tanto a los silenciadores como
a los catalizadores, que pueden ser modelados como una serie de discontinuidades
geométricas conectadas por conductos. Se supone que, aunque el campo acústico sea
multidimensional en el interior de los distintos subcomponentes, en la zona de unión
entre éstos la onda es plana.

2.4.1. Generalidades

La figura 2.1 muestra un esquema simplificado de un sistema acústico, en el que se
muestra la fuente de ruido (el motor), un silenciador, un catalizador y los elementos
conectados aguas abajo (terminación).
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Catalizador Silenciador
Motor

Terminación

P1U1

P2

U2

P3

U3

P4

U4

1 2 3 4

[

Ac Bc

Cc Dc

] [

As Bs

Cs Ds

]

Figura 2.1: Esquema de un sistema de escape.

La definición matricial de un dispositivo cualquiera, como por ejemplo el catalizador,
implica la elección de las variables de interés en su entrada (plano 1) y en su salida
(plano 2). Una formulación muy utilizada en la práctica, consiste en considerar las
variables presión y velocidad en los planos 1 y 2, es decir

{

P1

U1

}

=

[

Ac Bc

Cc Dc

]{

P2

U2

}

= [T ]

{

P2

U2

}

(2.72)

que constituye la base del formalismo de las matrices de transferencia: la perturba-
ción acústica en un punto de un conducto, definida por el vector de estado {P1 U1}T ,
está relacionada con la perturbación en otro punto, aguas abajo del primero, definida
por el vector de estado {P2 U2}T , mediante una matriz [T ] denominada matriz de
transferencia del dispositivo comprendido entre los planos 1 y 2. En general se admite
que para un sistema cualquiera, siempre que en los planos 1 y 2 la onda sea plana,
puede encontrarse una matriz de transferencia como la definida en la ecuación (2.72).
Una propiedad inmediata que se explotará en adelante consiste en que es posible ob-
tener la matriz de transferencia de un sistema completo a partir de las matrices de
cada subsistema, sin más que llevar a cabo la multiplicación ordenada de éstas, ya
que relacionan dos vectores de estado asociados a puntos concretos. Esta propiedad
es fundamental, y en ella se basa la versatilidad del método en la representación de
sistemas complejos.

La obtención de los cuatro polos de la matriz de transferencia se lleva a cabo me-
diante el cálculo del sistema acústico estudiado con condiciones de contorno adecua-
das. Dichas condiciones provienen del significado f́ısico de cada uno de los polos de la
matriz, que es formalmente simple como se deduce de las expresiones presentadas a
continuación, obtenidas a partir de la ecuación (2.72)

Ac =
P1

P2

∣

∣

∣

∣

U2=0

(2.73)

Bc =
P1

U2

∣

∣

∣

∣

P2=0

(2.74)

Cc =
U1

P2

∣

∣

∣

∣

U2=0

(2.75)
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Dc =
U1

U2

∣

∣

∣

∣

P2=0

(2.76)

La condición P2 = 0 equivale a considerar que en el plano 2 hay un extremo abierto1

y la condición U2 = 0 equivale a un extremo cerrado ideal. Ambas condiciones pueden
ser utilizadas sin dificultad en el cálculo de un problema acústico, sin importar el nivel
de complejidad del mismo. Además indican la posibilidad de estimar experimental-
mente los valores de los cuatro polos.

A continuación se procede a evaluar las matrices de transferencia de diversos ele-
mentos relevantes que comúnmente forman parte de silenciadores y catalizadores.

2.4.2. Matriz de transferencia de un conducto

Considérese un conducto de longitud L y sección transversal uniforme S como el
mostrado en la figura 2.2. Se pretende obtener la matriz de transferencia que relaciona
las variables acústicas en la entrada y la salida del conducto. La presión y la velocidad
acústica vienen dadas por las expresiones (2.46) y (2.48),

P (z) = P+e−jk0z + P−ejk0z

U(z) =
1

Z0

(

P+e−jk0z − P−ejk0z
)

P1

U1
z

L

P2

U2

S

Figura 2.2: Conducto de sección uniforme.

En base a las ecuaciones (2.73)-(2.76), deben realizarse dos análisis con las condicio-
nes de contorno asociadas. Puede comenzarse con U2 = 0, que combinada con una
excitación arbitraria Pe (por conveniencia de valor unidad), da lugar a

P (z = 0) = P1 = Pe = P+ + P− = 1 (2.77)

1Esta equivalencia es aproximada, dado que un extremo abierto tiene asociada una impedancia
de radiación impuesta por la atmósfera, cuyo valor depende entre otras cosas de las dimensiones del
conducto, de la frecuencia y de la velocidad de flujo medio [94].
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U(z = L) = U2 =
1

Z0

(

P+e−jk0L − P−ejk0L
)

= 0 (2.78)

cuya solución es

P+ =
1

2

cos(k0L) + j sen(k0L)

cos(k0L)
(2.79)

P− =
1

2

cos(k0L)− j sen(k0L)

cos(k0L)
(2.80)

que define por completo la presión P (z) y la velocidad U(z) en el conducto. Los
términos A y C de la matriz de transferencia son por tanto

A =
P1

P2

∣

∣

∣

∣

U2=0

= cos(k0L) (2.81)

C =
U1

P2

∣

∣

∣

∣

U2=0

=
j

Z0
sen(k0L) (2.82)

El cálculo de B y D implica la consideración de P2 = 0, lo cual lleva a

P (z = 0) = P1 = Pe = P+ + P− = 1 (2.83)

P (z = L) = P2 = P+e−jk0L + P−ejk0L = 0 (2.84)

de manera que

P+ =
−j
2

cos(k0L) + j sen(k0L)

sen(k0L)
(2.85)

P− =
1

2

sen(k0L) + j cos(k0L)

sen(k0L)
(2.86)

y por tanto

B =
P1

U2

∣

∣

∣

∣

P2=0

= jZ0 sen(k0L) (2.87)

D =
U1

U2

∣

∣

∣

∣

P2=0

= cos(k0L) (2.88)

Para un conducto se tiene por tanto

{

P1

U1

}

=





cos(k0L) jZ0 sen(k0L)
j

Z0
sen(k0L) cos(k0L)





{

P2

U2

}

(2.89)

Un desarrollo similar utilizando como variables la presión y el flujo másico da lugar a
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{

P1

V1

}

=





cos(k0L) jY0 sen(k0L)
j

Y0
sen(k0L) cos(k0L)





{

P2

V2

}

(2.90)

Si hay flujo medio presente puede aplicarse el mismo procedimiento partiendo de las
ecuaciones (2.61) y (2.63) para la presión y la velocidad, lo cual que permite obtener
tras ciertas manipulaciones [94]

{

P1

U1

}

= e
−jM

k0

1−M2 L













cos

(

k0
1−M2

L

)

jZ0 sen

(

k0
1−M2

L

)

j

Z0
sen

(

k0
1−M2

L

)

cos

(

k0
1−M2

L

)













{

P2

U2

}

(2.91)

Con el fin de mostrar las caracteŕısticas de los cuatro polos de un conducto, la figura
2.3 muestra sus valores en función de la frecuencia para una longitud L = 0.4 m y las
velocidades de flujo medio dadas por M = 0, M = 0.1 y M = 0.2.
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Figura 2.3: Partes reales e imaginarias de los cuatro polos de un conducto de

longitud L = 0.4 m: , M = 0; , M = 0.1; , M = 0.2.



28 Modelos de onda plana y caracterización de materiales

Debe notarse que en un conducto A y D coinciden, y lo mismo ocurre con B/(ρ0c0) y
ρ0c0C. En ausencia de flujo, la parte imaginaria de A y D es nula, y lo mismo sucede
con la parte real de B y C. La presencia de flujo medio origina desfases en las ondas
que hacen que las partes mencionadas sean ahora distintas de cero. Además, el flujo
modifica las partes inicialmente no nulas, efecto que es más pronunciado a medida
que aumenta la frecuencia.

2.4.3. Matriz de transferencia de un conducto cónico

Los conductos cónicos son de gran interés por su utilización práctica en elementos de
transición geométrica, como en el caso de los conductos de entrada y salida de los ca-
talizadores. La figura 2.4 muestra un conducto cónico divergente de longitud L, radio
menor R1, radio mayor R2, semiángulo de apertura θ0 y sección transversal variable
S. Se pretende obtener la matriz de transferencia que relaciona las perturbaciones
acústicas en la entrada y la salida del conducto. La presión y la velocidad acústica en
un conducto cónico se pueden expresar como [104, 122, 142]

P (z) = S−1/2
(

P+e−jk0z + P−ejk0z
)

(2.92)

U(z, r) =
S−1/2

Z0k0

(

P+

(

1

r

dr

dz
+ jk0

)

e−jk0z + P−

(

1

r

dr

dz
− jk0

)

ejk0z

)

(2.93)

z

r

θ0

R1

R2

L

P1

U1

P2

U2

Figura 2.4: Conducto cónico de sección transversal variable.

donde z y r son las coordenadas axial y radial, respectivamente. La matriz de trans-
ferencia de un tubo cónico divergente de longitud L se puede escribir en función de
ℜ = R1/ tan θ0, como

{

P1

U1

}

=

[

T11 T12
T21 T22

]{

P2

U2

}

= [Tdiv]

{

P2

U2

} (2.94)
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donde

T11 =

(

R2

R1

)

cos(k0L)−
(

1

k0ℜ

)

sen(k0L) (2.95)

T12 = j

(

R2

R1

)

ρ0c0 sen(k0L) (2.96)

T21 =
j

ρ0c0

((

R2

R1
+

1

k20ℜ2

)

sen(k0L)−
L

ℜ

(

L

k0ℜ

)

cos(k0L)

)

(2.97)

T22 =

(

R2

R1

)(

cos(k0L) +

(

L

k0ℜ

)

sen(k0L)

)

(2.98)

Se puede observar que con R2/R1 → 1, tan θ → 0, y ℜ → ∞, las ecuaciones que defi-
nen los cuatro polos de la matriz de transferencia de un conducto cónico (2.95-2.98),
son las que corresponden a las de un conducto de sección transversal uniforme (2.89).

Cabe indicar que la matriz de transferencia de un conducto cónico convergente, se
obtiene sin más que calcular la matriz inversa de [Tdiv] cambiando los signos de los
términos no diagonales para tener en cuenta el sentido de velocidad [14]

[Tconv] =
1

|T11T22 − T12T21|

[

T22 T12
T21 T11

]

(2.99)

2.4.4. Matriz de transferencia en expansiones y contracciones

Este caso es especialmente interesante porque constituye el elemento fundamental del
mecanismo de atenuación en silenciadores reactivos [13, 94]. La figura 2.5 muestra
la unión formada por dos conductos de diferente sección transversal, formando una
expansión (S1 < S2) y una contracción (S1 > S2).

P1P1P1

U1U1U1

P2P2P2P2

U2U2U2U2

P ′
1P ′

1

U ′
1U ′

1

P ′
2P ′

2P
′
2

U ′
2U ′

2U
′
2

L1L1 L2L2

S1 < S2 S1 > S2

Figura 2.5: Cambios de sección entre conductos.
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En ausencia de flujo, la relación entre las variables acústicas a ambos lados de la
discontinuidad geométrica se escribe

P ′

1 = P ′

2 (2.100)

ρ0S1U
′

1 = ρ0S2U
′

2 (2.101)

es decir, la presión y el flujo másico no cambian en la discontinuidad geométrica.
Expresando estas relaciones matricialmente se tiene

{

P ′
1

U ′
1

}

=

[

1 0
0 S2/S1

]{

P ′
2

U ′
2

}

(2.102)

{

P ′
1

V ′
1

}

=

[

1 0
0 1

]{

P ′
2

V ′
2

}

(2.103)

Esta representación tan sencilla del cambio de sección es muy útil a la hora de modelar
matricialmente un silenciador, dado que éste suele estar formado por diversas discon-
tinuidades geométricas. Debe indicarse, no obstante, que la representación dada en
las expresiones (2.102) y (2.103) es aproximada, ya que en todo cambio de sección el
campo acústico de presiones y velocidades ha de ser necesariamente continuo, lo cual
lleva a la generación de fenómenos multidimensionales [56, 75, 114]. Dichos fenómenos
cobran especial importancia a medida que aumenta la frecuencia, de manera que las
matrices previas son válidas únicamente en el rango de baja frecuencia.

La consideración de los efectos tridimensionales es uno de los elementos fundamenta-
les del trabajo realizado en la Tesis, y se analiza en profundidad en los caṕıtulos 3, 4,
5 y 6. Sin embargo, los modelos de onda plana permiten la consideración aproximada,
válida a baja frecuencia, de tales efectos, en base a lo que se conoce como corrección
de longitud [75, 100, 114, 126]. Aśı, la expresión (2.103)

{

P ′
1

V ′
1

}

=

[

1 0
0 1

]{

P ′
2

V ′
2

}

puede modificarse para incluir la corrección de longitud δ, quedando como

{

P ′
1

V ′
1

}

=





1
jωδ

S1
0 1





{

P ′
2

V ′
2

}

(2.104)

Los valores de δ dependen de la frecuencia y de las geometŕıas que forman parte de
la discontinuidad [94, 100, 114].

Conocida la forma de la matriz asociada al cambio de sección, es posible obtener
la relación entre las variables acústicas en el plano 1 en función del valor de dichas
variables en el plano 2 (véase la figura 2.5), sin más que multiplicar ordenadamente
las matrices correspondientes a cada elemento, es decir
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{

P1

U1

}

=





cos(k0L1) jZ0 sen(k0L1)
j

Z0

sen(k0L1) cos(k0L1)









1 0

0
S2

S1









cos(k0L2) jZ0 sen(k0L2)
j

Z0

sen(k0L2) cos(k0L2)





{

P2

U2

}

(2.105)

2.4.5. Matriz de transferencia de conductos extendidos

Un elemento acústico utilizado frecuentemente es lo que se conoce como conducto
extendido [20, 119], que se muestra en la figura 2.6. La región 2, que no es más que
un conducto con un extremo cerrado, actúa como un resonador a ciertas frecuencias
que dependen de la longitud L2. Cuando se produce una resonancia, gran parte de
la enerǵıa acústica que entra al sistema se invierte en el movimiento de las part́ıculas
contenidas en el interior de la zona extendida. Con el fin de simplificar la obtención
de la matriz de transferencia asociada a este sistema, se utiliza el flujo másico en
lugar de la velocidad acústica. Supuesto que se satisface la condición de onda plana,
la presión es la misma en todos los puntos de la zona de transición, de manera que
puede escribirse

P ′

1 = P2 = P ′

3 (2.106)

La continuidad de flujo másico implica que

V ′

1 = V2 + V ′

3 (2.107)

P1P1

V1V1

P3P3

V3V3

P ′
1

V ′
1

P ′
3

V ′
3

P2

V2

P ′
2

V ′
2

P ′
3P
′
3

V ′
3V
′
3

L1 L3

L2

Figura 2.6: Configuración con conducto extendido.

El comportamiento de la región 2 puede representarse por medio de una impedancia
equivalente en la zona de transición sin más que tener en cuenta que se trata de un
conducto cerrado en un extremo, y por tanto la velocidad acústica es cero en éste. Se
introduce la impedancia de dicha región como
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Z2 =
P2

V2
(2.108)

Considerando ahora la matriz de transferencia de un conducto, definida mediante la
ecuación (2.90), se tiene

{

P2

V2

}

=





cos(k0L2) jY2 sen(k0L2)
j

Y2
sen(k0L2) cos(k0L2)





{

P ′
2

V ′
2

}

(2.109)

donde Y2 = c0/S2 = c0/(S3 − S1). Dado que V ′
2 = 0, resulta

Z2 =
P2

V2
=

cos(k0L2)P
′
2

j

Y2
sen(k0L2)P ′

2

= −jY2 cot(k0L2) (2.110)

Conocida la impedancia de la región 2, puede obtenerse la matriz de transferencia del
sistema completo, que resulta ser

{

P1

V1

}

=





cos(k0L1) jY1 sen(k0L1)
j

Y1

sen(k0L1) cos(k0L1)









1 0
1

Z2

1









cos(k0L3) jY3 sen(k0L3)
j

Y3

sen(k0L3) cos(k0L3)





{

P3

V3

}

(2.111)
siendo Y1 = c0/S1 e Y3 = c0/S3.

La condición de resonancia del conducto extendido se produce para aquellas frecuen-
cias que hacen que la impedancia sea nula, es decir, cot(k0L2) = 0, lo cual ocurre
cuando

k0L2 =
(2n+ 1)π

2
n = 0, 1, 2, ... (2.112)

o de manera equivalente

L2 = (2n+ 1)
λ

4
n = 0, 1, 2, ... (2.113)

La resonancia tiene lugar cuando la frecuencia de excitación es tal que en la longitud
del extendido cabe un cuarto de onda, tres cuartos, etc. Por ello esta disposición se
conoce como resonador de cuarto de onda.

2.5. Placas y tubos perforados

Los elementos perforados forman parte de los silenciadores en gran número de ocasio-
nes [88, 94, 132], y se presentan con disposiciones diversas, como pueden ser conductos
completa o parcialmente perforados y placas.

La caracterización habitual de los elementos perforados se basa en la utilización de
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una relación presión-velocidad denominada impedancia, que puede, en general, des-
cribirse en base al diámetro de los orificios dh, el espesor tp y la porosidad σ, que
no es más que la relación entre el área perforada y el área total. Los fenómenos de
atenuación acústica involucran efectos diversos asociados al cambio de sección por el
que circula el fluido al pasar de un lado al otro de las perforaciones, que implica refle-
xiones de las ondas y también disipación de enerǵıa como consecuencia de la fricción.
El campo acústico en las inmediaciones del elemento perforado puede ser relativamen-
te complejo [90], sobre todo en presencia de flujo medio [111, 136], de manera que el
tratamiento que se le da en la bibliograf́ıa es siempre simplificado, en base al concepto
de impedancia que se presenta a continuación.

2.5.1. Impedancia acústica

La impedancia de un elemento perforado es la relación que existe entre la presión
acústica a ambos lados de éste y la velocidad con que es atravesado,

Zp =
Pe − Ps

Ū
= R0 + jX0 (2.114)

donde Pe es la presión acústica a la entrada de un orificio, Ps la presión acústica a
la salida del mismo y Ū es la velocidad acústica promediada para toda la superficie.
La impedancia acústica es expresada en términos de resistencia R0 y reactancia X0,
parte real e imaginaria de la impedancia.

En régimen lineal, para aplicaciones donde los niveles de presión acústica son con-
siderados bajos, la impedancia acústica se relaciona linealmente con la diferencia de
presión entre ambos lados de la superficie perforada. Un aumento de la presión acústi-
ca implica un incremento de la amplitud de la velocidad y variación del desfase a través
de los orificios resultando una aproximación al comportamiento no lineal. Medidas ex-
perimentales realizadas en orificios demuestran un comportamiento cuadrático [71].
En estos casos la impedancia acústica depende de la velocidad a través de los orificios
[50, 71].

La revisión de la bibliograf́ıa existente al respecto demuestra que existe gran can-
tidad de modelos de impedancia disponibles, cuyos resultados presentan en ocasiones
discrepancias importantes [88]. En esta sección se hace una exposición de los modelos
comúnmente utilizados, que en general han sido validados experimentalmente. El pri-
mer caso, que es el más simple, corresponde a la situación de un elemento perforado
en el seno de un medio de propagación en reposo. En las referencias [133, 135] puede
encontrarse la expresión

Zp = ρ0c0
6 · 10−3 + jk0 (tp + 0.75dh)

σ
(2.115)

En régimen lineal la parte real o resistiva, asociada a las pérdidas, evidencia pocos
cambios permaneciendo invariable. La parte imaginaria o reactiva, dependiente de la
frecuencia y de las caracteŕısticas geométricas de la superficie perforada, se determina
por medio de la relación
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X0 = ρ0ω
(tp + 0.75dh)

σ
(2.116)

La porosidad tiene una considerable influencia sobre la impedancia acústica, dado
que la expresión (2.115) indica que la impedancia evoluciona de forma inversamente
a ésta. Para evitar la sobreestimación de la impedancia asociada a este modelo en
referencias recientes [46, 49, 85] se utiliza un factor de corrección F (σ) que tiene en
cuenta la interacción entre orificios. Dicha interacción se traduce en una reducción de
la parte reactiva de la impedancia

Zp = ρ0c0
6 · 10−3 + jk0 (tp + 0.75dhF (σ))

σ
(2.117)

Se logran mejores resultados sustituyendo 0.75dh por 0.85dhF (σ) con lo cual la ex-
presión (2.115) se escribe [46, 49, 85]

Zp = ρ0c0
6 · 10−3 + jk0 (tp + 0.85dhF (σ))

σ
(2.118)

La expresión anterior es la que se utiliza a lo largo de esta Tesis para caracterizar el
elemento perforado en ausencia de flujo medio.

El factor de corrección F (σ) se calcula mediante fórmulas como la de Ingard [68]

FI (σ) = 1− 0.7
√
σ (2.119)

o la de Fok [15]

FF (σ) = 1− 1.41
√
σ + 0.34

(√
σ
)3

+ 0.07
(√
σ
)5

(2.120)

En esta Tesis el factor de corrección F (σ) se calcula promediando los valores calcu-
lados en las expresiones (2.119) y (2.120) [15]

F (σ) = 0.5 (FI (σ) + FF (σ)) (2.121)

La figura 2.7 muestra la comparación entre los modelos anteriores considerando una
placa perforada caracterizada por tp = 0.001 m, dh = 0.0035 m y σ = 15%.

En régimen no lineal [71, 135] el incremento de la presión acústica a valores superio-
res a 120 dB (la amplitud de la presión en los motores de combustión interna puede
superar los 140 dB [50]) involucra un aumento no lineal de la resistencia mientras que
la reactancia tiende a disminuir, también de forma no lineal, pero en bastante menor
grado comparado con la resistencia.

La consideración de flujo medio dificulta la obtención de la impedancia asociada a los
elementos perforados. Por ello, en ocasiones, se recurre a la realización de medidas ex-
perimentales que permitan obtener modelos emṕıricos del comportamiento del campo
acústico en las proximidades de los orificios. En las superficies perforadas expuestas a
flujo medio tangente, definido por el número de MachM , se generan turbulencias que
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Figura 2.7: Comparación de modelos de impedancia de elementos perforados: ,

parte real. Parte imaginaria: , sin interacción de orificios; , Ingard; ,

Fok; , promedio de Ingard y Fok.

modifican notablemente la impedancia local [88] alterando el patrón de distribución
de la enerǵıa acústica a través de los orificios a causa de los efectos convectivos. La
resistencia de los orificios tiende a aumentar a medida que aumenta el flujo medio,
mientras que la reactancia tiende a disminuir ligeramente [88, 106].

Basándose en un modelo emṕırico, Garrison [59] obtuvo la siguiente expresión

Zp = (1 + 1.9M)R0 + j (1− 1.65M)X0 (2.122)

Rao y Munjal [106] realizaron ensayos para evaluar los efectos del flujo medio en
algunas tipoloǵıas de conductos perforados aplicando condiciones de velocidad de flujo
tangente similares a las existentes en los silenciadores de automóviles. La expresión
emṕırica que determina la impedancia acústica bajo estas condiciones es

Zp = ρ0c0
7.337 · 10−3 (1 + 72.23M) + j2.2245 · 10−5 (1 + 51tp) (1 + 204dh) f

σ
(2.123)

en la que el flujo medio afecta la parte resistiva del modelo. Los rangos definidos para
la validez de esta expresión son 0.05 ≤ M ≤ 0.2 para la velocidad del flujo tangente,
3% ≤ σ ≤ 10% para la porosidad, 1 ≤ tp ≤ 3 mm para el espesor de la superficie
perforada y 1.75 ≤ dh ≤ 7 mm para el diámetro de los orificios.

Sullivan [133], basándose en el modelo emṕırico de Garrison, modificó su modelo
de impedancia sin flujo (2.115) para incluir el efecto de la velocidad normal en la
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componente resistiva. Este efecto es similar al de un conducto perforado cerrado en
un extremo donde el flujo es forzado a salir a través de los orificios y la velocidad
presenta dos componentes: una componente tangente a la superficie, de valor máximo
a la entrada y nula a la salida, y una componente normal o transversal Ū0 considerada
uniforme [40, 133]

Zp = ρ0c0

2.57
Ū0

c0
+ jk0 (t+ 0.75dh)

σ
(2.124)

Una expresión emṕırica desarrollada por Bauer [12] relaciona adicionalmente los efec-
tos viscosos del medio y del número de MachM en la modificación de la parte resistiva
de la impedancia acústica

Zp = ρ0c0

√
8µρ0ω

ρ0c0

(

1 +
tp
dh

)

+ 0.3M + 1.15
Ū0

c0
+ jk0 (tp + 0.25dh)

σ
(2.125)

Jayaraman y Yam [72] modifican el modelo de impedancia de Sullivan (2.115) al
considerar el flujo medio tangente como parte influyente en la variación de la parte
resistiva de la impedancia acústica

Zp =
ρ0c0
σ

(

0.514d

σ

M

l
+ j4.8 · 10−5f

)

(2.126)

donde d es el diámetro del conducto y l su longitud. De esta expresión cabe destacar
la magnitud M/l, el gradiente axial del número de Mach, que disminuye desde un
valor máximo a la entrada del conducto perforado a un valor mı́nimo a la salida [63].

Otro grupo de expresiones que tienen en cuenta la variación de la parte resistiva
de la impedancia acústica en función de la resistencia al flujo Rf y del factor de co-
rrección de longitud δ/δ0 son las propuestas por Kooi y Sarin [87], Cummings [33] y
Kirby y Cummings [84]. Kooi y Sarin plantean

Rfc0
fdh

=
1

4

(

5− tp
dh

)(

9.9
u∗
fdh

− 3.2

)

(2.127)

donde Rf corresponde a la resistencia promedio al flujo en el área del orificio y u∗ es
la velocidad de fricción. El factor de corrección de longitud lo obtienen por medio de

δ

δ0
=























0.92− 0.75
u∗
ftp

+ 0.11

(

u∗
ftp

)2

, 0.2 ≤ u∗
ftp

≤ 3.5

−0.04,
u∗
ftp

> 3.5

(2.128)

en la que δ representa la corrección de longitud en presencia de flujo medio y δ0 la
corrección de longitud en ausencia de flujo medio. Cummings [33] expresa Rf como
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Rfc0
fdh

=

(

12.52

(

tp
dh

)−0.32

− 2.44

)

u∗
fdh

− 3.2 (2.129)

y el factor de corrección de longitud como

δ

δ0
=































1,
u∗
ftp

≤ 0.12
dh
tp

(

1 + 0.6
tp
dh

)

e



−





u∗
ftp

−0.12
dh
tp



/

(

0.25+
tp
dh

)





− 0.6
tp
dh
,
u∗
ftp

> 0.12
dh
tp
(2.130)

Kirby y Cummings, al modificar la parte resistiva, obtienen

Rfc0
fdh

=

(

26.16

(

tp
dh

)−0.169

− 20

)

u∗
fdh

− 4.055 (2.131)

y transformando el factor de corrección de longitud se llega a

δ

δ0
=































1,
u∗
ftp

≤ 0.18
dh
tp

(

1 + 0.6
tp
dh

)

e



−





u∗
ftp

−0.18
dh
tp



/

(

1.8+
tp
dh

)





− 0.6
tp
dh
,
u∗
ftp

> 0.18
dh
tp
(2.132)

Para estos tres últimos casos la parte resistiva de la impedancia acústica adimen-
sional R0 es la suma de la resistencia al flujo Rf y de las pérdidas viscosas Rν debidas
al flujo turbulento. Por tanto

R0 = Rf +Rν (2.133)

donde

Rν =

√
8νω

c0

tp
dh

(2.134)

y ν representa la viscosidad cinemática. La parte reactiva de la impedancia acústica
adimensional X0 es dependiente del factor de corrección de longitud δ/δ0

X0 = k0

(

tp +
δ

δ0
(0.85dh)

)

(2.135)
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Debido a la diferencia de parámetros tenidos en cuenta entre los dos grupos de impe-
dancias, Lee e Ih [88] los integran en una sola expresión emṕırica cuya parte resistiva,
normalizada, es

R0 = ρ0c0
a0 (1 + a1|f − f0|) (1 + a2M) (1 + a3dh) (1 + a4tp)

σ
(2.136)

donde a0 = 3.94 · 10−4, a1 = 7.84 · 10−3, a2 = 14.9, a3 = 296 y a4 = −127. De esta
parte resistiva, la frecuencia cŕıtica f0 es función de la velocidad del flujo medio M y
del diámetro del orificio dh según la expresión

f0 = φ1
1 + φ2M

1 + φ3dh
(2.137)

en la que los coeficientes vienen dados por φ1 = 412, φ2 = 104 y φ3 = 274. Estos
valores son obtenidos en base a un análisis de regresión no lineal de resultados de
ensayos experimentales que consideran f0, M y dh. La resistencia va disminuyendo
con la frecuencia hasta un valor mı́nimo, que se alcanza en la frecuencia cŕıtica, a
partir de la cual comienza a crecer. La parte reactiva está influenciada principalmente
por la velocidad de flujo medio y la frecuencia

X0 = ρ0c0
b0 (1 + b1dh) (1 + b2tp) (1 + b3M) (1 + b4f)

σ
(2.138)

donde b0 = −6 · 10−3, b1 = 194, b2 = 432, b3 = −1.72 y b4 = −6.62 · 10−3. Por lo
general la parte reactiva aumenta cuando lo hace la frecuencia y disminuye cuando
se incrementa la velocidad del flujo M . El rango de valores válidos para cada uno
de estos parámetros es, para la frecuencia 60 ≤ f ≤ 4000 Hz, para la velocidad de
flujo, 0 ≤M ≤ 0.2, para el diámetro de orificios, 2 ≤ dh ≤ 9 mm, para el espesor del
conducto, 1 ≤ tp ≤ 5 mm y para la porosidad 2.79% ≤ σ ≤ 22.3%.

2.6. Materiales absorbentes

Los materiales absorbentes son ampliamente utilizados en una gran variedad de apli-
caciones para mejorar la atenuación sonora. La principal función de los materiales
absorbentes es la reducción de las amplitudes de los campos acústicos asociados al
fenómeno de la propagación de ondas, esto es, la disipación de parte de la enerǵıa
acústica del sonido [17]. Los materiales comúnmente empleados son las fibras na-
turales, artificiales y espumas poliméricas. Los silenciadores que contienen material
absorbente en su interior suelen denominarse disipativos.

En un silenciador, el material absorbente que envuelve uno o varios conductos per-
forados puede caracterizarse en muchas ocasiones como una estructura isótropa. En
dicha estructura existen internamente cavidades o poros interconectados, distribuidos
aleatoriamente, en los que el aire puede moverse [113]. El paso del aire a través de una
estructura porosa, bajo condiciones de flujo medio, generalmente se define mediante
una trayectoria tortuosa. Si el flujo no es turbulento el volumen de aire que atraviesa
el material es directamente proporcional a la diferencia de presión que origina el flujo.
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La atenuación acústica se produce en parte por la reflexión de la onda acústica, y
por otra debido a las pérdidas viscosas en los intersticios. Dependiendo del método
utilizado en la fabricación de los silenciadores disipativos la variación de la densidad
del material absorbente puede generar heterogeneidad, anisotroṕıa en las fibras y va-
riación de sus propiedades acústicas [17].

La incorporación de materiales absorbentes en sistemas de escape de veh́ıculos ha pre-
sentado tradicionalmente problemas de degradación de sus propiedades con el tiempo
debido sobre todo a las altas temperaturas que deben soportar y a la contaminación
con part́ıculas procedentes de los gases de escape. También cabe considerar problemas
de pérdida de material a causa del arrastre sufrido por el flujo de gas, por lo que no
se hab́ıan utilizado masivamente en los silenciadores hasta hace relativamente poco
tiempo. Sin embargo, las mejoras de las propiedades de los materiales y el interés
creciente no sólo por reducir los niveles de ruido por debajo de los ĺımites legales sino
también por la calidad sonora ha fomentado la utilización de materiales absorbentes
como parte de los silenciadores.

2.6.1. Introducción

Las propiedades más importantes de los materiales absorbentes pueden resumirse prin-
cipalmente en la resistividad, densidad del material, porosidad, elasticidad y orien-
tación de las fibras, entre otras. La resistividad es una de las magnitudes más sig-
nificativas en la caracterización acústica de materiales absorbentes. Se define como
la relación de la presión a ambos lados de una muestra de material absorbente y el
producto de la velocidad a través de la muestra por el espesor de la misma, es decir

R =
∆P

u∆l
(2.139)

donde ∆P es la diferencia de presión a ambos lados de la muestra porosa, ∆l corres-
ponde al espesor y u es la velocidad a través de la muestra. Este último parámetro se
obtiene por medio de la relación entre el flujo volumétrico V y el área de la sección
transversal de fibra que atraviesa S

u =
V

S
(2.140)

La resistividad depende del tamaño de las fibras del material, de su forma y orienta-
ción, de la porosidad y de la uniformidad de su distribución.

La porosidad de un material absorbente es el cociente entre el volumen de los es-
pacios libres de la muestra porosa y el volumen total

Ω =
Va
Vm

(2.141)

donde Va corresponde al volumen del aire o fluido que ocupa los espacios libres y Vm
es el volumen total de la muestra de material poroso.
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Debido a que los espacios entre fibras son pequeños, a bajas frecuencias se obser-
va un comportamiento isotérmico ya que durante la fase de compresión del gas se
intercambia calor entre el aire y las fibras. En cambio, a altas frecuencias el inter-
cambio de calor se reduce ya que el tiempo de la compresión es menor, generándose
entonces un comportamiento adiabático que conlleva una variación del volumen del
aire producida por un cambio en la presión acústica [17]

∆P = −κp
∆V

V
(2.142)

donde ∆V es el incremento del volumen del aire producido por el incremento de la
presión acústica ∆P del total del volumen de aire considerado y κp corresponde al
módulo de compresibilidad volumétrico del aire en los poros, que vaŕıa desde 1.0 a
1.4 veces el valor de la presión atmosférica, dependiendo de si la compresión del aire
dentro del material es isotérmica o adiabática [16]. Otra propiedad de los materia-
les absorbentes corresponde a la densidad efectiva del aire, u otro fluido, ρp que se
refiere a la variación de densidad del conjunto aire-estructura (fluido) del material
absorbente en función de la frecuencia. En determinados casos a baja frecuencia las
fibras del material oscilan junto al aire, actuando como parte del mismo, y a alta
frecuencia las fibras permanecen estáticas. Una particularidad de los medios porosos
se relaciona con la resistencia dinámica, dependiente también de la velocidad, cuyo
valor para velocidad cero es la resistividad.

El material poroso modifica el flujo del gas y su compresibilidad. La velocidad del
fluido a través de los poros no es uniforme y su dirección depende de la tortuosidad
del medio poroso. En el ĺımite de la interfase material poroso-conducto principal la
componente normal de la velocidad media de fluido u es continua [93]. La ecuación de
continuidad para u sigue siendo válida si se considera que para un volumen determi-
nado de material poroso se promedia el tamaño de los poros, y la densidad del fluido
que ocupa una fracción Ω del material poroso es (ρ0 + ρ). Teniendo en cuenta estos
aspectos la ecuación de continuidad de primer orden es

Ω
∂ρ

∂t
− ρ0∇~u = 0 (2.143)

La relación entre el cambio de densidad ρ y presión acústica está dada por la expresión
ρ = −κpρ0p. Al sustituir en la ecuación anterior se obtiene

κpΩ

(

∂p

∂t

)

= −∇~u (2.144)

El módulo de compresibilidad volumétrico κp a altas frecuencias es 1.4 veces la pre-
sión atmosférica y equivale al coeficiente de compresibilidad adiabático κs. A bajas
frecuencias, κp es cercano a la presión atmosférica y se relaciona con el coeficiente de
compresibilidad isotermo κT . En algunos casos, κT vaŕıa en función de la frecuencia
f . Expresando la presión acústica en función de ondas armónicas simples p = Pejωt

la ecuación anterior se escribe como

jωκpΩP = −∇~u (2.145)
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La porosidad del medio modifica la velocidad de la onda. Reemplazando ρT por ρpΩ
en la ecuación (2.22) la velocidad acústica en los poros es [93]

cp =

√

1

κpρpΩ
(2.146)

La velocidad acústica en los poros cp es mayor que la velocidad de propagación en el
aire c0 si la porosidad del material absorbente Ω es pequeña. En cambio si el término
ρpΩ es mayor que ρ0, la velocidad acústica en los poros será menor a la de propaga-
ción en el aire.

Reescribiendo la expresión (2.144) en función de (2.146) y de p = Pejωt se obtie-
ne

(

jω

ρpc2p

)

P = ∇~u (2.147)

La ecuación del movimiento debe tener en cuenta las consecuencias de la aceleración
del fluido a través de los poros. En efecto, la presencia de materiales porosos genera
cambios en las propiedades inerciales del fluido y variación de la fricción. Por tanto, la
representación de las propiedades inerciales del fluido en los poros se define en función
de la densidad efectiva del fluido ρp dependiente de la frecuencia ω, de la densidad del
material poroso ρm, de la densidad del fluido externo al medio poroso ρ0, del factor
estructural κ, de la porosidad del material Ω y de la resistividad R. Matemáticamente
[16]

ρp =
ρ0κ

1 +
R2

(

ρmω

(

1 + ρ0
(κ− 1)

ρm

))2











R2

(

ρmω

(

1 + ρ0
(κ− 1)

ρm

))2

(

Ω +
ρm
κρ0

)

+









1
(

1 + ρ0
(κ− 1)

ρm

)



















(2.148)

A baja frecuencia el valor de la densidad efectiva tiende a (ρm + ρ0κΩ), indicando
que la interacción entre fluido y material poroso es equivalente a un solo elemento. A
alta frecuencia ρp es aproximadamente igual a ρ0κ. Para los materiales comúnmen-
te utilizados, la densidad efectiva vaŕıa de 5.5 vaces a 1 respecto a la densidad del aire.

El cambio de la fricción del flujo a través de los poros se expresa por medio de la
resistividad R definida anteriormente por la expresión (2.139). La ecuación de movi-
miento inicial

ρ0

(

∂~u

∂t

)

= −∇p (2.149)
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que al ser escrita en términos de una onda armónica simple

jωρ0~u = ∇p (2.150)

se transforma, al ser añadidos los términos inerciales y resistivos [93], en

ρp

(

∂~u

∂t

)

+R~u+∇p = 0 (2.151)

Esta expresión en forma de ondas armónicas simples es

jωρp

(

1 + j
R

ρpω

)

~u−∇p = 0 (2.152)

Teniendo en cuenta que el potencial de velocidad acústica es definido por ~u = −∇φ,
sustituyendo en la ecuación (2.149) la presión se expresaŕıa como

p = ρp

(

∂φ

∂t

)

+Rφ (2.153)

y derivando

∂p

∂t
= ρp

(

∂2φ

∂t2

)

+R

(

∂φ

∂t

)

(2.154)

Al reemplazar esta última expresión en (2.144) resulta

∇2φ = κpΩ

(

ρp

(

∂2φ

∂t2

)

+R

(

∂φ

∂t

))

(2.155)

en la que el último término de la relación representa las pérdidas por fricción.

Al introducir el término de densidad efectiva compleja del fluido en los poros ρ̃

ρ̃ = ρp

(

1 + j
R

ρpω

)

(2.156)

y el término coeficiente de compresibilidad efectiva del fluido en los poros κ̃ = κpΩ,
la sustitución en la expresión (2.146) proporciona la velocidad acústica efectiva

c̃ =
1√
ρ̃κ̃

= cp

(

1 + j
R

ρpω

)−1/2

(2.157)

Nuevamente utilizando el potencial de velocidad acústica y las expresiones (2.147),
(2.150)

jω

ρ̃c̃2
p = ∇~u (2.158)

p = jωρ̃φ (2.159)

se puede escribir la ecuación de ondas para ondas armónicas simples como
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∇2Φ+
(ω

c̃

)2

Φ = 0 (2.160)

La densidad y velocidad efectivas son cantidades complejas debido al término de
fricción R. A altas frecuencias la parte imaginaria de ambas es menor a la unidad y
la parte real es ligeramente mayor que la densidad y velocidad del fluido. Dada una
onda plana de frecuencia ω/ (2π), viajando en la dirección positiva de x representada
por la expresión

φ = Ae
jω

(x

c̃
−t

)

= Aej(k̃x−ωt) (2.161)

donde k̃ es el número de onda en el material absorbente que puede determinarse por
medio de la expresión

k̃ = ω
√

ρpκpΩ

(

1 + j
R

ρpω

)1/2

(2.162)

que a altas frecuencias tiende a ω
√

ρpκpΩ y a bajas frecuencias a
√

ωκpΩR. Para
otros tipos de ondas es posible su utilización mediante el empleo de la transformada
de Fourier.

2.6.2. Caracterización del material

La caracterización acústica de materiales absorbentes suele realizarse mediante el uso
de dos modelos: el modelo macroscópico de comportamiento y el modelo poroelástico.
El primero de ellos, conocido también como modelo de dos parámetros, considera que
el material absorbente puede caracterizarse, desde un punto de vista acústico como
un fluido equivalente, por medio del número de onda complejo k̃ y de la impedancia
acústica compleja Z̃ [4, 39, 138]. Se aplica al análisis de materiales cuya fase sólida es
ŕıgida de manera que el movimiento de la estructura no afecta al movimiento de las
part́ıculas de fluido en contacto con ella. Básicamente los materiales utilizados por la
industria en la fabricación de silenciadores son de este modelo. El segundo modelo, el
poroelástico, está basado en las teoŕıas de Biot [18] y adaptado por Allard et al. [5]
al problema acústico. En este modelo se considera la elasticidad de la fase sólida, que
tiene una significativa interacción con los espacios ocupados por el aire u otro gas.
Delany y Bazley [39] realizaron estudios experimentales abarcando una extensa gama
de materiales absorbentes de los que obtuvieron expresiones anaĺıticas que permiten
definir la impedancia Z̃ y el número de onda k̃ en función de la frecuencia y de la
resistividad. Posteriormente varios autores [46, 102, 127], en base a este planteamiento,
llevaron a cabo numerosos estudios del comportamiento acústico de silenciadores con
materiales absorbentes. Las expresiones de Delany y Bazley [39] pueden escribirse
como

Z̃ = Z0

((

1 + a5

(

fρ0
R

)a6
)

+ j

(

a7

(

fρ0
R

)a8
))

(2.163)
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k̃ = k0

((

1 + a3

(

fρ0
R

)a4
)

+ j

(

a1

(

fρ0
R

)a2
))

(2.164)

donde Z0 = ρ0c0 representa la impedancia caracteŕıstica del medio, k0 = 2πf/c0
es el número de onda en el aire, f la frecuencia y R la resistividad del material.
Los coeficientes ai, i = 1, 2, ..., 8, dependen del material considerado y se obtienen
mediante ajuste a medidas experimentales [83, 127]. Adicionalmente otras propieda-
des, dependientes de las expresiones anteriores, que complementan la caracterización
del material absorbente son la velocidad acústica compleja y la densidad compleja,
definidas por

c̃ =
ω

k̃
(2.165)

ρ̃ =
Z̃

c̃
=
Z̃k̃

ω
(2.166)

2.6.3. Consideraciones adicionales

I. Efecto en la impedancia de conductos perforados

Las superficies perforadas proporcionan, desde un punto de vista estructural, rigidez
al silenciador, dan soporte al material absorbente y evitan el desprendimiento de éste.
Desde el punto de vista acústico el efecto más significativo del material es aumentar
la reactancia, o parte imaginaria, de la impedancia acústica de la superficie perforada
[22, 70].

Los estudios realizados para determinar la impedancia acústica de elementos per-
forados en contacto con materiales porosos tanto en ausencia como con flujo medio
pueden resumirse en tres grandes categoŕıas: trabajos anaĺıticos, experimentales y se-
miemṕıricos. El principal objetivo de los trabajos anaĺıticos es determinar el efecto
que ejercen los materiales absorbentes en la impedancia de los elementos perforados.
Inicialmente Bolt [19] centró su investigación en la variación del valor de la reactancia
de elementos perforados en contacto con material absorbente. Indicó que el aumento
del número de orificios en contacto con el material absorbente tend́ıa a mejorar el coe-
ficiente de absorción a bajas frecuencias; en cambio, a altas frecuencias observó una
tendencia inversa. Ingard y Bolt [70] mostraron que la combinación de material absor-
bente y elementos perforados es equivalente a un resonador de Helmholtz. Dejando un
espacio libre entre la superficie perforada y el material absorbente Callaway y Ramer
[22] e Ingard [69] lograron incrementar el valor de la parte resistiva de la impedancia.

Los trabajos emṕıricos combinan las propiedades acústicas de las superficies per-
foradas y de los materiales absorbentes para la obtención del coeficiente de absorción
de los materiales absorbentes. En el trabajo de Davern [35] se consideró el efecto
que ejerćıa la porosidad, el espesor de la placa perforada, la densidad del material
absorbente, el espacio libre y el contacto entre el material absorbente y superficies
perforadas sobre el coeficiente de absorción del material absorbente.
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Los estudios semiemṕıricos se orientan a establecer las caracteŕısticas de la interacción
superficie perforada-material absorbente, destacando el cálculo de la impedancia de
las superficies perforadas. En este sentido Kirby y Cummings [84] desarrollan para el
cálculo de la impedancia de elementos perforados en contacto con material absorbente
una formulación semiemṕırica a bajas frecuencias que tiene en cuenta la presencia de
flujo medio tangente y descarta la interacción entre orificios. Este modelo combina
la formulación emṕırica de caracterización de materiales absorbentes propuesta por
Delany y Bazley [39] con el modelo teórico microestructural [5] a bajas frecuencias.
De este modo, las expresiones que determinan la constante de propagación Γ̃ (siendo
Γ̃ = −jk̃) e impedancia caracteŕıstica Z̃ vienen dadas por

Γ̃ = j
√

γ0q2 (ω)

(

(ln (1−Ω) + 1 + 2Ω)Ω ln (1−Ω) +Ω2 + 3Ω3/2 +Ω4/3

(ln (1−Ω) +Ω +Ω2/2)
2

−
(

γ0 − 1

γ0

)

Pr − j
Ω

2πξfq20s
2 (ω)

)

1

2

(2.167)

Z̃

ρ0c0
=

√

q2(ω)

γ0Ω2

(

(ln (1−Ω) + 1 + 2Ω)Ω ln (1−Ω) +Ω2 + 3Ω3/2 +Ω4/3

(ln (1−Ω) +Ω +Ω2/2)
2

−
(

γ0 − 1

γ0

)

Pr − j
Ω

2πξfq20s
2 (ω)

)

1

2

(2.168)

en las que los factores de tortuosidad q2(ω) y de forma s2(ω) son, respectivamente

q2(ω) =

((

1 + a3ξ
a4

f

)(

1 + a5ξ
a6

f

)

− a1a7ξ
(a2+a8)
f

)

(

ln (1−Ω) +Ω +Ω2/2
)2

(ln (1−Ω) + 1 + 2Ω) ln (1−Ω) +Ω + 3Ω2/2 +Ω3/3
(2.169)

s2(ω) =
q2(ω)

2πξfq20

(

a1ξ
a2

f

(

1 + a5ξ
a6

f

)

+ a7ξ
a8

f

(

1 + a3ξ
a4

f

)) (2.170)

donde ai son los coeficientes de Delany y Bazley obtenidos experimentalmente. La
impedancia acústica adimensional de la superficie perforada se calcula por la expresión

ξ̃p =
1

σ

(

ξ′p − j0.425k0dh +
0.425dhZ̃Γ̃

ρ0c0

)

(2.171)

siendo ξ′p la impedancia adimensional de un orificio en ausencia de material absor-
bente.
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En los trabajos de Selamet et al. [125, 129] se adapta la metodoloǵıa de Kirby y
Cummings en la modificación de la expresión de impedancia desarrollada por Su-
llivan y Crocker [135] (2.115) en el caso de contacto con material absorbente. La
siguiente formulación es empleada en el rango de frecuencias utilizado en esta Tesis
en ausencia de flujo medio [46]

Z̃p = ρ0c0

(

6 · 10−3 + jk0

(

tp + 0.425

(

1 +
Z̃

Z0

k̃

k0

)

dhF (σ)

))

σ
(2.172)

donde F (σ) es el factor de corrección debido a la interacción entre orificios calculado
mediante la expresión (2.121).

II. Medio móvil

La presencia de flujo medio en la entrada del silenciador induce un campo de flujo
dentro del material absorbente de pequeña magnitud pero en ocasiones puede modifi-
car el comportamiento acústico del mismo. Considerando que el material absorbente
es homogéneo y tiene propiedades isótropas, el flujo medio puede generar anisotroṕıa
y heterogeneidades [102].

Si bien el conocimiento del comportamiento acústico de las superficies perforadas
en presencia de flujo tangente se sigue ampliando, está establecido que la existencia
de flujo medio, tangente o normal, incrementa la resistencia y disminuye la reactancia
de la impedancia en comparación al caso sin flujo. En el trabajo de Kirby y Cummings
[84] se desarrollan las expresiones ya estudiadas adaptadas al caso con flujo medio,
(2.131) y (2.132). Para el caso en el que exista material absorbente, la impedancia
acústica adimensional se calcula mediante la expresión (2.171) con las modificaciones
de Denia et al. [46] para incluir la interacción de los orificios, llegando a la expresión
[85]

Z̃p = ρ0c0

(

ξ′p + j0.425k0dh

(

ρ̃

ρ0
− 1

)

F (σ)

)

σ
(2.173)

siendo ξ′p la impedancia adimensional de un orificio en ausencia de material absorben-
te, cuyas partes resistiva y reactiva vienen dadas por las expresiones (2.133) y (2.135).

Como se ha indicado anteriormente, otra formulación relevante de la impedancia en
presencia de flujo medio es la de Lee e Ih [88] cuyas partes resistiva R0 y reactiva X0

se calculan mediante las expresiones (2.136) y (2.138), respectivamente. Dicha formu-
lación se modifica para incluir la presencia de material absorbente, de manera que la
impedancia con flujo medio y material absorbente viene dada por

Z̃p = R0 + jX0 + ρ0c0

(

j0.425k0dh

(

ρ̃

ρ0
− 1

)

F (σ)

)

σ
(2.174)
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Para caracterizar el elemento perforado en presencia de flujo medio y material absor-
bente, se hace uso de las ecuaciones (2.173) y (2.174) a lo largo de la Tesis.

2.7. Silenciadores

Un silenciador es un elemento generalmente pasivo, conectado a una fuente de ruido,
cuyo cometido es atenuar el nivel sonoro de éste hasta valores aceptables. La respuesta
acústica de los silenciadores depende de los fenómenos que producen la atenuación
sonora [13]. Los silenciadores se agrupan en dos grandes grupos:

2.7.1. Configuraciones sin disipación

Son los silenciadores llamados reactivos, puesto que la atenuación es producida prin-
cipalmente por fenómenos de tipo reactivo en los que parte de la enerǵıa incidente
retorna a la fuente debido a la reflexión que se produce como consecuencia de cambios
de sección y otras particularidades geométricas. Un ejemplo t́ıpico es una cámara de
expansión simple, formada por un tubo de entrada, una cámara de expansión central,
y un tubo de salida, tal como se observa en la figura 2.8, en la que se muestran algunos
ejemplos adicionales. La enerǵıa disipada en este caso es muy pequeña.

(a) Cámara de expansión

simple.

(b) Cámara reversa. (c) Cámara con doble salida

opuesta.

Figura 2.8: Silenciadores reactivos.

Otro caso interesante de este tipo de silenciadores son los llamados resonadores.
Su funcionamiento se basa en la presencia de cavidades y zonas de discontinuidad
geométrica donde el flujo puede entrar en resonancia, absorbiendo gran parte de la
enerǵıa e impidiendo que ésta se propague. Estos silenciadores presentan frecuencias
propias donde la atenuación es elevada, aunque para otras frecuencias de excitación
este mecanismo no entra en funcionamiento y se debe recurrir a otros medios. Un
ejemplo claro lo constituye el resonador de Helmholtz y el silenciador con tubos ex-
tendidos, en los que los conductos de entrada y salida penetran parcialmente en el
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interior de la cámara central. La figura 2.9 muestra las geometŕıas asociadas.

(a) Resonador de Helmholtz. (b) Silenciador con tubos extendidos.

Figura 2.9: Silenciadores resonantes.

2.7.2. Configuraciones con disipación

En los silenciadores disipativos, los fenómenos de atenuación, además de los debidos
a las discontinuidades geométricas, son producidos por la utilización de materiales
absorbentes de gran superficie espećıfica (en forma de fibra, especialmente). También
pueden conseguirse caracteŕısticas disipativas (aunque en menor grado) mediante la
introducción de placas y tubos perforados que favorecen la disipación de enerǵıa du-
rante la propagación de la onda acústica. La figura 2.10 muestra dos silenciadores
disipativos.

Material absorbente
Placa perforada

Material absorbente

Tubo perforado

(a) Cámara reversa con material absorbente

y placa perforada.

(b) Resonador concéntrico con material

absorbente.

Figura 2.10: Silenciadores disipativos.

Realmente todos los silenciadores reactivos producen algo de disipación como conse-
cuencia de las pérdidas asociadas a todo fluido real cuando éste circula por conduc-
tos, cambios de sección, etc. Igualmente, los silenciadores disipativos tienen asociados
efecto reactivos debido a la presencia de expansiones y contracciones. En la literatu-
ra es frecuente encontrar los silenciadores con elementos perforados en la categoŕıa
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de reactivos. De cualquier manera, la disipación introducida por éstos puede no ser
despreciable en ciertas configuraciones.

2.8. Catalizadores

2.8.1. Introducción

Las limitaciones actuales relativas a la emisión de contaminantes en motores de com-
bustión alternativos han llevado a la utilización generalizada de convertidores cataĺıti-
cos en la ĺınea de escape de los veh́ıculos. Si bien el diseño del catalizador se centra
fundamentalmente en aspectos relacionados con la reducción de gases nocivos, la in-
fluencia de éste en la atenuación de ruido es considerable, actuando de forma análoga
a la de un silenciador. Un catalizador consiste habitualmente en una expansión de
entrada, un monolito y una contracción de salida. La estructura del monolito es de
múltiples celdillas (capilares), con una densidad de 5 ·105 hasta 106 capilares por me-
tro cuadrado [123]. La figura 2.11 muestra un catalizador en el que el tubo de entrada
y el de la salida están conectados con el monolito a través de dos conductos cónicos.
La figura 2.12 ilustra un catalizador comercial y el monolito asociado.

Monolito

Figura 2.11: Convertidor cataĺıtico.

El modelado acústico del catalizador requiere el análisis de los fenómenos de propaga-
ción en los capilares del monolito, en los que debe tenerse en cuenta el papel que juega
la viscosidad y la transferencia de calor. Kirchhoff [86] presentó un modelo detallado
válido para medio de propagación en reposo. A partir de dicho modelo, Zwikker y
Kosten [150] obtuvieron una solución aproximada haciendo algunas simplificaciones
en el modelo para conductos de sección transversal circular. Desde un punto de vista
práctico, la geometŕıa de sección cuadrada y rectangular presenta mayor interés, y
se considera en el trabajo de Stinson [131] y de Roh et al. [110]. Selamet et al. [123]
utilizaron una técnica basada en elementos finitos asumiendo que el monolito se com-
porta como un material absorbente de tipo fibroso, de manera que sus propiedades
acústicas son las de un fluido equivalente con impedancia y número de onda complejos
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(a) Catalizador comercial. (b) Monolito.

Figura 2.12: Catalizador comercial y monolito.

y dependientes de la frecuencia. Con la presencia de flujo medio la situación se hace
más complicada y no existe hasta el momento ninguna teoŕıa completa. Dokumaci
[52] encontró una solución anaĺıtica utilizando el procedimiento de Zwikker y Kosten
para capilares de sección transversal circular. En otro trabajo, el mismo autor [53]
extendió su modelo para el caso de capilares rectangulares en base a la utilización de
series de Fourier.

2.8.2. Modelado acústico del monolito

Se procede en esta sección a llevar a cabo el modelado acústico del monolito. Para
ello, se recurre a los resultados presentados por Allard [4] en ausencia de flujo medio.
En éstos, se utiliza la resistividad como propiedad relevante de la caracterización.
Este modelo ha sido utilizado de manera satisfactoria por Selamet et al. [123]. En
presencia de flujo medio se va a recurrir a los modelos desarrollados por Dokumaci
[52, 53].

I. Medio en reposo

En ausencia de flujo medio, un conjunto de conductos capilares puede caracterizarse
desde un punto de vista acústico como un fluido [4], por medio de una densidad y
velocidad del sonido equivalentes. Ambos parámetros son complejos, dependientes de
la frecuencia y pueden expresarse en función de la resistividad R [4]. Estas propiedades
se derivan a partir de la ecuación de continuidad (2.175), de equilibrio dinámico (2.176)
y de la enerǵıa (2.177), considerando los efectos viscosos y de transferencia de calor
en los capilares [104]

∂ρm
∂t

+ ρ0∇~um = 0 (2.175)

∇pm + ρ0
∂um
∂t

− µ

(

∇2um +
1

3
∇(∇~um)

)

= 0 (2.176)
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∂Tm
∂t

− 1

ρ0Cp

∂pm
∂t

=
κ

ρ0Cp
∇2Tm (2.177)

siendo ρ0 la densidad del aire, ρm la densidad equivalente, κ la conductividad térmica,
Cp el calor espećıfico a presión constante, µ la viscosidad, pm la presión acústica y um
la velocidad acústica. El sub́ındice m se refiere a las variables acústicas en el monolito.

Teniendo en cuenta que las dimensiones transversales de los capilares son pequeñas
en comparación con la longitud de onda y la dimensión longitudinal de dicho capilar,
la condición que existe es la de un flujo laminar completamente desarrollado [9]. Con
esta condición la ecuación de equilibrio dinámico (2.176) puede escribirse como

∇pm + ρ0
∂ūm
∂t

+ Rūm = 0 (2.178)

Asumiendo una solución de tipo armónico, ūm = Ūme
jωt, se llega a la ecuación

∇pm + ρm
∂ūm
∂t

= 0 (2.179)

en la que la densidad equivalente ρm se escribe en función de ρ0 y R

ρm = ρ0 +
R

jω
(2.180)

donde R es dependiente de la frecuencia y de la geometŕıa de la sección transversal
del capilar y se puede calcular mediante la expresión [4]

R = RφGc(s) (2.181)

En la ecuación (2.181) R y φ son, respectivamente, la resistividad estacionaria y la
porosidad del monolito. La función Gc(s) se define como

Gc(s) =

−s
4

√−j J1
(

s
√−j

)

J0
(

s
√−j

)

1− 2

s
√−j

J1
(

s
√−j

)

J0
(

s
√−j

)

(2.182)

donde J0 y J1 son las funciones de Bessel de primera especie y orden cero y uno,
respectivamente, y s es el número de onda tangencial, que se puede expresar como

s = α

√

8ωρ0
Rφ

(2.183)

En la ecuación (2.183), α depende de la geometŕıa de la sección transversal del ca-
pilar [4]. La Tabla 2.1 muestra el valor de α para distintas geometŕıas de la sección
transversal del capilar.

La velocidad del sonido equivalente cm se puede obtener a partir de la densidad
equivalente ρm y el módulo volumétrico Km, definido como [4]
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Sección transversal α

Circular 1.00

Cuadrada 1.07

Triángulo equilátero 1.14

Rectangular 0.78

Tabla 2.1: Valores de α para distintas geometŕıas de la sección transversal del capilar.

Km =
γP0

γ − (γ − 1)F
(2.184)

siendo γ la relación de calores espećıficos, P0 la presión ambiental media y F viene
dado por la siguiente expresión

F =
1

1 +
Rφ

jPr ωρ0
Gc

(√
Pr s

)

(2.185)

En la ecuación (2.185) Pr es el número de Prandtl, definido como Pr = µCp/κ.
Finalmente la velocidad del sonido equivalente puede expresarse como

cm =

√

Km

ρm
=

c0
√

(

1 +
Rφ

jωρ0
Gc (s)

)

(γ − (γ − 1)F )

(2.186)

donde se ha tenido en cuenta la relación c0 =
√

γP0/ρ0.

Una vez conocida la densidad y velocidad del sonido equivalentes, se puede proceder
a modelar el monolito. Una opción es recurrir a los modelos de onda plana, caracte-
rizando el monolito por su matriz de transferencia. La otra alternativa es abordar el
problema mediante modelos multidimensionales, como el método de elementos finitos.
En esta sección se va a calcular la matriz de cuatro polos del monolito, en ausencia
de flujo medio. Utilizando un procedimiento idéntico al planteado en el estudio de un
conducto circular se consigue una matriz de cuatro polos de caracteŕısticas similares
a la expresada en la ecuación (2.89). Por lo tanto, la matriz de cuatro polos de un
monolito de longitud Lm puede escribirse como

{

P1

U1

}

=





cos(kmLm) jZm sen(kmLm)
j

Zm
sen(kmLm) cos(kmLm)





{

P2

U2

}

(2.187)

donde km = ω/cm es el número de onda equivalente y Zm = ρmcm la impedancia
equivalente. Cabe indicar que debido a que los resultados presentados por Allard
[4] para el modelado del monolito no consideran la presencia de flujo medio en los
capilares, se va a recurrir en la siguiente sección a los modelos de Dokumaci [52, 53].
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II. Medio móvil

Como se ha indicado anteriormente, en presencia de flujo medio se recurre a los
modelos de Dokumaci [52, 53] para el modelado del monolito. Éstos no tienen en
cuenta la resistividad como una propiedad de caracterización. Las ecuaciones que
gobiernan la propagación de ondas en los capilares son la ecuación de continuidad
(2.175), de equilibrio dinámico (2.176) y de la enerǵıa (2.177). Con la consideración de
flujo medio axial definido por la velocidad Ufm en los capilares, aparecen los términos
convectivos y las ecuaciones anteriores se modifican. Asumiendo un comportamiento
armónico de las perturbaciones acústicas de tipo e−jωt, las ecuaciones convectivas se
pueden escribir, introduciendo las simplificaciones de Zwikker y Kosten [150], de la
siguiente manera [52, 53]

(

−jωρ+ Ufm
∂ρ

∂z

)

+ ρ0∇~u = 0 (2.188)

ρ0

(

−jωw + Ufm
∂w

∂z

)

= −∂p
∂z

+ µ∇2
Sw, p = p(z) (2.189)

ρ0Cp

(

−jωT + Ufm
∂T

∂z

)

=

(

−jωp+ Ufm
∂p

∂z

)

+ κ∇2
ST (2.190)

donde p, ρ y T son las perturbaciones acústicas, ~u el vector de la velocidad acústica,
w la componente axial de la velocidad acústica, ρ0 la densidad del medio, κ la con-
ductividad térmica, µ la viscosidad y Cp el calor espećıfico a presión constante. Los
operadores ∇ y ∇2

S son, respectivamente, el operador nabla y el operador laplaciano
en la sección transversal del capilar.

Capilares circulares

Para el caso de capilares de sección transversal circular, ∇2
S y ∇~u se escriben como

∇2
S =

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2
(2.191)

∇~u =
∂w

∂z
+
∂ur
∂r

+
ur
r

(2.192)

siendo ur la componente radial de la velocidad acústica respecto a la coordenada r.
Sustituyendo la expresión (2.192) en la expresión (2.188), y la expresión (2.191) en
las ecuaciones (2.189) y (2.190), para la ecuación de continuidad, resulta

(

−jωρ+ Ufm
∂ρ

∂z

)

+ ρ0

(

∂w

∂z
+
∂ur
∂r

+
ur
r

)

= 0 (2.193)

Para la ecuación de equilibrio dinámico, se tiene

ρ0

(

−jωw + Ufm
∂w

∂z

)

= −∂p
∂z

+ µ

(

∂2w

∂r2
+

1

r

∂w

∂r

)

, p = p(z) (2.194)



54 Modelos de onda plana y caracterización de materiales

En la ecuación anterior cabe indicar que la variable acústica p depende sólo de la
coordenada axial z.

La ecuación de la enerǵıa puede expresarse como

ρ0Cp

(

−jωT + Ufm
∂T

∂z

)

=

(

−jωp+ Ufm
∂p

∂z

)

+ κ

(

∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r

)

(2.195)

Para resolver el problema planteado, es necesario incluir la ecuación de estado y las
condiciones de contorno. Por una parte la ecuación de estado, para un gas perfecto,
se escribe como

p

p0
=

ρ

ρ0
+
T

T0
(2.196)

donde T0 y p0 son la temperatura y la presión ambiental, respectivamente. Por otra
parte, si se asume que la pared del capilar es ŕıgida, las condiciones de contorno a
considerar en el centro del capilar implican que ~u y T tienen un valor finito, mientras
que su valor es nulo en la pared ŕıgida (recuérdese que son perturbaciones).

Asumiendo que la dependencia de las variables acústicas respecto a z es de la forma
ejk0Γz, se puede escribir

p (z) = P+ejk0Γ
+z + P−ejk0Γ

−z (2.197)

w(z, r) = H (r) p(z) (2.198)

T (z, r) = F (r) p(z) (2.199)

siendo P+ y P− amplitudes complejas asociadas a la onda progresiva y regresiva,
respectivamente, k0 el número de onda, Γ la constante de propagación, y H y F
funciones de la coordenada radial r.

Sustituyendo las ecuaciones (2.197)-(2.199) en las ecuaciones (2.194) y (2.195), se
obtiene

d2H

dr2
+

1

r

dH

dr
+ β2H =

jΓk0
µ

(2.200)

d2F

dr2
+

1

r

dF

dr
+ β2σ2F =

j (1− ΓM)ω

κ
(2.201)

donde

β2a2 = j (1− ΓM) s2 (2.202)

En las ecuaciones anteriores, M = Ufm/c0 es el número de Mach, σ2 = µCp/κ es
el número de Prandtl, Re es el número de Reynolds, definido como, Re = ρ0ac0/µ
siendo a el radio de la sección transversal del capilar. El número de onda tangencial
s viene dado por la siguiente expresión
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s =
√

Rek0a = a

√

(

ρ0ω

µ

)

(2.203)

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales (2.200) y (2.201) se pueden expresar en
términos de las funciones de Bessel de orden cero. Escribiendo las soluciones generales
y aplicando las condiciones de contorno, las funciones H y F se escriben

H(r) =
Γ

ρ0c0 (1− ΓM)

(

1− J0 (βr)

J0 (βa)

)

(2.204)

F (r) =
jω (1− ΓM)

β2σ2κ

(

1− J0 (σβr)

J0 (σβa)

)

(2.205)

Una vez halladas la funciones H y F el resto de la solución se deduce de manera
sencilla. En primer lugar se expresa la ecuación de continuidad (2.193) en función de
H y F , y luego se integra la ecuación resultante respecto a la coordenada r. Tras
aplicar las condiciones de contorno, se obtiene la ecuación caracteŕıstica

γ + (γ − 1) I (σβa) +

(

Γ

1− ΓM

)2

I (βa) = 0 (2.206)

donde

I (ξ) =
J2 (ξ)

J0 (ξ)
(2.207)

Las ráıces de la ecuación caracteŕıstica (2.206), Γ+ y Γ−, se pueden hallar utilizando
un método iterativo como el método de la secante o Newton-Raphson.

El modelado acústico de un convertidor cataĺıtico completo requiere el conocimiento
de los procesos de transferencia de ondas en las zonas de interfase entre el monolito
y los tubos de entrada y salida. Dada la complejidad del problema, el tratamiento ha
de ser necesariamente aproximado si se desea obtener una formulación con un coste
computacional razonable. Por ello se considera en esta sección un planteamiento de
onda plana. La figura 2.13 muestra un convertidor cataĺıtico, que está formado por el
monolito, los tubos de entrada y salida, y los elementos de transición troncocónicos.
La presión acústica en una sección z del capilar sólo depende de la coordenada z
(2.194), y se puede expresar como la suma de dos componentes: una que avanza en el
sentido positivo de z y otra en sentido contrario,

p(z) = P+(z) + P−(z) (2.208)

Combinando las ecuaciones (2.197) y (2.208), se puede escribir

P+(z) = P+ejk0Γ
+z, P−(z) = P−ejk0Γ

−z (2.209)
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Monolito

Tubo
de entrada

Tubo
de salida

1 2 3 4

Figura 2.13: Convertidor cataĺıtico.

La relación entre las componentes progresivas y regresivas de la presión en la sección
z y en la entrada del capilar, se puede escribir

{

P+

P−

}

z

=

[

ejk0Γ
+z 0

0 ejk0Γ
−z

]

{

P+

P−

}

z=0

(2.210)

Por un lado, y asumiendo que los capilares del monolito son idénticos, la transferencia
de ondas en el monolito se puede determinar aplicando la ecuación (2.210) a un ca-
pilar. Por otro, la transferencia de ondas en las zonas de interfase monolito-tubos de
entrada y salida, se puede describir con la aplicación de la ecuación de conservación
de masa y de enerǵıa [36, 53].

En primer lugar se considera la discontinuidad geométrica en la entrada del monolito.
Asumiendo condiciones cuasi-estáticas, las ecuaciones de conservación de masa y de
enerǵıa se escriben, respectivamente [36, 53]

∫

S1

(ρ0 w1 + ρ1 Ufm1
) dS1 =

∫

S2

(ρ0 w2 + ρ2 Ufm2
) dS2 (2.211)

∫

S1

(

p1
ρ0

+ Ufm1
w1

)

(ρ0 Ufm1
) dS1 =

∫

S2

(

T0 s2 +
p2
ρ0

+ Ufm2
w2

)

(ρ0 Ufm2
) dS2

(2.212)
siendo s la entroṕıa, Ufm1

y Ufm2
la velocidad de flujo en el tubo de entrada y en el

monolito, respectivamente. Los sub́ındices 1 y 2 se refieren a las zonas aguas arriba
y aguas abajo de la discontinuidad en la entrada del monolito (véase la figura 2.13).
El área transversal S2 es la suma de las áreas transversales de todos los capilares que
forman el monolito de manera que S2 = nπa2, donde n es el número de los capilares
y a es su radio.

Se asumen condiciones isoentrópicas en la zona aguas arriba [52, 53]. Para la zona
aguas abajo es necesario hallar las perturbaciones acústicas w2, s2 y ρ2. La compo-
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nente axial de la velocidad acústica w2 se puede expresar combinando las expresiones
(2.198) y (2.204), como

ρ0c0w2 (z, r) = h+ (r)P+
2 (z) + h− (r)P−

2 (z) (2.213)

donde la función h± (r) se escribe [53]

h± (r) =
Γ±

(1− Γ±M2)

(

1− J0 (β
±r)

J0 (β±a)

)

(2.214)

siendo β± los valores de β, calculados mediante la ecuación (2.202), para Γ+ y Γ−,
respectivamente, y M2 = Ufm2

/c0 es el número de Mach en los capilares.

Considerando ahora las ecuaciones de estado para un gas perfecto, la densidad y
la entroṕıa se pueden expresar

c20ρ2 (z, r) = g+ (r)P+
2 (z) + g− (r)P−

2 (z) (2.215)

ρ0T0s2 (z, r) = e+ (r)P+
2 (z) + e− (r)P−

2 (z) (2.216)

donde las funciones g± (r), e± (r) se escriben como [53]

g± (r) = 1 + (γ − 1)
J0 (σβ

±r)

J0 (σβ±a)
(2.217)

e± (r) =
J0 (σβ

±r)

J0 (σβ±a)
(2.218)

Sustituyendo las ecuaciones (2.213), (2.215) y (2.216) en las expresiones (2.211) y
(2.212), e integrando sobre la sección transversal aguas arriba y aguas abajo de la
discontinuidad geométrica, la relación entre las componentes de la presión acústica,
queda

S1

(

(1 +M1)P
+
1 − (1−M1)P

−

1

)

= S2

((

h+m +M2 g
+
m

)

P+
2 +

(

h−m +M2 g
−

m

)

P−

2

)

(2.219)
(1 +M1)P

+
1 + (1−M1)P

−

1 =
(

1 + e+m +M2 h
+
m

)

P+
2 +

(

1 + e−m +M2 h
−

m

)

P−

2

(2.220)
siendo M1, M2 el número de Mach en la zona aguas arriba y aguas abajo, respecti-
vamente. Las funciones promediadas h±m, e±m y g±m se pueden calcular integrando las
funciones h±, e± y g± sobre el área transversal del capilar, dando lugar a

h±m =
Γ±

(1− Γ±M2)

1

πa2

∫ a

0

(

1− J0 (β
±r)

J0 (β±a)

)

2πrdr =
−Γ±

(1− Γ±M2)

J2 (β
±a)

J0 (β±a)
(2.221)

g±m =
1

πa2

∫ a

0

(

1 + (γ − 1)
J0 (σβ

±r)

J0 (σβ±a)

)

2πrdr = −J2 (σβ
±a)

J0 (σβ±a)
+

2γ

σβ±a

J1 (σβ
±a)

J0 (σβ±a)
(2.222)
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e±m =
1

πa2

∫ a

0

(

J0 (σβ
±r)

J0 (σβ±a)

)

2πrdr =
2

σβ±a

J1 (σβ
±a)

J0 (σβ±a)
(2.223)

Las ecuaciones (2.219) y (2.220) se pueden escribir matricialmente de la siguiente
manera

[

S1 (1 +M1) −S1 (1−M1)
1 +M1 1−M1

]{

P+
1

P−

1

}

=

[

S2 (h
+
m +M2 g

+
m) S2 (h

−
m +M2 g

−
m)

1 + e+m +M2 h
+
m 1 + e−m +M2 h

−
m

]{

P+
2

P−

2

}

(2.224)
Introduciendo la notación

T1 =

[

S1 (1 +M1) −S1 (1−M1)
1 +M1 1−M1

]

(2.225)

T2 =

[

S2 (h
+
m +M2 g

+
m) S2 (h

−
m +M2 g

−
m)

1 + e+m +M2 h
+
m 1 + e−m +M2 h

−
m

]

(2.226)

la expresión (2.224) puede escribirse como

[

T1
]

{

P+
1

P−

1

}

=
[

T2
]

{

P+
2

P−

2

}

(2.227)

La expresión anterior describe la relación entre las componentes de presión progresivas
y regresivas en los planos 1 y 2. Para la expresión que relaciona las variables de presión
y velocidad acústicas en los mismos planos se puede utilizar la matriz de cuatro polos
de la discontinuidad

{

p1
w1

}

=
[

Tcon
]

{

p2
w2

}

(2.228)

Considerando las ecuaciones (2.208), (2.213) y (2.224), y aplicando un procedimiento
similar al utilizado en la sección 2.4.2, la matriz de transferencia [Tcon] se escribe
como [48]

[

Tcon
]

=









1

2

ρ0c0
2

1

2
−ρ0c0

2









−1

[

T1
]−1 [

T2
]









−h−m
(

h+m − h−m
)

ρ0c0
(

h+m − h−m
)

h+m
(

h+m − h−m
)

−ρ0c0
(

h+m − h−m
)









(2.229)

Ahora, para la zona de discontinuidad en la salida del monolito, se aplica un proce-
dimiento idéntico al utilizado anteriormente partiendo de la ecuación de conservación
de masa y de enerǵıa. Se llega a una expresión similar a la ecuación (2.224), que re-
laciona las componentes de presión progresivas y regresivas en los planos 3 y 4 (véase
la figura 2.13)

[

S3 (h
+
m +M3 g

+
m) S3 (h

−
m +M3 g

−
m)

1 + e+m +M3 h
+
m 1 + e−m +M3 h

−
m

]{

P+
3

P−

3

}

=

[

S4 (1 +M4) −S4 (1−M4)
1 +M4 1−M4

]{

P+
4

P−

4

}

(2.230)
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Si se introduce la siguiente notación

T3 =

[

S3 (h
+
m +M3 g

+
m) S3 (h

−
m +M3 g

−
m)

1 + e+m +M3 h
+
m 1 + e−m +M3 h

−
m

]

(2.231)

T4 =

[

S4 (1 +M4) −S4 (1−M4)
1 +M4 1−M4

]

(2.232)

la expresión (2.230) puede escribirse como

[

T3
]

{

P+
3

P−

3

}

=
[

T4
]

{

P+
4

P−

4

}

(2.233)

Para la expresión que relaciona las variables de presión y velocidad acústica en los
planos 3 y 4 se puede utilizar la matriz de cuatro polos de la discontinuidad

{

p3
w3

}

=
[

Texp
]

{

p4
w4

}

(2.234)

Combinando las ecuaciones (2.208), (2.213) y (2.230), y aplicando un procedimiento
similar al utilizado en la sección 2.4.2, la matriz de transferencia [Texp] se puede
expresar como [48]

[Texp] =









−h−m
(

h+m − h−m
)

ρ0c0
(

h+m − h−m
)

h+m
(

h+m − h−m
)

−ρ0c0
(

h+m − h−m
)









−1

[

T3
]−1 [

T4
]









1

2

ρ0c0
2

1

2
−ρ0c0

2









(2.235)

La matriz de transferencia completa del monolito se obtiene multiplicando las matrices
asociadas a la transferencia de ondas en la entrada (cono divergente-capilares) y la
salida del mismo (capilares-cono convergente), dadas por las expresiones (2.229) y
(2.235) respectivamente, por la matriz de transferencia [Tmon], de manera que resulta

[Tm] =
[

Tcon
] [

Tmon

] [

Texp
]

(2.236)

siendo [Tmon] la matriz de transferencia que relaciona las variables de presión y ve-
locidad acústica en los planos 2 y 3. Dicha matriz se puede calcular combinando las
ecuaciones (2.208) y (2.213), y aplicando la teoŕıa de los modelos de onda plana [36].
Finalmente, la matriz [Tmon] se escribe [48]

[Tmon] =















−h+mejΓ
+k0Lm + h−me

jΓ−k0Lm

ejΓ+k0Lm ejΓ−k0Lm

(

h−m − h+m
)

ρ0c0

(

ejΓ
+k0Lm − ejΓ

−k0Lm

)

ejΓ+k0Lm ejΓ−k0Lm

(

h−m − h+m
)

h+mh
−
m

(

ejΓ
−k0Lm − ejΓ

+k0Lm

)

ρ0c0ejΓ
+k0Lm ejΓ−k0Lm

(

h−m − h+m
)

h−me
jΓ+k0Lm − h+me

jΓ−k0Lm

ejΓ+k0Lm ejΓ−k0Lm

(

h−m − h+m
)















(2.237)
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Capilares rectangulares

Se considera ahora un caso de mayor interés práctico en el que los capilares que forman
el monolito son de sección transversal rectangular. La figura 2.14 muestra un capilar
con dicha sección y el sistema de coordenadas cartesiano asociado. El origen de las
coordenadas está en el centro de la sección transversal. La coordenada axial es z,
mientras que x e y son las coordenadas transversales.

2a

2b
z

y

x

Figura 2.14: Capilar con sección transversal rectangular.

En coordenadas cartesianas ∇2
S y ∇~u se escriben

∇2
S =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(2.238)

∇~u =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
(2.239)

siendo u, v y w las componentes de la velocidad acústica ~u en x, y y z, respectivamente.

Al sustituir las expresiones (2.238) y (2.239) en las ecuaciones (2.188)-(2.190), pa-
ra la ecuación de continuidad, se obtiene

(

−jωρ+ Ufm
∂ρ

∂z

)

+ ρ0

(

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)

= 0 (2.240)

Para la ecuación de equilibrio dinámico, resulta

ρ0

(

−jωw + Ufm
∂w

∂z

)

= −∂p
∂z

+ µ

(

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2

)

, p = p (z) (2.241)

La ecuación de la enerǵıa se puede expresar como
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ρ0Cp

(

−jωT + Ufm
∂T

∂z

)

=

(

−jωp+ Ufm
∂p

∂z

)

+ κ

(

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)

(2.242)

Se asume que la dependencia de las variables acústicas respecto a z es de la forma
ejk0Γz, y por tanto puede escribirse

p (z) = P+ejk0Γ
+z + P−ejk0Γ

−z (2.243)

w(x, y, z) = H (x, y) p(z) (2.244)

T (x, y, z) = F (x, y) p(z) (2.245)

donde H y F son funciones de las coordenadas transversales x e y.

Sustituyendo las ecuaciones (2.243)-(2.245) en las ecuaciones (2.240)-(2.242), y ha-
ciendo uso de la ecuación de estado (2.196), se obtiene

∂2H

∂x2
+
∂2H

∂y2
+ β2H =

jΓk0
µ

(2.246)

∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2
+ β2σ2 =

j (1− ΓM)ω

κ
(2.247)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
=

(

jω

(

1

p0
− F

T0

)

(1− ΓM)− jΓk0H

)

p (2.248)

donde β está definido en la expresión (2.202),

β2a2 = j (1− ΓM) s2 (2.249)

siendo a en este caso el lado de la sección transversal del capilar respecto al cual se
define el número de onda tangencial s.

La solución de la ecuación diferencial (2.246) se puede expresar en forma de doble
serie de Fourier [53, 110]

H(x, y) =
∑

m

∑

n

amn sen
(mπx

2a

)

sen
(nπy

2b

)

, m, n = 1, 3, 5, ....., (2.250)

donde los coeficientes amn se pueden determinar sustituyendo la ecuación (2.250) en
la ecuación (2.246), y promediando la ecuación resultante sobre la sección transversal
del capilar. Procediendo de esta manera se obtiene

amn =
16jk0Γ

π2µ

1

mnβ2αmn (βa)
(2.251)

donde la función αmn (ξ) se define como
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αmn (ξ) = 1−
π2

(

m2 + n2
a2

b2

)

4ξ2
(2.252)

De manera similar, la solución de la ecuación diferencial (2.247) se escribe

F (x, y) =
∑

m

∑

n

bmn sen
(mπx

2a

)

sen
(nπy

2b

)

, m, n = 1, 3, 5, ....., (2.253)

con

bmn =
16jω (1− ΓM)

π2κ

1

mnσ2β2αmn (σβa)
(2.254)

La ecuación caracteŕıstica que permite la obtención de las constantes de propagación
Γ+ y Γ− se puede derivar sustituyendo las ecuaciones (2.250) y (2.253) en la ecuación
(2.248) y aplicando las condiciones de contorno. De esta manera, resulta

γ + (γ − 1) I (σβa) +

(

Γ

1− ΓM

)2

I (βa) = 0 (2.255)

donde

I (ξ) =
−64

π4

∑

m

∑

n

1

m2n2αmn (ξ)
, m, n = 1, 3, 5, ....., (2.256)

Las ráıces de la ecuación caracteŕıstica (2.255) se pueden hallar con un método itera-
tivo.

Como en el caso previo, en el que la sección transversal de los capilares es circu-
lar, las expresiones (2.224) y (2.230) son las que describen la transferencia de ondas
entre los planos 1 y 2 en la entrada del monolito y 3 y 4 en la salida del mismo. La
única diferencia consiste en que las funciones h±m, e±m y g±m se expresan ahora de la
siguiente manera

h±m =
−Γ±I (β±a)

1−M2Γ±
(2.257)

e±m = −1− I
(

σβ±a
)

(2.258)

g±m = −1− (γ − 1) e±m (2.259)

Una vez obtenidas las funciones h±m, e±m y g±m, se sigue un procedimiento idéntico al
planteado en el caso de capilares de sección transversal circular llegando a la matriz
de transferencia completa del monolito [Tm], expresada por la ecuación (2.236).
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2.9. Atenuación sonora en silenciadores y cataliza-

dores

La cuantificación de la atenuación de ruido en silenciadores y catalizadores requie-
re en primer lugar la introducción de algunos conceptos básicos relacionados con la
enerǵıa asociada a una onda acústica, junto con la definición posterior de los indi-
cadores adecuados del nivel de reducción de ruido. La deducción de las expresiones
de la enerǵıa implica la consideración de ciertas relaciones termodinámicas [94], que
permiten obtener finalmente ecuaciones útiles en términos de los campos acústicos
aqúı considerados. Dado que la presencia de flujo es relevante, dichas ecuaciones de-
ben incluir su efecto.

2.9.1. Consideraciones energéticas

Considérese un conducto en el que se propaga una onda acústica en presencia de flujo
medio con velocidad Ufm. Dado que en general se asume comportamiento armónico,
los valores de interés se obtienen a partir del promediado temporal a lo largo de un
periodo de los campos acústicos instantáneos. La intensidad acústica I asociada a la
onda, definida como la enerǵıa que atraviesa la sección transversal del conducto por
unidad de tiempo y superficie viene dada por [94]

I = 〈pu〉+ Ufm

ρ0
〈pρ〉+ Ufmρ0〈u2〉+ U2

fm〈uρ〉 (2.260)

donde 〈〉 indica el promediado temporal. Utilizando la expresión (2.24), puede elimi-
narse la perturbación de densidad en la ecuación anterior, resultando [31]

I = 〈pu〉+ M

ρ0c0
〈p2〉+Mρ0c0〈u2〉+M2〈pu〉 (2.261)

La potencia acústica W se obtiene sin más que integrar la intensidad en la sección
transversal,

W =

∫

S

IdS =

∫

S

(

〈pu〉+ M

ρ0c0
〈p2〉+Mρ0c0〈u2〉+M2〈pu〉

)

dS (2.262)

En condiciones de comportamiento armónico puede escribirse

P ejωt =
(

P+ + P−
)

ejωt =
(

|P+|ejαp + |P−|ejαr
)

ejωt (2.263)

Uejωt =
1

ρ0c0

(

P+ − P−
)

ejωt =
1

ρ0c0

(

|P+|ejαp − |P−|ejαr
)

ejωt (2.264)

de manera que si se lleva a cabo la integración temporal a lo largo de un periodo
T = 2π/ω, la expresión (2.262) permite obtener
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W =W (M) =
S

2ρ0c0

(

|P+|2 (1 +M)
2 − |P−|2 (1−M)

2
)

(2.265)

En esta última expresión se observa claramente la distinción entre la potencia asociada
a la onda progresiva y la regresiva. En ausencia de flujo medio, basta con considerar
que M = 0.

2.9.2. Índices de atenuación sonora en silenciadores y catali-
zadores

Uno de los objetivos básicos del modelado acústico es obtener la atenuación de ruido
producida por un dispositivo de la ĺınea de escape. Como ı́ndices básicos de atenuación
sonora cabe destacar los tres siguientes:

Índice de pérdidas de inserción (IL): este indicador proporciona información
sobre el comportamiento acústico de un dispositivo (silenciador o catalizador)
cuando éste se encuentra acoplado a una fuente acústica y a una terminación.
Por tanto su valor estará determinado por las caracteŕısticas de todo el sistema.
Se define como la diferencia en decibelios2 entre los niveles de potencia sonora
medidos en un punto antes y después de que el dispositivo sea insertado entre
el punto de medida y la fuente de ruido. Aśı, si W1 es la potencia acústica sin
dispositivo y W2 corresponde al caso con dispositivo, se tiene

IL = 10 log

(

W1

W2

)

(2.266)

Índice de pérdidas de transmisión (TL): proporciona información del compor-
tamiento acústico del dispositivo con independencia de la fuente de ruido, por
lo que resulta de gran utilidad. Se define como la relación entre la potencia
acústica que incide en el dispositivo respecto a la que es transmitida por éste,
considerando terminación anecoica. Por tanto, es interesante que el TL tenga
un valor elevado si se toma como objetivo mejorar la atenuación de ruido. Si
P+
1 es la presión incidente y P+

2 la transmitida, en ausencia de flujo resulta

TL = 10 log

(

S1

S2

∣

∣P+
1

∣

∣

2

∣

∣P+
2

∣

∣

2

)

= 20 log





(

S1

S2

)

1
2
∣

∣

∣

∣

P+
1

P+
2

∣

∣

∣

∣



 (2.267)

Diferencia de Nivel (LD): es la diferencia de niveles de presión sonora aguas
arriba y aguas abajo del dispositivo. Este ı́ndice, al igual que la pérdida de in-
serción, depende de la fuente y la terminación empleadas. Si se denota mediante
P1 la presión aguas arriba y P2 el correspondiente valor aguas abajo, se obtiene

2El decibelio es la décima parte del Belio, y su valor se obtiene como diez veces el logaritmo en
base diez de la relación de dos cantidades de enerǵıa.
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LD = 20 log

(∣

∣

∣

∣

P1

P2

∣

∣

∣

∣

)

(2.268)

En la Tesis se hace uso del TL como ı́ndice de caracterización acústica de los silen-
ciadores y catalizadores habida cuenta de que proporciona información intŕınseca de
éstos.

2.10. Aplicaciones

En esta sección se procede a ilustrar la obtención del ı́ndice de pérdidas de transmisión
de diversas tipoloǵıas de silenciadores y catalizadores, con el fin de mostrar sus ca-
racteŕısticas básicas. Algunas de ellas han sido ampliamente tratadas en la literatura.
Otras, como las consideradas en las secciones 2.10.3, 2.10.4 y 2.10.7, se han propuesto
y tratado con detalle en la Tesis, sobre todo desde el punto de vista multidimensional,
en caṕıtulos posteriores. Dado que la descripción del comportamiento se realiza en
base al método de las matrices de transferencia, se procede inicialmente a la evalua-
ción del TL a partir de los cuatro polos de un dispositivo acústico genérico. Para ello,
supóngase que se dispone de la matriz que relaciona las variables en la entrada y en
la salida de éste, denotadas con sub́ındices 1 y 2, respectivamente,

{

P1

U1

}

=

[

A B
C D

]{

P2

U2

}

(2.269)

En base a las ecuaciones (2.46) y (2.48), puede escribirse

P1 = P+
1 + P−

1 (2.270)

U1 = U+
1 + U−

1 =
1

ρ0c0

(

P+
1 − P−

1

)

(2.271)

y por tanto

P+
1 =

P1 + ρ0c0U1

2
(2.272)

Dado que la salida es anecoica

P2 = P+
2 = ρ0c0U2 (2.273)

Utilizando la definición del TL dada por la expresión (2.267), se obtiene

TL = 20 log





(

S1

S2

)

1
2
∣

∣

∣

∣

P1 + ρ0c0U1

2P2

∣

∣

∣

∣



 = 20 log





(

S1

S2

)

1
2
∣

∣

∣

∣

P1 + ρ0c0U1

2ρ0c0U2

∣

∣

∣

∣



 (2.274)

de manera que considerando ahora la fórmula (2.269), se llega a
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TL = 20 log









(

S1

S2

)

1
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A+
B

ρ0c0
+ ρ0c0C +D

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣









(2.275)

que es la expresión buscada. Un desarrollo similar puede llevarse a cabo en función
de los cuatro polos que relacionan presión y flujo másico, obteniéndose

TL = 20 log









(

S1

S2

)

1
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A+
S2B

c0
+
c0C

S1
+
S2D

S1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣









(2.276)

2.10.1. TL de una cámara de expansión simple

Se considera un silenciador similar al mostrado en la figura 2.8(a), formado por un
conducto de entrada, una cámara central y un conducto de salida, con longitudes y
secciones transversales L1, L2, L3, S1, S2 y S3, respectivamente. La matriz de trans-
ferencia global del silenciador considerando presiones y velocidades se obtiene multi-
plicando las matrices de los conductos y cambios de sección, dadas por las expresiones
(2.89) y (2.102) respectivamente, de manera que

{

P1

U1

}

=

[

A1 B1

C1 D1

]





1 0

0
S2

S1





[

A2 B2

C2 D2

]





1 0

0
S3

S2





[

A3 B3

C3 D3

]{

P3

U3

}

=

[

A B
C D

]{

P3

U3

}

(2.277)
Operando y aplicando la definición del TL dada por la ecuación (2.275), se llega a

TL = 10 log

(

m2

4m1

(

1 +
m1

m2

)2

+
m2

4m1

(

m2
1 − 1

)

(

1− 1

m2
2

)

sen2(k0L2)

)

(2.278)

conm1 = S2/S1 ym2 = S2/S3. Obviamente, param1 = m2 = 1 la atenuación es nula.

Con el fin de tener una idea del comportamiento de este tipo de silenciador, se con-
sideran a modo de ejemplo las configuraciones cuyas dimensiones más importantes se
detallan en la tabla 2.2. Se asume que están formadas por conductos circulares, con
lo que su sección transversal se obtiene a partir del radio. La figura 2.15 muestra los
resultados obtenidos, los cuales indican que el TL es una sucesión de cúpulas de ate-
nuación de anchura constante y bandas de paso. Los valores máximos de atenuación
de dichas cúpulas aparecen a frecuencias f = (2n+1)c0/(4L2), n = 0, 1, 2, ... debido
a la existencia de 2n+1 cuartos de onda en la cámara. Las bandas de paso tienen una
frecuencia asociada de valor f = nc0/(2L2), n = 0, 1, 2, ..., lo cual implica que en
el interior de la cámara hay n semilongitudes de onda. Cuanto mayor es la longitud,
mayor es el número de cúpulas presentes en el intervalo de frecuencias considerado.
En cuanto a la amplitud máxima de atenuación, ésta es proporcional a la relación de
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secciones cámara-tubo, de manera que menores cambios de sección implican valores
de atenuación sonora más pequeños.

Geometŕıa R1 (m) R2 (m) R3 (m) L2 (m)

1 0.02 0.091875 0.02 0.3

2 0.02 0.091875 0.02 0.15

3 0.02 0.045 0.02 0.15

Tabla 2.2: Dimensiones relevantes de silenciadores de cámara de expansión simple.
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Figura 2.15: TL de silenciadores de cámara de expansión simple:

, geometŕıa 1; , geometŕıa 2; , geometŕıa 3.

2.10.2. TL de una cámara reversa

Se analiza ahora un silenciador de cámara reversa, cuya diferencia respecto al caso
anterior radica en que los conductos de entrada y salida se encuentran en el mismo
lado. Las ecuaciones de continuidad de presión y flujo másico son idénticas a las plan-
teadas en el estudio de los conductos extendidos [94], y por consiguiente la expresión
(2.111) es aplicable ahora. Aśı, resulta

{

P1

V1

}

=

[

A1 B1

C1 D1

]







1 0
1

−j c0
S2

cot(k0L2)
1







[

A3 B3

C3 D3

]{

P3

V3

}

=

[

A B
C D

]{

P3

V3

}

(2.279)
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de manera que aplicando la fórmula (2.276) se puede calcular el TL. Si S1 = S3 se
obtiene

TL = 10 log

(

1 +
1

4

(

S2

S1

)2

tan2(k0L2)

)

(2.280)

La figura 2.16 presenta los resultados asociados a tres geometŕıas de dimensiones
iguales a las cámaras de expansión simple tratadas previamente. Puede observarse
de nuevo un comportamiento repetitivo, en este caso de resonancias de atenuación
(con un valor máximo muy elevado) y bandas de paso, que se producen a las mismas
frecuencias que en el caso anterior. El efecto de la longitud y el cambio de sección
sigue las pautas comentadas para la cámara de expansión simple.
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Figura 2.16: TL de silenciadores de cámara reversa: , geometŕıa 1;

, geometŕıa 2; , geometŕıa 3.

2.10.3. TL de una cámara con doble salida opuesta

La figura 2.17 muestra un silenciador con doble salida opuesta. La región 1 representa
el tubo de entrada, la 2 representa la cámara central, mientras que las regiones 3 y 4
están asociadas a los dos tubos de salida.

Debido a que esta geometŕıa tiene dos tubos de salida, el TL del silenciador con doble
salida se expresa de la siguiente manera
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Figura 2.17: Silenciador con doble salida opuesta.

TL = 10 log









S1
|P1 + ρ0c0U1|2

4
S3 |P3|2 + S4 |P4|2









(2.281)

siendo S1, S3 y S4 las secciones transversales del tubo de entrada, de la primera y de la
segunda salida, respectivamente. Puede observarse que para calcular el TL es necesa-
rio hallar los valores P1, P3, P4 y U1, algo que se consigue aplicando las condiciones de
continuidad en las zonas de cambio de sección y las condiciones de contorno oportunas.

Se consideran en primer lugar las condiciones que afectan al campo acústico en la
zona de la izquierda (expansión de la entrada y contracción de la salida en el mismo
lado), obteniéndose

P1 = P2e (2.282)

P2e = P3 (2.283)

ρ0S1U1 = ρ0S2U2e + ρ0S3U3 (2.284)

En la segunda salida, las variables acústicas a ambos lados de la discontinuidad
geométrica mantienen la relación

P2s = P4 (2.285)

ρ0S2U2 = ρ0S4U4 (2.286)

Considerando ahora la matriz de transferencia de la cámara central, definida mediante
la ecuación (2.89), se tiene

{

P2e

U2e

}

=





cos(k0L2) jZ0 sen(k0L2)
j

Z0
sen(k0L2) cos(k0L2)





{

P2s

U2s

}

(2.287)
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Para el análisis se asume una excitación arbitraria P1 (por conveniencia de valor
unidad), y también se consideran impuestas salidas anecoicas lo que implica

P1 = 1 (2.288)

P3 = ρ0c0U3 (2.289)

P4 = ρ0c0U4 (2.290)

Resolviendo las ecuaciones (2.282)-(2.290) se puede hallar la presión y la velocidad
acústica en los planos 1, 2e, 2s, 3 y 4, y por tanto se puede calcular el TL mediante
la expresión (2.281).

La tabla 2.3 contiene la información referente a las dimensiones de los silenciado-
res tomados por ejemplo. La figura 2.18 muestra los resultados obtenidos, que indican
que el TL del silenciador con doble salida opuesta es una sucesión de cúpulas de
atenuación de anchura constante y bandas de paso (como en el caso de la cámara
de expansión simple). También se puede observar que el silenciador con doble salida
opuesta proporciona los mismos niveles de atenuación que la cámara de expansión
simple, pero a su vez permite una menor pérdida de carga y menor ruido de flujo [6].
Debido a que en este tipo de geometŕıas la sección transversal de los tubos de salida
no coincide en general con la del conducto de entrada, la atenuación acústica a fre-
cuencia cero no es necesariamente nula. Esta geometŕıa se tratará con mayor detalle
en los caṕıtulos 3 y 5 desde un punto de vista multidimensional.

Geometŕıa R1 (m) R2 (m) R3 (m) R4 (m) L2 (m)

1 0.02 0.091875 0.02 0.02 0.3

2 0.02 0.091875 0.02 0.02 0.15

3 0.02 0.045 0.02 0.02 0.15

Tabla 2.3: Dimensiones relevantes de silenciadores con doble salida opuesta.

2.10.4. TL de una cámara reversa con material absorbente y
placa perforada

La figura 2.19 presenta un silenciador de cámara reversa con material absorbente
y placa perforada. La cámara central está dividida en dos cámaras por una placa
perforada, caracterizada por los valores σ, dh y tp. El lado izquierdo tiene una longitud
L2 y el derecho, con material absorbente, tiene una longitud Lm. En base a lo visto
en la sección 2.5, la matriz de transferencia que relaciona las variables de presión y
velocidad acústica aguas arriba y aguas abajo de la placa viene dada por
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Figura 2.18: TL de silenciadores con doble salida opuesta: , geometŕıa 1;

, geometŕıa 2; , geometŕıa 3.
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Figura 2.19: Cámara reversa con material absorbente y placa perforada.

[

1 Z̃p

0 1

]

(2.291)

y por tanto la matriz de la cámara central es

{

P2

U2

}

=

[

A2 B2

C2 D2

] [

1 Z̃p

0 1

] [

Am Bm

Cm Dm

]{

Pw

Uw

}

(2.292)



72 Modelos de onda plana y caracterización de materiales

Debido a que la velocidad acústica en el extremo derecho de la cámara central es nula
(condición de pared ŕıgida), el comportamiento de dicha cámara se puede presentar
por medio de una impedancia equivalente. Se introduce la impedancia equivalente
como

Zc =
P2

U2
(2.293)

Dado que Uw = 0 y tras operar la expresión (2.292), se obtiene

Zc =
P2

U2
=
A2Am + CmA2Z̃p + CmB2

C2Am + CmC2Z̃p + CmD2

(2.294)

Supuesto que se satisface la condición de onda plana, la presión es la misma en todos
los puntos de la zona de transición, de manera que se puede escribir

P1 = P2 (2.295)

P2 = P3 (2.296)

La continuidad de flujo másico implica

ρ0S1U1 = ρ0S2U2 + ρ0S3U3 (2.297)

Combinando las ecuaciones (2.294)-(2.297) y operando, se llega a la expresión

U1 =

1

Zc
P3S2 + U3S3

S1
(2.298)

y por tanto, se puede escribir

{

P1

U1

}

=





1 0
S2

ZcS1

S3

S1





{

P3

U3

}

(2.299)

Teniendo en cuenta que P1 = P2, la matriz de transferencia global es

{

Pe

Ue

}

=

[

A1 B1

C1 D1

]





1 0
S2

ZcS1

S3

S1





[

A3 B3

C3 D3

]{

Ps

Us

}

=

[

A B
C D

]{

Ps

Us

}

(2.300)

EL TL se obtiene sin más que aplicar la expresión (2.275). La figura 2.20 muestra
los resultados obtenidos para una cámara reversa con material absorbente que se
caracteriza por tener las dimensiones R1 = R3 = 0.02 m, R2 = 0.091875 m, L1 =
L3 = 0.1 m, L2 = 0.25 m y Lm = 0.05 m. La placa perforada está caracterizada por
los valores σ = 15%, dh = 0.0035 m y tp = 0.001 m. La impedancia de la placa se
calcula mediante la expresión (2.172). En lo referente al material absorbente, se utiliza
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la fibra de vidrio texturizada de Owens Corning que se caracteriza por el número de
onda k̃ y la impedancia compleja Z̃ cuyas expresiones son [39, 46]

Z̃ = Z0

((

1 + 0.09534

(

fρ0
R

)−0.754
)

+ j

(

−0.08504

(

fρ0
R

)−0.732
))

(2.301)

k̃ = k0

((

1 + 0.16

(

fρ0
R

)−0.577
)

+ j

(

−0.18897

(

fρ0
R

)−0.595
))

(2.302)

Como parámetro a variar se considera la resistividad que toma tres valores: R =
1000 rayl/m, R = 2000 rayl/m y R = 4000 rayl/m. Se puede observar que a mayor
resistividad se obtiene menor atenuación en los picos de resonancia, mientras que
se consigue mayor atenuación en las bandas de paso. El primer pico de resonancia
es menos sensible al cambio de resistividad y la atenuación se hace más uniforme
con el aumento de resistividad. Esta geometŕıa se estudiará con más detalle en los
caṕıtulos 3 y 5, considerando los efectos tridimensionales del campo acústico en todo
el dominio del silenciador. Además cabe indicar que se han presentado dos trabajos
[7, 49] durante la realización de esta Tesis sobre el modelado acústico tridimensional
de este tipo de geometŕıas.
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Figura 2.20: TL de cámara reversa con material absorbente y placa perforada:

, R = 1000 rayl/m; , R = 2000 rayl/m; , R = 4000 rayl/m.

2.10.5. TL de un resonador concéntrico

Considérese ahora el silenciador mostrado en la figura 2.21, que se caracteriza por
el conducto perforado central cuya impedancia se denota mediante Zp. En este caso
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tenemos un carácter distribuido de las perforaciones a lo largo de la dirección de
propagación lo que hace su análisis diferente de los anteriores. Se incluye la presencia
de flujo medio para analizar el efecto de éste, que modifica la impedancia del tubo
perforado e introduce el efecto convectivo correspondiente. Por simplicidad se asume
que los conductos son circulares.

d1 d2

La L Lb

Tubo perforado, tp, dh, σ

Figura 2.21: Silenciador con tubo perforado y flujo medio.

De los distintos métodos de modelado existentes, el mostrado aqúı es el presentado
por Munjal [94], con algunas correcciones. En el desarrollo se utiliza el sub́ındice 1
para denotar las variables asociadas al conducto y 2 para hacer referencia a la cámara.
En una sección cualquiera en la que el conducto y la cámara están comunicados por
medio del elemento perforado, las ecuaciones (2.26) y (2.28) de continuidad y equilibrio
dinámico se pueden expresar como [135]

Ufm1
∂ρ1
∂z

+ ρ0
∂U1

∂z
+

4ρ0
d1

U = −jωρ1 (2.303)

ρ0

(

jωU1 + Ufm1
∂U1

∂z

)

= −∂P1

∂z
(2.304)

para el conducto y

Ufm2
∂ρ2
∂z

+ ρ0
∂U2

∂z
− 4d1ρ0
d22 − d21

U = −jωρ2 (2.305)

ρ0

(

jωU2 + Ufm2
∂U2

∂z

)

= −∂P2

∂z
(2.306)

para la cámara. En las ecuaciones previas d1 y d2 denotan los diámetros de conducto
y cámara respectivamente, ρ0, Ufm1 y Ufm2 son valores promedio de densidad y
velocidad de flujo medio, U1, U2, P1, P2, ρ1 y ρ2 son las perturbaciones acústicas y U
es la velocidad acústica radial en la superficie del conducto perforado. Debe notarse
que con el modelo utilizado se está asumiendo la condición de continuidad de velocidad
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radial. Más adelante se discutirá el efecto de dicha condición y algunas alternativas
posibles. En base a la sección 2.5, puede escribirse

U (z) =
P1 (z)− P2 (z)

Zp
(2.307)

La condición de isoentroṕıa utilizada en la deducción de la ecuación de ondas es útil
ahora, y permite eliminar las densidades ρ1 y ρ2. Igualmente, pueden eliminarse las
velocidades U1, U2 y U , resultando finalmente [94]

[

D2 + α1D + α2 α3D + α4

α5D + α6 D2 + α7D + α8

]{

P1 (z)
P2 (z)

}

=

{

0
0

}

(2.308)

donde D = ∂/∂z y se ha introducido la siguiente notación:

α1 = − jM1

1−M2
1

(

k2a + k20
k0

)

α2 =
k2a

1−M2
1

α3 =
jM1

1−M2
1

(

k2a − k20
k0

)

α4 = −
(

k2a − k20
1−M2

1

)

α5 =
jM2

1−M2
2

(

k2b − k20
k0

)

α6 = −
(

k2b − k20
1−M2

2

)

α7 = − jM2

1−M2
2

(

k2b + k20
k0

)

α8 =
k2b

1−M2
2

k2a = k20 −
j4k0ρ0c0
d1Zp

k2b = k20 −
j4k0d1ρ0c0
(d22 − d21)Zp

Para llevar a cabo la resolución de la expresión (2.308), se debe desacoplar el sistema
de ecuaciones asociado, lo cual es posible al ser éste lineal, mediante la evaluación
de los valores y vectores propios. Si se separa la matriz del sistema anterior en dos
matrices, de modo que una de ellas multiplique a las derivadas de primer y segundo
orden, y la otra multiplique a las derivadas de orden cero y primer orden, se comprueba
fácilmente que el sistema inicial es equivalente a









0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 α1 α3

0 1 α5 α7























D2P1

D2P2

DP1

DP2















+









−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 α2 α4

0 0 α6 α8























DP1

DP2

P1

P2















=















0
0
0
0















(2.309)

Este sistema de ecuaciones es del tipo [A]{P ′} + [B]{P} = 0, de manera que asu-
miendo soluciones exponenciales, se convierte en un problema de valores y vectores
propios donde la matriz correspondiente es −[A]−1[B] . La transformación matricial
que relaciona la solución buscada {P} con la solución en variables propias Γ1, Γ2, Γ3

y Γ4 es

{P} = [ψ]{Γ} (2.310)
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donde [ψ] es la matriz que contiene los vectores propios. Dado que Γi = Cie
βiz, puede

escribirse

∂P1

∂z
=

4
∑

i=1

ψ1,iCie
βiz =

4
∑

i=1

Cie
βiz (2.311)

∂P2

∂z
=

4
∑

i=1

ψ2,iCie
βiz (2.312)

P1 =
4
∑

i=1

ψ3,iCie
βiz (2.313)

P2 =

4
∑

i=1

ψ4,iCie
βiz (2.314)

donde los vectores propios se han normalizado a primera componente unidad.

Para hallar U1 y U2 en función de la solución en presiones, se recurre a las ecuaciones
de Euler (2.304) y (2.306), que establecen la relación entre ambos campos acústicos.
Es conocida la forma de la derivada de P1, y por tanto es inmediato el cálculo de U1,
ya que esta última también es de tipo exponencial. Escribiendo

U1 =
4
∑

i=1

Kie
βiz (2.315)

se observa que sólo se deben evaluar los coeficientes Ki. Realizando la sustitución
de las ecuaciones (2.315) y (2.311) en la ecuación de equilibrio dinámico (2.304) se
obtiene

Ki = − Ci

jρ0ω + ρ0Ufm1βi
(2.316)

y por tanto la velocidad en el conducto viene dada por

U1 =

4
∑

i=1

− Ci

jρ0ω + ρ0Ufm1βi
eβiz (2.317)

La aplicación del desarrollo anterior se repite de igual forma para calcular la velocidad
en la cámara exterior, sin más que tener en cuenta que las componentes de la segunda
columna de la matriz de vectores propios ya no son la unidad. Finalmente resulta

U2 =

4
∑

i=1

− ψ2,iCi

jρ0ω + ρ0Ufm2βi
eβiz (2.318)

Por conveniencia en los cálculos posteriores, se multiplican las velocidades por la
impedancia caracteŕıstica del medio
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ρ0c0U1 =
4
∑

i=1

− Ci

jk0 +M1βi
eβiz (2.319)

ρ0c0U2 =

4
∑

i=1

− ψ2,iCi

jk0 +M2βi
eβiz (2.320)

El conocimiento de la evolución espacial de las variables acústicas en la dirección longi-
tudinal del silenciador implica la imposición de las condiciones de contorno oportunas.
Sin embargo, el primer objetivo es obtener la matriz de transferencia del conducto
perforado entre su sección inicial y final, para lo cual sólo es necesario conocer la
relación entre dichas variables en los dos extremos del conducto. Puede expresarse la
dependencia en z en función de las constantes Ci















P1(z)
P2(z)

ρ0c0U1(z)
ρ0c0U2(z)















= [A(z)]















C1

C2

C3

C4















(2.321)

donde, en virtud de las expresiones (2.313), (2.314), (2.319) y (2.320), la matriz [A(z)]
es conocida. La fórmula (2.321) puede ser evaluada en la sección inicial (z = 0) y final
(z = L) del conducto perforado,















P1(0)
P2(0)

ρ0c0U1(0)
ρ0c0U2(0)















= [A(0)]















C1

C2

C3

C4





























P1(L)
P2(L)

ρ0c0U1(L)
ρ0c0U2(L)















= [A(L)]















C1

C2

C3

C4















(2.322)

de donde se deduce la igualdad

[A(0)]−1















P1(0)
P2(0)

ρ0c0U1(0)
ρ0c0U2(0)















= [A(L)]−1















P1(L)
P2(L)

ρ0c0U1(L)
ρ0c0U2(L)















(2.323)

Por tanto, finalmente se llega a















P1(0)
P2(0)

ρ0c0U1(0)
ρ0c0U2(0)















= [A(0)][A(L)]−1















P1(L)
P2(L)

ρ0c0U1(L)
ρ0c0U2(L)















= [T ]















P1(L)
P2(L)

ρ0c0U1(L)
ρ0c0U2(L)















(2.324)

El objetivo final es obtener la matriz de transferencia entre las variables acústicas
en la entrada y la salida del silenciador, es decir, la relación entre las variables
{P1(0) U1(0)}T y {P1(L) U1(L)}T . Para ello se deben imponer las condiciones ade-
cuadas que permitan la eliminación de todos los campos acústicos pertenecientes a
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la cámara en la expresión (2.324). Utilizando la información de la sección 2.4.5 para
conductos extendidos, estas condiciones son

Z2(0) =
P2(0)

−U2(0)
= jρ0c0 cot (k0La) (2.325)

Z2(L) =
P2(L)

U2(L)
= −jρ0c0 cot (k0Lb) (2.326)

en las que se ha tenido en cuenta el sentido utilizado para la velocidad. La relación
buscada es

{

P1(0)
U1(0)

}

=





Ta ρ0c0Tb
Tc
ρ0c0

Td





{

P1(L)
U1(L)

}

=

[

A B
C D

]{

P1(L)
U1(L)

}

(2.327)

donde cada término de la matriz de transferencia se obtiene mediante las igualdades
que siguen

Ta = T11 +A1A2 Tb = T13 +B1A2

Tc = T31 +A1B2 Td = T33 +B1B2

A1 =
X1T21 − T41

F1
B1 =

X1T23 − T43
F1

A2 = T12 +X2T14 B2 = T32 +X2T34

F1 = T42 +X2T44 −X1 (T22 +X2T24)

X1 = −j tan (k0La) X2 = j tan (k0Lb)

siendo Tij , i, j = 1, ..., 4, los términos de la matriz [T ] definida en la expresión (2.324).
A partir de la matriz de transferencia dada en la ecuación (2.327) se obtiene el TL de
forma inmediata considerando la fórmula (2.275).

La condición impuesta en el modelo implica la continuidad de la velocidad radial
U en el conducto perforado. Hay cierta tendencia generalizada a considerar la con-
tinuidad de desplazamiento [32, 34, 82, 85]. Si se desea plantear el modelo previo
asumiendo continuidad del desplazamiento radial ξ, basta con tener en cuenta que
[31]

Ur1 =
Dξ

Dt
= jωξ + Ufm1

∂ξ

∂z
(2.328)

Ur2 =
Dξ

Dt
= jωξ + Ufm2

∂ξ

∂z
(2.329)
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donde Ur1 y Ur2 representan las velocidades radiales en el conducto y en la cámara,
respectivamente, que son en general diferentes salvo en el caso en que no hay flujo
medio. Aśı, puede modificarse el desarrollo previo para considerar la condición de
continuidad de desplazamiento, que hace que la expresión (2.309) sea ahora









0 0 1 0
0 0 0 1
α1 α2 α3 α4

0 1 0 0


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






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
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




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
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












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
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

=






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





0
0
0
0















(2.330)

donde se ha supuesto la circunstancia frecuente en que se desprecia el flujo medio en
la cámara (M2 = 0). Los valores de α están dados por

α1 = 1−M2
1 − 4M2

1 ρ0c0
jk0d1Zp

α2 =
4M2

1 ρ0c0
jk0d1Zp

α3 = −8M1ρ0c0
d1Zp

− j2M1k0 α4 =
8M1ρ0c0
d1Zp

α5 = k20 −
j4k0ρ0c0
d1Zp

α6 =
j4k0ρ0c0
d1Zp

α7 =
j4k0d1ρ0c0
(d22 − d21)Zp

α8 = k20 −
j4k0d1ρ0c0
(d22 − d21)Zp

A partir de la expresión (2.330) se procede como en el caso anterior, es decir, se
resuelve el problema de valores y vectores propios, se aplican las condiciones de con-
torno y se evalúa la matriz de cuatro polos del silenciador. Con ésta, el cálculo de la
atenuación acústica es inmediato.

A continuación se muestran algunos resultados obtenidos con el modelo previo, asu-
miendo que en todos los casos no hay flujo en la cámara, es decir,M2 = 0. Se considera
una geometŕıa de tipo circular definida por los valores d1 = 0.049 m, d2 = 0.1644 m,
L = 0.2 m y La = Lb = 0 m. El tubo perforado tiene un espesor tp = 0.001 m, el
diámetro de los orificios es dh = 0.0035 m y la porosidad es σ = 6%. Para caracterizar
el tubo perforado se utilizan las fórmulas (2.136) y (2.138). La figura 2.22 muestra
el efecto del flujo medio en la atenuación acústica considerando la condición de con-
tinuidad de velocidad en la superficie del tubo. Se comprueba que el aumento de la
velocidad de flujo medio produce una reducción de la atenuación a baja frecuencia.
El aumento del valor mı́nimo de las bandas de paso es debido a la disipación asociada
al conducto perforado.

La figura 2.23 muestra el efecto de la condición de contorno para M1 = 0.1 y
M1 = 0.15. Se consideran los dos casos indicados previamente, esto es, continui-
dad de velocidad y continuidad de desplazamiento. Se observa que los cálculos con la
condición de velocidad, para las dos velocidades de flujo, proporcionan el mayor nivel
de atenuación en prácticamente todo el rango de frecuencias. Puede comprobarse que
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Figura 2.22: TL de resonador concéntrico: , M = 0.1; , M = 0.15;

, M = 0.2.

la condición de desplazamiento presenta ciertas deficiencias en determinados casos,
prediciendo valores de atenuación negativos. Estos aspectos se discutirán con mayor
detalle en el caṕıtulo 3.
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Figura 2.23: Efecto de la condición de continuidad en la superficie perforada: ,

M = 0.1, velocidad; , ı́dem, desplazamiento; , M = 0.15, velocidad;

, ı́dem, desplazamiento.
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2.10.6. TL de un resonador concéntrico con material absor-
bente

La figura 2.24 muestra un resonador concéntrico con material absorbente en la cámara.
Para esta configuración disipativa se seguirá un procedimiento similar al caso del
resonador concéntrico, pues se tiene igualmente el carácter distribuido del material
a lo largo de la dirección de propagación. Se asume que no existe flujo medio en la
cámara con material absorbente [83, 94, 134].

d1 d2

La L Lb

Tubo perforado, tp, dh, σ

Material
absorbente

Figura 2.24: Silenciador con material absorbente, tubo perforado y flujo medio.

En una sección cualquiera, las ecuaciones (2.26) y (2.28) de continuidad y equilibrio
dinámico se pueden expresar para el conducto como

Ufm1
∂ρ1
∂z

+ ρ0
∂U1

∂z
+

4ρ0
d1

U = −jωρ1 (2.331)

ρ0

(

jωU1 + Ufm1
∂U1

∂z

)

= −∂P1

∂z
(2.332)

y para la cámara como [141]

ρ̃
∂U2

∂z
− 4d1ρ̃

d22 − d21
U = −jωρ̃ (2.333)

jωρ̃U2 = −∂P2

∂z
(2.334)

donde d1 y d2 son los diámetros de conducto y cámara respectivamente, ρ0 y ρ̃ son
valores promedio de densidad en el aire y en el material absorbente respectivamente,
Ufm1 es la velocidad de flujo medio, y U1, U2, P1, P2, ρ1 y ρ̃2 son las perturbaciones
acústicas. Se asume la condición de continuidad de velocidad radial, teniendo la misma
condición en el perforado para el caso anterior

U (z) =
P1 (z)− P2 (z)

Z̃p

(2.335)
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donde la impedancia Z̃p debe adaptarse a la presencia de material absorbente. Siguien-
do un procedimiento análogo al realizado con el resonador concéntrico se plantea el
siguiente sistema de ecuaciones

[

D2 + α1D + α2 α3D + α4

α5 D2 + α6

]{

P1 (z)
P2 (z)

}

=

{

0
0

}

(2.336)

donde D = ∂/∂z y se ha introducido la siguiente notación:

α1 = − 1

1−M2
1

(

j2k0M1 +
4M1ρ0c0

d1Z̃p

)

α2 =
1

1−M2
1

(

k̃2 − 4jk0ρ0c0

d1Z̃p

)

α3 = − 1

1−M2
1

(

4M1ρ0c0

d1Z̃p

)

α4 =
1

1−M2
1

(

4jk0ρ0c0

d1Z̃p

)

α5 =
4d1

d22 − d21

(

jρ̃k0c0

Z̃p

)

α6 = k̃2 − 4d1
d22 − d21

(

jρ̃k0c0

Z̃p

)

siendo k0 = ω/c0 y k̃ = ω/c̃ los números de onda en el aire y en el material absorbente
respectivamente.

El sistema equivalente es















D2P1

D2P2

DP1

DP2















=









−α1 −α3 −α2 −α4

0 0 −α5 −α6

1 0 0 0
0 1 0 0























DP1

DP2

P1

P2















(2.337)

que es un sistema de ecuaciones de tipo {P ′} = [A] {P}. A partir de la ecuación
(2.337) se procede de manera idéntica al caso anterior, evaluando la matriz de cuatro
polos del silenciador. Con ésta, la atenuación acústica se calcula de manera inmediata.

A continuación se muestran algunos resultados obtenidos mediante la aplicación del
modelo previo. Se considera de nuevo la geometŕıa estudiada en la sección 2.10.5,
definida por los valores d1 = 0.049 m, d2 = 0.1644 m, L = 0.2 m y La = Lb = 0 m.
Se consideran además los valores tp = 0.001 m, dh = 0.0035 m, σ = 6% y R = 4896
rayl/m. La impedancia del tubo perforado se calcula en este caso, utilizando la ex-
presión (2.174). En lo referente al material absorbente, se caracteriza mediante las
expresiones (2.301) y (2.302). La figura 2.25 muestra el efecto que tiene el flujo medio
en el TL para los valores M1 = 0.1, M1 = 0.15 y M1 = 0.2. Se puede observar que
a frecuencias bajas, mayores velocidades de flujo dan lugar a una atenuación menor,
si bien este comportamiento se invierte a frecuencias altas. La introducción del ma-
terial en la cámara elimina las bandas de paso que aparecen en el caso de resonador
concéntrico sin material absorbente.
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Figura 2.25: TL de resonador concéntrico con material absorbente: , M = 0.1;

, M = 0.15; , M = 0.2.

2.10.7. TL de un catalizador bicónico

La figura 2.26 muestra un catalizador bicónico formado por los tubos de entrada y
salida, el monolito y dos conductos troncocónicos de transición geométrica (divergente
y convergente). En base a lo visto en la sección 2.8.2, la matriz de transferencia del
monolito en ausencia de flujo medio viene dada por





cos(kmLm) jZm sen(kmLm)
j

Zm
sen(kmLm) cos(kmLm)



 (2.338)

L1 L2 Lm L3 L4

R1

R2

Monolito

θ1 θ2

1 4

Figura 2.26: Catalizador bicónico.

Las zonas de transición en la entrada y salida del monolito reciben el mismo trata-
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miento que el caso de cambio de sección, y por tanto la matriz de transferencia que
relaciona las variables acústicas aguas arriba y aguas abajo de la entrada del monolito
se escribe como

[

1 0
0 φ

]

(2.339)

De la misma manera, para la salida del monolito se obtiene





1 0

0
1

φ



 (2.340)

siendo φ la porosidad del monolito.

La matriz de transferencia global del catalizador se obtiene sin más que multipli-
car ordenadamente las matrices correspondientes a cada elemento, de manera que se
puede escribir

{

P1

U1

}

=

[

A1 B1

C1 D1

]

[

Tdiv
]

[

1 0
0 φ

]





cos(kmLm) jZm sen(kmLm)
j

Zm
sen(kmLm) cos(kmLm)









1 0

0
1

φ





[

Tconv
]

[

A4 B4

C4 D4

]{

P4

U4

}

=

[

A B
C D

]{

P4

U4

}

(2.341)

donde [Tdiv] y [Tconv] son las matrices de transferencia de los conductos cónicos (di-
vergente y convergente), dadas por las expresiones (2.94) y (2.99). El TL asociado se
obtiene de nuevo a partir de la expresión (2.275).

La figura 2.27 muestra los resultados obtenidos para un catalizador caracterizado
por las siguientes dimensiones: L1 = L4 = 0.05 m, L2 = L3 = 0.03 m, Lm = 0.135
m, R1 = 0.0268 m, R2 = 0.0886 m y θ1 = θ2 = 64.106◦. Los valores del medio son
los siguientes: µ = 1.802 · 10−5 Pa s, Cp = 1007 J/(kg K) y κ = 0.02476 W/(m K).
Los conductos capilares son de sección transversal cuadrada, de modo que se toma
α = 1.07. El parámetro a variar es la resistividad, para la que se consideran los valores
R = 500 rayl/m, R = 750 rayl/m y R = 1000 rayl/m. Se supone que se mantiene el
mismo valor de porosidad, dado por φ = 0.8. Se puede comprobar que a baja frecuen-
cia se obtiene la misma atenuación. Para frecuencias medias y altas, la atenuación
aumenta como consecuencia del aumento de la resistividad.

En el caso en el que exista flujo medio en los capilares, en la expresión (2.341) se
sustituye el producto matricial

[

1 0
0 φ

]





cos(kmLm) jZm sen(kmLm)
j

Zm
sen(kmLm) cos(kmLm)









1 0

0
1

φ



 (2.342)
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Figura 2.27: TL de catalizador bicónico sin flujo medio, capilares cuadrados:

, R = 500 rayl/m; , R = 750 rayl/m;

, R = 1000 rayl/m.

por la matriz [Tm] dada por la expresión (2.236), de manera que la matriz de transfe-
rencia global del catalizador con flujo medio en los capilares se expresa de la siguiente
manera

{

P1

U1

}

=

[

A1 B1

C1 D1

]

[

Tdiv
] [

Tm
] [

Tconv
]

[

A4 B4

C4 D4

]{

P4

U4

}

=

[

A B
C D

]{

P4

U4

}

(2.343)

La figura 2.28 muestra el efecto que tiene el flujo medio en el TL. Para ello se con-
sidera la geometŕıa estudiada en el caso anterior. El monolito está construido con
capilares circulares y el valor del área transversal de cada uno es de 10−6 m2. Para el
flujo medio en los conductos de entrada y salida se consideran los valores M = 0.1,
M = 0.15 yM = 0.2, con un valor constante de porosidad φ = 0.8. Se comprueba que
el aumento de la velocidad de flujo medio produce una reducción de la atenuación en
la mayor parte del intervalo de frecuencias considerado. Se puede observar que con
mayores valores de flujo medio, las cúpulas de atenuación se desplazan hacia frecuen-
cias más bajas. Cabe indicar que la aparición de valores negativos de atenuación a
bajas frecuencias es debida al modelo utilizado para los capilares, que admite posibles
mejoras.

La figura 2.29 muestra el efecto que tiene la velocidad de flujo medio en el ı́ndice de
pérdidas de transmisión cuando se utilizan capilares de sección transversal cuadrada
cuyo lado es de 10−3 m. Se analiza la misma geometŕıa estudiada en los dos casos
anteriores manteniéndose los mismos valores de µ, Cp, κ y φ. Para el flujo medio se
consideran de nuevo los valores M = 0.1, M = 0.15 y M = 0.2. Puede observarse que
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Figura 2.28: TL de catalizador bicónico con flujo medio, capilares circulares:

, M = 0.1; , M = 0.15; , M = 0.2.

los comentarios anteriores son aplicables en el sentido de que a mayor velocidad de
flujo medio se obtienen menores valores de atenuación acústica en la mayor parte del
intervalo. Se comprueba de nuevo que las cúpulas de atenuación se desplazan hacia
frecuencias más bajas al introducir el efecto convectivo del flujo medio. Al igual que
en el caso anterior, las inexactitudes en la atenuación acústica a bajas frecuencias son
debidas al modelo utilizado para la caracterización del monolito.

2.10.8. Limitaciones

Como se ha comentado anteriormente, el campo acústico no puede ser unidimensio-
nal en ciertas tipoloǵıas de cambio de sección transversal, con lo cual la solución
del modelo de onda plana es siempre aproximada. Además, el modelo de onda plana
proporciona los mismos resultados con independencia de la geometŕıa concreta de la
sección transversal, siempre que ésta sea uniforme en dirección axial, y no se tiene en
consideración tampoco la posición transversal de los diferentes conductos (por ejem-
plo, el descentrado de un tubo). Esto supone una limitación importante de los modelos
de onda plana, sobre todo al aumentar la frecuencia, puesto que las imprecisiones se
acentúan.

Para ilustrar lo anterior se considera como ejemplo el catalizador bicónico estudiado
en la sección 2.10.7 cuyas dimensiones son: L1 = L4 = 0.05 m, L2 = L3 = 0.03 m,
Lm = 0.135 m, R1 = 0.0268 m, R2 = 0.0886 m y θ1 = θ2 = 64.106◦. Los valores del
medio son los siguientes: µ = 1.802 · 10−5 Pa s, Cp = 1007 J/(kg K) y κ = 0.02476
W/(m K). Los conductos capilares son de sección transversal cuadrada, de modo que
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Figura 2.29: TL de catalizador bicónico con flujo medio, capilares cuadrados:

, M = 0.1; , M = 0.15; , M = 0.2.

se toma α = 1.07. Para la resistividad se toma el valor R = 500 rayl/m y la porosidad
viene dada por φ = 0.8. Los resultados obtenidos mediante el modelo de onda plana
y el cálculo de elementos finitos se muestran en la figura 2.30. Se puede observar una
notable discrepancia a partir de un valor de frecuencia bajo, en torno a 930 Hz. El
modelado mediante elementos finitos se considera en los caṕıtulos 3 y 4. Cabe indicar
que para los cálculos de elementos finitos se ha aplicado la técnica 3D conductos/3D
monolito que se presentará en la sección 4.2.1.

2.11. Conclusiones

En este caṕıtulo se han introducido las ecuaciones fundamentales del comportamien-
to acústico de un fluido y los modelos lineales asociados, resultantes de aplicar cier-
tas hipótesis que permiten simplificar considerablemente el desarrollo matemático.
Además se han presentado diferentes representaciones matriciales existentes en la li-
teratura, que han sido adaptadas y aplicadas a ciertos elementos de los silenciadores
(tubos, cambio de sección, etc.) y de los catalizadores (monolito) para cuantificar
su comportamiento acústico. Se ha realizado igualmente una revisión bibliográfica
de los modelos existentes para la caracterización de elementos perforados y la pre-
sencia de material absorbente, detallando los que se utilizarán a lo largo de esta Tesis.

Se han presentado algunas configuraciones de dos componentes de la ĺınea de es-
cape (silenciadores y catalizadores), los fenómenos que originan la atenuación y los
ı́ndices que se suelen considerar para la cuantificación de ésta. En base a la presen-
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Figura 2.30: Comparación de TL obtenido mediante onda plana y

elementos finitos: , onda plana; , MEF.

tación matricial se ha evaluado la reducción de ruido correspondiente a geometŕıas
concretas, entre las que se encuentran silenciadores reactivos, y silenciadores con su-
perficies perforadas y material absorbente.

Se han estudiado, mediante los modelos de onda plana, silenciadores de geometŕıas
novedosas como es el caso del silenciador con doble salida opuesta y la cámara re-
versa con material absorbente y placa perforada. Ambos silenciadores se modelarán
tridimensionalmente en los caṕıtulos posteriores. Adicionalmente se ha presentado el
modelado unidimensional de catalizadores con conductos troncocónicos en ausencia
de flujo medio y también en presencia de éste.

Por último, se han mostrado las deficiencias asociadas a la hipótesis de onda pla-
na. Entre otras, cabe destacar que este tipo de modelado no es sensible a la geometŕıa
de la sección transversal, y por tanto predice los mismos resultados, por ejemplo, para
silenciadores y catalizadores circulares y eĺıpticos, lo cual no es cierto. Tampoco es
posible considerar con estos modelos el efecto de la variación de la posición transversal
de los distintos conductos. En definitiva, se ha justificado la necesidad de desarrollar
modelos más precisos y versátiles, tarea que se lleva a cabo en los siguientes caṕıtulos.



Caṕıtulo 3

Modelado acústico

multidimensional de

silenciadores con material

absorbente mediante

elementos finitos

Resumen del caṕıtulo:

En este caṕıtulo se aplica el método de elementos finitos al modelado acústico de
silenciadores con material absorbente considerando la formulación en presiones. Se
detallan los pasos más relevantes de la aplicación del método, desde el planteamiento
del residuo ponderado hasta la formulación matricial de la forma integral asociada
a dicho residuo. Se incluye el modelado de la propagación de ondas en el seno de
materiales absorbentes. Además, se considera el acoplamiento de diversos subcompo-
nentes del silenciador mediante placas y tubos perforados cuando existe flujo medio, y
se estudia la influencia de las condiciones de contorno asociadas a la superficie per-
forada en el TL. Para ello, se comparan los resultados obtenidos mediante elementos
finitos (con continuidad de velocidad y continuidad de desplazamiento) con medidas
experimentales. Finalmente se aplica el método a distintas configuraciones de interés.
Con las herramientas desarrolladas en este caṕıtulo se pretende subsanar y completar
las deficiencias y lagunas encontradas en los programas comerciales disponibles.

89
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3.1. Introducción

El método de los elementos finitos (MEF) es una herramienta numérica capaz de
abordar problemas de ingenieŕıa diversos [149], sin las limitaciones habituales que
presentan las técnicas anaĺıticas cuando se trata de geometŕıas arbitrarias, propieda-
des no uniformes y condiciones de contorno complejas. Su elevado coste computacional
es un inconveniente a considerar, que puede reducir en algunos casos su aplicabilidad.

Debido a las limitaciones que presenta el método de onda plana, indicadas en el
caṕıtulo anterior, se lleva a cabo ahora la aplicación del método de elementos finitos
al estudio acústico de silenciadores. En esta Tesis, se utiliza el método de elementos
finitos con dos fines fundamentales: como técnica de cálculo de silenciadores de geo-
metŕıas complejas y como herramienta de validación de otras metodoloǵıas.

El método de elementos finitos se empezó a utilizar para el cálculo de estructuras
[149], y fue extendido a aplicaciones acústicas por Gladwell et al. [60–62] y Craggs
[27, 28]. Los trabajos iniciales con elementos finitos se limitaban a la resolución de la
ecuación de ondas de Helmholtz en un medio en reposo y sin fenómenos disipativos
presentes. Young y Crocker [146, 147] aplican el método de elementos finitos al estudio
de silenciadores, en las condiciones más simples, sin flujo medio ni conductos perfora-
dos. Posteriormente Craggs [29] considera la inclusión de disipación en los modelos en
base a un planteamiento variacional, y lleva a cabo la resolución mediante la formula-
ción de elementos finitos. El mismo autor estudia la presencia de material absorbente
imponiendo su impedancia acústica en las condiciones de contorno sin considerar la
propagación en su interior [30], planteamiento válido para espesores delgados.

El efecto convectivo producido por el flujo medio, supuesto éste potencial, fue es-
tudiado por diversos autores. Sigman et al. [130] y Abrahamson [1] incluyen flujo
medio en los modelos, considerando como variable el potencial de velocidad. La ven-
taja de esta formulación radica en el hecho de que la inclusión de los gradientes del
campo de flujo medio es muy sencilla, cosa que no ocurre con una formulación en
presión. Astley y Eversman [10] llevan a cabo el análisis de conductos no uniformes
con flujo medio utilizando una formulación en presión y velocidad y un campo de flujo
medio simplificado. Ross [112] presenta la aplicación del método de elementos finitos
al estudio de silenciadores con regiones perforadas, pero sólo incluye el efecto del flujo
medio en la impedancia de éstas, de manera que el efecto convectivo no es tenido en
cuenta. Peat [99] aplica el método a la ecuación de ondas convectiva formulado en
potencial de velocidad y obtiene los cuatro polos de un conducto.

Actualmente hay dos campos de trabajo activos: los modelos completos que consi-
deren flujo medio, material absorbente y superficie perforada, y la determinación de
la condición de contorno más adecuada en la superficie perforada. Ambas problemáti-
cas se estudiarán en este caṕıtulo.
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3.2. Aplicación del MEF a la ecuación de ondas con-

vectiva. Configuración sin material absorbente

Se aplica en esta sección la formulación del método de elementos finitos a la ecuación
de ondas convectiva, resaltando los aspectos más relevantes. En el caso sin flujo medio,
los resultados son válidos sin más que eliminar los términos asociados a la velocidad del
medio de propagación. Por su generalidad, se elige el método de residuos ponderados
en combinación con la formulación de Galerkin [64, 149]. Se considera inicialmente
un dominio sin material absorbente. Éste se incluye posteriormente en la sección 3.4.

3.2.1. Formulación en presión

La figura 3.1 muestra un silenciador genérico en cuyo interior se pretende resolver
la ecuación de ondas (2.33). Se denota mediante Ω y Γ el dominio y el contorno
asociado, respectivamente.

x

y

z

Ω

Γ

Flujo medio

Figura 3.1: Silenciador genérico.

La propagación del sonido en el interior del silenciador está gobernada, en presencia
de flujo medio uniforme, por la ecuación

∇2p− 1

c20

D2p

Dt2
= 0 (3.1)

Considerando comportamiento armónico, se tiene p = P ejωt y por tanto
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∂P

∂x
− 2jω

Vfm
c20

∂P

∂y
− 2jω

Wfm

c20

∂P

∂z
+ k20P = 0

(3.2)

El campo de velocidades de flujo medio ~Ufm = Ufm
~i + Vfm~j + Wfm

~k se supone
conocido y es uniforme. La ecuación (3.2) se multiplica por una función de ponderación
Ψ y se integra en el dominio del problema Ω [149]. Como es habitual en este tipo
de problemas, se aplica el teorema de Green [149] reduciendo el grado de derivación
existente en la función incógnita, obteniéndose

∫

Ω

∇TΨ[D]∇PdΩ +
2jω

c20

∫

Ω

Ψ~UT
fm∇PdΩ − k20

∫

Ω

ΨPdΩ −
∫

Γ

Ψ
∂P

∂n
~nT [D]~ndΓ = 0

(3.3)
donde la matriz [D] se expresa por

[D] =



















1−
U2
fm

c20
−UfmVfm

c20
−UfmWfm

c20

−VfmUfm

c20
1−

V 2
fm

c20
−VfmWfm

c20

−WfmUfm

c20
−WfmVfm

c20
1−

W 2
fm

c20



















(3.4)

y ~n es el vector unitario normal al contorno en sentido saliente. Si se discretiza el
dominio en Ne elementos de volumen Ωe (considerando que tanto P como Ψ presentan
continuidad C0), la ecuación (3.3) se escribe como

Ne
∑

e=1

∫

Ωe

∇TΨ(e)[D]∇P (e)dΩ +
2jω

c20

Ne
∑

e=1

∫

Ωe

Ψ(e)~UT
fm∇P (e)dΩ

− k20

Ne
∑

e=1

∫

Ωe

Ψ(e)P (e)dΩ −
Ne
∑

e=1

∫

Γ∩Γ e

Ψ(e) ∂P
(e)

∂n
~nT [D]~ndΓ = 0

(3.5)

La interpolación nodal de elementos finitos permite escribir para un elemento e

P (e) = [N ]{P (e)} (3.6)

donde [N ] es el vector de funciones de forma1 y {P (e)} es el vector que contiene los
valores nodales de la función incógnita, que en el presente caso es la presión. Por

1A lo largo de la Tesis, las matrices se denotan mediante el śımbolo [ ] y los vectores con la notación
{ }. En general, [N ] puede ser una matriz, excepto en aquellos casos en que sólo hay un grado de
libertad por nodo, tal como ocurre en el problema acústico considerado aqúı. Además, por defecto
los vectores se consideran en columna, salvo [N ] que es un vector fila.
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otro lado, la utilización de la formulación de Galerkin [107] expresa la función de
ponderación como

Ψ(e) = [N ]{Ψ(e)} (3.7)

Aplicando las expresiones (3.6) y (3.7) al desarrollo de la ecuación (3.5) se tiene

Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Ωe

[B]T [D][B]dΩ{P (e)}+
Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Ωe

2jω

c20
[N ]T ~UT

fm[B]dΩ{P (e)}

−
Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Ωe

k20[N ]T [N ]dΩ{P (e)} −
Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ∩Γ e

[N ]T
∂P (e)

∂n
~nT [D]~ndΓ = 0

(3.8)

en la que [B] es la matriz de derivadas de las funciones de forma, dada por

[B] =



















∂N1

∂x

∂N2

∂x
...

∂NNpe

∂x
∂N1

∂y

∂N2

∂y
...

∂NNpe

∂y

∂N1

∂z

∂N2

∂z
...

∂NNpe

∂z



















(3.9)

siendo Npe el número de nodos por elemento.

La expresión (3.8) puede escribirse de manera más compacta

Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T [k(e)]{P (e)}+ jω

Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T [c(e)]{P (e)}

− ω2
Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T [m(e)]{P (e)} −
Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T {f (e)} = 0

(3.10)

se introduce ahora la siguiente nomenclatura para las matrices de elemento

[k(e)] =

∫

Ωe

[B]T [D][B]dΩ (3.11)

[c(e)] =
2

c20

∫

Ωe

[N ]T ~UT
fm[B]dΩ (3.12)

[m(e)] =
1

c20

∫

Ωe

[N ]T [N ]dΩ (3.13)

{f (e)} =

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
∂P (e)

∂n
~nT [D]~ndΓ (3.14)
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El ensamblado de las matrices de elemento da lugar a las matrices globales del pro-
blema, obteniéndose

{Ψ}T
((

[K] + jω[C]− ω2[M ]
)

{P} − {F}
)

= {0} (3.15)

como la ecuación anterior debe ser válida para cualquier función de ponderación, se
obtiene finalmente

(

[K] + jω[C]− ω2[M ]
)

{P} = {F} (3.16)

En este momento, es necesario considerar las condiciones de contorno de Dirichlet
(valor de la presión conocido en una parte del contorno Γ del problema). Estas con-
diciones se imponen fácilmente en la ecuación (3.16), considerando el valor conocido
de P = P̃ en los nodos correspondientes del contorno.

Los valores nodales de la presión se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones
(3.16) junto con las condiciones de Dirichlet. La velocidad acústica en un elemento
cualquiera e se puede calcular utilizando las ecuaciones de Euler (2.28). En el caso en
el que no hay flujo medio, se tiene

~U (e) = − 1

jρ0ω
[B]{P (e)} (3.17)

En presencia de flujo, el procedimiento es más laborioso. Por ejemplo, para obtener
los valores nodales de la velocidad en x, esto es, {U (e)}, puede escribirse

− 1

ρ0
[∂N1/∂x ∂N2/∂x ... ∂NNpe

/∂x]{P (e)} =
(

jω[N ] + ~UT
fm[B]

)

{U (e)} (3.18)

de manera que evaluando esta expresión en Npe puntos, resulta un sistema de Npe

ecuaciones e incógnitas que permite calcular {U (e)}. En general el procedimiento es
más sencillo, debido a que sólo interesa el conocimiento de la velocidad en las sec-
ciones de entrada y salida, bien para calcular el TL, bien para obtener la matriz
de transferencia del silenciador. Usualmente en los conductos que contienen dichas
secciones puede considerarse onda plana a una distancia suficiente de las discontinui-
dades geométricas asociadas a las expansiones y contracciones. Por tanto, basta con
conocer la presión en dos puntos de un conducto para hallar la velocidad, sin más que
utilizar las expresiones (2.61) y (2.63) del caṕıtulo previo.

I. Vector de carga

La existencia de un gradiente de presión, condición de Neumann, en la superficie de
una parte del contorno Γ genera un vector de carga {F}. Por tanto, la condición de
contorno natural que resulta de no considerar {F} corresponde a la velocidad normal
nula, es decir, una pared ŕıgida. Aunque no es usual en la formulación en presión (en
presencia de flujo medio), puede imponerse en las secciones de entrada y salida del
silenciador una velocidad normal de valor Ũ . La implementación de esta condición
se simplifica considerablemente en los problemas tratados aqúı, ya que un silenciador
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suele tener secciones de entrada y salida planas y perpendiculares a algún eje del
sistema de referencia. En general puede considerarse también que los conductos de
entrada y salida son suficientemente largos y su sección transversal es axialmente
uniforme, lo cual implica que la velocidad de flujo medio es paralela al conducto. En
el caso concreto en el que el conducto es paralelo al eje x, la condición de velocidad
en su sección transversal da lugar a

{f (e)} =

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
∂P (e)

∂n
~nT [D]~ndΓ

=

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
∂P (e)

∂n







1
0
0







T 



1− U2
fm/c

2
0 0 0

0 1 0
0 0 1











1
0
0







dΓ

= −ρ0
(

1−M2
)

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
(

jωŨ (e) + Ufm
∂[N ]

∂x
{Ũ (e)}

)

dΓ

(3.19)

Para llevar a cabo la integración anterior, debe evaluarse la distribución nodal de
Ũ (e). Como se ha indicado, esta condición de contorno no suele considerarse.

II. Imposición de la condición de impedancia

Si parte del contorno del silenciador presenta una impedancia acústica Z, como el
caso de un conducto perforado, entonces

Z =
P

U
(3.20)

donde U es la velocidad normal al contorno considerado. Supóngase, como en el caso
anterior, una sección perpendicular al eje x. La derivada normal de la presión y la
velocidad se pueden relacionar mediante la expresión

∂P

∂n
=
∂P

∂x
= −ρ0

(

jωU + Ufm
∂U

∂x

)

(3.21)

y en virtud de la ecuación (3.20)

∂P

∂n
= −ρ0

(

jω
P

Z
+
Ufm

Z

∂P

∂n

)

(3.22)

Despejando la derivada normal de la presión, se tiene

∂P

∂n
= − ρ0jωP

Z + ρ0Ufm
(3.23)

y el vector de carga se escribe

{f (e)} =

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
∂P (e)

∂n
~nT [D]~ndΓ =

(

1−M2
)

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
(

− ρ0jωP
(e)

Z + ρ0Ufm

)

dΓ

(3.24)
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Introduciendo la nomenclatura

[c
(e)
Z ] = ρ0

1−M2

Z + ρ0Ufm

∫

Γ∩Γ e

[N ]T [N ]dΓ (3.25)

se tiene que

{f (e)} = −jω[c(e)Z ]{P (e)} (3.26)

Por tanto, el sistema de ecuaciones (3.16), se escribe ahora como

(

[K] + jω ([C] + [CZ ])− ω2[M ]
)

{P} = {F} (3.27)

En el caso de tener una salida anecoica, la impedancia viene dada por Z = ρ0c0, y la
matriz [c

(e)
Z ] se expresa como

[c
(e)
Z ] =

1−M

c0

∫

Γ∩Γ e

[N ]T [N ]dΓ (3.28)

Puede darse la situación en que la superficie cuya impedancia se desea imponer sea
paralela al flujo medio, caso que se tratará en la sección 3.3, dedicada al estudio de
elementos perforados.

III. Obtención de la atenuación

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones (3.16), para el rango de frecuencias de in-
terés, el comportamiento acústico del silenciador se evalúa inmediatamente. Para el
cálculo del TL, puede llevarse a cabo un análisis con terminación anecoica, y utilizar
la ecuación (2.274) para su evaluación. Puede ocurrir que las secciones de entrada y
salida sean distintas, lo cual implica números de Mach diferentes, y por tanto deben
realizarse las modificaciones oportunas según indica la ecuación (2.265).

La evaluación de los polos de la matriz de transferencia conlleva la realización de
dos análisis, como se ha visto en el caṕıtulo 2. En este caso, deben utilizarse las
expresiones (2.73)-(2.76)

A =
P1

P2

∣

∣

∣

∣

U2=0

B =
P1

U2

∣

∣

∣

∣

P2=0

C =
U1

P2

∣

∣

∣

∣

U2=0

D =
U1

U2

∣

∣

∣

∣

P2=0

3.3. Subdominios acoplados. Placas y tubos perfo-

rados

Los elementos perforados, que conectan diversos subdominios del silenciador, son
utilizados de manera frecuente en la práctica [82, 94, 112, 132, 133]. Se pretende ahora
llevar a cabo el modelado mediante elementos finitos de este tipo de configuraciones,
considerando diversas posibilidades referentes a la influencia del campo de flujo medio
y las condiciones de contorno en las perforaciones. La región perforada se caracteriza
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mediante su impedancia acústica Zp. Se descarta la alternativa del mallado completo
y el posterior modelado de dicha región, debido a su elevado coste computacional.

3.3.1. Medio en reposo

La figura 3.2 muestra la conexión de dos subdominios mediante una superficie per-
forada. Se denotan mediante Ω1, Ω2, Γ1 y Γ2 los volúmenes y contornos asociados a
cada subdominio, y Γp es la región perforada común. Se asume la ausencia de flujo
medio en los dos subdominios.

Ω1

Ω2
Γ1

Γ2

Γp

Figura 3.2: Dos subdominios conectados mediante una superficie perforada.

Los desarrollos previos son aplicables a cada subdominio por separado. Por tanto, el
sistema de ecuaciones (3.16) se puede escribir para ambos, resultando

(

[K1] + jω[C1]− ω2[M1]
)

{P1} = {F1}

(

[K2] + jω[C2]− ω2[M2]
)

{P2} = {F2}
(3.29)

El vector de carga a nivel de elemento puede escribirse, según la ecuación (3.14), como

{f (e)} =

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
∂P (e)

∂n
~nT [D]~ndΓ (3.30)

En ausencia de flujo medio se puede expresar como

{f (e)} =

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
∂P (e)

∂n
dΓ (3.31)

Se puede tener en cuenta la definición de la impedancia acústica de una superficie
dada por la expresión

Zp =
P1 − P2

U
(3.32)
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siendo P1 y P2 las presiones acústicas a ambos lados de la superficie perforada y U la
velocidad acústica normal, que se supone continua en ausencia de flujo medio. En cada
lado de la superficie la presión y la velocidad normal pueden relacionarse mediante la
ecuación de Euler (2.47),

U1 =
−1

jρ0ω

∂P1

∂n
U2 =

−1

jρ0ω

∂P2

∂n
(3.33)

al considerar que en ambos subdominios el sentido de la velocidad normal es saliente,
entonces U1 = −U2. Combinando las expresiones (3.33) con la ecuación (3.32), resulta

U = U1 =
−1

jρ0ω

∂P1

∂n
=
P1 − P2

Zp
U = −U2 =

1

jρ0ω

∂P2

∂n
=
P1 − P2

Zp
(3.34)

la evaluación de los vectores de carga en la superficie Γp puede llevarse a cabo calcu-
lando las siguientes integrales

{f (e)1 } =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T

(

−jρ0ω
P

(e)
1 − P

(e)
2

Zp

)

dΓ (3.35)

{f (e)2 } =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T

(

jρ0ω
P

(e)
1 − P

(e)
2

Zp

)

dΓ (3.36)

Teniendo en cuenta ahora la interpolación nodal de elementos finitos, se obtiene

{f (e)1 } =
−jρ0ω
Zp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

= −jω[c(e)11Zp
]{P (e)

1 }+ jω[c
(e)12
Zp

]{P (e)
2 }

(3.37)

{f (e)2 } =
jρ0ω

Zp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

= jω[c
(e)21
Zp

]{P (e)
1 } − jω[c

(e)22
Zp

]{P (e)
2 }

(3.38)

La presencia de la superficie perforada conduce a la aparición de matrices de elementos
finitos que multiplican los grados de libertad. Ensamblando las matrices obtenidas a
nivel de elemento, e incorporando los vectores de carga al sistema (3.29), se obtiene

([

[K1] [0]

[0] [K2]

]

+ jω

[

[C1] + [C11
Zp

] −[C12
Zp

]

−[C21
Zp

] [C2] + [C22
Zp

]

]

− ω2

[

[M1] [0]

[0] [M2]

]){

{P1}

{P2}

}

=

{

{F1}

{F2}

}

(3.39)
Se puede observar claramente el acoplamiento existente entre subdominios como con-
secuencia de su conexión por medio de la superficie perforada. La expresión anterior
puede escribirse de manera compacta

(

[K] + jω
(

[C] + [CZp
]
)

− ω2[M ]
)

{P} = {F} (3.40)
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3.3.2. Medio móvil

La figura 3.3 muestra un caso muy utilizado en la práctica. Se trata de un silenciador
en el que el conducto interior tiene su superficie parcialmente perforada. En dicho
conducto existe flujo medio uniforme definido por el número de Mach M = Ufm/c0
y paralelo a la superficie perforada. Se asume que el flujo que penetra en la cámara
es pequeño, con lo cual se desprecia el efecto convectivo en ésta [94, 134]. En la
cuantificación de la impedancia Zp, debe tenerse en cuenta la influencia del flujo
medio [88, 106].

x
Ω1

Ω2

Γ1

Γ2

Γp

M

Figura 3.3: Silenciador con tubo perforado y flujo medio.

Para ambas regiones (tubo y cámara), la aplicación del método de elementos finitos
da lugar a

(

[K1] + jω[C1]− ω2[M1]
)

{P1} = {F1}

(

[K2] + jω[C2]− ω2[M2]
)

{P2} = {F2}
(3.41)

En la situación habitual en la que se desprecia el flujo medio en la cámara, y en
ausencia de condiciones de contorno asociadas a impedancia en la pared exterior de
ésta, se tiene que la matriz [C2] = [0]. El acoplamiento entre ambas regiones se realiza
utilizando los vectores de carga {F1} y {F2}. A nivel de elemento y considerando la
zona perforada, puede escribirse

{f (e)1 } =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
∂P

(e)
1

∂n
~nT [D]~ndΓ =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
∂P

(e)
1

∂n
dΓ (3.42)

{f (e)2 } =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
∂P

(e)
2

∂n
dΓ (3.43)

donde {f (e)1 } no presenta dependencia expĺıcita de M dado que el flujo es paralelo al
conducto. A la hora de aplicar la condición asociada a la superficie perforada, aparece
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el problema ya mostrado anteriormente en el caṕıtulo 2, y que se refiere al campo
acústico que se considera continuo. Por un lado puede asumirse continuidad de la
velocidad normal [15, 73, 94], es decir, U1 = −U2. Éstas están relacionadas con la
presión acústica mediante la ecuación de Euler (2.62)

ρ0

(

jωU1 + Ufm
∂U1

∂x

)

= −∂P1

∂n
(3.44)

jρ0ωU2 = −∂P2

∂n
(3.45)

Otra alternativa es la consideración de la continuidad de desplazamiento normal a la
superficie perforada [31, 82], es decir, ξ1 = −ξ2. La relación entre desplazamiento y
presión acústica viene dada por

ρ0

(

−ω2ξ1 + 2jωUfm
∂ξ1
∂x

+ U2
fm

∂2ξ1
∂x2

)

= −∂P1

∂n
(3.46)

− ρ0ω
2ξ2 = −∂P2

∂n
(3.47)

La tercera posibilidad a considerar, consiste en asumir continuidad en la componente
transversal del gradiente de presión, es decir, ∂P1/∂n = −∂P2/∂n. Éste es precisa-
mente el término que aparece en el vector de carga. Esta posibilidad no se tendrá en
cuenta dado que las predicciones asociadas subestiman el efecto del flujo medio [40].

I. Continuidad de velocidad

Bajo la hipótesis de continuidad de velocidad, las expresiones de los vectores de carga
se pueden obtener combinando la relación de la impedancia (3.32) con las expresiones
(3.44) y (3.45), dichos vectores de carga son

{f (e)1 } =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T



−jρ0ω
P

(e)
1 − P

(e)
2

Zp
− ρ0

Ufm

Zp

∂
(

P
(e)
1 − P

(e)
2

)

∂x



 dΓ (3.48)

{f (e)2 } =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T

(

jρ0ω
P

(e)
1 − P

(e)
2

Zp

)

dΓ (3.49)

Considerando ahora la interpolación nodal de elementos finitos, se tiene

{f (e)1 } =
−jρ0ω
Zp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

− ρ0Ufm

Zp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

∂[N ]

∂x
{P (e)

1 } − ∂[N ]

∂x
{P (e)

2 }
)

dΓ

= −jω[c(e)11Zp
]{P (e)

1 }+ jω[c
(e)12
Zp

]{P (e)
2 } − [k

(e)11
Zp

]{P (e)
1 }+ [k

(e)12
Zp

]{P (e)
2 }

(3.50)
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{f (e)2 } =
jρ0ω

Zp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

= jω[c
(e)21
Zp

]{P (e)
1 } − jω[c

(e)22
Zp

]{P (e)
2 }

(3.51)

y el sistema de ecuaciones (3.41) queda de la forma

(

[

[K1] + [K11
Zp

] −[K12
Zp

]

[0] [K2]

]

+ jω

[

[C1] + [C11
Zp

] −[C12
Zp

]

−[C21
Zp

] [C2] + [C22
Zp

]

]

− ω2

[

[M1] [0]
[0] [M2]

]

)

{

{P1}
{P2}

}

=

{

{F1}
{F2}

}

(3.52)

De la expresión anterior, se puede observar la aparición de nuevas submatrices en
presencia de flujo, comparándola con la expresión (3.39).

II. Continuidad de desplazamiento

Se considera ahora la condición de continuidad de desplazamiento normal en la su-
perficie perforada, es decir, ξ1 = −ξ2. Para ello, se hace uso de las expresiones (3.46)
y (3.47), en combinación con la impedancia expresada en función del desplazamiento
[82]

Zp =
P1 − P2

jωξ
(3.53)

Por tanto, los vectores de carga se escriben

{f (e)1 } =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T



− jρ0ω
P

(e)
1 − P

(e)
2

Zp

− 2ρ0
Ufm

Zp

∂
(

P
(e)
1 − P

(e)
2

)

∂x
− ρ0

U2
fm

jωZp

∂2
(

P
(e)
1 − P

(e)
2

)

∂x2



 dΓ

(3.54)

{f (e)2 } =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T

(

jρ0ω
P

(e)
1 − P

(e)
2

Zp

)

dΓ (3.55)

Escribiendo las presiones en base a sus valores nodales y las funciones de forma, resulta
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{f (e)1 } =
−jρ0ω
Zp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

− 2ρ0Ufm

Zp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

∂[N ]

∂x
{P (e)

1 } − ∂[N ]

∂x
{P (e)

2 }
)

dΓ

−
ρ0U

2
fm

jωZp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

∂2[N ]

∂x2
{P (e)

1 } − ∂2[N ]

∂x2
{P (e)

2 }
)

dΓ

= −jω[c(e)11Zp
]{P (e)

1 }+ jω[c
(e)12
Zp

]{P (e)
2 } − [k

(e)11
Zp

]{P (e)
1 }+ [k

(e)12
Zp

]{P (e)
2 }

− 1

jω
[d

(e)11
Zp

]{P (e)
1 }+ 1

jω
[d

(e)12
Zp

]{P (e)
2 }

(3.56)

{f (e)2 } =
jρ0ω

Zp

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

= jω[c
(e)21
Zp

]{P (e)
1 } − jω[c

(e)22
Zp

]{P (e)
2 }

(3.57)

El sistema de ecuaciones con continuidad de desplazamiento es por tanto

(

[

[K1] + [K11
Zp

] −[K12
Zp

]

[0] [K2]

]

+ jω

[

[C1] + [C11
Zp

] −[C12
Zp

]

−[C21
Zp

] [C2] + [C22
Zp

]

]

+
1

jω

[

[D11
Zp

] −[D12
Zp

]

[0] [0]

]

− ω2

[

[M1] [0]
[0] [M2]

]

)

{

{P1}
{P2}

}

=

{

{F1}
{F2}

}

(3.58)

que incluye más términos de acoplamiento entre subdominios que el caso anterior.

3.4. Modelado de la propagación en materiales ab-

sorbentes mediante el MEF

El modelado de los fenómenos de propagación de ondas sonoras en el seno de materia-
les absorbentes en ausencia de flujo medio puede abordarse sin dificultad teniendo en
cuenta las propiedades acústicas equivalentes de dicho material. En este caso, pueden
reemplazarse los valores c0 y ρ0 por c̃ y ρ̃, y proceder de forma similar a la mostrada
en la sección anterior.

Si existe flujo medio en el interior del material, el problema se complica en gran
medida [102]. En primer lugar, ha de determinarse el campo de flujo medio. Éste
será en general no uniforme, y debido a su influencia en las propiedades acústicas
equivalentes del material absorbente, dichas propiedades pasan a ser anisótropas e
incluso heterogéneas. Por tanto, pierde su validez la ecuación de ondas convectiva
(2.33) y de hecho no existe una ecuación de ondas simple que permita abordar el pro-
blema [103]. Sin embargo, en configuraciones de cierto interés práctico, la utilización
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de superficies perforadas (con vistas a proteger y dar soporte al material absorbente)
también garantiza que el flujo medio va a estar localizado fundamentalmente en las
regiones sin material. A esto también contribuye la mayor resistividad del material
en comparación con el aire. Este hecho permite considerar de forma relativamente
sencilla (y aproximada) el modelado de la propagación de ondas en silenciadores disi-
pativos mediante el método de elementos finitos, siempre que el flujo medio en el seno
de los materiales absorbentes implicados sea uniforme y lo suficientemente bajo como
para garantizar una variación espacial y direccional de propiedades despreciable frente
al efecto convectivo. En este caso, y como primera aproximación, la propagación de
ondas puede suponerse gobernada por la ecuación

∇2p− 1

c̃ 2
D2p

Dt2
= 0 (3.59)

donde c̃ representa la velocidad equivalente del sonido en el material absorbente [46].
Dicha velocidad, como se ha visto en la sección 2.6.2, viene dada por la expresión

c̃ =
ω

k̃
(3.60)

Considerando comportamiento armónico, se puede escribir

(

1−
U2
fm

c̃ 2

)

∂2P

∂x2
+

(

1−
V 2
fm

c̃ 2

)

∂2P

∂y2
+

(

1−
W 2

fm

c̃ 2

)

∂2P

∂z2

− 2
UfmVfm

c̃ 2
∂2P

∂x∂y
− 2

UfmWfm

c̃ 2
∂2P

∂x∂z
− 2

VfmWfm

c̃ 2
∂2P

∂y∂z

− 2jω
Ufm

c̃ 2
∂P

∂x
− 2jω

Vfm
c̃ 2

∂P

∂y
− 2jω

Wfm

c̃ 2
∂P

∂z
+ k̃ 2P = 0

(3.61)

siendo k̃ = ω/c̃ el número de onda equivalente del material absorbente [46], que es
complejo al igual que c̃.

Desarrollando la ecuación (3.61) de manera análoga al caso estudiado en la sección
3.2.1, esto es, un silenciador genérico reactivo sin material absorbente, se puede llegar
a la expresión compacta del residuo ponderado

Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T [k(e)abs]{P (e)}+ jω

Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T [c(e)abs]{P (e)}

− ω2
Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T [m(e)
abs]{P (e)} −

Ne
∑

e=1

{Ψ(e)}T {f (e)abs} = 0

(3.62)

con la introducción de la nomenclatura

[k
(e)
abs] =

∫

Ωe

[B]T [Dabs][B]dΩ (3.63)
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[c
(e)
abs] =

2

c̃ 2

∫

Ωe

[N ]T ~UT
fm[B]dΩ (3.64)

[m
(e)
abs] =

1

c̃ 2

∫

Ωe

[N ]T [N ]dΩ (3.65)

{f (e)abs} =

∫

Γ∩Γ e

[N ]T
∂P (e)

∂n
~nT [Dabs]~ndΓ (3.66)

donde la matriz [Dabs] viene dada por la siguiente expresión

[Dabs] =

















1−
U2
fm

c̃ 2
−UfmVfm

c̃ 2
−UfmWfm

c̃ 2

−VfmUfm

c̃ 2
1−

V 2
fm

c̃ 2
−VfmWfm

c̃ 2

−WfmUfm

c̃ 2
−WfmVfm

c̃ 2
1−

W 2
fm

c̃ 2

















(3.67)

siendo Ufm, Vfm y Wfm las componentes de la velocidad de flujo uniforme ~Ufm en
el material absorbente en x, y y z, respectivamente.

Ensamblando, se obtiene el sistema de ecuaciones

(

[Kabs] + jω[Cabs]− ω2[Mabs]
)

{P} = {Fabs} (3.68)

3.4.1. Medio en reposo

La figura 3.4 muestra un silenciador formado por un conducto parcialmente perforado
y una cámara que contiene material absorbente. Los volúmenes y contornos asociados
a cada uno de ellos son Ω1, Ω2, Γ1 y Γ2, y la región perforada se denota mediante Γp.
Se asume que no existe flujo medio en ninguno de los dos subdominios.

En el tubo central se satisface la ecuación de ondas (3.1), en la que la derivada
total temporal se reemplaza por una derivada parcial al ser ~Ufm = ~0 mientras que
la ecuación que gobierna la propagación de ondas en el material absorbente es la
ecuación (3.59) de nuevo con D/Dt = ∂/∂t. De esta forma, los sistemas algebraicos
de ecuaciones para el tubo (3.16) y la cámara con material absorbente (3.68), se
pueden escribir como

(

[K] + jω[C]− ω2[M ]
)

{P} = {F}

(

[Kabs] + jω[Cabs]− ω2[Mabs]
)

{P} = {Fabs}
(3.69)

Cuando no existe flujo medio la matriz [C] puede aparecer, por ejemplo, debido a
una condición anecoica. Sin embargo [Cabs] = [0] en la región con material por la
consideración de la condición de pared ŕıgida. Los dos dominios se acoplan utilizando
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x
Ω1

Ω2

Γ1

Γ2

Γp

Material absorbente

Figura 3.4: Silenciador con tubo perforado y material absorbente.

los vectores de carga {F} y {Fabs}. Considerando la zona perforada, se puede escribir
a nivel de elemento

{f (e)} =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
∂P

(e)
1

∂n
dΓ (3.70)

{f (e)abs} =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
∂P

(e)
2

∂n
dΓ (3.71)

La presión y la velocidad normal a ambos lados de la superficie perforada se pueden
relacionar mediante la ecuación de Euler (2.47),

U1 =
−1

jρ0ω

∂P1

∂n
U2 =

−1

jρ̃ω

∂P2

∂n
(3.72)

donde ρ̃ es la densidad equivalente del material absorbente.

Se sigue un procedimiento análogo al planteado en la sección 3.3.1, aplicando la con-
dición de continuidad de la velocidad acústica normal, de manera que los vectores de
carga en la superficie perforada se pueden evaluar realizando las integrales

{f (e)} =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T

(

−jρ0ω
P

(e)
1 − P

(e)
2

Z̃p

)

dΓ (3.73)

{f (e)abs} =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T

(

jρ̃ω
P

(e)
1 − P

(e)
2

Z̃p

)

dΓ (3.74)

Con la consideración de la interpolación nodal de elementos finitos, se obtiene

{f (e)} =
−jρ0ω
Z̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

= −jω[c(e)11Zp
]{P (e)

1 }+ jω[c
(e)12
Zp

]{P (e)
2 }

(3.75)
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{f (e)abs} =
jρ̃ω

Z̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

= jω[c
(e)21
Zp

]{P (e)
1 } − jω[c

(e)22
Zp

]{P (e)
2 }

(3.76)

Ensamblando a nivel global del problema, el sistema (3.69) se escribe

(

[

[K] [0]
[0] [Kabs]

]

+ jω

[

[C] + [C11
Zp

] −[C12
Zp

]

−[C21
Zp

] [Cabs] + [C22
Zp

]

]

−ω2

[

[M ] [0]
[0] [Mabs]

]

)

{

{P1}
{P2}

}

=

{

{F}
{Fabs}

}

(3.77)

o de manera compacta

(

[K] + jω
(

[C] + [CZp
]
)

− ω2[M ]
)

{P} = {F} (3.78)

3.4.2. Medio móvil

Se considera un silenciador similar al estudiado en la sección previa. La única dife-
rencia consiste en la presencia de un campo de flujo medio uniforme en el conducto
perforado, definido por el número de Mach M = Ufm/c0 y paralelo a la superficie
perforada, como ilustra la figura 3.5. Se asume la ausencia de flujo en la cámara con
material absorbente, de manera que los efectos convectivos son despreciables en ésta
[83, 94, 134].

x
Ω1

Ω2

Γ1

Γ2

Γp

Material absorbente

M

Figura 3.5: Silenciador con tubo perforado y material absorbente

en presencia de flujo medio.

La aplicación del método de elementos finitos, para ambas regiones (tubo y cámara),
da lugar a
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(

[K] + jω[C]− ω2[M ]
)

{P} = {F}

(

[Kabs] + jω[Cabs]− ω2[Mabs]
)

{P} = {Fabs}
(3.79)

En la situación habitual en la que se desprecia el flujo medio en la cámara, y en
ausencia de condiciones de contorno asociadas a impedancia en la pared exterior de
ésta, se tiene que [Cabs] = [0]. Se acoplan ambas regiones mediante la utilización de
los vectores de carga {F} y {Fabs}. Para la zona perforada y a nivel de elemento, se
puede escribir

{f (e)} =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
∂P

(e)
1

∂n
~nT [D]~ndΓ =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
∂P

(e)
1

∂n
dΓ (3.80)

{f (e)abs} =

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
∂P

(e)
2

∂n
dΓ (3.81)

en la ecuación (3.80), {f (e)} no presenta dependencia expĺıcita de M debido a que el
flujo es paralelo al conducto.

Como en el caso estudiado en la sección 3.3.2, pueden considerarse dos alternati-
vas a la hora de aplicar la condición asociada a la superficie perforada. Por un lado
puede asumirse continuidad de la velocidad acústica normal, es decir, U1 = −U2.
Estas velocidades están relacionadas con la presión acústica mediante la ecuación de
Euler (2.62)

ρ0

(

jωU1 + Ufm
∂U1

∂x

)

= −∂P1

∂n
(3.82)

jρ̃ωU2 = −∂P2

∂n
(3.83)

La otra alternativa es la consideración de la continuidad de desplazamiento normal a
la superficie perforada, es decir, ξ1 = −ξ2. La relación entre desplazamiento y presión
acústica viene dada por

ρ0

(

−ω2ξ1 + 2jωUfm
∂ξ1
∂x

+ U2
fm

∂2ξ1
∂x2

)

= −∂P1

∂n
(3.84)

− ρ̃ω2ξ2 = −∂P2

∂n
(3.85)

Las ecuaciones asociadas a cada tipo de condición de continuidad se detallan a con-
tinuación
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I. Continuidad de velocidad

Utilizando un planteamiento análogo al aplicado en la sección 3.3.2, los vectores de
carga se pueden escribir

{f (e)} =
−jρ0ω
Z̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

− ρ0Ufm

Z̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

∂[N ]

∂x
{P (e)

1 } − ∂[N ]

∂x
{P (e)

2 }
)

dΓ

= −jω[c(e)11Zp
]{P (e)

1 }+ jω[c
(e)12
Zp

]{P (e)
2 } − [k

(e)11
Zp

]{P (e)
1 }+ [k

(e)12
Zp

]{P (e)
2 }

(3.86)

{f (e)abs} =
jρ̃ω

Z̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

= jω[c
(e)21
Zp

]{P (e)
1 } − jω[c

(e)22
Zp

]{P (e)
2 }

(3.87)

Por tanto, el sistema de ecuaciones (3.79) puede expresarse finalmente como

(

[

[K] + [K11
Zp

] −[K12
Zp

]

[0] [Kabs]

]

+ jω

[

[C] + [C11
Zp

] −[C12
Zp

]

−[C21
Zp

] [Cabs] + [C22
Zp

]

]

− ω2

[

[M ] [0]
[0] [Mabs]

]

)

{

{P1}
{P2}

}

=

{

{F}
{Fabs}

}

(3.88)

II. Continuidad de desplazamiento

Como en la sección 3.3.2, y para la aplicación de la condición de continuidad de
desplazamiento normal en la superficie perforada, los vectores de carga se escriben

{f (e)} =
−jρ0ω
Z̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

− 2ρ0Ufm

Z̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

∂[N ]

∂x
{P (e)

1 } − ∂[N ]

∂x
{P (e)

2 }
)

dΓ

−
ρ0U

2
fm

jωZ̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

∂2[N ]

∂x2
{P (e)

1 } − ∂2[N ]

∂x2
{P (e)

2 }
)

dΓ

= −jω[c(e)11Zp
]{P (e)

1 }+ jω[c
(e)12
Zp

]{P (e)
2 } − [k

(e)11
Zp

]{P (e)
1 }+ [k

(e)12
Zp

]{P (e)
2 }

− 1

jω
[d

(e)11
Zp

]{P (e)
1 }+ 1

jω
[d

(e)12
Zp

]{P (e)
2 }

(3.89)

{f (e)abs} =
jρ̃ω

Z̃p

∫

Γp∩Γ e

[N ]T
(

[N ]{P (e)
1 } − [N ]{P (e)

2 }
)

dΓ

= jω[c
(e)21
Zp

]{P (e)
1 } − jω[c

(e)22
Zp

]{P (e)
2 }

(3.90)



110 Modelado acústico de silenciadores mediante elementos finitos

El sistema de ecuaciones con continuidad de desplazamiento es por tanto

(

[

[K] + [K11
Zp

] −[K12
Zp

]

[0] [Kabs]

]

+ jω

[

[C] + [C11
Zp

] −[C12
Zp

]

−[C21
Zp

] [Cabs] + [C22
Zp

]

]

+
1

jω

[

[D11
Zp

] −[D12
Zp

]

[0] [0]

]

− ω2

[

[M ] [0]
[0] [Mabs]

]

)

{

{P1}
{P2}

}

=

{

{F}
{Fabs}

}

(3.91)

que incluye más términos de acoplamiento entre subdominios que en el caso anterior.

3.5. Aplicaciones

En esta sección se lleva a cabo la aplicación del método de elementos finitos a distintas
tipoloǵıas de silenciadores de escape, que han sido estudiadas en el caṕıtulo anterior
mediante los modelos de onda plana. Entre ellas se encuentran dos geometŕıas nove-
dosas como son la cámara con doble salida opuesta y la cámara reversa con material
absorbente y placa perforada, que se consideran en las secciones 3.5.3 y 3.5.4, res-
pectivamente. Se estudian también algunos fenómenos relevantes como la presencia
simultánea de flujo medio, material absorbente y elementos perforados, y la influencia
de las condiciones de contorno asociadas a las superficies perforadas en la atenuación
acústica.

3.5.1. Cámara de expansión simple

La figura 3.6 muestra las mallas de cuatro cámaras de expansión simple, similares a
la mostrada en la figura 2.8(a). En el mallado se han utilizado elementos tetraédricos
cuadráticos. El tamaño de los elementos de la cámara es de 0.015 m, mientras que
los elementos de los tubos de entrada y salida tienen un tamaño de 0.01 m. Con este
tamaño se garantiza una precisión suficiente en el rango de frecuencias de interés.

Las dimensiones de los silenciadores son: longitud L2 = 0.3 m, radios de los conductos
de entrada y salida R1 = R3 = 0.02 m y radio de la cámara R2 = 0.091875 m, idénticas
a las de la geometŕıa 1 de la sección 2.10.1. En todos los casos se aprovechan las po-
sibles simetŕıas para reducir el coste computacional asociado al método de elementos
finitos. La primera geometŕıa es axisimétrica, y sólo se malla una cuarta parte del do-
minio. La utilización de una malla tridimensional para el caso axisimétrico tiene como
objetivo validar el código tridimensional de elementos finitos implementado durante
la realización de esta Tesis. Las tres restantes tienen al menos uno de sus conductos
descentrado, de manera que se debe utilizar la mitad del dominio. En concreto, la
geometŕıa 2 tiene entrada centrada y salida descentrada con una distancia x3 = 0.045
m, la geometŕıa 3 tiene ambos conductos descentrados, con x1 = −x3 = 0.045 m y
para la geometŕıa 4 se tiene x1 = x3 = 0.045 m.

La figura 3.7 presenta los resultados obtenidos. Es obvio que la posición de los con-
ductos de entrada y salida tiene un efecto notable en la atenuación acústica [117].
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(a) Geometŕıa 1. (b) Geometŕıa 2.

(c) Geometŕıa 3. (d) Geometŕıa 4.

Figura 3.6: Mallas de elementos finitos utilizadas.

Lógicamente, el modelo de onda plana no detecta dicha caracteŕıstica, ya que el TL
que evalúa para una cámara de expansión simple sólo depende, según la expresión
(2.278), de la longitud de la cámara y de la relación de área cámara-tubo. Se puede
observar que las geometŕıas 1 y 2 presentan una buena concordancia entre ellas (y
con el modelo de onda plana) hasta una frecuencia de 1100 Hz, a partir de la cual
se deteriora el comportamiento repetitivo de cúpulas de atenuación debido a la pro-
pagación multidimensional. Este efecto es todav́ıa más notable en las geometŕıas 3 y
4. En el caṕıtulo 5 se analizan las causas de dicho comportamiento y el efecto de la
posición de los conductos de entrada y salida detalladamente.

3.5.2. Cámara reversa

Se consideran cuatro silenciadores de cámara reversa, similares al mostrado en la
figura 2.8(b). Las dimensiones utilizadas son R1 = R3 = 0.02 m para los tubos de
entrada y salida, R2 = 0.091875 m y L2 = 0.3 m para la cámara, iguales a las de
la geometŕıa 1 de la sección 2.10.2. La figura 3.8 muestra las cuatro mallas de los
silenciadores estudiados. La primera geometŕıa tiene los tubos de entrada y salida
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Figura 3.7: TL de cámara de expansión simple: , geometŕıa 1; , geometŕıa

2; , geometŕıa 3; , geometŕıa 4; , onda plana.

descentrados a 180 grados con una distancia x1 = −x3 = −0.045 m, en la geometŕıa
2 los conductos están descentrados a 90 grados con x1 = y3 = 0.045 m, la geometŕıa
3 tiene el tubo de entrada centrado y el de la salida descentrado a 180 grados con
x3 = 0.045 m y para la geometŕıa 4 se tiene x3 = 0.057661 m con el tubo de entrada
centrado.

La figura 3.9 muestra los resultados obtenidos mediante la aplicación del método de
elementos finitos. Se muestra de nuevo el efecto que tiene la posición de los tubos
de entrada y salida en la atenuación acústica [118]. Como en el caso anterior, el
modelo de onda plana no detecta dicha influencia debido a que el TL asociado a una
cámara reversa sólo depende, según la expresión (2.280), de la longitud de la cámara
y de la relación área cámara-tubo. La geometŕıa 1 presenta una buena concordancia
con el modelo de onda plana hasta una frecuencia de 1084 Hz, a partir de la cual
desaparece el comportamiento t́ıpico de cámaras reversas largas, con resonancia de
cuarto de onda, debido a la propagación multidimensional. En las geometŕıas 2 y 3
la irregularidad del TL aparece a 1796 Hz y 2256 Hz, respectivamente. En el caṕıtulo
5 se estudiará en detalle el efecto de la posición de los conductos y las causas que
originan la irregularidad del TL.

3.5.3. Cámara con doble salida opuesta

La figura 3.10 presenta las mallas de tres silenciadores con doble salida opuesta, como
el mostrado en la figura 2.17. Como se ha indicado en el caṕıtulo anterior, el estudio
de esta geometŕıa se ha propuesto en la Tesis, y algunos resultados relevantes se han
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(a) Geometŕıa 1. (b) Geometŕıa 2.

(c) Geometŕıa 3. (d) Geometŕıa 4.

Figura 3.8: Mallas de elementos finitos utilizadas.

presentado en el trabajo [6]. Las dimensiones consideradas son L2 = 0.3 m para la
(longitud de la cámara), R1 = R3 = R4 = 0.02 m para el tubo de entrada y los dos
tubos de salida y R2 = 0.091875 m para la cámara, idénticas a las de la geometŕıa
1 de la sección 2.10.3. En las tres configuraciones la distancia del descentrado es la
misma para los tres conductos, con un valor de 0.045 m, y sólo vaŕıa el ángulo relativo
de éstos.

Como ilustra la figura 3.10, el tubo de entrada de la geometŕıa 1 está descentrado a
180 grados respecto a la salida ubicada en el mismo lado, mientras que las entradas
en las geometŕıas 2 y 3 están descentradas a 90 grados. La única diferencia entre las
geometŕıas 2 y 3 es el valor del ángulo relativo de la segunda salida, que es igual a 0
grados para la geometŕıa 2 y 180 grados para la geometŕıa 3.

La figura 3.11 muestra los resultados obtenidos mediante elementos finitos y el mo-
delo de onda plana. Se puede comprobar, como en los casos anteriores, el efecto que
tiene la posición de los conductos en la atenuación acústica, dado que las diferencias
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Figura 3.9: TL de silenciador con cámara reversa: , geometŕıa 1; ,

geometŕıa 2; , geometŕıa 3; , geometŕıa 4; , onda plana.

entre las simulaciones de elementos finitos son considerables. Las geometŕıas 1, 2 y 3
presentan una buena concordancia entre ellas (y con el modelo de onda plana) hasta
una frecuencia de 1084 Hz aproximadamente. A partir de dicha frecuencia se deterio-
ra el comportamiento repetitivo de cúpulas de atenuación de la geometŕıa 1 debido a
la propagación multidimensional. En las geometŕıas 2 y 3 la irregularidad del TL se
retrasa hasta 1796 Hz.

3.5.4. Cámara reversa con material absorbente y placa perfo-
rada

Se considera una cámara reversa con material absorbente y placa perforada, como la
mostrada en la figura 2.19. Como se ha señalado en el caṕıtulo anterior, el estudio de
esta geometŕıa novedosa se ha planteado en la Tesis, y algunos resultados han sido
publicados en los trabajos [7, 49]. Las dimensiones utilizadas son L2 = 0.25 m para la
cámara con aire, Lm = 0.05 m para el material absorbente, R1 = R3 = 0.02 m para los
tubos de entrada y salida y R2 = 0.091875 m para la cámara central, idénticas a las de
las geometŕıas de la sección 2.10.4. Los tubos de entrada y salida están descentrados
a 180 grados con x1 = −x3 = −0.045 m. La figura 3.12 muestra los resultados
obtenidos mediante elementos finitos y el modelo de onda plana para las resistividades
R = 1000 rayl/m, R = 2000 rayl/m y R = 4000 rayl/m, con valores fijos de σ = 15%,
dh = 0.0035 m y tp = 0.001 m. Los comentarios del caṕıtulo 2 siguen siendo válidos,
ya que se observa que con mayor resistividad se obtiene menor atenuación en los picos
de resonancia y mayor atenuación en las bandas de paso. Se puede observar que el
primer pico de resonancia es menos sensible al aumento de resistividad en comparación
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(a) Geometŕıa 1. (b) Geometŕıa 2.

(c) Geometŕıa 3.

Figura 3.10: Mallas de elementos finitos utilizadas.

con los siguientes. El comportamiento repetitivo en el modelo de onda plana deja de
serlo en los resultados de elementos finitos a partir de 1800 Hz, como consecuencia
de la multidimensionalidad del campo acústico, que produce importantes diferencias
respecto al modelo unidimensional. En cualquier caso, las discrepancias entre ambos
modelos empiezan a ser relevantes a partir de 600 Hz. Cabe indicar que el material
absorbente, como se indicó en la sección 2.10.4, se caracteriza mediante las expresiones
(2.301) y (2.302). Para la caracterización de la placa perforada se utiliza de nuevo la
fórmula (2.172).

La figura 3.13 muestra el efecto de la variación de la porosidad de la placa perforada,
que toma los valores σ = 5%, σ = 10% y σ = 15%, para un diámetro de los orificios
de valor dh = 0.0035 m y un espesor tp = 0.001 m. El material absorbente utilizado
para el cálculo mediante el método de elementos finitos y el modelo de onda plana
tiene una resistividad de valor R = 1000 rayl/m. Se puede observar, en los resultados
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Figura 3.11: TL de silenciador con doble salida opuesta: , geometŕıa 1; ,

geometŕıa 2; , geometŕıa 3; , onda plana.
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Figura 3.12: TL de cámara reversa con material absorbente y placa perforada: ,

R = 1000 rayl/m, MEF; , ı́dem, onda plana; , R = 2000 rayl/m, MEF; ,

ı́dem, onda plana; , R = 4000 rayl/m, MEF; , ı́dem, onda plana.

obtenidos con elementos finitos, que el primer pico de resonancia no sufre ningún
cambio con el aumento de la porosidad, mientras que los siguientes picos se desplazan
hacia valores más altos de frecuencia y su amplitud se ve en general reducida en
comparación con el primero. De nuevo, las limitaciones del modelo de onda plana se
ponen de manifiesto a medida que aumenta la frecuencia.
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Figura 3.13: TL de cámara reversa con material absorbente y placa perforada: ,

σ = 5%, MEF; , ı́dem, onda plana; , σ = 10%, MEF; , ı́dem, onda

plana; , σ = 20%, MEF; , ı́dem, onda plana.

3.5.5. Resonador concéntrico con material absorbente

Se considera el resonador concéntrico con material absorbente cuyo modelado se ha
tratado en detalle en las secciones 3.4.1 (sin flujo medio en el tubo perforado) y 3.4.2
(con flujo medio en el tubo perforado). Con el fin de demostrar cuál es la condición
de continuidad más adecuada cuando existe flujo en el tubo perforado, se aplica la
condición de continuidad de velocidad y la asociada a desplazamiento y se comparan
los resultados obtenidos mediante ambas con medidas experimentales. La tabla 3.1
muestra las dimensiones de los dos resonadores concéntricos utilizados en los cálculos.

Geometŕıa R1 (m) R2 (m) L2 (m)

1 0.037 0.0762 0.315

2 0.037 0.1016 0.330

Tabla 3.1: Dimensiones relevantes de dos resonadores concéntricos

con material absorbente.

La figura 3.14 ilustra un ejemplo de malla del resonador concéntrico con material
absorbente, que está formada por elementos hexaédricos cuadráticos. En el contorno
asociado al conducto perforado se superponen los nodos de ambos subdominios, esto
es, el conducto perforado y la cámara exterior con material absorbente, y se acoplan
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mediante la impedancia acústica. Cabe indicar que se ha utilizado una malla tridimen-
sional para esta geometŕıa axisimétrica con el fin de validar el código tridimensional
de elementos finitos implementado durante la realización de la Tesis.

Figura 3.14: Malla de elementos finitos de un resonador concéntrico

con material absorbente.

En lo referente a la impedancia acústica del tubo perforado, se ha considerado la
expresión (2.173) indicada en el caṕıtulo 2 [85],

Z̃p = ρ0c0

(

ξ′p + j0.425k0dh

(

ρ̃

ρ0
− 1

)

F (σ)

)

σ
(3.92)

siendo ξ′p la impedancia acústica adimensional de un orificio en ausencia de mate-
rial absorbente, cuyas partes resistiva y reactiva se calculan mediante las expresiones
(2.133) y (2.135), y F (σ) el factor de corrección que viene dado por la expresión
(2.121).

El material absorbente utilizado en los cálculos es la fibra de vidrio de tipo E, que se
caracteriza mediante las siguientes expresiones [82, 83, 85]

Z̃ = Z0

((

1 + 0.0954

(

fρ0
R

)−0.6687
)

+ j

(

0.1689

(

fρ0
R

)−0.5707
))

(3.93)

k̃ = k0

((

1 + 0.2010

(

fρ0
R

)−0.5829
)

+ j

(

0.2202

(

fρ0
R

)−0.5850
))

(3.94)

Las medidas experimentales se han realizado mediante el método del impulso [34] y
puede encontrarse información detallada en el trabajo de Kirby [82]. La figura 3.15
muestra los resultados obtenidos mediante la aplicación de la continuidad de veloci-
dad, la continuidad de desplazamiento y la medida experimental. La configuración
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considerada es la geometŕıa 1 (véase la tabla 3.1). El conducto perforado tiene un
espesor tp = 0.001 m, el diámetro de los orificios es dh = 0.0035 m y la porosidad
es σ = 26.3%. El flujo medio viene definido por el número de Mach M = 0.15 y el
material absorbente tiene una resistividad de R = 30716 rayl/m. Se puede observar
que hay una concordancia más que aceptable entre los resultados experimentales y los
obtenidos mediante la aplicación de la condición de continuidad de desplazamiento,
algo que no ocurre con la condición de continuidad de velocidad. Los errores experi-
mentales a bajas frecuencias son comunes y aparecen en parte debido a las posibles
reflexiones de ondas en la salida del sistema experimental [82].
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Figura 3.15: TL de resonador concéntrico con material absorbente, geometŕıa 1:

, continuidad de velocidad; , continuidad de desplazamiento;

, medida experimental.

En la figura 3.16 se muestra de nuevo el efecto de la condición asociada al conducto
perforado. Se considera ahora la geometŕıa 2, manteniendo los mismos valores de σ,
dh, tp, R y M . Otra vez se puede comprobar la buena concordancia entre la medida
experimental y los resultados de elementos finitos con condición de continuidad de
desplazamiento. A bajas frecuencias hay poca diferencia entre la condición de velo-
cidad y la de desplazamiento, si bien esta diferencia va aumentando a medida que
se consideran frecuencias más altas. Como se ha indicado en el párrafo anterior la
medida experimental presenta a bajas frecuencias algunas fluctuaciones debido a las
reflexiones de ondas en la salida del sistema experimental.

En la figura 3.17 se estudia el efecto de la variación de la porosidad, que toma los
valores σ = 10%, σ = 15% y σ = 26.3%. El resto de parámetros tienen los valores:
M = 0.15, dh = 0.0035 m, tp = 0.001 m y R = 30716 rayl/m. La geometŕıa consi-
derada es la geometŕıa 1 y se aplica para los cálculos la condición de continuidad de
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Figura 3.16: TL de resonador concéntrico con material absorbente, geometŕıa 2:

, continuidad de velocidad; , continuidad de desplazamiento;

, medida experimental.

velocidad aśı como la de desplazamiento. Se puede observar que a bajas frecuencias
la porosidad casi no afecta a la atenuación, mientras que a medias y altas frecuencias
con mayores porosidades se obtienen mayores niveles de atenuación. La aplicación de
la condición de velocidad produce predicciones de atenuación con niveles mayores en
todo el rango de frecuencias de interés.

Se pretende ilustrar ahora el efecto del flujo en la atenuación. Por ello se consideran
los valores M = 0.1, M = 0.15 y M = 0.2. La figura 3.18 muestra el efecto del flujo
medio, con los valores σ = 26.3%, dh = 0.0035 m, tp = 0.001 m y R = 30716 rayl/m.
Puede comprobarse que a mayor flujo se obtienen menores niveles de atenuación en
todo el rango de frecuencias de interés, tanto para la condición de continuidad de
velocidad como para la asociada a desplazamiento.

3.6. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha llevado a cabo la aplicación del método de elementos finitos
al estudio del comportamiento acústico de silenciadores con material absorbente. Es-
to se justifica, por un lado, debido a la falta de precisión de los modelos de onda
plana presentados en el caṕıtulo anterior y también por la capacidad que posee esta
herramienta cuando se consideran geometŕıas arbitrarias, propiedades no uniformes,
condiciones de contorno complejas, etc. Por otro, como consecuencia de las deficiencias
y carencias encontradas en los programas comerciales en lo referente a la presencia
simultánea de flujo medio, material absorbente y superficies perforadas.
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Figura 3.17: TL de resonador concéntrico con material absorbente, geometŕıa 1,

M = 0.15: , σ = 10%, desplazamiento; , ı́dem, velocidad; , σ = 15%,

desplazamiento; , ı́dem, velocidad; , σ = 26.3%, desplazamiento;

, ı́dem, velocidad.
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Figura 3.18: TL de resonador concéntrico con material absorbente, geometŕıa 1,

σ = 26.3%: , M = 0.10, desplazamiento; , ı́dem, velocidad; , M = 0.15,

desplazamiento; , ı́dem, velocidad; , M = 0.20, desplazamiento;

, ı́dem, velocidad.

En primer lugar se ha considerado la ecuación de ondas convectiva, a la que se ha
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aplicado el método de residuos ponderados y la formulación de Galerkin, considerando
la formulación en presión. Se ha llevado a cabo el acoplamiento de subcomponentes
conectados mediante superficies perforadas y se ha analizado la imposición de las
condiciones de contorno en presencia de flujo medio y dichas superficies. Se han com-
parado los resultados obtenidos mediante la aplicación de la condición de velocidad
y la de desplazamiento con resultados experimentales, mostrando que la condición de
desplazamiento proporciona mayor concordancia con las medidas experimentales.

Se ha estudiado el comportamiento acústico de diversas geometŕıas concretas de si-
lenciadores mediante elementos finitos para demostrar sus caracteŕısticas más impor-
tantes y las limitaciones de los modelos de onda plana. Entre éstas se encuentran
configuraciones puramente reactivas (cámara de expansión simple, cámara reversa y
cámara con doble salida opuesta) y otras con elementos perforados y material absor-
bente.



Caṕıtulo 4
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elementos finitos

Resumen del caṕıtulo:

En este caṕıtulo se lleva a cabo la aplicación del método de elementos finitos al mo-
delado acústico de catalizadores de automoción. Para el modelado del catalizador se
consideran dos procedimientos. Por un lado la técnica 3D conductos/3D monolito,
utilizada habitualmente en la bibliograf́ıa, en la que el modelo de elementos finitos
implica el cálculo del campo acústico tridimensional en el catalizador completo (con-
ductos y monolito). Por otro lado la técnica propuesta en esta Tesis, denominada
3D conductos/1D monolito, en la que la solución del campo acústico puede ser tri-
dimensional en los conductos de entrada y salida, pero no se permite la propagación
de modos de alto orden en el monolito con el fin de reproducir mejor los fenómenos
acústicos que tienen lugar en el interior de los conductos capilares que lo integran.
Los resultados proporcionados por ambas técnicas se comparan con resultados expe-
rimentales obtenidos con una configuración comercial de catalizador. Posteriormente
se aplica el modelo 3D conductos/1D monolito a catalizadores en presencia de flujo
medio. Adicionalmente, se realiza un estudio paramétrico para analizar el efecto de la
porosidad del monolito, su resistividad y la velocidad de flujo medio en la atenuación
acústica.
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4.1. Introducción

Los catalizadores tienen como misión disminuir los elementos contaminantes conteni-
dos en los gases de escape de un veh́ıculo. En los últimos años diversos investigadores
han abordado el modelado acústico de catalizadores debido a que su existencia impli-
ca una influencia no despreciable en el comportamiento acústico de la ĺınea de escape
de los motores de combustión interna alternativos.

En primer lugar, el modelado acústico del catalizador requiere el análisis de la pro-
pagación de ondas en los capilares del monolito. Kirchhoff [86] presentó un modelo
válido teniendo en cuenta el papel que juega la viscosidad y la transferencia de calor
en los conductos capilares. A partir de dicho modelo, Zwikker y Kosten [150] encon-
traron una solución aproximada haciendo algunas simplificaciones para capilares de
sección transversal circular. Selamet et al. [123] utilizaron una técnica, basada en los
resultados de Allard [4], en la que se asume que el comportamiento del monolito es
como el de un fluido equivalente con impedancia y número de onda complejos. La
inclusión del flujo medio en los capilares hace que el problema sea más complejo y
hasta el momento no existe una teoŕıa completa. Dokumaci [52] encontró una solución
anaĺıtica utilizando el procedimiento de Zwikker y Kosten para capilares de sección
transversal circular en presencia de flujo medio. El mismo autor extendió su mode-
lo para el caso de capilares rectangulares considerando una solución desarrollada en
base a una serie de Fourier doble [53]. En segundo lugar, es necesario disponer de
modelos de acoplamiento entre el monolito y los conductos de entrada y salida. Si
bien una posibilidad es recurrir a los modelos de onda plana en los conductos de en-
trada y salida, se puede lograr una mayor precisión recurriendo a modelos basados
en métodos numéricos, tales como el método de elementos finitos [123] y el de ele-
mentos de contorno [145]. Debe tenerse en cuenta que para geometŕıas comerciales y
para frecuencias suficientemente altas, el campo acústico real es tridimensional, con
lo que las predicciones basadas en modelos de onda plana pueden presentar un error
considerable.

En este sentido, Selamet et al. [123] llevaron a cabo la aplicación del método de
elementos finitos a catalizadores en ausencia de flujo medio utilizando el modelo que
en el contexto de esta Tesis se denomina 3D conductos/3D monolito, en el que el
campo acústico puede ser tridimensional en todos los conductos del catalizador inclu-
yendo el monolito. Este modelo es mejorable, teniendo en cuenta las caracteŕısticas
fundamentales unidimensionales de los conductos capilares. En la Tesis se ha propues-
to el denominado modelo 3D conductos/1D monolito, que consiste en la sustitución
del monolito por una matriz de transferencia que asume un comportamiento unidi-
mensional en su interior. Los resultados más relevantes han sido publicados en las
referencias [47, 48].
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4.2. Modelado acústico de catalizadores sin flujo

medio

4.2.1. Modelo 3D conductos/3D monolito

Se utiliza en esta sección una técnica en la que el campo acústico puede ser tridimen-
sional en todos los conductos del catalizador, incluyendo el monolito. La figura 4.1
muestra un esquema del modelo completamente multidimensional (3D conductos/3D
monolito). El medio de propagación en los tubos de entrada y salida es aire con den-
sidad ρ0 y velocidad del sonido c0, mientras que el monolito se caracteriza por los
valores equivalentes ρm y cm [4], que han sido descritos con detalle en el caṕıtulo
2. Se denota mediante Ωa y Ωm el dominio con aire y el dominio del monolito, res-
pectivamente, mientras que Γbc y Γint representan los contornos donde se aplican las
condiciones de frontera y las de acoplamiento, respectivamente.

Γbc Γbc

Aire AireMonolito

ΩmΩa Ωa

Γint

Figura 4.1: Esquema de catalizador asociado al modelo 3D conductos/3D monolito.

La propagación del sonido en el interior del catalizador en ausencia de flujo me-
dio está gobernada por la ecuación de ondas (2.42). Considerando comportamiento
armónico, la ecuación de Helmholtz, en las regiones de entrada y salida puede escri-
birse como

∂2Pa

∂x2
+
∂2Pa

∂y2
+
∂2Pa

∂z2
+

(

ω

c0

)2

Pa = ∇2Pa + k20Pa = 0 (4.1)

donde Pa es la amplitud compleja de presión en el aire y k0 es el número de onda. En
el caso del monolito, modelado como un fluido equivalente, se tiene de forma similar

∂2Pm

∂x2
+
∂2Pm

∂y2
+
∂2Pm

∂z2
+

(

ω

cm

)2

Pm = ∇2Pm + k2mPm = 0 (4.2)
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donde el número de onda equivalente km, definido por km = ω/cm, es complejo y
dependiente de la frecuencia. La velocidad del sonido equivalente se define por la ex-
presión (2.186).

Las condiciones de acoplamiento del campo acústico entre los tubos de entrada y
salida y el monolito están asociadas a la continuidad de presión y de velocidad nor-
mal a la interfase Γint, y pueden expresarse como

Pa = Pm (4.3)

1

ρ0

∂Pa

∂n
= − φ

ρm

∂Pm

∂n
(4.4)

siendo φ la porosidad del monolito.

El método de residuos ponderados implica la multiplicación de las ecuaciones (4.1) y
(4.2) por una función de ponderación Ψ y la integración en el dominio del problema.
A continuación, se aplica el teorema de Green al residuo ponderado, obteniendo para
el aire

∫

Ωa

∇TΨ∇PadΩ − k20

∫

Ωa

ΨPadΩ =

∫

Γa∩Γbc

Ψ
∂Pa

∂n
dΓ +

∫

Γa∩Γint

Ψ
∂Pa

∂n
dΓ (4.5)

y para el monolito

∫

Ωm

∇TΨ∇PmdΩ − k2m

∫

Ωm

ΨPmdΩ =

∫

Γm∩Γint

Ψ
∂Pm

∂n
dΓ (4.6)

El dominio de las regiones de entrada y salida se discretiza en Na
e elementos de

volumen Ωa
e , mientras que el dominio correspondiente al monolito se discretiza en

Nm
e elementos de volumen Ωm

e , y las ecuaciones (4.5) y (4.6) pasan a expresarse
como

Na
e
∑

e=1

∫

Ωe
a

∇TΨ(e)∇P (e)
a dΩ − k20

Na
e
∑

e=1

∫

Ωe
a

Ψ(e)P (e)
a dΩ =

Na
e
∑

e=1

∫

Γ e
a∩Γint

Ψ(e) ∂P
(e)
a

∂n
dΓ

+

Na
e
∑

e=1

∫

Γ e
a∩Γ

bc

Ψ(e) ∂P
(e)
a

∂n
dΓ

(4.7)

Nm
e
∑

e=1

∫

Ωe
m

∇TΨ(e)∇P (e)
m dΩ − k2m

Nm
e
∑

e=1

∫

Ωe
m

Ψ(e)P (e)
m dΩ =

Nm
e
∑

e=1

∫

Γ e
m∩Γint

Ψ(e) ∂P
(e)
m

∂n
dΓ

(4.8)

La interpolación nodal de elementos finitos dentro de un elemento e proporciona, para
el aire,
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P (e)
a = [N ]{P (e)

a } (4.9)

siendo [N ] el vector de funciones de forma y {P (e)
a } los valores nodales. De manera

similar, para el monolito se tiene

P (e)
m = [N ]{P (e)

m } (4.10)

Por otro lado, la utilización de la formulación de Galerkin [107] aproxima la función
de ponderación como

Ψ(e) = [N ]{Ψ(e)} (4.11)

con lo cual el residuo ponderado (4.7) asociado al aire se escribe como

Na
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
a

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k20

∫

Ωe
a

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
a }

−
Na

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a∩Γint

[N ]T
∂P

(e)
a

∂n
dΓ −

Na
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a∩Γ

bc

[N ]T
∂P

(e)
a

∂n
dΓ = 0

(4.12)

mientras que el residuo (4.8), para el monolito, proporciona

Nm
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
m

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k2m

∫

Ωe
m

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
m }

−
Nm

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
m∩Γint

[N ]T
∂P

(e)
m

∂n
dΓ = 0

(4.13)

Si se multiplica la ecuación (4.13) por φρ0/ρm y se añade a la ecuación (4.12) queda

Na
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
a

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k20

∫

Ωe
a

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
a }

+
φρ0
ρm

Nm
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
m

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k2m

∫

Ωe
m

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
m }

−
Na

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a∩Γ

bc

[N ]T
∂P

(e)
a

∂n
dΓ = 0

(4.14)

Debe tenerse en cuenta que el término

Na
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a∩Γint

[N ]T
∂P

(e)
a

∂n
dΓ +

φρ0
ρm

Nm
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
m∩Γint

[N ]T
∂P

(e)
m

∂n
dΓ (4.15)
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se cancela debido a la condición expresada en la ecuación (4.4), motivo por el cual
no aparece en la ecuación (4.14). Tras eliminar los valores nodales de las funciones
de ponderación, ampliar y ensamblar matrices de elemento [149], la ecuación (4.14)
puede escribirse como

(

[K]− ω2 [M ]
)

{P} = {F} (4.16)

con la introducción de las definiciones

[K] =

Na
e
∑

e=1

∫

Ωe
a

∇T [N ]∇[N ]dΩ +
φρ0
ρm

Nm
e
∑

e=1

∫

Ωe
m

∇T [N ]∇[N ]dΩ (4.17)

[M ] =
1

c20

Na
e
∑

e=1

∫

Ωe
a

[N ]T [N ]dΩ +
φρ0
ρm

1

c2m

Nm
e
∑

e=1

∫

Ωe
m

[N ]T [N ]dΩ (4.18)

{F} =

Na
e
∑

e=1

∫

Γ e
a∩Γ

bc

[N ]T
∂P

(e)
a

∂n
dΓ (4.19)

Como solución del problema planteado se obtiene la presión en cada nodo (y cualquier
punto mediante la interpolación) para cada frecuencia de excitación. Para obtener la
velocidad acústica en un punto dado para cualquier frecuencia es necesario utilizar la
ecuación de Euler (2.47) que permite escribir dentro de cada elemento

~U (e) =



















− 1

jρ0ω
∇[N ]{P (e)

a }, enΩa

− 1

jρmω
∇[N ]{P (e)

m }, enΩm

(4.20)

4.2.2. Modelo 3D conductos/1D monolito

El procedimiento mostrado en la sección anterior ha sido utilizado por Selamet et
al. [123] para el modelado acústico de catalizadores de dimensiones transversales re-
ducidas en el rango de bajas frecuencias. En estas condiciones, la propagación es
básicamente unidimensional y los diferentes modelos (elementos finitos y onda pla-
na) tienden a proporcionar resultados similares. Para frecuencias mayores y/o ca-
talizadores de grandes dimensiones, las medidas experimentales realizadas durante
el desarrollo de esta Tesis han puesto de manifiesto que los resultados del modelo
3D/3D son mejorables. Esto parece ser debido, según se sugiere en esta Tesis, a que
los fenómenos de propagación de ondas pueden ser efectivamente tridimensionales en
los conductos de entrada y salida, aśı como en las transiciones troncocónicas. Sin
embargo, la geometŕıa longitudinal de los conductos capilares que forman el monoli-
to solamente permite una propagación de tipo unidimensional (o de onda plana) en
su interior. De esta forma, se justifica la necesidad de desarrollar una metodoloǵıa
basada en el método de elementos finitos que permita acoplar soluciones tridimen-
sionales de la ecuación de ondas en los conductos con soluciones unidimensionales
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de dicha ecuación en el interior del monolito. La figura 4.2 muestra un esquema del
catalizador asociado al modelo 3D conductos/1D monolito. Este modelo consiste en la
sustitución del monolito por una matriz de transferencia que asume comportamiento
acústico unidimensional en su interior [47, 48]. De esta forma, la solución del campo
acústico puede ser tridimensional en los conductos de entrada y salida, pero no se
permite la existencia de modos de alto orden en el monolito, lo cual es consistente
con las caracteŕısticas fundamentalmente unidimensionales de los conductos capilares
que lo integran [52, 53, 110, 131].

Γbc1 Γbc2

Aire Aire

Monolito

Ωa1

[Tm] =

[

Tm
11 Tm

12

Tm
21 Tm

22

]

Ωa2

Γint

Lado 1 Lado 2

Figura 4.2: Esquema de catalizador asociado al modelo 3D conductos/1D monolito.

En la técnica propuesta, se aplica el método de residuos ponderados junto con la
formulación de Galerkin a cada una de las regiones de aire separadas por el monolito.
Para el lado 1 se tiene

Na1
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
a1

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k20

∫

Ωe
a1

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
a1 }

−
Na1

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a1

∩Γ
bc1

[N ]T
∂P

(e)
a1

∂n
dΓ −

Na1
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a1

∩Γint

[N ]T
∂P

(e)
a1

∂n
dΓ = 0

(4.21)

Para el lado 2 resulta

Na2
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
a2

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k20

∫

Ωe
a2

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
a2 }

−
Na2

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a2

∩Γ
bc2

[N ]T
∂P

(e)
a2

∂n
dΓ −

Na2
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a2

∩Γint

[N ]T
∂P

(e)
a2

∂n
dΓ = 0

(4.22)
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El monolito se sustituye por una matriz de transferencia que relaciona las variables
acústicas a ambos lados de éste. La relación entre los campos acústicos de presión y
velocidad a ambos lados del monolito se expresa como

{

Pa1

Ua1

}

=

[

Tm
11 Tm

12

Tm
21 Tm

22

]{

Pa2

Ua2

}

= [Tm]

{

Pa2

Ua2

}

(4.23)

donde la matriz de transferencia del monolito, en ausencia de flujo medio, viene dada
por las expresiones (2.187), (2.339) y (2.340)

[

Tm
]

=

[

Tm
11 Tm

12

Tm
21 Tm

22

]

=







cos(kmLm)
jZm sen(kmLm)

φ
jφ sen(kmLm)

Zm
cos(kmLm)






(4.24)

De la expresión (4.23) se puede escribir

Pa1 = Tm
11Pa2 + Tm

12Ua2 (4.25)

Ua1 = Tm
21Pa2 + Tm

22Ua2 (4.26)

En cada lado del monolito puede relacionarse la presión y la velocidad acústica a
partir de la ecuación de Euler (2.47),

Ua1 =

( −1

jρ0ω

∂Pa1

∂n

)

Ua2 = −
( −1

jρ0ω

∂Pa2

∂n

)

(4.27)

Sustituyendo las expresiones (4.27) en las ecuaciones (4.25) y (4.26), resulta

Pa1 = Tm
11Pa2 − Tm

12

( −1

jωρ0

∂Pa2

∂n

)

(4.28)

−1

jωρ0

∂Pa1

∂n
= Tm

21Pa2 − Tm
22

( −1

jωρ0

∂Pa2

∂n

)

(4.29)

Teniendo en cuenta la ecuación (4.28),

∂Pa2

∂n
=
jωρ0
Tm
12

Pa1 −
jωρ0T

m
11

Tm
12

Pa2 (4.30)

Combinando ahora las ecuaciones (4.29) y (4.30)

∂Pa1

∂n
= −jωρ0T

m
22

Tm
12

Pa1 + jωρ0

(

Tm
11T

m
22

Tm
12

− Tm
21

)

Pa2 (4.31)

Con la introducción de las siguientes definiciones

Π11 = ρ0

(

Tm
22

Tm
12

)

(4.32)

Π12 = ρ0

(

Tm
11T

m
22

Tm
12

− Tm
21

)

(4.33)
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Π21 = ρ0

(

1

Tm
12

)

(4.34)

Π22 = ρ0

(

Tm
11

Tm
12

)

(4.35)

las ecuaciones (4.30) y (4.31) quedan ahora como

∂Pa2

∂n
= jωΠ21Pa1 − jωΠ22Pa2 (4.36)

∂Pa1

∂n
= −jωΠ11Pa1 + jωΠ12Pa2 (4.37)

Si se sustituye la ecuación (4.37) en el lado derecho de la expresión del residuo pon-
derado (4.21), se tiene

Na1
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
a1

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k20

∫

Ωe
a1

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
a1 }

−
Na1

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a1

∩Γ
bc1

[N ]T
∂P

(e)
a1

∂n
dΓ

−
Na1

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a1

∩Γint

[N ]T
(

−jωΠ11P
(e)
a1 + jωΠ12P

(e)
a2

)

dΓ = 0

(4.38)

Tras aplicar la interpolación nodal, y manipular la ecuación anterior, resulta

Na1
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
a1

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k20

∫

Ωe
a1

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
a1 }

+ jωΠ11

Na1
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a1

∩Γint

[N ]T [N ]dΓ{P (e)
a1 }

− jωΠ12

Na1
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a1

∩Γint

[N ]T [N ]dΓ{P (e)
a2 }

−
Na1

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a1

∩Γ
bc1

[N ]T
∂P

(e)
a1

∂n
dΓ = 0

(4.39)

Con la introducción de la nomenclatura

[Ka1] =

Na1
e
∑

e=1

∫

Ωe
a1

∇T [N ]∇[N ]dΩ (4.40)

[Ca1] = Π11

Na1
e
∑

e=1

∫

Γ e
a1

∩Γint

[N ]T [N ]dΓ (4.41)
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[Ma1] =
1

c20

Na1
e
∑

e=1

∫

Ωe
a1

[N ]T [N ]dΩ (4.42)

[Ca1a2] = Π12

Na1
e
∑

e=1

∫

Γ e
a1

∩Γint

[N ]T [N ]dΓ (4.43)

{Fa1} =

Na1
e
∑

e=1

∫

Γ e
a1

∩Γ
bc1

[N ]T
∂P

(e)
a1

∂n
dΓ (4.44)

en la que en este caso, los śımbolos de sumatorio indican ensamblados, la ecuación
(4.39) se puede escribir en forma compacta de la siguiente manera

(

[Ka1] + jω [Ca1]− ω2 [Ma1]
)

{Pa1} − jω [Ca1a2] {Pa2} = {Fa1} (4.45)

Por otro lado si se sustituye la ecuación (4.36) en el lado derecho de la ecuación (4.22),
se obtiene

Na2
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
a2

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k20

∫

Ωe
a2

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
a2 }

−
Na2

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a2

∩Γ
bc2

[N ]T
∂P

(e)
a2

∂n
dΓ

−
Na2

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a2

∩Γint

[N ]T
(

jωΠ21P
(e)
a1 − jωΠ22P

(e)
a2

)

dΓ = 0

(4.46)

Utilizando la interpolación nodal y manipulando la ecuación anterior, queda

Na2
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
(

∫

Ωe
a2

∇T [N ]∇[N ]dΩ − k20

∫

Ωe
a2

[N ]T [N ]dΩ

)

{P (e)
a2 }

+ jωΠ22

Na2
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a2

∩Γint

[N ]T [N ]dΓ{P (e)
a2 }

− jωΠ21

Na2
e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a2

∩Γint

[N ]T [N ]dΓ{P (e)
a1 }

−
Na2

e
∑

e=1

{Ψ(e)}T
∫

Γ e
a2

∩Γ
bc2

[N ]T
∂P

(e)
a2

∂n
dΓ = 0

(4.47)

Si se introduce ahora la siguiente nomenclatura (considerando el ensamblado de ma-
trices de elemento)
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[Ka2] =

Na2
e
∑

e=1

∫

Ωe
a2

∇T [N ]∇[N ]dΩ (4.48)

[Ca2] = Π22

Na2
e
∑

e=1

∫

Γ e
a2

∩Γint

[N ]T [N ]dΓ (4.49)

[Ma2] =
1

c20

Na2
e
∑

e=1

∫
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la ecuación (4.47) ahora queda

(

[Ka2] + jω [Ca2]− ω2 [Ma2]
)

{Pa2} − jω [Ca2a1] {Pa1} = {Fa2} (4.53)

A partir de las ecuaciones (4.45) y (4.53), se puede escribir el sistema de ecuaciones
final como

([

[Ka1] [0]
[0] [Ka2]

]

+ jω

[

[Ca1] −[Ca1a2]
−[Ca2a1] [Ca2]

]

− ω2

[

[Ma1] [0]
[0] [Ma2]

]){

{Pa1}
{Pa2}

}

=

{

{Fa1}
{Fa2}

} (4.54)

que de manera compacta es

(

[Ka] + jω [Ca]− ω2 [Ma]
)

{Pa} = {Fa} (4.55)

4.2.3. Comparación de resultados

Se procede ahora a la aplicación de los modelos previos, con el fin de llevar a cabo
una comparación entre los resultados obtenidos mediante éstos, aśı como con las
predicciones obtenidas mediante la hipótesis de onda plana (en todo el conjunto del
catalizador) y las medidas experimentales. La figura 4.3 ilustra la configuración del
catalizador estudiado. Se muestra asimismo el montaje de dicho catalizador en un
banco de ensayo acústico, que permite la obtención experimental de la matriz de
cuatro polos y el ı́ndice de pérdidas de transmisión en base al método de la función
de transferencia [23, 24]. La medida experimental se realiza a temperatura ambiente
y en ausencia de flujo medio. Las simulaciones de elementos finitos considerando
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los modelos 3D conductos/3D monolito y 3D conductos/1D monolito se llevan a
cabo con los siguientes valores: R = 500 rayl/m, φ = 0.8, µ = 1.802 · 10−5 Pa s,
Cp = 1007 J/(kg K) y κ = 0.02476 W/(m K). Los conductos capilares son de sección
transversal cuadrada de manera que se toma α = 1.07 para evaluar el número de
onda tangencial s mediante la ecuación (2.183). La figura 4.4 muestra las mallas
de elementos finitos consideradas para los modelos 3D/3D y 3D/1D. Dichas mallas
están formadas por elementos tetraédricos cuadráticos, con un tamaño de elemento
que vaŕıa entre 0.0075 m (regiones próximas a la expansión y contracción) y 0.015 m
(zona central del volumen de monolito). En la figura se muestra la geometŕıa completa,
si bien los cálculos se han realizado con un cuarto del modelo, habida cuenta de la
existencia de dos planos de simetŕıa.

Figura 4.3: Catalizador utilizado en las medidas experimentales

y montaje en el banco acústico.

(a) Modelo 3D conductos/3D monolito. (b) Modelo 3D conductos/1D monolito.

Figura 4.4: Mallas de elementos finitos utilizadas.

En la figura 4.5 se presenta la comparación de resultados obtenidos mediante el mode-
lo de onda plana, las simulaciones de elementos finitos 3D conductos/3D monolito y
3D conductos/1D monolito y la medida experimental. Puede comprobarse que existe
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una concordancia razonable de todas las curvas de atenuación en el rango de bajas
frecuencias, de manera que los dos modelos de elementos finitos pueden considerarse
válidos en dicho rango para predecir el comportamiento acústico del catalizador. A
medida que la frecuencia aumenta, sin embargo, los modelos 3D/3D y 3D/1D presen-
tan mayores discrepancias entre śı, y también respecto a la medida experimental. A
partir de 2000 Hz, la atenuación asociada al modelo 3D/3D es más uniforme y no exhi-
be las cúpulas de atenuación observadas tanto en la medida experimental como en los
resultados proporcionados por el modelo 3D/1D propuesto. Este último se comporta
de manera más realista ya que su predicción se asemeja en mayor medida a la curva
de atenuación experimental, reproduciendo las cúpulas de atenuación, cuya presencia
se asocia a resonancias longitudinales de los conductos capilares. De esta manera, el
modelo 3D/1D propuesto presenta mayor concordancia con las medidas, si bien las
diferencias ahora son mayores en comparación con lo observado a frecuencias bajas.
Los motivos de estas desviaciones del modelo 3D/1D respecto a la experimentación
se pueden justificar, al menos parcialmente, en base a las imprecisiones geométricas
de las mallas de elementos finitos utilizadas aśı como por el modelo de monolito des-
crito y los valores utilizados en la simulación (fundamentalmente la resistividad R).
La comparación entre el TL obtenido mediante el modelo 3D/3D sin monolito y el
resto de otros cálculos demuestra que las primeras dos cúpulas de atenuación aparecen
debido al efecto reactivo causado por los cambios de sección en la geometŕıa, mientras
que a medias y altas frecuencias domina el efecto disipativo del monolito.
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Figura 4.5: TL de catalizador: , modelo 3D/3D; , modelo 3D/3D sin

monolito; , modelo 3D/1D; , medida experimental; , onda plana.

La figura 4.6 presenta la influencia de la porosidad del monolito, donde se muestran
resultados de atenuación para los valores φ = 0.7, 0.8 y 0.9. El resto de valores son
los indicados en los resultados anteriores (en concreto, se tiene R = 500 rayl/m). En
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los cálculos se han utilizado de nuevo los modelos 3D/3D y 3D/1D implementados
mediante elementos finitos. Se puede observar que valores bajos de porosidad impli-
can una menor atenuación a bajas frecuencias (primera cúpula de atenuación). Este
resultado es consistente con las predicciones de Selamet et al. [123], que se basan en
que con una reducción de la porosidad se expone menor cantidad de fluido al contacto
con la superficie del capilar, y por tanto se produce menos atenuación de tipo viscoso.
Sin embargo estos resultados parecen seguir la tendencia opuesta a los mostrados por
Dokumaci [52]. Esta aparente contradicción se debe a que en [123] se supone que
la variación de la porosidad φ no produce cambios en la resistividad R, lo cual es
sólo posible si además de la porosidad se modifica otra caracteŕıstica del monolito.
Un análisis más detallado del comportamiento del monolito muestra que existe una
dependencia de R en función de φ según la expresión [11, 110]

R =
8µq2sf
lpφ

(4.56)

donde q, sf y lp son caracteŕısticas del conducto capilar y hacen referencia, respectiva-
mente, a la tortuosidad, el factor de forma y el semilado de la sección transversal. De
esta manera, en los cálculos anteriores se ha asumido que se vaŕıa φ mientras se man-
tiene R constante, lo cual implica la modificación de otra caracteŕıstica del monolito
(por ejemplo, el tamaño de los conductos capilares lp). A partir de la primera cúpu-
la de atenuación, los modelos predicen una influencia más irregular de la porosidad.
Por ejemplo, una menor porosidad tiende a producir los mayores valores máximos
de atenuación en todas las cúpulas, salvo la primera y la tercera. Para frecuencias
alejadas de los máximos relativos, el efecto de la porosidad es el contrario, con mayor
atenuación al aumentar φ. La influencia de la porosidad tiende a ser menor en el rango
de altas frecuencias. En lo que se refiere a la comparación de los modelos 3D/3D y
3D/1D, se observan diferencias importantes en las predicciones a alta frecuencia.

Para estudiar el efecto de la resistividad se consideran los valores R = 500 rayl/m,
R = 750 rayl/m y R = 1000 rayl/m, para un valor constante de porosidad dado por
φ = 0.8. Los resultados de los modelos 3D/3D y 3D/1D se muestran en la figura
4.7. Se puede comprobar que existe una tendencia clara en el ı́ndice de pérdidas
de transmisión del catalizador. El aumento de la resistividad da lugar a una mayor
atenuación en todo el rango de frecuencias, tanto para el modelo 3D/1D como para
el modelo 3D/3D. A frecuencias bajas la influencia de la resistividad es menor y, tal
como se espera, ambos modelos producen resultados similares.

4.3. Modelado acústico de catalizadores con flujo

medio

En base a los resultados en ausencia de flujo medio obtenidos en la sección anterior,
se ha concluido que el modelo cuyas predicciones presentan mayor concordancia en
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Figura 4.6: TL de catalizador para diferentes valores de porosidad del monolito:

, φ = 0.7, modelo 3D/1D; , ı́dem, modelo 3D/3D; , φ = 0.8, modelo

3D/1D; , ı́dem, modelo 3D/3D; , φ = 0.9, modelo 3D/1D; , ı́dem,

modelo 3D/3D.
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Figura 4.7: TL de catalizador para diferentes valores de resistividad del monolito:

, R = 500 rayl/m, modelo 3D/1D; , ı́dem, modelo 3D/3D; , R = 750

rayl/m, modelo 3D/1D; , ı́dem, modelo 3D/3D; , R = 1000 rayl/m, modelo

3D/1D; , ı́dem, modelo 3D/3D.

comparación con los resultados experimentales es el propuesto en esta Tesis, denomi-
nado 3D conductos/1D monolito. Se plantea ahora el problema asociado al desarrollo
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e implementación de un modelo basado en elementos finitos que permita la considera-
ción de flujo medio. En este caso, no se han encontrado referencias que proporcionen
propiedades equivalentes para el monolito, tales como cm y ρm, cuando existe flujo
medio. Por este motivo, es dif́ıcil llevar a cabo la implementación de un modelo 3D
conductos/3D monolito, lo cual, por otro lado, no es especialmente preocupante ha-
bida cuenta de la poca precisión de este tipo de modelado en el rango de medias y
altas frecuencias. Afortunadamente, existen diversos trabajos [52, 53] en los que se ha
llevado a cabo la deducción de la matriz de transferencia para conjuntos de conductos
capilares con flujo medio en su interior. Parte de dichos trabajos se han mostrado
en la sección 2.8.2. Por tanto, se dispone de información matricial adecuada para su
inclusión en un modelo del tipo 3D/1D que permita considerar la influencia del flujo.
Este tipo de aproximación al problema tiene gran potencial, si se tienen en cuenta los
resultados mostrados en la sección 4.2.3.

4.3.1. Modelo 3D conductos/1D monolito

Tal como se ha indicado, en presencia de flujo medio se aplica un procedimiento
idéntico al utilizado en la sección 4.2.2. Para el modelado acústico del monolito se
utiliza el modelo de Dokumaci [52, 53], y por tanto la ecuación (4.24) se sustituye
ahora por la ecuación (2.236)

[Tm] =
[

Tcon
] [

Tmon

] [

Texp
]

(4.57)

donde [Tcon] es la matriz de transferencia entre la interfase del lado 1 y la entrada
del monolito (contracción), [Tmon] es la matriz de transferencia del monolito y [Texp]
es la matriz de transferencia que relaciona las variables acústicas entre la interfase
del lado 2 y la salida del monolito (expansión). Cabe indicar que las matrices [Tcon],
[Texp] y [Tmon], como se ha visto en la sección 2.8.2, vienen dadas por las expresiones
(2.229), (2.235) y (2.237), respectivamente.

4.3.2. Aplicaciones

En esta sección se aplica el modelo 3D conductos/1D monolito a un catalizador
bicónico tridimensional en presencia de flujo medio. Las dimensiones utilizadas son
L1 = L4 = 0.05 m, L2 = L3 = 0.03 m, Lm = 0.135 m, R1 = 0.0268 m y R2 = 0.0886
m, idénticas a las de la geometŕıa de la sección 2.10.7, cuyo TL se obtuvo en base al
modelo de onda plana tanto para capilares de sección transversal circular como para
capilares de sección transversal cuadrada, ambos casos en presencia de flujo medio.
La figura 4.8 muestra la malla tridimensional de elementos finitos utilizada en los
cálculos, que está formada por hexaedros cuadráticos. Las herramientas basadas en
el método de elementos finitos que se han desarrollado en esta Tesis permiten la con-
sideración de configuraciones tridimensionales y también axisimétricas, con vistas a
reducir el coste computacional. Si bien la geometŕıa mostrada en la figura 4.8 presenta
simetŕıa de revolución, se ha optado en este caso por mostrar la malla y los resulta-
dos asociados a una simulación tridimensional completa (que lógicamente concuerdan
con los resultados del modelo axisimétrico). Dada la existencia de infinitos planos de
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simetŕıa de la configuración de catalizador considerada, se ha optado por modelar un
cuarto del dominio, como solución de compromiso entre el coste computacional y los
aspectos puramente estéticos asociados a la figura 4.8.

Figura 4.8: Malla tridimensional de elementos hexaédricos cuadráticos de un

catalizador bicónico, modelo 3D/1D.

La figura 4.9 presenta la evaluación del TL mediante el modelo 3D conductos/1D
monolito. Se incluyen además los cálculos realizados en base al modelo de onda plana
presentado en la sección 2.10.7. El valor del flujo medio en los conductos de entrada y
salida, utilizado para las simulaciones, tiene los números de MachM = 0.1,M = 0.15
y M = 0.2, y la porosidad viene dada por el valor φ = 0.8. Los capilares son de
sección transversal circular y el valor del área transversal de cada uno es de 10−6 m2.
Se puede observar que los resultados obtenidos mediante el modelo 3D/1D tienen las
mismas tendencias que los proporcionados por el modelo de onda plana, es decir, con
el aumento del flujo medio se produce un desplazamiento de las curvas de atenuación
hacia frecuencias más bajas. Si bien este efecto convectivo es captado por ambos
modelos, cuantitativamente las predicciones de éstos son muy dispares, observándose
una subestimación de la atenuación por parte del modelo de onda plana.

En la figura 4.10 se muestra el efecto de la velocidad de flujo medio en la atenuación
acústica para la geometŕıa estudiada en el caso anterior utilizando los mismos valores
de M y φ. La única diferencia consiste en que ahora el monolito está construido con
capilares de sección transversal cuadrada, cuyo lado es de 10−3 m. Se puede observar
que los comentarios anteriores, para el caso del catalizador con capilares circulares,
son aplicables en el sentido de que el efecto convectivo del flujo desplaza las curvas
de atenuación.

4.4. Conclusiones

Se ha llevado a cabo el desarrollo y implementación de dos técnicas basadas en el
método de elementos finitos para la simulación del comportamiento acústico de ca-
talizadores de automoción. Por un lado el denominado modelo 3D conductos/3D
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Figura 4.9: TL de catalizador bicónico para diferentes valores de flujo medio,

capilares circulares: , M = 0.1, modelo 3D/1D; , ı́dem, onda plana; ,

M = 0.15, modelo 3D/1D; , ı́dem, onda plana; , M = 0.2, modelo 3D/1D;

, ı́dem, onda plana.
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Figura 4.10: TL de catalizador bicónico para diferentes valores de flujo medio,

capilares cuadrados: , M = 0.1, modelo 3D/1D; , ı́dem, onda plana; ,

M = 0.15, modelo 3D/1D; , ı́dem, onda plana; , M = 0.2, modelo 3D/1D;

, ı́dem, onda plana.

monolito, habitual en la bibliograf́ıa, en el que se supone propagación tridimensio-
nal en todo el volumen del catalizador (conductos y monolito), y por otro el modelo
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propuesto en la Tesis, 3D conductos/1D monolito, que considera propagación unidi-
mensional en los capilares del monolito.

Se han aplicado los dos modelos a una configuración comercial de catalizador, com-
parando los resultados proporcionados por ambos con resultados experimentales ob-
tenidos en un banco de ensayos acústicos, mostrando que la metodoloǵıa propuesta
presenta una mayor concordancia. Además, se ha analizado el efecto de la porosidad
del monolito y su resistividad en la atenuación acústica.

Posteriormente, y aprovechando las prestaciones del modelado 3D/1D, se ha imple-
mentado una herramienta para la simulación del comportamiento acústico de catali-
zadores en presencia de flujo medio. Finalmente se ha aplicado dicha herramienta a
un catalizador de geometŕıa bicónica, mostrando el efecto que tiene la velocidad de
flujo medio en la atenuación acústica.

Parte de los resultados presentados en este caṕıtulo han sido publicados en las re-
ferencias [47, 48].



Caṕıtulo 5

Modelado acústico de

silenciadores mediante

técnicas anaĺıticas modales

multidimensionales

Resumen del caṕıtulo:

En este caṕıtulo se presenta el tratamiento anaĺıtico modal multidimensional de la
ecuación de ondas en conductos. Se consideran geometŕıas rectangulares, circulares
y cónicas. Posteriormente se presentan los fundamentos del método de ajuste modal,
detallando la formulación matemática asociada y las caracteŕısticas más importantes
de las integrales vinculadas a dicho método. Se detalla el modelado de configuraciones
clásicas como el silenciador de cámara de expansión simple y el de cámara reversa.
Como contribución de la Tesis, se desarrollan las ecuaciones de ajuste modal en el
modelado tridimensional de silenciadores reactivos (cámara con doble salida opuesta)
y disipativos (cámara reversa con material absorbente y placa perforada), analizando
el efecto en la atenuación acústica de los parámetros más relevantes como la posición
relativa de los conductos, la porosidad de las superficies perforadas y la resistividad
del material absorbente. Los resultados obtenidos mediante ajuste modal se validan
mediante cálculos realizados con el método de elementos finitos.
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5.1. Introducción

La problemática actual del diseño de silenciadores de escape precisa de soluciones
que incorporen herramientas de cálculo rápidas y fiables, con resultados aceptables
hasta frecuencias relativamente elevadas y que tengan en cuenta, siquiera aproxima-
damente, los efectos tridimensionales del campo acústico en el interior del silenciador.
Estos requisitos no pueden cumplirse de forma suficientemente satisfactoria mediante
los modelos de onda plana, tratados en el caṕıtulo 2. El requisito en términos de fre-
cuencia implica el uso de modelos numéricos multidimensionales que no siempre son
aplicables a problemas prácticos de diseño por su coste computacional. En respuesta
a estos condicionantes, en las últimas dos décadas se ha trabajado de forma intensa
en el desarrollo de métodos modales anaĺıticos que, por una parte, incorporen sufi-
ciente información sobre el comportamiento frecuencial del silenciador sin precisar de
un cálculo numérico multidimensional y, por otra, permitan extender técnicas previa-
mente desarrolladas para la introducción de términos disipativos.

Uno de los aspectos más importantes en los silenciadores de motores de combus-
tión interna alternativos es la utilización de cambios de sección, a menudo abruptos
[94]. En la proximidad de los cambios de sección, el campo acústico es necesariamente
tridimensional, incluso a baja frecuencia, dado que tiene lugar la generación de mo-
dos evanescentes [75–77, 114]. El campo de presiones y velocidades acústicas ha de
ser continuo, pero un modelo de onda plana es incapaz de satisfacer esta continuidad.
Un caso especialmente interesante es el de la cámara doble [126], en el que la gene-
ración de modos evanescentes es tan importante que los modelos de onda plana sin
corrección son incapaces de predecir el comportamiento acústico de forma adecuada
incluso a frecuencias muy bajas . La aplicación de los modelos de onda plana se ha
generalizado durante décadas por su bajo coste computacional, pero los resultados
sólo son válidos por debajo de la primera frecuencia de corte e incluso, a menudo,
un valor menor debido a la presencia de modos evanescentes. Por tanto, se plantea
ahora la obtención de mejores resultados en un rango de frecuencias mayor, en base
a modelos multidimensionales de tipo anaĺıtico.

Tres son las posibilidades que se encuentran habitualmente en la bibliograf́ıa: el méto-
do de excitación puntual [42, 78, 79], el método del pistón [66, 67, 80, 81] y el método
de ajuste modal [20, 41, 55, 121]. El primero de ellos es el más simple, y por este
motivo tiene menor precisión. En éste, los tubos de entrada y salida del silenciador
no son considerados en el análisis como tales, sino que son sustituidos por fuentes
puntuales de excitación. Esta simplificación parte de la hipótesis de que estos con-
ductos son pequeños en comparación con las dimensiones globales del silenciador y
con la longitud de onda más pequeña considerada en el análisis (asociada a la máxi-
ma frecuencia de interés). El método del pistón tiene en cuenta las discontinuidades
asociadas a la expansión y la contracción mediante la sustitución de los conductos de
entrada y salida por pistones de dimensión finita cuyo movimiento excita el sistema.
En este procedimiento se trabaja con presiones promediadas en las secciones de los
pistones y por tanto, a priori, cabe esperar una precisión mayor que en el caso de exci-
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tación puntual. La técnica de ajuste modal presenta un planteamiento más completo,
dado que considera el dominio completo formado por todos los conductos y cámaras
que forman el silenciador. Tiene su punto de partida en las caracteŕısticas modales
de propagación de cada elemento por separado y lleva a cabo el acoplamiento en las
discontinuidades geométricas considerando las condiciones de continuidad del campo
acústico en éstas, de manera que puede considerarse como una técnica de subestruc-
turación modal. La consideración de todos los componentes del silenciador da lugar
a resultados más precisos, que sin embargo implican un ligero incremento del coste
computacional.

Por su mayor precisión, la técnica de ajuste modal ha recibido mayor atención, apli-
cada a silenciadores circulares. Cabe destacar trabajos como el de Sharkawy y Nayfeh
[55], relacionado con la cámara de expansión simple, y el de Åbom [20], aplicado a
cámaras con conductos extendidos. Un grupo de investigación relevante que trabaja
de forma intensa en la aplicación de la técnica de ajuste modal a silenciadores circu-
lares es el del profesor Selamet. Selamet y Radavich [121] estudian de forma detallada
el comportamiento de cámaras de expansión concéntricas en función de su longitud,
incluyendo validaciones numéricas mediante elementos de contorno y medidas experi-
mentales. Este trabajo se generaliza a cámaras de expansión con tubos descentrados
en las publicaciones posteriores de Selamet y Ji [117], Selamet et al. [124], con las
oportunas validaciones numéricas y experimentales. El silenciador con tubos exten-
didos es estudiado por Selamet y Ji [119], en cuyo trabajo se proponen criterios de
diseño en base a la longitud de los conductos para optimizar la atenuación. Selamet
y Ji [120] analizan en detalle el silenciador circular con salida doble que, en compa-
ración con la cámara de expansión simple, presenta un mejor comportamiento en lo
referente a ruido de flujo y pérdida de carga, con una ligera reducción de la atenua-
ción. El silenciador con doble salida opuesta se ha estudiado durante el desarrollo
de la Tesis y los resultados más relevantes se han publicado en el trabajo [6]. Dicha
configuración presenta un comportamiento que puede variar desde el asociado a una
cámara de expansión simple hasta el de una cámara reversa. La utilización de doble
salida aporta una potencial reducción en la pérdida de carga y el ruido del flujo [120].

Selamet y Ji [118] estudian la cámara reversa, caracterizada por tener los conduc-
tos de entrada y salida en el mismo lado del silenciador, realizando una comparación
con el método del pistón. La concordancia entre el método de ajuste modal y el de
elementos de contorno es excelente, pero los autores detectan diferencias en compa-
ración con el método del pistón. La cámara reversa con material absorbente y placa
perforada se ha estudiado en la referencia [7], publicada durante la realización de
esta Tesis, mostrando el efecto favorable de la introducción de la fibra en la cámara
reversa.
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5.2. Acústica tridimensional de conductos

En general los silenciadores pueden considerarse formados por diferentes conductos, y
por tanto es importante la caracterización de su comportamiento acústico mediante la
resolución de la ecuación de ondas en su interior. Existen varios trabajos en los que se
lleva a cabo la obtención de esta solución de forma anaĺıtica para el caso de conductos
de sección transversal rectangular [31, 94] y circular [2, 93, 109]. Cabe indicar que el
grado de dificultad del problema crece a medida que se incluyen fenómenos como la
presencia de flujo medio y materiales absorbentes. En este caṕıtulo se va a proceder
a la resolución de la ecuación de ondas (2.42) para el caso de conductos de sección
transversal uniforme de tipo rectangular y circular, aśı como para conductos de sección
no uniforme con geometŕıa troncocónica. Para secciones transversales arbitrarias no es
posible disponer de la solución anaĺıtica, por lo que se recurre al método de elementos
finitos. En todo el estudio llevado a cabo, se consideran conductos con paredes externas
ŕıgidas.

5.2.1. Conductos rectangulares

Considérese el conducto rectangular mostrado en la figura 5.1, con su sistema carte-
siano de coordenadas asociado.

x

y

z

Ly

Lx

Figura 5.1: Conducto con sección transversal rectangular.

La ecuación de ondas (2.42), en su versión armónica (2.43), puede ser expresada como

∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
+
∂2P

∂z2
+ k20P = 0 (5.1)

En base al método de separación de variables [137], es posible escribir

P (x, y, z) = X (x)Y (y)Z (z) (5.2)

y combinando (5.2) con (5.1), resulta

1

X

d2X

dx2
+

1

Y

d2Y

dy2
+

1

Z

d2Z

dz2
+ k20 = 0 (5.3)
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donde el primer término es solamente función de x, el segundo de y y el tercero de z.
De esta manera, cada uno de ellos ha de ser constante, cumpliéndose que

1

X

d2X

dx2
= −k2x (5.4)

1

Y

d2Y

dy2
= −k2y (5.5)

1

Z

d2Z

dz2
= −k2z (5.6)

siendo kx, ky y kz los números de onda en las direcciones x, y y z. A partir de la
ecuación (5.3), es obvio que debe satisfacerse la relación

k20 = k2x + k2y + k2z (5.7)

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias (5.4)-(5.6) son, respectiva-
mente

X (x) = B1 cos (kxx) +B2 sen (kxx) (5.8)

Y (y) = C1 cos (kyy) + C2 sen (kyy) (5.9)

Z (z) = A+e−jkzz +A−ejkzz (5.10)

Estas tres últimas soluciones son equivalentes, pero las ecuaciones (5.8) y (5.9) son
más adecuadas a la hora de considerar las condiciones de contorno. Para el caso de
conducto ŕıgido, éstas se derivan del hecho de que la velocidad acústica normal al
contorno es nula, de modo que considerando la ecuación de Euler (2.28), se obtiene

∂P

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0
∂P

∂x

∣

∣

∣

∣

x=Lx

= 0 (5.11)

∂P

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= 0
∂P

∂y

∣

∣

∣

∣

y=Ly

= 0 (5.12)

Se deduce por tanto que B2 = C2 = 0, y los números de onda vienen dados por
kx = mπ/Lx y ky = nπ/Ly con m, n = 0, 1, 2, ... Los valores de m y n indican
el número de veces que se anula la distribución de presión (nodos de presión) en la
sección transversal del conducto según las direcciones x e y, respectivamente. De esta
forma, en base al desarrollo previo puede escribirse

X (x)Y (y)Z (z) = A+
m,n cos

(

mπx

Lx

)

cos

(

nπy

Ly

)

e−jkz,m,nz

+A−

m,n cos

(

mπx

Lx

)

cos

(

nπy

Ly

)

ejkz,m,nz

(5.13)
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siendo el número de onda axial kz,m,n

kz,m,n =

√

k20 −
(

mπ

Lx

)2

−
(

nπ

Ly

)2

(5.14)

La solución general de la ecuación de Helmholtz (5.1) viene dada por

P (x, y, z) =

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

(

A+
m,n cos

(

mπx

Lx

)

cos

(

nπy

Ly

)

e−jkz,m,nz

+A−

m,n cos

(

mπx

Lx

)

cos

(

nπy

Ly

)

ejkz,m,nz

)

(5.15)

Puede comprobarse que para m = n = 0, la distribución de presión es constante,
correspondiendo este modo de propagación a una onda plana. En cualquier otro caso,
se utiliza la denominación de modo de alto orden [94].

Condiciones de propagación

Pese a que inicialmente cualquier modo es posible, la propagación de un modo concreto
(m,n) tiene lugar cuando su número de onda kz,m,n es real. En caso contrario, y a
la vista de la ecuación (5.13), el modo sufre una atenuación exponencial, y recibe el
nombre de modo evanescente [101]. Para una frecuencia angular dada ω, es posible
averiguar qué modos presentarán propagación y cuales serán de tipo evanescente.
Dado que el número de onda ha de ser real para que ocurra la primera situación,
según la ecuación (5.14) deberá satisfacerse que

k2z,m,n = k20 −
(

mπ

Lx

)2

−
(

nπ

Ly

)2

> 0 (5.16)

de donde se comprueba que el modo de onda plana siempre se propaga, y la pro-
pagación de los modos de alto orden depende de la frecuencia y las dimensiones del
conducto. Para un conducto de dimensiones dadas, la frecuencia a la que un modo
empieza a propagarse se denomina frecuencia de corte fc. De la ecuación anterior se
deduce que

k0 =
ω

c0
=

2πf

c0
>

√

(

mπ

Lx

)2

+

(

nπ

Ly

)2

(5.17)

y la frecuencia de corte se obtiene reemplazando la desigualdad por una relación de
igualdad. Como ejemplo, considérese que Lx > Ly. El primer modo de alto orden que
inicia su propagación es el correspondiente a (m,n) = (1, 0), y su frecuencia de corte
vendrá dada por

fc,1,0 =
c0
2Lx

(5.18)

La figura 5.2 muestra los primeros modos de presión transversales definidos por la
combinación de las soluciones (5.8) y (5.9) para un conducto rectangular de paredes
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ŕıgidas con dimensiones Lx = 0.1 m y Ly = 0.16 m. También se incluyen las frecuen-
cias de corte asociadas (con c0 = 340 m/s), obtenidas a partir de la ecuación (5.17).

5.2.2. Conductos circulares

Los conductos de sección circular son ampliamente utilizados en los silenciadores de
escape, por lo que es importante conocer su comportamiento acústico. La figura 5.3
muestra una sección transversal circular, con el sistema de coordenadas ciĺındrico
asociado.

Con el fin de facilitar la solución de la ecuación de Helmholtz, es conveniente que
las condiciones de contorno asociadas a la pared del conducto puedan imponerse de
manera sencilla. En coordenadas ciĺındricas, la ecuación de Helmholtz (2.43) viene
dada por

∂2P

∂r2
+

1

r

∂P

∂r
+

1

r2
∂2P

∂θ2
+
∂2P

∂z2
+ k20P = 0 (5.19)

La aplicación del método de separación de variables proporciona en este caso

P (r, θ, z) = R (r)Θ (θ)Z (z) (5.20)

Introduciendo la expresión (5.20) en (5.19), resulta

1

R

(

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr

)

+
1

r2Θ

d2Θ

dθ2
+

1

Z

d2Z

dz2
+ k20 = 0 (5.21)

Se procede ahora como en el caso del conducto rectangular, de manera que para la
componente axial resulta (1/Z)(d2Z/dz2) = −k2z , cuya solución viene dada por la
ecuación (5.10). Para el campo circunferencial Θ se obtiene [31]

Θ = e±jmθ (5.22)

siendo m el número modal circunferencial, que indica el número de ĺıneas nodales dia-
metrales. Los signos + y − de la ecuación anterior corresponden a la rotación definida
por θ en sentido negativo y positivo, respectivamente. Introduciendo en la ecuación
(5.21) las soluciones axial y circunferencial, se obtiene la expresión a satisfacer por
R(r),

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+

(

k20 − k2z −
(m

r

)2
)

R = 0 (5.23)

en la que, definiendo el número de onda radial k2r = k20 − k2z , se obtiene

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+

(

k2r −
(m

r

)2
)

R = 0 (5.24)

Realizando el cambio de variable r → krr, resulta la ecuación de Bessel de orden m
en su forma estándar [109], cuya solución puede expresarse como
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fc,0,0 = 0 Hz. fc,0,1 = 1062.5 Hz. fc,0,2 = 2125 Hz.

fc,1,0 = 1700 Hz. fc,1,1 = 2004.7 Hz. fc,1,2 = 2721.3 Hz.

fc,2,0 = 3400 Hz. fc,2,1 = 3562.1 Hz. fc,2,2 = 4009.4 Hz.

Figura 5.2: Primeros modos transversales de presión y frecuencias

asociadas de un conducto rectangular.
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x

y

z

R0
θ

r

Figura 5.3: Sección transversal circular.

R (r) = C1Jm (krr) + C2Ym (krr) (5.25)

donde Jm e Ym son las funciones de Bessel de orden m de primera y segunda especie,
respectivamente. La función Ym tiende a infinito cuando su argumento es nulo, por lo
que no se incluye en la ecuación (5.25) para secciones circulares que contienen el origen
de coordenadas. En el caso de conductos anulares, es necesaria su consideración. La
evaluación de kr se lleva a cabo considerando la condición de pared ŕıgida (velocidad
acústica radial nula en r = R0), de manera que a partir de la ecuación de Euler (2.28),
queda

∂Jm (krr)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R0

= 0 (5.26)

cuyas ráıces proporcionan los números de onda radiales kr,m,n, para m, n = 0, 1, 2, ...
El entero n denota el número modal radial, que indica el número de circunferencias
nodales. Introduciendo la notación

αm,n = kr,m,nR0 (5.27)

el cálculo de ráıces (o autovalores) se lleva a cabo ahora mediante la expresión

∂Jm ((αm,n/R0) r)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R0

= 0 (5.28)

de manera que los valores αm,n, para m, n = 0, 1, 2, ..., son constantes independien-
tes de R0. Para el caso en que m = n = 0, se tiene que αm,n = 0, la función de
Bessel J0 (0) = 1 y por tanto la distribución de presión es constante, obteniendo en
consecuencia propagación en forma de onda plana. Los primeros valores de las ráıces
αm,n se muestran en la tabla 5.1.

En base a los resultados anteriores, la solución general de la ecuación de Helmholtz
(5.19) viene dada por
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Jm

n J0 J1 J2 J3 J4 J5

0 0 1.84 3.05 4.20 5.32 6.42

1 3.83 5.33 6.71 8.02 9.29 10.52

2 7.01 8.54 9.97 11.35 12.68 13.99

3 10.17 11.71 13.17 14.59 15.96 17.31

4 13.32 14.86 16.35 17.79 19.20 20.58

5 16.47 18.01 19.51 20.97 22.40 23.80

6 19.62 21.16 22.67 24.14 25.59 27.01

7 22.76 24.31 25.82 27.31 28.77 30.20

Tabla 5.1: Autovalores αm,n de una sección circular.

P (r, θ, z) =

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

Jm

(

αm,n

R0
r

)(

(

A+
m,ne

−jmθ +A−

m,ne
jmθ
)

e−jkz,m,nz

+
(

B+
m,ne

−jmθ +B−

m,ne
jmθ
)

ejkz,m,nz

)

(5.29)

Esta expresión admite diversas reordenaciones que conducen a soluciones equivalentes
[117, 120].

Condiciones de propagación

La determinación de las condiciones a satisfacer para que se produzca la propagación
de un modo (m,n) se realiza de forma similar al caso rectangular. El número de onda
axial kz,m,n debe ser real, y por tanto ha de verificarse la relación

k2z,m,n = k20 − k2r,m,n > 0 (5.30)

De manera análoga al caso rectangular, la ecuación anterior es equivalente a

k0 =
2πf

c0
> kr,m,n =

αm,n

R0
(5.31)

Cabe considerar en este caso dos posibilidades:

El conducto, por la excitación a la que se ve sometido y/o por su conexión a otros
elementos, no presenta simetŕıa de revolución. En este caso, en vista de la tabla
5.1, el primer modo de alto orden que se propaga es el modo (m,n) = (1, 0),
para el que α1,0 = 1.84.

Existe axisimetŕıa, y por tanto la propagación de los modos con m 6= 0 no es
posible. En este caso, el primer modo de alto orden que se propaga viene dado
por (m,n) = (0, 1), y su frecuencia de corte se obtiene con α0,1 = 3.83.
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En estas condiciones, a partir de la ecuación (5.31) resultan las frecuencias de corte

fc,1,0 =
1.84c0
π2R0

Modos asimétricos

fc,0,1 =
3.83c0
π2R0

Modos axisimétricos

(5.32)

A modo de ejemplo, un conducto con R0 = 0.09 m tiene las frecuencias de corte
fc,1,0 = 1107.1 Hz y fc,0,1 = 2304.3 Hz. La figura 5.4 muestra los primeros modos de
presión transversales indicados en la expresión (5.29) para dicho conducto. También
se incluyen las frecuencias de corte asociadas, obtenidas a partir de la ecuación (5.31).

5.2.3. Conductos cónicos

Hasta ahora se han considerado exclusivamente conductos en los que la sección trans-
versal permanece constante a lo largo de la dirección axial de éstos. Sin embargo, es
usual encontrar elementos del sistema de escape en los que aparecen conductos de sec-
ción variable, también conocidos como no uniformes [116, 139, 140]. Las geometŕıas no
uniformes pueden ser de diversos tipos, tales como cónicas, exponenciales, hiperbóli-
cas, etc., de manera que se puede definir una relación entre la sección transversal y
la coordenada axial. Los conductos cónicos son de interés por su utilización práctica
en elementos de transición geométrica, fundamentalmente en catalizadores pero tam-
bién en silenciadores y por ello son tratados en esta Tesis. Dichos conductos permiten
una adaptación suave del flujo, reduciendo el impacto de fenómenos de separación y
pérdida de carga. Además, tienen un efecto notable en las caracteŕısticas del campo
acústico. En lo referente a la caracterización numérica de conductos de sección no
uniforme, que en este caso es especialmente útil por la dificultad matemática asocia-
da, hay ciertas referencias especialmente interesantes, como el trabajo de Eversman
y Astley [57] y Eversman et al. [58], donde se considera el método de residuos pon-
derados para analizar el comportamiento acústico de conductos de sección variable
con flujo medio. De igual manera, Astley y Eversman [10] estudian el mismo tipo de
problema mediante el método de elementos finitos. El modelado numérico se ha lleva-
do a cabo en el caṕıtulo 3, de manera que aqúı se pretende definir una estrategia de
trabajo basada en soluciones anaĺıticas, por su menor coste computacional y por pro-
porcionar información relevante sobre las caracteŕısticas modales del sistema acústico
estudiado. Cabe indicar que los trabajos encontrados en la literatura suelen tratar el
problema de forma aproximada cuando se pretende encontrar soluciones anaĺıticas.
Por ejemplo, en el art́ıculo de Easwaran y Munjal [54] se realiza un estudio exhausti-
vo del comportamiento acústico de conductos cónicos y exponenciales, y silenciadores
que incluyen este tipo de conductos, pero el planteamiento es de tipo unidimensional,
de manera que no se tiene en cuenta la presencia de modos de alto orden. El mismo
tipo de planteamiento se encuentra en el libro de Munjal [94], aśı como en los trabajos
de Selamet et al. [122, 123], relacionados con el análisis de la propagación de ondas



5.2. Acústica tridimensional de conductos 155

fc,0,0 = 0 Hz. fc,0,1 = 2304.3 Hz. fc,0,2 = 4216.8 Hz.

fc,1,0 = 1107.1 Hz. fc,1,1 = 3205.6 Hz. fc,1,2 = 5132.3 Hz.

fc,2,0 = 1836.3 Hz. fc,2,1 = 4032.1 Hz. fc,2,2 = 5994.1 Hz.

Figura 5.4: Primeros modos transversales de presión y frecuencias

asociadas de un conducto circular.

sonoras en catalizadores de sistemas de escape y tubos de Venturi. Algunos trabajos
[37, 38, 51] mejoran la solución anaĺıtica basada en onda plana mediante la considera-
ción de modelos de propagación esférica sin dependencia acimutal, incluyendo además
la presencia de flujo medio. Sin embargo, la consideración de la tridimensionalidad del
campo acústico es importante dado que los modelos previos no son precisos en todo el
rango de frecuencias de interés ni para ciertas configuraciones geométricas en las que
los modos transversales ganan importancia. Tal tipo de enfoque puede encontrarse en
algunas referencias de propagación de ondas electromagnéticas [115], y más recien-
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temente en problemas acústicos. En el art́ıculo de Pagneux et al. [97] se analiza la
propagación acústica en conductos de sección variable mediante superposición modal,
Utsumi [139, 140] aplica el mismo tipo de formulación para acoplar conductos de sec-
ción constante con conductos de sección variable, y en el trabajo de Willatzen [143] se
incluye la presencia de flujo medio. Denia et al. [43, 45] estudian el comportamiento
acústico tridimensional de silenciadores de tipo cónico mediante la técnica de ajuste
modal. Como punto de partida se toma la solución modal de la ecuación de ondas
que se muestra a continuación. Esta información se utilizará en el próximo caṕıtulo,
dedicado al modelado anaĺıtico multidimensional de catalizadores.

La figura 5.5 muestra un conducto de geometŕıa troncocónica, de radio menor RB1,
radio mayor RB2 y semiángulo de apertura θ0. En este caso, es útil considerar un sis-
tema de referencia de tipo esférico, definido por la coordenada radial r, la coordenada
cenital θ y la coordenada acimutal φ, cuyo origen se encuentra en el vértice del cono.

x

y

zφ

θ

RB1 r

θ0

RB2

Figura 5.5: Conducto troncocónico.

En este caso, la ecuación de Helmholtz (2.43) puede expresarse como [139, 143]

∂2P

∂r2
+

2

r

∂P

∂r
+

1

r2
∂2P

∂θ2
+

cot θ

r2
∂P

∂θ
+

1

r2 sen2 θ

∂2P

∂φ2
+ k20P = 0 (5.33)

Aplicando el método de separación de variables, puede plantearse para el campo de
presión

P (r, θ, φ) = R (r)Θ (θ) Φ (φ) (5.34)

La solución acimutal permite considerar variaciones de presión de tipo no axisimétrico,
como en el caso considerado en conductos circulares. De esta forma, en base a la
ecuación (5.22), puede escribirse Φ (φ) = e±jmφ. Combinando esta expresión con las
ecuaciones (5.33) y (5.34), resultan dos ecuaciones diferenciales ordinarias

∂2Θ

∂θ2
+ cot θ

∂Θ

∂θ
+

(

κ1 −
m2

sen2 θ

)

Θ = 0 (5.35)

∂2R

∂r2
+

2

r

∂R

∂r
+
(

k20 −
κ1
r2

)

R = 0 (5.36)

siendo κ1 una constante de separación. Realizando el cambio κ1 = ν (ν + 1) y z = cos θ
[143], la ecuación (5.35) resulta
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(

1− z2
) ∂2Θ

∂z2
− 2z

∂Θ

∂z
+

(

ν (ν + 1)− m2

1− z2

)

Θ = 0 (5.37)

que es la ecuación asociada de Legendre [148], donde m es un número entero y ν una
constante. Las soluciones de esta ecuación son las funciones asociadas de Legendre
de primera y segunda especie, Pm

ν (z) y Qm
ν (z), de grado ν y orden m. Dado que

la solución debe permanecer acotada, la solución de segunda especie se excluye en
este caso pues tiende a infinito cuando θ → 0. Además, se centra el estudio para
condiciones de axisimetŕıa (m = 0), lo que implica que la ecuación (5.37) queda como

(

1− z2
) ∂2Θ

∂z2
− 2z

∂Θ

∂z
+ ν (ν + 1)Θ = 0 (5.38)

que es la ecuación de Legendre ordinaria, cuya solución viene dada por la función
de Legendre de primera especie y grado ν, Pν (z). Cuando ν es un número entero
(cosa que no ocurre en el tipo de dominio considerado), Pν (z) puede expresarse como
una serie finita, dando lugar a los polinomios de Legendre. Por otro lado, la ecuación
(5.36) puede expresarse como

r2
∂2R

∂r2
+ 2r

∂R

∂r
+
(

k20r
2 − ν (ν + 1)

)

R = 0 (5.39)

tratándose en este caso de la ecuación de Bessel esférica [92], cuyas soluciones son las
funciones de Hankel esféricas de primera y segunda especie h(1)ν y h(2)ν . La condición
de velocidad nula normal al contorno implica ahora la pared del conducto definida por
θ = θ0, de forma que los valores caracteŕısticos o propios a evaluar están asociados
a la ecuación cenital (5.38). A partir de la ecuación de Euler (2.28), la condición de
pared ŕıgida permite obtener

∂Θ

∂z

∣

∣

∣

∣

z=cos θ0

= 0 (5.40)

de manera que, dado un semiángulo de cono θ0 pueden obtenerse las ráıces o valores
propios de la ecuación (5.40), que se denotan mediante νn, para n = 0, 1, 2, .... Por
tanto, la contribución cenital a los modos de presión transversales (5.34) es

Θ (z) = Θ (cos θ) = Pνn
(cos θ) = Pνn

(z) (5.41)

Los códigos matemáticos comerciales, tales como Mathcad y MATHEMATICA incor-
poran los polinomios de Legendre, válidos para grado entero. En el caso considerado
de dominio troncocónico, debe considerarse que νn no cumple esta condición. Las
funciones de Legendre de primera especie pueden evaluarse mediante los códigos pro-
porcionados en el libro de Zhang y Jin [148], aśı como utilizando la libreŕıa Mathlib.
Una alternativa posible es la utilización de la relación [143]

Pν (z) = 2F1

(

−ν; ν + 1; 1;
1− z

2

)

(5.42)

siendo 2F1 la función hipergeométrica, definida mediante
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2F1 (a; b; c; z) = 1 +
ab

c

z

1!
+
a (a+ 1) b (b+ 1)

c (c+ 1)

z2

2!
+ ... (5.43)

de manera que para θ = 0 se verifica Pν = 1. En base a ésta, se han calculado los
valores propios νn de conductos cónicos con diversos semiángulos de apertura. Los
resultados obtenidos se muestran en la tabla 5.2.

Número modal n

θ0 0 1 2 3 4 5

5 0 43.411 79.894 116.080 152.179 188.240

10 0 21.460 39.699 57.792 75.841 93.871

15 0 14.145 26.302 38.363 50.395 62.415

20 0 10.489 19.604 28.649 37.673 46.687

25 0 8.296 15.586 22.821 30.040 37.251

30 0 6.835 12.908 18.936 24.951 30.961

35 0 5.793 10.996 16.162 21.317 26.467

40 0 5.012 9.562 14.081 18.592 23.097

45 0 4.406 8.447 12.463 16.472 20.478

50 0 3.921 7.556 11.169 14.776 18.381

55 0 3.525 6.827 10.111 13.389 16.666

60 0 3.196 6.220 9.229 12.234 15.237

Tabla 5.2: Valores propios νn de un conducto

cónico para diversos semiángulos de cono.

Puede comprobarse que las ráıces aumentan a medida que el semiángulo de cono
tiende a cero, de manera que νn → ∞ (n > 0) cuando θ0 → 0. En esta situación
se recupera el caso ciĺındrico, de manera que r → ∞, y la relación νn/r permanece
acotada (y está relacionada con la frecuencia de corte, como se verá más adelante). A
medida que θ0 aumenta, los valores propios se reducen. Si se consideran ángulos cer-
canos a 90 grados, se observa que ν1 → 2, ν2 → 4, ..., de tal forma que las soluciones
(funciones de Legendre) tienden a los polinomios de Legendre.

A partir de los valores propios anteriores, puede resolverse la ecuación radial (5.39),
cuyas soluciones son las funciones de Hankel esféricas de primera y segunda especie,
h(1)νn

y h(2)νn
. La solución radial puede escribirse como

R (r) = B(1)
n h(1)νn

(

ω

c0
r

)

+B(2)
n h(2)νn

(

ω

c0
r

)

(5.44)

de forma que la solución general de la ecuación de Helmholtz (5.33) para el caso de
un conducto axisimétrico de geometŕıa cónica se expresa como

P (r, θ) =

∞
∑

n=0

(

B(1)
n h(1)νn

(

ω

c0
r

)

+B(2)
n h(2)νn

(

ω

c0
r

))

Pνn
(cos θ) (5.45)
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A diferencia de todos los casos considerados anteriormente, en los que la sección
transversal era uniforme, ahora el modo asociado al primer autovalor (que siempre
es ν = 0) ya no define una onda plana, sino que se trata de una onda esférica. En la
siguiente sección se establece como llevar a cabo la evaluación de las frecuencias de
corte asociadas a conductos de tipo cónico.

Condiciones de propagación

No resulta tan sencilla en este caso la interpretación de la propagación en comparación
con los casos anteriores. En las geometŕıas precedentes, el modo transversal está aso-
ciado a una sección uniforme y se combina con un término exponencial que define la
propagación axial del modo, de manera que en función del valor del número de onda
axial (que depende de la frecuencia de excitación) existe propagación o se da un modo
de tipo evanescente. Para frecuencias de excitación superiores a la de corte se produce
la propagación, y no la hay en caso contrario. En conductos cónicos, sin embargo, la
sección transversal no es uniforme, de forma que para un semiángulo de cono constan-
te la frecuencia de corte vaŕıa a medida que cambia la posición definida por la variable
radial r, según se deduce de la ecuación (5.36), en la que el término entre paréntesis
depende de r, a diferencia de lo que ocurre en la ecuación de propagación axial en con-
ductos de sección constante, ecuación (5.6), donde kz no es función de z. Esto implica
que para una frecuencia de excitación dada, en una posición definida por r = r1 un
modo puede no aparecer, pero para otra ubicación r = r2 (con r2 > r1) puede hacerlo.

En virtud de lo anterior, se plantea la necesidad de estudiar con mayor detalle las
caracteŕısticas de la solución (5.45). Para un semiángulo de cono θ0, ésta está formada
por los modos de tipo cenital Pνn

(cos θ) y los de tipo radial h(1)νn
(ωr/c0) y h(2)νn

(ωr/c0).
Las soluciones radiales pueden escribirse como [148]

h(1)νn

(

ω

c0
r

)

= jνn

(

ω

c0
r

)

+ jyνn

(

ω

c0
r

)

(5.46)

h(2)νn

(

ω

c0
r

)

= jνn

(

ω

c0
r

)

− jyνn

(

ω

c0
r

)

(5.47)

siendo jνn
e yνn

las funciones de Bessel esféricas de primera y segunda especie. Con-
sidérense los resultados mostrados en la tabla 5.2, en la que se detallan los autovalores
para diversos semiángulos de cono. Para una frecuencia de excitación dada, la evolu-
ción de jνn

e yνn
en función del radio pueden proporcionar información acerca de la

propagación de modos. La figura 5.6 describe, para θ0 = 10 grados y θ0 = 20 grados,
cómo vaŕıan estas funciones para una frecuencia f = ω/(2π) = 1000 Hz y consideran-
do en ambos casos el primer autovalor no nulo ν1.

Se observa que para radios pequeños, la función jν1
tiene un valor prácticamente

nulo hasta cierto valor de r, a partir del cual comienza a oscilar. Dicha oscilación
está acompañada de una atenuación en amplitud al aumentar r. En cuanto a la fun-
ción de segunda especie, yν1

, tiende a−∞ para r decreciente (pese a que no se muestra,
esta función se desplaza hacia la derecha a medida que aumenta el orden de νn), y
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Figura 5.6: Funciones de Bessel esféricas de primera y segunda clase: , jν1 ,

θ0 = 10 grados; , yν1
, θ0 = 10 grados; , jν1 , θ0 = 20 grados;

, yν1
, θ0 = 20 grados.

a partir de cierto valor de r similar al anterior muestra el mismo comportamiento
oscilatorio comentado para jν1

. Por encima del punto en que ambas funciones toman
el mismo valor en módulo, resulta evidente la variación oscilatoria atenuada de éstas,
de forma similar a un modo que se propaga en un conducto de sección uniforme. En
este último caso, el término axial de la solución de la ecuación de ondas es e−jkzz, que
puede escribirse como e−jkzz = cos(kzz)− j sen(kzz), lo cual muestra gran similitud
con h(1)νn

= jνn
+ jyνn

y h(2)νn
= jνn

− jyνn
una vez iniciado el comportamiento de tipo

oscilatorio.

Para el cálculo de las frecuencias de corte, puede considerarse el término entre parénte-
sis de la ecuación (5.36) igualado a cero,

k20 −
νn (νn + 1)

r2
= 0 (5.48)

de donde resulta

k0 =
2πf

c0
=

√

νn (νn + 1)

r
(5.49)

y por tanto la n-ésima frecuencia de corte, dependiente de la coordenada radial, viene
dada por

fc,n =
c0
2π

√

νn (νn + 1)

r
(5.50)

que muestra que, a medida que aumenta r, la frecuencia fc,n es menor y por tanto el
modo asociado aparece para una frecuencia de excitación más baja. De igual manera,
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para una frecuencia de excitación dada f , el valor de r para el que aparece un modo
es

rini =
c0
2π

√

νn (νn + 1)

f
(5.51)

Considerando el caso previo de f = 1000 Hz y θ0 = 10 grados, para el valor ν1 = 21.460
se obtiene de la ecuación (5.51) la coordenada radial rini = 1.188 m, próxima al punto
en que jν1

e yν1
toman el mismo valor en módulo, r = 1.233 m, e inician su comporta-

miento oscilatorio (ver figura 5.6). Para la misma frecuencia de excitación y θ0 = 20
grados, resulta rini = 0.594 m y de la gráfica anterior se obtiene r = 0.630 m. De
un cálculo adicional para θ0 = 30 grados, se obtienen los valores rini = 0.396 m y
r = 0.428 m.

La tabla 5.3 muestra las frecuencias de corte asociadas a los primeros modos con-
siderados en la tabla 5.2, para las coordenadas radiales r = 0.2 m y r = 0.5 m.

r = 0.2m r = 0.5m

θ0 fc,1 fc,2 fc,3 fc,1 fc,2 fc,3

5 11879.92 21751.32 31542.11 4751.97 8700.53 12616.84

10 5939.97 10875.67 15771.05 2375.99 4350.27 6308.42

15 3959.99 7250.45 10514.04 1583.99 2900.18 4205.62

20 2970.01 5437.85 7885.54 1188.00 2175.14 3154.21

25 2376.01 4350.29 6308.44 950.41 1740.12 2523.38

30 1980.07 3625.26 5257.05 792.03 1450.11 2102.82

35 1697.32 3107.40 4506.06 678.93 1242.96 1802.42

40 1485.20 2719.02 3942.83 594.08 1087.61 1577.13

45 1320.39 2416.97 3504.77 528.15 966.79 1401.91

50 1188.41 2175.36 3154.34 475.36 870.14 1261.74

55 1080.55 1977.71 2867.63 432.22 791.09 1147.05

60 990.73 1813.06 2628.72 396.29 725.22 1051.49

Tabla 5.3: Frecuencias de corte fc,n (en Hz ) de un conducto cónico

para diversos semiángulos de cono y posiciones radiales.

En base a la tabla 5.3 puede comprobarse que las frecuencias de corte se reducen a
medida que el semiángulo de cono aumenta (para r = constante), como es de esperar,
dado que las dimensiones de la sección aumentan y facilitan el establecimiento de
los modos. Para un semiángulo de cono dado, al aumentar r las frecuencias de corte
bajan por el mismo motivo. La figura 5.7 muestra los dos primeros modos asociados
a una distancia radial r = 0.2 m y un semiángulo de cono θ0 = 30 grados.
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n = 1, fc,1 = 1980.1 Hz. n = 2, fc,2 = 3625.3 Hz.

Figura 5.7: Modos de presión de un conducto cónico: r = 0.2 m y θ0 = 30 grados.

5.3. Método de ajuste modal

5.3.1. Fundamentos del método

Considérese el sistema acústico ilustrado en la figura 5.8, formado por tres regiones
acopladas por medio de cambios de sección. Sin pérdida de generalidad, se asume un
sistema de coordenadas cartesiano con el eje z en la dirección longitudinal del sistema,
y discontinuidades entre regiones planas, perpendiculares a dicho eje. Las longitudes
de las tres regiones son L1, L2 y L3, y las secciones transversales se denotan mediante
S1, S2 y S3. Dichas secciones se refieren al lugar de ubicación de la discontinuidad
geométrica en el caso de que se consideren conductos de sección no uniforme, como
se verá en el siguiente caṕıtulo dedicado a catalizadores.

Los modos transversales de presión en cada región ψi,n(xi, yi), i = 1, 2, 3, y sus
números de onda transversales kt,i,n, son conocidos y se obtienen con la condición
transversal adecuada, que en el caso de conductos ŕıgidos implica velocidad transver-
sal nula en el contorno exterior de las regiones.

La presión en cada región viene dada por [94]

P1 (x1, y1, z1) =
∞
∑

n=0

(

A+
n e

−jk1,nz1 +A−

n e
jk1,nz1

)

ψ1,n (x1, y1) (5.52)

P2 (x2, y2, z2) =

∞
∑

n=0

(

B+
n e−jk2,nz2 +B−

n ejk2,nz2
)

ψ2,n (x2, y2) (5.53)

P3 (x3, y3, z3) =

∞
∑

n=0

(

C+
n e−jk3,nz3 + C−

n ejk3,nz3
)

ψ3,n (x3, y3) (5.54)

donde los números de onda longitudinales se obtienen mediante
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Figura 5.8: Dominio considerado para la aplicación del método de ajuste modal.

ki,n =
√

k20 − k2t,i,n i = 1, 2, 3 (5.55)

El conocimiento de la presión implica la determinación de los coeficientes de propa-
gación A+

n , A
−
n , B

+
n , B−

n ,C+
n y C−

n .

Es necesario, para plantear de forma adecuada las condiciones de acoplamiento entre
regiones, utilizar otro campo acústico además de la presión. En ausencia de flujo me-
dio puede utilizarse el campo de velocidades axiales [20, 121], obtenido en base a la
ecuación de Euler (2.47),

U1 (x1, y1, z1) = − 1

jρ0ω

∂P1

∂z1
=

1

ρ0ω

∞
∑

n=0

k1,n
(

A+
n e

−jk1,nz1 −A−

n e
jk1,nz1

)

ψ1,n (x1, y1)

(5.56)

U2 (x2, y2, z2) = − 1

jρ0ω

∂P2

∂z2
=

1

ρ0ω

∞
∑

n=0

k2,n
(

B+
n e−jk2,nz2 −B−

n ejk2,nz2
)

ψ2,n (x2, y2)

(5.57)

U3 (x3, y3, z3) = − 1

jρ0ω

∂P3

∂z3
=

1

ρ0ω

∞
∑

n=0

k3,n
(

C+
n e−jk3,nz3 − C−

n ejk3,nz3
)

ψ3,n (x3, y3)

(5.58)
El acoplamiento entre regiones se consigue aplicando las condiciones adecuadas. Éstas
implican la continuidad de los campos de presión y velocidad acústica axial en las
discontinuidades geométricas [20], en la interfase entre las regiones 1 y 2 (expansión),
y las regiones 2 y 3 (contracción). Para la primera puede escribirse la continuidad de
presión como

P1 (x1, y1, z1)|z1=0 = P2 (x2, y2, z2)|z2=0 en S1 (5.59)

De forma similar, la continuidad de velocidad acústica axial es
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U1 (x1, y1, z1)|z1=0 = U2 (x2, y2, z2)|z2=0 en S1 (5.60)

y en el resto de la sección S2 la velocidad acústica axial satisface la condición de pared
ŕıgida

U2 (x2, y2, z2)|z2=0 = 0 en S2 − S1 (5.61)

Para la interfase entre las regiones 2 y 3 resulta

P3 (x3, y3, z3)|z3=0 = P2 (x2, y2, z2)|z2=L2
en S3 (5.62)

U3 (x3, y3, z3)|z3=0 = U2 (x2, y2, z2)|z2=L2
en S3 (5.63)

U2 (x2, y2, z2)|z2=L2
= 0 en S2 − S3 (5.64)

El conjunto de ecuaciones (5.59)-(5.64) puede ser utilizado para generar un sistema al-
gebraico de ecuaciones (de dimensión inicialmente infinita) mediante la utilización de
un procedimiento de integración ponderada, en el que los modos de presión transver-
sales se utilizan como funciones de ponderación. Comenzando por la condición (5.59)
de continuidad de presión en la primera interfase, multipĺıquese ésta por el modo de
presión transversal de la región 1, ψ1,s (x1, y1), con s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, y llévese a
cabo la integración en S1. Resulta el conjunto infinito de ecuaciones

∞
∑

n=0

(

A+
n +A−

n

)

〈ψ1,n (x1, y1)ψ1,s (x1, y1)〉S1

=

∞
∑

n=0

(

B+
n +B−

n

)

〈ψ2,n (x2, y2)ψ1,s (x1, y1)〉S1

(5.65)

donde 〈〉S denota, como es habitual, la integración en la sección S. La evaluación de
dicha integral requiere el conocimiento de la relación entre las coordenadas de cada
sistema de referencia, cuya mayor o menor complejidad depende del tipo de conductos
considerados. Además, deben considerarse las propiedades de los modos de presión. La
ortogonalidad de éstos en muchos casos [78], como por ejemplo en conductos ŕıgidos
sin material absorbente [34], permite una simplificación considerable del lado izquier-
do de la ecuación (5.65), cuyo único término no nulo es el correspondiente al caso
n = s. Por otro lado, la posibilidad de expresar los modos de forma anaĺıtica permite
frecuentemente la evaluación anaĺıtica [25, 89] de las integrales asociadas, reduciendo
por tanto el coste computacional asociado.

Si se consideran ahora las condiciones que afectan a la velocidad acústica axial, ecua-
ciones (5.60) y (5.61), puede repetirse el procedimiento anterior, multiplicando cada
una de ellas por el modo de presión en la región 2, ψ2,s (x2, y2), con s = 0, 1, 2, 3, ...,
∞. La primera ecuación se integra en la sección S1 y la segunda en la sección S2−S1.
Ambas integrales se suman, de manera que el resultado final puede expresarse como



5.3. Método de ajuste modal 165

∞
∑

n=0

k1,n
(

A+
n −A−

n

)

〈ψ1,n (x1, y1)ψ2,s (x2, y2)〉S1

=

∞
∑

n=0

k2,n
(

B+
n −B−

n

)

〈ψ2,n (x2, y2)ψ2,s (x2, y2)〉S2

(5.66)

Un argumento similar al caso anterior implica que en el lado derecho de la ecuación
(5.66) sólo será no nulo, supuesta la condición de ortogonalidad, el término para el
que n = s.

La aplicación del mismo procedimiento al caso de la interfase entre las regiones 2
y 3 utilizando los modos de presión adecuados permite obtener las ecuaciones asocia-
das. De la continuidad de presión expresada en la ecuación (5.62) se obtiene

∞
∑

n=0

(

C+
n + C−

n

)

〈ψ3,n (x3, y3)ψ3,s (x3, y3)〉S3

=

∞
∑

n=0

(

B+
n e

−jk2,nL2 +B−

n e
jk2,nL2

)

〈ψ2,n (x2, y2)ψ3,s (x3, y3)〉S3

(5.67)

mientras que las expresiones de velocidad (5.63) y (5.64) dan lugar a

∞
∑

n=0

k3,n
(

C+
n − C−

n

)

〈ψ3,n (x3, y3)ψ2,s (x2, y2)〉S3

=
∞
∑

n=0

k2,n
(

B+
n e

−jk2,nL2 −B−

n e
jk2,nL2

)

〈ψ2,n (x2, y2)ψ2,s (x2, y2)〉S2

(5.68)

Se dispone finalmente del sistema algebraico de ecuaciones (5.65)-(5.68) cuyas incógni-
tas, los coeficientes de propagación A+

n , A
−
n , B

+
n , B−

n , C+
n y C−

n , deben ser evaluadas
para definir el campo acústico completo en las regiones consideradas. Como ya se ha
indicado, la representación de todas las regiones es completa, sin simplificación alguna
de sus caracteŕısticas. En este sentido, cabe indicar que el método del pistón puede
entenderse como un caso particular del método de ajuste modal en el que los desarro-
llos modales asociados a los conductos de entrada y salida se limitan al modo de onda
plana. Es evidente que la metodoloǵıa de ajuste modal es aplicable a otras configura-
ciones, sin más que considerar la descripción modal adecuada de cada subdominio y
las condiciones de acoplamiento oportunas.

5.3.2. Condiciones de contorno

En base al tipo de caracterización buscada para el silenciador, se aplican las condi-
ciones de contorno oportunas, tal como se ha visto previamente en el modelado de
silenciadores mediante onda plana y mediante elementos finitos (caṕıtulos 2 y 3). Por
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un lado, cabe considerar la posibilidad de obtener los cuatro polos del silenciador
con vista a utilizar éstos en un modelo más completo de la ĺınea de escape o bien a
cuantificar a partir de ellos la atenuación acústica. En este caso, deben considerarse
dos análisis diferentes con condiciones de contorno independientes. Una posibilidad
consiste en aplicar una excitación en presión Pexc de valor arbitrario en la sección
de entrada y presión nula en la salida (primer análisis), y presión arbitraria en la
sección de entrada y velocidad nula en la salida (segundo análisis). Las ecuaciones
resultantes se añaden a las ecuaciones (5.59)-(5.64) obtenidas previamente. Para el
primer análisis, puede escribirse

P1 (x1, y1, z1)|z1=−L1
= Pexc en S1 (5.69)

P3 (x3, y3, z3)|z3=L3
= 0 en S3 (5.70)

y para el segundo, se tiene

P1 (x1, y1, z1)|z1=−L1
= Pexc en S1 (5.71)

U3 (x3, y3, z3)|z3=L3
= 0 en S3 (5.72)

Las ecuaciones algebraicas asociadas a las condiciones previas se obtienen multipli-
cando por el modo de la región correspondiente e integrando en la sección asociada.
Para el primer análisis a realizar, de la condición (5.69) se obtiene, para s = 0, 1, 2,
3, ..., ∞,

∞
∑

n=0

(

A+
n e

jk1,nL1 +A−

n e
−jk1,nL1

)

〈ψ1,n (x1, y1)ψ1,s (x1, y1)〉S1
= Pexc〈ψ1,s (x1, y1)〉S1

(5.73)
De la condición (5.70) en la sección de salida, se tiene, para s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞,

∞
∑

n=0

(

C+
n e−jk3,nL3 + C−

n ejk3,nL3
)

〈ψ3,n (x3, y3)ψ3,s (x3, y3)〉S3
= 0 (5.74)

El segundo análisis es básicamente similar, de manera que la condición (5.71) da lugar
a la ecuación (5.73) y la condición (5.72) permite obtener, para s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞,

∞
∑

n=0

k3,n
(

C+
n e−jk3,nL3 − C−

n ejk3,nL3
)

〈ψ3,n (x3, y3)ψ3,s (x3, y3)〉S3
= 0 (5.75)

Dado que este procedimiento se aplica usualmente en los conductos de entrada y sa-
lida, en general es posible asumir directamente el cumplimiento de las propiedades
de ortogonalidad, de manera que en las ecuaciones anteriores solamente es necesario
incluir el término para el que n = s, con la simplificación que esto supone. Además,
en conductos de sección uniforme el primer modo corresponde a una onda plana, con
la que en la ecuación (5.73) el término de la derecha es no nulo para s = 0 y nulo en
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cualquier otro caso.

La resolución del sistema algebraico de ecuaciones (5.65)-(5.68) y (5.73)-(5.75) im-
plica resolver dos veces un sistema que debe ser truncado previamente. Para un valor
finito smax se dispone de 6(smax+1) ecuaciones, y para un valor finito nmax se tienen
6(nmax +1) incógnitas, asociadas a los coeficientes de propagación A+

n , A
−
n , B

+
n , B−

n ,
C+

n y C−
n . Por tanto, es obvio que para conseguir el mismo número de ecuaciones que

de incógnitas basta con hacer smax = nmax = q, logrando un sistema de ecuaciones
algebraico resoluble. El truncado se justifica puesto que los modos de alto orden tie-
nen un efecto cada vez menor en la solución del campo acústico para una frecuencia
máxima de análisis dada [117]. Evidentemente, el valor de q para obtener una solución
precisa está relacionado con esta frecuencia y la geometŕıa concreta analizada. Hay
estudios sobre la convergencia, como por ejemplo el trabajo de Mittra y Lee [91], en
el que se analiza este problema y se determina el número de modos a utilizar en cada
parte de una discontinuidad para el caso de una gúıa de ondas electromagnéticas. Para
conseguir una solución adecuada, se ha de imponer lo que se conoce como condición
de ĺımite, que implica que la enerǵıa en un volumen pequeño alrededor de una zona
de tipo vértice debe permanecer acotada. Esto lleva a obtener expresiones que indican
que la relación de modos en una discontinuidad geométrica es directamente propor-
cional a la relación de dimensiones. Åbom [20] aplica este criterio, en principio válido
para ondas electromagnéticas sin paredes en la dirección axial, al caso de silenciadores
circulares concéntricos con tubos extendidos, y obtiene resultados satisfactorios. En
general, la experiencia que se posee en lo referente a la técnica de ajuste modal en
silenciadores implica que, con las dimensiones usuales utilizadas en esta Tesis, se con-
siguen soluciones precisas considerando el mismo número de modos en ambos lados
de la discontinuidad y sin necesidad de que dicho número sea excesivo [41, 117, 118].
Debe tenerse en cuenta que las configuraciones geométricas aśı como las ecuaciones
consideradas aqúı no se ajustan al problema tratado en [91]. Se ha comprobado, como
muestran los resultados obtenidos en secciones posteriores, que con un número de mo-
dos reducido se consiguen soluciones satisfactorias para los silenciadores estudiados.

Finalmente, una vez resueltos los sistemas de ecuaciones correspondientes, pueden
obtenerse los cuatro polos del silenciador. Lógicamente, dado que se asume propaga-
ción tridimensional, éstos pueden depender inicialmente de los puntos considerados
en las secciones de entrada y salida. Dado que la definición estricta de los cuatro
polos exige que la onda sea plana, puede considerarse que las regiones de entrada y
salida son suficientemente largas para asegurar propagación de onda plana en dichas
secciones, de manera que finalmente resulta [94]

A =
P1 (z1 = −L1)

P3 (z3 = L3)

∣

∣

∣

∣

U3(z3=L3)=0

=
Pexc

C+
0 e−jk0L3 + C−

0 ejk0L3

(5.76)

B =
P1 (z1 = −L1)

U3 (z3 = L3)

∣

∣

∣

∣

P3(z3=L3)=0

=
Pexc

1

ρ0c0

(

C+
0 e−jk0L3 − C−

0 ejk0L3

)

(5.77)
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C =
U1 (z1 = −L1)

P3 (z3 = L3)

∣

∣

∣

∣

U3(z3=L3)=0

=

1

ρ0c0

(

A+
0 e

−jk0(−L1) −A−

0 e
jk0(−L1)

)

C+
0 e−jk0L3 + C−

0 ejk0L3

(5.78)

D =
U1 (z1 = −L1)

U3 (z3 = L3)

∣

∣

∣

∣

P3(z3=L3)=0

=
A+

0 e
−jk0(−L1) −A−

0 e
jk0(−L1)

C+
0 e−jk0L3 − C−

0 ejk0L3

(5.79)

Obtenidos los cuatro polos, el TL viene dado por la expresión (2.275).

La determinación del ı́ndice de pérdidas de transmisión puede llevarse a cabo tam-
bién mediante la utilización de un único análisis. Para ello, se asume que sobre el
silenciador actúa una excitación dada por una onda plana incidente A+

0 de valor ar-
bitrario, que por comodidad puede tener amplitud unidad. En la salida se supone
que la terminación es anecoica, lo cual implica que no se produce reflexión alguna y
por tanto C−

n = 0 para todo valor de n. De las infinitas ecuaciones presentes en el
sistema (5.65)-(5.68), se reduce la dimensión del problema mediante el truncado rea-
lizado anteriormente a un valor máximo de s igual a smax, dando lugar a 4(smax +1)
ecuaciones, y un valor máximo de n igual a nmax, con las 4(nmax + 1) incógnitas
correspondientes, asociadas a los coeficientes de propagación A−

n , B
+
n , B−

n y C+
n . El

sistema algebraico resoluble se obtiene, como en el caso de los cuatro polos, haciendo
smax = nmax = q. A partir de la solución obtenida para A−

n , B
+
n , B−

n y C+
n puede

evaluarse el TL mediante la expresión

TL = −10 log





S3

S1

∣

∣

∣

∣

∣

q
∑

n=0

C+
n e−jk3,nL3ψ3,n (x3, y3)

∣

∣

∣

∣

∣

2


 (5.80)

Para frecuencias de excitación por debajo de la primera frecuencia de corte de la
región 3, los modos de alto orden son de tipo evanescente y se atenúan rápidamente
a medida que la onda se aleja de la interfase asociada a la contracción. Por tanto, con
un valor de L3 suficientemente grande, se obtiene

TL = −10 log

(

S3

S1

∣

∣C+
0

∣

∣

2
)

(5.81)

5.3.3. Aplicaciones

En esta sección se aplica el método de ajuste modal a varias geometŕıas de sección
transversal circular. En primer lugar se consideran dos configuraciones clásicas de
silenciadores (cámara de expansión y reversa), para pasar a presentar posteriormente
dos geometŕıas novedosas desde el punto de vista de modelado. Éstas son la cámara
con doble salida opuesta y el silenciador de cámara reversa con material absorbente
y placa perforada.
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I. Cámara de expansión simple

Se considera una cámara de expansión simple tal como muestra la figura 5.9. El de-
sarrollo seguido aqúı puede encontrarse en las referencias de Selamet y Ji [117, 120],
y pone de manifiesto las ventajas computacionales que implica el modelado de tipo
anaĺıtico y la ortogonalidad de los modos de presión.

Se consideran tres regiones denotadas mediante 1, 2 y 3, con radios R1, R2 y R3,
longitudes L1, L2 y L3 y secciones transversales S1, S2 y S3. En el conducto de en-
trada se tienen las ondas progresivas y regresivas A y B, en la cámara son C y D y
en el conducto de salida E y F . La presión en la cámara puede expresarse, según la
ecuación (5.29), como

Am,n

Bm,n

Cm,n

Dm,n

Em,n

Fm,n

L1 L2

L3

R2

R1

R3
r2

θ θ0δ3

δ1 r1

ϕ1

r3

ϕ3

z1

z2

z3

Figura 5.9: Cámara de expansión simple circular. Geometŕıa analizada

mediante el método de ajuste modal.

P2 (r2, θ, z2) =
∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

Jm

(

αm,n

R2
r2

)

(

C+
m,ne

−jk2,m,nz2 +D+
m,ne

jk2,m,nz2
)

e−jmθ

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

Jm

(

αm,n

R2
r2

)

(

C−

m,ne
−jk2,m,nz2 +D−

m,ne
jk2,m,nz2

)

ejmθ

(5.82)

donde debe notarse que el modo de onda plana y los modos axisimétricos sólo se han
incluido en el primer sumatorio [120]. El número de onda k2,m,n viene dado por
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k2,m,n =































√

k20 −
(

αm,n

R2

)2

, k0 >
αm,n

R2

−
√

k20 −
(

αm,n

R2

)2

, k0 <
αm,n

R2

(5.83)

con el cambio de signo que garantiza la atenuación exponencial de los modos evanes-
centes generados en las discontinuidades al alejarse la onda de éstas [117]. En las tres
geometŕıas consideradas posteriormente a lo largo de este caṕıtulo se presentará una
formulación alternativa ligeramente distinta, con objeto de mostrar las diferentes va-
riantes del método.

Utilizando la ecuación de Euler (2.47), la velocidad acústica axial puede obtenerse
como

U2 = − 1

jρ0ω

∂P2

∂z2
(5.84)

y por tanto la velocidad en la cámara es

U2 (r2, θ, z2) =
1

ρ0ω

(

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

k2,m,nJm

(

αm,n

R2

r2

)

(

C+
m,ne

−jk2,m,nz2 −D+
m,ne

jk2,m,nz2
)

e−jmθ

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k2,m,nJm

(

αm,n

R2

r2

)

(

C−

m,ne
−jk2,m,nz2 −D−

m,ne
jk2,m,nz2

)

ejmθ

)

(5.85)

Para los conductos de entrada y salida, los campos de presiones y velocidades se
obtienen de forma idéntica con las sustituciones adecuadas. Las condiciones de con-
torno en la expansión se escriben como sigue

P1 (r1, ϕ1, z1)|z1=0 = P2 (r2, θ, z2)|z2=0 en S1 (5.86)

U1 (r1, ϕ1, z1)|z1=0 = U2 (r2, θ, z2)|z2=0 en S1 (5.87)

U2 (r2, θ, z2)|z2=0 = 0 en S2 − S1 (5.88)

De igual forma, en la contracción resulta

P3 (r3, ϕ3, z3)|z3=0 = P2 (r2, θ, z2)|z2=L2
en S3 (5.89)

U3 (r3, ϕ3, z3)|z3=0 = U2 (r2, θ, z2)|z2=L2
en S3 (5.90)

U2 (r2, θ, z2)|z2=L2
= 0 en S2 − S3 (5.91)

Se procede ahora a aplicar el método de ajuste modal, comenzando con la condición de
continuidad de presión en la expansión expresada en la ecuación (5.86). Se multiplica
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ésta por el modo de presión del conducto de entrada Jt(αt,sr1/R1)e
−jtϕ1 , con t = 0,

1, 2, 3, ..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, y se lleva a cabo la integración en S1, resultando

(

A+
t,s +B+

t,s

) R2
1

2

(

1− t2

α2
t,s

)

Jt (αt,s) =

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

(

C+
m,n +D+

m,n

)

Jm+t

(

αm,n

R2
δ1

)

ℜ1

+
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

(

C−

m,n +D−

m,n

)

(−1)
t
Jm−t

(

αm,n

R2
δ1

)

ℜ1

(5.92)

Repitiendo el procedimiento con el modo Jt(αt,sr1/R1)e
jtϕ1 , con t = 1, 2, 3, ..., ∞ y

s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, se obtiene

(

A−

t,s +B−

t,s

) R2
1

2

(

1−
t2

α2
t,s

)

Jt (αt,s) =
∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

(

C+
m,n +D+

m,n

)

(−1)t Jm−t

(

αm,n

R2

δ1

)

ℜ1

+
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

(

C−

m,n +D−

m,n

)

Jm+t

(

αm,n

R2

δ1

)

ℜ1

(5.93)

donde [109]

ℜ1 =











































αm,n
R1

R2
J′t

(

αm,n

R2
R1

)

(

αt,s

R1

)2

−
(

αm,n

R2

)2

αm,n

R2
6= αt,s

R1

R2
1

2

(

1− t2

α2
t,s

)

Jt (αt,s)
αm,n

R2
=
αt,s

R1

(5.94)

Para las condiciones asociadas al campo de velocidad en la expansión, las ecuaciones
(5.87) y (5.88) se multiplican por el modo de presión de la cámara Jt(αt,sr2/R2)e

−jtθ,
con t = 0, 1, 2, 3, ..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, y se integran en S1 y S2 − S1,
respectivamente. Sumando dichas integrales se obtiene

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

k1,m,n

(

A+
m,n −B+

m,n

)

Jm+t

(

αt,s

R2
δ1

)

ℜ2

+
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k1,m,n

(

A−

m,n −B−

m,n

)

(−1)
t
Jm−t

(

αt,s

R2
δ1

)

ℜ2

= k2,t,s
(

C+
t,s −D+

t,s

) R2
2

2

(

1− t2

α2
t,s

)

J2t (αt,s)

(5.95)

Multiplicando por Jt(αt,sr2/R2)e
jtθ, se llega, para t = 1, 2, 3, ..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,

..., ∞, a
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∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

k1,m,n

(

A+
m,n −B+

m,n

)

(−1)
t
Jm−t

(

αt,s

R2
δ1

)

ℜ2

+
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k1,m,n

(

A−

m,n −B−

m,n

)

Jm+t

(

αt,s

R2
δ1

)

ℜ2

= k2,t,s
(

C−

t,s −D−

t,s

) R2
2

2

(

1− t2

α2
t,s

)

J2t (αt,s)

(5.96)

siendo en este caso

ℜ2 =


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Jm (αm,n) J
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(
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R2
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(
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R1
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)2
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R2
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1

2
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)

J2m (αm,n)
αm,n

R1
=
αt,s

R2

(5.97)

El tratamiento a aplicar en la contracción es básicamente similar al caso de la expan-
sión. La ecuación (5.89) de continuidad de presión en la contracción se multiplica por
el modo de presión del conducto de salida Jt(αt,sr3/R3)e

−jtϕ3 , con t = 0, 1, 2, 3, ...,
∞ y s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞ y se integra en S3, proporcionando

(

E+
t,s + F+

t,s

) R2
3

2

(

1− t2

α2
t,s

)

Jt (αt,s)

=
∞
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−jk2,m,nL2 +D+
m,ne
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(
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)
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(
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)
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(
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δ3

)

ejmθ0ℜ3

(5.98)

Utilizando ahora Jt(αt,sr3/R3)e
jtϕ3 , con t = 1, 2, 3, ..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, se

obtiene

(
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t,s + F−

t,s

) R2
3

2
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(5.99)
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donde, de forma similar al caso de la expansión,
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(5.100)

Considerando ahora el campo de velocidades axiales en la contracción, las ecuaciones
(5.90) y (5.91) se multiplican por Jt(αt,sr2/R2)e

−jtθ, con t = 0, 1, 2, 3, ..., ∞ y s =
0, 1, 2, 3, ..., ∞, se integran en S3 y S2−S3 respectivamente y se suman, dando lugar
a
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(5.101)

y utilizando finalmente el modo Jt(αt,sr2/R2)e
jtθ para t = 1, 2, 3, ..., ∞ y s = 0, 1,

2, 3, ..., ∞

∞
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∞
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(5.102)

con

ℜ4 =
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






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(5.103)

La resolución del sistema de ecuaciones (5.92), (5.93), (5.95), (5.96), (5.98), (5.99),
(5.101) y (5.102) se consigue mediante truncado, de manera que debe llegarse a un
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sistema de ecuaciones algebraico en el que el número de ecuaciones y de incógnitas
coincida. En la sección 5.3.2 se han dado los detalles al respecto. Para el cálculo del
TL se asume que sobre el silenciador incide una onda plana, y por tanto se tiene
A+

0,0 = 1 y el resto de coeficientes Am,n son nulos. En el conducto de salida se impone
una condición anecoica, lo cual implica que Fm,n = 0 para todo valor de m y n. De
esta manera se tienen 4(2tmax + 1)(smax + 1) ecuaciones y 4(2mmax + 1)(nmax + 1)
incógnitas para definir el campo acústico. El truncado de tmax y mmax a un valor p
y smax y nmax a un valor q permite obtener la solución buscada. A partir de ésta,
puede calcularse el ı́ndice de pérdidas de transmisión [117]

TL = −20 log

(

R3

R1

∣

∣

∣

∣

∣

q
∑

n=0

E+
0,ne

−jk3,0,nL3

∣

∣

∣

∣

∣

)

(5.104)

En base a la referencia [114], basta con utilizar L3 > 3R3 para garantizar un decai-
miento adecuado de los modos de alto orden asociados a la contracción, de manera
que éstos tengan un efecto despreciable en la atenuación.

Para llevar a cabo la validación del planteamiento previo y estudiar el efecto de la po-
sición relativa de los conductos de entrada y salida, se han considerado las geometŕıas
mostradas en la tabla 5.4.

Geometŕıa R1 (m) R2 (m) R3 (m) L2 (m) δ1 (m) δ3 (m) θ0

1 0.02 0.091875 0.02 0.3 0.045 0.045 π

2 0.02 0.091875 0.02 0.3 0.045 0.045 π/2

3 0.02 0.091875 0.02 0.3 0.0 0.0 0.0

4 0.02 0.091875 0.02 0.3 0.0 0.057661 0.0

Tabla 5.4: Dimensiones básicas de silenciadores de cámara de expansión simple.

El ı́ndice de pérdidas de transmisión de la geometŕıa 1, obtenido mediante ajuste
modal y elementos finitos, se muestra en la figura 5.10. Se comprueba que ambas
técnicas de modelado dan lugar a una atenuación acústica prácticamente idéntica en
todo el rango de frecuencias de interés. Cabe indicar que para la solución obteni-
da mediante elementos finitos se ha utilizado un mallado de elementos tetraédricos
cuadráticos con un tamaño de 0.0075 m en los tubos de entrada y salida y de 0.015
m en la cámara. Para la solución anaĺıtica se han tomado los valores p = q = 5.

La figura 5.11 muestra el efecto de la posición de los conductos de entrada y salida
en la atenuación acústica. Se puede observar que la peor atenuación corresponde a la
geometŕıa 1, con los tubos de entrada y salida descentrados a 180 grados, debido a la
propagación del modo asimétrico (1,0) a 1084 Hz. Esta situación se corrige ubicando
el tubo de salida a 90 grados del tubo de entrada, de manera que ahora el conducto de
salida cae sobre la ĺınea nodal del modo (1,0), y por tanto la atenuación mejora hasta
que se inicia la propagación del modo (2,0) a 1796 Hz. Para obtener una atenuación
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Figura 5.10: TL de cámara de expansión simple, geometŕıa 1:

, AM; +, MEF.

más favorable puede optarse por centrar los tubos de entrada y salida, caso que
corresponde a la geometŕıa 3. Aśı, el primer modo de alto orden que se propaga es el
modo axisimétrico (0,1), cuya frecuencia de corte es igual a 2256 Hz. Manteniendo el
tubo de entrada centrado y el de salida descentrado con la distancia óptima, esto es,
la ĺınea nodal del modo (0,1), a una distancia del centro dada por 0.6276R2, se puede
observar cómo mejora la atenuación acústica [124].

II. Cámara reversa

Se procede en esta sección a presentar el modelado mediante la técnica de ajuste
modal de silenciadores de cámara reversa, en los que los conductos de entrada y
salida están ubicados en el mismo lado del silenciador. Esta configuración se ha consi-
derado mediante el modelo de onda plana en la sección 2.10.2, aśı como en la sección
3.5.2 dedicada al método de elementos finitos.

La figura 5.12 muestra una cámara reversa de sección transversal circular. A efec-
tos de modelado se comprueba que los elementos fundamentales son similares a los
considerados en el caso de la cámara de expansión simple con la salvedad de que el
conducto de salida se encuentra en el mismo lado que el de entrada.

La presión acústica puede expresarse, para una onda progresiva cualquiera C que
viaja en la dirección positiva de z en la cámara central, a partir de la ecuación (5.29),
como
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Figura 5.11: TL de cámaras de expansión simple: , geometŕıa 1; ,

geometŕıa 2; , geometŕıa 3; , geometŕıa 4.
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Figura 5.12: Silenciador de cámara reversa.
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∑
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C0,nJ0
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ejk2,0,nz
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)
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(5.105)

y para una onda D que viaja en la dirección negativa de z como
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PD (r2, θ, z) =D0,0e
jk0z +

∞
∑

n=1

D0,nJ0

(

α0,n

R2
r2

)

e−jk2,0,nz

+
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∑
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m,ne
jmθ
)
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r2

)

e−jk2,m,nz

(5.106)

Se han separado las ondas planas de los modos de alto orden, y éstos a su vez se separan
en modos axisimétricos y asimétricos. El motivo es mostrar las diferentes variantes del
método y detallar al máximo las ecuaciones que se van a obtener mediante la técnica
de ajuste modal. Además, los modos de alto orden aparecen con el signo cambiado
en su número de onda axial con el fin de que la expresión

kz,m,n =

√

k20 −
(

αm,n

R2

)2

(5.107)

garantice la atenuación exponencial de los modos evanescentes al aumentar z sin ne-
cesidad de utilizar la definición doble del número de onda mostrada en la expresión
(5.83). Si se utiliza la doble definición, la formulación es más compacta pero las ecua-
ciones obtenidas no proporcionan tanta información.

La velocidad acústica axial U para las ondas C y D se obtiene de la ecuación de
Euler (2.47), como

UC (r2, θ, z) =
1

ρ0ω

(

k0C0,0e
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∞
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−
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(
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m,ne
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m,ne
jmθ
)

Jm
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R2
r2

)

ejk2,m,nz

)

(5.108)

y

UD (r2, θ, z) =
−1

ρ0ω

(

k0D0,0e
jk0z −

∞
∑
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k2,0,nD0,nJ0

(

α0,n
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e−jk2,0,nz

−
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m,ne

−jmθ +D−

m,ne
jmθ
)
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R2
r2

)

e−jk2,m,nz

)

(5.109)

Para la aplicación de la técnica de ajuste modal, es necesario plantear inicialmente las
condiciones de contorno a satisfacer por el campo acústico. En este caso, dado que no
hay conducto alguno en la sección de la derecha, la condición de pared ŕıgida implica
que la velocidad acústica normal ha de ser nula, esto es
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(UC (r2, θ, z) + UD (r2, θ, z))|z=L2
= 0 en S2 (5.110)

En el lado izquierdo de la cámara deben satisfacerse las condiciones de continuidad
de presión

(PA (r1, ϕ1, z) + PB (r1, ϕ1, z))|z=0 = (PC (r2, θ, z) + PD (r2, θ, z))|z=0 en S1

(5.111)

(PE (r3, ϕ3, z) + PF (r3, ϕ3, z))|z=0 = (PC (r2, θ, z) + PD (r2, θ, z))|z=0 en S3

(5.112)
De igual forma, para la velocidad se tiene

(UA (r1, ϕ1, z) + UB (r1, ϕ1, z))|z=0 = (UC (r2, θ, z) + UD (r2, θ, z))|z=0 en S1

(5.113)

(UE (r3, ϕ3, z) + UF (r3, ϕ3, z))|z=0 = (UC (r2, θ, z) + UD (r2, θ, z))|z=0 en S3

(5.114)

(UC (r2, θ, z) + UD (r2, θ, z))|z=0 = 0 en S2 − S1 − S3 (5.115)

donde S1, S2 y S3 son las áreas de la sección transversal en el tubo de entrada, la
cámara y el tubo de salida respectivamente.

Teniendo en cuenta la propiedad de ortogonalidad para los modos de presión en la
cámara [44, 109, 119], la condición de velocidad nula en la sección derecha del silen-
ciador expresada mediante la ecuación (5.110) permite obtener de manera inmediata
la relación entre los coeficientes de propagación asociados a las ondas progresivas y
regresivas en la cámara, que puede expresarse como

D0,0 = C0,0e
−j2k0L2 (5.116)

para el modo de propagación plano, y

D+
t,s = C+

t,se
j2k2,t,sL2 , D−

t,s = C−

t,se
j2k2,t,sL2 (5.117)

para los modos de alto orden, con t = 0, 1, 2, 3, ..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞,
excluyendo el término para el que t = s = 0.

El procedimiento a utilizar a continuación sigue los pasos definidos anteriormente
para la cámara de expansión simple. Obviamente, los aspectos relacionados con la
evaluación de las integrales son similares, de manera que la información antes deta-
llada se utiliza de nuevo para la cámara reversa.

Ajuste modal del campo de presiones

Para la condición de presión expresada por la ecuación (5.111), multiplicando ambos
lados de la ecuación por Jt (αt,sr1/R1) e

jtϕ1dS e integrando en S1, se obtiene para
t = 0 y s = 0
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(5.118)

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞
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(5.119)

y para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞, queda
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(5.120)

Considerando de nuevo la condición de presión dada por la ecuación (5.111), multi-
plicando ambos lados de la ecuación por Jt (αt,sr1/R1) e

−jtϕ1dS e integrando en S1,
se obtiene para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞
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(5.121)

Procediendo de manera idéntica al caso anterior, se multiplica ahora la ecuación
(5.112) de continuidad de presión en la contracción por el modo de presión del con-
ducto de salida Jt (αt,sr3/R3) e

jtϕ3 y se integra en S3, obteniéndose para t = 0 y s =
0

(

E0,0 + F0,0

) R2
3

2
= C0,0

(

1 + e−j2k0L2
) R2

3

2

+

∞
∑

n=1

C0,n

(

1 + ej2k2,0,nL2
) R2R3

α0,n
J0 (α0,nδ3/R2) J1 (α0,nR3/R2)

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

(

C+
m,n + C−

m,n

) (

1 + ej2k2,m,nL2
)

· R2R3

αm,n
Jm (αm,nδ3/R2) J1 (αm,nR3/R2)

(5.122)

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞, resulta
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(5.123)

y para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞, queda
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(5.124)

Ahora se multiplica la ecuación (5.112) por Jt (αt,sr3/R3) e
−jtϕ3dS y se integra en

S3, dando para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞
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(5.125)

Ajuste modal del campo de velocidades

Deben considerarse ahora las ecuaciones de velocidad (5.113)-(5.115). Éstas se mul-
tiplican por el modo de presión de la cámara Jt (αt,sr2/R2) e

jtθ, la primera ecuación
se integra en S1, la segunda en S3 y la tercera en S2 − S1 − S3. Finalmente se suman
las tres integrales dando para t = 0 y s = 0

(
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R2
1 +

(

E0,0 − F0,0

)

R2
3 = C0,0

(

1− e−j2k0L2
)

R2
2 (5.126)

que no es más que la ecuación de continuidad de flujo volumétrico asociada a un
modelo de onda plana.

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞, se tiene
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donde
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y para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞, queda
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con
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Para las condiciones de velocidad dadas por las ecuaciones (5.113)-(5.115), multipli-
cando ambos lados de las ecuaciones por Jt (αt,sr2/R2) e

−jtθdS, integrando la ecua-
ción (5.113) en S1, la ecuación (5.114) en S3 y la ecuación (5.115) en S2 − S1 − S3, y
sumando las tres se obtiene para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞



184 Modelado anaĺıtico modal multidimensional de silenciadores
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En todas las ecuaciones previas los números de onda axiales vienen dados por

k1,m,n =

√

k20 −
(

αm,n

R1

)2

(5.136)

k2,m,n =

√

k20 −
(

αm,n

R2

)2

(5.137)

k3,m,n =

√

k20 −
(

αm,n

R3

)2

(5.138)

Validación

La validación del modelo desarrollado mediante ajuste modal para el silenciador de
cámara reversa se lleva a cabo mediante la comparación con resultados obtenidos
mediante elementos finitos. La evaluación del comportamiento acústico se lleva a
cabo de manera similar al caso de la cámara de expansión simple. Se asume que
al silenciador llega una excitación dada por una onda plana incidente Am,n de valor
unidad, y en la salida la condición de contorno es una impedancia anecoica, de manera
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que ahora se verifica que Em,n = 0 para todo valor de m y n. El sistema de infinitas
ecuaciones (5.118)-(5.125), (5.126)-(5.127), (5.132) y (5.135) se trunca para obtener un
problema con un número finito de incógnitas. Dados los valores de tmax = mmax = p
y smax = nmax = q se tiene 3(2p+ 1)(q + 1) ecuaciones e incógnitas, que en concreto
son Bm,n, Cm,n y Fm,n. Tras su evaluación se obtiene el TL, dado por

TL = −20 log

(

R3

R1

∣

∣

∣

∣

∣

F0,0e
jk0(−L3) +

q
∑

n=1

F0,ne
−jk3,0,n(−L3)

∣

∣

∣

∣

∣

)

(5.139)

Si se considera que p = 0 y q = 0 en la ecuaciones (5.118), (5.122) y (5.126), se
obtiene, con R1 = R3,

TL = 10 log

(

1 +
1

4

(

S2

S1

)2

tan2(k0L2)

)

(5.140)

que es obviamente la fórmula del TL de una cámara reversa para onda plana dada
por la expresión (2.280).

La tabla 5.5 muestra las caracteŕısticas de las geometŕıas utilizadas para llevar a
cabo la validación y para estudiar el efecto de la posición de los conductos de entrada
y salida.

Geometŕıa R1 (m) R2 (m) R3 (m) L2 (m) δ1 (m) δ3 (m) θ0

1 0.02 0.091875 0.02 0.3 0.045 0.045 π

2 0.02 0.091875 0.02 0.3 0.045 0.045 π/2

3 0.02 0.091875 0.02 0.3 0.0 0.045 0.0

4 0.02 0.091875 0.02 0.3 0.0 0.057661 0.0

5 0.02 0.091875 0.02 0.05 0.045 0.045 π

6 0.02 0.091875 0.02 0.05 0.045 0.045 π/2

7 0.02 0.091875 0.02 0.05 0.0 0.045 0.0

8 0.02 0.091875 0.02 0.05 0.0 0.057661 0.0

Tabla 5.5: Dimensiones básicas de silenciadores de cámara reversa.

Las figuras mostradas a continuación presentan los resultados obtenidos para las geo-
metŕıas de la tabla anterior. El ı́ndice de pérdidas de transmisión de las geometŕıas 1 y
5, obtenido mediante ajuste modal y elementos finitos, se muestra en la figura 5.13. Se
comprueba que ambas técnicas dan lugar a una atenuación acústica idéntica en todo
el rango de frecuencias de interés. Las mallas de elementos finitos utilizadas para la
validación están formadas por elementos tetraédricos cuadráticos cuyo tamaño vaŕıa
entre 0.0075 m en los conductos de entrada y salida y 0.015 m en la cámara. Para el
modelado anaĺıtico se consideran los valores p = q = 5.

La figura 5.14 presenta una comparación de las geometŕıas 1, 2, 3 y 4. Se trata de
una cámara reversa larga, con vistas a analizar en este caso el efecto de la posición de



186 Modelado anaĺıtico modal multidimensional de silenciadores

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

0

10

20

30

40

50

60

Frecuencia (Hz )

T
L
(d
B
)

Figura 5.13: TL de cámaras reversas: , geometŕıa 1, AM;

+, ı́dem, MEF; , geometŕıa 5, AM; +, ı́dem, MEF.

conductos. Se observa el comportamiento t́ıpico de cámaras reversas de cierta longitud
[118], con resonancias de cuarto de onda claras hasta la propagación de modos de
alto orden, momento a partir del cual la evolución del TL es más irregular y menos
adecuada desde el punto de vista de atenuación de ruido. Puede comprobarse que la
peor configuración corresponde al caso de ambos conductos descentrados a θ0 = 180o

(geometŕıa 1), como consecuencia de la propagación del modo (1,0). Esta situación
se resuelve parcialmente modificando el descentrado a θ0 = 90o (geometŕıa 2), con
lo cual se retrasa la aparición de modos de alto orden hasta el modo (2,0). Para
obtener una atenuación más favorable (zonas de resonancia) en un rango de frecuencia
mayor, puede optarse por centrar el tubo de entrada (geometŕıa 3), con lo cual dicho
conducto cae sobre la ĺınea nodal de los modos previos y se restringe su propagación.
Aśı, el primer modo de alto orden que se propaga es el modo axisimétrico (0,1), cuya
frecuencia de corte es mayor. Manteniendo el conducto de entrada centrado y el de
salida descentrado con la distancia óptima (ĺınea nodal del modo (0,1) a una distancia
del centro dada por 0.6276R2), se puede observar como mejora el TL [118].

La figura 5.15 muestra la comparación de las geometŕıas 5, 6, 7 y 8, correspondientes
a una cámara corta. Ahora el comportamiento es de tipo cúpula de atenuación debido
a la propagación diametral, y de nuevo los comentarios previos son aplicables en el
sentido de que la configuración con entrada centrada limita la propagación de modos
de alto orden, sobre todo con el descentrado óptimo.
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Figura 5.14: TL de cámaras reversas: , geometŕıa 1; , geometŕıa 2;

, geometŕıa 3; , geometŕıa 4.
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Figura 5.15: TL de cámaras reversas: , geometŕıa 5; , geometŕıa 6;

, geometŕıa 7; , geometŕıa 8.

III. Cámara con doble salida opuesta

El comportamiento de esta configuración puede variar desde el asociado a una cámara
de expansión simple hasta el de una cámara reversa. La utilización de doble salida
permite reducir la pérdida de carga y el ruido asociado al flujo [120]. La figura 5.16
muestra la geometŕıa de un silenciador con dos salidas en lados opuestos, aśı como
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la nomenclatura básica asociada. Si se consideran por separado las regiones 1, 2 y 3,
se tiene una cámara reversa. Con los conductos 1, 2 y 4 se dispone de una cámara
de expansión simple. Ambas configuraciones son por tanto casos particulares de la
geometŕıa analizada en esta sección.

Am,n

Bm,n

Em,n

Fm,n

Cm,n

Dm,n

Gm,n

Hm,n
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L2L3 L4

z2
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δ4
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Figura 5.16: Silenciador con doble salida opuesta.

El tratamiento de este tipo de silenciador utiliza las ecuaciones obtenidas en el mode-
lado de la cámara reversa, añadiendo las ecuaciones necesarias para la consideración
de la presencia de la segunda salida. Debe tenerse en cuenta que ahora se tienen dos
coeficientes de propagación adicionales al incluir el segundo tubo de salida. De esta
manera, las condiciones de contorno a verificar por el campo acústico son las que se
muestran a continuación. Se consideran en primer lugar las condiciones que afectan
al campo acústico en la zona de la izquierda (expansión de la entrada y contracción
de la salida en el mismo lado). Para las presiones, la continuidad asociada da lugar a

(PA (r1, ϕ1, z2) + PB (r1, ϕ1, z2))|z2=0 = (PC (r2, θ, z2) + PD (r2, θ, z2))|z2=0 en S1

(5.141)

(PC (r2, θ, z2) + PD (r2, θ, z2))|z2=0 = (PE (r3, ϕ3, z2) + PF (r3, ϕ3, z2))|z2=0 en S3

(5.142)
La continuidad de la velocidad acústica axial permite escribir, para la zona de tran-
sición entre conductos y cámara central

(UA (r1, ϕ1, z2) + UB (r1, ϕ1, z2))|z2=0 = (UC (r2, θ, z2) + UD (r2, θ, z2))|z2=0 en S1

(5.143)

(UE (r3, ϕ3, z2) + UF (r3, ϕ3, z2))|z2=0 = (UC (r2, θ, z2) + UD (r2, θ, z2))|z2=0 en S3

(5.144)
En la placa lateral izquierda, la condición de pared ŕıgida se expresa como
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(UC (r2, θ, z2) + UD (r2, θ, z2))|z2=0 = 0 en S2 − S1 − S3 (5.145)

En la zona de contracción (sección asociada al segundo tubo de salida), las condiciones
de contorno de presión son

(PC (r2, θ, z2) + PD (r2, θ, z2))|z2=L2
= (PG (r4, ϕ4, z4) + PH (r4, ϕ4, z4))|z4=0 en S4

(5.146)
Las condiciones de velocidad se escriben como

(UC (r2, θ, z2) + UD (r2, θ, z2))|z2=L2
= (UG (r4, ϕ4, z4) + UH (r4, ϕ4, z4))|z4=0 en S4

(5.147)
(UC (r2, θ, z2) + UD (r2, θ, z2))|z2=L2

= 0 en S2 − S4 (5.148)

S1, S2, S3 y S4 son las áreas de la sección transversal en el tubo de entrada, la cámara,
el primer tubo de salida y el segundo tubo de salida respectivamente.

Ajuste modal de la presión en la entrada

Con el fin de obtener un sistema algebraico de ecuaciones cuyas incógnitas sean los
coeficientes de propagación Am,n, Bm,n, Cm,n, Dm,n, Em,n, Fm,n, Gm,n y Hm,n,
se procede a multiplicar la ecuación (5.141) de continuidad de presión por el modo
de presión del conducto de entrada Jt (αt,sr1/R1) e

jtϕ1 , y luego se lleva a cabo la
integración en S1. Para t = 0 y s = 0 se obtiene
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(5.149)

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞
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(5.150)
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y para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞, queda
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(5.151)

Repitiendo el procedimiento con el modo Jt (αt,sr1/R1) e
−jtϕ1 , con t = 1, 2, 3,..., ∞

y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞, se obtiene
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(5.152)

Ajuste modal de la presión en la primera salida

En la zona del primer tubo de salida, siguiendo un procedimiento análogo al anterior
se obtiene, de la ecuación (5.142), para t = 0 y s = 0

(

E0,0 + F0,0

) R2
3

2
=
(

C0,0 +D0,0

) R2
3

2

+

∞
∑

n=1

(

C0,n +D0,n

) R2R3

α0,n
J0 (α0,nδ3/R2) J1 (α0,nR3/R2)

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

((

C+
m,n +D+

m,n

)

+
(

C−

m,n +D−

m,n

))

· R2R3

αm,n
Jm (αm,nδ3/R2) J1 (αm,nR3/R2)

(5.153)
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Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞

(

E0,s + F0,s

) R2
3

2
J0 (α0,s)

=

∞
∑

n=1

(

C0,n +D0,n

)

J0 (α0,nδ3/R2)
α0,nR3/R2J

′

0 (α0,nR3/R2)

(α0,s/R3)
2 − (α0,n/R2)

2

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

((

C+
m,n +D+

m,n

)

+
(

C−

m,n +D−

m,n

))

· Jm (αm,nδ3/R2)
αm,nR3/R2J

′

0 (αm,nR3/R2)

(α0,s/R3)
2 − (αm,n/R2)

2

(5.154)

Para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞, queda

(

E+
t,s + F+

t,s

) R2
3

2

(

1− t2

α2
t,s

)

Jt (αt,s)

=
∞
∑

n=1

(

C0,n +D0,n

)

Jt (α0,nδ3/R2)
α0,nR3/R2J

′

t (α0,nR3/R2)

(αt,s/R3)
2 − (α0,n/R2)

2

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

((

C+
m,n +D+

m,n

)

Jm+t (αm,nδ3/R2)
)αm,nR3/R2J

′

t (αm,nR3/R2)

(αt,s/R3)
2 − (αm,n/R2)

2

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

(

(

C−

m,n +D−

m,n

)

(−1)
t
Jm−t (αm,nδ3/R2)

)αm,nR3/R2J
′

t (αm,nR3/R2)

(αt,s/R3)
2 − (αm,n/R2)

2

(5.155)

y

(

E−

t,s + F−

t,s

) R2
3

2

(

1− t2

α2
t,s

)

Jt (αt,s)

=

∞
∑

n=1

(

C0,n +D0,n

)

Jt (α0,nδ3/R2)
α0,nR3/R2J

′

t (α0,nR3/R2)

(αt,s/R3)
2 − (α0,n/R2)

2

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

(

(

C+
m,n +D+

m,n

)

(−1)
t
Jm−t (αm,nδ3/R2)

)αm,nR3/R2J
′

t (αm,nR3/R2)

(αt,s/R3)
2 − (αm,n/R2)

2

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

((

C−

m,n +D−

m,n

)

Jm+t (αm,nδ3/R2)
)αm,nR3/R2J

′

t (αm,nR3/R2)

(αt,s/R3)
2 − (αm,n/R2)

2

(5.156)

Ajuste modal de la velocidad en el lado izquierdo

Para las condiciones de velocidad expresadas en las ecuaciones (5.143)-(5.145), multi-
plicando ambos lados de las ecuaciones por Jt (αt,sr2/R2) e

jtθdS, integrando la ecua-
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ción (5.143) en S1, la ecuación (5.144) en S3 y la ecuación (5.145) en S2 − S1 − S3 y
sumando las tres, se obtiene para t = 0 y s = 0

(

A0,0 −B0,0

)

R2
1 +

(

E0,0 − F0,0

)

R2
3 =

(

C0,0 −D0,0

)

R2
2 (5.157)

que es la ecuación de continuidad de flujo volumétrico del modelo de onda plana.

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞, se tiene

k0
(

A0,0 −B0,0

) R2R1

α0,s
J0 (α0,sδ1/R2) J1 (α0,sR1/R2)

−
∞
∑

n=1

k1,0,n
(

A0,n −B0,n

)

J0 (α0,sδ1/R2)ℜ1

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k1,m,n

((

A+
m,n −B+

m,n

)

+
(

A−

m,n −B−

m,n

))

Jm (α0,sδ1/R2)ℜ2

+ k0
(

E0,0 − F0,0

) R2R3

α0,s
J0 (α0,sδ3/R2) J1 (α0,sR3/R2)

−
∞
∑

n=1

k3,0,n
(

E0,n − F0,n

)

J0 (α0,sδ3/R2)ℜ3

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k3,m,n

((

E+
m,n − F+

m,n

)

+
(

E−

m,n − F−

m,n

))

Jm (α0,sδ3/R2)ℜ4

= −k2,0,s
(

C0,s −D0,s

) R2
2

2
J20 (α0,s)

(5.158)

donde

ℜ1 =

α0,s
R1

R2
J0 (α0,n) J

′

0

(

α0,s

R2
R1

)

(

α0,n

R1

)2

−
(

α0,s

R2

)2 (5.159)

ℜ2 =

α0,s
R1

R2
Jm (αm,n) J

′

m

(

α0,s

R2
R1

)

(

αm,n

R1

)2

−
(

α0,s

R2

)2 (5.160)

ℜ3 =

α0,s
R3

R2
J0 (α0,n) J

′

0

(

α0,s

R2
R3

)

(

α0,n

R3

)2

−
(

α0,s

R2

)2 (5.161)

ℜ4 =

α0,s
R3

R2
Jm (αm,n) J

′

m

(

α0,s

R2
R3

)

(

αm,n

R3

)2

−
(

α0,s

R2

)2 (5.162)
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y para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞, queda

(

k0
(

A0,0 −B0,0

) R2R1

αt,s
Jt (αt,sδ1/R2) J1 (αt,sR1/R2)

−
∞
∑

n=1

k1,0,n
(

A0,n −B0,n

)

Jt (αt,sδ1/R2)ℜ5

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k1,m,n

((

A+
m,n −B+

m,n

)

Jt+m (αt,sδ1/R2)
)

ℜ6

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k1,m,n

((

A−

m,n −B−

m,n

)

(−1)mJt−m (αt,sδ1/R2)
)

ℜ6

)

ejtθ1

+

(

k0
(

E0,0 − F0,0

) R2R3

αt,s
Jt (αt,sδ3/R2) J1 (αt,sR3/R2)

−
∞
∑

n=1

k3,0,n
(

E0,n − F0,n

)

Jt (αt,sδ3/R2)ℜ7

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k3,m,n

((

E+
m,n − F+

m,n

)

Jt+m (αt,sδ3/R2)
)

ℜ8

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k3,m,n

((

E−

m,n − F−

m,n

)

(−1)mJt−m (αt,sδ3/R2)
)

ℜ8

)

ejtθ1

= −k2,t,s
(

C+
t,s −D+

t,s

) R2
2

2

(

1− t2

α2
t,s

)

J2t (αt,s)

(5.163)

donde

ℜ5 =

αt,s
R1

R2
J0 (α0,n) J

′

0

(

αt,s

R2
R1

)

(

α0,n

R1

)2

−
(

αt,s

R2

)2 (5.164)

ℜ6 =

αt,s
R1

R2
Jm (αm,n) J

′

m

(

αt,s

R2
R1

)

(

αm,n

R1

)2

−
(

αt,s

R2

)2 (5.165)

ℜ7 =

αt,s
R3

R2
J0 (α0,n) J

′

0

(

αt,s

R2
R3

)

(

α0,n

R3

)2

−
(

αt,s

R2

)2 (5.166)
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ℜ8 =

αt,s
R3

R2
Jm (αm,n) J

′

m

(

αt,s

R2
R3

)

(

αm,n

R3

)2

−
(

αt,s

R2

)2 (5.167)

Para las condiciones de velocidad dadas por las ecuaciones (5.143)-(5.145), multipli-
cando ambos lados de las ecuaciones por Jt (αt,sr2/R2) e

−jtθdS, integrando la ecua-
ción (5.143) en S1, la ecuación (5.144) en S3 y la ecuación (5.145) en S2 − S1 − S3 y
sumando las tres, se obtiene para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞

(

k0
(

A0,0 −B0,0

) R2R1

αt,s
Jt (αt,sδ1/R2) J1 (αt,sR1/R2)

−
∞
∑

n=1

k1,0,n
(

A0,n −B0,n

)

Jt (αt,sδ1/R2)ℜ5

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k1,m,n

((

A+
m,n −B+

m,n

)

(−1)mJt−m (αt,sδ1/R2)
)

ℜ6

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k1,m,n

((

A−

m,n −B−

m,n

)

Jt+m (αt,sδ1/R2)
)

ℜ6

)

e−jtθ1

+

(

k0
(

E0,0 − F0,0

) R2R3

αt,s
Jt (αt,sδ3/R2) J1 (αt,sR3/R2)

−
∞
∑

n=1

k3,0,n
(

E0,n − F0,n

)

Jt (αt,sδ3/R2)ℜ7

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k3,m,n

((

E+
m,n − F+

m,n

)

(−1)mJt−m (αt,sδ3/R2)
)

ℜ8

−
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k3,m,n

((

E−

m,n − F−

m,n

)

Jt+m (αt,sδ3/R2)
)

ℜ8

)

e−jtθ1

= −k2,t,s
(

C−

t,s −D−

t,s

) R2
2

2

(

1− t2

α2
t,s

)

J2t (αt,s)

(5.168)

En las ecuaciones previas los números de onda axiales vienen dados por las expresiones
(5.136)-(5.138).

Ajuste modal de la presión en la segunda salida

Utilizando un procedimiento análogo al descrito previamente, de la condición de pre-
sión dada por la ecuación (5.146) se obtiene para t = 0 y s = 0
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(

G0,0 +H0,0

) R2
4

2
=
(

C0,0e
−jk0L2 +D0,0e

jk0L2
) R2

4

2

+

∞
∑

n=1

(

C0,ne
jk2,0,nL2 +D0,ne

−jk2,0,nL2
) R2R4

α0,n
J0 (α0,nδ4/R2) J1 (α0,nR4/R2)

+
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

((

C+
m,n + C−

m,n

)

ejk2,m,nL2 +
(

D+
m,n +D−

m,n

)

e−jk2,m,nL2
)

· R2R4

αm,n
Jm (αm,nδ4/R2) J1 (αm,nR4/R2)

(5.169)

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞

(

G0,s +H0,s

) R2
4

2
J0 (α0,s)

=
∞
∑

n=1

(

C0,ne
jk2,0,nL2 +D0,ne

−jk2,0,nL2
)

J0 (α0,nδ4/R2)
α0,nR4/R2J

′

0 (α0,nR4/R2)

(α0,s/R4)
2 − (α0,n/R2)

2

+
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

((

C+
m,n + C−

m,n

)

e−jk2,m,nL2 +
(

D+
m,n +D−

m,n

)

ejk2,m,nL2
)

· Jm (αm,nδ4/R2)
αm,nR4/R2J

′

0 (αm,nR4/R2)

(α0,s/R4)
2 − (αm,n/R2)

2

(5.170)

Finalmente, para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞, queda

(

G+
t,s +H+

t,s

) R2
4

2

(

1− t2

α2
t,s

)

Jt (αt,s)

=
∞
∑

n=1

(

C0,ne
jk2,0,nL2 +D0,ne

−jk2,0,nL2
)

Jt (α0,nδ4/R2)
α0,nR4/R2J

′

t (α0,nR4/R2)

(αt,s/R4)
2 − (α0,n/R2)

2

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

(

(

C+
m,ne

jk2,m,nL2 +D+
m,ne

−jk2,m,nL2
)

Jm+t (αm,nδ4/R2)

+
(

C−

m,ne
jk2,m,nL2 +D−

m,ne
−jk2,m,nL2

)

(−1)
t
Jm−t (αm,nδ4/R2)

)

· αm,nR4/R2J
′

t (αm,nR4/R2)

(αt,s/R4)
2 − (αm,n/R2)

2

(5.171)



196 Modelado anaĺıtico modal multidimensional de silenciadores

y

(

G−

t,s +H−

t,s

) R2
4

2

(

1− t2

α2
t,s

)

Jt (αt,s)

=
∞
∑

n=1

(

C0,ne
jk2,0,nL2 +D0,ne

−jk2,0,nL2
)

Jt (α0,nδ4/R2)
α0,nR4/R2J

′

t (α0,nR4/R2)

(αt,s/R4)
2 − (α0,n/R2)

2

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

(

(

C+
m,ne

jk2,m,nL2 +D+
m,ne

−jk2,m,nL2
)

(−1)
t
Jm−t (αm,nδ4/R2)

+
(

C−

m,ne
jk2,m,nL2 +D−

m,ne
−jk2,m,nL2

)

Jm+t (αm,nδ4/R2)

)

· αm,nR4/R2J
′

t (αm,nR4/R2)

(αt,s/R4)
2 − (αm,n/R2)

2

(5.172)

Ajuste modal de la velocidad en el lado derecho

Para la condición de velocidad en la contracción, a partir de las ecuaciones (5.147) y
(5.148), se obtiene para t = 0 y s = 0

(

G0,0 −H0,0

)

R2
4 =

(

C0,0e
−jk0L2 −D0,0e

jk0L2
)

R2
2 (5.173)

que es la ecuación de continuidad de flujo volumétrico asociada a un modelo de onda
plana.

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞, resulta

k2,0,s
(

C0,se
jk2,0,sL2 −D0,se

−jk2,0,sL2
) R2

2

2
J20 (α0,s)

= −k0
(

G0,0 −H0,0

) R2R4

α0,s
J0 (α0,sδ4/R2) J1 (α0,sR4/R2)

+

∞
∑

n=1

k4,0,n
(

G0,n −H0,n

)

J0 (α0,sδ4/R2)ℜ9

+
∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k4,m,n

((

G+
m,n −H+

m,n

)

+
(

G−

m,n −H−

m,n

))

Jm (α0,sδ4/R2)ℜ10

(5.174)

donde

ℜ9 =

α0,s
R4

R2
J0 (α0,n) J

′

0

(

α0,s

R2
R4

)

(

α0,n

R4

)2

−
(

α0,s

R2

)2 (5.175)
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ℜ10 =

α0,s
R4

R2
Jm (αm,n) J

′

m

(

α0,s

R2
R4

)

(

αm,n

R4

)2

−
(

α0,s

R2

)2 (5.176)

Para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞

k2,t,s
(

C+
t,se

jk2,t,sL2 −D+
t,se

−jk2,t,sL2
) R2

2

2

(

1− t2

α2
t,s

)

J2t (αt,s)

= −k0
(

G0,0 −H0,0

) R2R4

αt,s
Jt (αt,sδ4/R2) J1 (αt,sR4/R2)

+

∞
∑

n=1

k4,0,n
(

G0,n −H0,n

)

Jt (αt,sδ4/R2)ℜ11

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k4,m,n

(

(

G+
m,n −H+

m,n

)

Jt+m (αt,sδ4/R2)

+
(

G−

m,n −H−

m,n

)

(−1)
m
Jt−m (αt,sδ4/R2)

)

ℜ12

(5.177)

En último lugar se obtiene, para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞

k2,t,s
(

C−

t,se
jk2,t,sL2 −D−

t,se
−jk2,t,sL2

) R2
2

2

(

1− t2

α2
t,s

)

J2t (αt,s)

= −k0
(

G0,0 −H0,0

) R2R4

αt,s
Jt (αt,sδ4/R2) J1 (αt,sR4/R2)

+

∞
∑

n=1

k4,0,n
(

G0,n −H0,n

)

Jt (αt,sδ4/R2)ℜ13

+

∞
∑

m=1

∞
∑

n=0

k4,m,n

(

(

G+
m,n −H+

m,n

)

(−1)
m
Jt−m (αt,sδ4/R2)

+
(

G−

m,n −H−

m,n

)

Jt+m (αt,sδ4/R2)

)

ℜ14

(5.178)

con

ℜ11 =

αt,s
R4

R2
J0 (α0,n) J

′

0

(

αt,s

R2
R4

)

(

α0,n

R4

)2

−
(

αt,s

R2

)2 (5.179)

ℜ12 =

αt,s
R4

R2
Jm (αm,n) J

′

m

(

αt,s

R2
R4

)

(

αm,n

R4

)2

−
(

αt,s

R2

)2 (5.180)
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ℜ13 =

αt,s
R4

R2
J0 (α0,n) J

′

0

(

αt,s

R2
R4

)

(

α0,n

R4

)2

−
(

αt,s

R2

)2 (5.181)

ℜ14 =

αt,s
R4

R2
Jm (αm,n) J

′

m

(

αt,s

R2
R4

)

(

αm,n

R4

)2

−
(

αt,s

R2

)2 (5.182)

Caracterización del silenciador

La evaluación del ı́ndice de pérdidas de transmisión se consigue asumiendo que sobre
el silenciador actúa una excitación dada por una onda plana incidente A0,0 de valor
arbitrario, que por comodidad puede tener amplitud unidad. En las dos salidas se
supone que la terminación es anecoica, lo cual implica que no se produce reflexión
alguna, de manera que Em,n = Hm,n = 0 para todo valor de m y n. De las infinitas
ecuaciones e incógnitas presentes en las ecuaciones (5.149)-(5.158), (5.163), (5.168)-
(5.174) y (5.177)-(5.178), se reduce la dimensión del problema mediante truncado.
Para valores máximos de t y s dados por tmax y smax, se dispone de 5(2tmax +
1)(smax+1) ecuaciones, y para valores máximos de m y n denotados mediante mmax

y nmax, se tienen 5 (2mmax + 1) (nmax + 1) incógnitas, asociadas a los coeficientes
de propagación Bm,n, Cm,n, Dm,n, Fm,n y Gm,n. Haciendo tmax = mmax = p y
smax = nmax = q, se logra un sistema de ecuaciones algebraico a partir de cuya
solución puede obtenerse el TL mediante la expresión

TL = −10 log

(

(

R3

R1

)2
∣

∣

∣

∣

∣
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∣

∣
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∣

∣
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∣

∣

2)
(5.183)

Si se desea obtener los resultados asociados al modelo de onda plana basta con hacer
p = 0 y q = 0 en la ecuaciones anteriores.

Para validar el desarrollo previo y estudiar el efecto de la posición de los conduc-
tos, se consideran las geometŕıas detalladas en la tabla 5.6. Todas se caracterizan por
tener las dimensiones R1 = R3 = R4 = 0.02 m, R2 = 0.091875 m, L1 = L3 = L4 =
0.1 m y L2 = 0.3 m. Las diferencias vienen dadas por la distinta ubicación de los
conductos de entrada y salida. Para la validación se toma como referencia la solución
proporcionada por el método de elementos finitos. La malla utilizada para efectuar
la validación tiene un tamaño aproximado de elemento de 0.0075 m en los conductos
de entrada y salida aśı como en las zonas de la cámara cercanas a la expansión y
las contracciones, y 0.015 m en el resto del dominio. Los elementos utilizados para
realizar el mallado son tetraedros cuadráticos. Para la solución anaĺıtica, y como en
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los casos anteriores, se toman los valores p = q = 5.

Geometŕıa δ1 (m) δ3 (m) δ4 (m) θ1 θ4

1 0.045 0.045 0.045 π 0.0

2 0.045 0.045 0.045 π/2 0.0

3 0.045 0.045 0.045 π/2 π

4 0.057661 0.057661 0.057661 π 0.0

5 0.057661 0.057661 0.057661 π/2 0.0

6 0.057661 0.057661 0.057661 π/2 π

7 0.0 0.045 0.045 0.0 0.0

8 0.0 0.057661 0.057661 0.0 0.0

9 0.0 0.07 0.07 0.0 0.0

Tabla 5.6: Dimensiones básicas de silenciadores con doble salida opuesta.

La figura 5.17 muestra la comparación de los resultados del modelo anaĺıtico y de
elementos finitos para la geometŕıa 1. Se comprueba que existe una concordancia
excelente entre ambos modelos en todo el rango de frecuencia de interés. El modelo
anaĺıtico predice de forma correcta todas las particularidades del TL, incluyendo de
forma precisa los efectos de la tridimensionalidad del campo acústico.
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Figura 5.17: TL de silenciador con doble salida opuesta: , geometŕıa 1, AM;

+, ı́dem, MEF.

La figura 5.18 considera tres configuraciones en las que las distancias de descentrado
son las mismas para los tres conductos, dadas por δ1 = δ3 = δ4 = 0.045 m, y vaŕıa el
ángulo relativo de éstos. Tal como muestra la figura 5.16, la referencia angular se ha
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tomado (sin pérdida de generalidad) en el conducto de salida 3. Resulta evidente que
cuando la entrada está a 180o (geometŕıa 1), se obtiene la peor atenuación, debido a la
propagación del primer modo asimétrico (1,0). Este comportamiento mejora ubicando
la entrada a 90o (geometŕıas 2 y 3), lo cual aumenta las prestaciones del silenciador
hasta el inicio de la propagación del modo asimétrico (2,0). Se observa que el cambio
de θ4 = 0.0 a θ4 = π no produce cambios significativos en la atenuación.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

0

5

10

15

20

25

30

35

40

Frecuencia (Hz )

T
L
(d
B
)

Figura 5.18: TL de silenciadores con doble salida opuesta: , geometŕıa 1; ,

geometŕıa 2; , geometŕıa 3.

La figura 5.19 considera, como en el caso anterior, tres configuraciones de silenciador
en las que la distancia de descentrado es la misma para los tres conductos, y vaŕıa
el ángulo relativo de éstos. Ahora la distancia de descentrado es 0.6276R2 [117, 118],
es decir, los conductos están ubicados en la ĺınea nodal del modo axisimétrico (0,1).
Resulta evidente que cuando la entrada está a 180o (geometŕıa 4), se obtiene la peor
atenuación, debido a la propagación del modo asimétrico (1,0). Esta situación se
corrige si se mueve el conducto de entrada, formando un ángulo de valor 90o respecto
al conducto de salida 3, de manera que la atenuación mejora hasta que se inicia la
propagación del modo asimétrico (2,0). Por tanto el comportamiento es prácticamente
idéntico al observado en la figura 5.18. El hecho de utilizar la distancia 0.6276R2

no garantiza una buena atenuación debido a que el descentrado hace que se estén
excitando los modos (1,0) y (2,0), cuya frecuencia de corte es inferior a la del modo
(0,1).

La figura 5.20 considera el efecto de mantener la entrada centrada. Se busca que dicho
conducto permanezca en la ĺınea nodal de los dos primeros modos de alto orden,
responsables de la cáıda del TL. Las salidas están descentradas y θ4 = 0. Ahora
śı resulta muy útil la utilización de la distancia de descentrado óptima con la que la
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Figura 5.19: TL de silenciadores con doble salida opuesta: , geometŕıa 4; ,

geometŕıa 5; , geometŕıa 6.

atenuación mejora claramente hasta la propagación del primer modo axisimétrico, tal
como se muestra en la figura 5.20. En ésta puede observarse que la ĺınea azul supera
a la roja en todo el rango de frecuencias altas, y es ligeramente superior a la negra al
menos hasta la propagación del primer modo axisimétrico.
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Figura 5.20: TL de silenciadores con doble salida opuesta: , geometŕıa 7; ,

geometŕıa 8; , geometŕıa 9.
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Se considera ahora la situación en la que de partida, el silenciador incluye el conducto
de entrada y de salida en el mismo lado. Las dimensiones asociadas son R1 = R3 =
0.0268 m, R2 = 0.091875 m, L2 = 0.3 m, δ1 = 0 m y δ3 = 0.057661 m (óptimo). Se
estudia el efecto de añadir la salida en el lado opuesto, para varios valores de radio de
conducto que se detallan en la tabla 5.7, con el descentrado dado por δ4 = 0.057661
m (óptimo) y θ4 = 0o.

Geometŕıa R4 (m)

10 0.0

11 0.005

12 0.01

13 0.015

14 0.02

15 0.0268

Tabla 5.7: Geometŕıas consideradas para analizar el efecto de la adición de la

segunda salida en el lado opuesto a la entrada.

La figura 5.21 muestra el efecto de la adición de la segunda salida en el lado opuesto
a la entrada. Se observa una transición de comportamiento entre una cámara reversa
pura cuando no hay salida en el lado opuesto (geometŕıa 10) hasta un comportamiento
de cámara de expansión simple cuando la salida en el lado opuesto tiene el mismo
radio que el otro conducto de salida (geometŕıa 15). La utilización de una segunda
salida en el lado opuesto da lugar por tanto a una menor atenuación, proporcionando
como contrapartida una mayor área de escape que permitirá reducir la pérdida de
carga del silenciador y el ruido asociado al flujo [120].

A continuación se considera la situación en la que, de partida, el silenciador incluye
el conducto de entrada y el de salida en el lado opuesto. Las dimensiones asociadas
son: R1 = R4 = 0.0268 m, R2 = 0.091875 m, L2 = 0.3 m, δ1 = 0 m, δ4 = 0.057661 m
(óptimo) y θ4 = 0o. Se estudia el efecto de añadir la salida en el mismo lado que la
entrada, para varios valores de radio de conducto que se detallan en la tabla 5.8, con
el descentrado dado por δ3 = 0.057661 m (óptimo).

La figura 5.22 muestra los resultados obtenidos. Se observa una escasa modificación
del comportamiento acústico, que es similar en todos los casos al de una cámara de
expansión simple. Por tanto, la adición de la segunda salida en el lado de la entrada
tiene la virtud de no modificar la atenuación y permitir a su vez una potencial menor
pérdida de carga y menor ruido de flujo. Selamet y Ji [120] muestran que con dos
salidas en el mismo lado se pierde cierto nivel de atenuación. Con el silenciador con
doble salida opuesta se resuelve ese problema, ya que la figura 5.22 pone de manifiesto
que el nivel de atenuación máximo en las cúpulas del TL se mantiene al añadir la
segunda salida en el lado de la entrada.
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Figura 5.21: TL de silenciadores con doble salida opuesta: , geometŕıa 10;

, geometŕıa 11; , geometŕıa 12; , geometŕıa 13;

, geometŕıa 14; , geometŕıa 15.

Geometŕıa R3 (m)

16 0.0

17 0.005

18 0.01

19 0.015

20 0.02

21 0.0268

Tabla 5.8: Geometŕıas consideradas para analizar el efecto de la adición de la

segunda salida en el lado de la entrada.

En último lugar se considera el efecto de la variación del área de los conductos de
salida. Las dimensiones asociadas son: R1 = 0.0268 m, R2 = 0.091875 m, L2 = 0.3 m,
δ1 = 0 m, δ3 = δ4 = 0.057661 m (óptimo) y θ4 = 0o. Se estudia el efecto de modificar
el área de ambos conductos de salida. Los valores de radio de conducto se detallan en
la tabla 5.9.

La figura 5.23 muestra los resultados obtenidos. Tal como cabe prever, se observa
una gran modificación de los niveles máximos de atenuación, que son mayores para
menores secciones transversales. En todos los casos la forma del TL es de tipo cúpula,
como en el caso de una cámara de expansión simple. El análisis de esta configuración
forma parte de la contribución de la Tesis y parte de los resultados se han publicado
en la referencia [6].
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Figura 5.22: TL de silenciadores con doble salida opuesta: , geometŕıa 16;

, geometŕıa 17; , geometŕıa 18; , geometŕıa 19;

, geometŕıa 20; , geometŕıa 21.

Geometŕıa R3 = R4 (m)

22 0.005

23 0.015

24 0.02

25 0.0268

Tabla 5.9: Geometŕıas consideradas para analizar el efecto del área

de los conductos de salida.

IV. Cámara reversa con material absorbente y placa perforada

Hasta ahora, las geometŕıas consideradas mediante ajuste modal han sido de tipo
reactivo puro, es decir, no se ha considerado ningún fenómeno de disipación energéti-
ca. Una posible fuente de disipación puede ser la debida a la existencia de elementos
perforados y materiales absorbentes. En esta sección se lleva a cabo el modelado
tridimensional mediante ajuste modal de silenciadores de cámara reversa con mate-
rial absorbente y placa perforada. El objetivo de la adición de disipación consiste en
aumentar la baja atenuación asociada a las bandas de paso t́ıpicas de las cámaras
reversas.

La figura 5.24 muestra la geometŕıa bajo análisis, similar a la cámara reversa reactiva
estudiada anteriormente, con la diferencia de que ahora se da la presencia de una
placa perforada que divide la cámara central en dos partes, una de longitud Lc con
aire y otra de longitud La con material absorbente.
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Figura 5.23: TL de silenciadores con doble salida opuesta: , geometŕıa 22;

, geometŕıa 23; , geometŕıa 24; , geometŕıa 25.
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Figura 5.24: Silenciador de cámara reversa con material absorbente y placa perforada.

La presión acústica en un conducto circular cualquiera (por ejemplo el conducto de
entrada de radio R1) puede escribirse como la suma de una onda progresiva A viajando
en la dirección positiva de z
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y una onda regresiva B, viajando en la dirección negativa de z
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(5.185)

donde κz,m,n representa el número de onda axial para el modo (m,n). Éste viene dado
en general por la expresión

κz,m,n =

√

κ2 −
(

αm,n

Ri

)2

(5.186)

donde Ri, i = 1, 2, 3 corresponde al radio del conducto en el que se propaga la onda
caracterizada. El número de onda depende del medio a través del que se propaga la
onda acústica,

κ =
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k0 =
2πf

c0
, −L1 ≤ z ≤ Lc

k̃ =
2πf

c̃
, 0 ≤ za ≤ La

(5.187)

siendo k0 el número de onda correspondiente a la propagación de la onda en el aire,
f la frecuencia y c0 la velocidad del sonido en el aire. Análogamente, k̃ corresponde
al número de onda del material absorbente y c̃ es la velocidad equivalente del sonido
en el mismo.

La velocidad acústica axial U para las ondas A y B se obtiene de la ecuación de
Euler (2.47), como
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(5.188)
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(5.189)

donde ρ0 debe reemplazarse por ρ̃ cuando se trabaja con UE y UF en la región con
absorbente.

En este tipo de silenciador se utilizan las ecuaciones obtenidas en el caso de una
cámara reversa reactiva, añadiendo las ecuaciones necesarias para la presencia de la
placa perforada y realizando las modificaciones oportunas debidas a la existencia del
material absorbente. De esta manera las condiciones a verificar por el campo acústi-
co son las que se muestran a continuación. En el lado izquierdo de la cámara deben
satisfacerse las condiciones de continuidad de presión

(PA (r1, ϕ1, z) + PB (r1, ϕ1, z))|z=0 = (PC (r2, θ, z) + PD (r2, θ, z))|z=0 en S1

(5.190)
(PG (r3, ϕ3, z) + PH (r3, ϕ3, z))|z=0 = (PC (r2, θ, z) + PD (r2, θ, z))|z=0 en S3

(5.191)
y de velocidad

(UA (r1, ϕ1, z) + UB (r1, ϕ1, z))|z=0 = (UC (r2, θ, z) + UD (r2, θ, z))|z=0 en S1

(5.192)
(UG (r3, ϕ3, z) + UH (r3, ϕ3, z))|z=0 = (UC (r2, θ, z) + UD (r2, θ, z))|z=0 en S3

(5.193)
(UC (r2, θ, z) + UD (r2, θ, z))|z=0 = 0 en S2 − S1 − S3 (5.194)

En el lado derecho de la cámara, la condición de continuidad de pared ŕıgida impone

(UE (r2, θ, za) + UF (r2, θ, za))|za=La
= 0 en S2 (5.195)

En la placa perforada se tiene por un lado la continuidad de la velocidad acústica
axial

(UC (r2, θ, z) + UD (r2, θ, z))|z=Lc
= (UE (r2, θ, za) + UF (r2, θ, za))|za=0 (5.196)

y por otro la relación entre la variación de presión y la velocidad, dada por la impe-
dancia acústica Z̃p,

(UC + UD)|z=Lc
=

(PC + PD)|z=Lc
− (PE + PF )|za=0

Z̃p

(5.197)
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de manera que estas dos últimas ecuaciones son válidas en toda la sección transversal
S2.

Siguiendo un procedimiento de ajuste modal similar al caso de la cámara reversa
reactiva, para la condición de continuidad de presión en la entrada se obtienen las
ecuaciones (5.118)-(5.121) mientras que para la continuidad de presión en la salida se
obtienen las expresiones (5.122)-(5.125), haciendo algunas modificaciones indicadas a
continuación. En lo referente a las condiciones de continuidad de velocidad en el lado
izquierdo, las expresiones obtenidas ahora son básicamente iguales a las ecuaciones
(5.126), (5.127), (5.132) y (5.135), con algunos cambios. Éstos consisten en sustituir
los coeficientes E y F en el tubo de salida de la cámara reversa reactiva por los nuevos
coeficientes G y H asociados a la salida de la cámara reversa con material absorbente
y placa perforada, y la longitud L2 por Lc. En cuanto a la ecuación (5.196) vinculada
a la placa perforada, las propiedades de ortogonalidad de los modos de presión en la
cámara permiten escribir [7, 49, 109], para t = 0 y s = 0,

k0
ρ0

(

C0,0e
−jk0Lc −D0,0e

jk0Lc
)

=
k̃

ρ̃

(

E0,0 − F0,0

)

(5.198)

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞ se tiene

k2,0,s
ρ0

(
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jk2,0,sLc −D0,se

−jk2,0,sLc
)

=
k̃2,0,s
ρ̃

(

E0,s − F0,s

)

(5.199)

mientras que para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞ resulta

k2,t,s
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t,se
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=
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t,s

)

(5.200)

Combinando la ecuación (5.197) con las propiedades de ortogonalidad se puede escri-
bir, para t = 0 y s = 0,

C0,0e
−jk0Lc

(

Z̃p

ρ0ω
k0 − 1

)
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(5.201)

Para t = 0 y s = 1, 2, 3,..., ∞ se obtiene la expresión
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(5.202)
y para t = 1, 2, 3,..., ∞ y s = 0, 1, 2, 3,..., ∞ se llega a
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(5.203)
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Finalmente la ecuación (5.195) proporciona directamente

F0,0 = E0,0e
−j2k̃La , F0,s = E0,se

j2k̃2,0,sLa , F±

t,s = E±

t,se
j2k̃2,t,sLa (5.204)

El sistema de ecuaciones obtenido se resuelve tal como se ha indicado en los casos
anteriores. Se procede considerando una onda plana incidente y una terminación de
tipo anecoico, con lo cual se llega a un sistema con 6 (2tmax + 1) (smax + 1) ecuaciones
y 6 (2mmax + 1) (nmax + 1) incógnitas cuyo cálculo permite definir el campo acústico.
Llevando a cabo el truncado de tmax y mmax a p, y smax y nmax a q, y resolviendo
el sistema de ecuaciones algebraico resultante, puede obtenerse el ı́ndice de pérdidas
de transmisión, dado por

TL = −20 log

(

R3

R1

∣

∣

∣

∣

∣

H0,0e
jk0(−L3) +

q
∑

n=1

H0,ne
−jk3,0,n(−L3)

∣

∣

∣

∣

∣

)

(5.205)

Con el fin de validar el desarrollo anterior y estudiar en detalle la influencia en la
atenuación acústica de la posición relativa de los conductos de entrada y salida, de
la resistividad del material absorbente y de la porosidad de la placa perforada, se
consideran las geometŕıas mostradas en la tabla 5.10, en la que se detallan algunos
de sus parámetros principales. En todos los casos considerados, se han mantenido los
radios de los conductos de entrada y salida, el radio de la cámara, la longitud de los
tubos de entrada y salida, la longitud de la cámara con aire y la longitud de la cámara
con material absorbente. Los valores utilizados son R1 = R3 = 0.02 m, R2 = 0.091875
m, L1 = L3 = 0.1 m, Lc = 0.25 m y La = 0.05 m.

La validación del desarrollo previo se lleva a cabo mediante la comparación con re-
sultados obtenidos por medio del método de elementos finitos, para la geometŕıa 1.
Como en los casos anteriores los elementos son tetraedros cuadráticos y la malla uti-
lizada para efectuar la validación tiene un tamaño aproximado de elemento que vaŕıa
desde 0.0075 m en los cambios de sección a 0.015 m en la zona central del silenciador.
En cuanto a la placa perforada, se ha considerado la expresión (2.172) indicada en el
caṕıtulo 2 [46, 84, 85],

Z̃p = ρ0c0

(

6 · 10−3 + jk0

(

tp + 0.425

(

1 +
Z̃

Z0

k̃

k0

)

dhF (σ)

))

σ
(5.206)

donde dh es el diámetro de los orificios, tp es el espesor de la placa perforada, σ es
la porosidad y F (σ) es el factor que considera la interacción de orificios. El material
absorbente utilizado en este silenciador (fibra de vidrio texturizada de Owens Corning)
se caracteriza por el número de onda k̃ y la impedancia compleja Z̃ cuyas expresiones
son [39, 46]

Z̃ = Z0

((

1 + 0.09534

(

fρ0
R

)−0.754
)

+ j

(

−0.08504

(

fρ0
R

)−0.732
))

(5.207)
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Geometŕıa δ1 (m) δ3 (m) θ0 R (rayl/m) tp (m) dh (m) σ (%)

1 0.045 0.045 π 1000 0.001 0.0035 15

2 0.045 0.045 π/2 1000 0.001 0.0035 15

3 0.0 0.045 0.0 1000 0.001 0.0035 15

4 0.0 0.057661 0.0 1000 0.001 0.0035 15

5 0.045 0.045 π 0.0 0.001 0.0035 15

6 0.045 0.045 π 2000 0.001 0.0035 15

7 0.045 0.045 π 4000 0.001 0.0035 15

8 0.045 0.045 π 8000 0.001 0.0035 15

9 0.0 0.057661 0.0 0.0 0.001 0.0035 15

10 0.0 0.057661 0.0 2000 0.001 0.0035 15

11 0.0 0.057661 0.0 4000 0.001 0.0035 15

12 0.0 0.057661 0.0 8000 0.001 0.0035 15

13 0.045 0.045 π 1000 - - - - - -

14 0.045 0.045 π 1000 0.001 0.0035 20

15 0.045 0.045 π 1000 0.001 0.0035 10

16 0.045 0.045 π 1000 0.001 0.0035 5

Tabla 5.10: Parámetros básicos de silenciadores de cámara reversa con material

absorbente y placa perforada.

k̃ = k0

((

1 + 0.16

(

fρ0
R

)−0.577
)

+ j

(

−0.18897

(

fρ0
R

)−0.595
))

(5.208)

Cabe indicar que cuando no hay material absorbente en el silenciador, como en las
geometŕıas 5 y 9, la impedancia acústica se calcula mediante la expresión (2.118),

Zp = ρ0c0
6 · 10−3 + jk0 (tp + 0.85dhF (σ))

σ
(5.209)

La figura 5.25 muestra la comparación de los resultados del modelo anaĺıtico y el
cálculo con elementos finitos para la geometŕıa 1. Se comprueba que existe una con-
cordancia excelente entre ambos modelos en todo el rango de frecuencias representado.

La figura 5.26 presenta una comparación de la atenuación asociada a las geometŕıas
1, 2, 3 y 4. Se pretende analizar el efecto de la posición de los conductos de entrada
y salida. Se puede observar que al haber material absorbente y placa perforada en la
cámara reversa los valores mı́nimos de atenuación ya no son nulos. Puede comprobarse
que la peor configuración corresponde al caso de ambos conductos descentrados a 180o

(geometŕıa 1), como consecuencia de la propagación del modo asimétrico (1,0) que
da lugar a una cáıda de atenuación. Utilizando idénticas distancias de descentrado,
pero con 90o de ángulo relativo (geometŕıa 2), se evita este problema en gran medida,
extendiéndose la propagación de modos de alto orden hasta el modo asimétrico (2,0).
Para obtener una atenuación más favorable puede optarse por centrar la entrada (geo-
metŕıa 3), con lo cual dicho conducto cae sobre la ĺınea nodal de los modos anteriores
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Figura 5.25: TL de silenciador de cámara reversa con material absorbente y placa

perforada: , geometŕıa 1, AM; +, ı́dem, MEF.

y se restringe su propagación. Aśı, el primer modo de alto orden que se propaga es el
modo axisimétrico (0,1), cuya frecuencia de corte es mayor. Si se considera finalmente
entrada centrada y salida en la ĺınea nodal del modo (0,1) (geometŕıa 4), se obtiene
claramente el mejor comportamiento, tal como se deduce de la figura 5.26, dado que
la propagación de modos de alto orden se extiende por encima del modo (0,1).

La figura 5.27 muestra el efecto de la resistividad del material absorbente en el com-
portamiento acústico del silenciador estudiado. Para el análisis se han elegido las
geometŕıas 5, 6, 7 y 8, que tienen los mismos parámetros geométricos y distintos valo-
res de resistividad, como muestra la tabla 5.10. Se comprueba que con la introducción
de fibra en el interior del silenciador se eliminan las bandas de paso, es decir, zonas
de atenuación nula y se reduce el valor de la atenuación en los picos de resonancia.
Se puede observar que el primer pico es menos sensible a la variación de resistividad
que los picos siguientes. Cabe indicar que con mayores resistividades se obtiene mayor
valor medio de atenuación en todo el rango de frecuencias de interés.

La figura 5.28 muestra los resultados de las geometŕıas 9, 10, 11 y 12. Se trata de
una cámara reversa con material absorbente y placa perforada, con entrada centrada
y salida descentrada con distancia óptima 0.6276R2. Se analiza ahora el efecto de la
variación de resistividad incluyendo el caso sin material absorbente (geometŕıa 9). De
nuevo los comentarios anteriores son aplicables en el sentido de que la introducción
de fibra elimina las bandas de paso y hace que la atenuación sea más uniforme en
el rango de frecuencias estudiado. Sin embargo, dado que esta configuración tiene un
posicionado apropiado de conductos, la configuración sin fibra es bastante aceptable,
y la introducción de material absorbente no permite una mejora tan clara a alta
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Figura 5.26: TL de silenciadores de cámara reversa con material absorbente y placa

perforada: , geometŕıa 1; , geometŕıa 2;

, geometŕıa 3; , geometŕıa 4.
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Figura 5.27: TL de silenciadores de cámara reversa con material absorbente y placa

perforada: , geometŕıa 5; , geometŕıa 6;

, geometŕıa 7; , geometŕıa 8.

frecuencia como en el caso anterior.

La figura 5.29 presenta el efecto que tiene la porosidad de la placa perforada en la
atenuación acústica. Para el análisis se han elegido cuatro geometŕıas: geometŕıa 13
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Figura 5.28: TL de silenciadores de cámara reversa con material absorbente y placa

perforada: , geometŕıa 9; , geometŕıa 10;

, geometŕıa 11; , geometŕıa 12.

(sin placa perforada), geometŕıa 14 (σ = 20%), geometŕıa 15 (σ = 10%) y geometŕıa
16 (σ = 5%). Se puede observar que el primer pico de resonancia apenas sufre cambios
con la variación de la porosidad. Sin embargo, con porosidades menores los siguientes
picos se desplazan hacia frecuencias más bajas.

El tratamiento de esta geometŕıa forma parte de las aportaciones de la Tesis y parte
de los resultados se encuentran en los trabajos [7, 49].

5.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha llevado a cabo la descripción modal anaĺıtica de la solución
de la ecuación de ondas en conductos. En primer lugar se han presentado soluciones
clásicas para secciones transversales de tipo rectangular y circular. A continuación se
ha considerado el caso de conductos de sección no uniforme con geometŕıas cónicas.

Posteriormente se ha presentado la aplicación detallada del método de ajuste modal al
modelado tridimensional de silenciadores de geometŕıas diversas. Aśı, se ha obtenido
una formulación de bajo coste computacional que presenta buenas caracteŕısticas de
convergencia y precisión. En primer lugar se han considerado geometŕıas reactivas,
tales como cámaras de expansión simple y cámaras reversas, para las que se ha mos-
trado la formulación completa del método de ajuste modal aśı como las expresiones
anaĺıticas necesarias para evaluar las integrales asociadas al método. Posteriormen-
te se ha propuesto una nueva configuración reactiva con doble salida opuesta, para
la que se han deducido las ecuaciones de ajuste modal. El modelo obtenido ha sido
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Figura 5.29: TL de silenciadores de cámara reversa con material absorbente y placa

perforada: , geometŕıa 13; , geometŕıa 14;

, geometŕıa 15; , geometŕıa 16.

validado mediante la comparación con resultados evaluados por medio del método
de elementos finitos, mostrando una concordancia excelente. De igual manera se ha
abordado el modelado de un silenciador disipativo como el caso de cámaras rever-
sas con material absorbente y placa perforada. Para todas las geometŕıas modeladas
se ha hecho un estudio paramétrico mostrando el efecto que tiene en la atenuación
acústica la posición relativa de los conductos, la resistividad del material absorbente
y la porosidad de la placa perforada .

Parte de los resultados presentados en este caṕıtulo han sido publicados en las re-
ferencias [6, 7, 49].



Caṕıtulo 6

Modelado acústico de

catalizadores mediante

técnicas anaĺıticas modales

multidimensionales

Resumen del caṕıtulo:

En este caṕıtulo se aplica el método de ajuste modal al modelado acústico de ca-
talizadores con geometŕıa axisimétrica, formados por conductos circulares y cónicos.
Para ello, se recurre a las dos técnicas presentadas anteriormente, 3D conductos/3D
monolito y 3D conductos/1D monolito. Se detalla el desarrollo matemático y las in-
tegrales vinculadas a cada configuración. Posteriormente se lleva a cabo la validación
de los resultados obtenidos mediante las dos técnicas con cálculos de elementos fini-
tos. Adicionalmente se estudia la influencia de dos parámetros importantes como la
porosidad y resistividad del monolito sobre la atenuación acústica del catalizador.
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6.1. Introducción

En los caṕıtulos anteriores se han presentado dos metodoloǵıas para el modelado
acústico de catalizadores de automoción. Los modelos unidimensionales, tratados en
el caṕıtulo 2, presentan la ventaja de tener un bajo coste computacional, pero tie-
nen como principal inconveniente el hecho de ser sólo válidos a bajas frecuencias. En
cuanto al método de elementos finitos, presentado en los caṕıtulos 3 (silenciadores)
y 4 (catalizadores), es una alternativa completa en cuanto a versatilidad en tipo de
geometŕıas, condiciones de contorno, etc., pero el coste computacional asociado, en
ocasiones, es prohibitivo. Debido a la existencia de catalizadores con geometŕıas sim-
ples de conductos (circulares y cónicas) se plantea la posibilidad de llevar a cabo el
modelado acústico desde un punto de vista anaĺıtico, que permita resolver en parte
los inconvenientes asociados a los métodos anteriores.

Dokumaci [52, 53] estudió el comportamiento acústico de catalizadores con geometŕıas
circulares simples (sin cambio de sección) utilizando el modelo de onda plana. La geo-
metŕıa con conductos cónicos se estudió en el trabajo de Selamet et al. [123] con el
método de elementos finitos. La escasa consideración recibida en la literatura de estos
tipos de geometŕıas desde un punto de vista anaĺıtico tridimensional ha conducido a
la aplicación del método de ajuste modal a catalizadores con geometŕıas circulares y
cónicas.

6.2. Geometŕıa circular

6.2.1. Modelo 3D conductos/3D monolito

En esta sección se considera el modelado mediante ajuste modal de catalizadores de
geometŕıa circular. La técnica utilizada consiste en considerar que el campo acústico
es tridimensional en todos los conductos incluyendo el monolito. La figura 6.1 muestra
un catalizador de geometŕıa circular, junto con la nomenclatura básica asociada. Se
consideran cinco regiones A, B, C, D y E. El conducto de entrada tiene radio R1,
el intermedio R2 y el de salida R3. El monolito (región C) se caracteriza por medio
de la densidad ρm y la velocidad del sonido cm equivalentes, como se ha visto en la
sección 2.8.2, mientras que el medio de propagación de las regiones restantes (A, B,
D y E) es el aire con densidad ρ0 y velocidad del sonido c0.

La presión acústica en las regiones donde el medio de propagación es el aire, como
por ejemplo la A, viene dada por

PA (r, z1) =

∞
∑

n=0

(

A+
n e

−jkA,nz1 +A−

n e
jkA,nz1

)

ψA,n (r) (6.1)

siendo ψA,n (r) el modo de presión transversal en la región A y kA,n el número de
onda axial en el aire dado por
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Figura 6.1: Esquema del catalizador de geometŕıa circular asociado al modelo

3D conductos/3D monolito.
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(6.2)

En el monolito la presión acústica se expresa de la siguiente manera

PC (r, z2) =

∞
∑

n=0

(

C+
n e−jkC,nz2 + C−

n ejkC,nz2
)

ψC,n (r) (6.3)

donde ψC,n (r) es el modo de presión transversal de la región C y kC,n es el número
de onda axial en el monolito dado por

kC,n =































√

k2m −
(

αn

R2

)2

, km >
αn

R2

−
√

k2m −
(

αn

R2

)2

, km <
αn

R2

(6.4)

En la ecuación (6.4) km es el número de onda equivalente definido por km = ω/cm,
donde cm es la velocidad del sonido equivalente que se puede expresar por la expresión
(2.186) indicada en el caṕıtulo 2,
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cm =
c0

√

(

1 +
Rφ

jωρ0
Gc (s)

)

(γ − (γ − 1)F )

(6.5)

A partir de las presiones puede evaluarse la velocidad acústica axial utilizando la
ecuación de Euler (2.47), tal como se ha hecho anteriormente. Para ello, se utili-
za la densidad del aire ρ0 en los conductos A, B, D y E, y la densidad equivalente
del monolito ρm en el conducto C. Dicha densidad viene dada por la ecuación (2.180).

Las condiciones de contorno a satisfacer por el campo acústico son, en la expansión

PA (r, z1)|z1=0 = PB (r, z1)|z1=0 en SA (6.6)

UA (r, z1)|z1=0 = UB (r, z1)|z1=0 en SA (6.7)

UB (r, z1)|z1=0 = 0 en SB − SA (6.8)

En la interfase B-C resulta

PB (r, z1)|z1=LB
= PC (r, z2)|z2=0 en SB ≡ SC (6.9)

UB (r, z1)|z1=LB
= φ UC (r, z2)|z2=0 en SB ≡ SC (6.10)

Siendo φ la porosidad del monolito. Se tienen ecuaciones similares para la interfase
C-D

PC (r, z2)|z2=LC
= PD (r, z3)|z3=−LD

en SC ≡ SD (6.11)

φ UC (r, z2)|z2=LC
= UD (r, z3)|z3=−LD

en SC ≡ SD (6.12)

y para la contracción

PD (r, z3)|z3=0 = PE (r, z3)|z3=0 en SE (6.13)

UD (r, z3)|z3=0 = UE (r, z3)|z3=0 en SE (6.14)

UD (r, z3)|z3=0 = 0 en SD − SE (6.15)

Las ecuaciones asociadas a la aplicación de la técnica de ajuste modal se obtienen
como sigue. Para la ecuación (6.6) de continuidad de presión en la expansión, se
multiplica ésta por el modo ψA,s (r), con s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞ y se integra en SA,
llegando a

(

A+
s +A−

s

)

〈ψA,s (r)ψA,s (r)〉SA
=

∞
∑

n=0

(

B+
n +B−

n

)

〈ψB,n (r)ψA,s (r)〉SA
(6.16)

donde 〈〉S denota la integral en S y

〈ψA,s (r)ψA,s (r)〉SA
= R2

1J
2
0 (αs) (6.17)
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(6.18)

Para las ecuaciones asociadas al campo de velocidad en la expansión las ecuaciones
(6.7) y (6.8) se multiplican por ψB,s (r), para s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, la primera se
integra en SA y la segunda en SB − SA, ambas se suman y se obtiene

∞
∑

n=0

kA,n

(

A+
n −A−

n

)

ℜ1 = kB,s

(

B+
s −B−

s

)

R2
2J

2
0 (αs) (6.19)

donde
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(6.20)

En cuanto a las condiciones en la interfase B-C, ecuaciones (6.9) y (6.10), las propie-
dades de ortogonalidad de los modos de presión permiten escribir [44, 109, 119],

B+
s e−jkB,sLB +B−

s ejkB,sLB = C+
s + C−

s (6.21)

para la continuidad de presión, y

kB,s

ρ0ω

(

B+
s e−jkB,sLB −B−

s ejkB,sLB
)

= φ
kC,s

ρmω

(

C+
s − C−

s

)

(6.22)

para la continuidad de velocidad.

De manera similar y haciendo uso de las propiedades de ortogonalidad de los mo-
dos de presión, las ecuaciones (6.11) y (6.12) proporcionan

C+
s e−jkC,sLC + C−

s ejkC,sLC = D+
s e

−jkD,s(−LD) +D−

s e
jkD,s(−LD) (6.23)

φ
kC,s

ρmω

(

C+
s e−jkC,sLC − C−

s ejkC,sLC
)

=
kD,s

ρ0ω

(

D+
s e

−jkD,s(−LD) −D−

s e
jkD,s(−LD)

)

(6.24)
En la contracción se utiliza un procedimiento idéntico al utilizado en la expansión, de
manera que para s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, la ecuación de continuidad de presión (6.13)
permite obtener
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∞
∑

n=0
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D+
n +D−
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)
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s

)

〈ψE,s (r)ψE,s (r)〉SE
(6.25)

donde

〈ψE,s (r)ψE,s (r)〉SE
= R2

3J
2
0 (αs) (6.26)

〈ψD,n (r)ψE,s (r)〉SE
=







































2αn
R3

R2
J0 (αs) J1

(

αn

R2
R3

)

(

αn

R2

)2

−
(

αs

R3

)2

αn

R2
6= αs

R3

R2
3J

2
0 (αs)

αn

R2
=
αs

R3

(6.27)

Finalmente, las ecuaciones asociadas al campo de velocidad en la contracción, (6.14)
y (6.15), proporcionan

kD,s

(

D+
s −D−

s

)

R2
2J

2
0 (αs) =

∞
∑
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(
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ℜ2 (6.28)

donde
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
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(6.29)

El sistema algebraico de ecuaciones obtenido se resuelve mediante truncado, apli-
cando las condiciones de contorno oportunas. El cálculo del TL implica una onda
incidente, A+

0 = 1 y A+
n = 0 para n > 0, y una salida anecoica, E−

n = 0. Aśı se
consiguen 8 (smax + 1) ecuaciones y 8 (nmax + 1) incógnitas (A−

n , B
+
n , B−

n , C+
n , C−

n ,
D+

n , D
−
n y E+

n ). El truncado de smax y nmax a un valor q permite la evaluación del
TL mediante la expresión

TL = −20 log

(

R3

R1

∣

∣

∣

∣

∣

q
∑

n=0

E+
n e−jkE,nLE

∣

∣

∣

∣

∣

)

(6.30)

Para la validación de la herramienta anaĺıtica se toma como referencia el método
de elementos finitos. La malla axisimétrica utilizada para efectuar dicha validación
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está formada por elementos cuadriláteros cuadráticos con un tamaño de elemento de
0.0025 m. Para la solución anaĺıtica se toma el valor q = 5.

La figura 6.2 muestra la comparación de los resultados del modelo de ajuste modal y
de elementos finitos para la geometŕıa de catalizador circular modelado con la técnica
3D conductos/3D monolito. La geometŕıa considerada está caracterizada por R1 =
R3 = 0.0268 m, R2 = 0.091875 m, LA = LB = LD = LE = 0.1 m y la longitud del
monolito es LC = 0.2 m. Los conductos capilares son de sección transversal cuadrada
de modo que se toma α = 1.07 para evaluar el número de onda tangencial s mediante
la ecuación (2.183). El monolito se caracteriza por los siguientes valores: R = 500
rayl/m y φ = 0.8. Se puede comprobar que hay una concordancia excelente entre
ajuste modal y elementos finitos en todo el rango de frecuencia de interés.
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Figura 6.2: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/3D:

, AM; +, MEF.

La figura 6.3 muestra la influencia que tiene la porosidad del monolito en la atenuación
acústica. En dicha figura se presentan resultados para los valores φ = 0.7, 0.8 y
0.9. El resto de valores son los utilizadas para la validación del método de ajuste
modal. Se observa que valores bajos de porosidad implican una menor atenuación a
bajas frecuencias (primera cúpula de atenuación). A partir de esta primera cúpula
de atenuación, la influencia de la porosidad es más irregular y depende del rango
de frecuencias considerado. Por ejemplo, una menor porosidad tiende a producir los
valores máximos de atenuación en la segunda y la tercera cúpula. Para frecuencias
mayores el efecto de la porosidad es el contrario, con mayor atenuación al aumentar
φ. Esta influencia irregular es debida a que en este análisis se ha asumido que se vaŕıa
el valor de φ mientras que R permanece constante, lo cual implica que se modifica
otra caracteŕıstica de monolito (por ejemplo, el tamaño del los conductos capilares).
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Figura 6.3: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/3D para diferentes

valores de porosidad del monolito, AM: , φ = 0.7; , φ = 0.8;

, φ = 0.9.

El efecto de la resistividad se presenta en la figura 6.4. Se consideran los valores R
= 500 rayl/m, 750 rayl/m y 1000 rayl/m, para un valor constante de la porosidad
dado por φ = 0.8. En este caso, existe una tendencia clara en el ı́ndice de pérdidas
de transmisión del catalizador. El aumento de la resistividad da lugar a una mayor
atenuación en todo el rango de frecuencias de interés. Dada la excelente concordancia
con los resultados de elementos finitos mostrados en la figura 6.2, resulta evidente que
las tendencias mostradas aqúı en base a ajuste modal coinciden con los obtenidos en
el caṕıtulo 4.

6.2.2. Modelo 3D conductos/1D monolito

La figura 6.5 muestra un catalizador de geometŕıa circular modelado con la técnica
3D conductos/1D monolito, con la notación básica asociada. La técnica utilizada en
esta sección consiste en la sustitución del monolito por una matriz de transferencia
que asume comportamiento acústico unidimensional en su interior. De esta forma, la
solución del campo acústico puede ser tridimensional en los conductos de entrada y
salida (las regiones A, B, C y D de la figura 6.5), pero no se permite la existencia de
modos de alto orden en el monolito.

Las condiciones a verificar por el campo acústico son las que se muestran a continua-
ción. En la expansión se tiene
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Figura 6.4: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/3D para diferentes

valores de resistividad, AM: , R = 500 rayl/m; , R = 750 rayl/m;

, R = 1000 rayl/m.
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Figura 6.5: Esquema del catalizador de geometŕıa circular asociado al modelo

3D conductos/1D monolito.

PA (r, z1)|z1=0 = PB (r, z1)|z1=0 en SA (6.31)

UA (r, z1)|z1=0 = UB (r, z1)|z1=0 en SA (6.32)

UB (r, z1)|z1=0 = 0 en SB − SA (6.33)
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En la contracción puede escribirse

PC (r, z2)|z2=0 = PD (r, z2)|z2=0 en SD (6.34)

UC (r, z2)|z2=0 = UD (r, z2)|z2=0 en SD (6.35)

UC (r, z2)|z2=0 = 0 en SC − SD (6.36)

En la técnica utilizada, 3D conductos/1D monolito, el monolito se sustituye por una
matriz de cuatro polos [Tm], con lo que la relación entre los campos acústicos de
presión y velocidad a ambos lados de éste resulta ser

{

PB (r, z1)|z1=LB

UB (r, z1)|z1=LB

}

=
[

Tm
]

{

PC (r, z2)|z2=−LC

UC (r, z2)|z2=−LC

}

en SB ≡ SC (6.37)

donde

[

Tm
]

=

[

Tm
11 Tm

12

Tm
21 Tm

22

]

(6.38)

Por tanto, las condiciones a verificar en la entrada y la salida del monolito son las
siguientes

PB (r, z1)|z1=LB
= Tm

11 PC (r, z2)|z2=−LC
+ Tm

12 UC (r, z2)|z2=−LC
en SB ≡ SC

(6.39)

UB (r, z1)|z1=LB
= Tm

21 PC (r, z2)|z2=−LC
+ Tm

22 UC (r, z2)|z2=−LC
en SB ≡ SC

(6.40)
Procediendo de forma similar al caso estudiado en la sección 6.2.1, para la expansión se
obtienen las ecuaciones (6.16) y (6.19). En lo referente a la contracción, las ecuaciones
obtenidas en este caso son iguales a las ecuaciones (6.25) y (6.28), con algunos cambios.
Éstos consisten en sustituir los coeficientes D y E del tubo de salida del catalizador
circular estudiado con la técnica 3D conductos/3D monolito por los nuevos coeficientes
C y D asociados a la salida del catalizador analizado en esta sección. En cuanto a las
ecuaciones (6.39) y (6.40), las propiedades de ortogonalidad de los modos de presión
permiten escribir [44, 109, 119]

B+
s e−jkB,sLB +B−

s ejkB,sLB = Tm
11

(

C+
s e−jkC,s(−LC) + C−

s ejkC,s(−LC)
)

+

Tm
12

kC,s

ρ0ω

(

C+
s e−jkC,s(−LC) − C−

s ejkC,s(−LC)
) (6.41)
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ρ0ω
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s e−jkB,sLB −B−
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21
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C+
s e−jkC,s(−LC) + C−

s ejkC,s(−LC)
)

+

Tm
22

kC,s

ρ0ω

(

C+
s e−jkC,s(−LC) − C−

s ejkC,s(−LC)
)

(6.42)
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El sistema de ecuaciones anterior se resuelve aplicando las condiciones de contorno
adecuadas en las secciones de entrada y salida (onda plana en la entrada, A+

0 = 1
y A+

n = 0 para n > 0, y conducto con salida anecoica, D−
n = 0). Aśı, haciendo

smax = nmax = q, se dispone de 6(q+1) ecuaciones e incógnitas. El ı́ndice de pérdidas
de transmisión se obtiene a partir de la fórmula

TL = −20 log

(

R3

R1

∣

∣

∣

∣

∣

q
∑

n=0

D+
n e

−jkD,nLD

∣

∣

∣

∣

∣

)

(6.43)

La validación del desarrollo previo se lleva a cabo mediante la comparación con re-
sultados obtenidos mediante elementos finitos para un catalizador circular modela-
do con la técnica 3D conductos/1D monolito. La geometŕıa estudiada está carac-
terizada por los siguientes valores: R1 = R3 = 0.0268 m, R2 = 0.091875 m y
LA = LB = LC = LD = 0.1 m. El monolito en el modelo 3D conductos/1D mo-
nolito se caracteriza por una matriz de cuatro polos [Tm], que en ausencia de flujo
medio dicha matriz se calcula por las expresiones (2.187), (2.339) y (2.340) indicadas
en el caṕıtulo 2,

[

Tm
]

=







cos(kmLm)
jZm sen(kmLm)

φ
jφ sen(kmLm)

Zm
cos(kmLm)






(6.44)

donde la longitud del monolito es Lm = 0.2 m y la porosidad del monolito es φ = 0.8.
Las simulaciones de ajuste modal y de elementos finitos se llevan a cabo considerando
los siguientes valores (iguales a los valores utilizados en la sección 6.2.1): R = 500
rayl/m, Cp = 1007 J/(kg K), µ = 1.802 · 10−5 Pa s y κ = 0.02476 W/(m K). Cabe
indicar que los conductos capilares son de sección transversal cuadrada y por tanto
se toma α = 1.07. Como en el caso anterior, se ha utilizado una malla axisimétrica de
elementos cuadriláteros cuadráticos de 0.0025 m de tamaño uniforme. Para el método
de ajuste modal se toma como número máximo de modos el valor q = 5. La figura 6.6
muestra los resultados obtenidos mediante los dos métodos. Puede observarse que, al
igual que ocurŕıa en el modelo 3D/3D, de nuevo existe una concordancia excelente
entre el método de ajuste modal y elementos finitos en todo el rango de frecuencia de
interés.

En la figura 6.7 se muestra el efecto que tiene la porosidad del monolito en la atenua-
ción acústica del catalizador circular modelado con la técnica 3D/1D. Se consideran
los valores φ = 0.7, 0.8 y 0.9. El resto de valores son los utilizados en la validación
(en concreto, se tiene R = 500 rayl/m). Como en el modelo 3D/3D se puede observar
que a bajas frecuencias (primera cúpula), a menor porosidad se tiene menor valor
de atenuación. A partir de la segunda cúpula el modelo predice una influencia más
irregular. Por ejemplo, una menor porosidad produce mayor atenuación en la segunda
y tercera cúpula. Para frecuencias altas se obtiene mayor atenuación aumentando el
valor de φ.
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Figura 6.6: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/1D:

, AM; +, MEF.
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Figura 6.7: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/1D para diferentes

valores de porosidad del monolito, AM: , φ = 0.7; , φ = 0.8;

, φ = 0.9.

La figura 6.8 muestra la influencia de la resistividad en el comportamiento acústico
del catalizador. Para el análisis se han considerado tres valores: R = 500 rayl/m, R =
750 rayl/m y R = 1000 rayl/m, para una porosidad constante dada por φ = 0.8. Se
puede observar que a mayor resistividad se obtienen mayores niveles de atenuación
en todo el rango de frecuencias.
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Figura 6.8: TL de catalizador circular modelado con la técnica 3D/1D para diferentes

valores de resistividad, AM: , R = 500 rayl/m; , R = 750 rayl/m;

, R = 1000 rayl/m.

6.2.3. Comparación de modelos 3D/3D y 3D/1D

En esta sección se lleva a cabo la comparación de los resultados proporcionados por los
modelos 3D/3D y 3D/1D implementados mediante ajuste modal. Para ello, se analiza
de nuevo la misma geometŕıa estudiada en las secciones 6.2.1 y 6.2.2, que consiste en
un catalizador circular cuyas dimensiones para el modelo 3D/3D según la figura 6.1
son R1 = R3 = 0.0268 m, R2 = 0.091875 m, LA = LB = LD = LE = 0.1 m y LC =
0.2 m, que corresponden a los valores R1 = R3 = 0.0268 m, R2 = 0.091875 m, LA =
LB = LC = LD = 0.1 m y Lm = 0.2 m del modelo 3D/1D (véase la figura 6.5). El
monolito se caracteriza mediante los valores R = 500 rayl/m y φ = 0.8. Los conductos
capilares tienen una sección transversal cuadrada con lo cual se toma α = 1.07 para
calcular el número de onda tangencial s.

La figura 6.9 presenta los resultados obtenidos mediante las simulaciones de ajuste
modal 3D/3D y 3D/1D. Se puede observar que existe una concordancia de las dos
curvas de atenuación en el rango de bajas y medias frecuencias. Las discrepancias entre
los dos modelos para esta geometŕıa aparecen en mayor medida a altas frecuencias.
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Figura 6.9: TL de catalizador circular, AM: , modelo 3D/3D;

, modelo 3D/1D.

6.3. Geometŕıa con conductos cónicos

6.3.1. Modelo 3D conductos/3D monolito

La figura 6.10 muestra un catalizador con conductos cónicos formado por tres con-
ductos de tipo circular (entrada, salida y monolito) y dos conductos troncocónicos
(expansión y contracción), junto con la notación básica y los sistemas de coordenadas
incluidos en la formulación. La utilización de las transiciones cónicas en silenciadores
y catalizadores puede tener diversos fines, como por ejemplo garantizar un adecuado
proceso de renovación de la carga en un rango de revoluciones amplio [95] o reducir
los fenómenos de separación de flujo [54]. Debe indicarse que estos fenómenos quedan
fuera de los objetivos planteados en la Tesis, los cuales se refieren al modelado y ca-
racterización de silenciadores y catalizadores desde un punto de vista acústico.

Para la resolución del problema acústico cabe considerar la ecuación de Helmholtz
en coordenadas ciĺındricas y esféricas, ecuaciones (5.19) y (5.33), respectivamente. Se
asume que el dominio estudiado y las condiciones de contorno aplicadas presentan
simetŕıa de revolución. En base a los desarrollos previos, la solución del campo de
presiones axisimétrico obtenida a partir de la expresión (5.29) para los conductos de
tipo circular permite escribir para el tubo de entrada,

PA (r, z1) =

∞
∑

n=0

(

A+
n e

−jkA,nz1 +A−

n e
jkA,nz1

)

J0

(

αn

RA
r

)

(6.45)

y de forma análoga, para el conducto de salida se tiene
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Figura 6.10: Esquema del catalizador con conductos cónicos asociado al modelo

3D conductos/3D monolito.
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(6.46)

El número de onda axial del conducto de entrada viene dado por
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válido también para el conducto de salida E con las sustituciones oportunas.

Para la cámara central resulta,

PC (r, z2) =

∞
∑

n=0

(

C+
n e−jkC,nz2 + C−

n ejkC,nz2
)

J0

(

αn
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(6.48)

donde kC,n es el número de onda axial en el monolito y viene dado por la expresión
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siendo km el número de onda complejo del fluido equivalente.

En el caso de las transiciones, en base a la ecuación (5.45) resulta para el conducto
de la expansión (cono divergente)
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PB(ρ1, θ1) =

∞
∑

n=0
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n h(1)νB,n
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ω
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)

+B(2)
n h(2)νB,n

(

ω

c0
ρ1

))

PνB,n
(cos θ1) (6.50)

donde νB,n se obtiene a partir de la condición de pared ŕıgida y depende del semiángulo
de cono θ1,0. Para el conducto de la contracción (cono convergente) se obtiene

PD(ρ2, θ2) =

∞
∑

n=0

(

D(1)
n h(1)νD,n

(

ω

c0
ρ2

)

+D(2)
n h(2)νD,n

(

ω

c0
ρ2

))

PνD,n
(cos θ2) (6.51)

de manera que en este caso νD,n depende del semiángulo de cono θ2,0. Es interesante
tener en cuenta el sistema de referencia utilizado para el caso de cono convergente,
tal como muestra la figura 6.10.

Las condiciones a satisfacer por el campo acústico se refieren a la continuidad del
campo de presiones y velocidades axiales en las transiciones geométricas existentes en
el catalizador. Para la parte izquierda de la expansión resulta

PA (r, z1)|z1=0 = PB (ρ1, θ1)|z1=0 en SA (6.52)

UA (r, z1)|z1=0 = UB (ρ1, θ1)|z1=0 en SA (6.53)

Para la sección derecha de la expansión se debe cumplir

PC (r, z2)|z2=0 = PB (ρ1, θ1)|z2=0 en SC (6.54)

φ UC (r, z2)|z2=0 = UB (ρ1, θ1)|z2=0 en SC (6.55)

En la contracción, la sección de la izquierda permite plantear

PC (r, z2)|z2=LC
= PD (ρ2, θ2)|z2=LC

en SC (6.56)

φ UC (r, z2)|z2=LC
= UD (ρ2, θ2)|z2=LC

en SC (6.57)

y en el lado derecho se obtiene finalmente

PE (r, z3)|z3=0 = PD (ρ2, θ2)|z3=0 en SE (6.58)

UE (r, z3)|z3=0 = UD (ρ2, θ2)|z3=0 en SE (6.59)

Pueden observarse ciertas diferencias en comparación con los casos analizados ante-
riormente. En éstos, la expansión o contracción correspondiente se forma a partir de
la unión entre dos elementos de sección transversal distinta. Esto implica una discon-
tinuidad geométrica abrupta o brusca, de manera que en la zona común la presión
y la velocidad axial son continuas. En la zona no común, por contra, se impone la
condición de velocidad axial (normal a la superficie) nula. En el catalizador de tipo
bicónico la transición entre los conductos de tipo circular y cónico es gradual, dado
que en la región de unión las áreas transversales coinciden. Por ello se utilizan las
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condiciones de continuidad de presión y velocidad axial, pero no se aplica en este caso
la condición de velocidad nula.

Para los conductos circulares la obtención de la velocidad acústica axial es inme-
diata, dado que se puede utilizar la ecuación de Euler (2.47). Para el conducto A (y
E) proporciona

UA = − 1

jρ0ω

∂PA

∂z

y para el monolito

UC = − 1

jρmω

∂PC

∂z

siendo ρm la densidad compleja del fluido equivalente, que viene dada por la expresión
(2.180).

En lo referente a los conductos cónicos, puede obtenerse la velocidad axial a par-
tir de su valor en coordenadas esféricas. Para ello es posible considerar la ecuación de
Euler en dichas coordenadas [65], de manera que las velocidades radial Uρ y cenital
Uθ se escriben como

Uρ = − 1

jρ0ω

∂P

∂ρ
(6.60)

Uθ = − 1

jρ0ω

1

ρ

∂P

∂θ
(6.61)

La velocidad axial es por tanto

U = Uρ cos θ − Uθ sen θ (6.62)

Considerando el conducto cónico asociado a la expansión y la presión en éste, dada
por la expresión (6.50), y utilizando las ecuaciones (6.60)-(6.62), resulta

UB(ρ1, θ1) = − 1

jρ0ω

(

∂PB(ρ1, θ1)

∂ρ1
cos θ1 −

1

ρ1

∂PB(ρ1, θ1)

∂θ1
sen θ1

)

= − 1

jρ0ω

∞
∑

n=0

















B(1)
n

∂h(1)νB,n

(

ω

c0
ρ1

)

∂ρ1
+B(2)

n

∂h(2)νB,n

(

ω

c0
ρ1

)

∂ρ1









PνB,n
(cos θ1) cos θ1

− 1

ρ1

∂PνB,n
(cos θ1)

∂θ1

(

B(1)
n h(1)νB,n

(

ω

c0
ρ1

)

+B(2)
n h(2)νB,n

(

ω

c0
ρ1

))

sen θ1









(6.63)
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De manera similar, en el conducto cónico asociado a la contracción, la velocidad axial
viene dada por

UD(ρ2, θ2) =
1

jρ0ω

(

∂PD(ρ2, θ2)

∂ρ2
cos θ2 −

1

ρ2

∂PD(ρ2, θ2)

∂θ2
sen θ2

)

=
1

jρ0ω

∞
∑

n=0

















D(1)
n

∂h(1)νD,n

(

ω

c0
ρ2

)

∂ρ2
+D(2)

n

∂h(2)νD,n

(

ω

c0
ρ2

)

∂ρ2









PνD,n
(cos θ2) cos θ2

− 1

ρ2

∂PνD,n
(cos θ2)

∂θ2

(

D(1)
n h(1)νD,n

(

ω

c0
ρ2

)

+D(2)
n h(2)νD,n

(

ω

c0
ρ2

))

sen θ2









(6.64)

donde se ha introducido un cambio de signo que tiene en cuenta la orientación del
sistema de coordenadas esférico respecto al ciĺındrico. Con el fin de compactar los
desarrollos matemáticos asociados a la técnica de ajuste modal se incluye la siguiente
nomenclatura

P
(j)
I,n(ρi, θi) = h(j)νI,n

(

ω

c0
ρi

)

PνI,n
(cos θi) (6.65)

GP
(j)
I,n(ρi, θi) =

∂h(j)νI,n

(

ω

c0
ρi

)

∂ρi
PνI,n

(cos θi) cos θi −
1

ρi

∂PνI,n
(cos θi)

∂θi
h(j)νI,n

(

ω

c0
ρi

)

sen θi

(6.66)

donde para I = B, i = 1 se considera el conducto cónico de expansión y para I =
D, i = 2 se tiene el asociado a la contracción. De igual manera, j = 1 implica la
consideración de los términos progresivos y j = 2 se refiere a los regresivos.

Ajuste modal en la expansión

Se plantea ahora el procedimiento a utilizar con el objetivo de obtener los coeficientes
de propagación A+

n , A
−
n , B

(1)
n , B

(2)
n , C+

n , C−
n , D

(1)
n , D

(2)
n , E+

n y E−
n . Para la conside-

ración de la región asociada a la expansión se procede multiplicando las ecuaciones
de continuidad por un modo de presión adecuado. Las expresiones obtenidas se sim-
plifican en gran manera teniendo en cuenta las propiedades de ortogonalidad de las
funciones de Bessel.

∞
∑

n=0

(

A+
n +A−

n

)

∫ RA

0

J0

(

αn

RA
r

)

J0

(

αs

RA
r

)

rdr =
(

A+
s +A−

s

) R2
A

2
J20 (αs) (6.67)
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Las ecuaciones de continuidad de presión y velocidad (6.52) y (6.53) en la sección
izquierda del conducto de expansión B se multiplican por el modo de presión del
conducto de entrada J0 (αsr/RA), para s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, y se realiza la integral
en SA, dando lugar a

(

A+
s +A−

s

) R2
A

2
J20 (αs) =

∞
∑

n=0

∫ RA

0

(

B(1)
n P

(1)
B,n(ρ1, θ1)

+B(2)
n P

(2)
B,n(ρ1, θ1)

)

J0

(

αs

RA
r

)

rdr

(6.68)

(

−jkA,sA
+
s + jkA,sA

−

s

) R2
A

2
J20 (αs)

=

∞
∑

n=0

∫ RA

0

(

B(1)
n GP

(1)
B,n (ρ1, θ1) +B(2)

n GP
(2)
B,n (ρ1, θ1)

)

J0

(

αs

RA
r

)

rdr
(6.69)

La distancia entre el vértice del conducto cónico B y la sección de integración viene
dada por

V ertB1 =
RALB

RC −RA
(6.70)

y por tanto, en las integrales de las ecuaciones (6.68) y (6.69), se tiene

ρ1 =
√

V ert2B1 + r2 (6.71)

θ1 = arctan

(

r

V ertB1

)

(6.72)

Éstas han de evaluarse de forma numérica.

De forma similar, las ecuaciones de continuidad (6.54) y (6.55) en el lado derecho
del conducto de expansión B se multiplican por el modo de presión de la cámara
central J0 (αsr/RC), con s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, y se integran en SC , obteniendo

(

C+
s + C−

s

) R2
C

2
J20 (αs) =

∞
∑

n=0

∫ RC

0

(

B(1)
n P

(1)
B,n(ρ1, θ1)

+B(2)
n P

(2)
B,n(ρ1, θ1)

)

J0

(

αs

RC
r

)

rdr

(6.73)

φ

ρm

(

−jkC,sC
+
s + jkC,sC

−

s

) R2
C

2
J20 (αs)

=
1

ρ0

∞
∑

n=0

∫ RC

0

(

B(1)
n GP

(1)
B,n (ρ1, θ1) +B(2)

n GP
(2)
B,n (ρ1, θ1)

)

J0

(

αs

RC
r

)

rdr

(6.74)
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En este caso, la distancia del vértice del conducto cónico B a la sección de integración
es

V ertB2 =
RCLB

RC −RA
= V ertB1 + LB (6.75)

de manera que en las ecuaciones (6.73) y (6.74) las coordenadas esféricas verifican

ρ1 =
√

V ert2B2 + r2 (6.76)

θ1 = arctan

(

r

V ertB2

)

(6.77)

Como en el caso anterior, las integrales previas se evalúan de forma numérica.

Ajuste modal en la contracción

El procedimiento a seguir en la contracción D es similar al caso de la expansión.
Las ecuaciones (6.56) y (6.57) asociadas al lado izquierdo del conducto cónico D se
multiplican por el modo de presión de la cámara central J0 (αsr/RC), para s = 0, 1,
2, 3, ..., ∞, y después se lleva a cabo la integral en la sección SC , de manera que se
obtiene

(

C+
s e

−jkC,sLC + C−

s e
jkC,sLC

) R2
C

2
J20 (αs)

=
∞
∑

n=0

∫ RC

0

(

D(1)
n P

(1)
D,n(ρ2, θ2) +D(2)

n P
(2)
D,n(ρ2, θ2)

)

J0

(

αs

RC
r

)

rdr
(6.78)

φ

ρm

(

−jkC,sC
+
s e

−jkC,sLC + jkC,sC
−

s e
jkC,sLC

) R2
C

2
J20 (αs)

= − 1

ρ0

∞
∑

n=0

∫ RC

0

(

D(1)
n GP

(1)
D,n (ρ2, θ2) +D(2)

n GP
(2)
D,n (ρ2, θ2)

)

J0

(

αs

RC
r

)

rdr

(6.79)

Debe tenerse en cuenta el signo negativo en el lado derecho de la ecuación (6.79),
debido a la orientación del sistema de referencia del conducto D, tal como se ha
indicado anteriormente. La sección de integración se encuentra a una distancia del
vértice del conducto D dada por

V ertD2 =
RCLD

RC −RE
(6.80)

y por tanto en las ecuaciones (6.78) y (6.79) ha de considerarse

ρ2 =
√

V ert2D2 + r2 (6.81)

θ2 = arctan

(

r

V ertD2

)

(6.82)
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Las ecuaciones (6.58) y (6.59) asociadas al lado derecho del conducto de contracción
se multiplican por el modo de presión del tubo de salida J0 (αsr/RE), para s = 0, 1,
2, 3, ..., ∞, se integran en SE y se llega a

(

E+
s + E−

s

) R2
E

2
J20 (αs) =

∞
∑

n=0

∫ RE

0

(

D(1)
n P

(1)
D,n(ρ2, θ2)

+D(2)
n P

(2)
D,n(ρ2, θ2)

)

J0

(

αs

RE
r

)

rdr

(6.83)

(

−jkE,sE
+
s + jkE,sE

−

s

) R2
E

2
J20 (αs)

= −
∞
∑

n=0

∫ RE

0

(

D(1)
n GP

(1)
D,n (ρ2, θ2) +D(2)

n GP
(2)
D,n (ρ2, θ2)

)

J0

(

αs

RE
r

)

rdr
(6.84)

donde se incluye, igual que anteriormente, el signo menos para el lado derecho de la
ecuación (6.84) obtenida a partir de la condición de continuidad de velocidad. Por
último, el vértice del conducto cónico D y la sección de integración se encuentran a
una distancia dada por

V ertD1 =
RELD

RC −RE
= V ertD2 − LD (6.85)

y en consecuencia, para evaluar las integrales de las ecuaciones (6.83) y (6.84) sobre
SE debe tenerse en cuenta que

ρ2 =
√

V ert2D1 + r2 (6.86)

θ2 = arctan

(

r

V ertD1

)

(6.87)

La caracterización del catalizador en base a su ı́ndice de pérdidas de transmisión se
lleva a cabo con las condiciones habituales que implican A+

0 = 1, A+
n = 0 para n > 0

y E−
n = 0 para todo n, junto con el correspondiente truncado smax = nmax = q. El

sistema de 8(q+1) ecuaciones e incógnitas se resuelve y permite obtener el TL, dado
por

TL = −20 log

(

RE

RA

∣

∣

∣

∣

∣

q
∑

n=0

E+
n e−jkE,nLE

∣

∣

∣

∣

∣

)

(6.88)

A diferencia de los casos anteriores, la consideración de q = 0 no reproduce la solu-
ción del modelo de onda plana como el mostrado en [54], dado que ahora los modos
fundamentales en las zonas cónicas presentan un perfil esférico.

La validación de la formulación previa se lleva a cabo mediante la comparación con
resultados de elementos finitos para una geometŕıa bicónica cuyas dimensiones son
LA = LE = 0.05 m, LB = LD = 0.03 m, LC = 0.135 m, RA = RE = 0.0268 m y RC
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= 0.0886 m, de manera que los semiángulos de apertura vienen dados por θ1,0 = θ2,0
= 64.106o. Para el monolito se consideran los valores R = 500 rayl/m, φ = 0.8 y
α = 1.07. Los cálculos de elementos finitos se han llevado a cabo con una malla axi-
simétrica de elementos cuadriláteros cuadráticos con 0.0025 m de tamaño. El ı́ndice
de pérdidas de transmisión de la geometŕıa considerada se muestra en la figura 6.11.
Como puede comprobarse, la concordancia entre los resultados proporcionados por
ambas técnicas de modelado es excelente en todo el intervalo de frecuencias conside-
rado.
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Figura 6.11: TL de catalizador bicónico modelado con la técnica 3D/3D:

, AM; +, MEF.

En la figura 6.12 se estudia el efecto de la porosidad del monolito, que toma los
valores φ = 0.7, φ = 0.8 y φ = 0.9, para una resistividad fija de valor R = 500
rayl/m. Los capilares son de sección transversal cuadrada de manera que α = 1.07.
Se puede observar que con el aumento de la porosidad se tiene mayor atenuación en
todo el rango de frecuencias estudiado. Este comportamiento es distinto al observado
en el caso del catalizador circular, modelado también mediante la técnica 3D/3D, en
el que la influencia de la porosidad es irregular y depende del intervalo de frecuencias
considerado.

El efecto de la resistividad se muestra en la figura 6.13, considerando los valores
R = 500 rayl/m, R = 750 rayl/m y R = 1000 rayl/m. El resto de valores son los
utilizados en la validación (en concreto, se tiene φ = 0.8). Se puede observar que a
medias y altas frecuencias se obtienen mayores valores de atenuación con el aumento
de la resistividad. A bajas frecuencias el efecto de la resistividad es prácticamente
despreciable.



238 Modelado anaĺıtico modal multidimensional de catalizadores

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

0

2

4

6

8

10

12

14

Frecuencia (Hz )

T
L
(d
B
)

Figura 6.12: TL de catalizador bicónico modelado con la técnica 3D/3D para

diferentes valores de porosidad del monolito, AM: , φ = 0.7; , φ = 0.8;

, φ = 0.9.
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Figura 6.13: TL de catalizador bicónico modelado con la técnica 3D/3D para

diferentes valores de resistividad, AM: , R = 500 rayl/m; , R = 750 rayl/m;

, R = 1000 rayl/m.

6.3.2. Modelo 3D conductos/1D monolito

La figura 6.14 muestra un esquema para el modelado 3D conductos/1D monolito de
un catalizador con conductos cónicos mediante el método de ajuste modal. En el
interior del tubo ciĺındrico de entrada se tiene el campo de presión
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Figura 6.14: Esquema del catalizador con conductos cónicos asociado al modelo

3D conductos/1D monolito.
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n e

−jkA,nz1 +A−

n e
jkA,nz1

)

J0

(

αn

RA
r

)

(6.89)

expresión asimismo válida para el conducto de salida D con los cambios oportunos.
El número de onda axial en los tubos de sección circular viene definido, por ejemplo,
por la ecuación (6.47).

La presión acústica en los conductos cónicos, por ejemplo en la región B, viene dada
por la expresión

PB(ρ1, θ1) =

∞
∑

n=0

(

B(1)
n h(1)νB,n

(

ω

c0
ρ1

)

+B(2)
n h(2)νB,n

(

ω

c0
ρ1

))

PνB,n
(cos θ1) (6.90)

Las condiciones a satisfacer por el campo acústico difieren del caso asociado al mo-
delado 3D conductos/3D monolito, dado que en la técnica aplicada aqúı el monolito
se sustituye por una matriz de transferencia que relaciona las variables de presión y
velocidad acústica axial en la entrada y la salida del monolito. Las condiciones de
contorno en la expansión se escriben en la forma habitual

PA (r, z1)|z1=0 = PB (ρ1, θ1)|z1=0 en SA (6.91)

UA (r, z1)|z1=0 = UB (ρ1, θ1)|z1=0 en SA (6.92)

Para la contracción se tiene

PD (r, z2)|z2=0 = PC (ρ2, θ2)|z2=0 en SD (6.93)

UD (r, z2)|z2=0 = UC (ρ2, θ2)|z2=0 en SD (6.94)
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La relación entre las variables acústicas a ambos lados del monolito puede expresarse
de la siguiente manera

{

PB (ρ1, θ1)|z1=LB

UB (ρ1, θ1)|z1=LB

}

=

[

Tm
11 Tm

12

Tm
21 Tm

22

]{

PC (ρ2, θ2)|z2=−LC

UC (ρ2, θ2)|z2=−LC

}

en SB ≡ SC (6.95)

con lo cual, las condiciones de contorno en el caso del monolito se expresan como

PB (ρ1, θ1)|z1=LB
= Tm

11 PC (ρ2, θ2)|z2=−LC
+Tm

12 UC (ρ2, θ2)|z2=−LC
en SB ≡ SC

(6.96)
UB (ρ1, θ1)|z1=LB

= Tm
21 PC (ρ2, θ2)|z2=−LC

+Tm
22 UC (ρ2, θ2)|z2=−LC

en SB ≡ SC

(6.97)
La obtención de la velocidad axial se lleva a cabo como se ha indicado en la sección
anterior. Para compactar la notación se recurre de nuevo, por conveniencia, a las
expresiones (6.65) y (6.66),

P
(j)
I,n(ρi, θi) = h(j)νI,n

(

ω

c0
ρi

)

PνI,n
(cos θi) (6.98)
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∂ρi
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1
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∂θi
h(j)νI,n

(

ω

c0
ρi

)

sen θi

(6.99)

donde para I = B, i = 1 se considera el conducto cónico de expansión y para I = C,
i = 2 se tiene el asociado a la contracción. De igual manera, j = 1 implica la conside-
ración de los términos progresivos y j = 2 se refiere a los regresivos.

Procediendo de manera análoga al caso del modelado 3D conductos/3D monolito,
estudiado en la sección 6.3.1, para la expansión se obtienen las ecuaciones (6.68) y
(6.69). En lo referente a la contracción, se multiplican las ecuaciones (6.93) y (6.94)
por el modo de presión del conducto de salida J0 (αsr/RD), para s = 0, 1, 2, 3, ...,
∞, y se integra en la sección SD, de manera que se obtiene

(

D+
s +D−
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2
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(6.101)
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donde se incluye, igual que anteriormente, el signo menos para el lado derecho de la
ecuación (6.101). La distancia entre el vértice del conducto cónico C y la sección de
integración SD viene dada por

V ertC1 =
RDLC

RC −RD
(6.102)

de manera que en las ecuaciones (6.100) y (6.101) ha de considerarse

ρ2 =
√

V ert2C1 + r2 (6.103)

θ2 = arctan

(

r

V ertC1

)

(6.104)

Para las ecuaciones (6.96) y (6.97), la aplicación de la técnica de ajuste modal re-
quiere la elección de funciones de ponderación adecuadas. Entre las diferentes posi-
bilidades disponibles, en esta Tesis se han obtenido buenos resultados considerando
J0 (αsr/RC), s = 0, 1, 2, 3, ..., ∞, tal como se muestra posteriormente. Las integrales
se escriben por tanto como

∞
∑
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(6.105)

− 1
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Una vez aplicadas las condiciones de contorno pertinentes (A+
0 = 1, A+

n = 0 para
n > 0 y D−

n = 0 para todo n) y el truncado smax = nmax = q, se resuelve el sistema
de 6(q + 1) ecuaciones e incógnitas y se evalúa el TL a partir de la expresión

TL = −20 log

(

RD

RA

∣

∣

∣

∣

∣

q
∑

n=0

D+
n e

−jkD,nLD

∣

∣

∣

∣

∣

)

(6.107)
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La validación de la formulación previa se lleva a cabo mediante la comparación con
resultados de elementos finitos. Para ello, se ha utilizado una malla axisimétrica de
elementos cuadriláteros cuadráticos con un tamaño aproximadamente uniforme de
0.0025 m. El catalizador bicónico considerado para la validación tiene nuevamente las
dimensiones RA = RD = 0.0268 m, RC = 0.0886 m, LA = LD = 0.05 m, LB = LC =
0.03 m y Lm = 0.135 m, y los semiángulos de apertura son θ1,0 = θ2,0 = 64.106o. El
monolito está construido con capilares de sección transversal cuadrada, y por tanto
α = 1.07. Para la porosidad del monolito se toma el valor φ = 0.8 y para la resistividad
R = 500 rayl/m. Para la solución anaĺıtica se considera que q = 5. La figura 6.15
muestra los resultados obtenidos para la geometŕıa indicada, calculados mediante
ajuste modal y elementos finitos. De nuevo, se comprueba que la concordancia entre
ambas técnicas de modelado es muy buena.
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Figura 6.15: TL de catalizador bicónico modelado con la técnica 3D/1D:

, AM; +, MEF.

En la figura 6.16 se muestra el efecto que tiene la porosidad del monolito en la ate-
nuación acústica del catalizador bicónico considerando los valores φ = 0.7, φ = 0.8
y φ = 0.9. El resto de valores son los considerados en la validación (en particular, se
tiene R = 500 rayl/m). Se puede observar que a baja frecuencia (primera cúpula de
atenuación) una menor porosidad produce una menor atenuación. Esta tendencia se
invierte a medias y altas frecuencias.

La figura 6.17 muestra el efecto de la resistividad en el comportamiento del catalizador.
Para el análisis se han considerado tres valores: R = 500 rayl/m, R = 750 rayl/m
y R = 1000 rayl/m, para un valor constante de porosidad dado por φ = 0.8. Se
comprueba que a mayor resistividad, se obtienen mayores valores de atenuación en
la mayor parte del rango de frecuencias, a excepción de las zonas asociadas a picos
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Figura 6.16: TL de catalizador bicónico modelado con la técnica 3D/1D para

diferentes valores de porosidad del monolito, AM: , φ = 0.7; , φ = 0.8;

, φ = 0.9.

de atenuación, que sufren una reducción más marcada para resistividades mayores. A
bajas frecuencias se puede observar que la influencia de la resistividad es menor.
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Figura 6.17: TL de catalizador bicónico modelado con la técnica 3D/1D para

diferentes valores de resistividad, AM: , R = 500 rayl/m; , R = 750 rayl/m;

, R = 1000 rayl/m.
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6.3.3. Comparación de modelos 3D/3D y 3D/1D

Se procede ahora a llevar a cabo una comparación entre los resultados obtenidos
mediante los modelos de ajuste modal 3D/3D y 3D/1D para un catalizador con con-
ductos cónicos. Para ello, se analiza la misma geometŕıa estudiada en las secciones
6.3.1 y 6.3.2. Para el monolito se consideran los valores R = 500 rayl/m, φ = 0.8 y
α = 1.07.
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Figura 6.18: TL de catalizador bicónico, AM: , modelo 3D/3D;

, modelo 3D/1D.

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 6.18. Se puede observar que existe
similitud entre los resultados proporcionados por las dos técnicas hasta una frecuencia
muy baja, en torno a 300 Hz. A partir de dicha frecuencia las curvas de atenuación
presentan discrepancias muy considerables entre śı, superiores a las detectadas en la
geometŕıa circular tratada en la sección 6.2.

6.4. Comentarios sobre la consideración de flujo me-

dio

La consideración de flujo medio en los modelos anaĺıticos presentados en este caṕıtulo
puede abordarse de forma simplificada si sólo se tienen en cuenta los efectos de éste
en el comportamiento acústico del monolito. Es sabido que el efecto convectivo del
flujo medio tiene una influencia prácticamente despreciable en conductos reactivos,
esto es, sin elementos perforados ni materiales absorbentes, cuando se evalúan ate-
nuaciones acústicas. Por consiguiente, las soluciones de la ecuación de ondas sin flujo
para los conductos de entrada y salida y las transiciones troncocónicas mostradas en
las secciones 6.2 y 6.3 pueden seguir utilizándose en presencia de flujo. Éste por tanto
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sólo se incluye al modelar la región del monolito.

Tal como se indicó en la sección 4.2.3 del caṕıtulo 4, el modelo 3D conductos/1D
monolito en ausencia de flujo medio presenta mayor concordancia con las medidas
experimentales, motivo por el que se puede aplicar el mismo modelo para el caso con
flujo medio, lo cual garantiza una aproximación matemática al problema de gran sen-
cillez. Por tanto, para considerar la presencia de flujo medio en los modelos anaĺıticos
desarrollados en el presente caṕıtulo, es posible sustituir la matriz de transferencia de
las ecuaciones (6.37), caso circular, y (6.95), configuración cónica, por la matriz de
cuatro polos con flujo medio (2.248), utilizada anteriormente en los caṕıtulos 2 y 4.

6.5. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha presentado la aplicación del método de ajuste modal al mode-
lado acústico de catalizadores con geometŕıas de gran interés, cuyo tratamiento en la
bibliograf́ıa existente es escaso. Para el modelado mediante ajuste modal se han uti-
lizado las dos técnicas descritas anteriormente, 3D/3D y 3D/1D. En primer lugar se
ha considerado la geometŕıa circular, para la que se ha presentado detalladamente el
desarrollo matemático del método de ajuste modal para las dos técnicas de modelado.
Los modelos obtenidos han sido validados mediante el método de elementos finitos,
mostrando una concordancia excelente. De igual manera, se ha abordado el modelado
de catalizadores con conductos cónicos mediante el método de ajuste modal, de nuevo
con las técnicas 3D/3D y 3D/1D. Para las geometŕıas con conductos cónicos se ha
aplicado un procedimiento que permite su caracterización en base a las funciones de
Legendre y de Hankel esféricas. En todos los casos estudiados se ha realizado un estu-
dio paramétrico para analizar el efecto de la porosidad del monolito y su resistividad
en la atenuación acústica.

Adicionalmente, se han comparado, tanto para las configuraciones circulares como
cónicas, las predicciones de los modelos 3D/3D y 3D/1D. En el caso circular se de-
tectan algunas diferencias ligeras, sobre todo en el rango de altas frecuencias. Para la
geometŕıa con conductos cónicos dichas discrepancias son mayores, de manera que la
predicción proporcionada por el modelo 3D/3D muestra poca similitud con los resul-
tados 3D/1D. En el caṕıtulo anterior ya se indicó que el modelo 3D/3D, habitual en
la bibliograf́ıa, presentaba ciertas deficiencias a la hora de modelar el comportamien-
to acústico del monolito. Dichas deficiencias se resuelven, al menos en parte, con la
propuesta 3D/1D realizada en esta Tesis. Estos aspectos quedan corroborados por los
resultados anaĺıticos obtenidos en el presente caṕıtulo mediante ajuste modal.

Actualmente se está trabajando en la preparación de resultados asociados a los mo-
delos anaĺıticos presentados en este caṕıtulo, para su posterior publicación.





Caṕıtulo 7

Conclusiones y desarrollos

futuros

Resumen del caṕıtulo:

Se recogen en este caṕıtulo las principales conclusiones expuestas en los caṕıtulos
anteriores, destacando especialmente aquellas relacionadas con el objetivo final de
la Tesis. Se señalan las aportaciones introducidas y se proponen posibles desarrollos
futuros que continúen la ĺınea de investigación aqúı presentada.
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7.1. Conclusiones

Se describen aqúı las conclusiones obtenidas a lo largo de la Tesis, relacionadas con el
desarrollo e implementación de métodos eficaces para el diseño y modelado acústico
de la ĺınea de escape, y en concreto, de dos de sus componentes más relevantes, como
son los silenciadores y los catalizadores.

Se ha comprobado que los modelos de onda plana para silenciadores y catali-
zadores no son válidos en el rango usual de trabajo de los motores de combus-
tión interna alternativos. Esto justifica recurrir a modelos más precisos, de tipo
numérico y anaĺıtico, como el método de elementos finitos y el método de ajuste
modal, para estudiar el comportamiento acústico de los componentes de la ĺınea
de escape.

Se ha llevado a cabo el desarrollo e implementación de modelos de elementos
finitos para la simulación tridimensional del comportamiento acústico de silen-
ciadores de escape en condiciones generales, es decir, en presencia de flujo medio,
material absorbente y elementos perforados.

Se ha considerado el acoplamiento de diversos subdominios conectados median-
te superficies perforadas cuando existe flujo medio, incluyendo el caso en el que
uno de los subdominios conectados tiene material absorbente en contacto con las
perforaciones. Además se ha analizado el efecto de las condiciones de contorno
asociadas al conducto perforado. Para ello se han aplicado las condiciones de
continuidad de velocidad y de desplazamiento, comparando los resultados obte-
nidos por ambas con resultados experimentales. La condición de continuidad de
desplazamiento ha demostrado más concordancia con las medidas experimenta-
les para dos geometŕıas de resonador concéntrico con material absorbente.

Se ha llevado a cabo el desarrollo e implementación de modelos de elementos
finitos para la simulación y análisis de catalizadores de automoción. Se han pre-
sentado dos modelos, el denominado modelo 3D/3D, habitual en la bibliograf́ıa,
en el que es posible la propagación tridimensional en todo el dominio del cata-
lizador, y el modelo propuesto en la Tesis, 3D/1D, que considera propagación
unidimensional en los capilares. Se han aplicado los dos modelos a un cataliza-
dor comercial y se han comparado los resultados obtenidos mediante ambos con
medidas experimentales, mostrando que la técnica propuesta 3D/1D presenta
una mayor concordancia con dichas medidas. Se ha analizado la influencia de la
porosidad del monolito y su resistividad en la atenuación acústica. También se
ha aplicado el método de elementos finitos para el modelado acústico de catali-
zadores en presencia de flujo medio. Para ello se ha tenido en cuenta la técnica
3D/1D, ya que en el caso sin flujo medio ha dado resultados que se asemejan
más a las medidas experimentales que los proporcionados por la técnica 3D/3D.

Se ha llevado a cabo la descripción modal anaĺıtica de la solución de la ecuación
de ondas en conductos de pared ŕıgida. En primer lugar se han considerado
las soluciones disponibles en la literatura para secciones transversales de tipo
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rectangular y circular. Se ha abordado además la propagación de ondas en el
caso de conductos de sección no uniforme con geometŕıa cónica.

Se ha desarrollado el modelado anaĺıtico multidimensional del comportamiento
acústico de silenciadores de escape mediante el método de ajuste modal. Se ha
presentado la aplicación de dicho método a diversos silenciadores, tales como
cámaras de expansión simple y cámaras reversas. Posteriormente, y como con-
tribución, se ha extendido la aplicación del método a silenciadores con doble
salida opuesta y cámaras reversas con material absorbente y placa perforada.
Para ambas configuraciones, se ha presentado la formulación completa del méto-
do de ajuste modal aśı como las integrales asociadas. Los modelos obtenidos han
sido validados mediante la comparación con resultados evaluados mediante el
método de elementos finitos, mostrando una concordancia excelente.

Para el caso de las cámaras de expansión simple y las reversas, se ha analizado
el efecto de la posición de los conductos de entrada y salida. En lo referente al
silenciador con doble salida opuesta, se ha analizado detalladamente el efecto en
la atenuación acústica de parámetros de diseño como el radio de los conductos
y su posición relativa. Para la cámara reversa con material absorbente y placa
perforada, se ha considerado en concreto el efecto que tiene en la atenuación
acústica la posición relativa de los conductos, la porosidad de la placa perforada
y la resistividad del material absorbente.

Se ha llevado a cabo el desarrollo e implementación de técnicas para el mode-
lado anaĺıtico tridimensional del comportamiento acústico de catalizadores con
geometŕıas relevantes, poco consideradas en la literatura cient́ıfica, como el caso
de catalizadores circulares y con conductos cónicos. Para ambas geometŕıas se
han aplicado las técnicas 3D/3D y 3D/1D. Los resultados obtenidos mediante
ajuste modal se han validado con cálculos de elementos finitos, mostrando una
concordancia excelente. Adicionalmente, se han comparado, tanto para las con-
figuraciones circulares como cónicas, las predicciones de los modelos 3D/3D y
3D/1D, mostrando que los resultados obtenidos mediante ambos modelos son
distintos. Para el catalizador circular se observan diferencias ligeras, sobre todo
a alta frecuencia. En el caso del catalizador con conductos cónicos la predicción
proporcionada por el modelo 3D/3D muestra poca similitud con los resultados
3D/1D.

7.2. Desarrollos futuros

En los últimos años se ha comenzado a considerar la degradación acústica asociada
a los elementos fundamentales de la ĺınea de escape. En este sentido, las áreas de
trabajo que se proponen como continuación de la ĺınea de investigación presentada se
centran en el desarrollo de modelos acústicos avanzados de los materiales utilizados
en los dispositivos del sistema de escape de motores de combustión, que contemplen la
variación de propiedades con el paso del tiempo y que puedan ser incorporados a las
herramientas de diseño acústico de la ĺınea de escape con vistas a obtener soluciones
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constructivas cuya degradación temporal pueda ser minimizada. En concreto cabe
considerar los siguientes aspectos:

Definición y desarrollo de técnicas experimentales que permitan la caracteriza-
ción acústica avanzada de los diversos materiales utilizados en los componentes
integrantes del sistema de escape de motores de combustión interna alternati-
vos, en diferentes etapas de su vida en funcionamiento. Esto permitirá ampliar
los modelos existentes de materiales absorbentes y monolitos cerámicos y de-
finir nuevos modelos que contemplen la degradación asociada a la circulación
de los productos de la combustión. Las técnicas experimentales también han
de permitir la caracterización acústica de los propios componentes integrantes
del sistema de escape, en diferentes etapas de su vida. Esto permitirá, por un
lado, extender modelos existentes, definir nuevos modelos que contemplen la
influencia del paso del tiempo y el efecto de la posible existencia de elementos
de protección y, por otro, validar los resultados que se obtengan posteriormente
en base a simulación.

Desarrollo e implementación de herramientas de simulación del comportamien-
to acústico de componentes, basadas en las técnicas presentadas en esta Tesis
(elementos finitos y métodos anaĺıticos modales multidimensionales), que ten-
gan en cuenta que se produce una degradación de propiedades acústicas en los
componentes y materiales más relevantes. De esta manera, debe ser posible la
consideración del efecto del paso del tiempo y el estudio de su influencia en el
control de las emisiones acústicas.

Obtención de modelos acústicos asociados a dispositivos adicionales de la ĺınea
de escape, cuyo impacto en la reducción de ruido es relevante, tales como filtros
de part́ıculas en motores diésel.
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[138] M.I. Torres. Modelado Acústico de Silenciadores con Material Absorbente. Tesis
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