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Presentacion

El presente libro contiene la parte de algebra que los autores han redactado
para la asignatura Algebra matricial y geometria, del Grado en Tecnologias Interac-
tivas, que se imparte en la Escuela Politécnica Superior de Gandia, por primera vez
en el curso 2017-2018.

El libro, como es usual en textos matematicos, expone los resultados con una
continuada argumentacion, pero en este caso sin apenas demostraciones. No obstante,
en letra pequena se presentan pruebas abreviadas o extensiones de la teoria que el
lector puede obviar en una primera lectura.

El libro se ha estructurado en capitulos que contienen varias secciones, y en
cada uno de ellos los resultados se ilustran con ejemplos apropiados. Al final de
cada capitulo aparece una lista de ejercicios resueltos que podran poner a prueba la
comprensién y adquisicion de conocimientos por parte del lector. Estos ejercicios, en
ocasiones, complementan la teoria.

Los capitulos que conforman la obra son, en este orden: Teoria de conjuntos,
Funciones e interpolacion, Sistemas de Numeracion, Espacios vectoriales, Matrices,
Aplicaciones lineales, Determinantes, Sistemas de ecuaciones lineales y Diagonaliza-
ciéon de matrices.

Para la comprensién del texto se requieren conocimientos de algebra elemental.
Los autores agradeceran cualquier sugerencia tendente a mejorar el presente texto en
ediciones posteriores.

Los autores



NOTACION

En este texto se ha evitado un lenguaje excesivamente simbdlico.

No obstante, el lector debe conocer la siguiente terminologia bésica que se
usa en matemadticas y ciencias tecnoldgicas:

Z

Q%O N

ZDCNMma

Cuantificador universal. Se lee “para todo” o “para cada”
Cuantificador existencial. Se lee “existe”

Equivalencia proposicional. Se lee “si y sélo si”
Abreviatura de “si y sélo si”

Implicaciéon proposicional. La proposicién de la izquierda
implica la de la derecha. Se lee “implica”

Se lee “tal (tales) que”

Se lee “tal (tales) que”

En latin ¢d est y se lee “es decir”

Simbolo de pertenencia

Simbolo de inclusiéon

Simbolo de unién

Simbolo de interseccion

Conjunto de los nimeros naturales (incluye al cero)

El conjunto N sin el cero

El anillo de los niimeros enteros

El cuerpo de los nimeros racionales

El cuerpo de los ntimeros reales

El cuerpo de los niimeros complejos
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Capitulo 1

TEORIA DE CONJUNTOS

En este capitulo se ofrece una (ingenua) introduccién a la teoria de
conjuntos que es suficiente para establecer y estudiar los conceptos que se
definen a lo largo del texto.

1.1 EL ALGEBRA DE BOOLE DE LA TEORIA
DE CONJUNTOS

1.1.1 Conjuntos

Un conjunto es una coleccion de elementos. Los conjuntos suelen de-
notarse con letras mayusculas. Cuando se explicitan sus elementos, éstos, sin
repetirse, se encierran entre llaves separados por comas. En ciertos contex-
tos se utilizan los términos sistema, coleccién y familia como sinénimos
de conjunto. Asi se habla de “familia de conjuntos” en vez de “conjunto de
conjuntos” y sistema de vectores en vez de conjunto de vectores.

Designaremos por N, Z, Q, R y C a los conjuntos de los nimeros natu-
rales, enteros, racionales, reales y complejos, respectivamente. Por ejemplo:

N={0,1,2,...} y Z={...,—2,-1,0,1,2,... }.

Un conjunto unitario es aquél que posee un unico elemento. Esta
terminologia se extiende a conjuntos de dos o mas elementos, de manera
obvia. Para expresar que un elemento a pertenece a un conjunto S (o que
estd en S) se escribe a € S. Si a no estd en S se escribe a ¢ S. Para expresar
que un conjunto A estd contenido (o incluido) en otro B (i.e., todo elemento
de A estd en B) se escribe A C B (o B D A), en tal caso se dice que A es un
subconjunto de B. Si A no estd incluido en B se escribe A ¢ B.
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Se designa por () al conjunto, denominado vacio, que no posee elemen-
tos. Todo subconjunto no vacio S posee dos subconjuntos impropios: () y S.
Los demés subconjuntos de S se llaman propios.

Dos conjuntos A y B son iguales, y se escribe A = B, cuando poseen
los mismos elementos, lo cual sucede sii A C By B C A.

Un conjunto también se describe a través de una expresién caracteri-
zadora de sus elementos dentro de un contexto (conjunto referencial). Asi, el
conjunto {0,1,2,3,4} también se puede escribir de las dos formas siguientes:

{reN:2<5} o {xe€Z:0<z<4}

1.1.2 Ejemplos

(a) El conjunto V de las vocales es V. = {a,e,i,0,u} (o también
V = {e,i,a,0,u} pues el orden de aparicién de los elementos es irre-
levante).

Se tiene que {a,e,o} C V pero {a,m} ¢ V pues m ¢ V.
(b) —2 € Z pero —2 ¢ N.

(c) Se tienen las inclusiones numéricas N C Z, Z C Q, Q C Ry R c C. Sin
embargo las inclusiones contrarias no se verifican.

(d) El conjunto binario {—1,1} se puede escribir {x € Z : 1 < 2% < 2}.

(e) Se tiene que
{reR: 2?=—-1} =0.

Obsérvese que el conjunto () viene determinado por una condicién im-
posible de cumplir.

(f) El conjunto {0,2,4,...} que contiene el 0 y los pares es el conjunto {2n :
n € N} por lo que habitualmente se representa por 2N. Andlogamente
si p € Ny es mayor que 0, pN representa los naturales multiples de p,
que también suelen denotarse p.

1.1.3 Representaciones graficas

En ocasiones los conjuntos se describen (definen) mediante graficos. Asi,
un diagrama de Venn es una representacién grafica plana de un conjunto,
en la que sus elementos quedan encerrados por una linea, como se muestra en
la figura siguiente en la que se representa el conjunto de vocales.
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En un diagrama lineal los elementos del conjunto son los que resaltan
sobre el segmento o la recta donde se representan. Este tipo de representacién
es interesante cuando se desea entrever un orden entre los elementos. En la
figura inferior se representa en R el conjunto I que es el intervalo [1, 2].

El gréfico siguiente muestra que A C B.

1.1.4 Unidn, interseccion y complementacién de conjuntos

Sean A y B dos conjuntos. Se define la unién de los conjuntos A y B,
y se denota AU B (se lee A unién B), como el conjunto

AUB={z:2€A 6 z€ B}.

AU B es el conjunto rayado.

De esta manera , AUB contiene los elementos de A o de B (recordar que
la “0” légica no es excluyente). Este concepto se extiende de forma natural
a una familia cualquiera de conjuntos de manera que la unién de éstos estd
formada por los elementos que pertenecen a alguno de los conjuntos de la
familia.

Se define la interseccién de los conjuntos A y B, que se denota AN B
(se lee A interseccién B), como el conjunto

ANB={zx:2z€ Ay z € B}

AN B es el conjunto rayado.
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De esta manera, A N B contiene los elementos comunes a A y a B. Si
Ay B no tienen elementos comunes se dice que son disjuntos. Al igual que
antes este concepto se generaliza a una familia cualquiera de conjuntos.

De las definiciones se desprenden las siguientes propiedades inmediatas:

AC AUB,
ANB CA,
ACB AUB=B&s ANnB=A

1.1.5 Conjunto complementario y diferencia de conjuntos

Si A y B son conjuntos dentro de un referencial F, se define el comple-
mentario de A (respecto E), y se denota por A€ (se lee A complementario),
como el conjunto formado por los elementos de E que no estdn en A. De
manera mas general se define el conjunto B — A (diferencia de B y A), como
el conjunto de los elementos de B que no estdn en A. Al hablar de A® se
omite la alusién a E si estd implicito en el contexto. Es facil observar que
B — A= Bn A° En la siguiente figura B — A es el conjunto rayado.

E £

Se define la diferencia simétrica de dos conjuntos A y B, y se denota AAB como
AAB = (AU B) — (AN B). Este concepto se corresponde con la interpretacién de la “0”
exclusiva, en 16gica. Es obvio que AAB = (A— B)U (B — A).

A"B E

AAB es la zona sombreada.

Las siguientes propiedades son inmediatas:

E° =10, A= B¢ A= B, (A°)° = A,
0c = E, AC B B¢ C A

1.1.6 Ejemplo

Sea el referencial F = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sean los conjuntos A = {1, 2, 3},
B = {3, 4, 5} (ver gréfico adjunto).

Entonces: AU B = {1,2,3,4,5}, AnB = {3}, A° = {4, 5, 6},
Be={1,2,6}, B—A={4,5}(=BNA°), A— B={1, 2} (= AN B°).
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1.1.7 El algebra de Boole de la teoria de conjuntos

Supongamos que los siguientes conjuntos estan definidos en un referencial E.
Se verifican las siguientes propiedades (de caracter dual):

Asociativas:

(AUB)UC =AU (BUCQC), (ANB)NC =An(BNCQC).
Conmutativas:

AUB=BUA, ANB=BnNA.
Distributivas

(AUB)NC=(AnC)u(BNnC), (ANB)UC=(AuC)n(BUO).
Existencia de neutros:

AUD=A, ANE = A.
Existencia de complementario:
AUA=EF, AN A =0.

Por cumplirse las anteriores propiedades, los conjuntos con las leyes de
la unién, interseccién y complementacion constituyen un dlgebra de Boole.

En un algebra de Boole se verifican las leyes de De Morgan o del
complementario:

(AUB)¢ = A°N B°, (ANB)¢ = A°U B°.

Puesto que la uniéon de conjuntos verifica la asociatividad, el uso de
paréntesis es innecesario cuando aparece solo esta operacién. Esto mismo
ocurre con la interseccion.

1.2 CARDINALIDAD DE CONJUNTOS

1.2.1 Particion

Una familia de conjuntos Ap, Ao, ..., A, constituyen una particién
del conjunto F si dos a dos son disjuntos y, ademés, A1 UAs U---UA, = FE.

1.2.2 Cardinal de un conjunto

Se denomina cardinal del conjunto finito A, y se escribe Cd A, el
nimero de elementos que contiene A.
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