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Abstract

En ecologia y en gestion pesquera son muy importantes los modelos de crecimiento. Se
plantea una propuesta de Recorrido de Estudio e Investigacion (REI) para que en la
asignatura Matemdticas, los estudiantes de primero del Grado en Ciencias Ambientales
de la FEscuela Politécnica Superior de Gandia utilicen la modelizacion para proponer una
politica de pesca sostenible a partir de datos de crecimiento iniciales recogidos durante
cierto periodo de parada bioldgica. Se pretende: i) Establecer un modelo matemdtico para
la evolucion de la poblacion a lo largo del periodo de estudio (parada bioldgica). i1) Fijada
una poblacion minima que asequre una evolucion sostenible de los recursos pesqueros,
proponer una cuota de pesca que pueda mantenerse a lo largo de los anos.

In ecology and fisheries management, growth models are very important. We present
a proposal of a Research and Study Course (RSI) for the subject Mathematics of first
course of the Environmental Science Degree in the Polytechnic School of Gandia, in which
modeling is used to propose a sustainable policy for fisheries from data collected during
initial growth period of close season. The aim is: i) Establishing a mathematical model
for the evolution of the population throughout the study period (close season). ii) Fized a
manimum population to ensure a sustainable development of fisheries resources, proposing
a fishing quota that can be maintained over the years.
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1 Introduccion

Uno de los problemas que se observa en el aprendizaje de las matematicas, especialmente en
estudiantes universitarios de grados de ingenieria y ciencias de la naturaleza, es la no percepcion
de la utilidad de las matematicas para resolver problemas reales. Este hecho se relaciona con la
llamada monumentalizacidn del saber (véase [5, (]) caracterizada por presentar los conceptos
matematicos como obras monumentales terminadas, que se consideran valiosas por ellas mismas,
con lo que el proceso de ensenanza/aprendizaje se asemeja mas a una visita al monumento,
donde el protagonista fundamental es el guia-profesor, lejos de otro enfoque mas interactivo
por el cual se llega a interiorizar mejor la matematica, incluso desde un punto de vista afectivo,
en el que el alumno es el verdadero protagonista.

La Teoria Antropoldgica de lo Didéctico (TAD) proporciona un marco teérico que contextuali-
za la actividad matematica en el conjunto de actividades humanas y de instituciones sociales.
La TAD introduce en los sistemas de ensefianza procesos de estudio funcionales, que permiten
superar la monumentalizacion, tanto a nivel cognitivo como procedimental, mediante procesos
que permiten analizar y resolver situaciones problematicas cercanas a la realidad. Los Recor-
ridos de Estudio y de Investigacién (REI) son mecanismos didacticos, propuestos por la TAD,
que se disenan a partir de la busqueda de respuestas a cuestiones que, para ser resueltas, re-
quieren de la construccion de una secuencia mas o menos compleja de praxeologias completas
y articuladas (véase [7]).

Los REI pueden funcionar localmente como mecanismos didacticos capaces de superar la tradi-
cional desarticulacion o atomizacion de las matematicas que se ensenan en la universidad. La
funcién articuladora de los REI, se deriva en gran medida de su capacidad para permitir que
la modelizacién matematica asuma un papel méas importante en los sistemas de ensenanza
(véase [3]). En el disefio de una materia o asignatura que afronte con decisién una organizacién
del curriculum de matemadticas a partir de un REI, Barquero et al. (véase [I, 2]) reivindican
como imprescindible el uso de la modelizacién matematica, de manera explicita y central, en
los procesos de ensenanza/aprendizaje. En otras palabras, se estableceria el principio basico
por el cual hacer matematicas consiste esencialmente en un trabajo activo de modelizacion
matematica.

Un REI se inicia con una cuestién generadora, que llamaremos C), la cual, tras establecer las
correspondientes hipdtesis de trabajo, actuard como germen para otras cuestiones derivadas.
De esta forma, las matematicas dejan de ser el motivo y el origen de los problemas planteados
para convertirse fundamentalmente en el medio para poder resolverlos. Las diversas respuestas
a las cuestiones derivadas constituyen la respuesta global a la cuestién generadora (Figura 1).

Hay que considerar un elemento importante que denominaremos el nivel de acompanamiento
del profesor en el REI o lo que es lo mismo, el grado de intervencion del profesor junto a los
alumnos en el recorrido. Distinguiriamos entre el recorrido con total acompanamiento, en el que
el profesor guia y sigue de cerca el trabajo de los alumnos, corrigiendo las posibles desviaciones
de la senda mas o menos marcada y el recorrido sin acompanamiento, donde el trabajo de
los alumnos seria totalmente auténomo. Entre ambos extremos se pueden plantear multiples
estados intermedios.
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Figura 1: Esquema genérico de un REL

En la propuesta de REI que se presenta en este trabajo, la cuestiéon generadora estd rela-
cionada con la dindmica de poblaciones desde un enfoque discreto. Se desarrolla en dos eta-
pas, una con acompanamiento, en la que se afronta y resuelve una cuestion, de forma sis-
tematica, introduciendo las herramientas matematicas adecuadas. En una segunda etapa, sin
acompanamiento, se obtienen otras respuestas a la misma cuestiéon. Opcionalmente, al final,
puede ser interesante abrir un proceso de andlisis y discusion de las soluciones obtenidas para
obtener una propuesta final de compromiso, lo cual significa entrar en el terreno, difuso pero
realista, de la toma de decisiones.

2 Modelando un problema de pesca sostenible

En ecologia y gestion de pesquerias son muy importantes los modelos de crecimiento que pre-
tenden representar la forma en que evoluciona una poblacién de peces. El valor de los modelos
va mas alla de la simple descripciéon de los procesos ya que pueden constituir una importante
herramienta de gestion. Si se dispone de un modelo descriptivo adecuado para el crecimiento
de una poblacién, se pueden anadir al modelo inicial nuevos parametros correspondientes a
acciones externas para controlar la evolucién del mismo. Durante el proceso de modelizacién
seguiremos las etapas de acuerdo con las sugerencias del Informe Pisa de 2003, [1], (Figura 2).

1. Inicialmente se plantea un problema contextualizado en la realidad.

2. Identificacién de las matemaéaticas que pueden resultar utiles para la resolucion del prob-
lema.

3. Transformacion del problema real en un problema matematico, simplificando la realidad
asumiendo diversas hipétesis, o contrastando diversas posibilidades.

4. Resolucién del problema.

5. Validacién de los resultados. Traduccion de las soluciones matematicas al contexto del
problema real.
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Figura 2: Etapas en un proyecto de modelizacion.

2.1 El problema real (C))

Una regién basa su economia fundamentalmente en la pesca de bajura. Existe un peligro
real de sobreexplotacion para sus recursos pesqueros, de ahi que se haya decidido una parada
biolégica para la pesca. El estudio de la evolucion de la poblaciéon durante la parada puede
ayudar a tomar algunas decisiones, como por ejemplo calcular la duracién aproximada de la
parada biolégica y la posibilidad de establecer una cuota sostenible de pesca en un futuro. La
especie que se pesca es endémica de las aguas de la region, por lo que no hay que considerar
movimientos migratorios. Hemos decidido afrontar el estudio utilizando modelos en tiempo
discreto con etapas mensuales. Para ello, mediante diversos métodos y teniendo en cuenta el
peso medio de cada individuo, se ha estimado la poblacién de dichos peces en meses sucesivos.
La Tabla 2 muestra el nimero de individuos (peces) estimados durante nueve meses de parada
bioldgica.

Mes Individuos
(en miles)
1050
1360
1719
2131
2548
2823
2902
3186
3274

0O Tt Wi~ O

Tabla 1: Datos mensuales de nimero de individuos.

Se quiere estudiar el comportamiento de la evolucién del niimero de individuos con el tiempo
para establecer tendencias y, a continuacién estudiar posibilidades de intervencién, concreta-
mente pesca, en el caso de que sea posible asegurar que la pesca constituye una actividad
sostenible, es decir una actividad compatible con el crecimiento natural de la poblacion de
peces, asegurando una poblacion estable.
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Cuestiones concretas a resolver:

(' ;Existen modelos discretos sencillos que se adapten a los datos?

C5 ;En su caso, cuanto tiempo se estima que puede pasar hasta llegar a los 3.400.000 indi-
viduos? (cantidad que se pactd para plantear la vuelta a la actividad pesquera)

C5 ;Los modelos considerados indican lo que sucederd a largo plazo? ;Los modelos con-
siderados explican la evolucién de la poblacién en la situaciéon de parada biolégica (sin
pesca)?

Cy ;Coémo podemos introducir la actividad pesquera en los modelos?

Cs (Coémo se comportan los modelos al considerar la pesca?

2.2 Las matematicas tutiles para transformar el problema real en un problema
matematico

Para abordar la cuestién Cy se supone que los alumnos han de tener un conocimiento, al
menos a nivel basico, propio de un primer curso de grado, sobre funciones: tabla de valores,
representacion gréafica, limites, derivadas, etc. Estos conocimientos ayudaran a establecer el
modelo méas adecuado al problema, Ny 1 = f(N), donde f es una funcién real de variable real
y Ny, la poblacion de individuos en el instante k.

Podemos considerar diversas medidas descriptivas del crecimiento de la poblacién:
e Tasa de variacion absoluta de la poblacién en dos etapas consecutivas:
TV A, = ANy = Niy1 — Ny

e Tasa de variacién relativa de la poblacion en dos etapas consecutivas:
AN, _ Nip1 — Ny
N, N

TV Ry =

e Indice de variacion correspondiente a dos etapas consecutivas:

Nit1

1V, = .
k N,

Estas medidas se pueden considerar directamente o después de una transformacion que man-
tenga la monotonia (logaritmica, potencia racional, etc.).

Para decidir el modelo poblacional realizamos la representacion grafica de los siguientes puntos
(solo son algunas posibilidades), lo que permitird “visualizar” cémo crece la poblacién de peces.

N1 — Ny, Ny Ny

Nk )7 (Nk‘aTk)7 (Nk‘aln Nk; )

A partir de la representacién, ajustaremos los datos a funciones elementales sencillas: lineales,
parabdlicas, exponenciales, etc.

(Nks New1 — Ni), (Ng,

Por ejemplo si los puntos (Nk, N’“+k_N’“), estan aproximadamente alineados, entonces podemos
considerar N N
TVR, ="k — A _ BN,,
Ny,
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con B > 0. En ese caso
Nyy1 = N + Ni(A — BNy).

Otro modelo interesante, denominado Modelo de Ricker, surge al considerar que los puntos
(Nk, In(Ngiq /Nk)) estdn aproximadamente alineados y consecuentemente,

N1
N,

IV, = = be~ N = N1 = Npbe N,

Como valor indicativo de la bondad del ajuste, podemos utilizar el coeficiente de determinacién
relativo a los grados de libertad:

nf(iJrl) Zz(Nz - Nz'e)Z

R2=1- _
ﬁZi(Ni_NV

,n =num. de datos, k= nim. pardmetros. (1)

Una vez establecido el modelo Ny 1 = f(Ny), definido por la funcién f(z), para estudiar las
tendencias se pueden obtener los puntos de equilibrio o puntos fijos del mismo resolviendo la
ecuacion f(x) = z. Los puntos de equilibrio se clasifican segiin el comportamiento de la sucesién
(Ng)ken al tomar valores iniciales Ny relativamente cercanos a ellos. Un punto de equilibrio, x*,
se dice que es estable o atractor si tomando Ny suficientemente cerca de x*, entonces N, — x*
cuando k — +o00.

Un punto de equilibrio, z*, se dice que es inestable o repulsor si, aunque tomemos Ny muy
cerca de x*, entonces Ny se aleja de z* cuando k — +oo. Para un punto de equilibrio x*, si
|f(z*)] < 1, entonces z* es un punto de equilibrio estable o atractor y si |f’(«*)| > 1, entonces
r* es un punto de equilibrio inestable o repulsor.

Consideramos necesario, atendiendo a los elementos que caracterizan un REI, un cierto grado
de experimentacién y manipulacion, por lo que consideramos necesario recurrir a un programa
matematico, en nuestro caso MATLAB®, que permitird trabajar sobre los siguientes tépicos:

e Resolucion analitica y numérica de ecuaciones.
e Célculo de derivadas.
e Representacion grafica de curvas en forma explicita e implicita.

e Ajustes.

2.3 Resolucién matematica del problema

Con el objeto de fijar el modelo a utilizar en el problema, se realizan diversas representa-
ciones graficas sobre datos de crecimiento.

ISSN 1988-3145 10 @QMSEL
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N, —N,
(a) Puntos: (Nk,Nk+1 — Nk) (b) Puntos: (Nk7 k+]\1lk k)
N, Ny,
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Figura 3: Representaciones gréficas del crecimiento: Pardbola (a), Recta 1 (b), Recta 2 (c¢) y Recta 3 (d).

Elegimos el modelo correspondiente a la Recta 1, Figura 1.3(c), que da lugar al Modelo discreto
de Verhulst,
Nt+1 - Nt + k'(M - Nt>Nt. (2)

La poblacién en una etapa (IV;;1) depende de la poblacién en la etapa anterior (N;) siguiendo
la funcién:

Ny = f(N;), siendo f(z)=x+ k(M — z)x. (3)

Para ajustar el modelo a los datos disponibles, tenemos en cuenta que, mediante transforma-
ciones simples, se puede llegar a un problema de ajuste lineal

Nip1 — Ny

Nt+1 =N, + k(M — Nt)Nt - N
t

= kM — EN;. (4)

Si llamamos

Niy1 — Ny
N, ’

obtenemos que el modelo se reduce a una recta Y = AX + B.

X=N, Y= B=kM, y A=—k,

QMSEL 11 ISSN 1988-3145
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Pasamos a determinar los parametros A y B.

X=N Niy1 Y =(Nep1—N)/N:

1050 1360 0.2952381
1360 1719 0.26397059
1719 2131 0.23967423
2131 2548 0.19568278
2548 2823 0.10792779
2823 2902 0.02798441
2902 3186 0.09786354
3186 3274 0.02762084

En primer lugar, calculamos el valor de las “nuevas” variables X e Y

>> N=[1050,1360,1719,2131,2548,2823,2902,3186,3274] ;
>> X=N(1:1:8), Y=diff(N)./X
X =
1060 1360 1719 2131 2548 2823 2902 3186
Y =
0.2952 0.2640 0.2397 0.1957 0.1079 0.0280 0.0979 0.0276

A continuacién se realiza el ajuste a la recta Y = AX + B:

>> C= polyfit(X,Y,1)
C =
-0.0001 0.4486

Lo cual significa que la recta que se obtiene del ajuste serfa Y = —0.0001.X + 0.4486.
Seguidamente, calculamos los valores de k y M, teniendo en cuenta que k = —Ay M = B/k:
>> k= -C(1), M=C(2)/k
k =
1.3166e-004
M =
3.4073e+003
Representamos los datos iniciales (Figura 4):

>> t=0:1:8; N=[1050,1360,1719,2131,2548,2823,2902,3186,3274] ;
>> plot(t,N,’s’),grid

ISSN 1988-3145 12 @QMSEL
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Figura 4: Representacion de los datos iniciales.

y superponemos los que se se estiman a partir del modelo (en rojo unidos por una linea discon-
tinua en la Figura 5):

>> P(1)= 1050
>> for i=1:14, P(i+1)=P(i)+k*x(M-P(i))*P (i) ;end
>> P
P =
1.0e+003 *

1.0500 1.3759 1.7439 2.1258 2.4845 2.7863 3.0141

3.1702 3.2691 3.3286 3.3631 3.3827 3.3936 3.3997 3.4031
>> hold on, plot(t,P,’r*:’)
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Figura 5: Superposicion de los datos estimados por el modelo.
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Se puede observar que los datos se ajustan “bastante bien” a los valores estimados a partir
del modelo obtenido (Figura 5). Si fijamos en 3.400.000 peces para volver a pescar, el modelo
indica que el paro biolégico debera durar aproximadamente 14 meses.

Si se quiere cuantificar la bondad del ajuste (no nos conformamos con la informacién visual),
hallaremos el coeficiente R?, para ello se introducen los valores estimados por el modelo (NE)

>> NE= P(1:9)
NE =
1.0e+003 *
1.0500 1.3759 1.7439 2.1258 2.4845
2.7863 3.0141 3.1702 3.2691

Calculamos el valor }A*22, definido en (1). SCE es el sumatorio del numerador y SCT el del
denominador:

>> SCE=sum((N-NE) ."2)
SCE =

1.9128e+004
>> SCT=sum((N-sum(N) /length(N))."2)
SCT =

5.2338e+006
>> RC=1-SCE/(9-2)/(SCT/(9-1))
RC =

0.9958

Determinamos la tendencia que sigue la evolucion de la poblacién calculando los valores
de equilibrio del modelo. Para ello se resuelve la ecuacién f(x) = x y analizamos la estabilidad
de los valores de equilibrio:

>> f=’x+1.366/10000%(3407.3-x)*x’; D=diff(f,’x’);
>> x=3407.3; eval(D)
ans =
0.5346
>> x=0; eval(D)
ans =
1.4654

Tal y como hemos comprobado mediante simulaciéon numeérica, la poblacién de peces tiende a
un equilibrio estable en torno a los 3407300 individuos.

Supongamos que la comisién gubernamental competente establece que podria autorizarse
la pesca siempre que se pudiese asegurar una poblacién de equilibrio, N, por encima de 3000000
individuos. ;Cual podria ser la cuota mensual, P, de pesca?

Se modifica el modelo inicial
Nt+1 = Nt + k’(M - Nt>Nt - P (5)

donde P representa la cuota de pesca mensual, k = 1.3166 - 10~% y M = 3407.3.

ISSN 1988-3145 14 @QMSEL



Volumen 6(2), 2013. 15

Calculamos el punto de equilibrio para el nuevo sistema resolviendo
r=fr)—=zr=c+kM—-2)x — P < k(M —z)xr — P =0.

>> solve(Ckx(M-x)*x-P’,’x’)

ans =
[ 1/2/k* (k*¥M+(k~2%M~2-4%k*P) ~(1/2))]
[ 1/2/k* (k*¥M- (k~2%M~2-4%k*P) "~ (1/2)) ]

Es decir,
1 1
M=o (kM + VKk2M? — 4kP), N, = ﬁ(kM — VE*M? — 4kP).

Para que exista punto de equilibrio real, se tiene que cumplir que k*M? — 4kP > 0 (para que
se pueda calcular la raiz cuadrada) o lo que es lo mismo P < k*M?/(4k).

>> k=1.3166e-004; M=3.4073e+003; (k~2*M~2) / (4%k)
ans =
382.1331

Una primera conclusiéon es que la pesca mensual admisible P ha de cumplir que, P < 382.1331.

Consideramos el primer punto de equilibrio. Conocidos los valores de k y de M el valor de N
solo depende de P. Representamos graficamente dicho valor:

>> syms P real

>> N1=(1/(2%k) ) * (k*M+sqrt (k" 2+«M~2-4*k*P) ) ;

>>ezplot (N1, [0,300]),title(’Equilibrio en funcién de P’)
>>ylabel(’N equilibrio’);grid

Equiliteio en funcion de P
] T

A0 -
3300
3200

M gl ey

Figura 6: Relacion entre cuota de pesca y punto de equilibrio.

De la grafica se deduce que una cuota de pesca P = 150 aseguraria, en principio, un equilibrio
por encima de los tres millones de individuos.
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Antes de decidirnos por esta opcién debemos comprobar si esta situacion de equilibrio es estable.
Calculamos el valor de f'(x) en el punto de equilibrio para P = 150. Observemos que el valor
de f’(x) serd el mismo que para el modelo inicial ya que en el modelo con pesca sélo se resta
la constante P, la cual al derivar desaparece.

>> syms M k P real
>> N1=(1/(2%k) ) * (k*M+sqrt (k" 2+«M~2-4*k*P) ) ;
>> k=1.3166e-004; M=3.4073e+003;
>> P=150; G=eval(N1)
G =

3.0315e+003
>> x=G; eval(D)
ans =

0.6372

Se tiene que |f'(N)| = 0.6372 < 1 por lo tanto el primer valor de equilibrio N = 3.0315 - 10° es
estable.

Siguiendo un proceso analogo se comprueba que, el segundo punto de equilibrio no proporciona
valores admisibles para la solucién del problema real (los valores de equilibrio estdn muy por
debajo de los 3000). Por lo tanto adoptamos el primer valor de equilibrio, y observamos (Figura
6) que dicho equilibrio se acerca al valor 3000 deseado.

Por lo tanto el modelo de politica de pesca propuesto seria el dado por
Niy1 = N, +1.3166 - 107%(3407.3 — N,) N, — 150.

Aplicamos dicho modelo al final de la parada bioldgica, suponiendo como valor inicial el de la
poblacién en el ano 8:

>> P(1)=3274; k=1.3166e-004; M=3.4073e+003;
>> for i1=1:18, P(i+1)=P(i)+k*(M-P(i))*P(i)-150;end
>> t=18:1:36; plot(t,P,’r*:’),grid,xlabel(’t’),ylabel(’Poblacién’)

3300 A A A A AR M SR
e e e e
| S

3180

Paoblacidn

3100

3050 F------- boomoens . + ------ —
: : ****++*+*+**

S IS N TR NN A N N NN
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Figura 7: Representacion de los datos con cuota de pesca.

Se observa que la cuota de pesca propuesta lleva al equilibrio deseado (N = 3031.5).
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3 Implementando el problema en primero de ciencias ambientales

3.1 Primera etapa: Recorrido con acompanamiento

La primera parte del recorrido se realizarda mediante la técnica del taller. Con el asesoramiento
del profesor, los alumnos se enfrentaran a las cuestiones.

e Eleccién del modelo y estudio de la idoneidad del mismo (bondad de ajuste).
e Estudio de la dindmica asociada al modelo. Anélisis de las conclusiones.
e Introduccién del parametro de pesca y estudio del modelo resultante.

e Traduccion de los resultados matematicos deducidos del modelo a una propuesta de politica
de pesca sostenible.

3.2 Segunda etapa: Recorrido sin acompanamiento

La segunda parte del recorrido se realiza mediante la técnica de trabajo en grupo, restringiendo
la funcién del profesor a la resolucién de dudas puntuales. De manera autéonoma, los alumnos
abordan un recorrido similar al realizado antes con acompanamiento, pero esta vez analizando

el Modelo de Ricker.
Nt+1 = bNte_CNt.

Surge, finalmente, un ejercicio interesante de toma de decisiones al comparar los resultados que
ofrecen los dos modelos estudiados.

3.3 Distribucion temporal y evaluacién

A la primera etapa del recorrido, con acompanamiento, se dedicaran un total de 4 horas y a la
segunda etapa, sin acompanamiento, entre 4 y 5 horas, segin la siguiente distribucion.

e Con acompanamiento:
o Sesién presencial 1 (2h): Presentacién de Cy. Planteamiento y resolucién de C.

o Sesién presencial 2 (2h): Planteamiento y resolucién de Cy a Cs.

e Sin acompanamiento:
o Tiempo no presencial (estimado en 2-3 h.): Planteamiento y resolucién de C3, de Cy y de
C5 (aplicado al Modelo de Ricker).

e Presentacion final:

o Sesién presencial 3 (2h): Presentacién publica de resultados por parte de cada grupo (10
minutos aprox.) y discusién entre grupos para consensuar una estrategia de pesca sostenible
razonable.
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4 Conclusién

En el caso del REI presentado, la practica hace evidente la tendencia reproductiva de algunos
alumnos que se sienten inseguros frente a un problema real. Se trata de los alumnos que han
interiorizado la monumentalizacion de las matematicas. No obstante, el trabajo con modelos,
junto con la utilizacién de metodologias activas y técnicas de aprendizaje cooperativo en las
clases de matematicas, estd siendo bien acogido por la mayoria del alumnado. Como conclusién
general, podemos decir que aunque la metodologia utilizada en la experiencia presentada o los
temas concretos a abordar sean susceptibles de mejora, los REI’s constituyen una nueva forma
de estudiar matemadticas que los alumnos, en general, valoran muy positivamente.
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