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Abstract

En este trabajo presentamos un caso practico donde aplicamos aproximacion funcional e
integracion para resolver un problema del ambito de la ingenieria civil y la edificacion.
En particular, se trata de calcular el volumen involucrado en un movimiento de tierras
a partir de una serie de puntos del terreno y de la parcela resultante. El caso propuesto
se puede plantear como ejercicio prdactico para alumnos de ingenieria con el fin de moti-
var el aprendizaje de las herramientas matemdticas utilizadas. Compararemos el calculo
propuesto con el calculo tradicional a fin de observar las ventajas que presenta.

In this work we introduce a practical case application of approximations of function and
definite integral to approach a problem in civil and building engineering. The objective
1s to approximate the volume involved in a terrain movement from a set of points of the
original and desired piece of land. The proposed case can be used as a practical case for
engineering students in order to motivate the learning of the employed mathematical tools.
We compare the results of our approach with the classical one to assess its advantages.
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1 Introduccion

En el campo de la ingenieria encontramos multitud de aplicaciones de diversas herramientas
matematicas en problemas practicos reales. Es por esto que la formacién en matematicas es
de vital importancia en los primeros cursos de los estudios de ingenieria. Sin embargo, resulta
dificil motivar el aprendizaje de unas herramientas complejas para las cuales los alumnos no
conocen aun aplicaciones practicas, lo cual resulta un escollo para la didactica de matematicas
en ingenieria.

En este trabajo, presentamos un caso practico donde aplicamos herramientas de aproximacién
funcional e integracion. En concreto, veremos cémo calcular el volumen involucrado en un
movimiento de tierra a partir de unos datos topogréficos (puntos) del terreno y de la parcela
que deberia resultar tras el movimiento de tierras. Este calculo se realiza de forma tradicional
mediante un método conocido como método de cubicaciones. Este método, descrito en la
Seccion 2, involucra una serie de calculos sencillos pero a la vez tediosos que incluyen, a su vez,
la aplicacién de una serie de férmulas de volumen. En este trabajo planteamos como alternativa
al método de célculo tradicional un célculo automético mediante un ordenador y la ayuda de
un software matemaéatico de calculo. En particular, en la Seccién 3, describimos el método
propuesto basado en la utilizacién de herramientas de aproximacion funcional e integracion.
De esta forma presentamos un ejercicio 1til para motivar el aprendizaje del alumnado dentro
de un contexto de innovacion docente.

El problema que pretendemos abordar es una realidad de una obra o proyecto, es decir, una
situacion real a la que se enfrentan la mayor parte de los técnicos. En este problema se parte de
un terreno donde se pretende realizar un proyecto de ingenieria o edificacién, que tendrd una
orografia particular definida por una serie de datos topograficos representados por una serie
de puntos expresados con 3 coordenadas cartesianas de localizaciéon. Consideremos el terreno
representado en las Figura 1-3 dividido en secciones transversales llamadas perfiles donde se
toman las coordenadas de una serie de puntos. Estos puntos del terreno los denotamos como
T y sus coordenadas se encuentran en la Tabla 1. De la misma forma, consideramos una serie
de puntos P relacionados con la parcela resultante cuyas coordenadas podemos ver en la Tabla
2. El objetivo es obtener la orografia de la parcela P realizando un movimiento de tierras sobre
el terreno T. Antes de realizar dicho movimiento, con el fin de optimizar costes y eficiencia,
conviene conocer el volumen de tierra que se ha de desplazar ([1, 2, 3, 1]).

Ficura 1. Relieve a cubicar en perspectiva.
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TABLA 1. COTAS DEL TERRENO

PTS. “T” CORDENADAS CARTESIANAS

TERRENO
T1 X=70.7027 Y=177.3861  Z=14.0011
T2 X=70.7027 Y=172.3861  7Z=12.3945
T3 X=70.7027 Y=167.3861 Z=11.2722
T4 X=80.7027 Y= 177.3861 7Z=12.5162
T5 X=80.7027 Y=172.3861 Z=11.1815
T6 X=80.7027 Y=167.3861 Z=10.4154
T7 X=90.7027 Y=177.3861 7Z=11.8335
T8 X=90.7027 Y=172.3861  7Z=10.7378
T9 X=90.7027 Y= 167.3861 Z=10.00
T10 X=95.7027 Y=177.3861  Z=11.6066
T11 X=95.7027 Y=172.3861 7=10.1625
T12 X=95.7027 Y=167.3861  Z=8.9827
T13 X=100.7027 Y=177.3861  7Z=10.820
T14 X=100.7027 Y=172.3861  Z=0.00
T15 X=100.7027 Y=167.3861 7Z=8.4926
T16 X=110.7027 Y=177.3861  Z=0.00
T17 X=110.7027 Y=172.3861  Z=8.6305
T18 X=110.7027 Y=167.3861 Z=6.9173
T19 X=120.7027 Y=177.3861 Z=8.6651
T20 X=120.7027 Y=172.3861 7=6.8113
T21 X=120.7027 Y=167.3861 7Z=5.4369

TABLA 2. COTAS DE LA PARCELA

PUNTOS “P” COORDENADAS CARTESIANAS
PARCELA
P1 X=70.7027  Y=177.3861 Z=10.00
P2 X=70.7027 Y=172.3861 Z=10.00
P3 X=70.7027 Y= 167.3861 Z=10.00
P4 X=80.7027  Y=177.3861 Z=10.00
P5 X=80.7027  Y=172.3861 Z=10.00
P6 X=80.7027 Y= 167.3861 Z=10.00
p7 X=90.7027  Y=177.3861 Z=10.00
P8 X=90.7027 Y=172.3861 Z=10.00
P9 X=90.7027 Y= 167.3861 Z=10.00
P10 X=95.7027  Y=177.3861 Z=10.00
P11 X=95.7027 Y=172.3861 Z=10.00
P12 X=95.7027 Y= 167.3861 Z=10.00
P13 X=100.7027 Y=177.3861 Z=10.00
P14 X=100.7027 Y=172.3861 Z=10.00
P15 X=100.7027 Y= 167.3861 Z=10.00
P16 X=110.7027 Y=177.3861 Z=10.00
P17 X=110.7027 Y=172.3861 Z=10.00
P18 X=110.7027 Y= 167.3861 Z=10.00
P19 X=120.7027 Y=177.3861 Z=10.00
P20 X=120.7027 Y=172.3861 Z=10.00
P21 X=120.7027 Y= 167.3861 Z=10.00
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2 Método De Calculo Convencional

Se trata de calcular el volumen de terreno a extraer segin el método de la férmula exacta o
prismoide (Figura 4), basado en un cdlculo de una media del volumen entre areas:

D
V = E(AlJFALAWmLAQ) (1.1)

FI1GURA 4. Férmula exacta graficamente

En nuestro caso dividimos por partes el dibujo, con sus respectivas areas; el calculo de las areas
de los perfiles se realiza tratando de igualar las secciones de los perfiles a figuras geométricas
conocidas como el rectangulo de drea igual a base por altura (drea rectangulo = b x h), y al
tridngulo, de drea base por altura entre dos (drea tridngulo = 1(b x h)) (Figura 5).

T
Tl
T2 trigangyfo 3
13 T3 triGngulo 2
friangulo< rectangulo
P3 P2 P1
perfil 1 perfil 1 asimilado

F1GURA 5. Asimilaciéon de uno de los perfiles del terreno

A continuacién dividimos el terreno en 3 grupos de perfiles (Figura 6) para poder aplicar la
férmula exacta o del prismoide (Figura 4):

e Grupo 1: perfiles 1,2 y 3
e Grupo 2: perfiles 3,4y 5
e Grupo 3: perfiles 5, 6 y 7
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grupo 1

FIGURA 6. Grupos de perfiles en los que se divide el terreno

Después, calculamos las areas de los perfiles de cada grupo:

] Grupo 1: perfiles 1, 2 y 3(Figura 7) | \ grupo 1 J
Al= 35.39 m® ‘ Now

Am = 17.61 m?
A2 = 10.75 m?
con D =20 m

V = 20/6 (35.39+4(17.61)410.75) = 388.60 m®

] Grupo 2: perfiles 3, 4 y 5 (Figura 8) [
l Parte desmonte ‘
Al=10.75 m? {

Am = 5.84 m? B
A2 =239 m*con D = 10 m \ :

V =10/6 (10.75 +4(5.84)+ 2.39) = 60.83 m® N\
3\ N\ N\
| Parte terraplén T\A’—'ﬁ

Al= 0 m?
Am = 2.36 m®
A2=477m?con D =10 m

V =10/6 (0 +4(2.36)+ 4.77) = 23.68 m*

=

Ficura 8. Grupo 2 de perfiles

l Grupo 3: perfiles 5, 6 y 7 (Figura 9) ‘

l Parte desmonte ‘

Al= 2.39 m?
Am = 0 m?
A2 =0m?

con D =20 m

V = 20/6 (2.39 +4(0)+ 0) = 7.96 m®
l Parte terraplén

Al= 477 m?
Am = 21.46 m?
A2 =4545m? con D = 20 m
V = 20/6 (4.77 +4(21.46)+ 45.45) = 453.53 m?

F1GuRrA 9. Grupo 3 de perfiles

Y finalmente sumamos todos los volimenes de cada grupo de perfiles calculados segun la formula
exacta o prismoide.

Vtotal = 388.60m* + 60.83m® + 23.68m> + 7.96m> + 453.53m> = 934.60m*>  (1.2)
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Se puede observar que la precisién de este método, limitada por la aproximacion de los volimenes
a formas geométricas, depende directamente del niimero de puntos de los que disponemos asi
como de la precisién de las coordenadas de los puntos. Nétese que pequenos errores en las
coordenadas de los puntos implican directamente mayores errores en la aproximacion a formas
geométricas.

3 Método basado en aproximacién funcional e integracién

A continuacién describimos como se puede calcular el volumen anterior con la ayuda de un
software matematico, y el uso de aproximacién funcional e integracion.

El primer paso del método propuesto consiste en modelar el terreno descrito por los puntos 7"y
la superficie descrita por los puntos P mediante funciones. En este caso, utilizaremos funciones
de dos variables de forma que la tercera coordenada sera estimada como funcién de las otras
dos, describiendo la funcién de aproximacion la superficie deseada. Para ello, con la ayuda del
software matemaético de célculo hallaremos dos funciones t(x,y) y p(x,y) a partir de los puntos
T y P, respectivamente.

La mayoria de paquetes de célculo nos ofrecen dos opciones bien conocidas [5, 6, 7] para hallar
estas funciones:

a) Mediante regresion estadistica sobre el conjunto de puntos: se trata de hallar los pardmetros
de una funcién de regresion t(z,y) de forma que se minimice la distancia al conjunto de puntos
T (respectivamente para P).

b) Mediante el cdlculo de un polinomio de interpolacién que pase por todos y cada uno de los
puntos del conjunto: En este caso se calculan los parametros de un polinomio de interpolacion
t(z,y) que pase por todos los puntos T (respectivamente para P).

De esta forma, conseguimos una representacion matematica, mediante funciones, de objetos
reales, el terreo y la parcela.

En segundo lugar, obtenidas ¢(z,y) y p(x,y), podemos calcular el volumen V encerrado entre
ambas funciones sobre la superficie S definida por los puntos como la siguiente integral definida

[0, 7:

Tmax Ymax
Ve [ [ ) e ypdody (13)
Tmin Ymin

donde, Tpin, Tmaz, Ymin ¥ Ymaz SON los valores minimos y maximos de las coordenadas x e y en
los conjunto de puntos T'y P.

El resultado exacto obtenido depende fuertemente del paquete matematico utilizado asi como de
las funciones de regresiéon utilizadas y los polinomios de interpolacion obtenidos. Utilizando el
software MATHEMATICA 6.0© y la aproximacién por interpolacién (opcién b) hemos obtenido
V = 942.27m3. Sin embargo, puede ser interesante para los estudiantes probar otras opciones de
aproximacién funcional disponibles en el paquete de cédlculo, como, por ejemplo, los polinomios
de interpolacién, para comprender en qué medida depende el resultado de ellas.

Es interesante observar ahora que la precision del calculo obtenido depende directamente de
la precisién de la aproximacién realizada mediante las funciones t(z,y) v p(z,y). A su vez, la
precision de estas aumenta al aumentar el niimero de puntos disponibles. Sin embargo, en este
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caso, si utilizamos regresion estadistica, la precision de las coordenadas de los puntos no es tan
critica como en el método tradicional, ya que pequenos errores en las coordenadas de los puntos
no variaran significativamente la forma de las funciones utilizadas para la aproximacion.

4 Conclusion

En este trabajo hemos propuesto un método basado en herramientas de aproximacion funcional
e integracion como alternativa al método clasico de cubicaciones para realizar el calculo del
volumen involucrado en un movimiento de tierras. En comparacion con el cédlculo tradicional,
hemos visto que el método propuesto tiene ciertas ventajas con respecto a la precision obtenida.
Hemos presentado el método dentro de un caso practico de aplicacion con el que se pretende
incentivar el interés del alumno en las herramientas matematicas de aproximacion funcional e
integracién asi como facilitar su aprendizaje. El presente trabajo se puede proponer como sesién
préactica o trabajo en grupo para alumnos de primer curso de ingenieria civil o edificacién.
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