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Figura 4: Fichero de audio que desea comprimirse.

Evidentemente, para volver a escuchar el fichero hay que descomprimirlo previamente (figura
5). El proceso de descompresión consiste en tomar cada una de las componentes almacenadas,
añadir dos ceros para formar un vector de R3 e interpretarlo como vector expresado en la base
B. Posteriormente se realiza el cambio de base inverso, de base B a base canónica de R3 y se
colocan ordenados nuevamente los vectores obtenidos.

Figura 5: El formato del fichero comprimido no es audible.

2.4 Compresión de imágenes

En esta aplicación se expone la misma idea presentada en el ejemplo anterior, pero aplicada
ahora a la compresión de imágenes digitales. Como ejemplo se presenta el formato de com-
presión de imágenes Jpg, en el que la aplicación de un cambio de base permite rebajar conside-
rablemente el tamaño de un fichero de imagen sin que, aparentemente se produzcan pérdidas
en la imagen.
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Para ello, la imagen original se divide en subimágenes de dimensión 8 × 8 (64 coeficientes
por subimagen). Cada subimagen se expresa como combinación lineal de los vectores de una
nueva base, obtenida aplicando la Dct (Discret Cosinus Transform). La Dct descompone
una imagen en una combinación lineal de diferentes componentes frecuenciales. En la figura
6 se muestran las 64 matrices de 8 × 8 que componen la base utilizada. En función de la
compresión deseada, se guardan los primeros k coeficientes de cada subimagen, y se consideran
0 los 64−k coeficientes restantes. Si k disminuye, la compresión realizada es mayor, y la calidad
de la imagen será menor. El factor de compresión será el número de coeficientes almacenados,
dividido entre 64.

Figura 6: Base utilizada en la compresión de imágenes.

En la figura 7 podemos ver un ejemplo en el que se reconstruye la imagen original a partir
únicamente de los primeros 4 coeficientes (coeficiente de compresión: 6.25%).

Figura 7: Reconstrucción de la imagen a partir de 4 coeficientes.
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Trans(dx, dy) =




1 0 dx
0 1 dy
0 0 1


 Rot(α) =




cos(α) − sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1




Scale(Sx, Sy) =



Sx 0 0
0 Sy 0
0 0 1




Figura 8: Matrices asociadas a las transformaciones de translación, rotación y escalado en 2D.

2.5 El álgebra en el mundo de los gráficos por ordenador

En este ejemplo se plantea la necesidad de girar, desplazar o escalar diferentes objetos en 2
o 3 dimensiones. Para ello se representa en forma matricial el objeto a tratar, colocando las
coordenadas de los puntos que lo forman en cada una de las columnas de dicha matriz. Se trata,
por tanto, de obtener la nueva posición del objeto (después de la rotación, desplazamiento o
escalado aplicado) multiplicando éste por la matriz asociada a la aplicación lineal correspondien-
te a la transformación que se desea realizar. Es decir, si la matriz Ø representa al objeto en
su posición original y la matriz T representa la transformación a realizar, la nueva posición del
objeto se calculará del siguiente modo: Øn = T ·Øn−1.

En la exposición a los alumnos de este ejemplo se presentan las matrices asociadas a cada una
de las transformaciones indicadas (figura 8). Posteriormente se plantea la necesidad de hacer
varias transformaciones seguidas, por lo que aparece el concepto de composición de aplicaciones
lineales. Calculando la composición de las aplicaciones correspondientes se obtiene una nueva
aplicación que realiza de forma más eficiente las transformaciones deseadas. Aśı, si se aplica
a un objeto una rotación (R) y posteriormente un escalado (E), la matriz C asociada a la
composición de ambas transformaciones será: C = E ·R.

2.6 Composición de aplicaciones lineales en la generación de sombras de objetos
3D

Esta nueva aplicación se basa exactamente en los mismos conceptos algebraicos que la aplicación
presentada en el apartado 2.5. Lo único que cambia es la transformación a realizar sobre los
objetos. En este caso, se persigue proyectar la sombra de un objeto sobre el plano del suelo. En
este ejemplo, se propone obtener la matriz asociada a la transformación que proyecta la sombra
de un objeto, a partir de la composición de dos transformaciones independientes (figuras 9 y
10). El hilo argumental del ejemplo es, por tanto, muy similar al seguido en el ejemplo citado
anteriormente.

La matriz H que proyecta los puntos en el suelo es la que aparece en la figura 10. Los parámetros
a y b permiten definir los ángulos acimutal y cenital o de elevación.

3 Aprendiendo a vincular el álgebra y la tecnoloǵıa

En el apartado anterior se han presentado varios ejemplos de aplicación de herramientas alge-
braicas en contextos técnicos. En cada uno de ellos se abordaron las diferentes fases por las
cuales debe pasarse en un proceso de modelización: Traducción del problema real a lenguaje
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Figura 9: Efecto obtenido al aplicar las transformaciones T y P a un objeto.

H = P · T =⇒




1 0 0
0 0 0
0 0 1






1 a 0
0 1 0
0 b 1


 =




1 a 0
0 0 0
0 b 1




Figura 10: Matrices P , T y H (composición de ambas).

algebraico; resolución del problema algebraico planteado; e interpretación de la solución en el
contexto real original. Sin embargo, para que los alumnos desarrollen la capacidad de conectar
los conceptos algebraicos con situaciones reales no es suficiente con que vean desarrollados al-
gunos ejemplos. Tal y como se citó en el apartado 1, los programas de enseñanza-aprendizaje
deben iniciarse con ejercicios guiados, para dar paso después a otros que ofrezcan a los estu-
diantes la posibilidad de aplicar lo que han aprendido. En nuestro caso, los alumnos deben
enfrentarse a otros ejemplos técnicos por śı solos, e intentar modelarlos y resolverlos ellos mis-
mos utilizando los conceptos algebraicos que consideren necesarios. En este apartado se propone
un ejemplo interesante para proponer a los alumnos en esta etapa.

3.1 Enunciado del problema propuesto

La empresa ALG-SOLUTIONS ha hecho a todos sus trabajadores (39) varias fotograf́ıas con
la finalidad de generar una base de datos con las caras de todos ellos. La intención de esta
empresa es la de instalar un nuevo sistema de seguridad que permita identificarlos de forma
automática cuando aceden al edificio donde trabajan. Cada fotograf́ıa realizada está formada
por 4875 ṕıxeles (75 filas × 65 columnas).

El objetivo del ejercicio de modelización que se propone es diseñar y generar el procedimiento
que realizará el reconocimiento de caras. Es decir, dada la imagen (cara) de una persona que
quiere acceder al edificio, el procedimiento desarrollado debeŕıa buscar en la base de datos de
fotograf́ıas e identificar de qué persona se trata. Además, esto lo debeŕıa hacer de la forma
más rápida posible para poder aplicarlo en tiempo real. La empresa nos ha subministrado la
matriz ’matriz caras’ con todas las imágenes de las caras de todos sus trabajadores colocadas
en columnas. Es decir, cada columna corresponde a los ṕıxeles de toda una fotograf́ıa, colo-
cados una debajo de la otra. En la empresa hay 39 trabajadores diferentes, y en total se han
hecho 384 fotograf́ıas (prácticamente 10 fotograf́ıas por cada trabajador). Por tanto, la matriz
’matriz caras’ tiene unas dimensiones de 4875 filas × 384 columnas.
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Además, nos han dado también el vector ’identificador’ que nos informa del número de traba-
jador al que corresponde cada imagen (columna) en la matriz ’matriz caras’. Por ejemplo, el
vector ’identificador’ tiene un 6 en la posición 51 (identificador(51)=6). Esto quiere decir
que la columna 51 de la matriz ’matriz caras’ contiene una fotograf́ıa del trabajador número 6.

La empresa también nos ha dado 16 fotograf́ıas más para hacerlas servir a la hora de testear
nuestro procedimiento. Estas 16 imágenes nos las han dado con el mismo formato que las
anteriores, dentro de la matriz ’matriz test’ (4875 filas × 16 columnas). De la misma forma que
antes, nos dan el vector ’ident test’ donde tenemos, en cada posición, el número que identifica
al trabajador que aparece en cada columna de la matriz test. Las 10 columnas finales de esta
matriz corresponden a un usuario que no es un trabajador de la empresa y, por tanto, no se
encuentra en la matriz ’matriz caras’ de referencia (esta persona se identifica con el número
40).

Reflexiones sobre el ejercicio propuesto

Proponemos dividir la resolución del problema en dos fases diferentes:

Fase 1: Reducir las dimensiones de los vectores que identifican las caras.

Como cada imagen está identificada por un vector de 4875 posiciones, trabajar con vectores
de estas dimensiones no será rápido. Por tanto, si queremos que el sistema haga de forma
rápida la identificación del trabajador, proponemos expresar previamente cada imagen en
una base donde podamos quedarnos con muchas menos componentes.

Fase 2: Comparar la imagen de la persona que quiere acceder al edificio con las fotograf́ıas
de los trabajadores, expresadas en la nueva base (reducida), para identificar de qué traba-
jador se trata.

El objetivo de este ejercicio es doble: en la fase 1, deben identificar que la base óptima para
representar las imágenes de la base de datos debe obtenerse aplicando la Descomposición en
Valores Singulares (Svd) en la matriz que contiene, en columnas, las imágenes originales.
En la fase 2, deben aplicar los conceptos de ’norma’ y ’proyección ortogonal’ para realizar la
comparación de imágenes correspondiente.

El ejercicio presenta múltiples posibilidades a la hora de resolverlo, sobretodo en la fase 2. Al-
gunos alumnos optan por la comparación de la imagen incógnita con cada una de las imágenes
individuales de la base de datos, y seleccionar la que presenta un error de aproximación mı́nimo.
Otros, sin embargo, optan por estrategias de búsqueda más elaboradas y proponen comparar
con imágenes patrones de cada uno de los trabajadores, o realizar la búsqueda aplicando algo-
ritmos como el K-NN (K Nearest Neighbors) para dar más fiabilidad a la respuesta del sistema.
Además, el hecho de disponer de fotograf́ıas de usuarios que no pertenecen a la plantilla de la
empresa permite también que los estudiantes piensen en estrategias para detectar si la persona
que desea acceder es o no un trabajador. Es, por tanto, un ejercicio ’abierto’ que permite que
los estudiantes demuestren sus conocimientos y su ingenio.

4 Valoración y conclusiones

Los ejemplos mostrados en este art́ıculo son, desde hace varios años y junto a otros ejemplos
similares, presentados a los alumnos matriculados en primer curso de ingenieŕıa de telecomuni-
caciones en la ETSEEI La Salle de Barcelona.
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En estos últimos años de aplicación de esta dinámica en el aula, se han observado los siguientes
efectos en los estudiantes:

– Mejora significativa de los resultados en la evaluación continua realizada por los alumnos
a lo largo del curso, lo que puede interpretarse como la adquisición de conocimientos al
ritmo adecuado y una muestra importante de la motivación de éstos hacia la asignatura.

– Mejora significativa de la capacidad para aplicar, en un ejercicio contextualizado, los con-
ceptos teóricos estudiados en clase.

– Disminución significativa de las faltas de asistencia a clase, lo que puede asociarse también
a un aumento en la motivación por la asignatura.

– Gran aceptación por parte de los estudiantes del nuevo enfoque presentado por la asignatura
(como muestran las encuestas contestadas a final de curso).

Las conclusiones anteriores han sido extráıdas aplicando, con el rigor necesario, las herramientas
estad́ısticas adecuadas a todos los datos obtenidos a lo largo de un curso académico completo.
Para más detalles sobre el análisis realizado y las conclusiones obtenidas puede consultarse [8].

Este enfoque práctico de la asignatura, combinado con la aplicación de una metodoloǵıa docente
centrada en el estudiante, que potencia el trabajo en grupo a lo largo del curso, aumenta la
motivación de éste y, al mismo tiempo, potencia competencias como la capacidad para trabajar
en equipo, habilidades interpersonales, resolución de problemas, o la capacidad para aplicar los
conocimientos a la práctica, todas ellas necesarias en un buen ingeniero.
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