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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo se expone el procedimiento para el cdlculo de momentos de inercia
aplicando el teorema de Steiner. Con objeto de facilitar la comprensién y la
contextualizacion de los contenidos tedricos, asi de como favorecer la motivacion
y el aprendizagje, se resuelve un caso prdctico.

El teorema de Steiner se emplea para calcular el momento de inercia de un sistema
material respecto de cualquier eje, a partir del momento de inercia respecto del eje
paralelo al primero que pase por el centro de gravedad y de la distancia entre
ambos ejes.

Para la resolucion del caso propuesto se dan datos como valores alfanuméricos. Al
sustituir posteriormente valores concretos se obtienen resultados numeéricos, lo que
posibilita la evaluacién de los resultados en un amplio rango.

2 Introduccion

El teorema de Steiner es Util para el cdlculo de momentos de inercia respecto de
ejes de interés a partir de otros conocidos como datos. Su enunciado es el siguiente.
“El momento de inercia respecto de un eje, es igual al momento de inercia respecto
de un eje paralelo y que pase por el centro de gravedad mds el producto de la
masa por la distancia al cuadrado entre ambos ejes”.

Por tanto, la aplicacion del teorema implica que los ejes considerados sean
paralelos, siendo la distancia entre ellos D la perpendicular a ambos y ademds uno
de ellos debe pasar por el centro de gravedad.

Su expresion matemdtica es I = I + MD’eec

Aplicado por ejemplo al eje X (Imagen 1): I, =1, + MD?xxc

Imagen 1. Figura auxiliar para el teorema de Steiner aplicado al eje X
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3 Objetivos

Una vez que el alumno lea con detenimiento este documento, serd capaz de:

» Plantear y resolver las expresiones que le permitan calcular el momento de
inercia de una superficie plana respecto de cualquier eje. Para ello serd
necesario que conozca o sepa determinar el drea de la superficie, las
coordenadas de su cenfro de gravedad, y el momento de inercia de dicha
superficie respecto de sus ejes coordenados.

= Utilizar su capacidad de abstraccion para su aplicaciéon a casos de similar
nivel de dificultad (superficies sencillas, generalmente de dreas conocidas).

= Plantear un problema con valores alfanuméricos y luego realizar un andlisis
posterior suponiendo distintos valores de los datos de partida sobre el modelo
propuesto.

4 Desarrollo

Para alcanzar los objetfivos propuestos, son necesarios los conocimientos previos
bdasicos de geometria de masas:

Concepto de centro de gravedad.

Expresidn correcta y representacion grdfica del centro de gravedad
en un sistema de referencia.

Concepto y expresion general de momento de inercia.

Expresiones de los momentos de inercia de sistemas continuos
respecto de los elementos geométricos (punto, eje o plano) definidos
en un sistema de referencia.

Relaciones entre los momentos de inercia.

Propiedades referentes a la suma de momentos de inercia: los
momentos de inercia se pueden sumar y restar siempre que sed
respecto del mismo elemento geométrico (punto, eje, plano).

El contenido presentado en este articulo puede ser de gran utilidad, dado que la
resolucién de un problema concreto proporciona la metodologia general para la
resolucidon de un gran niumero de problemas con planteamientos similares.

4.1 Enunciado del problema

Para la superficie de un tridngulo rectdngulo homogéneo de densidad o, base b y
altura h (Imagen 2), calcular los momentos de inercia:

a) Respecto del eje que pase por el centro de gravedad y sea paralelo al X, Ikc.

b) Respecto del eje que pase por el vértice superior y sea paralelo al X, 1.

c) Respecto del eje que pase por el centro de gravedad y sea paralelo al Y, Iyc.

d) Respecto del eje que pase por el vértice superior y sea paralelo al Y, Iy.

e) Calcular Iy e I, directamente por aplicacién sucesiva del teorema de Steiner.
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Imagen 2. Tridngulo rectdngulo homogéneo de densidad o, base b y altura h

4.2 Cdlculo de los distintos momentos de inercia

4.2.1 Momento de inercia respecto del eje que pase por el
centro de gravedad y sea paralelo al X, Ixc.

Para calcular Ik partimos de I, como dato y aplicamos el teorema de Steiner:

IX = IXG + MDQXXG

Imagen 3. diferencial de

superficie para el cdlculo
de I

h h
b b
I = [y’dm=c[y?ds=c[y’=(h-yky =0 [y*(h-yldy =0 =~ =
M S 0 0

@ El momento de inercia de un tridngulo rectdngulo de densidad o, base b y atura
h, respecto del eje X, I, ,calculado por integracion, es:

I, = jyzdm
M

Siendo dm = o-dS

Diferencial de superficie, dS (Imagen 3):
dS=(b-x)-dy

b-x h-y

b h

Semejanza de tridngulos:

De donde: b-x = %(h—y)
Por tanto:

dS=(b—x)~dy=%(h—y)~dy 0<y<h

Sustituyendo el diferencial de superficie e integrando:

bh? _obh®

Pt
x
|

12
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Despejando a partir del teorema de Steiner es I, =1, —MD?% , siendo la

distancia D%xa entre los gjes la coordenada yg = %h y la masa M =chh‘

Sustituyendo resulta:

IxG = Ix - MszxG =

obh® obh(1.)°_obh® obh® _obh’
12 2 (3 12 18 36

_obh®
xG — 36

—

por tanto:

4.2.2 Momento de inercia respecto del eje que pase por el
vértice superior y sea paralelo al X, Iy.

Para calcular I (Imagen 4), aplicamos el teorema de Steiner y serd:

I, =1, +MD?%xG

y :
hi 77777 {X
2/3h
| G l;XG
1/3h
y X
0 b

Imagen 4. Figura auxiliar para el cdlculo de Ix

3
Sabiendo que: I,g = Gg: . M:GTbh, y D xxc =(h_%hj

3 2
Sustituyendo los disfintos términos: I, = cbh” , obh h—lh
36 2 3
o 1 4,  obh? obh?
Operando y simplificando: 1, = obh3(§+ﬁ) == Portanto |I, = 7

4.2.3 Momento de inercia respecto del eje del eje que pase
por el centro de gravedad y sea paralelo al Y, Iyc.

Para calcular Iy partimos de I, como dato y aplicamos el teorema de Steiner:

Iy = IyG +MD2ny
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@ El momento de inercia de un tridngulo rectdngulo de densidad o, base b y atura
h, respecto del eje Y, calculado por integracién, es:

2
¥ I, = jx dm
br - ---- Siendo dm = o-dS
Diferencial de superficie, dS (Imagen 5):
dS=y-dx
y .
* e Semejanza de tridngulos: %=%
O_x _|lL dxb o
Imagen 5. diferencial de De donde: y “°
superficie para el cdlculo "
del, Por tanto: dS:y-dx:Ex-dx 0<x<b

Sustituyendo el diferencial de superficie e integrando:

3 3
J x?dm = cijds—c J'x3dx LM Iy=6£
! 4 4

despejando a partir del feorema de Steineres 1, =1, —-MD?,yc siendo la distancia

cbh

D2ny entre los ejes la coordenada Xg =%b y la masa M = 5

Sustituyendo resulta:

Lol - MD2 290N cbh(QbJZ_cbg’h 45b°h _ob’h
yG — 1ty T ywe = ——~ | A5 =

4 2 \3 4 18 36

_ob’h
e 36

L]

por tanto:

4.2.4 Momento de inercia respecto del eje del eje que pase
el vértice superior y sea paralelo al Y, Iy.

Para calcular Iy (Imagen 6), aplicamos el teorema de Steiner y serd:

va = IyG + MD2y'yG
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Imagen 6. Figura auxiliar para el cdlculo de I,

3
Sabiendo que: I, = G%éh , M:%, y D yyG =(b_§bj=%b

Sustituyendo los distintos términos:

3 2
ob’h N cbh(lbj

I, =1, +MD?yc =
v =G YETTRe T2 (3

Operando y simplificando:

ob®h ob®h  ob%h _ obh?®
I, = + = Portanto |1, =
36 18 12 12

4.2.5 Calcular Iy e I, directamente por aplicacion sucesiva
del teorema de Steiner.

Para este apartado aplicaremos de forma sucesiva el teorema de Steiner.

Para el cdlculo de Iy aplicamos dos veces el teorema de Steiner:
I, =1, +MD?x6

I, =L +MD%c

Restando ordenadamente resulta: 1, =1, = M(D%xxc —D?xxG)

Operando queda: I, =1, + M(D%xxc —D?xxc)

3 2 2
Sustituyendo: IX,:Gbh +G—bh[(gh] —(lhj ]

12 2 3 3
3 3 3
Y simplificando: 1,. = cbh +G—bh§h2 :ﬂ por tanto: |I, = cbh
12 2 9 4 4
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Para el cdlculo de Iy se utiliza el mismo método. Aplicando dos veces el teorema de
Steiner:

va = IyG +/\/\D2y'yG
Iy = IyG +MD2ny
Restando ordenadamente resulta: I, —I, =M(D%yyc —D?yyc)

Operando queda: 1, =1, +M(D?yye -D?yya)

3 2 2
Sustituyendo: 1. =M+G—bh[(lb] _(ij ]

4 2 3 3
L . ob®h obh3,, obdh |, _cb’h
Y simplificando: Iy.=T—T§b == por tanto: |1, = 2

Los resultados obtenidos en el cdiculo de Ixv e Iy por aplicacién sucesiva del teorema
de Steiner coinciden con los calculados en los apartados anteriores.

Cierre

En este articulo se ha expuesto el procedimiento para el cdlculo de momentos de
inercia aplicando el teorema de Steiner. Se ha propuesto un caso prdctico, en el
que se han determinado momentos de inercia de la superficie de un tridngulo
rectdngulo respecto de distintos ejes. Los conceptos bdsicos y cdlculos accesorios
se han ido recordando conforme era necesario.

Con el fin de que el estudiante pueda comprobar si es capaz de plantear un
problema similar al desarrollado en este articulo, se propone que intente la
resoluciéon del siguiente caso:

Dada la superficie del tridngulo rectdngulo homogéneo de densidad o, base b, y
altura h, representado en la Imagen 7, calcular los momentos de inercia:

a) Respecto del eje que pase por su centro de gravedad y sea paralelo al x, Ixc.
b) Respecto del eje X1, Ix.

AY DATOS:
X, wm-9bh
2
b h
G(XG,YG)=(§:§j
=
XG
> —> I _obh’
X X 12
0O X > SOLUCION:

_obh® _ obh?
Imagen 7. Ejercicio propuesto para xG 36 4
reforzar conceptos
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