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RESUMEN

El objetivo de este proyecto es construir un algoritmo fiable que permita estimar propiedades
dindmicas de materia densa a elevadas temperaturas o plasmas fuertemente acoplados,
caracterizados por un gran rango de variacion de temperatura (104-10” K) y densidad (102°-10%
particulas/cm3), abarcando algunos érdenes de magnitud.

La materia densa ha sido objeto de investigacion durante las Gltimas décadas, debido a su
potencial tecnolégico. Principalmente, destaca la posibilidad de obtener energia mediante una
reaccion de fusion controlada (por confinamiento inercial 0 magnético), que puede suponer uno
de los mayores hitos en el campo de la obtencion de energia en la historia.

Sin embargo, uno de los principales problemas de un plasma denso es la dificultad para medir las
propiedades dinamicas del mismo, debido a las condiciones de temperatura y densidad a las que
se encuentra. Por lo tanto, es necesario un modelo fiable que permita estimar sus propiedades, a
partir de pardmetros conocidos. Actualmente, los modelos existentes (RPA, Mermin
aproximation, FCDF model...) solo son aplicables bajo ciertas condiciones, debido a que se basan
en aproximaciones tradicionales.

Con el objetivo de realizar una evaluacion analitica de las propiedades dinamicas de los
mencionados sistemas, se sugiere una aproximacién matematica alternativa que sea capaz de tener
en cuenta automaticamente todas sum rules (una serie de leyes de conservacion). Las
caracteristicas especificas de los sistemas fisicos incluidos en las sum rules son calculados
independientemente utilizando métodos estandar de estadistica cuantica dentro de la teoria de
reaccion linear de Kubo. Esta aproximacion reduce los célculos del factor de estructura dinamico
y de los parametros de los modos colectivos para el conocimiento de las propiedades estéticas,
obtenidas mediante el ajuste de los correspondientes datos computacionales. La validez de la
aproximacion se confirma mediante la comparacion con los datos de simulaciones que hay
disponibles.

Palabras clave: plasma, materia densa, temperatura, densidad, propiedades dindmicas, funcién
dieléctrica, método de momentos.






RESUM

L’objectiu d’aquest projecte és la construcciéo d’un algoritme fiable que permeta dur a terme
estimacions de les propietats dinamiques de la materiadensa a altes temperatures amb
plasmes fortament acoblats, que es caracteritzen per tindre un gran nombre de valors en els
quals la temperatura (10%-107 K) i la densitat (10%-10%* particules/cm3), varien abastant alguns
ordres de magnitud.

La materia densa ha estat un objecte d’investigacio durant les ultimes décades gracies al seu
potencial tecnologic. Principalment, cal destacar la possibilitat d’obtenir energia mitjancant la
fusio controlada (per confinament inercial magnétic), que pot suposar un dels majors avangos en
el camp d’obtencio d’energia de la historia.

No obstant aix0, un dels principals problemes d’un plasma dens és la dificultat per mesurar les
seues propietats dinamiques, a causa de les condicions de temperatura i densitat que presenta. Es
per aixo que és necessari un model fiable que permeta estimar les propietats del plasma partint de
parametres coneguts. Actualment, els models existents (RPA, Mermin approximation, FCDF
model...) només poden aplicar-se en certes circumstancies, ja que es fonamenten en
aproximacions tradicionals.

Amb I’objectiu de dur a terme una avaluaci analitica de les propietats dinamiques dels sistemes
nomenats, es suggereix una aproximacié matematica alternativa que siga capa¢ de tindre en
consideraci6 de forma automatica totes les sum rules, que son una serie de lleis de conservacié.
Les caracteristiques especifiques dels sistemes fisics inclosos a les sum rules es calculen de forma
independent mitjangant métodes estandard d’estadistica quantica seguint el formalisme de la
teoria de reaccio linear de Kubo. Aquesta aproximacio redueix els calculs del factor d’estructura
dinamic i dels parametres dels modes col-lectius per al coneixement de les propietats estatiques,
obtingudes gracies als ajustes duts a terme amb les dades computacionals. La validesa de
I’aproximacio es confirma en comparar els resultats amb les dades de les simulacions disponibles.

Paraules clau: plasma, materia densa, temperatura, densitat, propietats dinanuques, funcié
dieléctrica, métode de moments.






ABSTRACT

The aim of the project is to construct a closed algorithm of reliable evaluation of dynamic
characteristics of warm dense matter or strongly coupled plasmas characterized by a wide range
of variation of temperature (10*-10” K) and density (10?°-10% particles/cm3), spanning a few
orders of magnitude.

The dense matter has been investigated for last decades, due to his technologic potential. Mainly,
it can be used in order to obtain energy by a controlled fusion reaction (inertial confinement or
magnetic), that could become a landmark in the energy generation field.

Nevertheless, one of the main problems of a strongly coupled plasma is the difficulty of measuring
his dynamic properties, due to the extreme temperature and density. Therefore, it is required a
reliable model that allows to estimate his characteristics, based on well-known parameters.
Nowadays, the different models (RPA, Mermin Aproximation, FCDF Model...) could be used
under certain conditions, because of they are based on traditional approximations.

With the aim of analytical evaluation of dynamic characteristics of the above systems, an
alternative mathematical approach is suggested capable of taking all sum rules (a set of
conservation laws) into account automatically. Specifics of physical systems are included into the
sum rules calculated independently using standard methods of quantum statistics within the Kubo
linear-reaction theory. This approach effectively reduces the calculation of the dynamic structure
factor and the parameters of collective modes to the knowledge of the system static characteristics,
obtained by fitting the corresponding computational data. The validity of the approach is
confirmed by comparison with available simulation data.

Key words: plasma, dense matter, temperature, density, dynamics properties, dielectric function,
method of moments.
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1.0BJETIVO

El objetivo principal de este proyecto es obtener un modelo matematico fiable de diagndéstico de
las propiedades de sistemas a usar en futuras instalaciones de fusion termonuclear, precisamente,
que permita estimar la funcion dieléctrica inversa de un plasma denso, en un amplio rango de
temperaturas y densidades. A partir de dicho modelo, se obtendra una expresion para el factor de
estructura dindmico, que dependera de la temperatura y densidad del sistema.

Ademas, se comprobarad que el factor de estructura dindmico obtiene buenos resultados bajo
diferentes aproximaciones: plasmas de uno o dos componentes, y tratamiento clasico o cuantico,
para asi comprobar la versatilidad del modelo desarrollado.

Por ultimo, se comparan los resultados obtenidos con otros modelos tedricos y con simulaciones
numeéricas de dindmica molecular, que son los mas parecidos a los datos experimentales que se
pueden obtener, para poder estudiar los puntos fuertes y débiles del modelo. Todos los modelos
a comparar se han obtenido de articulos publicados en revistas cientificas de prestigio.

En conclusion, se pretende demostrar que dicho modelo puede ser de gran utilidad para
investigaciones en el campo de la fisica de plasmas, como pueden ser las investigaciones que se
estan llevando a cabo actualmente para el desarrollo de la energética de fusion termonuclear por
confinamiento inercial, debido a su simplicidad, versatilidad y rapidez de ejecucion.
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2. JUSTIFICACION

Para poder avanzar en el campo de estudio de la materia en condiciones extremas de densidad y
temperatura que se utilizara en futuros equipos de fusion termonuclear. En estas condiciones la
materia se encuentra en la forma de plasma casi completamente ionizado y es necesario conocer
que ocurre dentro del propio plasma. Hoy en dia, resulta muy complejo poder obtener informacion
real sobre las propiedades internas, como puede ser la temperatura o la densidad, ya que los
métodos experimentales de diagnéstico en un plasma son muy complejos de realizar, dadas las
condiciones extremas a las que se produce. Ello hace que sea imposible utilizar cualquier
instrumento tipico para medir temperaturas o densidades.

Los pocos métodos existentes para medir dichas propiedades se basan en el bombardeo de rayos
X en el sistema (S. H. Glenzer, R. Redmer (2009) [1]), ya que es posible medir el espectro de
dispersion generado por el sistema, para ciertas condiciones, y obtener una funcion de dispersion
o factor de estructura dindmico. Este factor de estructura dindmico obtenido contiene informacion
sobre procesos colectivos que tienen lugar en el interior del plasma como, por ejemplo,
excitaciones colectivas o fluctuaciones de densidad.

Durante afios se han desarrollado diferentes modelos te6ricos para obtener una estimacion de la
temperatura y densidad del sistema mediante la comparacién con los datos experimentales. Sin
embargo, la gran mayoria de modelos existentes son de una complejidad muy elevada, lo que
hace que sean muy costosos de simular, porque requieren de una elevada capacidad de
computacion y tiempo. Ademas, suelen ser muy especificos para unas condiciones, es decir, son
modelos cuyos resultados solo son fiables bajo unas temperaturas o densidades especificas
mientras que el dominio de existencia de plasmas de fusion es muy amplio.

‘: Electran
'.D: I.I
X-Ra "’{xi‘- \ Ub-- d|II
I_,.f‘j-r/ ! ! .|*|
[ |
~ nel [ | Temperatura
Fotén |::>_ ! o | P
dispersadd| 04| I.' J',
; Y . Densidad
oz o
[ () [y i o

Espectrografo T/

Figura 1: Esquema del proceso para estimar la temperatura y densidad de un plasma a partir de experimentos de
dispersion de rayos-x de Thomson.

Con la aplicacion del modelo que se va a desarrollar en este trabajo se espera que la obtencion de
resultados sea mucho més fiable, ademéas de que sea posible obtenerlos de forma rapida, sin
necesidad de un equipo de simulacion de elevada capacidad de computacion.

Desde el punto de vista académico, la realizacion de este trabajo supone la adquisicion de una
formacion completa a través de las asignaturas cursadas durante el Grado de Ingenieria Quimica
(Tecnologia Nuclear, Fisica, Ciencia de los Materiales, Matematicas y Quimica, entre otras).
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Ademas de para asentar los conocimientos ya adquiridos, nos ha permitido profundizar en otros
temas que se encuentran en la vanguardia de la investigacion hoy en dia, como se trata del campo
de investigacién de la materia densa o la fisica de plasmas.

En el plano personal, este trabajo supone la culminacion a varios afios de colaboracién muy
existosos con el profesor Igor Mijail Tkachenko Gorski, donde se han conseguido hasta cuatro
publicaciones cientificas en diferentes revistas (D. YU. Dubovtsev y otros, 2018 [2]; S.A
Syzganbayeva y otros, 2018 [3]; I.M. Tkachenko y otros, 2017 [4]; Yu. V. Arkhipov y otros, 2017
[5]), todas relacionadas con este proyecto.
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3. INTRODUCCION

3.1 Definicion de plasma

Segun Francis F. Chen [6], se considera como plasma cualquier sistema cuasineutral de particulas
cargadas y neutras, las cuales exhiben un comportamiento colectivo. Se dice que es cuasineutral,
puesto que la densidad de iones y electrones es similar, pero existen una serie de fuerzas
electromagnéticas entre las particulas que lo conforman.

A diferencia de un sistema de moléculas neutrales ordinarias, como puede ser el aire (el
movimiento de dichas moléculas solo puede ser perturbado por una colision o por una fuerza
macroscopica externa), el mero movimiento de las particulas cargadas en un plasma puede
generar corrientes, y por lo tanto campos magnéticos. Ademas, si se generan concentraciones
locales de cargas libres, bien positivas, o bien negativas, aparecera un campo eléctrico. Estos
campos generados, debido al caracter de largo rango (long range) de la interaccién Coulombiana,
afectan al movimiento de otras particulas mas lejanas. Por ello, un plasma presenta un
comportamiento colectivo, ya que el movimiento de las particulas no depende Gnicamente de las
condiciones locales, sino también del estado del sistema en otras regiones mas alejadas.

El plasma se puede encontrar de forma natural en el interior o0 en la superficie de objetos
astronoémicos, como por ejemplo estrellas de neutrones, enanas blancas, planetas gigantes, o en
estrellas. Antes del descubrimiento de la materia oscura, era la forma de materia méas abundante
en el espacio. También se pueden crear en el laboratorio, con unas condiciones de densidad y
temperatura bastante extremas.
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Figura 2: Condiciones en las que se encuentra el plasma de forma natural o experimental.
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3.2 Utilidad plasma a nivel industrial

Como bien explica J. Gutiérrez Mufioz [7], la principal utilidad de un plasma radica en su
potencial para la obtencion de energia, mediante una fusion termonuclear controlada, aunque
tienen otras utilidades en el mundo de la investigacion astrofisica, o incluso en el transporte
espacial.

3.2.1. Fusion termonuclear controlada

Una fusion nuclear consiste en la union del nicleo de dos particulas para formar uno de mayor
masa. Para conseguirlo se deben aproximar los nucleos, para lo cual es necesario vencer la
repulsion debida a los electrones que orbitan dichos ndcleos. Una vez superada esta barrera, se
siguen aproximando hasta que la fuerza nuclear fuerte sea superior a la repulsion coulombiana
positiva de los nucleos.

La Unica forma posible de conseguir esta fusién de nicleos es suministrando una gran cantidad
de energia. Esta puede aplicarse de muy diversas formas: acelerando haces particulas hasta
velocidades cercanas a la luz y haciéndolas colisionar frontalmente, comprimir el sistema hasta
conseguir una densidad y temperatura suficientes para vencer la repulsién coulombiana, o bien
aumentando la temperatura del sistema hasta que las reacciones de fusion se realizan
espontaneamente.

Durante estos procesos mencionados, los a&tomos involucrados pierden sus electrones debido a
gue pueden absorber suficiente energia como para abandonar el nucleo, quedando un gas
ionizado, es decir, un plasma.

El combustible utilizado en las reacciones de fusion son los is6topos del Hidrégeno, Deuterio y
Tritio, por su mayor facilidad para ser ionizados. El Deuterio puede ser obtenido del agua,
mientras que el Tritio debe ser producido artificialmente. Uno de los inconvenientes de la fusion
termonuclear con Tritio es que es un elemento radiactivo de unos 12,3 afios de vida media.
Comparéndolo con el tiempo de desintegracion de los residuos provenientes de la fision nuclear
es un tiempo mucho menor.

Deuterio Helio
@& \ - [FN
~ved
‘:/// —

" / : \ Energia
@9 %

Tritio Neutrén

&

Figura 3: Esquema de una reaccion de fusion entre Deuterio y Tritio.
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Como resultado de la reaccion de fusion, se obtiene Helio 4 y un neutrén, el cual lleva la mayor
parte de la energia producida del acoplamiento de los is6topos. Los neutrones liberados con alta
energia pueden ser utilizados para producir Tritio a partir de Deuterio. Colocando un
recubrimiento de este material en el reactor, ademas de generar el combustible necesario para la
reaccion, serviria como proteccion, evitando el escape de neutrones con un alto nivel de energia.

Como ya se ha mencionado, para que se dé la fusion son necesarias unas ciertas condiciones de
temperatura y densidad en el plasma. A estas condiciones energéticas minimas iniciales se les
conoce como el criterio de Lawson. Este depende del tipo de reactor, del rendimiento del
conversor de energia, de la carga de ndcleos a fusionar, etc.

1 022 - T T  ZREE na P m3 2 2 it £-

2 - 5
- 10\: ________________ ___sagmz:one._ U ML 4 ;
E ’ ]
i-l'u - =
| e 1020_ ! !
i | Mmoo

1 10 100 1000

temperatura (keV)

Figura 4: Influencia de la temperatura y la densidad en el criterio de Lawson.

Como se puede observar, las condiciones reales para que se dé la ignicion son ligeramente
superiores a las que estima Lawson, debido a que no contabiliza las pérdidas por radiacion. El
hecho de que se alcancen temperaturas y densidades tan elevadas impide un confinamiento
mediante una barrera fisica. Es necesario un método de confinamiento mediante campos
magnéticos fuertes o mediante un bombardeo constante de radiacion o particulas cargadas.

Fusién por confinamiento inercial del plasma

Este método se basa en la inyeccidn de una gran cantidad de energia sobre el combustible, el cual
esta confinado en una cépsula, mediante haces de alta energia que pueden ser: luz laser, electrones
0 iones. La capa mas externa se calienta muy rapido, explosionando y comprimiendo las capas
interiores debido a la conservacion del momento. Al incidir el haz de particulas, las capas méas
exteriores son expulsadas con un cierto momento cinético, y por lo tanto las capas mas internas
se ven comprimidas con ese mismo momento, alcanzandose grandes densidades y temperaturas
y creando las condiciones de fusion (criterio de Lawson).

Se requiere una enorme potencia ya que la energia se debe suministrar en unos nanosegundos
para que la fusion se realice de forma correcta (se alcance la temperatura y densidad idénea en
todo el blanco). Este método tiene la gran ventaja de no necesitar estabilizar el plasma mediante
campos magnéticos elevados, por lo que no van a surgir inestabilidades.
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El inconveniente de esta técnica es la imposibilidad de trabajar en continuo. Ademas, la
utilizacion de haces de particulas trae consigo una baja tasa de rendimiento en la transferencia de
energia a la capsula objetivo. Se calcula que en torno a un 10% o 20% de la energia invertida en
la creacion y aceleracion del haz alcanza la capsula, mientras que solo un 1% es utilizada en la
compresidn, ya que el resto se pierde en la vaporizacion y aceleracion de la regién mas superficial
(ablacion).

Figura 5: Esquema de una reaccion de fusion por confinamiento inercial.

Fusién por confinamiento magnético

El confinamiento magnético se obtiene generando un campo magnético toroidal muy intenso
mediante bobinas de corriente, el cual confina el plasma, mientras es calentado mediante radiacion
microondas. Las bovinas operan en condiciones de superconductividad, lo que eleva
considerablemente el coste.

Las particulas ionizadas estaran fuertemente afectadas por el campo magnético y tenderan a seguir
las lineas de campo, disefiadas para doblar sobre si mismos dentro del reactor. Se puede aplicar
calentamiento adicional en forma de haces de particulas neutras, para aumentar la densidad y
temperatura todavia mas.

Existen varios disefios alternativos para la estructura del campo magnético. El tipo mas popular
se llama Tokamak, y en esta configuracion una parte del campo magnético confinante esta
generado por corrientes eléctricas que fluyen en el plasma mismo. Otro disefio popular es el
Stellarator, que es una configuracion en el que la mayor parte del campo magnético confinante
puede ser generado por las bobinas de campo externos, asi proporcionando un mayor control
sobre el plasma.

Tokamak Stellarator
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Figura 6: Reactores de fusion por confinamiento magnético: Tokamak a la izquierda y Stellarator a la derecha.
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A lahorade llevarlos a la préctica, Unicamente con el Tokamak se ha conseguido crear y mantener
plasma estable durante unas fracciones de segundo, debido a que los electrones e iones tienen un
camino menor que recorrer, evitando grandes pérdidas, pese a que su grado de curvatura sea
mayor.

El gran inconveniente de este método es que las lineas de campo magnética internas al plasma
guedan tan distorsionadas que se llegan a cerrar sobre si mismas, creando lo que se conoce como
“islas magnéticas”, haciendo aparecer inestabilidades. Ello hace que la fusion inercial tenga
mejores expectativas.

3.2.2. Investigaciones astrofisicas

Existen muchas incognitas sobre reacciones que tienen lugar en otros planetas o en estrellas. Por
ejemplo, el nlcleo del Sol se estima que se encuentra a una temperatura de unos 2 keV, la cual no
es suficiente para que se encuentre en estado de plasma, sin embargo, se sabe que la radiacion que
emana de la estrella es producida por reacciones termonucleares de fusion.

La teoria cinética de plasmas también podria aplicarse al estudio del movimiento de las estrellas
en la galaxia, ya que su comportamiento es similar al de las particulas en un plasma.

3.2.3. Transporte espacial

Durante los Gltimos afios se han desarrollado algunos prototipos de motores para aeronaves,
propulsados por un plasma denso. Estos motores se basan en la creacion de un campo magnético
capaz de comprimir y excitar un gas, como puede ser aire, 0 argon, para convertirlo en un plasma,
de forma parecida a un reactor de fusion. Al aplicar un campo eléctrico perpendicular al campo
magnético, la reaccion impulsaria la aeronave.

Superconducting magnets

Hydrogen tank

Hydrogen gas

Figura 7: Esquema del propulsor de una aeronave propulsada por plasma
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La principal ventaja de esta serie de motores es que pueden operar perfectamente en condiciones
de vacio, y que la energia disipada en forma de calor es mucho menor que en un reactor
aeroespacial convencional, ya que toda la energia se concentra mediante los campos hacia el
exterior.

Algunos de estos motores se han conseguido utilizar con éxito en satélites que se encuentran
orbitando la Tierra bien ahora o bien en un futuro cercano.

3.3. Parametros caracteristicos de un plasma

La primera tarea de la fisica de plasmas consiste en definir adecuadamente los pardmetros que
van a condicionar el comportamiento de un plasma, puesto que sus caracteristicas seran diferentes.

Segun S. Ichimaru [8], dentro de un plasma, las particulas interaccionan entre si mediante fuerzas
de Coulomb, tendiendo al estado de energia potencial minima. En contraposicion, la energia
térmica interna de cada particula le induce a la agitacion y desorden. Esta relacion entre la energia
de Coulomb media por particula y su energia cinética (térmica) se cuantifica mediante el
parametro de acoplamiento de Coulomb:

_ (Ze)® _B(ze)?

r
akgT a

[Eq 3.1]

Donde Ze es la carga del ion, T la temperatura, kg es la constante de Boltzmann y “a” es el radio
Wigner-Seitz, radio de una esfera cuyo volumen es igual al volumen ocupado por un electrén, y
se calcula a partir del denidad electrénica (n) como:

4mtn

[Eq 3.2]

Al aumentar T", el plasma muestra un menor nimero de colisiones, propiciando cambios de fase,
hasta llegar a cristalizar. Asi pues, valores de '<<l corresponden a plasmas débilmente acoplados
(la energia térmica de las particulas es mucho mayor que la potencial), donde la interaccion de
Coulomb es tratada teéricamente como una perturbacion, y no se contemplan las colisiones entre
particulas. Estas condiciones corresponden, por ejemplo, a la capa superior del Sol, o al plasma
producido por confinamiento inercial.

Cuando I'>>1, corresponde a plasmas fuertemente acoplados (la energia potencial de las
particulas es mucho mayor que la térmica), donde empiezan a tener mayor importancia
interacciones entre particulas, y sus posiciones estdn méas correlacionadas. Para valores en torno
a 175 se produce una cristalizacion del plasma de un componente.
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Cuando la temperatura del sistema es baja, y la densidad electrénica alta los electrones del plasma
degeneran parcialmente, es decir, muestran sus propiedades cuénticas. El grado de degeneracion
de un plasma se mide por medio del pardmetro de degeneracion de Fermi:

kgT
g =-5_
Ep
[Eq 3.3]
Donde Er es la energia de Fermi de los electrones, calculada como:
B h2k?2
F= am-
[Eq 3.4]

Aqui 7 es la constante reducida de Planck, m la masa del electron, y kg el nimero de onda de
Fermi de un electrén en estado paramagnético:

kp = \/3m2n.
[Eq 3.5]

Para valores 6<0.1, los electrones del sistema estan en completa degeneracion, por lo que los
efectos térmicos son despreciables respecto de los efectos cuanticos. Para el caso 6>10 se trata de
un sistema no degenerado, donde ocurre lo contrario, los efectos térmicos son mas importantes
que los cuéanticos, y se puede tratar el plasma como un sistema clasico. Para valores intermedios,
el sistema se encuentra en un grado de degeneracién intermedia, por lo que ambos efectos
coexisten.

El ultimo pardmetro utilizado para definir un plasma es el parametro de Brueckner, el cual
compara el radio de Wigner-Seitz con el radio de Bohr:

a
rg = g,
[Eq 3.6]
Donde el radio de Bohr se define como:
hZ
ag = @
[Eq 3.7]

Cuando r¢<1 es debido a una densidad del sistema muy alta, mientras que en el caso de que rs>>1
serd el caso de una baja densidad.
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Figura 8: Influencia de la temperatura y densidad electronica sobre el pardmetro de Brueckner y el de
Coulomb.

3.4. Funcidn dieléctrica de un medio

Para entender el concepto de respuesta electromagnética o dieléctrica de un medio, hay que
remontarse a inicios del siglo XX, momento en el que Paul Drude y Hendrik Lorentz proponen
un modelo clasico para explicar el tansporte de los electrones en un material [9].

Cuando un atomo se encuentra en estado de equilibrio (no se aplica ninglin campo eléctrico) el
nicleo ocupa la posicién central de la nube de electrones, pero en el momento en que un campo
eléctrico aparece, este nlcleo se ve desplazado generando un momento dipolar:

atomic
nucleus
no applied no material
electric field polarization

\ electron “cloud”

Figura 9: Atomo antes de la aplicacion de un campo eléctrico.
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Figura 10: Atomo tras la aplicacion de un campo eléctrico.

Para hablar de la funcion dieléctrica del sistema, es necesario partir de la ecuacion de movimiento
de una particula cargada:

d%r or 5
mﬁ + mya + mwir = —qE

[Eq 3.8]

Donde m es la masa de la particula, y es el factor de amortiguamiento, wo €s la frecuencia natural
de dicha particula, r es la distancia entre el nucleo y el centro del &tomo, y g su carga. Aplicando
la transformada de Fourier a [Eq 3.8] y despejando r se obtiene:

m(—iw)?r(w) + my(—iw)r(w) + mwir(w) = —qE ()

(—mw? — iomy + mwd)r(w) = —qE(w)
r(w) = —qE(w)
m(—w? — iwy + wd)

[Eq 3.9]

>

Figura 11: Desplazamiento del nicleo dentro del atomo.

Debido al desplazamiento del nucleo aparece un momento dipolar, el cual depende del valor de
la carga y de la distancia al centro:

H(w) = —qr(w)
[Eq 3.9]
Sustituyendo [Eq 3.8] en [Eq 3.9]:

q*E(w)
m(—w? — iwy + w3)

plw) =
[Eq 3.10]
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Por otro lado, utilizando la definicibn momento dipolar segin Lorentz:
H(w) = a(w) E(w)
[Eq 3.11]
Donde a(w) es la polarizabilidad de Lorentz para un Unico atomo. Sustituyendo [Eq 3.10] en

[Eq 3.11]:

qZ

m(—w? — iwy + w?)

a(w) =

[Eq 3.12]

Dado que cuando se somete un sistema de particulas a un campo eléctrico no se va a producir una
polarizacion uniforme, la polarizacién por unidad de volumen se define como un promedio
estadistico del momento dipolar que se ha producido por el nimero de particulas en ese volumen:

P(w) = N{u(w))

[Eq 3.13]
De las ecuaciones clasicas de Maxwell para un campo eléctrico en un medio material:
D(w) = g e(w) E(w)
[Eq 3.14]
P(w) = & x(w) E(w)
[Eq 3.15]

Donde D el campo vectorial de desplazamiento eléctrico, go es la permitividad en el vacio,
corresponde a la susceptibilidad del medio (mide la facilidad de polarizacion) y € es la funcion
dieléctrica. Si se combinan [Eq 3.13] y [Eq 3.15]:

N{p(w)) = & x(w) E(w)

[Eq 3.16]
Despejando y(w) de [Eq 3.16] y sustituyendo por [Eq 3.12]:
() = (@) _ Na(w)
BT B W) T &
DL —
W)= (mso —w? —iwy + w?
[Eq 3.17]
Al término constante de la anterior ecuacion se le denomina frecuencia del plasma:
w2 = Nq”
P me,
[Eq 3.18]

Debido a la relacidn que existe entre la susceptibilidad y la funcion dieléctrica del sistema:

gw)=1+ y(w)
[Eq 3.19]
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Combinando [Eq 3.17], [Eq 3.18] y [Eq 3.19]:
wp
—w? — iwy + wé

gw)y=1+

[Eq 3.20]

La funcion dieléctrica se trata pues de una funcién compleja, con una parte real y otra imaginaria:
£(w) = & (w) + ig;(w)

[Eq 3.21]

La parte real de la funcion dieléctrica contiene informacion respecto a la respuesta del sistema
frente a una perturbacion externa. La parte imaginaria corresponde a la dispersién que se va a dar
en la respuesta con el tiempo. Ambas partes estan relacionadas entre si mediante las relaciones de
Kramers-Kronig, que posteriormente se explican con mas detalle.

El estudio de la funcion dieléctrica de un medio permite, por lo tanto, el conocimiento de cémo
evolucionaran sus propiedades internas, como puede ser la conductividad, el factor de estructura
dindmico, el poder de frenado, etc.

3.5. Funcion de estructura estatica
La posicion de cada ion en un plasma viene descrita por una funcién & de Dirac desplazada

respecto del origen de coordenadas (Universidad de Oxford, 2009 [10]):

1on with coordinates
r=(x,y;%)

Figura 12: Esquema de un sistema de iones sobre un fondo de electrones uniforme.

El operador densidad del sistema vendra dada por la suma de todas las posiciones de los iones:

N
OEDICIGEED
1

[Eq 3.22]
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La funcion impulso o 6 de Dirac es una distribucion de densidad de una masa concentrada en un
punto:

Figura 13. Funcion impulso o Delta de Dirac.

Presenta las siguientes propiedades:

1 Suéareatotal es 1.
+0o0

ox)=1

—00
2. Esnula para cualquier otro punto que no sea una masa.

0 SsiT=r
0 si r#rn

o= =|
3. Su producto con cualquier otra funcion es el siguiente:

6()x(t) = 6(t)x(0)
8(t —to)x(t) = 8(t — to)x(to)

Para poder caracterizar un sistema de muchas particulas son necesarias funciones que relacionen
la probabilidad de encontrar grupos de particulas en un tiempo y lugar determinados. La funcién
de correlacion de pares expresa la probabilidad condicional de que dos particulas se encuentren
separadas una distancia r en el espacio:

N
|4
h(T') = m(i;1 5(1" — T + T)))
[Eq 3.23]

Donde N corresponde al nimero total de iones que hay en un volumen V. Se puede normalizar
de la siguiente forma:

%j h(r)d3r =1
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Dado que la interaccion entre particulas tiene un rango finito, para particulas separadas una gran
distanciar:

lim h(r) =0

r—oo

La funcién de distribucion de pares describe la probabilidad de encontrar una particula a la
distancia r, suponiendo que hay una particula en el origen de coordenadas r=0. Esta funcion se
define como:

g(r)=h(r)+1
[Eq 3.24]
Dado que los iones se encuentran distribuidos uniformemente siempre hay probabilidad de

encontrar otro ion para una distancia r. Esta probabilidad depende en gran medida del pardmetro
de acoplamiento de Coulomb.
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Weak coupling Strong coupling g
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Figura 14: Influencia del parametro de coulomb sobre el estado fisico del plasma.

Como se puede apreciar, para altos valores de I', los picos de la funcion de densidad se
corresponderan con la posicion de los iones en la estructura cuasicristalina propia del solido.

El factor de estructura estatico se define como la transformada espacial de Fourier del operador
densidad anteriormente definido en [Eq 3.22]:

1
Sk) = N(n(k)p(—k))

[Eq 3.25]
Donde:
N N
p(k) = fz S(r—mn) e *rd3r = Z e~k
=1 i=1
Por lo que:
1 < 1
_ —ik(ri=T))y — - z —ik(ri=7})
Sk N<i=JZ=1e =1, e )
[Eq 3.26]
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Esta expresion se relaciona con la funcion de correlacion de pares a través de su transformada de
Fourier:

N N
v . 14 o
0= (2 90 e = ) )

i#j=1

s =1+ "1
(k) =1+——h{k)

[Eq 3.27]

De modo que también esta relacionado con la funcion de distribucion de pares:

N-1 .
Sk)=1+ Tf[g(r) — 1]e g3y

[Eq 3.28]

Y con la transformada inversa de Fourier de [Eq 3.28]:

%4 1 ;
_ _ —ikr 43
g =1+— 1(27r)3_f[5(k) 1]e~*rd3k

[Eq 3.29]
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4. ANTECEDENTES

4.1. Modelo de Lindhard (RPA)

En 1954, J. Lindhard [11] publica la que es la primera teoria consistente para la estimacion de la
funcidn dieléctrica de un sistema de materia densa basandose en el método RPA (random phase
aproximation), desarrollado unos afios antes por David Bohm y David Pines. Se trata del primer
modelo que tiene en cuenta las interacciones de Coulomb débiles entre los electrones del sistema,
debidas al apantallamiento electrénico. EI comportamiento de los electrones se trata desde el
punto de vista semiclasico, dependiendo del movimiento de los otros electrones, ademés del
campo externo aplicado. Las corrientes y las cargas inducidas en los electrones obedecen la
ecuacion de Dirac, que tiene en cuenta, a parte de las particulas cuyo movimiento viene descrito
mediante la ecuacién de Schrédinger, el campo electromagnético en el sistema. La funcion
dieléctrica queda de la siguiente forma:

e [fUe—K)=F)
w2k?) w — Epqpr — Epr

e (k,w)=1+

[Eq 4.1]

Donde E}, corresponde a la energia de Fermi para esa longitud de onda, y £ (k) es la funcion de
Fermi-Dirac. El principal inconveniente de este modelo es que no contempla las colisiones entre
electrones que pueden tener lugar, pero conserva el nimero local de electrones en el sistema. Por
lo tanto solo se obtendran buenos resultados para I'<1.

4.2. Modelo de Mermin

N. D. Mermin, en 1970 [12], obtuvo una variacion de la funcion dieléctrica de Lindhard, capaz
de tener en cuenta las colisiones entre electrones, ademas de la conservacion de electrones local.
Esto se debe a que utiliza la aproximacion de tiempo de relajacion, la cual establece que el sistema
inicialmente se encuentra en equilibrio, y que, tras una perturbacién externa, el sistema va a volver
al equilibrio inicial debido a la dispersion producida por las colisiones entre electrones, trascurrido
un tiempo llamado tiempo de relajacion. Este tiempo dependera del gradiente de temperatura y
densidad en el sistema. El modelo resultante es el siguiente:

(w+iv)[e,(k,w + iv) — 1]

e (k,w+iv)—1
€,(k,0)—1

eyk,w)=1+

w +iv

[Eq 4.2]

Donde v es la frecuencia de las colisiones. Este término acota la vida de las oscilaciones,
cumpliendo de esta forma la conservacion local antes mencionada (Yu. V. Arkhipov y otros, 2014

[13]).
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El principal inconveniente de este modelo es que, a pesar de cumplir la f-sum rule, no satisface la
cuarta sum rule, generando divergencias para frecuencias altas. Ademas, no es aplicable para
sistemas formados por liquidos electrénicos, sea cual sea su pardmetro de acoplamiento o su
degeneracion.

Se trata pues de un modelo peor que el de Lindhard, puesto que frecuencia de colisiones utilizada
no es la adecuada, lo que induce a que la contribucidn cinética de los electrones no sea correcta,
y no se obtengan buenos resultados para ciertas condiciones.

4.3. Modelo de Arista y Brandt

El siguiente modelo data de 1984, desarrollado por R. Arista y W. Brandt [14]. En su trabajo,
parten de la ecuacion clasica de Lindhard, y proponen aproximaciones matematicas basadas en el
comportamiento de las asintotas (altas y bajas frecuencias o longitudes de onda) para poder
obtener por separado la parte real y la parte imaginaria de la funcién dieléctrica, ya que
analiticamente no es posible.

Para poder llevar a cabo la obtencién de la parte real e imaginaria por separado, proponen unas
funciones de interpolacién. Dichas funciones solo van a funcionar correctamente para unas
condiciones concretas (diferentes grados de degeneracion del plasma) y para I'<l.  El
inconveniente es que un cambio importante en las condiciones del sistema supone que las
expresiones dejen de tener buenos resultados.

4.4. \Versiones extendidas

Los posteriores modelos postulados, ya en el siglo XXI, se basaron en modificaciones de los
anteriores, ajustandolos para que fueran adecuados a unas ciertas condiciones. Por ejemplo, la
version extendida de la aproximacion RPA (Yu. V. Arkhipov y otros, 2014 [13]), que consiste en
la introduccion de la correccién local de campo dindmica (Dynamic local-field correction,
DLFC):

o) (k, )

exrpall, ) =1+— ® () (k, w)G (k, w)

[Eq 4.3]

Donde G (k, w) corresponde a la correccion local de campo dinamica, @ (k) a la transformada de
Fourier del potencial de Coulomb del sistema, y I1(k, w) un operador de polarizacion de modo
que los modelos de Arista y Brandt y de Lindhardt se recuperan con G (k, w) = 0.

Esta correccion local es una funciéon compleja que depende de la frecuencia y longitud de onda,
y que contiene toda la informacién en lo referente a las colisiones (ecuaciones de movimiento de
las particulas, amortiguamiento de las ondas, transporte, etc). Normalmente se suele obtener a
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partir de simulaciones de dindmica molecular, ya que de forma analitica es imposible, que consiste
en una técnica de simulacion que permite visualizar el movimiento de las particulas, y sus
interacciones durante el tiempo que dure dicha simulacién. Por lo general, estas simulaciones
conllevan un gran gasto computacional, ya que, para obtener unos mejores resultados, se necesita
la simulacién de un mayor nimero de particulas y méas tiempo.

Posteriormente también se modifico el modelo de Mermin tradicional obteniendo la versién
extendida de la aproximacion de Mermin (C. Fortman y otros, 2010 [15]):

expm (K, w)
w® (k) (k, w)I(k,0)

wll(k,0)[1 — ®(k)II(k, w)G(k, w)] + iv(w)(k, w)[1 — @(k)II(k,0)G (k)]
[Eq 4.4]

=1+

Este Gltimo incorpora tanto las colisiones entre electrones, como las colisiones entre iones,
pudiendo aplicarse a un plasma de dos componentes.

4.5 Dindmica Molecular

Como explica M.P. Allen [16], las simulaciones computacionales se utilizan para entender las
propiedades de posicionamiento de moléculas, a partir de su estructura e interacciones
microscopicas entre ellas. Las dos principales técnicas para llevar esto a cabo son Dinamica
Molecular y Monte Carlo. La diferencia entre ambos es que Dindmica Molecular permite simular
propiedades dindmicas del sistema, es decir, propiedades que varian en el tiempo.

El método de simulacion de Dinamica Molecular se basa en introducir unas condiciones iniciales
para un sistema de moléculas, y una funcidn potencial, la cual va a determinar la interaccion entre
particulas. Tras introducir estos datos iniciales, se deja interaccionar las moléculas durante un
tiempo prefijado. Las trayectorias de las moléculas son calculadas resolviendo las ecuaciones de
movimiento de Newton.

Para obtener unos mejores resultados es necesario introducir un gran nimero de moléculas en el
sistema inicial, y dejarlo interactuar durante mas tiempo. Por ello, se trata del método que mejores
resultados obtiene, pero los requerimientos de tiempo y capacidad computacional son muy
elevados.
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5.MODELO MATEMATICO

5.1. Introduccion

Segun .M. Tkachenko y otros [17], la base y el objetivo matematico radican en reconstruir la
funcion de densidad de una funcion de distribucion da(x) (como por ejemplo la funcion de
pérdidas), la cual es una funcién estrictamente positiva, continua en R:

do(x) > 0,
[Eq 5.1]

Los momentos de dicha funcion de distribucidn deben ser conocidos previamente y calculados
como:

+o0
Uy = f x"do(x) r=20,123,..

[Eq5.2]

Si dicha funcidn es simétrica, todos los momentos impares se anulan. A este problema se le
conoce como el “problema de momentos clasico de Hamburger”. La condicién necesaria y
suficiente para que exista dicha funcion, con esos momentos, la dio Hamburger, probando que la
sucesion de los momentos {u,}5—, debia ser tal que todos los determinantes de Hankel sean
positivos:

Ho  Hr
A.=det|: :

Hr v Hop
[Eq 5.3]

Si se cumple esta condicién anterior, entonces existe una funcién ¢(z) € R, analitica en el
semiplano complejo superior, y continua sobre la recta real, tal que:

todo(x)
@(z) = f ) Imz>0
X—z

[Eq 5.4]
La solucion al problema de Hamburger la proporciona el Teorema o algoritmo de Nevanlinna
(I.M. Tkachenko y otros, 1996 [17]), el cual afirma que dada una sucesion de nimeros {u,}5-o

positiva es posible obtener una sucesion de polinomios {D,,(t)}%=, por medio de un proceso
constructivo de Gramm-Schmidt, que satisfagan las siguientes propiedades:

1. D,(t) es un polinomio de grado n cuyo coeficiente del término de mayor grado es
positivo.
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2. Son polinomios ortonormales respecto a do (x):

| DD ()0 (x) = S

— 00

[Eq 5.5]
Donde 6,,,, es la delta de Kronecker.
(1 sin=m
Onm = {0 si n#n
Y donde:
Ay=1 Ao= Ho Dy =1
Los polinomios conjugados a estos anteriores se calculan como:
top (z) —D,(x
o= 202 g0
—» Z—X
[Eq 5.6]

Los polinomios ortogonales de tipo D, (z) se les denomina de primer orden, mientras que los de
tipo E,, (z) son denominados de segundo orden. Estos polinomios van a ser independientes de la
funcion de distribucion, y solo van a depender de los momentos de la misma.

Por lo tanto, las soluciones al problema de momentos de Hamburger se pueden parametrizar por
medio de la formula de Nevanlinna:

o8 Ao () _ i (2) + Qn(D)En(2)
)= =27 T Dui@ + Q@D

Imz>0, n=012..

[Eq5.7]

De acuerdo con el teorema de Nevanlinna, esta construccion mediante polinomios establece una
correspondencia uno a uno entre las funciones de distribucion o(x), cuyos momentos son
conocidos, y la funciones Q,,(z) analiticas en el semiplano superior y continuas sobre el eje real
gue cumplen que en el infinito:

Q(2)

V4

-0

[Eq 5.8]

Lo que garantiza que los momentos se cumplan automaticamente. La dificultad reside en
que Q,(2) son funciones no conocidas inicialmente, ni tienen un significado fisico, por lo que
deben calcularse de forma matematica para el modelo que se quiera aplicara. Posteriormente se
explicara como se obtiene para poder aplicarlo al modelo desarrollado en este trabajo.
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5.2. Reconstruccion de la funcioén dieléctrica inversa

El método de momentos permite expresar las propiedades dindmicas de un sistema (dependen de
la frecuencia) en funcién de las propiedades estaticas (independientes de la frecuencia). Las
caracteristicas fisicas del sistema son tenidas en cuenta a traves de las reglas de suma (.M.
Tkachenko y otros, 2012 [18]). Ademas, no se utiliza ningun parametro de perturbacion, en otras
palabras, no se prevé que Gamma sea pequefio.

La respuesta del sistema a un cambio en el campo eléctrico externo viene descrita por la funcion
dieléctrica inversa, e 1 (k, w). Se trata de una funcion compleja del tipo [Eq 3.21] cuya parte real
describe la energia intercambiada en el campo eléctrico externo y el interno, y la parte imaginaria
corresponde a la energia perdida durante el proceso.

A partir de las reglas de suma, es posible conocer los momentos de la funcidn de pérdidas, definida
como:

Ime™(k, )
w

L(k,w) = —

[Eq5.9]

Que matematicamente no es mas que una funcion de distribucién, por lo tanto, su funcion de
densidad:

L(k,w)dw = do(x)
[Eq 5.10]

Sus momentos se calculan aplicando [Eq 5.2] de la siguiente forma:
+o00
Cr(k) = f w*L(k, w)dw

[Eq 5.11]

La funcion de pérdidas, al tratarse de una funcién analitica holomorfa, limitada en el plano
superior del plano complejo, puede ser construida por medio de la integral de Cauchy. En un
contorno cerrado, donde z es un nimero complejo de parte real muy grande:

1 (*° Lk, w) .
L(k,z) =—f dw, z=w+i0"
M) o W—Z
[Eq 5.12]
Haciendo unos cambios matematicos en [Eq 5.12]:
1 (** Lk, w) 1+ Lk, w) -1 (** L(k, )
;j w_Zdw=Ef . dw=E wdw
o —o —z(1--) —o (1=2)
[Eq 5.13]
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Es posible convertir la integral en un desarrollo en serie (procedimiento de Gauss):

1 2 3
PR 1o () +(G)

Z
[Eq 5.14]

Cuya condicion necesaria para que converja es:
w
= <1
Z
[Eq 5.15]

Sin embargo, [Eqg 5.15] no se cumple dado que w va a tener valores entre +oo y z es grande, pero
finita. Esto hace que [Eq 5.13]:

RACIA OGN
ZS

L(k,z > o) = . 3 -

[Eq 5.16]

Los momentos impares son nulos, debido a que la funcién L(k, w) es una funcion compleja cuya
parte imaginaria es siempre mayor que 0. En 1961, los cientificos soviéticos V.I. Perel” y G.M.
Eliashberg [19] demostraron rigurosamente que los momentos pares de orden mayor que 4 en un
plasma de dos componentes divergen, mientras que, en un plasma de un componente, existen
momentos pares mayores de orden 4, pero con los cinco primeros momentos se puede caracterizar
perfectamente el sistema (0,1,2,3,4). Por lo tanto, es posible reconstruir la funcion dieléctrica
inversa a partir Unicamente de los 3 momentos que convergen: C,(k), C,(k), C,(k). Los valores
de estos momentos coinciden con las reglas de sumas.

Las relaciones de Kramers-Kronig permiten relacionar la parte real e imaginaria de ciertas

funciones complejas suma (I.M. Tkachenko y otros, 2012 [18]). Estas funciones deben representar
procesos fisicos que sean lineales y causales:

. 1 o Ime N(w'k) |

Ree Yw, k) =1 +;V.P.f — " Zdw

— 00

w' —w

toRee Nw' k) —1

!

1
Ime Y wk) = —;V.P.f

o 0w —-w

[Eq 5.17]
Por lo tanto, es posible aplicar [Eq 5.17] a la funcion dieléctrica inversa, ya que cumple todos los
requisitos. Asi pues, por definicién queda:

toIme 1k, w")

- do' +iIme 1k, w)
0 —w

1
e tkw)=1 +EV'P'_[

[Eq 5.18]
Si realizamos el cambio de variable z = w + i0* en [Eq 5.18] queda la siguiente expresion:
1 (" Ime Yk o'
e kz)=1 +—j #dw’,
TJ)_o w' -z
[Eq 5.19]
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Y para poder trabajar con nimeros adimensionales se realiza también otro cambio de variable en
[Eq 5.19] para la longitud de onda q = ka:

*® Ime (g, w 1 (*“wlL(q,w
fme”(q,0) )dw=1——f —w(zz)dw

w —Z T

~1(q,2) 1+1f
€ ,Z) = —
q T

— 00 — 00

[Eq 5.20]
Sumando y restando z en el numerador de [Eq 5.20] y separando en diferentes integrales:

t°(w+z—-2z)L(q,w) 4
)

3 _ 1
e (q,z2) = 1_Ef

—w w—z
. lf+oo (w—2)L(q, ) e lfﬂoz L(q, w) do
TJ)_o w—z T)_ o W—2Z
1 [+ 1 [tz L(g,
=1——f L(q,w)dw——f de
TJ_o T)_ o W—2Z
[Eq 5.21]
Por definicion, segun [Eq 5.11]:
+00
Co@ = Lk a)do
[Eq 5.22]
Combinando [Eq 5.22] con [Eq 5.21]:
1 (T wL(q,w)
-1 — — _— _—
e =1-G@) -~ [ T dw
[Eq 5.23]
Aplicando el teorema de Nevanlinna visto en [Eq 5.7] queda:
_ E3(z;q) + Q2(Q)E2(2; q)
e g 2)=1-¢C +z
q D D@+ @G D
[Eq 5.24]

Los polinomios se obtienen mediante el proceso de ortonormalizacion de Gramm-Schmidt. El
espacio vectorial de los polinomios tiene la base canénica:

B ={1,tt%¢3 ..}

Pero dicha base no es ortogonal, es decir, el producto escalar entre sus funciones es diferente de
0. Por lo tanto, hay que obtener los polinomios ortogonales. Partiendo de que D, = 1, se pueden
construir el resto de los polinomios como [Eq 5.5]:

| Pu D L0 =
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Los polinomios conjugados vienen determinados como [Eq 5.6]:

Ei(x;q) = fm DD~ ) L(q, w)dw

o w—x

El célculo matematico de los polinomios D,, y E,, puede se ha realizado en el Anejo | (punto 9.1
del trabajo). En resumen:

Do(x;q) =1, Di(x;q) =x,  Dy(x:q) =x*—wi(q), Ds(x;q) =x>—xw3(q),

Ey(x;q) =0, Ei(x;q) = Cop,  Ex(x;9) =xCy, E3z(x;q) = C (x + w7 (Q) wz(Q))

[Eq 5.25]
Donde las frecuencias caracteristicas del sistema, calculadas en funcién de los momentos son:
C2(@)
w}(q) ==
1 Co(q)
Cs(q)
w3(q) ==
234 C; (Q)
[Eq 5.26]

Sustituyendo por los polinomios de Nevanlinna de [Eq 5.25] en [Eq 5.24]:

1 B Co(@[2z* + wi(q) — w5 (@)] + Q2[Co(q)7]
© @D = Q@ T @ Gl — 2 )]
z[z? + wi(q) — w3 (] + Q22° — [2° — zw3(q)] — Q2[2° — Wi (q)]
[2% = zw3 (@)] + Q2[2% — w?(q)]
z[z? + w7 (q) — w3 (] + Q,2% — [2° — zw3(q)] = Qz[2* — wi(q)]
[23 — zw3 (q)] + Q2[22 — wf(q)]
z[z% + w3 (q) — w3 (] + Q22 — [2° — zw3(q)] — Qz[2* — wi(q)]
[23 — zwi (@] + Q2[2? — wi ()]
z[z% + w3 (q) — w3 (] + Q22 — [2° — zw3(q)] — Qz[2* — wi(q)]
(23 — zwi (@] + Q2[2% — wi ()]
[2° — 2°] + zw? (q) + [~zw3(q) + zw3 ()] + [Q22% — Q22%] + Qwi(q)

=14 Co(q)

=1+ Co(q)

=1+ Co(q)

=1+ Co(q)

=1+G() (23 — zw3 ()] + Qz[2% — w2 (q)]

B zw?(q) + Q,w?(q) zwi(q) + Qw3 (q)

=1+ Co(Q) [ — zw? (q)] + QZ[ — w? (q)] =1+ CO(q) [ — ZW, (CI)] + QZ[ — Wq (Q)]
[Eq 5.27]

De la definicion de w?:

CZ(Q): ‘U;%
wi(q) wi(q)

Co(q) =

[Eq 5.28]
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Sustituyendo en [5.28]

w? 2((z +
D = S T (q()?i =
14 ‘Up(z + Q2)

z[z? — w3 ()] + Q2[2% — wi(q)]

[Eq 5.29]
Finalmente proyectamos en el eje real: z = w:
2
) = e

[Eq 5.30]

Donde el pardmetro de Nevanlinna se define como (I.M. Tkachenko y otros, 2012 [18]):

Q2(q) = iho(q)
[Eq 5.31]

5.3. Funcion de pérdidas

El siguiente paso es obtener la parte imaginaria de la funcién dieléctrica, para asi llegar a la
funcidn de pérdidas (ver [Eq 5.9]). Para hallar la parte imaginaria de la funcion dieléctrica, se le
resta el complejo conjugado y se divide por 2i. Por ejemplo, sea z una funciéon compleja del tipo:

z=x+1y

Para obtener la parte imaginaria de dicha funcion:

1 I
Imz —Z[x+ly— (x —yi)] —z[Zly] =y
[Eq 5.32]
Aplicando dicho principio a la inversa de la funcion dieléctrica [Eq 5.30]:

w}h (w + iho(q))

me @ 0) = 5 | o @] + @ — 2@
B wp(w lho(q)) ]
wlw? — w3 (@)] — iho(q)[w? — wf(q)]
1 wp(w + iho(q))
20 |w[w? — w3 (@)] + ihe()[w? — w?(q)]
B a)p(a) Lho(q)) ]
wlw? — wi (@] - ihy(Q[w? — wf(q)]

_ 1 wf(w + ihy() ([w? — w3(@)] — ihe(@w? — wi(@)])

2 w?[w? — w3 ()]? - 2h§()[w? — wi(@)]?

_ wp(w = ihy(@) (Wlw? — w3 (@] + ihe(Qlw? — wi(@)])
w?[w? — w3 ()]? — i2h§ (Plw? — wi(q)]?

]
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_ w0 w?w? = w3 (@] + ihy(Qw[w® — w3 (@)] — ik (Qw[w® — wi(@)] - i*h5(q)[w?* — wi]
2 w?[w? — w(Q]? + hi(@)[w? — wi(g)]?
—w?[w? — w3 (q)] + ihy(@)wl[w? — w3 (q)] — ihy(@)w[w?® — w}(g)] + 2k (q)[w? — wi(q)]
w?[w? — w3 (]? + hi(@[w? — w?(q)]?

_ wp dho(@Qwlw? — wi(q)] — ihy(q)w[w? — wi(q)]
S 2 w?w? — W@ + h3(@)[w? — wi(g)]?
iho(Qwlw? — w3 (q)] — ihy (@) w[w? —wl(q)]]
w?[w? — w3 (P]? + k(@ [w? — w?(q)]?
_ wp [2ihy(@wlw? — w3(g)] — 2ihy(q)w[w? - wi(q)]
20 w?[w? — wi(q)]? + hi(D[w? — wi(@)]?
_2iwwy [ho(q)[w — w3(@)] = ho(q)[w? - wl(q)]]
20 |w?[w? — w2(k)]? + R2(k)[w? — w? (k)]

]

[0? — w3(q)] — [0 — wi(q)] ]

w?[w? — wi(@)]* + h§(@w? — wf(9)]?
wi(q) — w3(q) ]

w?[w? — wi (] + ki (D]w? — wf(q)]?

-

= hg (Q)wwﬁ [

Por lo tanto:
) B ho (@) wwh (i (q) — w3(q))
me (qw) = —r— 2
w?[w? — Wi (@]? + h§(@)[w? — ©f (@)]?

[Eq 5.33]

La funcion de pérdidas de un sistema sera, combinando [Eq 5.9] con [Eq 5.33]:

L) = — Ime(qw) ho(Qwj (wi(q) — w3(q))
’ W w?[w? — W (@] + h§(Dlw? — »f (@)]?

[Eq 5.34]

Para obtener el valor de hy(q) no existe un método matematico genérico. Sin embargo, se sabe
que la funcion de perdidas presenta un extremo en w = 0. La solucion estaria en realizar la
derivada de dicha funcion, e igualar a cero para frecuencia nula. El problema reside en que la
funcidn de perdidas depende de w? lo que hace que las derivadas de orden impar se anulan w =
0y no se pueda despejar hy(q). Por lo que se necesita realizar su segunda derivada. Su célculo
matematico puede observarse en el Anejo |1, realizado paso a paso.

5.4. Factor de estructura dinamico

Como afirma L.D. Landau en su quinto tomo [20], la funcidn de pérdidas se relaciona con la
funcion de estructura dindmica por medio del teorema de fluctuacién-disipacion para un sistema
cuantico:

10(q)(1 - e PM)s(q, w)
h

—Ime (q,0w) = wL(q,w) =

[Eq 5.35]
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Donde @(q) se corresponde con el potencial de Coulomb:

4me?a?

qZ

?(q) =

[Eq 5.36]

La anterior ecuacion también se puede aplicar a un sistema clasico, donde h — 0, quedando la
famosa ecuacion de Vlasov (aplicando las leyes de I’Hopital para resolver el limite):

(1=e b)) gr(l=eP)  pempon
h—0 h - h—-0 ih 1111—1}(1) 1 - ﬁw
dh

Sustiutyendo en [Eq 5.35] y despejando el factor de estructura dindmico:

—Ime~(q, 0) = wL(q, 0) = TwPP(q)S(q, w)

L(q, w)
S(qg,w) =
(@) npP(q)
[Eq 5.37]
Utilizando la ecuacion que conserva las propiedades de un sistema cuantico:
Sw) whq? ho(@)f (w3(q) — w? (q))
PO anzera? (1= e Foh) | w2[w? — wF (@F + B (@lw? — wl (@)
[Eq 5.38]
Multiplicando numerador y denominador por 3 y por B, y reagrupando términos:
St = Bnwhq? ho(@)w} (03(a) — w3 (q))
)= 50r @ — e Pon) | w2[w? — w2 (]2 + (w2 — w2 ()]
[Eq 5.39]
Para el caso de un sistema clasico, la expresion se simplifica ain mas:
Sy o ho(@)w3 (03(@) — w3 (9))
T Tpanea? | ww? — (@) + B(@w? — 0l (@)
[Eq 5.40]
Reagrupando nuevamente:
sy = L ho(@)wF (w3(q) - wi(Q))
,W) =
T30\ w2w? — R (@ + W (@w? — wi(@)]?
[Eq 5.41]
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5.5. Formulas de Cardano

Existe un método para obtener directamente los puntos maximos del factor de estructura
dinamico. Este consiste en obtener las soluciones canonicas del denominador de la funcion
dieléctrica inversa [Eq 5.30]. EI denominador en cuestién es el siguiente:

z[z* — w3 (@)] + iho(P[z* — wi(@)] = 0
[Eq 5.42]

Como se puede observar, la ecuacion resultante es de tercer orden. Para encontrar sus soluciones
exactas se procede con las formulas de Cardano, que aplicadas a la ecuacion anterior generan las
siguientes soluciones (.M. Tkachenko y otros, 2012 [18]):

o = —wX(q) ~ w¥ () — 2P
h
W' = ~X(@) ~ ¥ (q) ~ 22O
s = ~WPK(q) ~ WY (q) — A

[Eq 5.43]

Donde w,, (unshifted) se trata de una solucién cuya parte real sera 0, es decir, se trata de un
maximo para frecuencia nula, mientras que wg, Y 'y, (shifted) van a ser maximos de parte real
simétrica, uno positiva que debe coincidir con el que se puede observar en las representaciones,
y otro negativa. Cada frecuencia obtenida es un nimero complejo, cuya parte real coincide con la
frecuencia de los puntos maximos que se dan en la representacion del factor de estructura
dindmico, mientras que la parte imaginaria esta relacionada con la anchura de dichos picos.

Los parametros de los que dependen se calculan como:

2 J_ <w§(q) ] h§<q)>3 ] <ho(q>w<q)>2

3 9 2

w3(q) W 2h§(q)

Wig) =-——+wil@+—7
3|h w
X(q) = J—‘)(q;i W, 7o)
3|h w
Y(q) = j—"(q;i D _ 70
2mi
w=¢e¢ 3

[Eq 5.44]
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6. RESULTADOS

6.1. Plasma de un componente

Segun Setsuo Ichimaru [8], un plasma es OCP (one-component plasma) cuando el sistema esta
compuesto por particulas con idéntica carga, que interaccionan Unicamente a través del potencial
de Coulomb, y que estan inmersas en un campo uniforme de carga contraria, que asegura la
neutralidad del sistema. A esto se le conoce también como mar de Dirac: los electrones forman
una matriz que impide el movimiento de los mismos por sus relaciones cuanticas, mientras que
los iones al ser mayores, pesan mas sus propiedades térmicas y se mueven con libertad.

Asi pues, partiendo del hecho de que la masa de los electrones es mucho menor que la de los
iones, lo que les confiere una mayor velocidad es posible suponer un sistema formado por una
serie de iones sobre un fondo uniforme de electrones degenerados. La dindmica del sistema vendra
dada por las interacciones entre los iones.

oo

-
-
L
e, . 11:
- - -
-...:.. .
-

'
re, ¢

[
L]
L]
b
.t

Two-component plasma
(electron and ions)

OoCP

Figura 15: Diferencia entre plasma de un componente y de dos componentes.

La diferencia entre un OCP tratado de forma clasica o cuantica, Unicamente va a cambiar la
definicion de los momentos. Por lo tanto, se van a tratar ambos casos de forma independiente. El
estudio de un OCP es interesante desde un punto de vista meramente académico, por su mayor
simplicidad.

6.1.1. OCP cuantico

Como ya se ha explicado anteriormente, en un sistema cuantico los efectos de interaccién entre
las particulas tienen una gran importancia, igual o mayor que la de los efectos térmicos,
provocados por el movimiento de dichas particulas.

El momento C, (k) se define como:

+ 00

Co(k) = %f L(k,w)dw =1 —€"1(k,0)

[6.1]

Dicho momento se obtiene estrictamente mediante las relaciones de Kramers Krénig, en [Eq
5.17], para el caso en que la frecuencia sea 0:

o Ime (k'
( )d

1 [t
- w =1+ —J (—L(k,w"))dw' =1 - C,
w TJ)_ o

1
€ r(k,0) =1 +—f
T

— 00

[Eq 6.2]
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Es posible despejar:
Co(k) =1-€"1(k,0)
[Eq 6.3]
Donde e~1(k, 0) se puede reconstruir a partir de sus asintotas (Yu. V. Arkhipov y otros (2016)
[21]):

k3
ek - 00)=1 +F
4

kq
€k > o0,0)=1+—

k4-
[Eq 6.4]
Uniéndolas para crear la funcion:
1
E(k, 0) =1+ W
P
[Eq 6.5]
2
Donde k3 = 4mne?B, y ki = 16”:27"3 . Sustituyendo por sus definiciones en [Eq 6.5] y
reordenando:
(k0) =1+ 1 14 kjkg _ kZkg + k*k3 + ki kg
’ k%  k* k2kg + k*k3 k2kg + k*kj
K2 kR
D "q
[Eq 6.6]
Combinando [Eq 6.6] con [Eq 6.3]:
Cy=1—e1(k0) = k2kg + k*kp + kfkg — k*kg — k*k3 _ kjkg
k2kg + k*kj + kikg k2kg + k*kj + ki kg
[Eq 6.7]
Sustituyendo k por el parametro adimensional g=ka en [Eq 6.7]:
akikk
Co(q) = 2g4 )k 4 zkg 61,24
q?a*kg + q*a’kp + a®kpkg
[Eq 6.8]
Y dado que:
3
2,2 2 2 - pL2 —
kpa“ = 4me-p (4na3) a® = aﬁe 3r
4 4 lomme?/ 3 . 12a*me* 12a*
kg™ = h? (4na3> TG he T adag = 12
[Eq 6.9]
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Sustituyendo [Eq 6.9] en [Eq 6.8]:

Co () = 3 * 127
oM = 02121 + q43T + 3T * 127
[Eq 6.10]
El segundo momento C, (k) coincide con la f-sum rule (1.M. Tkachenko y otros, 2012 [18]):
1 [+ 3(Ze)?
Cz(k) = Eﬁm a)zL(k,(u)d(u = (4)5 = W
[Eq 6.11]
Y el cuarto momento C, (k) (.M. Tkachenko y otros, 2012 [18]):
1 [+
C.(k) = —f w*L(k, w)dw = wy[1+ W (k)]
s —0o
[Eq 6.12]
Donde:
W(k) = K(k) + U(k)
[Eq 6.13]

La primera contribucidn se corresponde la contribucidn cinética del sistema, que incluye ademas
los efectos cuanticos de degeneracion del sistema, debido a la dispersion que se produce (J. Ortner
y otros, 2001 [22]):

COK (YL

2
wp 2m

K(k) = —
14

[Eq 6.14]

El primer término se trata del término cinético anteriormente mencionado, donde (v?2) es el
promedio de la velocidad de los electrones al cuadrado, que se puede expresar mediante la integral
de Fermi de la siguiente forma:

(vé) = —:z ;3/92_(;? /)2
[Eq 6.15]
Donde F, es la integral de Fermi de orden v:
+ 00 xv
R, e
[Eq 6.16]

Y n=pu es el potencial quimico adimensional del sistema electronico. Dicho término
adimensional, necesario para obtener el valor de la integral de Fermi de orden 3/2 se puede obtener
matematicamente a partir de la condicion de normalizacién de la distribucion de Fermi-Dirac:

2
F1/2(77) = §D3/2

[Eq 6.17]
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Donde D se corresponde con la inversa del parametro de degeneracion de Fermi:

D - 0_1 - EFﬁ
[Eq 6.18]
Para dejar la expresion K (k) en funcion de el pardmetro adimensional g=Ka:
3F3/2(TI) 2 F3/2(77) 2
cy o MBDTET mN® gt BDIET hy gt
@ ="+ (gm) =T+ (o) 3
mas ¢ mas ¢ a m ¢
F
ma (1)2 maq* _ F3p() q° (i)z mq*
Dg Be2 ' \2m/) 3e2a  D3/2T 2m/) 3e?rsag
_Fapp(m) ¢ (i)z mq* _ Fspm)q? (L)Z m?q* _
D3/2r 2m/ 4.2 h? D3/2r 2m/) 3rs
ecrs W

_Fpmae* gt

D3/2r 12rs

[Eq 6.19]

El término U (k) se trata de la contribucion debido a la interaccién entre electrones, en un sistema
Coulombiano, donde g=ka, p=k’a (I.M. Tkachenko y otros, 2012 [18]):

+00 1 rt®
U0 = gz | KIS ~ POk = - [ 92 156) ~ Uf s
[Eq 6.20]
5 p* [P’ q+p
100~z + (o2t ap ol
[Eq 6.21]

El factor de estructura S(p) que hay dentro de la integral no es facil calcularlo, ya que se obtiene
mediante un algoritmo matematico, que requiere bastante tiempo de computacién y, ademas, la
solucion depende de las condiciones y del sistema estudiado, por lo tanto, su rango de validez no
se puede aplicar a cualquier sistema. En 1998, Chabrier y Potekhin [23] obtuvieron una
aproximacién a dicha ecuacion basandose en la ecuacién de estado, cuyo resultado fue:

U(q) = ] I S
V=" A 14T
[Eq 6.22]
Donde:
A =-09052, A, =06322, Aj=-L- %
2
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Por lo tanto, las frecuencias caracteristicas del sistema seran (independientes de la frecuencia)
[Eq 5.25]:

G ¢ q*
w%(Q)—C @ )—wé[l T Trs]
w3@) = 2D _ 21 4 k() + U ()]

C(q)
[Eq 6.23]

Para utilizar una ecuacion que solo dependa de pardmetros adimensionales, se realiza el siguiente
cambio de variable, para que las frecuencias sean adimensionales:

o wi(q) _ w3 (@)
W_w_p ()— wp sz(Q)—w—g
[Eq 6.24]
Sustituyendo en el factor de estructura dinamico de [Eq 5.39] queda:
Bn(ww, )hq? ho(Qwp (w ( 5(@) — WZ(Q))
S(gw) = 6002 12 21 12 2 =
3l (1 — e Plvept) | wpw?[w? —wi (@) + i (@wplw? —wi (@)
Bn(waw,)hq? ho(a) (W3 (@) - w2 (@) B
B 3nrl’ (1 — e_ﬁ(w“’p)h) (UpWZ[W — W, (Q)]Z + hZ(Q)[WZ — W (Q)] B
Bnwhq? ho(q) (WE (@) — w2 (@)

3l (1— e Prert) | w2lw? — wi (@12 + h3 () w? — wi(@)]?

[Eq 6.25]
6.1.2. OCP Clasico

Como explica Yu. V. Arkhipov y otros [24], en un OCP plasma clasico, los efectos térmicos son
mayores que las fuerzas debidas a la interaccion entre las particulas. Por lo tanto, estas ultimas se
pueden despreciar. De esta forma, las definiciones de algunos momentos van a verse
simplificadas.

En primer lugar, el momento C,(k), se define igual que antes como en [Eq 6.1]:

Co(k) = %j+mL(k,w)dw =1—-€e"1(k,0)

Con la diferencia de que la funcion dieléctrica estatica se simplifica a su versién mas clasica:
kZ
ek,0)=1+— 2

[Eq 6.26]
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De esta forma:

1 kb
C0:1—E (k,O):m
[Eq 6.27]
Sustituyendo k por el pardmetro adimensional g=Kka:
c _ a’kj
O(q) - qz + azklz)
[Eq 6.28]
Donde, aplicando las simplificaciones de [Eq 6.9]:
Co(q) = 3r
oM = a3y
[Eq 6.29]
El segundo momento C, (k) coincide con la f-sum rule, al igual que en [Eq 6.11]:
1+ 3(Ze)?
Cy(k) = —j w?L(k, w)dw = wj = (—ez)
TJ)_o ma

Y el cuarto momento C, (k) también coincide con el de la aproximacion clasica [Eq 6.12]:
1t
C.(k) = ;f w*L(k, w)dw = wy[1+ W (k)]

La primera contribucion se simplifica Gnicamente a la contribucion cinética del sistema:

(v2) k?
wp

K(k) =

[Eq 6.30]

Donde (v?2) se puede expresar mediante su version mas clasica, es decir, no contempla los efectos
de acoplamiento:

Wi =
Ve') = mﬁ
[Eq 6.31]
Para dejar la expresion K (k) en funcién de el parametro adimensional g=ka:
3 2
V=32 T2~ T
3 a
ma
[Eq 6.32]

El término U (k) correspone al mismo que en [Eq 6.22].

4g%2 3[ A A
_ rs 1 n 3
45T A, +I 14T

Ulq) =
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Por lo tanto, las frecuencias caracteristicas para un OCP clasico:

C 2
@) = 2B = i1+
C
03@) = 52 = w311+ K@) + U(@))

[Eq 6.33]

El factor de estructura dinamico utilizado debe ser la version cléasica [Eq 5.41], donde se realiza
el cambio de variable de [Eq 6.24], quedando:

6.1.3 Resultados OCP

Zn

ho(@w§ (W2 (q) — wi(@))

S(q w) = -

3nl'\ w

6
pW

q*n

2[w? —wi (@)])? + h§(@Qwpw? — wi(q)]?

ho(a) (W2 (9) — wi(@))

" 3w, | wpw2w? — wi (@) + h3 (@) w? — w ()2

[Eq 6.34]

Las ecuaciones anteriormente derivadas son introducidas en el programa de tratamiento numerico
Mathematica. Este permite ejecutar todas las expresiones, dadas unas condiciones iniciales, y
obtener un factor de estructura dinamico para esas condiciones prefijadas. Puede verse un ejemplo
de programacion en el Anejo Il1.

S{g,wiSmax

10F

0.8

0.4

0.2

0.0

LI

o Molecular Dynamics

— Aproximacion clasica

)
o 0°

0.6

0.8

1.0
wfwp

Figura 16: Factor de estructura dinamico normalizado para un OCP clasico con '=0.993 y ¢=0.6187. Los
resultados de dindmica molecular se han obtenido de A. Wierling y otros, 2002 [25], mientras que la aproximacion
clasica con las expresiones en el apartado 6.1.1 del presente trabajo.
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0.6/
# Molecular Dynamics
0.4

S(g,wifSmax

— Aproximacion clasica

0.2

0.0k

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
w/wp

Figura 17: Factor de estructura dinamico normalizado para un OCP clasico con I'=2 y q=0.6015. Los resultados de
dindmica molecular se han obtenido de A. Wierling y otros, 2002 [25], mientras que la aproximacion clasica con las
expresiones en el apartado 6.1.1 del presente trabajo.

0.8l

06}

» Molecular Dynamics

S(g,wisSmax

04r R
I — Aproximacidn clasica

0.0

06 08 10 12 W
w/wp

Figura 18: Factor de estructura dindmico normalizado para un OCP cldsico con I'=4 y q=0.6945. Los resultados de
dinamica molecular se han obtenido de A. Wierling y otros, 2002 [25], mientras que la aproximacion clasica con las
expresiones en el apartado 6.1.1 del presente trabajo.
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1.0F

0.8

» Maolecular Dynamics

S(gwhSmax

— Aproximacion clasica

0.2

00 02 04 06 08 10 12 14

w/wp

Figura 19: Factor de estructura dindmico normalizado para un OCP cldsico con I'=8 y q=1.389. Los resultados de
dinamica molecular se han obtenido de A. Wierling y otros, 2002 [25], mientras que la aproximacion clasica con las
expresiones en el apartado 6.1.1 del presente trabajo.

-------- Molecular Dynamics g=0.91
4w Molecular Dynamics g=1.81

-------- Molecular Dynamics g=2.71

S{g,w)Smax

— Aproximacidn clasica g=0.91
— Aproximacidn clasica g=1.81

— Aproximacidn clasica g=2.71

0.0 0.5 1.0 1.5 20
wiwp

Figura 20: Factor de estructura dinamico normalizado para un OCP clasico con I'=20. Los resultados de dindmica
molecular se han obtenido de J.P Hansen y I.R. McDonald, 1975 [26], mientras que la aproximacion clasica con las
expresiones en el apartado 6.1.1 del presente trabajo.
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-------- Malecular Dynamics g=0.91
-------- Maolecular Dynamics g=1.81
-------- Malecular Dynamics g=2.71

— Aproximacidn clasica g=0.91

— Aproximacidn clasica g=1.81

— Aproximacidn clasica g=2.71

0.0 05 10 15 20
wlwp

Figura 21: Factor de estructura dinamico normalizado para un OCP cldsico con I'=50. Los resultados de dindmica
molecular se han obtenido de J.P Hansen y I.R. McDonald, 1975 [26], mientras que la aproximacion clasica con las
expresiones en el apartado 6.1.1 del presente trabajo.

-------- Molecular Dynamics g=0.91
-------- Molecular Dynamics g=1.81
-------- Molecular Dynamics g=2.71
— Aproximacidn clasica g=0.91
— Aproximacidn clasica g=1.81

— Aproximacidn clasica g=2.71

Figura 22: Factor de estructura dindmico normalizado para un OCP cldsico con I'=100. Los resultados de dindmica
molecular se han obtenido de J.P Hansen y I.R. McDonald, 1975 [26], mientras que la aproximacidn clasica con las
expresiones en el apartado 6.1.1 del presente trabajo.
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-------- Molecular Dynamics g=0.91
A e Molecular Dynamics g=1.81

-------- Molecular Dynamics g=2.71

S(q,wh/Smax

— Aproximacion clasica g=0.91
— Aproximacion clasica g=1.81

— Aproximacion clasica g=2.71

Figura 23: Factor de estructura dindmico normalizado para un OCP cldsico con I'=150. Los resultados de dindmica
molecular se han obtenido de J.P Hansen y I.R. McDonald, 1975 [26], mientras que la aproximacidn clésica con las
expresiones en el apartado 6.1.1 del presente trabajo.

Comparando las Figuras 16, 17 y 18 se puede observar como el modelo para un OCP con
aproximacién clasica se ajusta perfectamente. En Figura 19, el modelo presenta un pico
ligeramente desviado a la derecha. Esto se debe a que el valor de g ha aumentado bastante.

Posteriormente, en las Figuras 20, 21, 22 y 23, se puede apreciar como un aumento de g hace que
el modelo falle nuevamente. Esto se debe a que valores de q por encima de la unidad se
corresponden con distancias entre electrones menores menores 0 muy cercanas a a (radio de
Wigner-Seitz), lo cual no tiene sentido fisico. Debido a ello, podria ser que las simulaciones de
dindmica molecular tampoco sean correctas.

Otro factor determinante puede ser que la definicion para U(q) utilizada no funcione bien para g
grande, debido a que se trata de una interpolacién. Seria necesario mejorar dicha interpolacion o
un modelo mas sofisticado que permita estimar U(q) de forma mas precisa.

Al margen de esto, se puede ver como el modelo para un OCP con aproximacion clésica se ajusta
con buena precision a los resultados de dinamica molecular, para valores de g<1, en un amplio
rango de I'.

Ademas, se ha comprobado el funcionamiento de la parte real de las soluciones de Cardano,
obteniéndose los siguientes resultados.
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Tabla 1: Comparacion de la parte real de las soluciones de Cardano para un OCP.

Caso DSF Cardano

r q Clasico Clasico
0,993 0,6187 1,136 1,139
2 0,6015 1,072 1,072

4 0,6945 1,054 1,054

8 1,389 1,118 1,123
50 0,91 1,057 1,059
50 1,81 1,090 1,096
50 2,71 1,162 1,187

Como se puede observar en la Tabla 1, se ha analizado el funcionamiento de las soluciones
analiticas de Cardano para el calculo de la frecuencia a la que se da el maximo DSF para las
condiciones de las Figuras 16, 17, 18, 19, 23, 24 y 25. Se puede observar como se obtienen unos
resultados bastante precisos para el sistema OCP.

1[]——

08l

----- Kwong and Bonitz

S(g.wiSmax

04l o
I — Aproximacidn cuantica

02f

00— .

0.0 0.5

Figura 24: Factor de estructura dindmico normalizado para un OCP cuéntico con 6=0.69, rs=4y q=0.6. Los
resultados tedricos se han obtenido de N.H. Kwong y M. Bonitz, 2000 [27], mientras que la aproximacion cuéntica
con las expresiones en el apartado 6.1.2 del presente trabajo.
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Figura 25: Factor de estructura dinamico normalizado para un OCP cuantico con §=0.69, rs=4y q=1.2. Los
resultados tedricos se han obtenido de N.H. Kwong y M. Bonitz, 2000 [27], mientras que la aproximacion cuéntica
con las expresiones en el apartado 6.1.2 del presente trabajo.

A pesar de la escasez de resultados con los que compara el modelo para OCP con aproximacion
cuantica (Figura 24 y 25), los resultados son excelentes, puesto que los maximos en el factor de
estructura estatico coinciden, y los tramos de pendiente positiva y negativa son muy cercanos a
los datos a comparar.

Por Gltimo, se ha comparado la precision de las ecuaciones de Cardano sobre el denominador de
la funcion dieléctrica inversa para la obtencion de la frecuencia a la que se produce el maximo
factor de estructura dinamico, obteniéndose:

6.2 Plasma de dos componentes

Como afirma I.M. Tkachenko y otros, 2012 [18], para que el modelo se ajuste mas a un plasma
real, se debe tener en cuenta el efecto de interaccion entre protones y electrones, suponiendo un
plasma donde la densidad electronica y de iones sea la misma. De esta forma el sistema pasa a
considerarse formado por dos componentes, 0 “Two-Component Plasma” (TCP). A partir de este
modelo se pueden estudiar el factor de estructura dindmico carga-carga, el factor de estructura
estatico parcial de cada especie, las funciones de distribucién radial, etc. Se trata del sistema mas
interesante desde el punto de vista cientifico por su similitud a las condiciones en que se da la
fusion inercial. Por ello, hay una mayor cantidad de modelos para comparar.

A la hora de calcular los momentos hay unas pequefias modificaciones, puesto que se deben tener
la presencia tanto de electrones como de protones (hay una gran diferencia de masa), ademas de
tener en cuenta las interacciones entre ellos.
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6.2.1. TCP cuantico

Para el calculo del momento C, se procede de idéntica forma a el caso OCP cuéntico, [Eq 6.8],
pero se deben tener en cuenta las masas de ambas particulas:

a®kjkg

q?a*ky + q*a’k} + abkBkg

Co(CI) =1- E_l(CI» 0) =

16me?
h2

Donde ahora kj = 4me?B(n, + Zn;),y kg = (nem, + Z?n;m;).

El momento C, es el mismo que para OCP puesto que se trata de la f-sum rule nuevamente [Eq
6.11] :

Cy(k) = 1f-moa)zL(k w)dw = w?
2 T)_ ’ D

Y el cuarto momento C, (k) al igual que en [Eq 6.12]:

Ca(k) = % f_ L w)dw = w1+ W]

Donde:
Wk)=K(k)+U(k)+H
[Eq 6.35]

Los 2 primeros términos se calculan de forma idéntica a OCP cuantico [Eq 6.19] y [Eq 6.22] :
K@) = FspMq® q*
1 D3/2r 127s

49* 3[ A A3]

- r +
45T A, +I 14T

Ulq) =

El nuevo término H se corresponde con la interaccion idn-electron del sistema:
ZrNT

\/3zr + 4r, + 431 + 2)r

H—lh 0) = j+m 2Sei(p)d _¢
[Eq 6.36]

Por lo tanto, las frecuencias caracteristicas del sistema seran:
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2 4

W@ = 2D =z +

q q
@ *
)

a’k}  a*kg

]

Co
c
w3(q) = ngg)

= wp[1+K(q) +U(q) + H]

[Eq 6.37]

La expresion para el factor de estructura dindmico va a ser la misma que en el OCP cuéntico [Eq
6.25]:

Bnwhg? ho(a) (W2 (a) — wi(@))
3nr(1 — e Pvert)\ w2[w? — w3 (@)]2 + h§ (@) [w? — wi(@)]?

S(q,w) =

6.2.2 TCP cléasico

Este tipo de sistemas es el de mayor importancia, debido a su mayor similitud con las condiciones
reales, puesto que las condiciones dadas en la fusion nuclear son las mas parecidas.

Para el célculo del momento C, se procede de idéntica forma a el caso OCP clasico [Eq 6.28],
pero se deben tener en cuenta las masas de ambas particulas:

Co(k) =1 — e (k,0) = a*ki
oA € " g% 4 a?kR

El momento C, es el mismo que para OCP puesto que se trata de la f-sum rule nuevamente [Eq
6.11]:

C,(k) = 1f-woouzL(k w)dw = w?
2 - ) »

Y el cuarto momento C, (k) también es el mismo [Eq 6.12]:

Cy(k) = %fﬂow“'L(k, w)dw = wi[1+ W (k)]

Donde:
Wk)=K(k)+U(k)+H

Los 2 primeros términos se calculan de forma idéntica a OCP clésico [Eq 6.32] y [Eq 6.22]:

2

q
K(q) = =
(@ T
4q? 3[ A, A,
U = — r2
@ ==257 A2+r+1+r
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El nuevo término H se trata nuevamente [Eq 6.36]:

4 ZrAT
H= 2

3
Jszr +4r, +4T\3(1 + 2D)ry

Por lo tanto, las frecuencias caracteristicas del sistema seran:

5 C(q) q°
1
wl(q) C()(q) p[ + Zkz]
Ci(q)
W3(@) = 7 3= wp[1+K(@) + U(q) +H]
C2(q)
[Eq 6.38]
La expresién para el factor de estructura dinamico va a ser la misma que en el OCP cléasico:
¢’n ho(a) (WF(q) — w2 (@)

S(q,w) =

3wy \ wpw?w? — wZ (@I + B3 (@) W2 — Wi (@)

6.2.3 Resultados TCP

Para este caso de sistemas TCP se van a comparar en la misma grafica la aproximacion clasica y
cuantica, debido a la ausencia de resultados meramente cuanticos. De esta forma, se podra ver
gue aproximacién funciona mejor.

e Molecular dynamics
————— Mermin

— DLFC

S(g,wiSmax

— Aproximacién cuéntica

— Aproximacidn cldsica

Figura 26: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=0.5, rs=8 y q=0.438. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de G. Zwicknagel y Th. Pschiwul [28].
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Figura 27: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=0.5, rs=0.5 y ¢=0.438. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de G. Zwicknagel y Th. Pschiwul [28].
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Figura 28: Factor de estructura dinamico normalizado para un TCP con I'=0.5, rs=0.124 y g=0.438. La
aproximacion clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente
trabajo. Los otros modelos a comparar se han obtenido de G. Zwicknagel y Th. Pschiwul [28].
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Figura 29: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=1, rs=4 y q=0.619. La aproximacién
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros

modelos a comparar se han obtenido de G. Zwicknagel y Th. Pschiwul [28].
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Figura 30: Factor de estructura dinamico normalizado para un TCP con I'=1, rs=1 y q=0.619. La aproximacion

clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros

modelos a comparar se han obtenido de G. Zwicknagel y Th. Pschiwul [28].
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Figura 31: Factor de estructura dinamico normalizado para un TCP con I'=2, rs=2 y q=0.875. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de G. Zwicknagel y Th. Pschiwul [28].
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Figura 32: Factor de estructura dinamico normalizado para un TCP con I'=0.4, rs=0.5 y q=0.78. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 33: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=0.4, rs=0.5 y ¢q=1.102. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuéntica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 34: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=0.4, rs=0.5 y g=1.35. La aproximacion

clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 35: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=0.4, rs=0.5 y ¢=1.559. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 36: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=2, rs=1y g=0.78. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 37: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=2, rs=1 y q=1.102. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 38 Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=2, rs=1 y q=1.35. La aproximacién
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 39: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=2, rs=1 y q=1.559. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuéntica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 40: Factor de estructura dindamico normalizado para un TCP con I'=0.5, rs=1y q=0.78. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 41: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=0.5, rs=1 y q=1.102. La aproximacién
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 42: Factor de estructura dindamico normalizado para un TCP con I'=0.5, rs=1y q=1.35. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1 y la cuantica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].
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Figura 43: Factor de estructura dindmico normalizado para un TCP con I'=0.5, rs=1 y q=1.559. La aproximacion
clasica se ha realizado a partir del apartado 6.2.1y la cuéntica del apartado 6.2.2 del presente trabajo. Los otros
modelos a comparar se han obtenido de J.P. Hansen y I.R. McDonald [29].

Al observar las comparaciones realizadas con los resultados de G. Zwicknagel y Th. Pschiwul
[28] (Figuras 26, 27, 28, 29, 30y 31) se puede llegar a la conclusion de que el modelo desarrollado
funciona y obtiene mejores resultados que RPA o RPA con DLFC. Unicamente es mejorado por
el modelo de Mermin, que para estas condiciones de 7"y rs funciona perfectamente, puesto que
la frecuencia de colisiones de la que depende ha sido desarrollada a partir de un modelo dindmico
de elevada complejidad, para que funcione perfectamente en estas condiciones tan concretas.

Debido a que un valor de 7" bajo corresponde a un sistema donde la contribucion cinética es mas
importante que los efectos cuanticos, la aproximacién clasica del modelo desarrollado en este
trabajo funciona mejor. Sin embargo, la diferencia con la aproximacién cuantica es muy pequefia
en la mayoria de los casos.

Al igual que ocurria en OCP, un aumento de g por encima de la unidad genera que, tanto el modelo
clasico como cuéntico presenten el punto maximo desplazado a la derecha (observar Figura 29).
La justificacion vendria a ser la misma que para OCP, se trata de una condicién que no tiene
sentido fisico, y la funcion de interpolacion U(q) provoca ciertos fallos.

Posteriormente se ha comparado el modelo propio con los resultados de J.P. Hansen y L.R.
McDonald [29] (Figuras 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42 y 43), para observar como afecta
las variaciones en los pardmetros 7', s y q de forma més individual. El modelo de Hansen se basa
en una serie de funciones de memoria numéricas para obtener la funcion dieléctrica inversa.

A primera vista, ocurre al igual que en las comparaciones con G.Zwicknagel y Th. Pschiwul, que
para estas condiciones funciona mejor la aproximacion clésica.

Respecto a las variaciones en I"y rs, ambas aproximaciones responden adecuadamente, por lo que
el modelo desarrollado en este trabajo es capaz de trabajar bajo diferentes valores de 7" y rs de
forma fiable.
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En cuanto a diversos valores de g, ocurre lo mismo que en otras representaciones. Para valores de
g>1, el modelo presenta problemas y deja de coincidir con los resultados de dinamica molecular.

Por ultimo, se ha comparado la precision de las ecuaciones de Cardano sobre el denominador de
la funcion dieléctrica inversa para la obtencidn de la frecuencia a la que se produce el maximo
factor de estructura dinamico, obteniéndose:

Tabla 2: Comparacién de la parte real de las soluciones de Cardano para TCP.

Caso DSF Cardano

r rs q Clasico Cuantico Clasico Cuantico
0,5 8 0,438 1.173 1.185 1.292 1.293
0,5 0,5 0,438 1,151 1,174 1,166 1,191
0,5 0,124 0,438 1,131 1,225 1,139 1,270
0,5 4 0,619 1,189 1,207 1,270 1,272

1 1 0,619 1,170 1,194 1,195 1,218

2 2 0,875 1,188 1,217 1,235 1,255

Como se puede observar, se trata de las condiciones para las Figuras 26, 27, 28, 29, 30 y 31. Si
se observan dichas gréaficas se puede concluir que aquellas en las que la representacion tiene una
mayor amplitud genera mayor error en las soluciones de Cardano. Esto se debe a que, como se ha
explicado antes, las soluciones de Cardano tienen una parte real y una imaginaria. La parte
imaginaria es proporcional a la amplitud de la funcion DSF. Si esta parte imaginaria es cercana
al orden de la parte real, las soluciones de Cardano se vuelven mas imprecisas. Por ello, aquellas
Figuras (como la 27 y 28) que tienen un pico maximo bien definido se pueden calcular de forma
mas precisa con Cardano. Esto se da siempre que rs < 1, y q no sea grande.

Por lo tanto, las soluciones de Cardano pueden ser Utiles para una primera estimacion de la
frecuencia que general el maximo DSF, siempre que rs y g sean pequefios, de modo que la
amplitud de la funcion DSF sea pequefia.
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7. CONCLUSIONES

A lo largo de este proyecto se ha desarrollado un modelo matematico aplicable para la estimacion
de la funcién dieléctrica inversa. Posteriormente, se ha obtenido el factor de estructura dinamico,
diferenciando para un sistema meramente clésico, y otro en el que los efectos cuanticos son
importantes, y deben tenerse en cuenta.

Dicho modelo se caracteriza por su sencillez (en comparacién con los modelos anteriores al
mismo: RPA, Mermin, DLFC, etc.) ya que su base es matematica, ademas del hecho de que
cumpla con todas las sum rules, lo que garantiza su convergencia para todos los casos.

Para comprobar la validez de este nuevo modelo, se ha comparado con resultados de dinamica
molecular y con otros modelos, obtenidos de diversos articulos cientificos. En primer lugar, se ha
tratado de aplicar en un sistema de un componente clasico, probando un amplio rango de valores
para el parametro de acoplamiento 7. El punto fuerte que ha mostrado el modelo ha sido su
versatilidad respecto a este parametro, mientras que la debilidad ha sido aumentar g por encima
de 1. Esto puede deberse a la definicion utilizada para U(q) deje de funcionar correctamente,
puesto que se debe a una interpolacion. Otro posible motivo es la definicion de w; (q) utilizada,
la cual se basa en el comportamiento de las asintotas de £71(g,0). Un mejor ajuste de estas
funciones podria llevar a mejores resultados para ¢ grandes.

En cuanto a las comparaciones con sistemas de un componente cuantico, debido a la escasez de
modelos y resultados con los que comparar no se puede saber si el modelo se aplicara bien en un
amplio rango de condiciones, sin embargo, para los casos existentes se ajusta perfectamente.

En segundo lugar, se han realizado simulaciones para sistemas de dos componentes. En ellos se
ha comparado simultdneamente la aproximacion clasica y cuantica. Por lo general, ambas
consideraciones se han ajustado bien a los datos, sin embargo, debido a la naturaleza de los
sistemas que se modelizaban, la aproximacion clasica parece obtener mejores ajustes, tanto en su
maximo factor de estructura, como en el tramo de pendiente positiva y negativa.

Tras comparar detenidamente los resultados obtenidos, la conclusién es similar a la de sistemas
de un componente: el modelo funciona perfectamente bajo diferentes valores de Iy rs,
presentando ciertos problemas para valores de g>1, en otras palabras, a las distancias entre
particulas menores que su radio de Wigner-Seitz.

Por altimo, se ha comprobado como las soluciones de Cardano pueden ser una buena forma de
realizar una primera estimacion de la frecuencia a la que se da el maximo DSF, siempre que la
amplitud de la funcion sea pequefia, es decir, cuando el modo colectivo este bien definido.

En resumen, se ha obtenido un modelo muy versatil, puesto que funciona bien bajo diferentes
sistemas (un componente o dos componentes) y bajo diversas aproximaciones (clasico o
cuantico), que proporciona buenos resultados para un amplio rango de temperaturas y densidades.
Su gran sencillez hace que sea ejecutable en un ordenador sin gran capacidad computacional, y
obtener los resultados en unos segundos, mientras otros modelos requieren de largos tiempos de
computacion.
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8. POSIBLES MEJORAS

En este apartado se van a debatir las posibles mejoras que podrian introducirse al modelo
anteriormente desarrollado.

Como ya se ha explicado durante las conclusiones, el punto débil del modelo se encuentra en la
definicion de w;(q) y de U(q), puesto que presentan ciertos problemas para valores de q>1,
desembocando a que el modelo se ajuste a los datos de dindmica molecular sélo cualitativamente
y no cuantitativamente. La solucion a este problema puede estar en la investigacion de las
propiedades estéticas, puesto que U(q) depende directamente del factor de estructura estatico.
Actualmente se utilizan funciones de interpolacion para obtener esa expresion, pero con una
funcién de base fisica se podrian obtener mejores resultados. De esta forma, una mejor
aproximacion reducira el error final.

Otro enfoque distinto puede ser utilizar diferentes potenciales de interaccién entre particulas.
Durante este trabajo siempre se ha utilizado el potencial de Coulomb debido a su mayor sencillez,
sin embargo, este presenta ciertas limitaciones. Entre otros, se podria simular el potencial de
Deutcsh, o el de Yukawa para comparar sus resultados.

Como ultima propuesta, se podria realizar una reconstruccion fisica mas precisa del pardmetro de
Nevanlinna de la [Eq 5.31].
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9. ANEJOS

9.1 Anejo I: Calculo de los polinomios Dn y En

Para obtener los polinomios de la [Eq 5.24] se deben utilizar las [Eq 5.5] y [Eq 5.6], partiendo de

El polinomio D1 solo puede ser x para que se cumpla:

f Do(x; @)Dy (x; )L(qy ¥)d(x) = 0

[Eq9.1]

Sustituyendo los polinomios se obtiene efectivamente:

+00
f 1xL(g,x)d(x) = C; = 0

[Eq9.2]

Para la construccion de D partiendo de un polinomio genérico D, (x; q) = x? + ax + b,:

+00
| powaps )i nde =0

[Eq 9.3]

Que al sustituir por sus valores:

f+oo 1(x% + ax + b)L(q, x)d(x)

+ 00

=f oosz(q,x)d(x)+f ax L(q,x)d(x)+f OOb L(q,x)d(x)

— 00

c, ,
=C2+aC1+bC0=0—>b=—c_=_w1(Q)
0

[Eq 9.4]
Procediendo de forma idéntica:
+00
| @ oLendw =0
[Eq 9.5]

f+oox(x2 + ax + b)L(q, x)d(x)

+00

ax? L(gq,x)d(x) + f+°obx L(q,x)d(x)

=C3+a62+b61=0_)a=0

= f_:ox3L(q,x)d(x) +_[

— 0o

[Eq 9.6]
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Combinando [Eq 9.4] y [Eq 9.6] obtenemos D, como:

D,(x;q) = x* — wi(q)
[Eq 9.7]

De la misma forma, para Ds se parte del polinomio genérico D;(x) = x3 + cx? + hx + g,:

f Do(x; )Ds(x; )L (g, ¥)d(6) = 0

[Eq 9.8]

+o0
f 1(x3 + cx? + hx + g)L(q, x)d(x)

= j+mx3L(q,x)d(x) + j+oocx2 L(q,x)d(x) + f+oohx L(q,x)d(x)
+f Oog L(g,x)d(x) =C3+cC,+hC;+gCy=0->g = —Ccﬁ = —cw?(q)
—oo 0
[Eq9.9]
| oot nde =0
[Eq 9.10]

+o0
f x(x3 + cx? + hx + g)L(q, x)d(x)

+ 00

= j+mx4L(q,x)d(x) +f cx3 L(g,x)d(x) + f+oohx2 L(q,x)d(x)

— 0o

+0oo C
+f gx L(g,x)d(x) =C, +cC3+hCy,+gC; =0—->h = —C—4 = —w3(q)
—0o0 2

[Eq 9.11]
| pawaps i@ ndw =0
[Eq9.12]
fﬁLoo(x2 —wH)(x3 + cx? + hx + g)L(q, x)d(x) =
= f+oox5L(q, x)d(x) + fﬁLoocx4 L(g,x)d(x) + +c>ohx3 L(g,x)d(x) +

+ oo

+j Oogx2 L(g,x)d(x) +f —w?x3L(q,x)d(x) +j oO—oo%cx2 L(g,x)d(x) +

— 00
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+oo

+f Oo—a)%hx L(q,x)d(x) +f —w?g L(q,x)d(x)

— 00

= Cs + cCy + hC3 — w?C3 + gCy — wicCy—wihCi—wigC,

) - cC, . Gy Cy\°
= CC4 + gCZ - (1)1CC2+0)1C(1)1C0 = CC4_ - _Cz __Cz + C<_) CZ
Co Co Co
cC? cC? cC? CoC, — C?
=CC4—2—2+—2=CC4——2=CM=0—>C=0
Co G Co Co
[Eq 9.13]

Puesto que C,C, — CZ # 0, es la condicion de Hamburger para que el problema de momentos
tenga solucion (I.M. Tkachenko y otros, 1996 [17]).

C, 0 G,
det[o Cz OIZCZ(C0C4_C22)>O

c, 0 C,
[Eq 9.14]
Por lo tanto, combinando [Eq 9.9], [Eq 9.11] y [Eq 9.13]:
Ds(x;q) = x* — xw3(q)
[Eq 9.15]
Los polinomios conjugados vienen determinados como [Eq 5.6]:
" Di(w; q) — Dj(x; q)
Bao=| 2 L (g w)do
o w—Xx
Por lo tanto:
+00 1 _
[Eq 9.16]
+oo ) +00
B0 = 2i@edo=| Lewdo=6
[Eq 9.17]
+c0 , 2 _ 2 A2 + 2 +0oo —_ +
Rg= | SO0, g = [ OO0, a0

+ 00

= j+m(w + x)L(q, w)dw =j w L(q, w)dw + f+oox L(q, w)dw

— 00

= C1 + xCO = xCO
[Eq 9.18]
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+ oo 3_ 2 _ 3+ 2
&m@=f 0~ w3(@) 727+ x05@)) o wde

w—X

[ @@ g,

w—X

—00

(" (0 =) (0® + wx +x?) — (0 —x)w%(q)L
_f w—x

(q,w)dw

=fﬂjwﬁ+wx+x%—a%wnumwww

+ 00

+o0
=f wZL(q,w)dw+f

— 00

+o0

wx L(q,w)dw+f x2L(q, w)dw
+00 -

- | @@L w)do = ¢+ x6,+ xCy - 3G

=+ Co (¥ — 03(@) = CoF (@) + Co (¥ — w3(@))
= Co (x? + w}(@) - w3(@)

[Eq 9.19]
9.2. Anegjo Il: Obtencion de la funcion de Nevanlinna

Para poder obtener la funcién de Nevanlinna debe realizarse la segunda derivada respecto a la
frecuencia de la [Eq 5.34] e igualar la frecuencia a 0, debido a que en este punto, la funcién de
pérdidas presenta un extremo, y de esta forma se puede igualar la segunda derivada a 0 y
finalmente despejar la funcion de Nevanlinna. Asi pues, en primer lugar, se calcula la primera
derivada:

0L(q, w)

ow

ho(@)wf (w3(0) — w3 (@) * Rlw? — w3(@] + 40*[0? — w3(@)] + 40hd(@)[w? — w3(@)])
o (@2[w? — 3 (@ + R (@lw? — 0} (@)]?)?

ho(@w3 (03(9) — 03()) * (20° + 2003 () — 403 w3 (q) + 40° — 4w wd(q) +
o (@2[w? - w3 (@1 + R (@lw? — 0} (@)]?)?

+4hi(q)w® — 4h§(q)wwi(q)

(@?[0? = w2 (@1 + RE(@[w? — 0 (@)]?)?
 ho@0f (03(@) - 03@) * (60° + 03 [-8wF (@) + 4hF(@)] + w[203(q) — 4h3(D)wF (@)
o (@?[w? - 3 (@ + R (@[w? — 0} (@)]?)?

[Eq 9.20]
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A continuacion, se realiza su segunda derivada:

0%L(q, w)

ow?

ho(@wf (03(@) ~ 0} (@) » B0w* +30*[~8i(q) + 4hE(q)] + [203(q) — 4hf(@wi (@) *
(w?w? — wi (@] + h§(@lw? — 0 (@)]*)*

* (0 [w? — w3 (] + K (]w? — wi(@)]*)? + 2(w?[w?® — Wi (@] — h§(@[w? — wi(@)]*) *

(w?w? — wi (@] + h(@lw? — v (@)]*)*

* 2o[w? - 03 (@) +40*[0? - w3()] + 40hd(@)]w? — W3(@]) * ho(@)wF (@ (q) — wi(g)) +
(w?w? — wi (@] + h(@lw? — v (@)]*)*

* (6w° + w*[-8w3(q) + 4h§(q)] + w[2w3(q) — 4h§(Qwi(q)])

(0?[w? — wF(@]* + h§(@[w? — 0f (@)]?)*

[Eq 9.21]
Dado que el punto de interés es w = 0:
0%L(q,w = 0)
dw?

ho(@)w3 (03(9) — 03(@)) * [203(q) — 4h3 (Wi (@] * (@*[w? — W3 () + h3(Q)[w? - Wi (@]D)?
- (@2[w? - w3 (@] + h(@)[w? — w2 (]?)*

ho(@wE (03(@) — 03 (@) * [203 (@) — 4h3 (D (@]
(@0 - R @R+ R @le? - 02 @)
- ho(@)wZ (03(q) — w3(9)) * [203(q) — 4h3(9)w?(9)] = 0 > ho(q) = 0

[Eq 9.22]
Esta primera solucion no es valida puesto que anularia toda la funcion de perdidas.
—2wpwi (Qw3(q) + 2wjw3(q) + 4h5(@)wjwi (@) — 4h§(Qwjwi(@w3(q) = 0
- h§(P[4wjwi(q) — 4wjwi(@w3(@)] = 2wjwi(@w3(q) — 2wiw3(q)
L R2(q) = 2001 (w3 (q) — 205w3(q)  2wiwi(@w3(q) — wi(q)]
T 40l (@wf — 40fel(@wi (@) 4wiel(@lwiq) - wi(g)]

_ /w;*(q) k@)
hola) =+ 202 V2wi(q)

La solucion negativa no es posible porque convierte la funcion de pérdidas en negativa, por lo
que solo puede ser la funcion positiva.

[Eq 9.23]
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9.3 Anejo I11: Ejemplo de programacion en Mathematica.

En este punto se va a explicar mediante capturas de pantalla como se ha programado el modelo
en el programa Mathematica. Se va a explicar el caso de sistema de un componente clasico, ya
que es el méas simple.

En primer lugar, se deben introducir una serie de constantes fisicas de las que va a depender el
modelo. Las unidades utilizadas con el sistema cegesimal (centimetro, gramo segundo). Para la
energia se ha utilizado la unidad ergios.

DATOS FIJOS

Carga de un electron (ergn's * cm':'s}
e=4.503204 107"

Mas=a de un electron (g)

me = 9.1093829 4+ 107F

Masa de un i6n {g)

mi = 1.672621 107

Constante redncida de Planck {erg # seqg)
hred = 1.05457 107

Constante de Boltzmann {erg /K)
kB = 1.3806488 + 107¢

Radio de Bohr {(cm)

aB = hredzf [me*e:)

5.29176x% 107"

Figura 44: Constantes introducidas en Mathematica.

El siguiente paso es introducir los parametros adimensionales variables en el modelo, que van a
ser diferentes para cada caso. Para el caso de que el sistema fuera cuantico, o de dos componentes
seria necesario introducir mas parametros.

DATOS VARIABLES

Himero atémico
Z=1
Parametro de coplamiento de Conlomb

r =20

Figura 45: Pardmetros adimensionales introducidos en Mathematica.
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A continuacion, si el sistema fuera cuantico o de dos componentes seria necesario programar
algunas ecuaciones para obtener por ejemplo la temperatura, el radio de Wigner-Seitz, las
integrales de Fermi, etc. Pero al tratarse de un sistema clasico de un componente, se puede pasar
a definir las frecuencias caracteristicas del sistema.

-

W+
wl[g ] = 1+ 4
3T
w2?
o
Klg]l=—
r
. F , _0.808
-4 g o -0.95052 2 o7
Ulq ] = q 32 v 06322

= =T +
45%T Afo.6322:T 1+T
w2[g ] =v1+E[g] +U[g]

Figura 46: Programacion de las frecuencias caracteristicas del sistema.

Notese que para un componente cuantico, o para dos componentes las definiciones son
ligeramente diferentes.

El siguiente paso seria calcular la funcién de pérdidas o Loss Function.

LOSS FUNCTION

w2 [q]?

wl[gl #v2

hU[C_{_] =

Funcion de pérdidas :|
Lig, w_] = (nolql # (w2lql® - wilal®)) / (w®+ (w* - w2[a1®)? + nOa)® « (w* - wifal?)?) :

LF = Plot[L[1, w], {w, -3, 3}, PlotRange - All, Axes0Origin- {0, 0},
Axezlabel - {"w/wp", "L{g,w}"}, PlotStyle =+ Red]

Figura 47: Programacion de la funcion de pérdidas.
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El Gltimo comando programado sirve para obtener una representacion de la funcién de pérdidas.
De esta forma, se puede saber si hay algun error anterior si la grafica no fuera adecuada.

El ultimo paso es obtener el factor de estructura estatico y su representacion. Este se calcula a
partir de la funcion de pérdidas obtenida anteriormente. Se debe calcular su punto maximo para
poder normalizar la gréfica. El ultimo comando es para obtener la representacion.

DSF

= 0.51

0.81

DSF en funcidn de la Loss Function
7
DSF[g , w ] := ————— % L[g, w];
3xmalT

Se obtiene la frecunencia para el punto de maximo DSF
winax = w /. Last[FindMaximom [S1[g, w]l, {w, 1}]1]
Se caloula el valor de DSF maximo para normalizar
Slmax = S1[q, wilimax]

DSF1 = Plot[S1[g, w] /f Slmax, {w, 0, 2}, PlotRange + All, AxesOrigin-» {0, 0},
Framelakbel - {"w/wp", "S{g,u) /Smax"}, PlotStyle —+ Red,
PlotLlegends -+ {"Aproximacidon clasica g=0.91", Red},
LabelStyle -+ Directive[Black, 14), Frame -+ True]

1.0F

0.4r 1 — Aproximacion clasica q=0.91

0.0 05 1.0 15 20
wlwp

Figura 48: Programacion DSF y su representacion en Mathematica.
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1. UNIDADES FUNCIONALES

En primer lugar, se hace referencia a las diferentes unidades funcionales de las que va a constar
el presupuesto. Al tratarse de un proyecto realizado en su mayoria con un ordenador, la division
en unidades funcionales queda de la siguiente manera:

Tabla 3: Unidades funcionales del presupuesto.

Grupo Unidad funcional
1 Estudios previos
2 Programacion y simulacién de los casos
3 Elaboracidon del trabajo

2. PRECIO DE LA MANO DE OBRA

Para el calculo de la mano de obra se parte de la suposicion de un Ingeniero Quimico contratado
por una empresa, donde:

e Salario neto pagado por la empresa: 2500 €/mes.

e Percibe 12 mensualidades méas 2 pagas extra a lo largo del afio.

o Durante el afio hay 260 dias laborables, con jornada de 8 horas.

e Se supone que el contrato es indefinido, y no se realizan horas extra.

Para obtener el coste real por hora se deben aplicar todos los porcentajes de cotizacion a la
seguridad social por parte de la empresa. Los porcentajes a la seguridad social seran:

Tabla 4: Cotizaciones a la seguridad social.

Comunes 23,60%
Desempleo 5,50%
Formacion profesional 0,60%
FOGASA 0,20%

Para obtener el salario bruto se debe multiplicar el salario neto por el nimero de mensualidades
que se perciben (incluyendo las pagas extra), cotizaciones de forma anual.

Tabla 5: Calculo del sueldo bruto anual.

Concepto Unidad Medicion
Sueldo neto (mensual) Euros/Unidad 2.500,00 €
Sueldo neto (anual) Euros/Afio 35.000,00 €
Contingencias comunes Euros/Afio 8.260,00 €
Desempleo Euros/Afio 1.925,00 €
Formacién profesional Euros/Afio 210,00 €
IRPF Euros/Afio 70,00 €
Sueldo bruto (anual) Euros/Afio 45.465,00 €
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Finalmente, se puede calcular el precio de la mano de obra por hora. EI nimero de horas al afio
se calcula como 260 dias laborables, multiplicando por las 8 horas al dia que se trabaja.

Tabla 6: Coste por hora de la mano de obra.

Concepto Unidad Medicién
Coste bruto (anual) Euros/Afio 45.465,00 €
Dias laborables Dias 260
Jornada laboral Horas/Dia 8
Horas laborables Horas/Afio 2080
Precio mano obra Euros/Hora 21,86 €

3. PRESUPUESTOS PARCIALES

En primer lugar, el presupuesto de la unidad funcional estudios previos esta formado por todo el
material (articulos y libros) consultado para poder realizar el trabajo, ademéas de las horas

invertidas.
Tabla 7: Presupuesto parcial para unidad funcional estudios previos.

Numero Descripcion Cantidad | Precio Importe
1.1 Ingeniero Quimico (horas) 200 21,86 € | 4.371,63 €
1.2 RevModPhys. 81. 1625 (2009) 1 29,78 € 29,78 €
1.3 Francis F. Chen (1974) 1 63,06 € 63,06 €
1.4 Julio Gutiérrez Mufioz (2014) 1 81,70 € 81,70€
1.5 Setsuo Ichimaru (2004) 1 24,67 € 24,67 €
1.6 Phys. Rev. B 1, 2362 (1970) 1 21,42 € 21,42 €
1.7 Phys. Rev. A 29, 1471 (1984) 1 21,42 € 21,42 €
1.8 Phys.Rev. E 90, 053102 (2014) 1 21,42 € 21,42 €
1.9 Phys. Rev. E 81, 026405 (2010) 1 21,42 € 21,42 €
1.10 I.M. Tkachenko, M. Urrea, P. Fernandez (1996) 1 9,02 € 9,02 €
1.11 I.M. Tkachenko, Y.V. Arkhipov, A. Askaruly (2012) 1 63,40 € 63,40 €
1.12 L. D. Landau, E. M. Lifshitz (2002) 1 47,42 € 47,42 €
1.13 Phys.Rev. E 63, 026403 (2001) 1 21,42 € 21,42 €
1.14 Physics of Plasmas, 9 (12), 4871 (2002) 1 21,42 € 21,42 €
1.15 Phys.Rev. E58 (1998) 4941-4949 1 21,42 € 21,42 €
1.16 Math. Gen. 36, 6251-6258 (2003) 1 21,42 € 21,42 €
1.17 Phys. Rev. E 81, 026402 (2010) 1 21,42 € 21,42 €
1.18 Phys. Rev. Lett. 84, 8, 1768, (2000) 1 21,42 € 21,42 €
1.19 Phys. Rev. A 23, 2041 (1981) 1 21,42 € 21,42 €

4.926,30 €

La unidad funcional programacion y simulacion de los casos esta compuesta por el equipo
informatico, ademas de la licencia del software de tratamiento matematico, y lar horas invertidas.
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Tabla 8: Presupuesto parcial para unidad funcional programacion y simulacion.

Numero Descripcion Cantidad | Precio Importe
2.1 Ingeniero Quimico (horas) 20 21,86 € 437,16 €
2.2 Ordenador portatil 1 300,00 € 300,00 €
2.3 Licencia anual Mathematica 1 145,00 € 145,00 €

Total 882,16 €

Por dltimo, en la unidad funcional elaboracién del trabajo se incluye la licencia del software
utilizado para redactar, ademas de las horas invertidas. El precio del equipo informatico ya ha
sido incluido anteriormente.

Tabla 9: Presupuesto parcial para unidad funcional elaboracion del trabajo.

Numero Descripcion Cantidad | Precio Importe
3.1 Ingeniero Quimico (horas) 80 21,86 € | 1.748,65€
3.2 Licencia anual Microsoft Office 2016 1 100,00 € 100,00 €
3.3 Impresidn y encuadernacién 1 40,00 € 40,00 €

Total 1.888,65 €

En resumen, el presupuesto de ejecucion material (PEM) es el siguiente.

Tabla 10: Presupuesto de ejecucion material.

Numero Descripcion Importe
1 Estudios previos 4.926,30€
2 Programacion y simulacion de los casos 882,16 €
3 Elaboracién del trabajo 1.888,65 €
Total 7.697,12 €

4. PRESUPUESTO TOTAL

A continuacidn, se va a calcular el presupuesto de accién por contrata, el cual se obtiene sumando
al presupuesto de ejecucion material los porcentajes destinados a gastos generales y beneficio
industrial (13% y 6% respectivamente).

Tabla 11: Presupuesto de ejecucion por contrata.

Descripcion Importe
Presupuesto de ejecucion material 7.697,12 €
Gastos generales 1.000,63 €
Beneficio industrial 461,83 €
Presupuesto de ejecucidn por contrata 9.159,58 €
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Por ultimo, se aplicara el IVA correspondiente (21 %) para obtener el presupuesto total.

Tabla 12: Presupuesto total.

Descripcion Importe
Presupuesto de ejecucién por contrata 9.159,58 €
IVA 1.923,51€
Presupuesto Total 11.083,09 €

El presupuesto total de este proyecto asciende a ONCE MIL OCHENTA Y TRES EUROS CON

NUEVE CENTIMOS.
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