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1. Resumen de las ideas clave

En este articulo se va a presentar la resoluciéon completa de un problema tipo del tema de
integracion sobre curvas. Se introducen comentarios, cuestiones, observaciones, gréficas, etc.
para que la resolucién del problema sea interactiva como si se estuviese oyendo la explicacién de
clase y trabajando en ese momento las propuestas que alli se realizan. Este articulo esta
estructurado como sigue:

Contenido de este articulo
2. Introduccion.

3. Objetivos.

4. Desarrollo.

5. Cierre.

Cuadro 1: Contenido de este articulo

2. Introduccion

Es conocido que a la hora de resolver integrales sobre curvas hay tres procedimientos que
generalmente son los utilizados y que son explicados en clase. Se debe tener en cuenta si el
campo a analizar es conservativo o no. Si el campo vectorial no es conservativo, las
posibilidades son:

= Resolver la integral directamente a partir de la definicién.

Se utilizara si la integral planteada mediante la definicién es de fécil resolucién. En
principio, el planteamiento por definicién siempre seria posible si se cuenta con una
parametrizacién de la curva. El problema que puede surgir es la dificultad a la hora de
resolver la integral. En caso de no poderse resolver con un método alternativo, deberia
acudirse a métodos numeéricos.

s Aplicar el Teorema de Stokes.

La integral curvilinea se podra resolver mediante el Teorema de Stokes si la curva es
cerrada. Para su aplicacién serd necesario buscar una superficie adecuada. Suele utilizarse
si la integral que proporciona la aplicacién de la definicién no es facil de resolver.

En el caso de estar ante la presencia de un campo vectorial conservativo, para el calculo
tanto del trabajo como de la circulacion también es posible recurrir a la definicién o bien:

= Utilizar el Teorema de caracterizacién de campos conservativos.

El teorema de caracterizacion proporciona varias condiciones que permiten simplificar el analisis.
Por ejemplo, para saber si el campo es conservativo se puede comenzar estudiando la igualdad de
la condicién conocida como de las derivadas cruzadas. Suponiendo que ya lo es, se analiza si la
curva proporcionada es cerrada o no. Si lo es, puede asegurarse que el valor del trabajo solicitado
es cero. Si no lo es, es posible parametrizar una curva sencilla que una los extremos de la curva
original y proceder por definicién. O bien, calcular un potencial y a partir de el hallar el trabajo
como diferencia de potenciales en los extremos.

El objetivo de este articulo es estudiar todos los casos indicados anteriormente. Estas técnicas
seran utiles en las posteriores asignaturas técnicas y son de gran utilidad en la Ingenieria en
general.



En el cuadro de la Figura 1 se puede observar un esquema basico de lo expuesto anteriormente,
que puede ayudar para el cdlculo de una integral sobre una curva de un campo vectorial. Si bien
siempre se podria intentar resolver por definicion, se la ha incluido en el cuadro en el caso en el
que realmente es necesario emplearla.

/

Es equivalente a: —
Definicidn Teorema
de Stokes
(a) Integral independiente del camino (silacurva
(b) Integral sobre toda curva cerrada es cero es cerrada)

(c) Igualdad de derivadas cruzadas
(si D es simplemente conexo)

Figura 1: Esquema general para el tratamiento de una integral curvilinea

3. Objetivos

Una vez que el alumno lea con detenimiento este documento, sera capaz de:

= Resolver integrales curvilineas por definicién en casos sencillos en que el campo vectorial y
la curva lleven a integrales que, mediante métodos de integracién conocidos, se pueda llegar
a la solucién.

= Darse cuenta de cuando es necesario utilizar el Teorema de Stokes para realizar el célculo
de una integral curvilinea.

= Utilizar todas las condiciones equivalentes de campos conservativos para facilitar el célculo
de integrales curvilineas.




A lo largo del documento el alumno verd que se van planteando algunas cuestiones. Seria
interesante que se detuviese a reflexionar sobre las mismas antes de leer la respuesta.

4. Desarrollo

Es conocido que si se tiene que resolver una integral curvilinea de un campo vectorial
F : R? — R3 y se dispone de una parametrizacién r : [a,b] — R? de la curva C sobre la que se
pide resolver, se puede recurrir a la definicién

b
/C (F, dr) = / (B(x(),r'(1)) dt

reduciendo el problema al célculo de una integral simple (si las integrales existen). Para ello serd
necesario repasar los métodos vistos en Secundaria o en Matematicas I'.

Sin embargo, ;qué ocurre si la curva es lo suficientemente complicada? Es decir, ;qué ocurre si al
llegar a la integral simple anterior, queda un integrando complicado o incluso que no se pueda
tratar con métodos conocidos? En este caso, se deberia disponer de métodos alternativos que
ayuden a su solucién.

En este punto seria recomendable repasar el Capitulo 3 dedicado a
Curvas e Integracién sobre Curvas del libro de teoria [1] citado en la Bibliografia.

Antes de entrar en el tema de integracién seria recomendable que visualices los objetos de
aprendizaje que encontrards en las Pdginas Web [3] y [4]2. En estos objetos podrés simular
varios campos vectoriales tanto planos como espaciales y a partir de ellos hacerte una idea del
tipo de dibujos que proporcionan este tipo especiales de funciones.

En las Pdginas Web [4] y [5] citadas en la Bibliografia, podrds encontrar dos objetos de
aprendizaje que te permitiran analizar la estructura de campos vectoriales conservativos. El
primero de ellos corresponde a campos vectoriales planos y el segundo a campos vectoriales
espaciales. Realiza varias simulaciones y comprenderas el concepto.

En la Pdgina Web [6] citada en la Bibliografia, podrés visualizar un objeto de aprendizaje en
el que se puede realizar el calculo de varias integrales curvilineas y se obtiene como salida del
objeto, ademas del resultado numérico del valor de la integral, una gréafica con varios vectores
que muestran la gréfica del campo vectorial aplicado a puntos de la curva como asi también de
los vectores tangentes en esos mismos puntos. Este objeto permite visualizar cémo funcionan
este tipo de integrales en la préctica. Observa con detenimiento el signo que se obtiene en los
resultados a partir de si el dngulo entre los vectores es agudo, recto u obtuso (

). Puedes practicar realizando modificaciones en los

distintos parametros que el objeto permite.

Ahora se va proceder al desarrollo de un ejemplo con su resoluciéon completa y una serie de
comentarios que permitirdn comprender los entresijos que suelen encontrarse a la hora de
resolver una integral con esta problemaética.

1Si fuese necesario, los métodos bdsicos de integracién se pueden repasar del libro de teoria [2] citado en la
Bibliografia.
2Para visualizar los objetos de aprendizaje debes copiar los enlaces y pegarlos en un buscador.



4.1. Ejemplo motivador resuelto

Ejemplo 1 Se considera el siquiente campo vectorial espacial F : R? — R3 dado por
F(z,y,2) = (y° + ay — 22, 2zy + 4o, 42°),

que depende de un pardametro, el niumero real . Se pide responder las siguientes preguntas.

(a) Calcula todos los valores de o para los cuales el campo vectorial es conservativo en R3.

(b) Para los valores de o obtenidos en el apartado (a), ses posible obtener una funcién potencial
f para ¥ ? En caso afirmativo, calculala. ;Es dnica? Justifica.

(c) En este apartado se considera o = 4.
(1) Calcula, de dos formas diferentes, el trabajo que realiza el campo F para mover una
particula a lo largo de la curva v(t) = (te!=t, cos(mt?), sen(wt?)), para 0 < t < 1.
(11) ;Es la curva del apartado anterior una curva cerrada? Justificar.

(it1) Encuentra, de dos formas diferentes, el valor que se obtiene al calcular la circulacion
que realiza el campo F para mover una particula a lo largo de la curva

$2+y2:1
o=

Calcula la recta tangente a la curva de este apartado en el punto (0,1,4).

(d) En este apartado se considera o = 8.

(1) Calcula

/C<F7 dr)

donde C es el segmento de recta que va desde el punto A = (0,1,0) hasta el punto
B=(1,-1,0).

(1) Caleula la circulacion realizada por el campo F para mover una particula a lo largo
de la curva r(t) = (cos(t),sen(t),4), para 0 < t < 27 de dos maneras diferentes: por
definicion y aplicando el Teorema de Stokes.

(1) sEs posible asequrar que el trabajo realizado por F para mover una particula desde
el punto A hasta el punto B del apartado (I) coincide con el resultado alli obtenido
utilizando una curva cualquiera? Justifica.

Resolucién:
Vamos a resolver cada uno de los apartados del ejemplo.
Se considera el campo vectorial espacial

F(z,y,2) = (y2 +ay — 22, 2zy + 4m,4z3).

Puesto que este campo depende del parametro real «, es logico pensar que para algunos valores
de « serd conservativo y para otros no. En el caso de campos conservativo se podra utilizar
cualesquiera de las condiciones equivalentes del teorema que los caracteriza.

(a) EI campo vectorial estd definido en el dominio D = R3, que es un conjunto simplemente
conexo. Llamando



es inmediato reconocer que los campos escalares M, N y P tienen derivadas parciales
continuas en D con lo cual F € C! en D. Entonces, se cumple que F es conservativo en D si
y s6lo si

My(xayaz):NJ:(x7y7Z)7 Mz(x7yﬂz):PJ:(x7y7Z)7 Nz(x7yﬁz):Py(x7yvz)7

para todo (z,y,z) € D. Calculando estas derivadas, las tres condiciones anteriores son
equivalentes a 2y + a = 2y 4 4 para todo y € R. Es decir,

’F es conservativo en D si @« =4 y es no conservativo si a # 4. ‘

Tomemos ahora o = 4. Por definiciéon de campo conservativo, existe funcién potencial, es
decir, es posible obtener un campo escalar f : R?® — R tal que F = Vf. En términos de las
componentes de ambos campos, la ultima igualdad de vectores se convierte en

(M(x,y,z),N(x,y,z),P(x,y,z)) = (fz(x7y,z)7fy(x,y,z),fz(x,%z)),

para todo (z,y,2) € D = R3. Teniendo en cuenta la definicién de las funciones M, N y P e
igualando componentes, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales
(en la incégnita f):

fx(xvyaz) = y2+4y—ﬂf2 (1)
fy(z,y,2) = 2zy+4dx (2)
folzy,2) = 423 (3)

Integrando la ecuacién (1) con respecto a la variable x se tiene que

3
s
flz,y,2) = ay® + 4oy — 5 +92), (4)

donde ¢(y, z) es una funcién diferenciable en las variables y y z. Derivando (4) con respecto
a y y comparando con (2) se tiene que

22y +4x = f,(z,y,2) = 22y + 42 + gy (y, 2),

que al simplificar se convierte en la ecuacién en derivadas parciales g, (y, z) = 0, de donde se
obtiene que su solucién general es g(y, z) = h(z), para cierta funcién diferenciable h en la
Unica variable z. Sustituyendo en (4) se obtiene

f(z,y,2) = zy® + 4oy — %3 + h(z). (5)

Derivando esta tltima expresién con respecto a la variable z y comparando con (3) se tiene
que

42% = fo(z,y,2) = h/(Z),
de donde la ecuacién diferencial ordinaria h/(z) = 423 lleva a que una solucién es h(z) = z%.
Sustituyendo en (5) se llega a la funcién potencial pedida que es

3
f(z,y,2) = zy® + 4oy — % + 2%

Como se desprende del procedimiento, esta funcién no es la tinica en tales condiciones. De
hecho, se puede demostrar que todas las funciones potenciales difieren en una constante, con
lo cual la forma general de todos los potenciales es

3
f(z,y,2) :xy2—|—4xy—%—|—z4+C,

donde C es una constante real arbitraria.



(¢) En este apartado se considera o = 4.

(1) Primera forma. Utilizando la funcién potencial hallada anteriormente. Puesto
que F es un campo vectorial conservativo en R?, el trabajo se puede calcular como
diferencia de potenciales en los extremos de la curva. En este caso, el extremo inicial de
la curva es A =r(0) = (0,1,0) y su extremo final es B =r(1) = (1,—1,0). Luego,

/ F.dr) = f(B)- f(A)
C

f(1,-1,0) — f(0,1,0)
10

3

Segunda forma. Utilizando la independencia del camino. Al ser F un campo
vectorial conservativo en R3, se puede concluir que el valor de la integral curvilinea a lo
largo de una curva depende de sus puntos extremos (y no de la curva en si). Esto nos
permite cambiar la curva dada por otra en donde los cédlculos resulten mas sencillos.
En este caso, se considerara un segmento de recta que una los extremos A y B. Dicho
segmento se puede parametrizar como r(t) = A+ ¢(B — A),0 <t < 1. En el ejemplo
queda B — A = (1,—2,0) y por tanto:

x(t) = (1,1 -2t,0),0 <t < 1|

Claramente, r'(t) = (1,—2,0). Identificando en la expresién de la parametrizacién
z(t) =t, y(t) = —2t, z(t) = 0, y sustituyendo en la definicién de integral curvilinea se
tiene que

/C<F, dr)

b
/ (B(e(),r' (1)) dt
- / (F((0),y(0), 2(8)), (' (1), (), /()

/%«1—%f+4ﬂ—2ﬂ—t{%ﬂ—2®+4ume—10»&
0

= /%ﬂ2ﬂ2+4ﬂ2ﬂtzuﬂ2ﬂ8ﬂ&
0

1

(1—2t)3 , , 83 9
= |- —(1-2t)*— = -2+ — — 4t
{ 6 ( ) 3 3 0
1 1 8 1
= ——1—---2+_-—-4+-+1
6 3 ity At E T
10
= -3

(1) Como los extremos de la curva son A =r(0) = (0,1,0) y B=r(1) = (1,—1,0), y son
distintos, entonces la curva no es cerrada.

(r1) Primera forma. La curva dada por

m2—|—y2=1
o {717,

corresponde a una circunferencia situada en el plano z = 4 con centro en (0,0,4) y
radio 1. Por tanto, una parametrizacién es

r(t) = (cos(t),sen(t), 4), t € [0,2n).



Es fécil ver que r'(t) = (—sen(t), cos(t),0). Ademds, la composicién de funciones da
F(r(t)) = (sen?(t)+ 4sen(t) — cos?(t),2cos(t) sen(t) + 4 cos(t), 256)
y asi, usando identidades trigonométricas, el producto escalar queda

(F(r(t),x'(t)) =
= —sen®(t) — 4sen?(t) + sen(t) cos?(t) 4 2 cos®(t) sen(t) 4 4 cos?(t)
= 4cos(2t) + 3sen(t) cos?(t) — sen®(t).

Por tanto, por definicién de integral curvilinea se tiene que

/C F,dr,) = / (B(e(t)),r' (1)) dt

/27T [4 cos(2t) + 3sen(t) cos?(t) — sen(t)] dt
0
= 0.

Segunda forma. Puesto que F es un campo conservativo en R? y la circunferencia es
una curva cerrada, el teorema de caracterizacion de campos conservativos asegura que
la circulacion pedida debe ser 0.

Por otro lado, para hallar la recta tangente pedida se debe identificar primero el valor del
pardmetro to € [0, 27] para el cual se cumple que

r(to) = (0,1,4).

Se debe resolver entonces el sistema siguiente

cos(t) = 0 (6)
sen(t) = 1 (7)
= 4 (8)
Es evidente que las tres igualdades se cumplen tnicamente para to = 5. Ahora se calcula el

vector tangente a la curva en el punto r(¢p),
r' (o) = (—sen(tg), cos(tp),0) = (—1,0,0).
Por dltimo, la recta tangente tiene ecuacién vectorial

Ly : (x,y,2) =r(ty) + A\r'(tg) = (=), 1,4), para todo A € R.

(d) En este apartado se considera el campo vectorial
F(z,y,2) = (y* + 8y — 22, 2zy + 4z, 42%).

(1) Como el campo vectorial de este apartado es no conservativo y la curva no es cerrada,
Unicamente se puede utilizar la definicion para calcular la integral pedida.

El segmento de recta que va desde el punto A = (0,1,0) hasta el punto B = (1,-1,0)
se puede parametrizar mediante

r(t) = A+t(B—A) = (t,1—2t,0), t € [0,1].



Evidentemente, r'(t) = (1, —2,0). Ahora

1
/(F, dr) = /[(1—2t)2+8(1—2t)—t2—4t(1—2t)—8t]dt
C 0
1—2t)3 #3 3 !
= —!—2(1—215)2—*—%%8——4#
6 3 3 0
1 1 8
= ——2—-C-—2+-—4+=+2
6 3 T3
_ 4
= -3

(1) Primera forma. Se procederd por definicién teniendo en cuenta que la curva estd
parametrizada mediante r(t) = (cos(t), sen(t),4), para 0 < ¢ < 2. Asi,
r'(t) = (—sen(t), cos(t),0) y

(F(r(t),r'(t)) = —sen3(t) — 8sen?(t) + sen(t) cos?(t) + 2 cos?(t) sen(t) + 4 cos?(t).

por tanto

/ (F,dr) = /27r [3sen(t) cos?(t) + 4 cos?(t) — sen®(t) — 8sen?(t)] dt
c 0
= —4m.

Segunda forma. Para aplicar el Teorema de Stokes se debe definir una superficie
(abierta) de tal modo que su contorno coincida con la curva dada. En este caso, la
opcién mas sencilla es considerar el circulo que encierra la circunferencia dada, es decir
22 +y? < 1, z = 4, siendo una posible parametrizacién de dicho circulo la funcién
vectorial

S : s(u,v) = (u,v,4) donde D = {(u,v) € R? : u? +v* < 1}.

El campo vectorial de los vectores (normales) fundamentales se determina a partir del
producto vectorial entre

su = (1,0,0) vy s, =(0,1,0),

que da s, X s, = (0,0,1). Como este vector normal que apunta hacia arriba y la
circunferencia se recorre desde el eje X positivo hacia el eje Y positivo, la regla de la
mano derecha garantiza que las orientaciones son compatibles. El vector rotacional del
campo vectorial calculado a partir de su definicién da rot(F) = (0,0, —4). Luego,

/c<F’ dr) = //S(rot(F),dS>
//D<T0t(F)(s(u,v)),su x 8,) dudv
// ((0,0,—4),(0,0,1)) du dv
—4/ dudv

= —4Area(D)

=  —4m.



(1) Al tratarse de un campo no conservativo, nada puede asegurarse sobre el resultado que
dard el trabajo realizado por F para mover una particula desde el punto A hasta el
punto B del apartado (I). Se deberd analizar el valor para cada curva por separado.

4.2. Actividad

Ejercicio 2 Repetir todos los apartados del problema resuelto considerando ahora el campo vectorial
siguiente:

F(x7y7 Z) = (/62y - 2$74$ - Y ZQ),
donde, como antes, se debera comenzar determinando los valores de [3 reales para los cuales el campo
es conservativo y trabajar con todos los valores encontrados.

Respuestas: § = 2, f(z,y,2) = 4oy — z° — % + é, -5, 0, =5, —127.

Ahora: Manos a la obra! Ya puedes resolver los Ejercicios planteados en el libro de teoria indicado
en la Bibliografia.

5. Cierre

En este articulo el alumno dispone de la resoluciéon completa de un ejemplo motivador que son
ejemplos cldsicos que se presentan como aplicacién en la teoria de integracion sobre curvas.
Ahora, valiéndose de todos estos conceptos completamente desarrollados, podrd realizar los
ejercicios propuestos en el libro de teoria.
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