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1. Resumen de las ideas clave

En este articulo se va a presentar la resolucion completa de dos problemas tipo del tema de
integraciéon sobre superficies. Se introducen comentarios, cuestiones, observaciones,
graficas, etc. para que la resolucién del problema sea interactiva como si se estuviese oyendo
la explicacion de clase y trabajando en ese momento las propuestas que alli se realizan. Este
articulo estd estructurado como sigue:

Contenido de este articulo
2. Introduccion.

3. Objetivos.

4. Desarrollo.

5. Cierre.

Cuadro 1: Contenido de este articulo

2. Introduccion

Es conocido que a la hora de resolver integrales sobre superficies hay tres procedimientos
que generalmente son los utilizados y que son explicados en clase. Las posibilidades son:

= Resolver la integral directamente a partir de la definicién.

» Aplicar adecuadamente el Teorema de Gauss.

El primero se utilizara si la integral planteada mediante la definicién es de facil resolucién y
si no se debe pasar a la aplicacién del Teorema de Gauss (si se cumplen sus hipdtesis). En
principio, el planteamiento por definicién siempre seria posible si se cuenta con una
parametrizacion de la superficie. El problema que puede surgir es la dificultad a la hora de
resolver la integral y en caso de no poderse resolver con un método alternativo a la
definicién deberia acudirse a métodos numéricos para integrales dobles.

En el caso de estar ante la presencia de una integral de superficie del rotacional de un
campo vectorial sobre una superficie cuya frontera es una curva cerrada, también es posible:

» Utilizar el Teorema de Stokes.

En este caso, se puede resolver directamente la integral que proporciona el flujo, siempre que
este cdlculo sea sencillo, o bien intentarlo con la integral curvilinea indicada en el teorema.

El objetivo de este articulo es estudiar los dos primeros casos indicados anteriormente
puesto que el tercero fue analizado en el articulo sobre integracion sobre curvas. Estos
procedimientos seran utiles en las posteriores asignaturas técnicas y son de gran utilidad en
la Ingenieria en general.

En el Cuadro de la Figura 1 se puede observar un esquema basico de lo expuesto
anteriormente, que puede ayudar para la resolucién de una integral sobre una superficie.



. Teorema de Teorema de
Definicion Gauss Stokes (si se
integra el
rotacional de un
campo vectorial)
Sila Sila superficie no
superficie es es cerrada se la
cerrada debe cerrar

Figura 1: Esquema general para el tratamiento de una integral sobre una superficie

3. Objetivos

Una vez que el alumno lea con detenimiento este documento, seré capaz de:

= Resolver integrales de superficie por definicién en casos sencillos en que el campo
vectorial y la superficie lleven a integrales que, mediante los métodos de integracién
conocidos, se pueda llegar a la solucién.

= Darse cuenta de cuando es necesario utilizar el Teorema de Gauss para realizar el
célculo de una integral de flujo y saber como se aplica.

» Utilizar el Teorema de la Divergencia para facilitar la resolucion de la integral de
superficie aunque ésta no sea cerrada.

A lo largo del documento el alumno verd que se van planteando algunas cuestiones. Seria
interesante que se detuviese a reflexionar sobre las mismas antes de leer la respuesta.



4. Desarrollo

Es conocido que si se tiene que resolver una integral sobre una superficie de un campo
vectorial F : R? — R? y se dispone de una parametrizacién r : D — R3 de la superficie S
sobre la que se pide resolver (siendo D un subconjunto de R?), se puede recurrir a la

definicién
/ /S<Fa ds) = / /D<F<r<u,v>>,ru<u,v> x 1 (u, v)) du do

reduciendo el problema al cdlculo de una integral doble (si las integrales existen). Para ello
serd necesario tener en cuenta el tema de integracién multiple estudiado anteriormente en la
asignatura.

Sin embargo, ;qué ocurre si la superficie es lo suficientemente complicada? Es decir, jqué
ocurre si al llegar a la integral doble anterior, queda un integrando complicado o incluso que
no se pueda tratar con métodos conocidos? En este caso, se deberia disponer de métodos
alternativos que ayuden a su solucién.

En este punto seria recomendable repasar el Capitulo 4 dedicado a Superficies e Integra-
cién sobre Superficies del libro de teoria [1] citado en la Bibliografia.

Antes de entrar en el tema de integracién seria recomendable que visualices los objetos de
aprendizaje que encontraras en las Pdginas Web [2] y [3]'. En estos objetos podrés simular
varios campos vectoriales tanto planos como espaciales y a partir de ellos hacerte una idea
del tipo de dibujos que proporcionan este tipo especiales de funciones.

En la Pagina Web [4] citada en la Bibliografia, podras visualizar un objeto de
aprendizaje en el que se puede realizar el calculo de varias integrales sobre superficies y se
obtiene como salida del objeto, ademas del resultado numérico del valor de la integral, una
grafica con varios vectores que muestran la grafica del campo vectorial aplicado a puntos de
la superficie y los vectores normales a dicha superficie en los mismos puntos. Observa con
detenimiento el signo que se obtiene en los resultados a partir de si el &ngulo entre los
vectores es agudo, recto u obtuso (

). Puedes practicar realizando modificaciones en los distintos pardmetros que el

objeto permite.

Ahora se va proceder al desarrollo de dos ejemplos con su resolucién completa y una serie de
comentarios que permitirdn comprender los entresijos que suelen encontrarse a la hora de
resolver una integral con esta problemaética.

!Para, visualizar los objetos de aprendizaje debes copiar el enlace y pegarlo en un buscador.



4.1.

Ejemplo motivador resuelto

Ejemplo 1 Se considera el campo vectorial espacial F : R? — R3 dado por

F('I'7 y7 Z) = (x7 y? Z)?

las superficies de ecuacion z = 4 — 222 — 2y y z = 1 + 2% + 2 y el solido Q limitado
por dichas superficies, donde con S1 y Sa se denotan, respectivamente, las porciones de
las mismas que encierran el solido.

Se pide responder las siguientes preguntas.

(a) Encuentra una parametrizacion para la superficie Sy y otra para la superficie So de

modo que la superficie S = S1 U Sy esté orientada hacia el exterior.

(b) Calcula el flujo que determina el campo F al atravesar la superficie S':

(1) por definicion.

(11) wutilizando el Teorema de la Divergencia.

Analisis previo a la solucién: Para comenzar, nos planteamos y resolveremos las
siguientes cuestiones.

Cuestiones:
(1) Representa graficamente el sélido @ limitado por las superficies Sy y Ss.

(2) Si las superficies S; y S se orientan de modo que la superficie S = S7 U Sy quede

(3) ;Es S una superficie cerrada?

orientada hacia el exterior, y se tiene en cuenta la direccién de las lineas del campo,
;qué signo tendra el flujo del campo F que atraviesa la superficie S17 ;Y el que
atraviesa Ss? ;Es posible intuir el signo del flujo que atraviesa S?

Respondamos a cada una de estas cuestiones.

(1)

La gréafica de las superficies S7 y So y del sélido que las limita se pueden apreciar en la
Figura 2. Se trata de dos paraboloides, uno con vértice en el punto (0,0,4) y sus
restantes puntos en la franja 2 < z < 4 y otro con vértice en (0,0, 1) y sus restantes
puntos en la franja 1 < z < 2.

Observar que para realizar la gréifica ha hecho falta encontrar la interseccién de ambas
superficies. Para ello se igualan los valores de z en z =4 — 222 — 2y? v 2 = 1 4+ 2% + o2,
que despejando se obtiene

4yt =1

y, al sustituir en cualquiera de las igualdades anteriores, se deduce que z = 2. Es decir,
los paraboloides se cortan en la circunferencia paralela al plano XY de radio 1
centrada en el punto (0,0, 2).

Realiza un ejercicio de imaginaciéon puesto que en este problema el campo vectorial es
muy sencillo de representar graficamente. Intenta visualizar algunos vectores del
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Figura 2: Superficies S7 y S2 y sélido @

campo vectorial F(x,y, z) = (z,y, z) atravesando cada una de las superficies. Para
vectores cercanos al origen y de médulo pequeno, las flechas apuntan hacia S
mientras que los vectores normales a 57 apuntan “hacia abajo”. ;Qué ocurre cuando
ambos vectores se encuentran sobre la superficie 577 Con respecto a Ss, las flechas
apuntan en la misma direccién que las de los vectores normales a Sy (en cada punto).
Este razonamiento nos lleva a pensar que el flujo que atraviesa S; tendra signo
negativo, pues todos los productos escalares a realizar lo tienen, mientras que el flujo
que atraviesa Sy tendra signo positivo pues todos los productos escalares a realizar lo
tienen. Ademads, es razonable pensar que “entran menos flechas” por S; que las que
“salen” por So a juzgar por las porciones de superficies involucradas, como se aprecia
en el dibujo. Por tanto, la intuicién nos dice que el flujo total deberd ser positivo.
Compara con los ejemplos de la Pagina Web [4].

(3) SI. Claramente la superficie S es cerrada como se aprecia en la Figura 2.

Resolucion:
Ahora que hemos aclarado estos puntos, vamos a resolver cada uno de los apartados del
ejemplo.

(a) La superficie S7 estd dada por los puntos (x,y,2) € R? tales que
2= f(z,y) =4 — 22% — 2%,

es decir, z es una funcién explicita de = e y. Sin embargo, para recorrer solamente los
puntos sobre la gréifica de S7 es necesario acotar los valores de = e y. Teniendo en



cuenta la Cuestién (1), estos valores deben variar en el interior de la circuferencia
22 + y? = 1. Resumiendo, una parametrizacién posible es:

Sy :r(u,v) = (u,v,4 — 2u® — 20?), con (u,v) € Dy

siendo D1 = {(u,v) € R? : u? + v? < 1}. Los vectores normales fundamentales para
esta parametrizacién vienen dados por

i ok
ry(u,v) X ry(u,v) =1 0 —4u | = (4u,4v,1),
0 1 —4v

que claramente apuntan hacia “afuera”, lo que se deduce de la grafica y de observar
que la tercera componente es positiva.

De forma semejante, se considera la parametrizacién

r(u,v) = (u,v,1+u? +v?), con (u,v) € Dy

siendo Do = {(u,v) € R? : u? + v% < 1}. Los vectores normales fundamentales para
esta parametrizacién vienen dados por

o

ry(u,v) X ry(u,v) = = (—2u,—2v,1),

O =
— O e
N DN
[SE

que claramente apuntan hacia “el interior” de la superficie, lo que se deduce de la
grafica y de observar que la tercera componente es positiva. Entonces, en lugar de
haber obtenido una parametrizacién para Sz, lo que se ha parametrizado mediante
esta funcién vectorial r(u,v), con (u,v) € D es la superficie —S5. A priori este hecho
parece ser un inconveniente; sin embargo se soluciona utilizando la siguiente propiedad:

//_S<F, as) = —//S<F, as).

(b) (I) A partir de la parametrizacién hallada para Si, el flujo que produce el campo F
al atravesar S; viene dado por

Ro= //S<F ds)
_ //Dl(F(r(u, o)), Tty 0) X 1o (1t, 0)) du dv
_ //Dl(r(u,v),ru(u,v) % T, v)) du dv
_ //Dl((u,v,él 2w — 202), (4u, v, 1)) du dv

= // (4u? + 40* + 4 — 2u* — 20%) dudv
D1

= // (2u® 4 20 + 4) du do.
Dy

6



Aplicando un cambio de variables a coordenadas polares = = r cos(6),
y = rsen(f) (recordando que el jacobiano es r), la integral queda

F = // (2u? 4 20% + 4) dudv
Dy
2 rl
= / / (2r? + 4)r drdf
0 0
om.

Teniendo en cuenta que se ha parametrizado —Ss en lugar de Sy en el apartado
anterior, el flujo que produce el campo F al atravesar Sy viene dado por

P - //S<F ds)
e

_ —//[)2<F(r(u,v)),ru(u,v) « 1 (11, 0)) du do
_ _//DQ@(U,U),ru(u,v) % 1o(u, ) du dv
_ _//DQ<(U,U,1+u2+02),(—2u,—2v, 1)) dudv

= —// (—2u? — 202 + 1+ u? +v?) dudv
Do

_ —//[)2(1—u2—v2)dudv
= //[)2(u2+112—1)dudv.

Aplicando un cambio de variables a coordenadas polares = = r cos(6),
y = rsen(f) (recordando que el jacobiano es r), la integral queda

F, = // (u? 4+ v? — 1) dudv
Do

2 pl
= / / (r? = 1)rdrdf
o Jo
_r

2

Luego, el flujo que atraviesa S es F' = F} + F, = %77.

. A saber, ha sido 1til saber
que z = f(x,y) pues permitié escribir una parametrizacién sencilla r(u, v) pero al
tener que realizar posteriormente el cambio a coordenadas polares, se podria
haber parametrizado directamente de la siguiente manera

Sy :r(u,v) = (rcos(f),rsen(d), 4 — 2r?), con (r,0) € Dy




(1)

siendo D1 = {(r,0) e R?: 0 <9 <2m,0<r <1}
Idem para Ss.

Por ser el campo vectorial F de clase C! (es decir, sus componentes tienen
derivadas parciales continuas) y la superficie S es cerrada, es posible aplicar el
Teorema de la Divergencia. Es facil ver que

div(F)(z,y, 2) = 3, para todo (z,y, z) € R3.

Por ello, el flujo pedido se puede calcular mediante

F = //S<F ds)

_ ///Qdiv(F)(x,y,Z)dV
_ 3///@ av

3V(Q),

donde V(@) representa el volumen del sélido Q. Es sencillo calcularlo si se realiza
un cambio a coordenadas cilindricas. En efecto, (recordando que, en este caso, el
jacobiano es 1), la integral pedida es

F =

3V(Q)
2,1 p4—2r2
= 3/ // rdzdrdé
0 0 J14r2
9

= .

2

Comparando los resultados obtenidos en los apartados (I) y (II) se ha
comprobado que el Teorema de Gauss se cumple para este ejemplo.

4.2. Una aplicacion

Si la superficie no sea cerrada es posible utilizar el Teorema de Gauss si se la cierra
previamente. Veamos un ejemplo de aplicacién.

Ejemplo 2 Calcular el flujo que determina el campo ¥ (x,y,z) = (z,y,2) al atravesar
la superficie S1 descrita por:

{(2,y,2) eR®: z=4—22% — 2% 2% 142 < 1}.



Solucién: La superficie de este apartado coincide con la superficie (también llamada) S; del
ejemplo anterior. Puesto que S1 no es cerrada se considera, por ejemplo, la superficie

Sy ={(z,y,2) ER3: z=222+12 <1}

de modo que S = 51 U S, si lo es. Ahora es posible aplicar el Teorema de la Divergencia:

//51<F, dS>+//SQ(F, dS>://S<F, ds>=///Qdiv(F)(x,y,z)dV

Ahora se calculan por separado las integrales sobre S y sobre ). En efecto, por tratarse de
un trozo de plano, una parametrizaciéon para S es

’Sg :r(u,v) = (u,v,2), con (u,v) € Dg‘

siendo Dy = {(u,v) € R? : u? + v? < 1}. Los vectores normales fundamentales para esta
parametrizacion vienen dados por

ry(u,v) X ry(u,v) = = (0,0,1),

O =
—_ O e
o o=

que claramente apuntan hacia “arriba” de la superficie plana, pues la tercera componente es
positiva. De nuevo, lo que se ha parametrizado con esta funcién vectorial r(u,v), con
(u,v) € Dy es la superficie —Ss. El flujo que produce el campo F al atravesar Sy viene dado

por
B = //S<F as)
[

_ —//DQ<F(r(u,v)),ru(u,v) X T, v)) du dv
_ —//Dg<r(u,v),ru(u,v) X T (1, v)) du do

_ //DQ«U,U,Q),(O,O, 1)) dudo

= —2// du dv
Do

= —2A(D»)

= 2.

Por otro lado, utilizando coordenadas cilindricas,

/ / /Q div(F)(z,y,2)dV = 3V(Q)
_ /OQW/OI/:_QTQszdrde
3.



Por lo tanto, el flujo pedido viene dado por

//51<R d5>—///Qdiv(F)(x,y,z)dV—//SZ<F, dS) = 37 + 21 = 5,

que coincide con lo obtenido en el problema anterior.

4.3. Actividad

Ejercicio 3 Calcula el flujo que determina el campo vectorial
2 13 2
F(x7y>z): Tz 7§y +Ch(2),l‘ Z+y

al atravesar la mitad superior de la esfera de ecuacién x% + y% + 22 = 1.

2
Respuesta: .

Ahora: iManos a la obra! Ya puedes resolver los Ejercicios planteados en el libro de teoria
indicado en la Bibliografia.

5. Cierre

En este articulo el alumno dispone de la resolucién completa de un ejemplo motivador y de
una forma concreta de aplicar el Teorema de la Divergencia, que son ejemplos clasicos que
se presentan como aplicacién en la teoria de integracién sobre superficies. Ahora, valiéndose
de todos estos conceptos completamente desarrollados, podré realizar los ejercicios
propuestos en el libro de teoria.
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