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éstas no supone ningin esfuezo de aprendizaje y los resultados obtenidos tienen un gran
potencial de aplicacién.
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Abstract

Once we have given a solution of an olympic problem, we provide
another solution from which we may generalize the result. We rely on
the reasoning of the suggested solution to prove an interesting theorem
in a different way.

En la primera fase de la Olimpiada Matematica Espaiiola de 1998 se propuso
el siguiente problema (ver (1, p.85)):

Un polinomio p(z) tiene coeflcientes enteros y para un cierto
entero a se verifica que

p(a) =pla+1)=pla+2)=1

LExiste algin entero k tal que p(k) = 87
Recientemente en [2, p.89] se ofrecié la siguiente respuesta al problema:
No necesariamente. Basta considerar el polinomio p(z) = —z*+22+1 que
satisface las condiciones del enunciado para a = —1; p(~1) = p(0) = p(1) = 1

y sin embargo no existe k entero tal que p(k) = 8, ya que, como es sencillo
comprobar realizando un estudio de la funcién se tiene
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Jm p(z) = Um p(z) = —c0 ; p(z) < i

Sin embargo, veamos que esta respuesta es parcial y es posible afirmar
que no existe nunca un polinomio verificando las condiciones exigidas. En
efecto, a partir del polinomio p(z) del enunciado, definamos el polinomio
asociado P(z) del mismo grado y coeficiente director que p(x)

P(z) = p(z) - 1
Como p(a) = p(a+1) = p(a+2) = 1, entonces {a,a + 1, @ + 2} son rafces
de P(z)
Pla)=pla)-1=1-1=0
(anélogamente se comprueba que P(a+1) = P(a+2) =0 ) luego P(z) puede
escribirse como
P(z) = (z - a)(z ~a - 1)(z - a — 2)q() (1)

donde ¢(z) es un polinomio con coeficientes enteros, cuyo coeficiente director
es el mismo que el de p(z) (y P(z)) y cuyo grado es tres unidades inferior al
de p(z) (y P(z)). Entonces como P(z) = p(z) — 1 se tiene de (1)

p(e) =1 =(z - a)(z —a—-1)(z - a - 2)q(x) (2)
Si existiese k entero de modo que p(k) = 8, entonces desde (2) se tendria
7= (k~a)(k—a-1)(k—a-2)q(k)

lo cual es imposibe ya que 7 es primo y lo hemos descompuesto como pro-
ducto de al menos tres factores enteros distintos, {k —a,k —a— 1,k — a — 2}
(observar que puede ocurrir que g(k) =16 g(k) = 7).

Resulta ahora interesante observar que la hipétesis de consecutividad

de {a,a+ 1,a+ 2} no se ha utilizado y por tanto el resultado puede ge-
neralizarse para un polinomio p(z) con coeficientes enteros cumpliendo que
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p(a) = p(b) = p(c) = 1, siendo a, b, c enteros distintos.

Nos gustaria que el lector dedicase un momento de reflexién a la inter-
pretacién grafica del resultado, la cual nos parece muy interesante y nada

intuitiva a priori.

Recordemos un problema andlogo al estudiado hasta ahora y que aparecio en
la Competicién de Grado de Pekin en el afio 1963 (ver [3, p.15])

Un polinomio p(z) con coeflcientes enteros toma el valor 2 para
cuatros enteros distintos. Demostrar que p(z) nunca toma los va-
lores {1,3,5,7,9} para ningin valor entero z .

Usando al misma técnica anterior el problema puede resolverse sin difi-
cultad, pero es interesante observar que pueden relajarse las hipdtesis y basta
con suponer que p(r) es un polinomio con coeficientes enteros que toma el
valor 2 en tan sdlo tres enteros distintos, en lugar de en cuatro enteros dis-

tintos,

Asi pues, y resumiendo podemos generalizar las condiciones anteriores y
enunciar el siguiente teorema cuya demostracién es ahora inmediata

Teorema 1 Sea p(z) un polinomso con coeficientes enteros de modo que para
al menos tres enteros distintos a, b, c toma el mismo valor entero a, esto es,
p(a) = p(b) = p(c) = a. Entonces no eziste ningin entero k tal que p(k) = B,
con B entero y de modo que |3 — a| sea un nimero primo.

Para terminar observemos que esta misma técnica podemos aplicarla para
demostrar, de un modo distinto al que aparece en [4, p.320}, el siguiente

resultado
Teorema 2 Si cualguier polinomio con coeficientes enteros
p(z) = ana™ + an—12™ 1+ ...+ a1z + ag
toma valores impares para t = 0 y para x = 1, entonces la ecuacidn p(z) =0

no tiene rafces enteras.
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Demostracién.

Supongamos por reduccién al absurdo que existe a entero tal que p(a) = 0,
esto es,

ana” +ap—1a™ 14 ... +aja+a=0

-2

a =« [—a,.oz""1 - ap-1a™ = ., - a1]

como todos los factores de la anterior igualdad son enteros, se deduce que o
divide a ap, y como por hipétesis ap = p(0) es impar se tiene que a debe ser
impar.

Consideremos ahora el polinomio auxiliar P(z) = p(z) — [ag + a1 + ... + ay]
y observemos que ¢ = 1 es una raiz del mismo, pues

P(1)=p(1) = [ao+ a1 + ... + ap]
=[“0+al+---+an]-[a0+a1+,,,+an]=0

luego P(x) = (¢ — 1)¢(z) siendo ¢(z) un polinomio con coeficientes enteros,
de grado n — 1 y cuyo coeficiente director es ay,.

Asi pues,

p(z) — a0+ a1+ ...+ an] = (z - 1)g()

Pz) = [a0+ ... + an] + (& — 1)g(c) 3)

y como por hipétesis de reduccién al absurdo p(a) = 0, sustituyendo z = a
en(3)

0=p(a)=[ap+ ...+ an] + (o — 1)g(a) (4)

lo cual es imposible, pues

ap+...+ap=p(0) es impar por hipotesis
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D

a—1 es par, pues a es impar

g(a) es entero
por tanto el miembro derecho de (4) es la suma de un nimero impar y de un
mimero par, por lo que nunca puede ser nulo.

En consecuencia la hip6tesis de reduccién al absurdo es falsa y el teorema
queda probado.
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