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Resumen

Un area importante de la Mateméatica Aplicada es el Anélisis Matricial dado
que muchos problemas pueden reformularse en términos de matrices y de esta
manera facilitar su resolucién. El problema de valor propio inverso consiste
en la reconstrucciéon de una matriz a partir de datos espectrales dados. Este
tipo de problemas se presenta en diferentes areas de la ingenieria y surge en
numerosas aplicaciones donde los parametros de un sistema fisico concreto
son determinados a partir del conocimiento o del comportamiento dindmico
esperado. En esta tesis se resuelve el problema de valor propio inverso para

tres tipos especificos de matrices.

Los problemas de valores propios inversos han sido estudiados desde los pun-
tos de vista teérico, numérico como también del de las aplicaciones. La lista
de aplicaciones es muy variada. Entre las principales se pueden mencionar el
disefio de control, la identificacién de sistemas, el analisis y disefio de estructu-
ras, los estudios geofisicos, la espectrospopia molecular, la teoria de circuitos,

etc. Algunas de estas aplicaciones se describiran en el Capitulo 1 de esta tesis.

En varios casos, para que el problema de valor propio tenga sentido, es necesario

imponer algunas condiciones adicionales sobre la matriz en cuestién, es decir,
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la matriz debera tener una estructura especifica. En resumen, un problema de
valor propio inverso adecuadamente planteado debe satisfacer dos restricciones:

la referida a los datos espectrales y la restriccion estructural deseable.

Dada una matriz X y una matriz diagonal D, se buscan soluciones de la ecua-
cion AX = XD siendo A una matriz con una determinada estructura y que
posee un cierto espectro predefinido. A partir de estas restricciones sobre la

matriz A surgen una variedad de problemas de valores propios inversos.

Por ejemplo, el problema de valor propio inverso para matrices centrosimétricas
fue abordado por F. Zhou, X. Hu y L. Zhang en [49]. Usando la descomposi-
cién en valores singulares y la inversa de Moore-Penrose, hallaron condiciones
para que el problema tuviese solucién. Las matrices centrosimétricas tienen
aplicaciones en teoria de la informacién y en teoria de sistemas lineales entre

otras.

En el articulo [38] publicado en 2005, Z. Y. Peng estudié el problema de valor
propio inverso para el caso en que A sea una matriz hermitica y antireflexiva
con respecto a una matriz de reflexién generalizada. Cinco afios més tarde,
M. Liang y L. Dai hallaron en [32] condiciones para las cuales el problema
de valores propios inversos a izquierda y a derecha para matrices reflexivas y
antireflexivas generalizadas, tiene solucién, dando también la expresion general
de la solucién. En el mismo ano, L. Lebtahi y N. Thome resolvieron en [28§]
el problema para el caso de una matriz A que sea hermitica y reflexiva o
antireflexiva con respecto a una matriz J que cumple las condiciones de ser

tripotente y hermitica.

En el Capitulo 2 de esta memoria se extiende el dltimo trabajo mencionado al
caso de una matriz A que sea hermitica y reflexiva con respecto a una matriz
J que es {k+ 1}-potente y normal. En el Teorema 2.2.1 se dan las condiciones
bajo las cuales el problema tiene solucién y se proporciona la forma explicita

de la solucion general. Ademas, en el caso de que el conjunto de soluciones




del problema de valor propio inverso sea no vacio, se resuelve el problema de

Procrustes asociado.

El problema de Procrustes, o de la mejor aproximacién, asociado al problema
de valor propio se puede describir sintéticamente de la siguiente manera: da-
da una matriz obtenida de forma experimental, el problema consiste en hallar
una matriz del conjunto solucion del problema (y, por tanto, con la estruc-
tura deseada), tal que sea la mejor aproximacion a la matriz dato usando,

generalmente, la norma de Frobenius.

Por otra parte, las matrices Hamiltonianas y antiHamiltonianas aparecen en
la resolucién de importantes problemas de la Teoria de Sistemas y Control.
Surgen, por ejemplo, en control 6ptimo cuadratico lineal [34, 42], en el calculo
de la norma H,, de un sistema estable [50] y en la resolucion de la ecuacion
algebraica de Riccati [27]. El problema de valor propio inverso para matrices
hermiticas y Hamiltonianas generalizadas fue analizado por Z. Zhang, X. Hu
y L. Zang en [48] y posteriormente fue considerado el caso de matrices hermi-
ticas y antiHamiltonianas generalizadas por Z. Bai. En ambos casos no sélo se
estudi6 el problema de valor propio inverso sino que también se resolvié el pro-
blema de hallar la mejor aproximacién probando previamente que se obtiene

solucion tnica.

Una extensién de las matrices Hamiltonianas son las matrices J-Hamiltonianas
definidas por primera vez en [14], y corresponde a una de las aportaciones
originales que se realizan en esta memoria. En los Capitulos 3 y 4 de esta
tesis se estudian el problema de valor propio inverso para matrices normales
J-Hamiltonianas y para normales J-antiHamiltonianas, respectivamente. Para
la resolucién del caso de las matrices normales y J-Hamiltonianas se presentan
cuatro métodos diferentes, analizando previamente la estructura de este tipo
de matrices. Los dos primeros métodos son generales, dan condiciones para que
el problema tenga solucién y, entre las soluciones encontradas, se consideran las
que son normales y J-Hamiltonianas. El tercer método queda formalizado en el

Teorema 3.2.2 que proporciona las condiciones bajo las cuales el problema tiene
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solucién y se presentan infinitas soluciones del mismo, pero con este método
no es posible obtenerlas todas. Finalmente, el dltimo método permite obtener
la forma de todas las soluciones. El principal resultado se da en el Teorema
3.2.3. Una seccién completa estd dedicada a la resolucion del problema de
optimizacién de Procrustes asociado en el caso en que el problema admite

solucién. En este caso, el principal resultado se presenta en el Teorema 3.3.1.

A continuacién se presenta, de forma sintetizada, la organizacion de esta tesis

en sus cuatro capitulos.

El Capitulo 1 contiene una introduccién al problema de valor propio inverso
v al problema de Procrustes, y se describen algunos problemas estudiados en
la literatura. También, se enumeran algunas definiciones, propiedades, lemas y

teoremas utilizados a lo largo de la memoria.

En el Capitulo 2 se estudia el problema de valor propio inverso para una matriz
hermitica y reflexiva con respecto a una matriz normal y {k + 1}-potente, asi
como también el problema de optimizacién de Procrustes asociado. Ademés,
se propone un algoritmo que resuelve el problema de Procrustes y se da un

ejemplo que muestra el funcionamiento de dicho algoritmo.

El problema de valor propio inverso para una matriz normal y J-Hamiltoniana
se resuelve en el Capitulo 3 usando distintos métodos y ademés se considera
el problema de optimizacién de Procrustes asociado. Del mismo modo que
en el Capitulo 2, se propone un algoritmo que sirve para calcular la solucién
del problema de optimizacién y se presentan algunos ejemplos que permiten

mostrar el desempeno del mismo.

Finalmente, en el Capitulo 4, en base a los resultados obtenidos en el Ca-
pitulo 3, se aborda el problema de valor propio inverso para matrices J-
antiHamiltonianas. Siguiendo la linea de los Capitulos 2 y 3, se presenta un
algoritmo que resuelve el problema de Procrustes y se ilustra con ejemplos de

aplicacion de los resultados.
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Las principales contribuciones obtenidas en esta tesis fueron publicadas en
revistas cientificas y presentadas en congresos. Se pueden ver en [13, 14, 15,
16, 17, 18].
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Resum

Una area important de la Matematica és 1’Analisi Matricial ja que molts pro-
blemes poden reformular-se en termes de matrius i d’aquesta manera facilitar

la seua resolucié.

El problema de valor propi invers consisteix en la reconstruccié d’'una matriu
a partir de dades espectrals donades. Aquest tipus de problemes es presenta
a diferents arees de l'enginyeria i sorgeix a nombroses aplicacions a on els
parametres d’un sistema fisic concret son determinats a partir del coneixement

o del comportament dindmic esperat.

A aquesta tesi es resol el problema de valor propi invers per a tres tipus espe-

cifics de matrius.

Els problemes de valors propis inversos han estat estudiats des dels punts de
vista teoric, numeéric com també del de les aplicacions. La llista d’aplicacions
és molt variada. Entre les principals s’hi poden esmentar el disseny de control,
la identificacié de sistemes, I’analisi i disseny d’estructures, els estudis geofi-
sics, 'espectroscopia molecular, la teoria de circuits, etc. Algunes d’aquestes

aplicacions es descriuran al Capitol 1 d’aquesta tesi.
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En diversos casos, per tal de que el problema de valor propi tingui sentit, és
necessari imposar algunes condicions addicionals sobre la matriu en qiiestio, és
a dir, la matriu haura de tenir una estructura especifica. En resum, un problema
de valor propi invers adequadament plantejat ha de satisfer dues restriccions:

la referida a les dades espectrals i la restriccié estructural desitjada.

Donada una matriu X i una matriu diagonal D, es busquen solucions de
Pequaci6 AX = XD sent A una matriu amb una determinada estructura i
que posseeix un cert espectre predefinit. A partir d’aquestes restriccions sobre

la matriu A sorgeixen una varietat de problemes de valors propis inversos.

Per exemple, el problema de valor propi invers per a matrius centresimétriques
va ser abordat per F. Zhou, X. Hu i L. Zhang a [49]. Fent servir la descom-
posié en valors singulars i la inversa de Moore-Penrose, van trobar condicions
per tal de que el problema tingués solucié. Les matrius centresimétriques te-
nen aplicacions en teoria de la informacié i en teoria de sistemes lineals entre

d’altres.

A TDarticle [38] publicat en 2005, Z. Y. Peng va estudiar el problema de valor
propi invers pel cas en que A fos una matriu hermitica i antireflexiva respecte
d’'una matriu de reflexié generalitzada. Cinc anys més tard, M. Liang i L. Dai
van trobar a [32] condicions per les quals el problema de valors propis inversos
a esquerra i a dreta per a matrius reflexives i antireflexives generalitzades
té solucié, donant també 'expresié general de la solucié. El mateix any, L.
Lebtahi i N. Thome van resoldre a [28] el problema pel cas d’una matriu A que
fos hermitica i reflexiva o antireflexiva respecte d’una matriu J que complix

les condicions de ser tripotent i hermitica.

Al Capitol 2 d’aquesta memoria s’estén 'ultim treball esmentat pel cas d'una
matriu A que sigui hermitica i reflexiva respecte d’una matriu J que és {k+1}-
potent i normal. Al Teorema 2.2.1 es donen les condicions sota les quals el

problema té soluci6 i es proporciona la forma explicita de la solucié general.
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A més, en el cas de que el conjunt de solucions del problema de valor propi

invers sigui no buit, es resol el problema de Procrustes associat.

El problema de Procrustes, o de la millor aproximacio, associat al problema
de valor propi es pot descriure sintéticament de la segiient manera: donada
una matriu obtenida de manera experimental, el problema consisteix en trobar
una matriu del conjunt solucié del problema (i, per tant, amb lestructura
desitjada), tal que siga la millor aproximaci6é a la matriu donada fent servir,

generalment, la norma de Frobenius.

D’altra banda, les matrius Hamiltonianes i antiHamiltonianes apareixen en la
resolucié d’importants problemes de la Teoria de Sistemes i Control. Sorgeixen,
per exemple, a control optim quadratic lineal [34, 42], al calcul de la norma H,
d’un sistema estable [50] i a la resolucié de 'equacié algebraica de Riccati [27].
El problema de valor propi invers per a matrius hermitiques i Hamiltonianes
generalitzades va ser analitzat per Z. Zhang, X. Hu i L. Zang a [48] i poste-
riorment va ser considerat el cas de matrius hermitiques i antiHamiltonianes
generalitzades per Z. Bai. En ambdés casos no només s’estudia el problema de
valor propi invers sino que també es va resoldre el problema de trobar la millor

aproximacié provant préviament que s’obté solucié Unica.

Una extensi6 de les matrius Hamiltonianes sén les matrius J-Hamiltonianes de-
finides per primera vegada a [14], i correspon a una de les aportacions originals
que es realitzen a aquesta memoria. Als Capitols 3 1 4 d’aquesta tesi s’estudien
el problema de valor propi invers per a matrius normals J-Hamiltonianes i
per a normals J-antiHamiltonianes, respectivament. Per a la resolucié del cas
de les matrius normals i J-Hamiltonianes es presenten quatre métodes dife-
rents, analitzant préviament D'estructura d’aquest tipus de matrius. Els dos
primers métodes sén generals, donen condicions per a que el problema tin-
gui solucié i, entre les solucions trobades, es consideren les que sén normals
i J-Hamiltonianes. El tercer métode queda formalitzat al Teorema 3.2.2 que
proporciona les condicions sota les quals el problema té solucié i es presenten in-

finites solucions del mateix, perd amb aquest métode no és possible obtenir-les
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totes. Finalment, I'altim métode permet obtenir la forma de totes les solucions.
El principal resultat es dona al Teorema 3.2.3. Una seccié completa esta de-
dicada a la resolucié del problema d’optimitzacié de Procrustes associat en el
cas en que el problema admet soluci6. En aquest cas, el principal resultat es

presenta al Teorema 3.3.1.

A continuacié es presenta, de forma sintetitzada, 'organitzacié d’aquesta tesi

en els seus quatre capitols.

El Capitol 1 conté una introduccié al problema de valor propi invers i al pro-
blema de Procrustes, i es descriuen alguns problemes estudiats a la literatura.
També, s’enumeren algunes definicions, propietats, lemes i teoremes utilitzats

al llarg de la memoria.

Al Capitol 2 s’estudia el problema de valor propi invers per a una matriu
hermitica i reflexiva respecte d’'una matriu normal i {k + 1}-potent, aixi com
també el problema d’optimitzacié de Procrustes associat. A més, es proposa
un algoritme que resol el problema de Procrustes i es dona un exemple que

mostra el funcionament del mateix.

El problema de valor propi invers per a una matriu normal i J-Hamiltoniana es
resol al Capitol 3 fent servir diferents métodes i a més es considera el problema
d’optimitzacié de Procrustes associat. De la mateixa manera que al Capitol
2, es proposa un algoritme que serveix per a calcular la soluci6é del problema
d’optimitzaci6 i es presenten alguns exemples que permeten mostrar el rendi-

ment del mateix.

Finalment, al Capitol 4, en funcié dels resultats obtinguts al Capitol 3, s’aborda
el problema de valor propi invers per a matrius J-antiHamiltonianes. Seguint
la linia dels Capitols 2 i 3, es presenta un algoritme que resol el problema de

Procrustes i es proporcionen exemples d’aplicacié dels resultats.
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Les principals contribucions obtingudes en aquesta tesi van ser publicades a
revistes cientifiques i presentades a congressos. Es poden veure a [13, 14, 15,
16, 17, 18].
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Summary

An important area of Applied Mathematics is Matrix Analysis due to the fact
that many problems can be reformulated in terms of matrices and, in this
way, their resolution is facilitated. The inverse eigenvalue problem consists of
the reconstruction of a matrix from given spectral data. This type of problems
occurs in different engineering areas and arises in numerous applications where
the parameters of a particular physical system are determined from previous
knowledge or expected dynamic behavior. In this thesis the inverse eigenvalue

problem for three specific sets of matrices is solved.

Inverse eigenvalue problems have been studied from theoretical and numerical
points of view as well as from their applications. The list of applications is
vast. For instance, we can mention control theory, identification of systems,
analysis and design of structures, geophysical studies, molecular spectroscopy,
and circuit theory, among others. Some of these applications will be described
in Chapter 1 of this thesis.

In several cases, in order to make the inverse eigenvalue problem reasonable,
it is necessary to impose some additional conditions on the solution matrices,

that is, those matrices must have a specific structure. In summary, an inverse
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eigenvalue problem properly posed must satisfy two constraints: one referring

to the spectral data and the other to the desirable structure.

Given a matrix X and a diagonal matrix D, solutions of the equation AX =
XD are searched, where A is a matrix with a prescribed structure and a
predefined spectrum. Based on these restrictions on matrix A, a variety of

inverse eigenvalue problems arise.

For example, the inverse eigenvalue problem for centrosymmetric matrices was
addressed by F. Zhou, X. Hu, and L. Zhang in [49]. Using the singular va-
lue decomposition and the Moore-Penrose inverse, they found conditions to
guarantee the existence of solution. The centrosymmetric matrices have appli-

cations in information theory and in theory of linear systems, among others.

In the article [38] appeared in 2005, Z. Y. Peng considered the inverse eigenva-
lue problem for the case where A is a hermitian and antireflexive matrix with
respect to a generalized reflexion matrix. Five years later, M. Liang and L. Dai
stated in [32] the solvability conditions for the left and right inverse eigenva-
lue problem for generalized reflexive and antireflexive matrices. The general
expression of the solution was also given. In the same year, .. Lebtahi and N.
Thome solved in [28] the problem for the case of a matrix A that is hermitian
and reflexive or antireflexive with respect to a matrix J that is tripotent and

hermitian.

In Chapter 2 of this work the results of [28] are extended to the case of a
matrix A that is hermitian and reflexive with respect to a matrix J which is
{k+1}-potent and normal. Theorem 2.2.1 provides conditions under which the
problem has a solution and the explicit form of the general solution is given.
In addition, in case of the set of solutions of the inverse eigenvalue problem is

not empty, the associated Procrustes problem is solved.

The Procrustes problem, or the best approximation problem, associated to
the inverse eigenvalue one can be described synthetically as follows: given an

experimentally obtained matrix, the problem consists on finding a matrix from
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the problem solution set (and, therefore, with the desired structure), such that
it is the best approximation to the data matrix. For simplicity, the Frobenius

norm is generally used.

On the other hand, Hamiltonian and skewHamiltonian matrices appear in the
resolution of important problems of Systems and Control Theory. They arise,
for example, in optimal linear quadratic control [34, 42|, in the calculation of
the norm H,, of a stable system [50], and in the resolution of the algebraic
Riccati equations [27], among others. The inverse eigenvalue problem for her-
mitian and generalized Hamiltonian matrices was analyzed by Z. Zhang, X.
Hu and L. Zang in [48] and, afterwards, the case of hermitian and skewHamil-
tonian generalized matrices by Z. Bai was considered. In both cases, not only
the inverse eigenvalue problem was studied but also uniqueness of solution for

the best approximation problem was proved and the solution was presented.

An extension of the Hamiltonian matrices are the J-Hamiltonian matrices
defined for the first time in [14], and it is one of the original contributions of
this work. In Chapters 3 and Chapter 4 of this thesis the inverse eigenvalue
the respective problems for normal J-Hamiltonian matrices and for normal
J-skewHamiltonian matrices are studied. For the resolution of the normal J-
Hamiltonian matrices case, the structure of this type of matrices is firstly
analyzed and, then, four methods are presented. The first two methods are
general, they give conditions under which the problem is solvable and, among
the solutions normal J-Hamiltonian matrices are found. The third method is
formalized in the Theorem 3.2.2. It provides the conditions under which the
problem has a solution and the infinite solutions are presented, but with this
method we are not able to obtain all of them. Finally, the last method states
the form of all the solutions. The main result is established in the Theorem
3.2.3. A complete section is dedicated to solve the associated optimization
Procrustes problem in case of the problem admits solution. The main result is

presented in Theorem 3.3.1.
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Below, a summary of the organization of this thesis and a brief description of

its four chapters are presented.

Chapter 1 contains an introduction to the inverse eigenvalue problem, the Pro-
crustes problem, and some other ones studied in the literature. Also, definitions,

properties, lemmas, and theorems used throughout this work are presented.

In Chapter 2, the inverse eigenvalue problem for a hermitian reflexive matrix
with respect to a normal {k + 1}-potent matrix is studied, as well as the
associated optimization Procrustes problem. In addition, an algorithm that
solves the Procrustes problem is designed and an example that shows the

performance of the algorithm is given.

The inverse eigenvalue problem for a normal J-Hamiltonian matrix is inves-
tigated in Chapter 3 by using several methods. The associated optimization
Procrustes problem is also considered. As in Chapter 2, an algorithm that
allows us to calculate the solution of the optimization problem is proposed.

Some examples where its performance is showed are provided.

Finally, in Chapter 4, based on the results obtained in Chapter 3, the inverse
eigenvalue problem for normal J-skewHamiltonian matrices is addressed. Fo-
llowing the line of Chapters 2 and Chapter 3, an algorithm that solves the
Procrustes problem is presented and some illustrative examples of application

of the results are presented.

The main contributions obtained in this thesis were published in scientific

journals and presented at congresses. They can be seen in [13, 14, 15, 16, 17, 18|.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Problemas inversos

Para poder resolver problemas que involucran procesos ingenieriles, fisicos,
quimicos, etc., se requieren modelos matematicos. Los problemas directos son
aquellos en los que se tiene informacion sobre las causas que describen un pro-
ceso. Resolverlo, permite determinar el efecto producido por dichas causas. Los
problemas inversos, en cambio, son aquellos en los que se tiene informacién,
muchas veces parcial, sobre los resultados o efectos producidos, y se desea de-
terminar las causas que provocaron dichos efectos. Resolver estos problemas
consiste en elegir métodos adecuados para poder extraer la informacion (mu-

chas veces obtenida a través de datos) que permita identificar esas causas.

Mas formalmente, cuando las relaciones entre las entradas y la salidas son
lineales, se consideran dos espacios de Banach X e ) y un sistema representado

por el operador lineal F. Si X € X e Y € ) representan la entrada y la salida



Capitulo 1. Introduccion

del sistema, respectivamente, y F': X — ) entonces

FX=Y
es la ecuacién que describe el proceso.

En estos términos los problemas directo e inverso pueden describirse de la

siguiente manera:

(a) Problema directo: consiste en hallar Y conociendo F'y X.

(b) Problema inverso: en este caso hay dos opciones,

s hallar X, siendo F' e Y conocidos. Si F' es un operador invertible, se

tiene un problema directo para el operador F~1,

s conociendo X e Y, se pretende determinar el operador F.

Los problemas inversos se presentan en diferentes areas de la ingenieria y en
muchas &reas de las ciencias naturales. Por ejemplo, en el campo de estudio de
la vibracion de estructuras (puentes, carreteras, edificios, etc.), los problemas
inversos se definen como la determinacién o estimaciéon de los parametros del
sistema, tales como la densidad, el médulo de elasticidad y el area transversal,

conociendo el comportamiento del sistema [20].

En geofisica, los datos observados son generados por fuentes naturales o artifi-
ciales y propagados a través de la Tierra. Lo que buscan los geofisicos es usar
estos datos y establecer la estructura interna de la Tierra. El inconveniente que
presentan estos datos es que estan inevitablemente contaminados por ruido y
se adquieren en un numero finito de lugares. Para obtener los datos se utiliza
la prospeccién geofisica que consiste en un conjunto de técnicas fisicas y mate-
maticas, que se utilizan para la exploracién de las distintas capas de la Tierra
mediante observaciones efectuadas en la superficie de la misma. El objetivo es
dar informacién del subsuelo que permita identificar zonas de interés econémi-

co de los recursos minerales y energéticos (exploracion de petrdleo, minerales,
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aguas subterraneas, etc.). El tipo de técnica utilizada dependera, por ejemplo,
de la informacion geologica y geoquimica, conocida de antemano. Una de esas
técnicas es el método magnetotelarico. El problema inverso magnetoteldrico
ha sido estudiado por R. Parker [37, 36| desde principios de los afios 80 y
consiste en determinar la distribucién de la conductividad debajo la superficie
utilizando un ntmero finito de mediciones inciertas del campo eléctrico y del
campo magnético. El modelo utilizado para relacionar los campos eléctrico y

magnético con la conductividad estd basado en las ecuaciones de Maxwell.

Existen problemas inversos muy interesantes en medicina. Por ejemplo, el pro-
blema inverso en Electroencefalografia consiste en la determinacién de la ubi-
cacion de una fuente dentro del cerebro (foco epileptogeno) que produce una
cierta distribucion de potencial en el cuero cabelludo que es registrada por
electrodos colocados en la superficie del mismo. El modelo matematico que
describe la actividad eléctrica del cerebro involucra una ecuacién en derivadas
parciales de tipo eliptica. A menudo se supone que la fuente es un dipolo, y su
ubicacién se toma como un pardmetro del modelo. X. Ibanez-Catala y M. 1.
Troparevsky propusieron en [22] una solucion aproximada del problema inver-
so mediante la minimizacién de una funcién que mide la diferencia entre los
valores del potencial eléctrico correspondiente a los pardmetros a estimar y los

valores del potencial eléctrico para los valores estimados de los pardmetros.

Otro problema inverso importante, que se aplica principalmente como herra-
mienta de diagndstico, es la tomografia computada. Estd basada en la ad-
quisicién de una imagen por rayos X de un corte transversal de un objeto
tridimensional, para diferentes dngulos de rotacién con respecto al mismo. Ca-
da una de estas imagenes es una proyecciéon. La base matematica se debe a
J. Radon que en 1917 plante6 el problema de reconstruir una funciéon si se
conocen sus integrales sobre rectas arbitrarias, y estas integrales son la Trans-
formada de Radon. La inversién de la transformada constituye el problema
inverso, es decir, la reconstrucciéon de la imagen. En la practica los datos de las

distintas proyecciones son finitos y se almacenan en matrices. Para hallar la
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imagen existen diferentes métodos basados en modelos deterministicos como
la retroproyeccion filtrada y también modelos estocasticos como los bayesianos
con los que se han logrado mejorar la calidad de la reconstruccién sobre todo

en los casos en que cuentan con pocos datos o los datos estdn contaminados.

Debido a que cada problema de aplicacién tiene dificultades intrinsecas, los
problemas inversos constituyen una base inagotable de problemas de diversa

indole.

1.1.1 Problema de valor propio inverso

Algunos modelos matematicos involucran matrices cuyas propiedades espectra-
les son las que determinan la dindmica del proceso. El problema de encontrar
una matriz A € C"*" tal que AX = XD se llama problema de valor propio in-
verso y se encuadra dentro de la Teoria del Analisis Matricial. Tanto la matriz

X € C™™ y como la matriz diagonal D € C™*™ son matrices conocidas.

Equivalentemente, el problema de valor propio inverso consiste en hallar una
matriz cuadrada A € C**™ tal que
Aflii:)\ixi, izl,...,m

donde zy,...,x,, (m < n) son vectores dados y Ay, ..., \,, son escalares dados.

Es decir, se resuelve la ecuacién matricial

AX =XD
en la incégnita A con
X:[xl Ty ... a:m}
donde x1, s, ..., x,, son vectores columna y

D = diag(\1, Aoy -+ o, A



1.1 Problemas inversos

es una matriz diagonal siendo los A;, i = 1,...,m, valores dados. En otras pala-
bras, resolver un problema de valor propio inverso consiste en la reconstruccion

de una matriz a partir de sus valores y vectores propios.

Se han realizado numerosos trabajos sobre problemas de valor propio inverso,
tanto desde el punto de vista tedrico, como numérico y del de sus aplicaciones.
Un resumen detallado se puede ver en el trabajo de M. Chu y G. Golub [9]
donde se muestran varias aplicaciones y problemas de valores propios inver-
sos para ciertos tipos de matrices. En esta seccién se describirdn brevemente

algunos de esos problemas.

En [19], Gladwell estudia el problema de valor propio inverso aplicado al estu-
dio de vigas que habia sido planteado anteriormente en [3]. Una viga puede ser
modelada usando un sistema de masa-resorte. El problema consiste en calcular
los valores de las masas, longitudes y constantes de resorte de masa-resorte,
conociendo sdlo ciertos datos espectrales. El planteamiento especifico para una
viga discreta lleva al problema inverso de generar una matriz simétrica pen-
tadiagonal tal que los elementos de las diagonales que no pertenencen a la
diagonal principal sean negativos. Para poder generar este tipo de matrices D.
Boley y G. Golub [6] usaron un método basado en el algoritmo de Lanczos que

se utiliza para reducir una matriz simétrica a una matriz tridigonal.

En 1992, K. Joseph [23] aplico el problema de valor propio inverso al disenio
de estructuras. Un problema que ocurre con frecuencia en ingenieria civil es el
disefio de una estructura con frecuencias naturales especificadas o con frecuen-
cias que se encuentran fuera de ciertas bandas especificadas. Las frecuencias
naturales de una estructura se calculan generalmente usando las matrices de
masa y de rigidez. El problema consiste en determinar el conjunto de parame-
tros de modo que el problema de valor propio asociado tenga los valores propios
especificados. El problema de la viga mencionado anteriormente, es una caso

particular de problemas inversos en vibraciones.
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La ecuacién

ATX + XA - XGX +F=0

se conoce como la ecuacion algebraica de Riccati, donde A, F, G y X son ma-
trices cuadradas reales. Ademas, F'y G son matrices simétricas. Esta ecuacion

tiene asociada la matriz Hamiltoniana
a2 0]
F AT

Esta ecuacién surge en el modelado de sistemas de tiempo continuo y discreto
en una gran variedad de aplicaciones como, por ejemplo, en la Teoria de Control
Optimo. La busqueda de un algoritmo efectivo para hallar la solucién numeérica
es una tema de interés desde mediados de los anos 70. Un método clasico
utilizado para la resolucion de este tipo de ecuaciones es el de Schur que fue
introducido por Laub en 1978 y estd basado en la factorizacién de la matriz
Hamiltoniana H utilizando un conjunto apropiado de vectores de Schur [26].

En [27], se extiende este método mediante la utilizacion de problemas de valores

propios generalizados y proporcionando algunas aplicaciones.

La importancia del uso de matrices Hamiltonianas radica en que juegan un
rol importante en diversas areas de la ingenieria. Ademas de su utilizacion
en el problema de resolucién de la ecuacién algebraica de Riccati, surgen en
control é6ptimo cuadratico lineal y en optimizacién H,, como puede verse en

[34, 42, 50].

Otra aplicacion interesante que esta relacionada con el tema de esta tesis con-
siste en la configuracién electréonica de un atomo. Para hallarla, se necesita
la informacién espectral y diagonal de una matriz Hamiltoniana, pero el in-
conveniente que se presenta es que los elementos de la diagonal no pueden
medirse con presicién. Mediante el uso de los valores propios se trata de co-
rregir los elementos de la diagonal. En [45], los autores presentan por primera
vez un enfoque algebraico al problema de valor propio inverso para un sistema

cuantico.
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El problema de asignacién de polos en Teoria de Control es otra de las aplica-
ciones clasicas del problema de valor propio inverso. La dindmica de un sistema

lineal en tiempo continuo puede ser descrita por la ecuacién de estado

#(t) = Az(t) + Bu(t)

donde, en el instante ¢, el vector z(t) € R™ denota el estado del sistema y
u(t) € R™ la entrada. Las matrices A € R"*" y B € R™™ son matrices
invariantes en el tiempo. Un problema que se presenta en Teoria de Control es
elegir el vector u(t) para poder controlar la dinamica de x(t) y se puede hacer
de diversas maneras. Por ejemplo, al realizar una realimentacién de estados, se

considera u(t) = Fx(t) y asi se tiene que

i(t) = (A+ BF)x(t).

El objetivo es elegir la matriz F' de modo tal que la matriz A + BF tenga
determinados valores propios. Los valores propios de esta matriz coinciden con

los polos del sistema.

En 1997, N. Li estudi6 el problema de valor propio inverso relacionado con el
problema de asignacion de polos en [31]. Ademas, planted la aplicacion de este

problema al diseno de redes neuronales de Hopfield.

En la literatura se ha abordado el estudio del problema de valor propio inverso
para matrices con ciertas estructuras especificadas, como los que se muestran

a continuacién, algunos de los cuales motivaron esta tesis.

Una matriz se dice de Toeplitz si es una matriz cuadrada en la que los elementos

de sus diagonales (de izquierda a derecha) son constantes, es decir, la matriz
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es de tamafio n X n y tiene la forma

Qg a_1q a_o rr Qopy2 Q_py1
a ag a_q ce e A _nio
(45)] aq [e7)
T, =
Ap_2 Ap_3 Qp_g . . a_1
| Qp—-1 Ap—2 0aAp—3 - *° ay Qo ]

En 1991, H. Landau resolvié el problema de valor propio inverso para matri-
ces Toeplitz reales y simétricas [25]. En su trabajo se enuncia un teorema de
existencia de solucion pero no se da la forma de la misma. En [43], W. Trench
presenta un procedimiento que proporciona la solucién numérica de este pro-
blema basado en un método de Newton que tiene en cuenta las propiedades

espectrales especiales de las matrices Toeplitz reales y simétricas.

P. Benner, D. Kessner y V. Mehrmann estudian en [5] el problema de valor
propio inverso para matrices Hamiltonianas y antiHamiltonianas. Presentaron
un algortimo para hallar su solucién y mostraron algunas aplicaciones como el
célculo del radio de estabilidad y de la norma H., asi como la resolucién de

Ecuaciones Algebraicas de Riccati, anteriormente mencionadas.

Una matriz A cuadrada compleja se dice que es hermitica y Hamiltoniana (an-
tiHamiltoniana) generalizada si coincide con su traspuesta conjugada y AJ es
hermitica (antihermitica), siendo J una matriz (real) ortogonal y antisimétrica.
Z. Zhang, X. Hu y L. Zhang resuelven por primera vez en [48] el problema de
valor propio inverso para matrices hermiticas y Hamiltonianas generalizadas
dando condiciones necesarias y suficientes para que el problema tenga solucién.
También muestran la forma explicita de la solucion y estudian el problema de
aproximacioén, es decir, dada una matriz arbitraria, hallan la solucién del pro-
blema inverso mas cercana usando la norma de Frobenius. Este trabajo fue
extendido por Z. Bai en [2] estudiando el problema de valor propio inverso

para matrices hermiticas y antiHamiltonianas generalizadas usando la inversa
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de Moore-Penrose y también resolvié el problema de aproximacién correspon-

diente.

En esta memoria se estudia el problema de valor propio inverso para matrices
normales y J-Hamiltonianas. Este estudio proporciona una amplia extensiéon
dado que se pasa de las matrices hermiticas a las normales y de las Hamiltonia-
nas a todas sus unitariamente semejantes. En una primera etapa se presentan
cuatro métodos diferentes para la resolucién del problema y, en una segunda

etapa, se estudia el problema de Procrustes asociado.

El caso del problema inverso para matrices hermiticas antireflexivas con res-
pecto a una matriz de reflexién generalizada dada, fue analizado por Z. Peng en
[38]. El autor analiza la estructura que poseen las matrices, presenta condicio-
nes para que el problema tenga solucién usando la inversa de Moore-Penrose,
v muestra cuél es la solucién del problema. Al igual que en los casos anteriores,
estudia el problema de optimizacién asociado, si el conjunto de soluciones del

problema de valor propio inverso es no vacio.

Gran parte los problemas de valores propios inversos que aparecen en la litera-
tura surgieron debido al interés en el problema inverso de Sturm-Liouville [30].
Dada una funcién ¢(z), el problema de Sturm-Liouville consiste en calcular los

valores de A (es decir, calcular el espectro dado por A\, A1, ...) para la ecuacion

—y" +q(z)y = Ay, con a <z <b,

sujeta a ciertas condiciones de contorno en z = a y en x = b. El problema
inverso consiste en reconstruir la funcién ¢(x) conociendo los datos espectrales.
Para buscar una aproximacién numérica a la solucién, se discretiza la ecuacion
diferencial, lo que conduce a la ecuacion matricial (algebraica)

1
(—tha + X> u = \u,

siendo J, una matriz de Jacobi, X la matriz que corresponde a la discretizacion

de q(z) y h el tamanio del paso de la discretizacion.
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Una clase particular dentro de las matrices de Jacobi son las matrices tridiago-
nales simétricas donde los elementos que no pertenecen a la diagonal principal

son no negativos, es decir, un matriz de tamano n X n que tiene la forma

aq bg 0 e 0 0
b2 (4%} b3 s 0 0
Jo=1 . . :
0 0 0 " ap1 b,
0 0 0 - by a,

Ademaés de surgir en el problema de Sturm-Liouville, este tipo de matrices se
presentan en otras aplicaciones tales como el sistema de masa oscilante o el

péndulo compuesto [46].

Por otra parte, H. Chen resolvié en |7] un problema de minimos cuadrados
usando diferentes propiedades de una nueva clase de matrices introducidas en
el citado articulo, que son las matrices reflexivas con respecto a un par de
matrices que sean ambas reflexiones generalizadas, es decir, A y B son dos
matrices complejas rectangulares que satisfacen las relaciones A = PAQ y
B = —PBQ, siendo P y @ son dos matrices de reflexiéon generalizadas. Es-
tas matrices son una generalizacién de matrices reflexivas (antirreflexivas) y
matrices centrosimétricas y que el autor denomina matrices reflexivas (antirre-

flexivas) generalizadas.

El caso de matrices K-centrohermiticas generalizadas fue abordado por Z. Liu
y H. Fakbender en [33]. Dada una matriz A se dice que es K-centrohermitica
generalizada si A = KA*K, siendo K una matriz de permutacién. Usando la
descomposiciéon en valores singulares los autores hallaron condiciones para que
el problema tenga solucién y, también, resolvieron el problema de aproximacion

optimal.

En [28], L. Lebtahi y N. Thome hallaron soluciones del problema de valor pro-

pio inverso para el caso en que la matriz es una matriz reflexiva o antireflexiva

10
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con respecto a una matriz hermitica tripotente. Posteriormente, en [29], los
autores comenzaron el anélisis de la generalizacién al caso de una matriz her-
mitica reflexiva con respecto a una matriz {k + 1}-potente y normal. En el
Capitulo 2 de esta memoria se continda con el estudio de este caso, resolvien-
do el problema completo, y también se aborda el problema de optimizacién

asociado.

Otro problema que fue estudiado por A. Herrero y N. Thome en [21] es el
de hallar las soluciones de la ecuacion AXB = C, donde A, B y C son ma-
trices fijas y tal que la matriz X satisfaga PXP = X siendo P hermitica y
{k + 1}-potente. En este caso, para la resolucion del problema se utiliz6 la
descomposiciéon en valores singulares generalizada y la técnica de vectorizaciéon

de una matriz.

En la préxima seccién se describird el problema de Procrustes o problema de

aproximacion 6ptima mencionado anteriormente.

1.2 Problema de Procrustes

Se comenzaré esta seccién haciendo una breve resena de la historia de Procrus-
tes a quien se le debe el nombre de estos problemas. Segin la mitologia griega,
Procustes o Procusto, también llamado Damastes, era un posadero que vivia
en Eleusis, Atica, unos 18 km. al noroeste de Atenas. Vivia en las colinas e
invitaba a pasar a su casa a las personas que pasaban por el lugar y les ofrecia
una cama de hierro para que descansen. Segtin cuenta la leyenda, tenia dos
camas, una grande y una pequena. Si el huésped era alto, le ofrecia la cama
pequena y le cortaba las piernas para que el cuerpo se ajustara a la longitud
de la cama. En cambio, si el huésped era bajo, le asignaba la cama grande
v le estiraba las piernas para que tuviera la misma longitud de la cama. Fue
capturado por el rey Teseo quien le aplicé el mismo método que él utilizaba
con sus huéspedes, colocandolo en una cama pequena y cortandole la cabeza y

los pies.

11
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El problema de Procrustes tiene diversas aplicaciones en biologia, fisica y cien-
cias sociales, entre otras ramas. Fue aplicado por primera vez por P. Schéne-
mann en su tesis doctoral en psicologia. En particular, se utilizé en psicometria,
que es la rama de la psicologia experimental que se ocupa de medir y cuan-
tificar los procesos y las capacidades mentales. La descripcién de la solucién
del Problema de Procustes para matrices ortogonales fue publicada en 1966
|40]. Se refiere a problemas de optimizacién minimo-cuadratica con restriccio-
nes sobre un subconjunto del espacio de matrices. Los diferentes problemas se
obtienen variando la estructura de las matrices de acuerdo con la aplicacion.
El problema consiste en transformar a una matriz dada A en una matriz B que
obtiene utilizando matriz de transformacién ortogonal T', de manera tal que la
norma de la matriz residual £ = AT — B sea minima. En 1970, P. Schénemman
junto a R. M. Carroll [41] realizaron una extension del problema. Presentaron
un método de minimos cuadrados para ajustar una matriz dada A a otra dada
B eligiendo una rotacion, una traslacion y una dilatacion central. A partir de
ese momento fueron surgiendo diferentes tipos de Problemas de Procrustes con

variadas aplicaciones.

El analisis de datos geodésicos requiere, en general, la aplicacién de procedi-
mientos de reajuste, rotacién y traslacién de diferentes matrices de datos. Un
problema que se presenta muy a menudo es el de transformar las coordena-
das de un punto entre distintos sistemas de referencia. Fabio Crosilla fue el
primero en aplicar el Problema de Procrustes en Geodesia. En su libro referen-
ciado en [10] puede verse una revision detallada del analisis de Procrustes y sus
aplicaciones en Geodesia. Una de esas aplicaciones se realiza en fotogrametria
como puede verse en [1]. La fotogrametria es una técnica que se utiliza para
la determinacién de las dimensiones y la posicion de objetos ubicados sobre
la superficie terrestre a partir de imagenes capturadas desde un avién o, en la
actualidad, desde un dron. El objetivo es determinar la orientacién de la cidma-
ra durante la fotogrametria aérea y transformar las coordenadas de las fotos
en coordenadas del terreno, que se logra empleando operaciones de escalado,

traslaciéon y rotacion.
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Con técnicas similares, G. Eberle y M. C. Maciel consideraron en [12] el pro-
blema de optimizacién de minimos cuadrados restringido a matrices Toeplitz,
matrices Toeplitz triangulares y matrices Toeplitz simétricas. Este tema fue
abordado nuevamente en [47] por J. Yang y Y. Deng transformando el pro-
blema original en una forma cuadratica, y obteniendo la soluciéon mediante la

resolucion de un sistema lineal de ecuaciones.

Tras una introducciéon a los problemas que se abordan en esta tesis, a conti-
nuacién se recuerdan los conceptos conocidos que se utilizaran en la memoria,

con la intencién de establecer las notaciones que se seguiran.

1.3 Definiciones y teoremas

En esta seccion se mencionaran algunas definiciones, propiedades, lemas y teo-
remas que seran utilizados en los proximos capitulos de esta tesis. Si bien son

conocidas, por completitud se incluiran algunas demostraciones.
Para comenzar, se indica la notacién utilizada.

El espacio de las matrices complejas de tamano m X n se denota por C™*™ y el
espacio de las matrices reales de tamano m x n por R™*". La matriz identidad
de tamafio nxn se indica con I,,. Las matrices traspuesta, traspuesta conjugada
e inversa (m = n) de una matriz A € C™*" se denotan por AT, A* y A™1,
respectivamente. El determinante y la traza de A se indican con det(A) y tr(A).
También se utilizan los simbolos N (A) y R(A) para denotar los subespacios

nicleo (o espacio nulo) e imagen de una matriz A.

13
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1.3.1 Definiciones
Definicion 1.3.1 Una matriz A € C**™ se llama normal si conmuta con su

traspuesta conjugada A*, es decir, si AA* = A*A.

Definiciéon 1.3.2 Una matriz A € C**" se denomina unitaria si su inversa

coincide con su traspuesta conjugada, es decir, A=t = A*, que es equivalente a

AA*=AA=1,.

Definicion 1.8.3 Una matriz A € C**™ se llama:

(a) hermitica si es igual a su traspuesta conjugada, es decir, si A = A*.

(b) antihermitica si coincide con la opuesta de su traspuesta conjugada, es
decir st A = —A*.

Se notard con H™*™ al conjunto de todas las matrices hermiticas.
Es conocido que los valores propios de toda matriz hermitica son nameros reales

y que el conjunto de los valores propios de su traspuesta conjugada coincide

con el conjugado del conjunto de los valores propios de la matriz.
Si una matriz A es cuadrada, se denotaran por
H(A) = J(A+4)  y  S(A)=(4-4),
sus partes hermiticas y antihermiticas!, respectivamente. En este caso, es claro

que A= H(A)+ S(A).

Definicion 1.3.4 Sea J € C**"™ wuna matriz dada. Se dice que una matriz
A e Cm™ es:

(a) reflexiva con respecto a la matriz J si A= JAJ.

ILa notacién S(A) se mantiene de skew-hermitian en inglés.

14
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(b) antireflexiva con respecto a la matriz J si A= —JAJ.

Definicion 1.3.5 Sea M € C™ ™. Su inversa de Moore-Penrose, denotada

por M7, es la tinica matriz que satisface las siguientes condiciones:
(a) MMTM = M,
(b) MTMM?T = MT,
(c) (MM?)" = MMM,
(d) (MTM)* = M'M.

Esta inversa generalizada siempre existe y estd univocamente determinada.

Para escribir en forma abreviada las matrices I—MTM y I— MM se utilizaran

en esta tesis las notaciones

wl=r—-mm y w9 =1-MM.

Notar que usando las propiedades de la inversa de Moore-Penrose se tiene que

MW = MU (T = MMY)y =M — MTMM' =0

Wi (M1)" = (W) (M) = (M'W,)" = O.

En forma analoga se puede probar que WY Mt = 0y (MHy Wl = 0.

Definicion 1.3.6 Fl espectro de una matriz A € C" " es el conjunto de todos

sus valores propios y se denota por o(A), es decir,

O'(A) = {)\1,)\2, .. .,)\n},

donde para cada escalar \; € C, denominado valor propio, existe un vector no
nulo x; € C", denominado vector propio, que satisface Ax; = \;x; para cada
i€{l,2,...,n}.
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Definiciéon 1.3.7 Una matriz A € C**" se dice que es {k + 1}-potente si
AMY = A siendo k € N.

Para los primeros valores de k se tienen las matrices idempotentes, tripotentes,

cuatripotentes, etc.

Proposicion 1.3.1 Sea A € C"*" una matriz {k + 1}-potente. Entonces
o(A) C {0} UQy,
siendo €, el conjunto de todas las raices de la unidad de orden k.

Demostracion. Debido a que A¥™! = A, el polinomio p(x) = x**1 — x es un
miltiplo del polinomio minimal q(x) de A. Como cada raiz de q(x) estd en C

y tiene multiplicidad 1 (pues lo mismo ocurre con las de p(x)), se tiene que

o(A) € {0} UQ. n

Una matriz destacada que se utilizard con asiduidad a lo largo de toda la

I
Jo = 0 F .
-1, O

Definicion 1.3.8 Una matriz A € C***2* se dice que es Hamiltoniana si ve-

rifica que (AJy)* = AlJy.

memoria es la matriz

Definicion 1.3.9 Una matriz A € C**?% se dice que es antiHamiltoniana si

verifica que (AJy)* = —AJy.
Lema 1.3.1 Las siguientes propiedades son vdlidas:
(a) Jg = _JOJ

(b) J7' = —Js,
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1.3 Definiciones y teoremas

(c) A es Hamiltoniana si y solo si (JoA)* = JoA,
(d) A es antiHamiltoniana si y solo si (JoA)* = —JyA.

Las condiciones (c) y (d) del lema anterior dan definiciones equivalentes para

matrices Hamiltonianas y antiHamiltonianas.

Definiciéon 1.3.10 (/35]) Sea A € C™*". La norma de Frobenius de A (tam-

bién llamada norma de Hilbert-Schmidt) se define mediante

TANE = lag® =D 143 = D 14413 = tr(A%A),
ij i=1 j=1

donde A;, representa la fila i-ésima de la matriz A y A,; su columna j-ésima.
La norma ||.||» proviene del producto escalar (A, B) = tr (B*A).

Proposicion 1.3.2 Sean A € C™*" y B € C¥*?. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(a) sim=gqyn=np entonces ||[A+ Bl||r < ||Allr +||B||r (propiedad subadi-
tiva,).

(b) si n = q entonces | AB||r < ||A||lr||B||r (propiedad submultiplicativa).
(© [ATr = 1A"]r = [|A]lF.

La siguiente propiedad muestra que la norma de Frobenius es invariante me-

diante transformaciones unitarias.

Propiedad 1.3.1 Sean U € C™™ y V € C™™" matrices unitarias y A €
Cm*". Entonces |{UAV || r = ||A] F.

Demostracion. Como las matrices U y V' con unitarias entonces U*U = I,

y VV* = 1,. Por la definicion de norma de Frobenius y usando propiedades de
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Capitulo 1. Introduccion

la traza de una matriz se tiene que
|UAV|Z = tr((UAV)*(UAV)) = tr(V*A*U*UAV) = tr(V*A*AV)
=tr(A*AVV*) = tr(A*A) = | A||%.

Definicion 1.3.11 Sea S un subconjunto del espacio vectorial V con producto

interno. El complemento ortogonal de S es el subespacio

St={veV: (v,u) =0,Yu € S}.

Definicion 1.3.12 Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado

(E,|||]) completo en la mélrica definida por su norma.

Definicion 1.3.13 Un espacio de Banach E es uniformemente convezo si para
todo 0 < € < 2 existe 6 > 0 tal que si x,y € E son tales que ||z|| = ||y|| =1 y
k)| PR

llx — y|| > € entonces

Geométricamente, esta condicién indica que el punto medio de un segmento
de recta que se encuentra dentro de un disco unitario se mantiene dentro del

mismo a menos que el segmento sea corto.

1.3.2 Resultados conocidos

Los siguientes lemas y teoremas seran utilizados a lo largo de la tesis.

Teorema 1.3.1 (Teorema 2.1 [4]) Sean A € C"*", B € CP*1, D € C"™*1 y
X € C"*P. Entonces, la ecuacion matricial AX B = D tiene solucidn st y sélo
si AATDB'B = D. La solucion general estd dada por

X =A"DB'+Y — ATAYBB'

siendo Y € C™**P yna mairiz arbitraria.
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1.3 Definiciones y teoremas

Lema 1.3.2 [}] Sean A € CP*™ B € CP*", D € C"4, B € C"™¥1 y X €

Cm>m  El sistema

AX = B
XD = FE

tiene solucion si y sélo si cada ecuacion tiene una solucion (por separado) y
AFE = BD. S5i Xq € C™*" es una solucion del sistema de ecuaciones, entonces

la solucion general del sistema es

X =Xo+ (I —-ATA)Y(I - DD"),

siendo Y € C"*P yna matriz arbitraria.

Lema 1.3.3 C**" es un espacio de Banach uniformemente convexro con la

norma Frobenius.

Demostracion. Se sabe que (C"*", || || r) es un espacio vectorial normado com-
pleto, y por tanto, es un espacio de Banach. Més atin, es un espacio de Hilbert.
Si bien en este tipo de espacios la propiedad es conocida, por completitud se

anade la demostracion.

Falta probar que es uniformente convexo. Para ello, sea 0 < € < 2y considéren-
se dos matrices A, B € C"*" tales que ||Al|lr =1, |Bllr=1y ||A— B||r > e

Entonces, por la definicion de la norma de Frobenius y por propiedades de

o5 (5]

tr[(A* + B*)(A + B)]

traza, se tiene que

A+ B
2

(tr(AA) + tr(A*B) + tr(B"A) + tr(B*B))

(A% + tr(A"B) + tx(B"A) + || Bl[%) -

e Bl S Nl S
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Capitulo 1. Introduccion

Como ||Al|r = ||B||r = 1, entonces
A+B|* 1
H TR 2 (24 tr(A°B) + tr(BA)).
> |, 1

Por otro lado, usando nuevamente la definicion de la norma de Frobenius y

por propiedades de la traza, se tiene que
IA = Bl = tr (A~ B) (A~ B)]

— tr(A"A— A"B — B*A + B*B)

= || All7 — tr(A*B) — tx(B*A) + || Bl %

=2 (tr(A"B) + tr(BA)).
Como [|[A— B||%2 > €2, entonces 2— (tr(A*B) + tr(B*A)) > €, o sea, tr(A*B) +
tr(B*A) <2 — €.
Luego,

2 2

2+2-)=1——.

<

HA+B 1
r 4

2

2
€
Entonces, tomando § = 75 tiene que

N

2
<1-0o.

HA+B

Lema 1.3.4 Sean A, B € C"™*". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) N(A) CN(B).
(b) Eziste C € C™*™ tal que B = CA.
Demostracion. (b) = (a) Sea © € N(A). Entonces, Az = 0. Como existe C

tal que B = C'A se tiene que Bx = CAzx = C(Az) = C0 = 0. Por lo tanto,
z € N(B).
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1.3 Definiciones y teoremas

(a) = (b) Para probar esta implicacion se recuerda que N (A) C N(B) e
equivalente a N'(B)* C N(A)* y N(A)* = R(A*), O sea, N(A) CN(B) e
equivalente a R(B*) C R(A*).

S
S

Sea B* = [by by --- b,], siendo b; las columnas de B*. Puesto que R(B*) es el
subespacio generado por las columnas de B*, se tiene que b; € R(B*). Como
R(B*) € R(A*), entonces b; € R(A*), es decir, b; = A*x; para algun z;.
Luego,

B*:[bl bg bn]:A*[l‘lﬂﬁ'Q $n]

Tomando C* = [z; x5 -+ x,] se tiene que B* = A*C*, y por lo tanto B = C'A.
|

Teorema 1.3.2 (Teorema 2.2 [11]) Sean A € C™*", B € C"*" y X €

Cm>n Se considera la ecuacion matricial

A*X + X"A=B. (1.1)
Entonces las proposiciones siguientes son equivalentes:
(a) FEuziste una solucion X € C™*™ de la ecuacion (1.1).
(b) B=B*y (I, — ATA)B(I, — ATA) = O.
Si se satisface (a) o (b), toda solucion de la ecuacion (1.1) tiene la forma
X = J(A) BATA 4 (A)' B(L, ~ ATA) + (I, — AAN)Y + AA'ZA,

donde Z € C™ ™ satisface A*(Z + Z*)A = O e Y € C™ ™ es una matriz

arbitraria.
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Capitulo 2

Matrices hermiticas reflexivas

2.1 Introduccién

En este capitulo se estudiara el problema de valor propio inverso AX = XD
en el caso concreto en el que la matriz A es una matriz hermitica, reflexiva con
respecto a una matriz J normal y {k + 1}-potente. Ademas, se considerara el

problema de optimizacién de Procrustes asociado.

Sea J € C™*™ una matriz normal y {k+1}-potente. Se recuerda que una matriz

A € H™*" es reflexiva con respecto a la matriz J si A = JAJ.

Se observa que la hipétesis J**! = J y la hipétesis que .J sea normal son

independientes. Basta ver que
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

cumple J® = J y que J no es normal. Por otro lado, cualquier matriz diagonal

es normal y no todas las matrices diagonales cumplen que J**1 = J, para

J:lgg].

El conjunto de todas las matrices hermiticas que son reflexivas con respecto a

algin k. Por ejemplo,

una matriz J se denotard por HJ"*", es decir,

HIV " ={AeCV": A" =A=JAJ}.
Las matrices que se tendrédn en consideraciéon para el problema de valor pro-

pio inverso seran las matrices A € HJ"*". Concretamente, se resolveran los

siguientes problemas:

(I) Problema de valor propio inverso:

Dadas las matrices

X=[m o an]ecm

D = diag(\y, ..., An) € R™™

y una matriz J normal y {k + 1}—potente se quieren hallar todas las
matrices A € HJ"" tales que AX = X D. Al conjunto de soluciones de

este problema se lo notard S, es decir,

S={AeHJ™: AX = XD}.

(IT) Problema de optimizaciéon de Procrustes:
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2.2 Problema de valor propio inverso

Si S # 0, dada una matriz B € C**™, el objetivo es encontrar A € S tal

que

min A = B|r = [|A = Bl|r.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. FEn la Seccién 2.2 se
estudia la existencia y la forma explicita de las soluciones del Problema (I).
En primer lugar se determina la estructura del conjunto H.J"*" y se presentan
las condiciones necesarias y suficientes para que el problema tenga solucion.
Luego, se da la forma explicita de la solucién y también se muestra un ejemplo

de aplicacién.

En la Seccion 2.3, se estudia el problema de optimizacion, es decir, se analiza la
existencia y unicidad del Problema (II) y se presenta la soluciéon del problema

de optimizacién.

Finalmente, en la Seccion 2.4, se exhibe un algoritmo, del cual se realiz6é su
implementacion usando el programa MATLAB R2016b, que sirve para resolver

el problema de optimizaciéon de Procrustes estudiado en la Secciéon 2.3.

2.2 Problema de valor propio inverso

2.2.1 Emxistencia y forma explicita de las soluctones del problema

Dada una matriz X € C*™ y una matriz diagonal D € R™*™ se buscan
todas las soluciones de la ecuaciéon AX = XD, siendo A € C™*" una matriz

hermitica y reflexiva con respecto a una matriz J normal y {k + 1}-potente.

Es importante notar que la matriz diagonal D tiene elementos reales debido a

que la matriz A es hermitica.
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

Como la matriz J € C**™ es una matriz normal, es conocido que es diagonali-
zable mediante una matriz unitaria y como es {k 4+ 1}-potente, el espectro de
J esta incluido en {0} U Q, siendo

Qk - {w17w27"'7wk¢}a

el conjunto de todas las raices de la unidad de orden k. Se recuerda que las rai-
ces de la unidad de orden k, para k € N, sonw = e“ %", conn =0,1,2,..., k—1.
Por todo esto, es posible decir que existe una matriz unitaria U € C"*" y una

matriz diagonal

wll,,‘l N O O
O ... wl, O
(@] O O,
tal que
J=UDU* (2.1)

siendo r; +---+r;, =rango(J) y ri + -+ 1 + 100 = 0.

Notar que el bloque O s6lo estd presente si 0 pertenece al espectro de J, es

Ti41
decir, si J es una matriz no invertible. Es evidente que si A € o(J) entonces

A€ a(d).

Para poder hallar la estructura de la matriz A se realiza la siguiente particién

de la matriz U* AU en bloques de tamanos adecuados

A1,1 Al,t Al,t+1
U*AU = : R : (2.2)
Ay 0 Agy A
At+1,1 At+1,t At+1,t+1
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2.2 Problema de valor propio inverso

de acuerdo con los bloques de la particién de J o, més claramente, de acuerdo

con D.

Entonces la matriz A se puede expresar como

A1,1 e A1,t Al,t+1
A=U : R : U*. (2.3)
At,l cee At,t At,t+1
At+1,1 ce. At+1,t At+1,t+1

Teniendo en cuenta la factorizacion (2.1) de la matriz J y la particion de la

matriz A dada en (2.3), la matriz JAJ se puede escribir de la forma

A1,1 . Al,t Al,t+1
JAJ = UDU*U : R : U* UDU*
At,l ce At,t At,t+1
At+1,1 <. At+1,t At+1,t+1
A1,1 cee Al,t Al,t+1
— UD : R : DU*.
At,l cee At,t At,t+1
At+1,1 cee At+1,t At+1,t+1

Como la matriz A es reflexiva con respecto a la matriz J, de A = JAJ se tiene

que
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

que es equivalente a

All

i

Apq

A1

A1,1 e Al,t Al,t+1
U : . : : U —
At,l o At,t At,t+1
At+1,1 e At+1,t At+1,t+1
A1,1 e Al,t Al,t+1
= UD| ° S ' bu-.
At,l . e At,t At,t-‘rl
At+1,1 e At+1,t At+1,t+1
A1,t Al,t+1 A1,1 e Al,t Al,t+1
: : - D : : :
At,t At,t+1 At,l cee At,t At,t+1
At+1,t At+1,t+1 At+1,1 e At+1,t At+1,t+1

Realizando el producto de las matrices por bloques se obtiene que

28

A1,1 A1,2 ce Al,t A17t+1
A2,1 A2,2 ce Az,t A2,t+1
At,l At,2 ce At,t At,t-‘,—l

L At+1,1 At+1,2 At+1,t At+1,t+1 ]
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2.2 Problema de valor propio inverso

9 -
wlALl (/.)1(,{)2141,2 . wlthl,t O
2
WleAQJ WQAQ’Q PN wzthg’t O
2
wtwlAm CL)tCL)QAt72 . Wy At,t O
e o ... 0 0, |

De la igualdad anterior se deduce que

At+17j:O para ]6{1,,t+1}
Aj,t+1 =0 para ] € {1, PN ,t}
AL,] = wLw_}Az,_] para Z,j c {17 e ,t}

Luego, de A, ; = ww;A; ; se tiene que (1 —w;w;) A4; ; = O. Entonces w;w; =1
é Ai,j == O, ’l,j S {1, ,t}
En cada caso se tiene:

= Siw;w; # 1 entonces también w;w; # 1. Porlo tanto, A, ;, =0y A, = O,

simultaneamente.

» Si w;w; = 1 entonces hay dos situaciones posibles:

e Si i = j entonces ww; = w? = 1. De aqui resultan dos posibles
valores para w; que son las raices cuadradas de la unidad: w; =1 u

e Si i # j entonces w; = w;l, pero de

1 1 B 1 w; Wy Wy
W, == _= Q_T_wj
wj  w; W fwyl
se llega a w; = w;.
Lo anterior se puede resumir diciendo que, para cada i,j € {1,...,t} o bien

w; = w; o bien los bloques A, ; y A, son simultdneamente nulos.
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

Entonces, es posible concluir que la forma de la matriz U* AU, o equivalente-
mente la forma de la matriz A, depende de las raices de la unidad que aparecen
en la factorizacion (2.1) de J. Ademas, si se considera que en la factorizacion

de J el orden de los valores propios en la matriz U*JU es

17 _17(*‘)37@3) s 7wp—1awp—17 07

en caso que aparezcan 1, —1 y 0, entonces la matriz A tiene la forma

(A4, O O ... O O
O Ay, O ... O O
O O 43, ... O O
A=U . . o . U (2.4)
O O O .. A_, O
. O 0 O O O |
donde,
1 O Ass+1
Agoi1= ’ €1{3,5,...,p—1 2.5
51 lAs-i-l,s o ] con s € { p—1} (2.5)

siendo p un ntmero natural mayor o igual que 4.

Por lo tanto, la matriz A presenta bloques de la forma,
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2.2 Problema de valor propio inverso

O | Ass 10) 0) 10)
0 A
o o0 B o) o)
A473 0]
A=U . . . . . U (2.6)
o A,
o 0 o) . )
Ap,p—l 0
e e) 0) %) 0 |

Es claro que, el bloque A, ; est4 asociado al valor propio 1 y el bloque A,
al valor propio —1, si éstos aparecen en la descomposicion de J. Cada bloque

A si1con s € {3,5,...,p— 1}, estd asociado a los valores propios ws y ws.

Por 1ltimo, como A es hermitica, se debe cumplir que A7, = A;; para i = 1,2

y, ademés, A} ., = A, paras € {3,5,...,p—1}.

El teorema que se enuncia a continuacién da condiciones para que el Problema
(I) de la pagina 24 tenga solucion y ademés muestra como es la forma explicita

de la solucién del problema.

Teorema 2.2.1 Sean X € C"*™, D € R™*™ una matriz diagonal y J € C"*"
una matriz normal y {k+1}-potente factorizada como en (2.1). Sea la particion

(de tamanos apropiados)

x=Uulx; X3 X5 X .. X, X, | 2.7)
con

X = [ Xr Xz, } se{3,5,....p— 1}
Entonces existe una matriz A € HJ"*" tal que AX = XD si y sdlo

X,DW{) =0
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X,D =X, X/(X)"DX; X, (2.8)

para i = 1,2, ademds, se deben satisfacer las ecuaciones

X,pW{ =0, W{DX:, =0, X:X,D=DX! X (2.9)

para s € {3,5,...,p—1} y X,11D = O. En este caso, la solucion general viene
dada por
A =U diag (XlDXlT W XoDX] + VoW Ay, Ay, O) U,

(2.10)

con

F 0 (X)) DXz + WYY,
s,5+1 XS+1.DX;[ 4 W)({q)_*_lY;*W)((? O
siendo Y1, Ya e Y, con s € {3,5,...,p — 1}, matrices arbitrarias de tamanos
adecuados.

Demostracion. En primer lugar se supone que existe una matriz hermitica A
reflexiva con respecto a J tal que AX = X D. Por el razonamiento presentado
anteriormente, la forma de la matriz A esta dada en (2.4). Sustituyendo en
AX = XD la particion establecida en (2.7) se obtiene

A4, 0 o ... o ol xx ] [ xi]
O Ay O ... O O X, X,
O O Ay, ... O O X, X,
. : o . . = . |D
o o o .. A, O X, 1 X, 4
0 0 0 ... O O||Xm]| | Xp]

Luego, realizando las operaciones entre matrices por bloques, se tiene que

A X;=X,D,i=1,2, A, X,=X.D,sc{3,5,...,p—1}, X,uD=0.

32



2.2 Problema de valor propio inverso

Para resolver las dos primeras ecuaciones es necesario utilizar matrices inversas
generalizadas. Teniendo en cuenta el Teorema 1.3.1, se sabe que cada una de

las ecuaciones

Ai,iXi = XiD7 para 1= 1,2,

tiene solucién A, ; si y sdlo si, se cumple que

X, DX/X, = X;D,
0 equivalentemente, si se cumple que X;D(I — X[ X;) = O. Ademas, la solucion
general esta dada por:

A;i = X,DX] +Yi(I — X, X)), parai=1,2 (2.11)
siendo tanto Y; como Y5 matrices arbitrarias de tamanos adecuados.

Como A es hermitica, se debe cumplir A4, ;, = A}, entonces

X.DX[ +V,(I - X;X]) = (X,DX])* + (Yi(I - X, X]))". (2.12)

Reescribiendo la expresion de lado derecho, y teniendo en cuenta que D es una

matriz diagonal con coeficientes reales, se tiene que
(XDX)) + (Yl - X.X1)" = (X])'DX; +(I-X.x)) Y7
DX+ (I - (XX Y7
"DX;+(I—X.X) Yy
DX} + WY v

DX + (VW)

Luego, la ecuacion (2.12) se puede escribir de la forma

X, DX + YW = (X)) DX; + (W)

y reagrupando los términos se tiene que

X:DX} — (X[ DX; = (v,W{) - viw).
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Ahora, multiplicando el miembro de la izquierda de la ecuacion anterior tanto
a izquierda como a derecha por XiX;r y usando propiedades de la inversa de

Moore-Penrose se obtiene

(X, XDH(X,DX] — (X DX})(X:X]) = X, X! X, DX X, X}

— X X/(X]) DX; X, X[,

es decir
(X XD(X:DX] — (X)) DX;) (X, X)) = X;DX] - X; X](X])" DX} X; X].
(2.13)

Luego, si se procede de la misma forma con cada uno de los términos de la

derecha, se obtiene en ambos casos la matriz nula. En efecto, para el primer

término se tiene que
XDV (XX]) = (X XD W)Yy (XX

= (X XD - X X)) Y (X X))

= (

= (

X, XN - X, Xy (X, X))

(2.14)
XX - X, X x, xhy (X, X
- (XiXiT - XiX;r)Y; (XTX:)
=0
v para el segundo término
(X XYW (X X]) = (XX - XX (X X])
= (X, XHv(Xx; X — X, X! x, X1

(2.15)

= (X, XHv(Xx; X/ — X, X))
=0.

Se observa que (2.14) puede obtenerse también tomando traspuesta conjugada
n (2.15).
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2.2 Problema de valor propio inverso

Luego por lo obtenido en (2.13), (2.14) y (2.15) se llega a que
X, DX - X, X/ (X)'DX; X, X! = 0, o sea, X;DX] = X, X (X)* DX} X, X].

Ahora, si se multiplica a derecha la tltima expresiéon por X; se tiene que
X,DX! X, = X, X/ (X/DX: X, X! X,
= X, X/ (X)*DX X,.

Por ultimo, usando la condicién XiDXiTXi = X, D se obtiene
X,D =X, X/ (XDXX,, parai=1,2,
que es la ecuacion (2.8).

Utilizando la notacion de las expresiones (2.5) y (2.7), si se reescriben las

ecuaciones dadas por fls,sﬂffs = XSD se tiene que
O As,s+1 Xs _ As,3+1 Xs—&-l
Aerl,s O X.s+l Aerl,s Xs
X, X, D
= D = s
Xs+1 Xs+1 D
que lleva al sistema matricial

As,s+1Xs+1 = XsD (2 16)
As—i—l,s Xs - Xs+1D .

para cada s € {3,5,...,p— 1}.

Tomando traspuesta conjugada en la segunda ecuacién y utilizando el hecho de

que A7, . = A, 41, debido a que A es hermitica, resulta el sistema matricial

equivalente
As,s+1Xs+1 - XS'D
X Agsn = DX,
para cada s € {3,5,...,p — 1}, cuya tnica incognita es A ;1.

35



Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

A partir del Teorema 1.3.1 y del Lema 1.3.2 se tiene que las condiciones dadas
en (2.9) garantizan la existencia de soluciéon del sistema matricial anterior.

Ademaés, su solucion general estd dada por

Agoir = (X2)'DXZ, +WEX, DX + WOY, W

Como
WX.DXL,, = (I — (X)X X, DX,
= (I = (X, X)X, DX,
= (I - (X.X)")X,DX[,,

— (I - X, X)X, DX,
= O,

la solucion del sistema matricial (2.16) puede expresarse de la forma

As,s+1 = (X;)TDX:JA + W(l;)* Y“ngs)+1

- 2.17
AerLs = Ais+1 = ‘XverlD(‘XVS)Jr + W(lngY:W)((s)' ( )

Finalmente, de (2.11) y (2.17), la solucién general del problema viene dada por

A = U diag (lexlT YWY, X DX+ VoW Ay yy o Ay, 0) U*.

La implicacién reciproca es evidente. |

El siguiente Lema da condiciones necesarias para que la ecuacion XX, D =

DX, X1, que se presenta en (2.9) se cumpla.

Lema 2.2.1 Utilizando las mismas notaciones que en el Teorema 2.2.1, se

denotard por

- [ CUS) ooz } para cada i =1,2,...,7,,

im



2.2 Problema de valor propio inverso

a cada una de las filas de la matriz X, € C*™ y

2= 2§ - ]
Si
X*X.D=DX! X (2.18)

entonces se cumplen las siguientes condiciones:

(2) det(D) =0 6 [] oa(X,) = +

i=1 i

—3

0i(Xst1), para s € {3,4,...,p—1}

Il
_

Ts Ts+1
(b) <z )2 — > \mﬁ-i“)r?,diagw>> =0, para s € {3,4,...,p—1}, donde
i=1 j=1

(,) representa el producto escalar candnico de C™.

Demostracion. De la particién (2.7), es claro que XX, € C™*™. Luego, si

se toma determinante en la ecuacion (2.18) se tiene que

det(X*X,D) = det(DX?,, Xos1). (2.19)

Usando propiedades de determinantes

det(XIX,D) = det(D)det( X X,)

det(DX?,, Xop1) = det(D)det(X?,, Xopn),

de (2.19) se tiene que
det(D) =0 ¢ det(X;X;) =det(X 1 Xst1).

s+1
Dado que el determinante de una matriz cuadrada coincide con el producto de
sus valores propios, si 0;(.) denota el valor singular de (.), se tiene
2 2
[ (e:(x0))" =] (es( X)),

i=1 i=1

37



Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

y por lo tanto se cumple (a).

Por otro parte, si se toma la traza a ambos lados de la ecuacion (2.18)

tr(X: X, D) = tr(DX’, Xop1)

v se utilizan propiedades de la traza de una matriz se tiene que

0= tr(X:X,D) — tr(X7,, Xo1 D) = tr(X:X,D — X7, X, 1 D)

= tr((X;Xs - X:+1XS+I)D)'

Sabiendo que la traza del producto de una matriz por otra matriz que es dia-
gonal se puede escribir como el producto escalar entre las diagonales de cada

una de las matrices, se llega a la condicion (b). [ |

2.2.2 Ejemplo

En este ejemplo se analiza un modelo muy utilizado tanto en Ingenieria de

Caminos como en Ingenieria Mecanica.

EJEMPLO 2.2.1 La representacion matricial de un sistema lineal vibratorio

con n grados de libertad estd dada por

MY +CY + KY =F,

donde M es la matriz de inercia, C es la matriz de amortiguamiento, K es la
matriz de rigidez y F es la matriz de fuerzas. El simbolo Y denota la derivada
del vector del vector de posiciones Y. En el caso particular de oscilaciones

libres en un sistema no amortiguado, la ecuacion es mds simple y se reduce a

MY + KY =O. (2.20)

Las matrices K y M son matrices reales de tamano n X n. Ambas matrices son

simétricas y, ademds, la matriz M debe ser definida positiva.
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2.2 Problema de valor propio inverso

El vector solucion Y = [y; yo -+ y,]|* debe satisfacer
Y = —w?Y,
ya que se pretende encontrar un vector con componentes y;(t) = a; sen(wt+p;),
parat1=1,...,n.
Sustituyendo en la ecuacion (2.20) se tiene que
—w?MY + KY = O.
Dado que la matriz M es definida positiva, es invertible y multiplicando a

izquierda la iltima ecuacion por M~ se obtiene —w?>M MY + M~1KY =0,

es decir,

M'KY = W?Y.

Este es un problema de valores y vectores propios donde las incognitas o deter-

minar son las matrices M y K.

Sea X la matriz cuyas columnas son los vectores propios y D la matriz diagonal
cuyos elementos son los valores propios, entonces la ecuacion anterior puede
reescribirse de la forma AX = XD siendo A = M~'K. Si se conocen w y las
matrices X y M, el problema de encontrar una matriz K puede verse como un

problema inverso de valores propios.
Considérense las matrices

10 -z 2 1 -1
M= x=| "2 T2 =N = 1.
0 1 —2 2 0 3 0 —1

2 2

Es claro que —1 es una wvalor propio doble de J y U = I,. Luego, r1 = 2. En
este caso U*X = X,. Ademds, se tiene que X' = X y

K:MlK:A=[2 4].
1 2
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

La matriz A € HJ>? ya que claramente es hermitica y ademds
-1 0 2 -1 -1 0
0 -1 -1 2 0 -1
2 -1
= — A
-1 2

Es fdacil ver que tanto la matriz M como la matriz K son simétricas y definidas

JAJ

positivas.

2.3 Problema de optimizaciéon

Para dos matrices dadas X € C**™ y D € C™*™ se considera nuevamente el
conjunto S de todas las matrices A € HJ"*" que son soluciones de la ecuacion
AX = XD, es decir,

S={AeHJ"": AX = XD}.
En esta seccién se resolverd el problema de optimizacién asociado. Es decir,

dada una matriz B € C"*", y considerando que S # (), el problema consiste
en hallar A € S tal que

min||A - Bllr = |4 - Bl (2.21)

Observacion 2.3.1 Notar que S puede ser vacio. Esto puede ser comprobado

en el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 2.3.1 Se consideran las matrices

le—i-z—l—z’D:ZlO yJ:—lo.
2 1 0 1 01

40



2.3 Problema de optimizacion

La solucién de AX = XD estd dada por

A 2 1+
1—72 3

0 —2—-2

La matriz A es hermitica pero JAJ — A = .
-2+ 2 0

|20

En el siguiente lema se probard que S es un conjunto cerrado convexo y se

utilizara para asegurar la unicidad de la solucién del problema.
Lema 2.3.1 EIl conjunto S es un conjunto cerrado y convezo de HJ"™".

Demostracion. Para probar que el conjunto S es cerrado se considera una
sucesion de matrices {A, },eny en S que converge a una matriz A. En primer
lugar se demostrara que A € HJ"*" y luego que A satisface la ecuacion AX =
XD. En efecto,

= [An = JAT|[p = [|[JAwJ = JAT|p = ||[J(An — A)J | r, por tanto
Ay = JAT[F < |17 | An = Alle |17 = |17 |4 — All#.

Como A, — A, ||A, — A||r — 0 para n — 400, por lo tanto JAJ = A.

= [[An = A%|lp = 45 = A%[lp = [[(An = A)*]lp = [|An — Al p. Dado que la

sucesion {A, ey converge a A, se tiene que A = A*.

» Como {4, },en es una sucesion en S se tiene que [|[AX — X D|p = [|[AX —
AnX||p. Luego, [|AX — A, X|r = (A = An) X]|F < [|An = AllF [ X[ ¥

como la sucesion {4, },en converge a A, se tiene que AX = X D.

De este modo se tiene que A € S.

Falta probar que S es convexo. Sean E' y F' dos matrices en S y sea

Z=(1—-a)FE+aF, 0<a<l.
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

» En primer lugar se prueba que Z € HJ"*", es decir, Z = Z* = JZJ. En
efecto, Z* = (1—a)E4+aF)*=(1—a)E*+aF* = (1—-a)E+aF = Z.
Ademss, Z=(1-a)E+aF = (1 - a)JEJ+aJFJ = J((1 —a)E +
aF)J = JZJ.

= Ahora se prueba que Z satisface la ecuacion ZX = X D. En efecto, te-
niendo en cuenta que FX = XD yv FX = XD se tiene que ZX =
(1-a)E+aF)X = (1—-aEX 4+ aFX = (1 - «a)XD +aXD =
XD —-aXD+aXD=XD.

Por lo tanto, el conjunto S es convexo. |

Como el espacio C"*™ es un espacio de Banach uniformemente convexo con
respecto a la norma de Frobenius (véase el Lema 1.3.3 de la pagina 19), la

unicidad de la solucion del problema (2.21) esta garantizada, (ver, por ejemplo,
[8], p- 22).

Para hallar la solucién A, se comenzard transformando el problema en uno més

sencillo, como se establece a continuacién.

2.3.1 El problema de optimizacion simplificado

Sea U la matriz unitaria que aparece en la diagonalizacion (2.1) de J y sea

B € C™"™ una matriz arbitraria dada, particionada de la siguiente manera:

Bll e Blp B17p+1
B=U| S ' U,
Bp71 Bp,p Bp,p-l-l
Bp+1’1 Bp+17p Bp+1,p+1

donde B;; € C™*% y my + -+ 4+ my, +Mpy1 =t + -+ 1y + 01 =n.
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2.3 Problema de optimizacion

Dado que la norma de Frobenius es invariante mediante transformaciones uni-
tarias, (véase la propiedad 1.3.1 de la pagina 17), usando la solucion (2.10), se

puede hallar una nueva expresion para ||A — B||%

|A-B|}% = |[U*AU —U*BU|%
= ||A1,1 - B1,1||2F + HAz,z — 32,2”% + HA3,4 — B34 |i~
+|Ass — Basllp + -+ [ A4p—1p — Bpo1,pll7
p+1 p+1 p+1
1 App—1 = Bopallz+ D 1Bially + D 1Bially + D 1Bl
i—3 i—2 =2
p+1 p+1 p+1
+Z IBia2ll% + Z | B2,511% + Z Z (I1Bijllz + | Bis1 ;%)
i=3 =3 i€ Ty j=it2
p+1
+> > Bl + 1Bijsall7)

JEJ1 i=j+2
+ ”Bp—l,p-&-lui“ + HBp7p+1Hi“ + ”Bp+1,p—1H§? + HB;D-FL;DH%'?
donde J; ={3,5,7,...,p — 3}.
Entonces, resolver el problema (2.21) es equivalente a encontrar
2
F

et ||Ap717p - Bp*LpHi“ + ||Ap,p71 - prpflni“) (2-22>

min (|[Ay1 — Bially + |Az2 — Booll7 + | As s — BsullF + [|Ass — Bas|

AeS

debido a que los restantes elementos estan fijos. Por lo tanto, se resolvera el
problema (2.22) en vez del problema (2.21) por tratarse de un problema maés

sencillo.
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

2.3.2 Forma explicita de la solucion

Antes de hallar la forma explicita de la solucién se mostraran algunos resultados

previos que son necesarios para encontrarla.

Lema 2.3.2 Sean M, € C™*", My, € C™**, Ry € C™*™ y Ry, € C"™*". Entonces

el problema de minimizacion

, l r ’ l r
min Wi Y Wi = Rillh+ min Wi Y Wi~ Rofli (223)

YGC’I'X n
tiene como soluciones las matrices Y € C™*" dadas por

N 1
V=g (Rt R) + GM,MJ + M{M,G — M{M,GM,Mj,

donde G € C™™ es una matriz arbitraria.

Demostracion. Sea T' = VVZ(VII)1 Y WJEZ Usando la definicién de la norma de
Frobenius y propiedades de la traza de una matriz, se tiene que

IT = Rull + 1T = Rl = tr (T — R}) (T — Ry)] + tr [(T" — R;) (T — Ry)] =

=2tr [T7T) —tr [T*Ry| — tr [R{T] — tr [T* Ry] — tr [RyT| + tr [R; Ry] + tr [R5 R,)

Sean R = R; + Ry y S = R; — R,. Por propiedades de la traza de una matriz

se cumple que

tr [T7Ry] + tr [T" Ry] + tr [RYT] + tr [R3T) = tr [T"R] + tr [R*T (2.24)

b [RE Ry + 1 [RSRo] = %tr (R'R] + %tr 5+S]. (2.25)
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2.3 Problema de optimizacion

Ademas,
2t [T°T) — tr [T R) — e [R°T) + e [R°R] = 2 & | (T" = SR" ) (T — 3R
1
— 2T LRI}
(2.26)
De (2.24), (2.25) y (2.26) se tiene que
1 1
IT = Bl + 1T = Rollz = 2 IT = 5 RIl% + 51151 (2.27)

1 1
Sumando y restando §M1TM1R a la matriz T — ER y recordando que T =
W](é)l Y ngg se tiene
1

1 1 1
IT = SRIE = |IT = SR+ MM R — MM R}

1 1
§W1§2R - §M1TMlRH%
a1 1
= Wi (YWip) = 5R) = gM{MiR|}. (2.28)

= T~

1 1

r 1 * * 1 * *
= o |((vwf) - SRy - SR uan)

Wi (Y wy)) —

o1 1
(wihorwiy - 5r - M)

o 1 o 1
= (YW - SRSV W W) - SR+
1
+4R*(M}M1)*MJM1R]
— O rw® — ey s L i 2.29
IWar, ¥ Wiz, = 5 R)p + 1M MR (2.29)
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

1 1
Ahora sumando y restando iRMQMQJr a la matriz WJEZ <YWJEZ — 2R> se ob-

tiene

W (W) — SR = (W (YW — L RWS) — - RMuMD
= Wi (VW) — SRWE) — Wi MM
= WA (v — SR)WE) — S W) RAL M.
(2.30)
Nuevamente, usando propiedades de la inversa de Moore-Penrose
1WA (¥ = SRWE) — S RM, MY =
= u| (Wi - Jrwi) - Jwih Rasarf)
<WA<2(Y - %R)W]@;j - ;WJEZRMZMJH
= w0y - JRr v W - LR
| SOVE Y = Ry (V) Wi RMaM]|
-t | ORMIY R W) WY - SRWE)
+ tr -i(WﬁiRMgMJ)*W&RMQMJ} . (2.31)

Debido a que
1
tr {ng)*(y - QR)*WJE?IRMQMQT] =

1
— () - SRy W]
= 0
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2.3 Problema de optimizacion

1
tr [(MQMQT Y RW (Y — 2R)W1§§2)} —
(r) fyx () 1
tr | Wip, (M2 M) R Wy (Y — §R)
- 0,
de (2.31) se tiene que
1 o1
Wi (Y = SR)WR) = SWi RM M7 =

1 , 1
= Win (¥ = SRV 5 + Wi, RMa M7 (2.32)

Finalmente, de (2.27), (2.28), (2.29), (2.30) y (2.32) se tiene que
T T 1 T
WAL Y Wi = Rul3 WAL Y Wi = Rallf. = 2| W5, (Y = (Ra+ Ra) Wi+

1 1 1
+ 5||W§2RM2M2TH2F + §||M1TM1(R1 + RQ)H%' + §HR1 — R2||%‘.

Entonces, el problema
. ® (r) 2 . O] () 2
vat W, YWy, — Rallw + verio Wi, Y Wiy, — Rall%

es equivalente al problema
Jmin (5~ MUY — S(Ry + Ro)](T, — MoM) (2.33)
porque en los otros términos no aparece la matriz Y.
Utilizando el Teorema 1.3.1, se tiene que la solucién del problema es
Y—% (Ry + Ry) = G — (I, — M{ M) (I, — M{ My)G(I,, — MyMJ)(I,, — Mo M),

donde G € C™*"™ es una maftriz arbitraria.

Como I, — M{M, y I, — M,M] son proyectores y se tiene que
(I, = M{My)" = I, — M{M,, (I = MoM3)" = I, — Mz Mj,
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

resulta que

-1
Y

NN RN~ N

(R, + Ry) + G — (I, — M{ MG (I, — M,M)

(Ry + Ry) + G — (G — M{M,G)(I, — My M)

(R, + Ry) + G — (G — GM, M} — M{M,G + M} M,GM,M])

(R, + Ry) + GM, M + M M,G — M M,GM,Mj.

Luego, la solucion de (2.23) puede expresarse como

o1
Y =3 (Bi+ Ry) + GM M + M{M, G — M{M,GM, M,

siendo G € C™*™ una matriz arbitraria.

Observacion 2.3.2 De la demostracion del Lema 2.5.2 se tiene que
Wi YWii) = Rill3 + [Win YWir) — Rol3 =
1 . 1
= 2[Wi) [V = 5 (R + R)Wil3 + 5| MIM(Ry + Ro)ll +

1 1
+§HW1(\2(R1 + Ro) MM |3 + §||R1 — Ro|)%.

Como Y es la solucion del problema (2.33) entonces

1

Wy — 5B+ Ry)|Wy;) = O.

1

Luego,
1)< r 1)< r
WAL Y WS — Rull% + WL YW, — Ro||% =
1 1 1
— 5HM{M(R1 + Ry)|% + §\|W§2(Rl + Ry) Mo M2 + 5B~ Ry|)%

1
= 5 <HR1 — RQH% + HMlTM1(R1 + RQ)H% -+ HW](vl[)l (R1 + Rz)MzMJH%) .
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2.3 Problema de optimizacion

Por lo tanto
RS r 1) Y r
W Y WL = Rills + Wi YWyi) — Rl

es invariante para cualquier eleccion de G.

Para obtener la solucion general del problema (2.22), se necesita el siguiente

caso particular del Lema 2.3.2.

Corolario 2.3.1 Sean M € C*™ y R € C™*". Entonces existe una matriz
Y € C™" tal que

min ||V (I, - MM') — R||p = |Y (I, - MM") — R||p, (2.34)

YECT‘XTL

donde Y = R+ GMMT y G € C™*™ es una matriz arbitraria.

Demostraciéon. Es una consecuencia directa del Lema 2.3.2 tomando M; = O,
MQZMlezRQZR. -

Observacién 2.3.3 En el Corolario 2.3.1, la matriz Y se puede simplificar de

la siguiente manera:

Si se considera My = O, My =M y Ry = Ry = R entonces (2.33) se reduce a
min || (Y = R) (I, — MM || . (2.35)

YeCrxn

Ahora, se sabe que la ecuacion (Y — R) (]n — MMT) = O es vdlida si y sdlo
si R(I, — MMT") C N(Y — R). Como I, — MMT es un proyector, resulta que
R(I, — MM") = N(MM") = N(MT) pues MIMM' = M. Se puede ver sin
mucha dificultad que N(MT) C N (Y — R) es equivalente a la existencia de una
matriz G € C™™ tal que Y — R = GMT.

Entonces, una nueva expresion para Y esY = R+ GoMT.
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

Observacion 2.3.4 Del Corolario 2.3.1 se puede ver que
Y (I, = MM') = Rl|lr = [|(R+GMM') (I, — MM') — R||p
= |R+GMM'" — (R+GMM"YMM'" — R||r
= |R+GMM"— RMM'"— GMM'MM' — R||p
= |R+GMM"— RMM'— GMM' - R||p
= |RMM|p.

Esto es, el valor de ||V (I, — MM?")—R||r es invariante para cualquier eleccion

de la matriz G.
Ahora, se estd en condiciones de dar una solucion explicita del problema.

Teorema 2.3.1 Sea B € C**"™. Considérese la particion de la matriz

Bl,l R Bl,p Bl,p+1
U*BU = : R : (2.36)
B,, ... B,, B,
Bp+1’1 e Bp+1,p Bp+1,p+1

donde B;; € C™*% my+ma+---+mpy =t +ta+--+t,u1 =nyU es
la matriz unitaria que aparece en (2.1). Bajo las condiciones y notaciones del
Teorema 2.2.1, si el conjunto S de soluciones del Problema (I) de la pdgina
24 no es vacio, entonces el problema de minimizacion (2.21) tiene una tnica

solucion dada por

A = Udiag(Al’l, AQ_’Q, A374, ey Ap—l,pv O) U*, (237)

donde A;; = XZ»DX;r + Bi)iW)((:) parai=1,2, y

R 19) X)TDX*
As.s+1 = ( é) . +
i XS+1DX§ O
+ 1 O Wé(i,)(BS,S-&-l + B:Jrl,s)W)((Ts)H
2 W)((:)ﬂ (B:,s—o—l + Bs+1,5)W)((:) 0
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2.3 Problema de optimizacion

para s € {3,5,...,p—1}.

Demostracion. Usando las expresiones de A;; y Az dadas por (2.11) se

tiene
|4:i; — Biallz = | X:DX] +Yi(IL, — X,X]) - Bl
= |v,w{) - (B,; - X;,DX])|3.
parat =1, 2.

Teniendo en cuenta las expresiones dadas en (2.17) y la relacion A, .1, = A}, |

para s € {3,5,...,p — 1} se tiene que

HA8,8+1 - Bs,s-i-lH% + ||As+1,s - Bs-&-l,s ‘QF =

= ||As,s+1 - Bs7s+1H?«“ + HAS7S+1 - B:H,SH%

l r l r
= WY W = R:+IWEY.WE | — Roalld

s+1

donde R, y Rsy1 estdn dadas por

R, = By.1— (X)IDX?

s+1
Rs+1 = :+1,s - (X:)TDX*

s+19

para s € {3,5,...,p— 1}, dado que W)((llesDXjH =0.

Como los problemas (2.21) y (2.22) son equivalentes, se debe hallar
min ||V, W) — (Bi; - X.DX])|;

parat=1,2y

; l T , l r
min Wl Y,WY) | = Rl + min Wl YWy, - Roalls

para s € {3,5,...,p— 1}.
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

Del Corolario 2.3.1 y la Observacién 2.3.3 se deduce que existen matrices
Y, € C™i*ti tales que

Y, = Bi; — X;DX] + G;X],

donde G; € C™*™ gon matrices arbitrarias para ¢ = 1,2. Usando el Lema

2.3.2, se tiene que existen matrices Y, € C™:*'s+1 tales que

1 .
Y, = 9 (Rs + Ro1) — (X:)TX:GSXHIX;A + GsXs+1X;L+1 + (X)X G,

donde G, € C™=**=+1 gon matrices arbitrarias para s € {3,5,...,p — 1}. Fi-
nalmente, sustituyendo las expresiones de Y;, Y, e Y, s € {3,5,...,p — 1},
en (2.10), se obtiene que la tnica soluciéon del problema (2.21) esta dada por
(2.37). m

Un razonamiento similar al realizado en las secciones anteriores permite dar
un resultado analogo para matrices A que son antireflexivas con respecto a una

matriz J que es {k + 1}-potente y normal.

2.4 Algoritmo y ejemplo numeérico

En esta seccién se propone un algoritmo para resolver el problema de optimiza-
cion de Procustes estudiado en este capitulo teniendo en cuenta lo desarrollado

en las secciones anteriores.

ALGORITMO

Entradas: Las matrices B € C"**, X € C™*™ D € R™*™ diagonal,
J € C"" normal y {k + 1}-potente.

Salida: La matriz A.

Paso 1 Calcular ry, -+ ,741 y U como en (2.1).
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2.4 Algoritmo y ejemplo numérico

Paso 2 Realizar la particiéon de U* X para obtener X5, Xo, ..., X,, X, 11

como en (2.7).
Paso 3 Calcular X|, XI, ... , X

Paso 4 Si X,DW{ = 0, X,D = X, X/ (X])*DX; X, parai= 1,2,
X,DWY = =0, W{!DX:,, = O, X;X,D = DX:,X.11,
para s € {3,5,...,p— 1} y X,11D = O, entonces ir al Paso 5.

Si no, parar.

Paso 5 Realizar la particion de B, ;, i,j € {1,2,...,p + 1} como
en (2.36).

Paso 6 Calcular A;; = XiDXiT + Bi,iW)((:) para i =1,2.

Paso 7 Calcular A, o1 = (X7)' DX, + W (B yin+ B, JWY
para s € {3,5,...,p— 1}.

Paso 8 Calcular A,y , = A%, paras € {3,5,...,p—1}.
Paso 9 Calcular AS,SH para s € {3,5,...,p— 1}, como en (2.5).

Paso 10 Calcular 121 = Udiag(ALl, A2,27 A374, ey Ap—l,pv O) U*.
Fin

Este algoritmo puede ser facilmente implementado en un ordenador usando el
programa MATLAB R2016b.

EJEMPLO 2.4.1 Considérense las mairices

ooz 2o 10 000
i 0 0 00 02 000
X= |- i 19|, D=|00 -10 0],
i 0 —i 00 00 000
0 0 0 00 (00 00 0
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Capitulo 2. Matrices hermiticas reflexivas

1 -1 1 0
0O 1 0 00
B=|0 0 ¢ -10
1 01 00
0 00 0
Y
I V3, VIB _ 3vV21VE; ]
i"“TSZ 0 328 6_32;—61 0 0
0 -1 0 0 0
_ | 3v2+v6 | 3v3-6, V3,
J = 32;—6+328620 i‘i‘fz 0 0
0 0 0 -1_45
0 0 0 0 0
Se puede observar que J = UD;U* donde
1 0 o0 0 0]
0 -1 0 0 0
D,]: 0 0 _1%\/& 0 0 )
00 0 =
0 O 0 0 0
)
_ . . ;
7 0 7 0 0
0 1 0 0 0
U=|05+05 0 —-05-05 0 0 |,
0 0 0 —i 0
0 0 0 0 1

y, ademds, JJ* = J*J y J* = J. En este caso, J es una matriz singular (en
[32] se resolvid el caso no singular). Entonces, 11 =ro =13 =ry =75 =11y

este es el Paso 1. Después de calcular U*X se obtiene

xi=[o1000], X=[10000]

ng[l 01 0 0], X4:[—1 01 0 0}
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2.4 Algoritmo y ejemplo numérico

st[o 00 0 0}.

Las inversas de Moore-Penrose que se calculan en el Paso 3 son

*

xf=[o1000], xIl=[10000],
xi=[1/2 0 1/2 0 0}*,){1:[—1/2 0 1/2 0 or,

xi=[0 000 o]*.

Entonces, se satisfacen todas las igualdades del Paso 4. Ahora, se calcula

U'BU =

[ 0.8536 +0.8536i —0.7071i 0.1464 — 0.8536i 0.5 — 0.2071i 0 |
0 1 0 0 0
= 0.8536 — 0.1464¢ —0.7071: 0.1464 4-0.1464: —-0.5—1.2071¢ O
—0.5000 4 1.2071% 0 0.5000 + 0.2071¢ 00
0 0 0 0 0

Como W)((i) = O parai=1,2, se tiene que A;; =2 y Ay =1 que es el Paso
6 . En el Paso 7 se oliene Az 4 = —1, resullando en el Paso 8, Ay3 = —1.

Finalmente, la matriz del Paso 10 es

A = Udiag(Al,la Az, 1213,47 o)Ur

1.0000 0 0.7071 —0.7071% —0.7071s 0
0 1 0 0 0
= 0.7071 4+ 0.7071: 0O 1 —0.5000 + 0.5000z 0
0.7071% 0 —0.5000 — 0.5000¢ 0 0
0 0 0 0 0
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Capitulo 3

Matrices J-Hamiltonianas

3.1 Introduccién

En este capitulo se estudiara el problema de valor propio inverso para matrices
normales J-Hamiltonianas. Es decir, el problema consiste en encontrar una
matriz normal J-Hamiltoniana A € C™*" que cumpla con la ecuaciéon AX =
XD siendo X y D matrices conocidas. También se resolveréd el problema de

optimizaciéon de Procrustes asociado.

Definiciéon 3.1.1 Sea J € R™" una matriz normal y tal que J> = —I,,. Una

matriz A € C"*" se llama J-Hamiltoniana si AJ es hermitica, es decir, si
(AJ)* = AJ.
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Capitulo 3. Matrices J-Hamiltonianas

Se observa que la hipotesis J?> = —I,, y la hipotesis que J sea normal son

independientes. Basta ver que

i —4i

J = ,

0 —i
cumple J? = —I, y que J no es normal. Por otro lado, cualquier matriz diagonal
es normal y no todas las matrices diagonales cumplen que J?> = —1I,, por

ejemplo,
2 0
J = .
0 0
La definicién de matrices J-Hamiltonianas fue introducida por primera vez en

[14]. Estas matrices son una extension de las matrices Hamiltonianas en donde

se consideran todas las matrices que son ortogonalmente semejantes a Jy siendo

1
J() - O F .
I, O

Es sabido que las matrices Hamiltonianas son de gran importancia en diversas

n=2ky

areas de la ingenieria. Por ejemplo, se utilizan las matrices Hamiltonianas para
resolver la ecuaciéon matricial algebraica de Riccati y en Teoria de Control

Optimo.

En [48, 2| se ha resuelto el problema de valor propio inverso considerando que
A es una matriz hermitica antiHamiltoniana generalizada. Precisamente, en el
primer trabajo los autores han estudiado el problema de valor propio inverso
para matrices A hermiticas J-antiHamiltonianas, es decir, (AJ)* = —AJ donde
J € R™™ es ortogonal y antihermitica. Por otra parte, en el otro articulo, el
autor ha estudiado el problema de valor propio inverso para matrices hermiticas
J-Hamiltonianas usando la matriz .J, citada anteriormente, que corresponde,
por tanto, sélo a un caso particular de las matrices J-Hamiltonianas que se

consideran en esta memoria.
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3.1 Introduccion

Al igual que en el Capitulo 2, se consideraran los siguientes problemas:

(D)

(IT)

Problema de valor propio inverso:

Dadas las matrices

X:[xl . ] e Cm

D = diag(Aq,...,\,) € C™

y una matriz J € R™*" normal tal que J? = —I,,, se pretende hallar todas
las matrices A € C™*™ normales J-Hamiltonianas tales que

AX =XD.
Se denotard por S al conjunto de todas las soluciones del problema, es
decir,

S={AeC™™: AA" = A*A, AJ = (AJ)*, AX = XD}.

Problema de optimizacién de Procrustes:

Si § # (), dada una matriz B € C"*", el objetivo es encontrar A€ S tal

que

min [|B — Allp = ||B — Al

Este capitulo esta organizado de la siguiente forma. En la Seccién 3.2 se estudia

en primer lugar la estructura de una matriz A normal J-Hamiltoniana y la

forma explicita de las soluciones del Problema (I). Se proporcionan condiciones

necesarias y suficientes para la existencia de soluciones y la forma explicita de

las soluciones.

En la Seccién 3.3, se investiga la existencia y unicidad de la solucion del Pro-

blema (IT) y, en el caso de que exista, se presenta la forma explicita de la

misma.
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Capitulo 3. Matrices J-Hamiltonianas

Por dltimo, en la Seccién 3.4, se exhibe un algoritmo, que puede ser imple-
mentado en MATLAB R2016b, para el calculo de la solucién del problema
de optimizacién de Procrustes y algunos ejemplos que permiten mostrar el

funcionamiento del Algoritmo.

En todo el capitulo, la matriz J € R"*" considerada es una matriz normal tal

que J? = —1I,.

3.2 Problema de valor propio inverso

En primer lugar se considera la estructura de la matriz A en la Subseccion
3.2.1. Posteriormente, en la Subseccion 3.2.2 se tratara el problema de valor

propio inverso para matrices J-Hamiltonianas.

3.2.1 Estructura de la matriz A y forma explicita de las

soluciones

Como la matriz J € R™™" es normal y satisface J? = —I,, se cumple que:

= su espectro esta incluido en {—i,i} pues J*+1,, = O con lo que su polino-
mio caracteristico es p(x) = z? + 1 siempre que no se consideren los casos
triviales J = %il. Ambos valores propios tienen la misma multiplicidad

que es k =n/2.

= es una matriz antihermitica: J = —J*.

» su inversa se calcula mediante: J~! = —J.

Entonces se puede afirmar que existe una matriz unitaria U € C™*™ tal que la
matriz J se puede escribir de la forma
il (@)
J=U l $ ] U*.

3.1
O - (3.1
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3.2 Problema de valor propio inverso

Mediante el uso de matrices por bloques, se analiza la estructura de las matrices

A que deben ser normales J-Hamiltonianas.

De acuerdo con la particion (3.1) de J, se considera la particion de la matriz
U* AU en bloques de la forma

Ay A
UAU = | ©1 72 (3.2)
A21 A22
De (3.1) y (3.2) se tiene
A = | A A ey | Q U*
Asr Ag O —il,
_ U A Ap i1}, O U*
A21 A22 O —Z_[k
— Z:Au *Z:Am U
1Ay —iAg
Como la matriz A es J-Hamiltoniana,
1Ay —1Ag iAYy A5,
de donde se deduce que
Ail = _Alla A;2 = —AQQ, A;l = A127 AT2 = AQl- (33)

Es claro que las dos tltimas igualdades son equivalentes, con lo que una de

ellas es superflua.
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Capitulo 3. Matrices J-Hamiltonianas

Usando las expresiones (3.3) se tiene que

aar—y | A Av ] - (U lAn Am] U*>

L A21 A22 AQI A22
—U A A ATl A§1 U*
A As Af, As,

=U

[ AnAL + ApAl, AnAj + AnAy, e
| A2t AT, + A Al,  Agi A5 + ApnAj,

U —A3 + A Aj, A Ay — Ap Ay U
— AL Al + A Ay, Af A — AL,
y procediendo de forma analoga se llega a la expresion

—A} + ApAY,  —ApAn 4 ApAy ] e

AA=U :
A A — ApnAl, Aly A1 — A3y

Como A debe ser una matriz normal, de la igualdad de matrices se tiene que

n A A — ApAgy = —Aj1Arg + A1pAgy = 2411415 = 241545 =
A1 Ay = ApAg.

L] _ATQA].]_ + AQQATQ == ATQAII - AQQAEQ = 214.2214’{2 — 2AT2A11 =
(A22AT2)* = (ATQAM)* = A A5, = AT Ay = —ApAyy = —A11 A =
A1 Ay = ApAg.

En ambos casos se llega a la expresion A1 Ajp = A13As,.

Lo probado se puede resumir en el siguiente teorema que da la estructura de

las matrices A bajo las condiciones requeridas.

Teorema 3.2.1 Sean A € C"*" y J € R"™ ™ particionada como en (3.1).

Entonces A es una matriz normal J-Hamiltoniana si y sélo si

A, A
A=U| 1 T2y (3.4)
Al Ag
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3.2 Problema de valor propio inverso

donde
Aﬁ = *Au, A;Q = —Ay Y A1 Ay = ApAogs.

3.2.2 Problema de valor propio inverso para matrices

J-Hamziltonianas

El proximo objetivo es resolver el Problema (I). Es decir, encontrar la matriz
A € C™" normal J-Hamiltoniana que sea solucién de la ecuaciéon AX =
X D. Las condiciones espectrales sobre la matriz A por ser, en particular, J-

Hamiltoniana son, A € o(A) si y s6lo si —\ € o(A), en consecuencia,
A€ o(A) = {\, =2} Ca(A).
En efecto, como la matriz J particionada como en (3.1) cumple J* = J~! =

—J, entonces
(A=A & JJA'=A] & A=—-JAJ ' & A=JA"J
Sea ahora A € o(A). Entonces, tomando determinantes, se tiene
|A—AL,| = |JA*J = \L,| = |J(A* + \L,)J| = | J?||A* + A\L,|
= (=D"[(A+ L) | = (1)"[A+ M.

Por tanto, A € 0(A) = {\, =} C o(A). Este hecho condiciona los valores de

la diagonal que se pueden permitir a la matriz dato D.

Ademas, restringiendo el estudio a matrices reales, es decir si A € R™", ge

tiene que

Aea(A) = A=A\, =2} Co(A)

puesto que en polinomios con coeficientes reales, raices complejas no reales

siempre aparecen en parejas del tipo a =+ bi.
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Capitulo 3. Matrices J-Hamiltonianas

Notar que considerando

A= 22'. i. v g 7 0. ,
—1 2 0 —2

la matriz compleja A es J-Hamiltoniana y o(A) = {1+ 2i,—1+2i}. Se deduce

pues que, en general, para matrices complejas A € o(A4) no implica A € o(A).

Observacion 3.2.1 De la equivalencia (AJ)* = AJ & A= JA*J se puede

deducir que

JA = J2(J*A)" = —(—JA)" = (JA)".

En consecuencia, la igualdad JA = (JA)* da una definicion equivalente de

matriz J-Hamiltoniana.

Métodos de resoluciéon: En esta seccion se presentan cuatro métodos distin-
tos para resolver el Problema (I). En el primero, la resolucion es directa usando
inversas generalizadas. En el segundo, se recurre a la vectorizacion asi como
al producto de Kronecker. En el tercer método se dan infinitas soluciones del
problema. Y, en el cuarto, mejorando los anteriores, se demuestra la existencia
de todas las soluciones bajo condiciones necesarias y suficientes. Este ultimo
es el método mas general y resuelve completamente el problema planteado. En
los dos primeros métodos, se calculan soluciones A de la ecuacion AX = XD,
de entre las matrices normales J-Hamiltonianas, mientras que en los otros dos,
bajo las mismas hipétesis, se encuentran condiciones para la existencia de la

solucién, ademés de presentar la expresion de las mismas.
Antes de presentar el primer método de resolucion del problema de valor propio

inverso se demostrard un lema que es necesario para hallar las soluciones.

Lema 3.2.1 Sean las matrices M, N € C**™. Entonces la ecuacion Y M = N

tiene una solucion antihermitica Y si y solo si

NW](L? =0 y M*N es antihermitica.
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3.2 Problema de valor propio inverso

En este caso, la solucion general estd dada por

Y = NM'— (NMY W +whzwly, (3.5)

donde Z € C™*™ es una matriz antihermitica arbitraria.

Demostracion. Utilizando el Teorema 1.3.1, se puede afirmar que la ecuaciéon
YM = N tiene una solucién si y s6lo si N = NMTM. Sea Y una matriz
antihermitica que es solucién de la ecuacion Y M = N. La matriz M*N es

antihermitica pues

(M*N)* = N*M = (YM)*M = M*Y*M = —M*Y M = —M*N.

Este hecho permite deducir que N*M = (M*N)* e Yy = NMT — (NM)* +
(NMT)*MMT son antihermiticas pues tanto la matriz NMT — (NMT)* como
la matriz (NMT)*M Mt = (M")*(N*M)MT lo son. Ademas, Y, es una solucion
de YM = N.

La solucién general antihermitica se puede obtener anadiendo Yj a la solucion
general antihermitica de la ecuaciéon homogénea Y M = O. Luego, usando el
Corolario 1 del Lema 2.3.1 de [39] se puede deducir que la solucién general de
la ecuacion YM = N es la dada en (3.5). [ ]

Mcétodo 1

Usando el Teorema 1.3.1, la ecuacion AX = XD tiene solucion si y solo si
XDX'X = XD o equivalentemente

xpw{ = o.

Si se cumple esa condicion, la solucion viene dada por

A=XDXM+yw{

donde Y € C**™ es una matriz arbitraria.
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Capitulo 3. Matrices J-Hamiltonianas

Entre las matrices encontradas se buscan las que son normales J-Hamiltonianas.

Método 2

Una otra forma de hallar la solucion del Problema (I) es usando el producto

de Kronecker.

Se recuerda que dada la matriz V' = (v;;) € C™*", vec(V) es el vector columna

que se obtiene listando los elementos de V:

T
Uec(V):[vn Vig ... Uin Va1 Uz ... v,,m} )

Aplicando vec a la ecuacion AX = X D se tiene que

vec(AX) = vec(I,AX) = vec(X D).

Como vec(I,AX) = (I, ® XT)vec(A), la ecuacion matricial se transforma en
(I, ® XT)vec(A) = vec(X D). (3.6)
Usando el Teorema 1.3.1, la ecuacion (3.6) tiene solucion si y sélo si
(I, ® XT)(I, ® XT) vec(X D) = vec(X D). (3.7)
Como (I, @ XT) = (1) @ (XT) = I, ® (XT)T, la expresion (3.7) se escribe
(L — (I, @ XT) (I, @ (X)) vee(XD) = O. (3.8)
Tomando conjugado en (3.8) se tiene que:
O = (Ijnn— (I, @ XT)(I, ® (XT))) vec(X D)
- (Imn —Lexn) (I, (XT)T)) vec(X D)

De las igualdades
L, XT=1I,XT =1, X",

(L@ XT)i=T,® (XT)I =1, ® (X"
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3.2 Problema de valor propio inverso

vec(X D) = vec(X D),

se tiene

(Imn, - (In & X*)(In & (XT)*)) vec(y b) = 0.

Ahora, usando una propiedad del producto de Kronecker y luego propieda-
des de la inversa de Moore-Penrose, la condicién para que exista la solucién

finalmente queda:

(Inn — I, ® XTX) vec(X D) = O. (3.9)

Bajo esa condicion, la solucion de (3.6) esta dada por

vec(A) = (I, ® X" vee(XD) + (L2 — (I, ® X")'(I, ® X)) Y,

donde Y € C"*! es una matriz arbitraria. Ahora tomando conjugado en la

solucién, se obtiene:

vec(A) = (I, ® XT)tvec(XD) + (I,
<n®XT>+vec< D) + (T

(I ® (X1)") vee(X D) + (Le — (L ® (X1))(L, © X)) ¥
= (I,® XT )*) vec(X D) + (Io — I, ® (X)*X*) YV

(I, ® (X7)*) vec(X D) + (I» — I, ® XXT) Y.

we — (L, @ XTI, @ XT)) Y
— (L@ XTI, XT))Y

Entonces, volviendo a tomar conjugado

vee(A) = (I, ® (X)) vee(X D) + (In2 —I,® XXT) Y, (3.10)
conY € C"*x1,

Resumiendo los resultados anteriores, se puede decir que existe una solucion
de (3.6) si y s6lo si se cumple (3.9) y en este caso la solucion esta dada por
(3.10). Luego se vuelve a formar la matriz A y las soluciones del Problema (I)

son las matrices normales que cumplen (AJ)* = AJ.
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Método 3: Infinitas soluciones del Problema (I)

En el problema que se estd considerando la matriz J es dada. Entonces se

conoce la matriz U y, por lo tanto, también la matriz U*X. Considérese la

particiéon
X
Ux =| |,
2
siendo X, X, € Ck*m,
De este modo se tiene que
X
X=U l ! ] (3.11)
Xo

siendo X;, X, € Ck*™,

Sea A € S. Ahora, sustituyendo (3.4) y (3.11) en AX = XD se llega a

U A A U U X1 —-U X D,
AikQ A22 X2 X2

A11 A12 X1 . Xl D
Afy Az Xo Xo
Las operaciones entre matrices por bloques conducen al sistema matricial

An Xi+ 42Xy = XiD
AIZ Xl + A22 X2 == XQ.D

es decir,

(3.12)

Se considera la expresion conjugada de la primera ecuacion de (3.12), y sabien-

do que A;; es antihermitica, se obtiene
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3.2 Problema de valor propio inverso

Postmultiplicando por X, la dltima expresién, se tiene que

— X7Ap X1+ XJAL X, = DX X (3.13)

Ahora, despejando el producto A;; X; de (3.12) y sustituyendo en (3.13) se

obtiene
(X{Ap Xo)" + XA Xo = D' X7 X, + X7 X4 D,
ecuacién equivalente a
(XTA1L Xo)" + XA Xy =2H(X X4 D). (3.14)

Como H (X X;D) es hermitica, el Teorema 1.3.2 asegura que la ecuacion (3.14)

puede resolverse obteniendo la siguiente expresion

donde Z € C"™*™ es tal que Z2* = —Z.

Ahora, repitiendo los mismos calculos sobre la segunda ecuacion de (3.12), es
decir, postmultiplicando por X5, despejando el producto Asy X, de (3.12) y

sustituyendo en la expresion conseguida anteriormente, se obtiene

Comparando con (3.14), se deduce la siguiente igualdad

H(X:X,D) = H(X;X,D).

Esta tltima igualdad da una condicién necesaria de existencia de la solucion
del Problema (I).

Usando el Teorema 1.3.1, la ecuacion (3.15) tiene solucion en Ay, si y solo si

XIX, (H(X;X,D)+ Z) X)X, = H X! X,D)+ Z (3.16)

v en este caso se tiene que

Ay = (XN H(X;X,D) + Z2) X5+ W Vi X, X, (3.17)
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donde Y;, € C*** es una matriz arbitraria.
Sustituyendo (3.17) en la primera ecuacion de (3.12) se debe resolver

AnX, = X,D — (XD H(X;X1D) + Z2) X1 X — WY1, X,.

Usando el Lema 3.2.1, esta ecuacion tiene solucion antihermitica en Ay siy

s6lo si
(le — (XHNH(X:X,D) + Z)X} X, — W§;"}Y12X2) wl =0, (318
v la matriz
X; (XD — (X)) (H(X; X, D) + Z) XX, = W{)Vip X ) (3.19)
es antihermitica. En ese caso, su solucién general estd dada por
A = (XD = (X])1(H(X{ X, D) + 2) X X5 = W)Yo X ) X]
- [(XlD — (X)) (H(X:X.D) + Z) X} X, — W}{ijXQ) XIT] )
+ WOV W, (3.20)
donde Y;; € CF** es una matriz antihermitica arbitraria.
Usando propiedades de la inversa de Moore-Penrose se tiene que
(XD = (XD){(H(XX,D) + 2)X5X, — W)Y X0 ) X[] W) =
= [W{) (XD = (X)) (H(X;X,D) + 2)X] X, - WV Xo ) X]|
= [ (-wivexe) xi|

= — (XD X3yRwy.

1

Usando este ultimo calculo y (3.20) se obtiene una expresion simplificada para

Aqq, a saber,

An = (XD~ (X)) (H (X X1D) + Z) XX, = WYXy ) X] +
HX) XYW+ WEvLw, (3.21)
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3.2 Problema de valor propio inverso

Sustituyendo la expresion (3.17) de A;» en la segunda ecuacion de (3.12) se

llega a
ApX, = XoD ((X ) (H(X;X,D) + 2)X] + W)V Xa X)X,
= — (X3)"(H(X; X, D) — 2)X{X, - X, X}V, W X,
= — (X)HNH(X;X\D) - 2)XX,.

Las respectivas condiciones de existencia de solucién antihermitica A,, para

esta dltima ecuacién son
(XQD — (X)) (H(X:X,D) - Z)XlTXl) w = o, (3.22)
v que la matriz
X; (XQD — (X;)(H(XX,D) - Z)XIXl) (3.23)
sea antihermfitica. Bajo estas condiciones, su solucién general es
Ay = (XQD — (X)) (H(X{X,D) — Z)Xfxl) X3 -
— [(%D - (x3) (H(X1X,D) - 2)X{x,) X3 W) +
+ WY W, (3.24)
donde Y3, € C*** es una matriz antihermitica arbitraria.
De nuevo, usando propiedades de la inversa de Moore-Penrose se tiene que
(30— (x3)1 (1 (XX, D) - 2)x]X,) x3] W) =
= W) (XD — (X3){(H(X; X, D) — 2)x] X, ) x§|
= 0.

Usando este ultimo resultado y (3.24) se obtiene una expresion simplificada

ara Ay, es decir
) ?

A = (XD — (X5 (H(X{X,D) ~ Z)X]X,) X} +
+ W Yo W) (3.25)
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Es facil comprobar que al sustituir las matrices obtenidas en (3.17), (3.21) y

(3.25) se obtienen soluciones del sistema (3.12).

Notar que las condiciones que indican que (3.19) y (3.23) son antihermiticas
son equivalentes a la condicién que indica que la matriz X; XD — X5 XoD
es antihermitica. En efecto, aplicando la definiciéon de matriz antihermitica en
(3.19) v (3.23) y reordenando términos se obtiene

Xf(XlD — A Xz) = —(D*Xf - XSAE)Xl

X;(XQD - AT2 Xl) - —(D*Xg - XfAlg)Xg
Operando en las dos ecuaciones, se tiene que

Xl*XlD + D*Xle == XfAlg XQ + X;AT2X1

X;XQD + D*XSXQ - XfAlg X2 + X;ATQXl
y por tanto X7 X 1D + D* X7 X, = X5 XoD + D* X X,. Esta tultima expresion

es equivalente a X7 X1 D —X;XoD = —D* X7 X1+ D* X5 X,, es decir, la matriz
X7 XyD — X5X5D es antihermitica.

Los resultados obtenidos se resumen en el teorema siguiente.

Teorema 3.2.2 Sean X € C"*™, D € C™*"™ unag matriz diagonal y J € R™*"

normal tal que J*> = —1I,, dada como en (3.1). Sea la particion

ot

2

donde X,, X, € C**™. Entonces eziste al menos una matriz A € C™*"™ nor-
mal J-Hamiltoniana tal que AX = XD si se cumplen las condiciones (3.16),
(318), (322), XleD - X;XQD es antihermitica Yy A11A12 = A12A22.

En este caso, las infinitas soluciones del problema anterior son

A—U A A U
Afy  Ag
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donde las expresiones de Aqy, A1 y Agg estin dadas en (3.21), (3.17) y (3.25),

respeclivamendte.

Método 4: Existencia de las soluciones del Problema (I)

El cuarto método que permite dar todas las soluciones del Problema (I) se
diferencia del anterior en la forma de resolver el sistema siguiente encontrado
en la pagina 68:

An X1 +Ap X, = XD

ATQ X1 +A22 Xg — XQD

De la primera ecuacién del sistema se tiene que

A11 X1 - XlD - A12 )(27 (326)

y por el Teorema 1.3.1, la ecuacion (3.26) tiene solucion (en A;;) siy sélo si

(X1D — Ay X)W =0, (3.27)

o equivalentemente, si y s6lo si

A X, W) = X, DWY). (3.28)

Nuevamente, usando el Teorema 1.3.1, la ecuacion (3.28) tiene solucion (en

Ayy) siy solo si

X, pww? = o0. (3.29)

X W)
En este caso la expresion general para A, estd dada por

Ay = X, DWE (X, W + mw}@wm,

(3.30)

siendo Y7, € C*** una matriz arbitraria.

Si se sustituye en la ecuacion (3.26) la expresion de A;, dada en (3.30) se

obtiene

An Xy = XD = X, DW{ (XWX, = YWD Xs. (3.31)

[©)
2Wi)
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Por el Lema 3.2.1, la ecuaciéon (3.31) tiene una soluciéon antihermitica en Ay

si y s6lo si se cumple que

{XlD — X, DW (X W X, — mzw)(é - XQ] WY =0 (3.32)

y, ademas, si

X; {XlD — X, DW (XL W) X, — VW XQ] (3.33)
es antihermitica. Entonces, la solucién general de la ecuacion (3.31) esta dada
por

A,y = <X1D — X, DW (X W X, — YHW)(; >W<,) X2> X|
_xhy [xup = X WO WD) Xy — VW™ L x| W
(X1) 1 1DWx (XoWx))' Xp = Yio Xow D) 42 X1
+ WOV W, (3.34)

siendo Y;; € CF*F una matriz antihermitica arbitraria.

Usando propiedades de la inversa de Moore-Penrose se tiene que

(x> {XlD — XiDWR (Xa W) Xo = YW

= (xh [XlD—lew)(Q(XQW)(Q)TXQ—YHW“) XQ] (W)
_ (r) o ) O\t o (r)
= (W] XD = X, DWW (LW X — Vi W
= (w0 [y ) X1)

= _(XD*X;W)(;)WQE Y1*2W)((?
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Usando este ultimo céalculo y (3.34) se obtiene una nueva expresién mas com-

pacta para Ajq, a saber,

Ay = | XiD - X, DWP (XWX, — YHW)((TZ Lo Xa| X]
HXD)XW YR + WYL wy). (3.35)

Para determinar Aj,, se sustituye la expresion de A, obtenida en (3.30) en la

segunda ecuacion del sistema matricial (3.12) y se obtiene

Apy Xy = XoD — (WX WD XX, - WYX (3.36)

W)
Las condiciones que deben cumplirse para que la ecuacion (3.36) tenga una
solucién antihermitica en Ay, dadas por el Lema 3.2.1 son
D - (WX WID XX - W, Y Wl =0 e
v que la matriz
X; [0 - WD XX - W, L x| e3s)
sea antihermftica.
Luego, también por el Lema 3.2.1, la solucién general estd dada por
Ae = XD - (WX WD XX - W, Vi X)
D) [XaD - (V0 WD XX - W, Vi W

siendo Yy € C*** una matriz antihermitica arbitraria.
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Nuevamente, usando propiedades de la inversa de Moore-Penrose, la expresion
anterior puede escribirse de la forma
Ay = [XQD ~wWPxHWID XX, — W)(;)W(l)Yl’;Xl} el
X1

D) | XX DWW - XYW, | W)

W Vo, W, (3.39)
Notar que las condiciones que indican que (3.33) y (3.38) son antihermiticas
son las mismas que las expresadas, en el método 3, por (3.19) y (3.23).

El razonamiento anterior puede resumirse en el siguiente teorema en donde
se dan las condiciones necesarias y suficientes para que el Problema (I) de la

pagina 59 tenga soluciéon asi como también la expresion de la solucién general.

Teorema 3.2.3 Sean X € C**™ D € C™*™ una matriz diagonal y J € R™*"

una matriz normal tal que J?> = —1I,,. Se considera la particion
X1
X

donde X,,X, € CF*™. Entonces, existe una matriz A € C™" normal J-

X=U

Hamiltoniana, tal que AX = X D siy sdlo si se cumplen las condiciones (3.29),
(332), (337)7 XTXlD — X;XQD es antihermitica Yy A11A12 = A12A22.

Si se satisfacen estas condiciones, la solucion general viene dada por

A= A A U,
Afy  Ag

donde las expresiones de Ay, Ay y Agy estdn dadas en (3.35), (3.80) y (3.39),

respectivamente.
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3.3 Problema de optimizacién de Procrustes

Dadas las matrices X € C**™, D € C™*™ una matriz diagonal y J € R"*"
una matriz normal tal que J? = —1I,,, se considera el conjunto S de todas las
maftrices A € C"*" normales J-Hamiltonianas que son solucién de la ecuacién

matricial

AX = XD.

Es decir,

S={AeC™: AA" = A"A,(AJ)" = AJ,AX = XD}.

Para realizar este estudio se supone que el conjunto S es no vacfo. El caso en
el que S es vacio puede ocurrir como puede comprobarse mediante el siguiente

ejemplo.

EJEMPLO 3.3.1 Se consideran las maltrices

1 2 ;
X = D= 1+ 0
1 1

0 —1+4:¢
La solucién de AX = XD estd dada por
-3+ 4
-2 341

A=

43

pero (AJ)* — AJ = [ _85 O, 1 # 0

Se supone entonces que el conjunto S es no vacio. Dada una matriz A € C"*",

el Problema (II) consiste en hallar la matriz A € S tal que

min [A = Aflp = [|A = Allr. (3.40)

7



Capitulo 3. Matrices J-Hamiltonianas

Aligual que en el caso de las matrices hermiticas reflexivas del capitulo anterior,
para hallar la matriz solucién ﬁ, en primer lugar se transforma el problema en

uno més sencillo.

3.3.1 El problema simplificado

Sea A € C™ " una matriz arbitraria dada, particionada de la forma

- A. A
Ay An Ae U, (3.41)
A21 A22

donde A;; € Ck*F y U es la matriz de la particion de J dada en (3.1) en la
pagina 60.

Debido a que la norma de Frobenius es invariante mediante transformaciones
unitarias (ver Propiedad 1.3.1 en la introduccion de la pagina 17), utilizando
la forma de la soluciéon A € S dada como en (3.4) del Teorema 3.2.1 se tiene

que
|A— All3 =
= |U*AU — U*AU|%
= ||1111 — A%+ ”gu — A% + H;lm — ALl% + ||Z22 — An|l%.

En la siguiente subseccién se estudiaran cada una de estas normas por separado

para poder dar la solucion explicita de (3.40).

3.3.2 Forma explicita de la solucion

Se necesitan los siguientes resultados para minimizar la norma de algunas ma-

trices con estructuras especiales.

A continuacion se recuerda el Lema 1 de [44] que se enuncia con una ligera

modificacion y, por una cuestioén de completitud, se presenta una demostracion.
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Lema 3.3.1 Sea B € C¥™*™ y sean P, € C1*1 y P, € C™*™ tales que P? =

?

P, = P} para i = 1,2. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) existe el minimo de la expresion |B — PLEPR,||r para E variando en el

conjunto CT*™,

(b) el valor n&in |IB — PLEPR;||r se alcanza para las matrices E € C*™
EcCaxm

tales que Py (B — E)Py = O.

(C) min HB_PlEP2HF:HB_PlBPQHF

EcCaxm

Demostracion. A partir de

B—PlEPQZ(B—PlBP2)+P1(B—E)P27

es claro que
(B — P.EP,)"(B — PEP;) =
= (B— P,BP)"(B— P,BP,) + (P\(B — E)P)*P,(B — E)P, +
+(B — P,BP,)*P\(B — E)P, + (P,(B — E)P,)*(B — P,BP,).
(3.42)
Llamando V := (B — PiBP,)*P,(B — E)P, sigue directamente que V* =
(Pi(B — E)P,)*(B — P,BP,). Ademas, de P? = P, = P¥, i = 1,2, se tiene
V = (B*—P,B*P)P\(B - E)P,
= (B*P,— P,B*P))(B - E)P,
= (I-P)B*'P(B - E)P,.

Sea A # 0 tal que Va = Az. Entonces
APQ.Z. = Pg()\ZC) = PQVHZ' = PQ(I - PQ)B*Pl(B - E)Pgl' = 0,

de donde P,x = 0. Luego,
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De aqui se llega a que z = 0. Se concluye que si Va = Az con x # 0 entonces
A =0, es decir, o(V) = {0}. Teniendo en cuenta que la traza de una matriz
coincide con la suma de sus valores propios, se tiene que tr(V) = tr(V*) = 0.

Tomando traza en (3.42) resulta que
|B — PLEP;||% = | B — P.BPs|[% + | Pi(B — E)P,|%.

A partir de esta expresion se concluyen facilmente las afirmaciones del enun-

ciado por ser B — P BP, una matriz fija. [ |

Lema 3.3.2 Sea M € C™*". La ecuacion matricial WM)YWJE/;) = O siempre

tiene solucion antihermitica no trivial Y € C**™,

Demostraciéon. La demostraciéon es inmediata. Basta aplicar el Teorema 2.4
de [24] a la matriz iX con C =0y A= B =W}, [ |

Ahora se esta en condiciones para poder dar la solucion explicita del Problema

de Procrustes (IT) suponiendo que el problema (3.40) tiene solucion.

Primero se estudia la norma || A1, — A2 ||% porque contiene la matriz arbitraria

Y1, que aparece también en las expresiones de A, v Ags.

Bajo la condiciéon (3.29), usando la expresion (3.30) de Aio, el Lema 3.3.1

asegura que

~ ~ t .
A — Auf3 = ‘ Ay = X DWL) (W) = YW )

X W)

F

alcanza su minimo si y sélo si

~ T -
[Au, — X, DW¥ (X2W§}j) - Yu] wo ., =0,

;
Como (XQW)(Q) w) . =0, la altima igualdad queda como

Xaw

(212 — }/12)W)(:2)W)((z) =0. (3.43)
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En este caso,

)

Aq2€CkxE r

_ - T
min [ A — A3 = H 40X, = X, 0| Wi (W)

porque R — RW(T) = RM M para matrices arbitrarias R y M de tamafios

adecuados.

Recordando que la norma de Frobenius es invariante bajo traspuestas conju-

gadas y aplicando el tltimo resultado a
1421 — Al7 = 1((Aa1)* = Aw)llF = [(A21)” = Awl7

se obtiene
2

min ||(j21)* _ A12||% _ H [(g21)*X2 — X1D] W ( W(l))

Aqp€CkXk

F
si y s6lo si

((Az)” — le)W Y

= 0. (3.44)

Usando (3.30), la expresion del bloque que minimiza la norma anterior esta

dada por

A= x0w) (W) 4 AWl (3.45)
Es claro que de (3.43) y (3.44) se tiene que

gl?W;(:z)w)(;l) = Yo, W = = (A)' WY )W<z>

Reciprocamente, si AW )W(” = (Agl) w =: Z, multiplicando a dere-

XaW

cha ambos lados por WX @ Se consigue
2VVX1
AW = Ay W= Zzw )
X W) X W)

Ahora, Y3, := Z satisface (3.43) y (3.44).
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Como Y12W)(;2)W)(é3 = g12W;2)W(l) = (ggl)*W;;)W(L), las condiciones (3.32) y
X1 X1

(3.37) son equivalentes a

{XlD — X, DW{ (XWX — AW X | W =0 (3.46)

{XQD ~WEXHWID XX, WA X [ W) =0, (3.47)

X W)

respectivamente. Ademas, la expresion (3.35) permite escribir
1An — Aull} =
~ o ) f 1 (r) T
— |4y - [X,D - X, DWW (XQWX1) Xo = AW, X0 | X[ -

2
~(D)XGW o AW - WYL

F

Denotando por R los términos fijos en la ultima norma, es decir,
~ t ~ .
R = Ay - [le - oW (W) X, - AW, Xz] X -

—(XD)Xsw A W,

X W)
el Lema 3.3.1 asegura que ||Ay; — Ay ||2 alcanza su minimo si y solo si
W(R-vi) WY =0
lo que es equivalente a
W) (AL - Y)Wy =0 (3.48)
pues XlTW}((Tl) =0y W}Q(Xj)* = O. En este caso,

min |4 — Ap|% = |R - WO AW |12

Aq1€CkXE
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Entonces, usando (3.35), el bloque A;; que minimiza la norma ||Ay; — Ay |%

estd dado por

a (1) 0\ o™ -
n = |XD-X,Dw{ (szxl) Xy — AW Xo| X{ +
+(XI)*X2*W)(:W)((L> ;121W)((T1) + W)((rl)ZnW)((Tl). (3.49)

Segun el Lema 3.3.2, la ecuacion (3.48) tiene siempre una solucion antihermitica

Ay, — Yy, para Yy antihermitica. Luego, Ay, es también antihermitica.

Reciprocamente, si A;; es antihermitica, la ecuacion W)(('?CW)({]) = O tiene
soluciéon antihermitica C. Llamando Yj; := Ay — C, se tiene que Y;; es una

matriz antihermitica que satisface (3.48).

Un razonamiento similar permite afirmar que el minimo de ngg — Agl|3 se
alcanza si y solo si W)((r2 )(222 — Ygg)W)(Q = O lo que es equivalente a Agy €8

antihermitica. Finalmente, de (3.39), la tltima norma queda minimizada por
~ i . ~
Ay = {XQD - (W) x5) wlDrx;x, - Wj(jW(l)Ale} X3+
f A r T
(XD [X{‘XlDW)((ll) () - X{‘AHW)((;W(”} W) +

+ W AW (3.50)
Los resultados obtenidos se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 Sea A € C**™ una matriz particionada como en (3.41) y se
supone que S # (). Entonces el Problema (II) tiene solucidén AeSsi y solo si
gn, g22 y X7 X1D — X5X5D son antihermiticas, se satisfacen las condiciones
(3.29), (3.46), (3.47) y (Arz — (As) YW =0 y si se definen Ayy, Ay y

XoWl
Agy por (8.49), (3.45) y (3.50), respectivamente, deben satisfacer la ecuacion
A Arg # Ajg Az,
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En este caso, la inica solucion dptima es

~ A, A
A=u| U TR U (3.51)
(AIQ)* A22
Observacion 3.3.1 Usando la condicidn (ﬁlg — (ﬁgl)*)W)(;)Wm = O dada en
el Teorema 3.5.1, notar que '
~ t ~ .
A = 0w (W) + ()Wl

da una expresion allernativa para A,.

3.4 Algoritmo y ejemplos

En esta seccién se presentard un procedimiento que sistematiza los resultados

encontrados anteriormente y se ilustraran los mismos con algunos ejemplos.

3.4.1 Algoritmo

A continuacién se presenta un algoritmo que resuelve el problema de Procrustes

establecido en la Seccién 3.3 suponiendo que el conjunto de soluciones S es no

vacio.
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ALGORITMO
Entradas: Las matrices /Nl, J, Xy D.
Salida: La matriz A.

Paso 1 Diagonalizar J = U(il, & —il,)U™.

.. X
Paso 2 Particionar U*X = .

Xo
~ A, A
Paso 3 Particionar U*AU = | "' 2P
Ay Ay



3.4 Algoritmo y ejemplos

Paso 4 Calcular P=1,, — XI X, y T =1,, — X1 X,.
Paso 5 Calcular L = I, — (X,P)' XoP y Q = I, — X, P(X,P)1.

Paso 6 Calcular M = X;D — X, DP (X,P)' X, — A,Q Xo y N =
XoD — (PX3) PD*X: X, — QAyn X,.

Paso 7 Si EH o} jzg no es antihermitica, ir al Paso 18.

Paso 8 Si (A, — (A51)*)Q # O 6 X, DPL # O, ir al Paso 18.
Paso 9 Si MP # 0O 6 NT # O, ir al Paso 18.

Paso 10 Si X7 X;D — X;X,D no es antihermitica, ir al Paso 18.
Paso 11 Calcular R=1—- X, X] y S =1 - X,X].

Paso 12 Calcular Ay, = M X + (X))*X;QAn R+ RAR.
Paso 13 Calcular A, = X,DP (XQP)T + ﬁng.

Paso 14 Calcular Ay = NX{+(X})* [XleDP (X,P)' — X;AQQ} S+
SA5S.
Paso 15 Si A\IIA\12 7é ;{12121\22, ir al Paso 18.
~ A, A
Paso 16 Calcular A=U o .
(A1p)" Agp

Paso 17 Ir al fin.

Paso 18 "No existe una matriz normal J-Hamiltoniana A tal que
; A — A _ Al
min |4~ Al = | A~ A",
Fin

Este algoritmo puede implementarse facilmente en un ordenador. Se utilizo
el paquete MATLAB R2016b. A continuacion, se presentan algunos ejemplos

para mostrar el rendimiento del algoritmo y demostrar su aplicabilidad.
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3.4.2 Ejemplos

En el primer ejemplo en realidad se presenta una familia de ejemplos puesto

que la matriz A depende de un pardmetro h.

EJEMPLO 3.4.1 Se considera la matriz

00 -1 0 i 0
00 0 -1 0« 0 O
J = —U v U
10 O 0 —1
01 O 0 0 —i
donde
Fo0 fi o
2
w0 0
o % 0 ¥
Ademds, se consideran las malrices
V2 V2
2 —2 Y 1+i 0 0
0 o0 & '
X = Vi 3 ) D = 0 —-1+4:¢ 0
2 2 0 0 0 1
0 0 ¥
Y
—14i—h =3i —-14+i—ih 1
;1_1 —2+4+1 —6+1 1423 3
2| —14i—ih 1 1+3i+h 3i
142 -3 2—1 641
donde h € C.

Aplicando el Algoritmo se tiene que
1 05-05i 0.5+0.5i 0

Xl— ’
0 0 0
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x, | 0-3+05i 05-05i o],

0 0 i
0.5 —0.5i 0 0.5 05 0
P=105 05 0|, T=|-05 05 0|,
0 0 1 0 0 0
0.5 0.5i 0 -
L=1{-05 05 0|, = :
0 0 0

05405 —05+0.5i 0
0 0 01’

N:l—o.5+0.5z‘ 0.5+05i 0 ]

Como

- i 0| . (i 0
A: A =
M [0 —i voof K 21']

son antihermiticas, y ademds, (1112 — (17121)*)@ =0 y X,;DPL = O donde

~ 144 1 ~ h 2¢
A = Yy Ag = 1,

2 3 )

se satisfacen los Pasos 7Ty 8. También, MP =0, NT =0, y

0 —-1-7 0
XiXiD-X;XoD=| 1—14 0 0

0 0 —1
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es antihermitica, luego se cumplen los Pasos 9 y 10.

Tras calcular Ay, Aia, y Ags se obtiene

i 010
~ 0 0 01
A=

1 0 3 0

0 -1 00

Se puede comprobar fdcilmente que la matriz A es normal J-Hamiltoniana Y

satisface la ecuacion AX = XD. Ademds, el valor de la norma es

| A~ Allp = /(Im(h) — 2)Tm(h) + Re(h)? + 35.

Si se define la funcion f(x,y) = y(y—2)+2>+35, es fdcil ver que sus derivadas
parciales son f,(z,y) =2z y f,(z,y) = 2y — 2, que claramente se anulan en el

punto (0,1). Ademds, la matriz Hessiana en dicho punto tiene determinante

20

=4>0,
0

con f,(0,1) =2 > 0. Por lo tanto, el valor minimo (absoluto, pues se trata de
la ecuacion z = f(x,y) = 2® + (y — 1)® + 34 cuya grdfica es un paraboliode con
vértice en (0,1,34)) de la norma anteriormente calculada se alcanza en h =i

y vale /34 = 5.83095.

Observacion 3.4.1 Para el par de matrices dadas X, D, se ha resuelto el
problema de Procrustes asociado al problema de valor propio inverso AX =
XD obteniendo la solucion tnica A. Notar que, en general, o(D) C o(A). Sin

-~

embargo, en el Ejemplo 8.4.1 se puede ver que o(D) C o(A).
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EJjEMPLO 3.4.2 Se consideran las matrices J, U y A dadas en el ejemplo

antertor y también sean las matrices
V2 V2

e 0

2 2 .

0 0 g 142 0 0
X = N 0 , D= 0 —14:¢ 0

2 2 .

0 0 _V3; 0 0 21

|

Se satisfacen los Pasos 7, 8 y 10, M P = O pero como

0 0 0

NT =
0.540.5¢ —0.54+0.5% 31

0,

el Paso 9 es el dnico que no se cumple. Entonces, el algoritmo asequra que, en

este caso, el Problema (II) no tiene solucion.
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Capitulo 4

Matrices J-antiHamiltonianas

4.1 Introduccién

En el Capitulo 3 se ha estudiado, sobre el conjunto de las matrices normales J-
Hamiltonianas, el problema de valor propio inverso y el problema de Procrustes
asociado. En este capitulo se hara el estudio correspondiente para matrices
normales J-antiHamiltonianas. A continuacién se introduce la definicién de

matrices J-antiHamiltonianas.

Definicion 4.1.1 Sea J € R™ ™ una matriz normal tal que J*> = —1I,,. Una

malriz A € C"*" es J-antiHamiltoniana si AJ es antihermitica, es decir, si
(AJ)*=—-AJ.

Como para las matrices J-Hamiltonianas, una definicién equivalente de matriz
J-antiHamiltoniana est4 dada por (JA)* = —JA.
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Capitulo 4. Matrices J-antiHamiltonianas

A lo largo de este capitulo se utilizaré la misma notacion que en el Capitulo 3.
Se desarolla la teoria correspondiente a matrices normales J-antiHamiltonianas
donde se podran observar las semejanzas y diferencias con las matrices norma-

les J-Hamiltonianas.

De forma semejante al Teorema 3.2.1 se puede deducir que la estructura de

una matriz normal J-antiHamiltoniana esta dada por

A A
A=U R R A (4.1)
—Aj, A

donde A11 y A22 son hermiticas y A11A12 = A12A22.
A lo largo del capitulo, el conjunto S esta determinado por todas las soluciones

de AX = XD para A normal J-antiHamiltoniana, donde X y D son matrices
dadas. Es decir

S={AeC"": AA" = A"A, (AJ)"=—-AJ, AX = XD}.
Como en el Capitulo 3, se llamara Problema (I) al problema de valor propio

inverso AX = XD, donde se pretende hallar todas las matrices A normales

J-antiHamiltonianas, es decir, encontrar todos los elementos de S.

Las condiciones espectrales sobre las matrices J-antiHamiltonianas son A €

o(A) siy sélosi A € o(A), en consecuencia,

A€ o(A) = {\ A} Co(A).
En efecto, como la matriz J particionada como en (3.1) cumple J* = J~! =
—J, entonces

(A =—-AJ & JA =-AJ & —JA " =—-AJ & A=JA*J "

Sea ahora A € o(A). Entonces, tomando determinantes, se tiene
|A—=AL,| = |JA*J ' = AL| = |J(A* = \L,)J | = |A* — AL,
= [(A=)AL)*| = |A - AL,
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4.1 Introduccion

Por tanto, A € 0(A) == {A\, A} C o(A). Este hecho condiciona los valores

de la diagonal que se pueden permitir a la matriz dato D.

Para una matriz compleja, sin embargo, A € o(A) no siempre implica que

—\ € 0(A). Para las siguientes matrices:

5 5l 01

se tiene que A es J-antiHamiltoniana, 1 € 0(A) = {1,2} pero —1 ¢ o(A).

Notar que, restringiendo el estudio a matrices reales, es decir si A € R"*", la
implicacién

Aeo(d) =  {\A)Co(4)

es siempre verificada puesto que en polinomios con coeficientes reales, raices

complejas no reales siempre aparecen en parejas del tipo a + bi.
Al igual que en el Capitulo 3, se llamara Problema (II) al problema siguiente:

Suponiendo que el conjunto S es no vacio, dada una matriz Ae C™™ | este

problema, consiste en hallar la matriz A€ S tal que

|4~ Allr = min || A~ Allr. (4.2)

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la Seccion 4.2, se pre-
senta un teorema de existencia donde se proporcionan condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de soluciones del Problema (I) asi como la ex-

presiéon general de dichas soluciones.

En la Seccién 4.3, se investiga la existencia y unicidad de la aproximacion
optimal del Problema (II) con las restricciones espectrales correspondientes
v, en el caso de que exista, se presenta la forma explicita de la matriz que

proporciona la minimizacién.
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Capitulo 4. Matrices J-antiHamiltonianas

Finalmente, en la Seccion 4.4, se disena un algoritmo para calcular la solucién
optimal aproximada. Este algoritmo puede ser implementado en MATLAB
R2016b. Por dltimo, se ilustra con algunos ejemplos que permiten mostrar el

funcionamiento del Algoritmo.

En todo el capitulo, la matriz J € R"*" considerada es una matriz normal tal

que J? = —1I,.

4.2 Problema de valor propio inverso

Si bien este capitulo se podria desarrollar de forma paralela al Capitulo 3,
para una exposiciéon méas simplificada se dardan pruebas en las que se utilizan

directamente los resultados obtenidos en el Capitulo 3.
En el siguiente teorema se dan las condiciones necesarias y suficientes para que

el Problema (I) tenga solucion asi como la expresion de la solucion general.

Teorema 4.2.1 Sean X € C**™ D € C™*™ una matriz diagonal y J € R™*"

una matriz normal tal que J*> = —1I,,. Se considera la particion

X
X

donde X,,X, € CF*™_ Entonces, eriste una matriz A € C"" normal J-

X=U

antiHamiltoniana tal que AX = XD si y sélo si se cumplen las condiciones

(XlD - A12 XQ)W)((? = O,

[XlD ~ X DW (XWX, — YW X2} Wy =0,

X2W)((li

[XQD + (WOXHWD X X + W

Q)
1 2V[/x1

v Wi —o.

XTXlD — X;XQD es hermitica Yy A11A12 = A12A22.
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4.2 Problema de valor propio inverso

Si se satisfacen dichas condiciones, la solucidn general viene dada por

Ay Ap ] -

A=U
—Aj, A

donde las expresiones de A1, A1s y Aso estdn dadas por

Ay = X, DWW (X, W) + vy, W)

Xowi)’

A, = {le — X DWWy (Xa W) X = YW X2] X]
XT *X*W(T’) Y W(T) W(T)Y W(T)
+( 1) 2 x,w® T12 X, =+ x; L1V x,

Ay = [X2D+(W)((?X;)TW)(QD*X{‘Xl+W§QW(UY1*2X1} X4

X W)

+(Xx1)* [X;lew)‘fj (X, WO+ XY, W } wy)
siendo Y11, Yoo € C**F matrices hermiticas arbitrarias e Y15 € C*** una matriz

arbitraria.

Demostracion. Sea A € C"*” una matriz normal y J-antiHamiltoniana. FEn-
tonces es facil ver que la matriz B = iA es normal y J-Hamiltoniana. En

efecto,

B*B = (iA)"iA = A*"A = AA* = iA(iA)* = BB"*

(BJ)" = (iAJ)" = —i(AJ)* = —i(—AJ) = iAJ = BJ.

Ademés AX = XD es equivalente a BX = X (iD). Ahora el resultado se ob-
tiene de aplicar el Teorema 3.2.3a B=iAy D =iD. |
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Capitulo 4. Matrices J-antiHamiltonianas

4.3 Problema de optimizacién de Procrustes

Para las matrices dadas X € C**™, D € C™*™ una matriz diagonal y J € R"*"
una matriz normal tal que J?> = —I,, se considera el conjunto S de todas
las matrices A € C™*™ normales J-antiHamiltonianas que son solucién de la

ecuacién matricial

AX =XD.

Para realizar este estudio se supone que el conjunto S es no vacio. El caso en
el que S es vacio puede ocurrir como puede comprobarse mediante el siguiente

ejemplo.

EJEMPLO 4.3.1 Se consideran las mairices

1+i—1—z"D: 4@'9 y J= Oz
2 1 0 =2 i 0

La solucion de AX = XD estd dada por
2t =141
141 3i

X =

-2

=5
La matriz A es normal pero (AJ)* + AJ = { 5 ] # 0.

El resultado principal de esta seccién se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1 Sea A € C**" una matriz particionada como en (8.41) y se
supone que S # (). Entonces el Problema (II) tiene solucion AcS s y sélo si
las matrices En, ;122 y X7 X1D — X5XoD son hermiticas y se salisfacen las
condiciones (X1D — Aj XQ)W)((? =0,

XD — X1DW¥3(X2W>(Q)T Xy — ZuW;(;)Wm X W)((lf = O’
2Wx!
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4.3 Problema de optimizacion de Procrustes

XoD + (WEXHW D XX, — W)((Z)Wmﬁngl} Wy =0,

Y (1112 + (g21)*)W(T) =0.

X2W)((li

En este caso, la solucion optimal es inica y estd dada por

. A A
A=U PG (4.3)
_(AlQ) A22
donde
. o
A =, DW (W) + AW,
~ T ~ .
A, = [XlD — X, DW{) (nggj) Xy — AW 2>Wm XQ] X!+
+(X1T)*X§W)(;)W<z> Ay W) + W AWy
y
~ T . ~
Ay = {X2D+ (ng)xg) WD X; X, + W ;WU)Ale} X5+

t e r r
o)y (X owl) (W) - X1 Aaw ), | Wi +
WD AW,

Demostracion. Los resultados se obtienen de aplicar el Teorema 3.3.1 a
B=iAy D =iD. |

Observacion 4.3.1 Usando la condicion (A, + (221)*)W)(;)W¥) = O dada en

el Teorema 4.5.1, notar que
~ T ~ ;
Ay = X, DWW (XQWQ) — (Ag) W)

X W)

da otra expresion alternativa para Ais.
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Capitulo 4. Matrices J-antiHamiltonianas

4.4 Algoritmo y ejemplos

4.4.1 Algoritmo

En esta seccén se presenta un algoritmo que resuelve el problema de Procrustes

establecido en la Seccién 4.3. Suponiendo que el conjunto de soluciones S es no

vacio, la matriz /Al, solucion del Problema (II), se obtiene mediante los pasos

siguientes:

98

ALGORITMO
Entradas: Las matrices A J, Xy D.

Salida: La matriz A.

Paso 1 Diagonalizar J = U (il & —il,)U*.

X
Paso 2 Particionar l ! ] =U*X.
2
A, A -
Paso 3 Particionar W AU
21 A22

Paso 4 Calcular P=1,, — X!X, y T =1,, — X]X,.
Paso 5 Calcular L = I,,, — (XoP) 1 XoP v Q = I, — X, P(X,P)1.

Paso 6 Calcular M = X,D — X, DP (X,P)' X, — A,Q X, y N =
XoD + (PX3) PD*X: X, + QA X,.

Paso 7 Si ﬁn 0 AVQQ no es hermitica, ir al Paso 17.

Paso 8 Si (A + (A21))Q # O 0 X,DPL # O, ir al Paso 17.
Paso 9 Si MP # O o NT # O, ir al Paso 17.

Paso 10 Si X; XD — X;5X5D no es hermitica, ir al Paso 17.

Paso 11 Calcular R=1— X, X] y S =1 — X, X].



4.4 Algoritmo y ejemplos

Paso 12 Calcular Ay, = MX| + (X])*X;QA5 R + RA, R.
Paso 13 Calcular ;{12 = XlDP (sz)T —+ Avng.

Paso 14 Calcular Ay, = NX{+(X})* [XleDP (X.P)' — Xl*ﬁle} S+
SAgS.
] v

Paso 17 "No existe una matriz normal J-antiHamiltoniana A tal
n||A—Allp=|A— A"
que min | A~ Al = A~ Al
Fin

A\ll
—(Ap2)*

A12

Paso 15 Calcular A = U
A22

Paso 16 Ir al fin.

El algoritmo puede implementarse facilmente en un ordenador. Se utilizé el

paquete MATLAB R2016b. Se presentan algunos ejemplos para analizar la

eficiencia del algoritmo y su aplicabilidad.

4.4.2 Ejemplos

EJEMPLO 4.4.1 Se considera la matriz

00 -1 0 i 0 0 O
00 0 -1 0 0
J: :U . U*7
10 0 O 0 0 —i O
01 0 O 00 0 —¢
donde
2io0 =¥ 0
U — 0 i 0 —¥24
20 g 0
V2 V2
0 ¥ 0 ¥
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Capitulo 4. Matrices J-antiHamiltonianas

Ademds, se consideran las matrices

V2o V2

2 2 1+i 0 0

0 0 22 _
X=|y 5 o |+ D= 0 1-i0

> 2 0 0 1

0 0 ¥

9—i—h 1-—i —1—ih 1—i

-1 1 1 =140 =2
2| —1+2+ih 1+i 4+i+h 1+5i
—1+3i 2%  3-3i 10

donde h € C. Aplicando el Algoritmo se tiene que
0.5—0.5i 0.5+ 0.5 0] ¥ [ 0.5+0.5i 0.5—0.5i 01
- ) 2 = )

X, =
0 0 0 I 0 0 i
05 —0.5 0 [ 05 05 0
P=105 05 0], T=1| -05 05 0|,
0 0 1 0 0 0
05 05 0 00
L= -05 05 0|, = ,
0 0 0
A | 05050 0.5+05i 0 | 05+05i 0.5-05i 0
B 0 0 0’ B 0 0 il
0 0| 00
_= y _=
0 1| 0 0
Como
- 1 ] - 2 1+
A, = Aoy —
! l—m o [1—¢ 3
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4.4 Algoritmo y ejemplos

son hermiticas, y ademds, (Alz + (12[21)*)@ =0 y X,;DPL = O donde

14+7¢ ¢ ~ h 21
] y AQl:l ]’

A, —
2 2 3 —i 3

por tanto se satisfacen los Pasos 7y 8. También, MP =0, NT =0 y

0 1I+: O
XiXiD-X;XoD=1|1—-1 0 0
0 0 -1

es hermitica, luego se cumplen los Pasos 9 y 10.

Tras calcular gn, 212 Yy ﬁgg se obtiene

1 0 ¢ 0
g20100
1 01 0
0001

Se puede comprobar facilmente que la matriz A es normal J-antiHamiltoniana

y satisface la ecuacion AX = XD.

Ademds, el valor de la norma es

HE—EHFZ\/\h|2+h+B+41,

su valor minimo es alcanzado en h = —1 y vale 24/10 = 6.32456.

EJEMPLO 4.4.2 Se consideran las matrices J, U y A dadas en el ejemplo

antertor y también sean las matrices

Vi o2
22 0 1+i 0 0
0 o0 £ '
X=|»n : ., D=| 0 1-i 0
2 2 0 0 2
0 0 —¥2

|
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Capitulo 4. Matrices J-antiHamiltonianas

Se satisfacen los Pasos 7y 8, MP = O pero como
0 0 0

NT = £ 0,
—0.5-0.5 0.5—0.5i 3i

el Paso 9 no se cumple. Entonces, el algoritmo asequra que el Problema (1)

no tiene solucion.
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Conclusiones y lineas futuras

El Analisis Matricial y sus aplicaciones constituyen un area importante de la
Matemética Aplicada. En particular, el problema de valor propio inverso se
presenta en diversas areas de la ingenierfa y, en la actualidad, el gran interés

por este tema se ve reflejado en los miltiples articulos publicados.

El problema del valor propio inverso tiene como propésito la construccién de
una matriz con una determinada estructura que posea cierto espectro predefini-
do. En la literatura, los problemas inversos de ese tipo introducen restricciones

sobre la matriz a determinar.

En esta tesis se estudié el problema de valor propio inverso para tres tipos de
maptrices especificas, continuando con el problema de optimizacion asociado. A
continuacién se indican los problemas concretos que han sido desarrollados en

esta memoria.

En primer lugar, en el Capitulo 2, se extendid el trabajo iniciado por L. Lebtahi
v N. Thome sobre la resolucién del problema de valor propio inverso para el caso
de una matriz hermitica y reflexiva o antireflexiva con respecto a una matriz

que cumple las condiciones de ser tripotente y hermitica. En este capitulo se
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Conclusiones y lineas futuras

consider6 la extensiéon de ambas propiedades al caso de una matriz hermitica

y reflexiva con respecto a una matriz {k + 1}-potente y normal.

Uno de los resultados principales de este capitulo es el Teorema 2.2.1 en el que
se dieron las condiciones bajo las cuales el problema tiene solucién y, ademaés,

se proporciond la forma explicita de la solucién general.

Si el conjunto de soluciones del problema de valor propio inverso resulta no
vacio, se demostro que el problema de optimizacion de Procustes asociado tiene

una dnica solucién y en el Teorema 3.3.1 se mostro6 la forma de tal solucién.

En la Seccién 2.4 se propuso un algoritmo implementado en MATLAB que
resuelve el problema de Procrustes y también se dio un ejemplo numérico que

constata la efectividad y prestaciones del mismo.

Como se mencion6 en la memoria, las matrices Hamiltonianas y antiHamil-
tonianas surgen, entre otros, en la resolucién de importantes problemas de la
Teoria de Sistemas y Control, tales como el control éptimo cuadratico lineal,
la optimizacién H,, y el problema de resolucién de la ecuacién algebraica de

Riccati.

Z. Zhang, X. Hu y L. Zang en [48] estudiaron el problema de valor propio inver-
so para matrices hermfticas y Hamiltonianas generalizadas, mientras que Z. Bai
resolvio en [2] el problema inverso para matrices antiHamiltonianas generaliza-
das. Con el propoésito de extender los resultados de ambos trabajos, se han in-
troducido en esta tesis las matrices J-Hamiltonianas y las J-antiHamiltonianas
que constituyen una de las contribuciones originales de esta tesis. Se amplia
el conocimiento de resultados para la matriz Hamiltoniana especifica real cu-
va diagonal secundaria contiene I y —I a todas las matrices ortogonalmente

semejantes a ella.

En el Capitulo 3 se estudio el problema de valor propio inverso para matrices
normales J-Hamiltonianas presentando cuatro métodos distintos para la reso-

luciéon del problema. En el primer caso, las inversas generalizadas se utilizaron
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para la resolucién directa del problema, mientras que, en el segundo, se empled
la vectorizacion y el producto de Kronecker. En el tercer método se mostraron
las infinitas soluciones del problema y, por dltimo, con el cuarto método, cuyos
resultados se muestran en Teorema 3.2.3, se hallaron las condiciones necesarias
v suficientes bajo las cuales existen todas las soluciones. En el teorema también

se mostré la forma explicita de las soluciones.

Ademis, en este capitulo se considero el problema de optimizacién de Procrus-
tes asociado. En el caso en que el conjunto de soluciones del problema de valor
propio inverso es no vacio, en el Teorema 3.3.1 se presentaron las condiciones

bajo las cuales la solucién existe y la forma de la solucién.

Al igual que en el Capitulo 2, se propuso en la Seccién 3.4 un algoritmo,
implementado en MATLAB, que se utilizo en dos ejemplos numéricos que

permitieron mostrar la efectividad del mismo.

En el dltimo capitulo, el Capitulo 4, se abord6 el problema de valor propio
inverso para matrices J-antiHamiltonianas siguiendo los lineamientos de los
dos capitulos anteriores. En el Teorema 4.2.1 se dieron condiciones necesarias
y suficientes para que el problema de valor propio tenga solucién, asi como
la expresién de la solucién general. Las condiciones necesarias y suficientes
para que el problema de optimizacion de Procrustes tenga solucion fueron
enunciadas en el Teorema 4.3.1, as{ como también la forma de la tnica solucion

del problema.

En la Seccion 4.4 se presentd un algoritmo implementado en que resuelve el
problema de Procrustes y una vez més se dieron ejemplos numéricos que mos-

traron su eficiencia.

Dos problemas que se estudiarén a futuro, como continuacién de los problemas

abordados en esta memoria, se citan a continuacion:

= Realizar el anilisis de existencia y solucién y el correspondiente estu-

dio del problema de Procrustes para problemas del valor propio inverso
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con vectores propios a derecha e izquierda para estructuras matriciales
concretas. Es conocido que el estudio de vectores propios a derecha e
izquierda es 1util a la hora de realizar el andlisis de perturbaciéon de los

valores propios de una matriz.

Realizar un estudio en la linea de lo analizado en la tesis para el caso de
matrices simplécticas. Se recuerda que una matriz de tamano 2k x 2k es
simpléctica si verifica A*JyA = Jy donde Jy es la matriz que tiene en la
diagonal secundaria las matrices identidades I,, y —1I,, y el resto ceros.
FEsta clase de matrices es relevante desde el punto de vista matemaético y
por sus aplicaciones. Juegan un papel importante en Mecanica Clasica,
en sistemas dindmicos Hamiltonianos, y aparecen también en la teoria de

control lineal para sistemas discretos.
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Tabla de simbolos

N, Z conjunto de los ntimeros naturales y enteros.
R", C" espacio euclideo real y complejo de dimensién n.

R™*m  C™*™  espacio de matrices reales/complejas de tamano m x n.

I, matriz identidad de tamano n x n.

AT traspuesta de la matriz A.

A* traspuesta conjugada de A.

A1 inversa de A.

N(A) subespacio ntcleo de A.

R(A) subespacio imagen de A.

det(A) determinante de A.

tr(A) traza de A.

AT inversa de Moore-Penrose de A.

o(A) espectro o conjunto de valores propios de A.
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Tabla de simbolos

S+ subespacio ortogonal del subespacio S.

(.,.) producto escalar cano6nico en R"™ o C".
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