
Resum

Una àrea important de la Matemàtica és l'Anàlisi Matricial ja que molts pro-

blemes poden reformular-se en termes de matrius i d'aquesta manera facilitar

la seua resolució.

El problema de valor propi invers consisteix en la reconstrucció d'una matriu

a partir de dades espectrals donades. Aquest tipus de problemes es presenta

a diferents àrees de l'enginyeria i sorgeix a nombroses aplicacions a on els

paràmetres d'un sistema físic concret són determinats a partir del coneixement

o del comportament dinàmic esperat.

A aquesta tesi es resol el problema de valor propi invers per a tres tipus espe-

cí�cs de matrius.

Els problemes de valors propis inversos han estat estudiats des dels punts de

vista teòric, numèric com també del de les aplicacions. La llista d'aplicacions

és molt variada. Entre les principals s'hi poden esmentar el disseny de control,

la identi�cació de sistemes, l'anàlisi i disseny d'estructures, els estudis geofí-

sics, l'espectroscopia molecular, la teoria de circuits, etc. Algunes d'aquestes

aplicacions es descriuran al Capítol 1 d'aquesta tesi.
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En diversos casos, per tal de que el problema de valor propi tingui sentit, és

necessari imposar algunes condicions addicionals sobre la matriu en qüestió, és

a dir, la matriu haurà de tenir una estructura especí�ca. En resum, un problema

de valor propi invers adequadament plantejat ha de satisfer dues restriccions:

la referida a les dades espectrals i la restricció estructural desitjada.

Donada una matriu X i una matriu diagonal D, es busquen solucions de

l'equació AX = XD sent A una matriu amb una determinada estructura i

que posseeix un cert espectre prede�nit. A partir d'aquestes restriccions sobre

la matriu A sorgeixen una varietat de problemes de valors propis inversos.

Per exemple, el problema de valor propi invers per a matrius centresimètriques

va ser abordat per F. Zhou, X. Hu i L. Zhang a [49]. Fent servir la descom-

posió en valors singulars i la inversa de Moore-Penrose, van trobar condicions

per tal de que el problema tingués solució. Les matrius centresimètriques te-

nen aplicacions en teoria de la informació i en teoria de sistemes lineals entre

d'altres.

A l'article [38] publicat en 2005, Z. Y. Peng va estudiar el problema de valor

propi invers pel cas en que A fos una matriu hermítica i antire�exiva respecte

d'una matriu de re�exió generalitzada. Cinc anys més tard, M. Liang i L. Dai

van trobar a [32] condicions per les quals el problema de valors propis inversos

a esquerra i a dreta per a matrius re�exives i antirre�exives generalitzades

té solució, donant també l'expresió general de la solució. El mateix any, L.

Lebtahi i N. Thome van resoldre a [28] el problema pel cas d'una matriu A que

fos hermítica i re�exiva o antire�exiva respecte d'una matriu J que complix

les condicions de ser tripotent i hermítica.

Al Capítol 2 d'aquesta memòria s'estén l'últim treball esmentat pel cas d'una

matriu A que sigui hermítica i re�exiva respecte d'una matriu J que és {k+1}-
potent i normal. Al Teorema 2.2.1 es donen les condicions sota les quals el

problema té solució i es proporciona la forma explícita de la solució general.
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A més, en el cas de que el conjunt de solucions del problema de valor propi

invers sigui no buit, es resol el problema de Procrustes associat.

El problema de Procrustes, o de la millor aproximació, associat al problema

de valor propi es pot descriure sintèticament de la següent manera: donada

una matriu obtenida de manera experimental, el problema consisteix en trobar

una matriu del conjunt solució del problema (i, per tant, amb l'estructura

desitjada), tal que siga la millor aproximació a la matriu donada fent servir,

generalment, la norma de Frobenius.

D'altra banda, les matrius Hamiltonianes i antiHamiltonianes apareixen en la

resolució d'importants problemes de la Teoria de Sistemes i Control. Sorgeixen,

per exemple, a control òptim quadràtic lineal [34, 42], al càlcul de la norma H∞
d'un sistema estable [50] i a la resolució de l'equació algebraica de Riccati [27].

El problema de valor propi invers per a matrius hermítiques i Hamiltonianes

generalitzades va ser analitzat per Z. Zhang, X. Hu i L. Zang a [48] i poste-

riorment va ser considerat el cas de matrius hermítiques i antiHamiltonianes

generalitzades per Z. Bai. En ambdós casos no només s'estudia el problema de

valor propi invers sino que també es va resoldre el problema de trobar la millor

aproximació provant prèviament que s'obté solució única.

Una extensió de les matrius Hamiltonianes són les matrius J-Hamiltonianes de-

�nides per primera vegada a [14], i correspon a una de les aportacions originals

que es realitzen a aquesta memòria. Als Capítols 3 i 4 d'aquesta tesi s'estudien

el problema de valor propi invers per a matrius normals J-Hamiltonianes i

per a normals J-antiHamiltonianes, respectivament. Per a la resolució del cas

de les matrius normals i J-Hamiltonianes es presenten quatre mètodes dife-

rents, analitzant prèviament l'estructura d'aquest tipus de matrius. Els dos

primers mètodes són generals, donen condicions per a que el problema tin-

gui solució i, entre les solucions trobades, es consideren les que són normals

i J-Hamiltonianes. El tercer mètode queda formalitzat al Teorema 3.2.2 que

proporciona les condicions sota les quals el problema té solució i es presenten in-

�nites solucions del mateix, però amb aquest mètode no és possible obtenir-les
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totes. Finalment, l'últim mètode permet obtenir la forma de totes les solucions.

El principal resultat es dona al Teorema 3.2.3. Una secció completa està de-

dicada a la resolució del problema d'optimització de Procrustes associat en el

cas en que el problema admet solució. En aquest cas, el principal resultat es

presenta al Teorema 3.3.1.

A continuació es presenta, de forma sintetitzada, l'organització d'aquesta tesi

en els seus quatre capítols.

El Capítol 1 conté una introducció al problema de valor propi invers i al pro-

blema de Procrustes, i es descriuen alguns problemes estudiats a la literatura.

També, s'enumeren algunes de�nicions, propietats, lemes i teoremes utilitzats

al llarg de la memòria.

Al Capítol 2 s'estudia el problema de valor propi invers per a una matriu

hermítica i re�exiva respecte d'una matriu normal i {k + 1}-potent, així com
també el problema d'optimització de Procrustes associat. A més, es proposa

un algoritme que resol el problema de Procrustes i es dona un exemple que

mostra el funcionament del mateix.

El problema de valor propi invers per a una matriu normal i J-Hamiltoniana es

resol al Capítol 3 fent servir diferents mètodes i a més es considera el problema

d'optimització de Procrustes associat. De la mateixa manera que al Capítol

2, es proposa un algoritme que serveix per a calcular la solució del problema

d'optimització i es presenten alguns exemples que permeten mostrar el rendi-

ment del mateix.

Finalment, al Capítol 4, en funció dels resultats obtinguts al Capítol 3, s'aborda

el problema de valor propi invers per a matrius J-antiHamiltonianes. Seguint

la línia dels Capítols 2 i 3, es presenta un algoritme que resol el problema de

Procrustes i es proporcionen exemples d'aplicació dels resultats.
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Les principals contribucions obtingudes en aquesta tesi van ser publicades a

revistes cientí�ques i presentades a congressos. Es poden veure a [13, 14, 15,

16, 17, 18].
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