
Resumen

Un área  importante  de la  Matemática  Aplicada  es  el  Análisis  Matricial  dado que  muchos 
problemas  pueden  reformularse  en  términos  de  matrices  y  de  esta  manera  facilitar  su 
resolución. El problema de valor propio inverso consiste en la reconstrucción de una matriz a 
partir de datos espectrales dados. Este tipo de problemas se presenta en diferentes áreas de la 
ingeniería  y  surge  en  numerosas  aplicaciones  donde  los  parámetros  de  un  sistema  físico 
concreto son determinados a partir del conocimiento o del comportamiento dinámico esperado. 
En esta tesis se resuelve el problema de valor propio inverso para tres tipos específicos de 
matrices.

Los  problemas  de  valores  propios  inversos  han sido  estudiados  desde  los  puntos  de vista 
teórico,  numérico  como también  del  de  las  aplicaciones.  La  lista  de  aplicaciones  es  muy 
variada. Entre las principales se pueden mencionar el diseño de control, la identificación de 
sistemas,  el  análisis  y  diseño  de  estructuras,  los  estudios  geofísicos,  la  espectroscopía 
molecular,  la  teoría  de  circuitos,  etc.  Algunas  de  estas  aplicaciones  se  describirán  en  el 
Capítulo 1 de esta tesis.

En varios casos, para que el problema de valor propio tenga sentido, es necesario imponer 
algunas condiciones adicionales sobre la matriz en cuestión, es decir, a matriz deberá tener una 
estructura  específica.  En  resumen,  un  problema  de  valor  propio  inverso  adecuadamente 
planteado debe satisfacer dos restricciones: la referida a los datos espectrales y la restricción 
estructural deseable.

Dada una matriz  X y una matriz diagonal  D, se buscan soluciones de la ecuación  AX = XD 
siendo  A una  matriz  con  una  determinada  estructura  y  que  posee  un  cierto  espectro 
predefinido. A partir de estas restricciones sobre la matriz A surgen una variedad de problemas 
de valores propios inversos.

Por ejemplo, el problema de valor propio inverso para matrices centrosimétricas fue abordado 
por F. Zhou, X. Hu y L. Zhang en [49]. Usando la descomposición en valores singulares y la 
inversa de Moore-Penrose, hallaron condiciones para que el problema tuviese solución. Las 
matrices  centrosimétricas  tienen  aplicaciones  en  teoría  de  la  información  y  en  teoría  de 
sistemas lineales entre otras.

En el artículo [38] publicado en 2005, Z. Y. Peng estudió el problema de valor propio inverso 
para el caso en que  A sea una matriz hermítica y antireflexiva con respecto a una matriz de 
reflexión generalizada. Cinco años más tarde, M. Liang y L. Dai hallaron en [32] condiciones 
para las cuales el problema de valores propios inversos a izquierda y a derecha para matrices 
reflexivas y antireflexivas generalizadas, tiene solución, dando también la expresión general de 
la solución. En el mismo año, L. Lebtahi y N. Thome resolvieron en [28] el problema para el 
caso de una matriz A que sea hermítica y reflexiva o antireflexiva con respecto a una matriz J 
que cumple las condiciones de ser tripotente y hermítica.
En el Capítulo 2 de esta memoria se extiende el último trabajo mencionado al caso de una 
matriz  A que sea hermítica y reflexiva con respecto a una matriz  J que es  {k +1}-potente y 



normal. En el Teorema 2.2.1 se dan las condiciones bajo las cuales el problema tiene solución 
y se proporciona la  forma explícita  de la  solución general.  Además,  en el  caso de que el 
conjunto de soluciones  del  problema de valor  propio inverso sea no vacío,  se  resuelve  el 
problema de Procrustes asociado.

El problema de Procrustes, o de la mejor aproximación, asociado al problema de valor propio 
se puede describir sintéticamente de la siguiente manera: dada una matriz obtenida de forma 
experimental, el problema consiste en hallar una matriz del conjunto solución del problema (y, 
por  tanto,  con la  estructura  deseada),  tal  que  sea  la  mejor  aproximación a  la  matriz  dato 
usando, generalmente, la norma de Frobenius.

Por otra parte, las matrices Hamiltonianas y antiHamiltonianas aparecen en la resolución de 
importantes problemas de la Teoría de Sistemas y Control. Surgen, por ejemplo, en control 
óptimo cuadrático lineal [34, 42], en el cálculo de la norma H∞ de un sistema estable [50] y en 
la resolución de la ecuación algebraica de Riccati [27]. El problema de valor propio inverso 
para matrices hermíticas y Hamiltonianas generalizadas fue analizado por Z. Zhang, X. Hu y 
L.  Zang  en  [48]  y  posteriormente  fue  considerado  el  caso  de  matrices  hermíticas  y 
antiHamiltonianas generalizadas por Z. Bai. En ambos casos no sólo se estudió el problema de 
valor propio inverso sino que también se resolvió el problema de hallar la mejor aproximación 
probando previamente que se obtiene solución única.

Una extensión de las matrices Hamiltonianas son las matrices  J-Hamiltonianas definidas por 
primera vez en [14], y corresponde a una de las aportaciones originales que se realizan en esta 
memoria. En los Capítulos 3 y 4 de esta tesis se estudian el problema de valor propio inverso 
para  matrices  normales  J-Hamiltonianas  y  para  normales  J-antiHamiltonianas, 
respectivamente. Para la resolución del caso de las matrices normales y  J-Hamiltonianas se 
presentan  cuatro  métodos  diferentes,  analizando  previamente  la  estructura  de  este  tipo  de 
matrices.  Los dos  primeros métodos son generales,  dan condiciones  para que el  problema 
tenga solución y, entre las soluciones encontradas, se consideran las que son normales y  J-
Hamiltonianas. El tercer método queda formalizado en el Teorema 3.2.2 que proporciona las 
condiciones bajo las cuales el problema tiene solución y se presentan infinitas soluciones del 
mismo, pero con este método no es posible obtenerlas todas. Finalmente, el último método 
permite obtener la forma de todas las soluciones. El principal resultado se da en el Teorema 
3.2.3. Una sección completa está dedicada a la resolución del problema de optimización de 
Procrustes asociado en el caso en que el problema admite solución. En este caso, el principal 
resultado se presenta en el Teorema 3.3.1.

A continuación se presenta, de forma sintetizada, la organización de esta tesis en sus cuatro 
capítulos.

El Capítulo 1 contiene una introducción al problema de valor propio inverso y al problema de 
Procrustes, y se describen algunos problemas estudiados en la literatura. También, se enumeran 
algunas definiciones, propiedades, lemas y teoremas utilizados a lo largo de la memoria.

En el Capítulo 2 se estudia el problema de valor propio inverso para una matriz hermítica y 
reflexiva con respecto a una matriz normal y {k + 1}-potente, así como también el problema de 



optimización  de  Procrustes  asociado.  Además,  se  propone  un  algoritmo  que  resuelve  el 
problema de Procrustes y se da un ejemplo que muestra el funcionamiento de dicho algoritmo.

El problema de valor propio inverso para una matriz normal y J-Hamiltoniana se resuelve en el 
Capítulo 3 usando distintos métodos y además se considera el problema de optimización de 
Procrustes asociado. Del mismo modo que en el Capítulo 2, se propone un algoritmo que sirve 
para calcular la solución del problema de optimización y se presentan algunos ejemplos que 
permiten mostrar el desempeño del mismo.

Finalmente, en el Capítulo 4, en base a los resultados obtenidos en el Capítulo 3, se aborda el  
problema de valor propio inverso para matrices J-antiHamiltonianas. Siguiendo la línea de los 
Capítulos 2 y 3, se presenta un algoritmo que resuelve el problema de Procrustes y se ilustra 
con ejemplos de aplicación de los resultados.

Las principales contribuciones obtenidas en esta tesis fueron publicadas en revistas científicas 
y presentadas en congresos. Se pueden ver en [13, 14, 15, 16, 17, 18].
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