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Resumen

En el present@royectose estudia el ruido radiado por una rueda ferroviaédidoal contacto
entre ésta y el carril. Se proponen dos metodologiaséaleulo de la potencia acustica, llevando
a cabo sicomparacion.

El objeto principal del estudio reside encélculo defuido emitidopor un vehiculo ferroviario
a consecuencia de la rugosidad en la rueda y en el carril, conocido como ruido de rodadura, y el
analisis de su contenido en frecuendaimismg seanalizael ruido chirriante conocido como
squeal noisgemitido por larueda cuando el vehiculo negocia una curva de radio pequefio.

En ambos casoda metodologia ha consistideen primer lugar,en caracteriza la rueda
ferroviaria: morfologiapropiedades inerciales, disipativgselasticas ynodelo de Elementos
Finitos (EF)Posteriormente se analiza el comportamiento modal de la rueddculando sus
frecuencias naturales y modos de vibragi@si como la resputsoriginada poila excitaci@
que se produce como consecuencia al contacto rueda/cafricontinuacion, conocida la
respuesta vibratoria de la rueda, se caldalpotencia acustiradiadgoor la mismaPor ultimo,
se analizan los resultados y se obtienen las conclusiones perinent

Los resultadosapuntan a que no es necesario elso de una malla de EF muy fipaes
considerandaunas pocas coronas circulares dividiendo la rueda, los correspondientes puntos
equiespaciados a lo largo de la circunfererycextrapolando su comportaiento al resto de la
misma se obtienenpracticamente losniveles de potencia dstica radiadaestimadospor
modelos que consideretodos losnodosde la rueda con diferencias despreciables frente al
ahorro drastico del coste computacional requerido paada simulacion

Palabras claveModelo de potencia acustica radiada, ruido de rodaddiaamica ferroviaria,
rueda modos propios de vibracién, movilidad, eficiencia de radiacién.



Abstract

The present project focuses on studying the noise radiatedrhiveay wheel due to the contact
between it and the railTwo methodologiego calculatethe acoustic power are proposed,
carrying out their comparison.

The main object of the study resides in tteculation of thenoise emittedby a railway vehicle

as aresult of the roughness in theheel and in the rail, known as rolling noise, and the analysis
of its frequency content. Additionallythe noise emitted by the wheel when the vehicle
negotiates a small radius curve, known as squeal noise, is analyzed.

In both casesthe methodology has awisted, firstly, in characteiizy the railway wheel:
morphology, inertial, dissipativeand elastic properties and Finite Element model (FE).
Subsequently, the modal behaviour of theheel is analysed by calculating iteatural
frequencies and vibration modgeas well as the responsmused bythe excitation that occurs
as aresult of the wheel/rail conctact Next, known the vibratory response of the whetle
acousticpower radiatedby it is calculatedFinally,the reailts are analysd and pertinent
conclusions are obtained.

The results suggest that the use of a very fine FE mesh is not necessary, since considering a few
circular crowns dividing the wheel, the correspondipgints equispaced along the
circumference anextrapolating its behaviour to the regbracticallythe same acoustic power

levels are obtained thamodels whichconsider allthe nodesof the wheel, with negligible
differences compared to the drastic saving of the comfpotal cost required for each
simulation.

Key words:Model of radiated acoustic powerplling noise railway dynamicswheel, wheel
modes of vibration, mobility, radiation efficiency.
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1. Introduccion

1.1. Justificacion del estud

En la actualidad, el transporte ferroviario constituye uno de los nsedm® transporte mas
eficientes, segurosy medioambientalmente respetuoso&n 2015 el transporte ferroviario
supuso el Pde todas las emisiones de £ la Union Bropeay unt@® Pde las emisiones
relacionadas con el transporte [Hn este mismo aficel (& Pbdel transporte de pasajeran
la Unién Hropease atribuyea este medip al tiempo queocupa un lugar privilegdo en el
transporte de bienesuponiendo ep @o bPdel trarsito [2].

Considerando las dificultades actuales del transporte por carretera, con las restrictivas medidas
medioambientalegmplantadas y previstas en su uso, sobre todo en las grandes urbes europeas,
el transporte ferroviario se coloca como principal susitii Ademas, la aparicion de los trenes

de alta velocidad incrementa notablementealplicacion de dicho transporten detrimento del
transporte aéreo, maritimo y por carretera.

A pear desureducidacontribucién al efecto invernadero, el transporte feviario ha estado
enlos ultimos afios en el foco mediatico por la @minacion acustica quecasiond3]. Uno de

los atractivos del ferrocarril es la cantidad de nicleosnds que conecta en cada linea, lo que
ha determinadoel crecimiento de su usg en consecuencia, ha incrementado la presién de la
legislacion para la reduccion de sus emisiones acustieasonciencia de los ciudadanos sobre
la contaminacién acustica cre@ medida que se ven afectadp®l paso de ferrocarriles por
areas pobladas constata este hecl®e debe tener en cuentaug actualmente los trenes,
tranvias y metrosruzan pueblos y ciudadeende la densidad de poblacion es muy alta.

Histéricamente ha existido un crecimiento de nciencia sobre el impacto que el ruido, en
particular de los ferrocarriles, tiensobre el ser humanoAl comienzo del desarrollo del
transporte ferroviario, el efecto del ruido sobre el ser humano no era un tema polémico. Con el
paso de las décadas,damunidad cientifica advirtid una clara correlacion entre el ruidguel

una persona estaba expuesgaxiertosefectosque comprendia desde sensacién de malestar
hasta la aparicion de enfermedades cardiovasculares y la muartejue es dificil determar

qué grado de influencia tiene el ruido sobre los casos mas graves, se ha demostrédtacgse
significativa.

Una gran parte de la poblacion de nucleos urbanos sufre en algin momento de su vida malestar
o irritaciébn como respuesta a la exposicion @to. A medida que el tiempo de exposicién
aumenta, es mas frecuente la aparicion de estrés, asi como el crecimiento de factores de riesgo
serios para la salud humana, tales como aumento de presion sanguinea e incremento de los
niveles de colesterol, queupden ocasionar enfermedades cardiovasculares y, emailti
instancia, incluso la muertéd continuaciongen laFigura 11, se expone una representacion
esquematizadg4] de lo comentado.
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Figural.l: Efectos del ruido sobreteimano

La severidad de los efectos guardéacion directa con el nivel del ruidocale esta expuesto el
humano, asi como el tiempo de exposicidn.estudio realizado en diferentes paises ddrian
BEuropea estimda distribucion sobre los niveles deda de la poblacion expuesfd]. En larabla
1.1se exponen los resultados

X cn R. 46 %
61- 65dB 29 %
66 - 70 dB 18 %
>70dB 8 %

Tablal.1: Distribuciérde la poblacion expuestal ruido

* Lden (Dayeveningnight equivalente levelhace referencia al nivel sonoro medido durante 24
horas, con una penalizacion de 1Bmhra los riveles medidos entre las 23:90as 7:00 h, y de

5 dBpara los nieles medidos entre las 19:00 y 23:Q(phra reflejar la sensibilidad del humano
al ruido al anochecer gurante las horas nocturnas.

Como ilstracion delo anterior, en laFigura 1.2se muestra el mapa de ruidde la zona
correspondientea la Estaciondel Norte (de ferrocarriles)situada en Valenci&].
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Figura 12: Mapa de ruido de la zona correspondientia &stacion del Nortele Valencia

H uso de este mediae transporteen ndcleos urbanos y su impacto sobre la poblacion ha
propiciado el desarrollo de modelapie explcan y describe los mecanismos y niveles de
emision de ruido, asiomo las medidas paliatisgropuestas

1.2. Fuentes deemision

La emision de ruido en los ferrocarriles tiengetlsas fuentes, destacando principalmente el
contacto entre la rueda gl carril enlosquese pralucen excitaciones, vibraciongdinalmente
ruido.

Las fuentes masignificativade ruido causado por el contacemtre larueday el carrilson el
ruido de rodadura aolling noise el ruido chirrianteo squeal noise las vibraciones y ruido
transmitido al sueloExisten otras fuentes que contribuyama emision acusticaomo el ruido
aerodinamico relevante a altas vetidades, pero no son objeto del presente trabajo

El ruido de rodadura, objeto principal de estudiolo largo del documento, se produee
consecuencia de laugosidad de la rueda y dehrril. Esta produce fuerzadinamicas de
contactg gque a su vez excitalarueda y al carriprovocandoun campo vibratorio que deriva
en un campo acustico radiadbaFigura 1.3ilustra el fenomend7]. H uso deelementos de
disipacién acustican fase de mantenimiento y e¢perfiladode los perfiles de carril y rueda



para minimizar la corrugacion de la via son las medidas que se proponen habituapaemte
reducirel ruido de rodadura [8].

Rugosidad Excitacion en
delarueda el contacto

producida por
la rugosidad

Rugosidad
delavia
_—————
[\ [\ —

Ruido de rodadura

Figura 13: Generacion deuido de rodadurd7]

Tanto la via como la rueda emiten sonido a consecuencia de la vibrgstégnfenémeno es el
mismo que el que ocurre en un altavoz, donde la vibracion de labrara generainaemision
de sonido Esta fuente de emision aparece siempre exista movimientdindmico dda rueda

y el carril, estando presente en un amplio rango de frecuenbBiado que la via tiene menos
superficie de emisién y un movimiento mas limitado gas condiciones de contornes la
ruedala que domina la emisibsonoray por ello va a ser ésta el sujetol geesenteestudio.

El squeal noisees el otro tipo de ruido que aparece principalmente asociado al contacto
rueda/carril en casos generalmente de curvas cerradasfetencia del ruido de rodadura)
squealo chirridosse define por su caracter fuertemente tonal en el dominio de las altas
frecuenciasen el que el ruido resulta mucho mas molesto para el oido humano. El fundamento
fisico para su generacion es todavia motivo de controversia entre los investgad la
legislacion no ha entrado de lleno en la particularizacion de este tipo de ruido como causa
principal de riesgo acustico, aunque ya se han puesto en marcha medidas paliativas basadas
especialmente en la lubricacion periédica de los carrilesgc@sb el uso de amortiguadores
acusticoganto en el carril como en la rueda [8]. Algunos investigadores también sostienen que
la modificacién en el disefio de los ejes montados para prevenir el contacto de pestafia podria
reducir drasticamente los niveles dqueal[8].

1.3.0Dbjeto dd estudio

El objetivo de este trabajo consiste Enimplementaciérde un modelocomputacionalmente
eficientede dlculode la potencia acustica emitida por una rueda de tftehmodelo propuesto
supone una importante contributn al grupo de investigacion etinamica érroviaria del
Centro de Investigacion de Ingenieria MecarfieiM)de la Universitat Politecnica de Valéncia
(UPV)en el que se ha desarrollado este trahaaote la ausencia de modelos propios previos
gue permiteran evaluar el campo acustico radiado por las subestructuras ferroviarias
(modeladas mediante técnicas de reducido coste computacional) una vez calculado el campo
vibratorio correspondiente a cada simulacion.
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El presente trabajo se centrard enraldo de rodadura(rolling noisg, tipo de ruido descrito
anteriormente a partir de unas simulaciones calculadas previamente en las que se intladuce
rugosidad como fuente de excitacion que induce el campo vibratoen la rueda. Dicha
rugosidad impone desplamientos verticalesen el contactoque generan uns fuerzas
dinamicagque se aplicaa lo largo de la llanta de la rueda erzéma de contactolLa rugosidad

y, por tanto, la fuerza de contacto aplicada como input en el modelo de Elementos Finitos (EF)
de la rueda, viene definida por la norn@O 30999], que define la amplitud maxima de la
corrugacion segun la longitud de ond@btenidoel campovibratorio de la rueda en el dominio
de la frecuencia, se procedera al calculo del campo acustico radiado como postpieckeso
respuesta dindmica calculada anteriormensmalizando el contenido en freencia del ruido
tanto en banda fina como en tercide octava

Se pretende implementados metodologias distintagzin modelo de calculo de la potencia
acustica preciso que considere el movimiento completo de la rueda ferroet@ria respuesta

a la excitaciony otro modelo queconsidere Unicamente un nimero reducido de puntos de la
rueda y extrapole su movimiento al resto de la rueda, reduciendo de este modo el tiempo
necesario para el calcul&l analisis de los resultados de ambos modelos, su comparacion y la
evaluacion de laeduccion en el coste computacional configuran el ndcleo del presente estudio.

Por su parte, se procedera adicionalmente al analisis de posibles casgsiaida partir de
simulaciones de un vehiculo negociando una curva de radio pequefio. Dichas sineslacio
tienen la particularidad de que no se introduce comput ninguna excitacion previa y, sin
embargo, se obtienen fuerzas de contacto lateral intrinsecamente ligadas al fenémesnoede

[8], caracterizads en el dominio de la frecuencia por fuertes picesalta frecuencia. Se
pretende ewaluar si dicha fuerzas de contacto lateesdtienen un reflejo en el campo acustico
radiado a modo de picos fuertemente tonales situados en las mismas frecuenciasasotpue

se sitdan los picos de las fuerzas laterales, refrendando por tanto las caracteristicas propias del
fendmeno desqueal
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2. Dinamica de la rueda

ferroviaria

2.1.Modelo dinamico

Con el propdsito de calcular la potencia acustica radiada por una melido a la interaccion
dinAmicade ésta con la via, se propone el modalgo esquema vieneepresentado en l&igura

2.1 Los carriles se modelan como vigas de Timoshenko, las placas de asiento y las traviesas y
balasto como sistemas de parametros cemicados.

]

N

Figura 21: Esquema del modelo de interaccion rueda/cif]

I

\\%\\\\

7/

e

La interaccion dinamica entre la rueda y la via se formula mediante el modelo de cobiabto.
modelo permite la resolucién de lespuestadinamica ded rueda en el dominio teporal.
Considerando la rueda como un sélido rigidonodo simplifiado se podria representar la
dinamica de la rueda como un sistema de 1 grado de libertad como se detallgigara 2.2

fit)

< AR

Figura 2.2: Modelo para soélido rigido

Mediante la aplicacion del principio de Lagrange obtiene la ecuaciénetl movimiento del
sélido rigido:
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G660 @O Qoo "Qoh (2.1)
Donded representa las propiedades inercialé®l amortiguamiento del sistem&el término
elastico yQo la fuerza aplicada.

No obstante, nuestro tratamiento de la rueda es diferente al presentado arriba,lpuesda
es un solido flexibleon N grados de libertad.

Por tanto, la ecuaion del movimiento de la ruedaplicando ldormulacién de E.F., gueda como
la siguiente ecuacién matricial

Elo Ao E710 ¢£0h (2.2
donde “l 6 es el vector de desplazamiento de los N grados de libeitada matriz de

propiedades inercialesAla matriz de propiedades disipativas (amortiguamien§o)a matriz
de propiedades elasticast 0 el vector de fuerzage contacto aplicadas en la rueda.

Dado quelas matrices dda ecuacion de movimiento2(2) no son diagonales, existe un
acoplamiento entre los N grados de libertad de la rueda. Dicho acoplamiento complica
severamente la resolucion de la dinamica de la rueda, por lo que es conveniente desacoplar los
grados de libertadPara ello, se requiere abode latransformacion modalque se realiza pre
postmultiplicando laEcuacion 2.or la matriz que contiene los modds vibracionescalados

a matriz de masanitaria, . Aplicando esta transformacion, y considerando las identidades
expresadas en IBaacion 2.3, seobtiene la ecuacion del movimiento desacoplada para cada
grado de libertad, expuesta entuacion 2.4

I 0 n oh
. 2.3
E of (2.3)
A g -h
g 1 h
o g -6 1 A6 0 oh 1 pBAA (2.4)

dondeU es el nimero de grados de libertad total, es el modo de vibraciénésimarn es la
coordenada modal-ésima] la frecuencia natural no amortigdaasociada al modo-ésimq
— la tasa de amortiguamiento modatésima y 0 representa la fuerza generalizada kn
coordenada modal-ésimadebida a las cargas externas aplicadas en el sptmenientes del
contacto rueda/carril.

Generalmente, el amortiguamiento relativo de sistema es dificil de obtener, siendo su
caracterizacion principalmente empirica. Este casg la caracterizacion de este factor
disipativo retandlicha dificultad, pues el amortiguamiento gente es puramente estructural.
Gomo se veraen la siguienteseccion la caracterizacién del factor disipatig® apoyara en
correlaciones semiempiricas
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2.2. Caracterizacion de los agos de vibracion

Cualquier sistema o estructura finita tiene una serie de resonancias y frecuencias naturales
asociadas. La deform@n de la estructura cuando se excita a estas frecuencias viene
determinada por los modos de vibracibkstos modos de vibracion quedan totalmente
definidos cuando se resuehad problema de autovalores y autovectores ldeecuacion del
movimiento.

Para relucir la dimension del problema, se trunca el nUmero de modos considerados como base
para la respuesta temporal del sistema. El criterio de truncamiento estara ligado al rango de
frecuencias que se pretenda estudiar, pues la frecuencia natural asociadémad modo
seleccionado establecera la maxima frecuencia que podra reproducir la respuesta del sistema.
Para el caso particular dgjuea) en el que los picos fuertemente tonales se observan entre los

2 y 8 kHz, se requerira un mayor nimero de modos demanera que el Ultimo modo
seleccionado esté asociado a una frecuencia natural superior a la frecuencia maxima que se
pretenda capturar.

La caracterizacion del tipo de deformadas permite reducir significativamente la informacién
necesaria para el postpreso del célculo de potencia acustica radiafa. estructuras con
morfologias similares a discos, es comun realigata caracterizacion ebaseal niumero de
lineas nodales (puntade vibracion nulpen diferentes direcciones.

Por una parte, sdefinenlos diametros nodalegue cruzan la rueda en direccién radial pasando
por el centro de la misma. Por otra parte cemsideraras circunferencias nodalesn direccion
tangencial, formando una circunferencia cuyo centaincide con el eje de la ruedaéase
Figura 2.3.

Figura 2.3: A la izquierda, representacion delidmetro nodal; a la derecha, una circunferencia noéélindica la
fase del mvimiento relativo en cada ardal]

Para una rueda ferroviaria, se defn tres direccionesde movimienb principales a sabe la
axialo fuera de planola radialy la tangencial o circunferencjaépresentadas en lgigura 24.

14



RADIAL

AXIAL

CIRCUNFERENCIAL

Figura 24: Direcciones principales de movimiento

Existen modos cuyo movimiento es puramente axaalps conmovimiento puramente radial
otros con movimientgpuramente circunferenciay modos con una combinacién de lves
anteriores.Para caracterizar los modos axiales, se indica tamdamero de didmetros nodales,
¢, como ¢ numero de circunferecias nodalesd . En la literatura, un modo cof diametros
nodales ya circunferencias nodales se denota como maglad() [11].

Dado un modaxialconn didmetros nodales, el movimiento de cualquier coordenadato
de la rueda se puede representar mediante la fordal &®— donde—indica la posicion
angular,siendoo lafuncién de la posicion radialy la axiata Por tanto, para un modaxialsin
diametros nodales¢ 1T, el movimiento es independientde la posicion angulaSi ademas
el modo no tiene ninguna circunferencia nodal 1T, entoncestambién sera independiente
de laposiciénradial.

Para caracterizar lonodos radiales, con el objetivo delcularda potencia acustica, Gnicamente
es suficiate indicar el numero de diametros nodales, En estos modos de vibraciolas
circunferencias nodales no aparecen en los rangos de frecudadigerés (inferior a 10 kHz).
Por ultimo, la caracterizacion de los modos circunferenciales o tangencialgaatsjue la
anterior, siendo suficiente el numero de diametros nodaesio popiedad identificadora del
modo, debido al mismo motivo.

A continuacion, en l&igura 2.5 se ilustra la deformada de algunos de los modos nombrados
arriba[11].
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Figura 25: Ejemplos de deformada de la ruedara diferentes modos. +indica la fase del movimiento relativo en
cada area- -, forma inicial;- Deformada; --, lheas nodale§l1]

La representacion de los modos circunferenciales no tappinguna informacion, pues la
deformadaapenas se diferencia da forma inicial de la rueda, ya que el movimiento es
tangencial.

Un modo de vibracion axial tiendieformarla rueda en direccién axigsi es un modoTt ,
apareceran unicamente esfuerzos de traccién y compresion. Si el cuodiene didmetros o
circunferencias nodales, entonces aparecen también esfuerzos de fligaéimente, un modo
radial tiende adeformar la rueda en esta direcciérapareciendo esfuerade tracdn y
compresion, y esfuerzos de flexion si exigstenimero no nulo de didmetros nodales.

Sin embargo, un modo de vibracion circunferencial tiende a torsionar la rreldedireccion de

giro de la mismaHabitualmente en la literaturagstosmodos no reciben la misma importeia

gue los axiales y radialdso obstante, la aparicion desmodos circunferenciales en las ruedas
ferroviarias & significativamente frecuenté pesar de ello, la aportacion de los mismos a la
potencia acustica radiades despreciable. La explicacion a este fendmeno essgbien existe

un movimiento circunferencial de la rueda no despreciable, la cantidad de aire que este
movimiento desplazai$o es, y, en consecuencia, el ruido emitido asociado a este movimiento
es insignificante.Por ellg los modos circunferenciales adoptan un papel secundario en la
caracterizaciérde la vibracion de la rueda ferroviari@n objeto dé estudio de la potencia
radiada.

Si bierse hantratado los diametros nodales y las circunferencias nodales como caracterizadores
del movimiento de un modo de vibracion, son dtidmetros nodalefos que mayor importancia
tienen en cuanto a las correlaciones semiempiricas sgiemplementaranen el modelo
desarrolladoUna de estas correlaciones relaciona el amortiguamiento de la rueda con el modo
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de vibracion ercuestion. Como se menciond émSeccidon2.1, resulta necesario estimar el
amortiguamiento relativo déa estructura.

Una correlacion seremptica usada comunmente en estudios de ruido de rodadaddd,
plantea quemodos que contiene® diametros nodales¢ T tienen un amortiguamiento
relativo— p 1, modos con 1 diametro noda p tienen— p 1,y modos con 2 0 mas
diametros nodales¢ ¢ tienen— p 1.
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3. Modelo de radiacidon sonora

3.1. Formulacioén

Las metodologias mas precigaara laestimacion de l@mision acustica de una rueda ferroviaria
sebasan en emétodo deHementosde Contorng que requiere urcoste computacional muy
elevado, lo que ha propiciado el desarrollo de métodamiplificados menos costosos
computadonalmentea expensas dana pérdida derecisién.En la actualidad, el modelo mas
aceptado por la comunidad cientifica fue desarrollado PaJThompsony et al.[12] y es el
modelo en el que se ha basado la formulacion implementada pastilaacion de la potencia
acustica.

S parte de la expresiogqueevalia el ruido radiado por un discontenido en una pared infinita
vibrando uniformemate [13], mostrada a continuacién

® "o Gh CHY

donde ® es la potencia acustica radiad la densidad del fluido que envuelve al diséola
velocidad del sonido en el fluido que envuelve al ditg superficie del discoy @ Ola
velocidad cuadréatia media de vibracion del disdeaEcuacion 3.ks analiticey proviene de la
resolucion de las ecuaciones de la mecanica de fluidos.

Cuando la geometria no es tan sencilla, coemel caso de una rueda ferroviaria, estas
ecuaciones no tienen solucién analitipmr lo quese debe emplear un método numéripara

su resoluciénSin embargoD.J.Thompson et al. advirtieron que la emision acustica de una
rueda ferroviaria tenia similities con la de un disco, por lo que desarrollaron un modelo en el
gue la potencia acustica de una rueda se calculaba como si éstauinelisco/ posteriormente

se corregia con correlaciones empiricae. este modo surgieron ladficiencias de radiacion,
obtenidas empiricamente, que ajustanHBauacién 3.para obtener la potencia acustica de una
rueda ferroviaria.

3.1.1. Eficiencias de radiacion

Las eficiencias de radiacion ponderan la diferencia entre un disco vibrando y una rueda
ferroviaria aunquelasdiferencias entreambasestructuras son notableslanto es asgue las
eficiencias de radiacion se defin para cada modo de vibracidbichas eficienciase definen

como el ratio entre la potencia acustica emitida por una rueda ferrovidstando acoré a un

modo propioy la potencia acustica que emitiria un disgbrando de igual maner&u expresion
qgueda recogida en [Bcuacion 3.2
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donde en este casp es la eficiencia de radiacion para el mé@ésimo, hace referencia a
la potencia emitida por el mod®ésimo de la rueda femviaria, obtenida empiricamente,

mientras queSse refierea la superficie de la ruedady Qa la velocidad cuadraticaedia de la
rueda para el mod&@ésima

Pese a que estos coeficientes que ajustan el valor de la potencia acustica dependen del modo
de vibracion de la rueda, la caracterizacion s modos propiospermite estrechar
significativamente el nimero de eficiencias distintas a aplicar.

S distinguentres tipos de eficiencias de radiacion, en funcién de si el modo de vibracién es
axial, radial otorsional (también conocido como circunferencial o tangenciAllemas,D.J.
Thompson yet al. apreciaron que el valor de estas eficiencaa funcion del ntmero de
diametros nodalesdel modo, y de la frecuencia de vibracion de la ruedlai, mediante
correlaciones empiricas, lograron establedar dependencia de las eficiencias con estos
parametrog[12]. Para los modos de vibracion axiales, se define:

. ERQ p‘
Q &€

P g

¢

3.3

donde, es la eficiencia de radiacion para un modo axiad) nUmero de diametros nodales
del modo, CQes la freuencia a la que vibra la ruegidQ es una frecuencia de transiciara el
movimiento axial, tambiénobtenida experimentalmente, y que responde a la siguiente
expresion:

Qe \
Q¢ —nh 3.4
¢t
dondei es el radiode rodadurade la rueda, ¥ es un pardmetrode escalade nuevo
experimentalcuya dependencia canse establece como sigue:

¢ p® pdtpdu TBUP Y uh (35)

Para s modos radiales, se define

(3.6
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sendo”Y y“Y las superficies interior y exterior de llanta, respeathente.Porultimo, para
los modos de vibraciétorsionales se define

h (3.9

donde:

o . (3.10

siendoU el espesor de la llanta de la rueda.

3.1.2. Potenciaacustica radiada

Mediante este modelo, lagiencia acustica radiada se ohtie despejando directamente de la
Ecuacion 3.2

) o "d o, Yo o (3.11)

sendo Qcada uno de los modos propios de vibracion de la rued@ndiendo a la
caracterizacion de modos:

” F]“Y’\(.i) O ” ﬁ “Yd) O

e

(3.12
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donde, f es la eficiencia axial que se aplica al m&ésimoaxialy @ O es suvelocidad
cuadratica media axiakl mismo procedimiento se aplipara los modos radiales y torsionales.
Esimportante entender que un modo puramente axialiGamente tendra velocidad axiglen
ningun caso tendré vetidades radiales mtsionales, yd mismoparalos otros modos.

Esta expresion es valida cuando los modampims de vibracion son exclusivamente axiales,
radiales o torsionales, respectivamente. Sin embargo, en geometrias complejas, como una
rueda, la vibracion producida paina excitacién real, como puede ser el contacto con la via,
produce modos de vibracién que pueden no ser Unicamente axiales, radiales o torsionales, sino
una combinacién de los treBor tanto, un modo puede contener los tres tipos de movimiento
simultdreamente.En estos casos, es necesario descomponer el movimiento del modo en sus
tres componentes: axial, radial y torsionAkj a cada movimiento se le asigna la eficiencia de
radiacién correspondiente. Con elloHauacion 3.1fueda como sigue:

o "d s RYD O L, RpYOO L, iYO O h (3.13

donde® O, Oya O son las velocidadesuadraticasnedias axial, radial y torsional del
modo Qésimo, respectivamente, de igual forma que ocurre con las superficj€¥ y Y.

Nétese que en I&cuacion 3.13e distingue la superficie de emisidkhora, al tener un modo

no puro, el movimiento axial desplazara una cantidad de fluido relacionada con la superficie que
se esta desplazando axialmenygo mismo pueddecirsedel movimiento radial y torsional. Por

ello, cada participacion debe ir ponderada con la superficie apropiada.

De esta manera, para cada modo de vibracion se evaluan las tres direcciones de emision,
ponderandala radiacion sonorganto con la efieenda de radiacion correspondiente, como con

la superficie de emision correspondientBuesto que las tres direcciones de emisién son
ortogonales, einmediata la siguiente expresion

DO VO WO s (.19

A partir de laEcuacion 3.13e puedeobtener la potencia acustica radiada durante un intervalo
finito de tiempo. De este modo, la velocidad cuadratica media hace referencia a una media
tempord y espacial. Dado que nuesiobjetivo estanto obtener la potencia acustica, como su
contenido enfrecuencia, en nuestro caso la velocidad cuadratica media Unicamemte ha
referencia a una media espacial

0O 5, VQY (3.15
De esta manergpara cada instante temporal existirian unagocidades medias cuadréticas

por tanto, una potencia acustic&ombinando l&cuacion 3.2y laEcuacion 3.15

W s h LVEQY,n O0URQY,n ULRQYS (3.16)
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Dado que nuestro objetivo es el estudio de una rueda ferroviaria real, resdtsario realizar
una discretizacion espacial de la misrRar tanto, se divide la superficie en secciones, desde
ahora elementos de superfici@3] (véaseFigura 3.). De este modo, la velocidad cuadrética
media se obtiene como se muestra@ntinuacion:

@0 5, "Yoih (3.17)

sendo® la superficie del element@ésimoy U , la velocidad cuadratica media del elemento
‘Qésimopara el modo propio de vibracié®ésimg y0O es d nimero de elementos totales.

N
3
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e
0
%559
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Figura 3.1: A la izquierda, la rueda continua; a la derecha, la discretizacion en elefinéots

Con ello, l&cuacion 3.1@ueda como sigue:

® "® - YU kr » h YiURrp  w R “Yi 0 fk h (3.18)

sendo Yy, Y ¥ 7Y} las superficies de emision axial, radial y torsional, respectivamente, del
elemento Qésimg y U 5, U 5 Y Uiy las velocidades cuadraticas medias axial, radial y
torsional, respectivamente, del elemeri@ésimopara el modo de vibraciG®ésima

3.2. Metodologia aplicada a una rueda ferroviaria

3.2.1. Nodos superficiales
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La metodologia detallada en la seccion anterior se aplica para la estimacion de la emision
acustica de unauedacon perfil $02 excitada mediantda fuerza de contactaueda/carril
Partiendo del perfil de rueda, se genera la estructura axisimétricatia garsu rotacion, la cual

es mallada con elementd®exaédricos cuadradage 20 nodos posicionados en las esquinas y
en el centro de las aristas del elemento,yalomo muestra l&igura 32.
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Figura3.2: Elementdexaédrico cuadratico

Cada nodo tendran identificador global funcion de qué nodo local (dentro del elemento) se
trate y a qué nodo corresponda, teniendo en cuenta que cada nodo formara parte de diferentes
elementos (con posiciones locales distintas para cada uno de ellos). Cada nodo tidadaaso
tres grados de libertad correspondientes a su desplazamiento en las direcgiongs del
sistema de referencia global, mostrado errlgura 3.3

Figura3.3: Sistema de Referencia Global
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Respecto a las propiedades modales de la rueda en cuestidoalsalanlas frecuencias
naturales hastd 0 kHz yds correspondientes modos de vibracidtara caracterizar cada uno

de estos modos pal numero de didametros nodalgs, se requiere de una nfla suficientefina

de la rueda para poder disefiar un algoritmo que identifique los nodos que estéenidos en

una cara de la rued@acuya distancia al eje de la miss®a constante la masalta posible para
aumentar la precision en la deteccid@stodormaran una circunferencia cuyo centro esta en el

eje de la rueda. Recoerido los nodosangularmente de forma ordenadal nimero de
didmetros nodales se correspondera a la mitad de veoesel valor él modo en el grado de
libertad y (axial) cambia designo (ver Figura 34). Siguiendo este procedimiento se puede
implementar un algoritmo para la determinacién del numencunferencias nodalesn. Para

ello, en lugar de identificar nodos que formen una circunferencia, se identifican nodos
pertenecientesa una cara de la rueda que crucen la cara pasando por su centro, es decir, que
formen un diametro de la rueda. El nimero de circunferencias nodales coincide con la mitad de
los cambios de signo delodo para el grado de libertad(ver Figura 34).

Figura3.4: A la izquierda, un modo con dos diametros nodales; a la derecha, un modo con una circunferencia nodal.

+/- indica la fase del movimiento relativo en cada area. -+, lineas nodal@steccion de recorridd.os circulos
indican los cambiosedsigno en la deformada

Laregién de interés para el célculo de la potencia acustica es aquélla que desplaza fluido al vibrar
y, por tanto, genera ruido. Es por ello que sélo se consideraran los elementos situados en la

superficie de la rueday, en partlan, los nodos que conforman las caras del elemento brick que

se encuentran en la superficie de la rueda (en contacto con el aire). Generalmente, s6lo una cara
del elemento forma parte de la superfic@inque, segun la posicion y orientacion del elemento,

es posible que tenga dos o incluso mas caras en la superficie de la rueda, como por ejemplo los
elementos situados en esquinas de la rueda.

Los elementos situados en el interior de la rueda colindan con otros 6 elesyemio por cada
cara del prisma; poel contrario,los elementos situados en la superficie de la rueda tendran,
por lo menos, una de sus caras sin contacto con otros elemeD®®ste modo, spueden
hallarlos elementos situados en la superficie de la rueda ferrovapartir Unicamenteade la
topologia de la mallaLaFigura 35 muestra los nodos situados en la superficie de la rueda,
definiendo el perfil de la mism&e aqui en adelantsellamardn a las caras de los elementos
situados en la superficie de la rueda elementos de superficsimplemente elementod.os
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desplazamientos en cada uno de los tgrados de libertad de cada nodbabiendo 8 por
elemento,determinan el movimiento de cualquier punto del elemento por interpolacion.

Coordenada
radial Llanta
2%
Cara Cara

externa | | interna

Empotramiento

C R RN RN NN NN NN Eje

rueda

> Ejey

Figura 3.5: Perfil de la superficie de la rueda

Pese auelaruedaobjeto de estudio es libresin el eje empotradda zona de la rueda situada
en el empotramiento con el ejgo desplazdluido al vibrar. Por tanto, de nuevo, los elementos
situados en esa zorge descartan para el postproceso del canaglstico como se muestra en
laFigura 3.6

Figura 3.6: Perfil de la rueda formado por los nodos de interés

3.2.2. Superficies de radiacion

LaEcuacion 3.18equiere lasuperficiessde emision paraada elemento efasdireccionesaxial,
radial y torsionajpara el calculo de la potencia acustiézado un elemento, cuya pogin y
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orientacion es conocida, dichaperficies se obtienen al proyectar la superficie total del
elemento en las direccionemrrespondientes

A partir delsistema de referencia global cartesiamwstrado enla Figura 33, la direccion axial
coindde con la direccién del eje que a su vez coincide con la direccion del eje de la rleda.
direcciones radial y torsional no coinciden con las otras direccioglesisiema de referencia.

La direccién axial es la misma para todos los elementos de la rueda, por lo que se puede hablar

de un eje global, pero las direcciones radial y torsiopal diferentes segln la posicidiel
elemenb. En laFigura 37 se muestra el sistema de referencia local de algunos elementos,
correspondientea las direcciones de emision acustittacada uno de ellos

e
erea et S
I

7L
A

Figura 3.7Sistema de referencia local de algunos eleior_as direcciones mostradasial (a), radial(r)y
torsional(t)

Por tanto, la direccién de emision radial gieelemento se corresponde con el vector unitario
que une el eje de laueda con el centro del elemenfocuya componente aXiGcomponentey)
del sistema globas nulaLa direccion torsional egjaélla resultante del producto vectorial de
la direccién axial y la direccion radial.

Dado un elementose denomina’A a la posicion del punto central del mismo expresada en
coordenadas globales:

A 0 6 o6 8
Asi, las direcciones de emision en cooradas globales quedan como se muestra a
continuacion:

= Tp M (3.19)
mo d

n 0
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A 6 m 6 &

siendo = , N y i las direcciones de emisién axial, radial y torsional,
respectivamente, expresadas en el sistema de referencia cartesiano global.

La determinacion de la localizacion del punto central de la cara superficial de cada elemento
contenido en el contorno de laueda es necesaria para la posterior interpolacién nodal que
permita describir los desplazamientos y velocidades asociados al néme.asume quena
caraesta conteni@é en un plano, entonces el centro ¢ mismaes directamente el promedio

de los nodogjue la formanpuesb que, bajo esta hipdtesis, las cafasman rectangulos. Sin
embargo, esta hipétesis no asumible dado quéos elementogiel contorno de la rueda estan
curvados. Lanorfologia decada carariene determinada por sus 8 nodos, 4al®s situados en

las esquinas y 4 situados en el centro de las ari€tas0 resultadosu curvatura se determina

a partir de lgposicién de los nodos de las aristas.

Siseentiende que cada cara conforman paralelogramo curvado, el par de nhodos que rosdi
dos aristas opuestas cuya distancia al plano que forman los nodos de las esquinmag/sea
definirala curvatura dda cara superficial, en consecuencia, el punto centralldemisma, tal y
como se ilustra efa Figura 38.

Centro del elemento
Centro de un
par de aristas Plano formado por las

esquinas del elemento

Centro del otro

Centro del plano par de aristas

Figura3.8: Curvatura gentro deuna carasuperficial

El centro de cada par de aristas opuestas se define como el promedio de sus posiciones. Por
tanto, el centro dda cara superficiae corresponde con el centro del par de aristas mas lejano

al plano formado por las esquindsl elementoDe este modo, el centro de la cara coincide con

un punto critico del elemento. Sentiende como punto critico aqu€ue forma un minimo o
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maximo local que no esté situdo en las aristas del elementSi ura carano tiene curvatura,
cualquer par de aristas opuestas define el centro del mismo.

Asi pues, cada elemento tiemina posicion en la rueda que define su sistema de referencia local
(direcciores axial, radial y torsionaj) una orientacién que define sus superficies de emision.
Parala determinacion de dichas superficidgsta con proyectar la superficie del elemento en
los planos correspondientes. Para la direccion axial, se proykctaara superficial
correspondienteen el plano que forman las direcciones radial y torsigndég icéntico modo se
procede pardas otras dos direcciones.

Para ello, se requiere previamerigeposicion de los nodos del elemento en coordenadas locales
premultiplicando las coordenadas de los nodos expresadas en el sistema de referencia global
por una matriz de rotacién

T p T
E A n A e 6 m 6 . (3.20)
6 m O

Una vez obtenidas las coordenadas locales de los nodos de un eler@eabtencion de las
superficies de emision es directaado un elemento,ise observalesde la direccion axial, se
estara proyectando éste en el plano radiatsional de modo quel &ea que encierran sus
nodos se corresponde con la superficie de emision axial. Para obtener las superficies de emision
en las otras direcciones ggocede de manera analogaa Eigura3.9 ilustra el método de
proyeccion de las superficies.

Superficie
radial

Superficie
el axial

~R

Superficie
torsional

Figura 3.9Superficies de emision de un elemento
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El procedimiento detallado en esta seccion permite caracterizar la topologia de la malla y se
evalla como preproceso antes de las simulaciones en el dominio de la frecuencia. El tiempo de
consumo corun ordenador con#a LINRP OS&al R2NBX&a LyaStt / 2NB#u
GHz, una memoria RAM de 4 GB y el sistema operativo Windows 10 de 64 bits r&%da los

3.3. Respuesta a la excitacion

En el ruido de rodadura, la excitacién proviene de la rugosidad de la Viearrilede modo que
aparece una fuerza aplicada en la rueda cuando ambas estan en corghcontenido en
frecuencia de dicha fuerza es conocido a partir de simulaciones previas que incluyen una
rugosichd en el carril definida por lrormalSO 309%9] y se introduce commputen el modelo

de radiacion acustica implementado. Su punto de aplicacién también es conocido.

A partir de la antitransformada de Fourier se puede determinar el registro temporal asociada al
contenido en frecuencia de la fuerza dentacto como suma de arménicos:

"00 "0Q h (3.21)

siendor cada uno de los armonico®) el modulo de la fuerza para el armoénigeesimg "Qa
unidad imaginaria, la frecuencia del armoniagp-é€simoy oel instante de tiempoPara el caso

de la fuerza de contacto, se conocecguntenido en frecuencia hasta 5 kHz, teniendo valores
cada 10 Hz, con un totde 5001 armdnicoéréaseaFigura 310).

12000 T
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8000 —
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4000 —
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| R T T

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Frecuencia (Hz)

=]

Figura3.10: Fuerzade contactcen espectro de frecuencia

Aplicando le&Ecuacioér.21, se reconstruyel contenido temporal de la fuerza de excitactah
y como muestra l&igura3.11:
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Figura3.11: Fuerzade contactcen el dominio temporal

Para el célculo dia respuestan los nodos superficiales de la rueda, se determirfiadeza de
contacto en coordenadas modales a partir de su expresion en fisicas

donde es la transpuesta del modde vibracioni -ésima Dado que la fuerza modal se

representa como suma de arménicos, asi darabién parala respuesta modaljetallada a
continuacion

(3.23)
siendo:

R nNeQ h (3.24)
esto es,se incluyeel desfase en el modulo de la respuesta modal para facilitar el desarrollo de
grado de libertad -ésimose obtiene:

1T g -0 1 nQ £Q 8 (3.25)

Con ello, la respuesta modal para el arménijegsimoy el grado de libertad-ésimoresulta:

¢
] - 8 3.26
f 1 1 Q1 1 (3:26)
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Mediante laEcuacion 23 se obtiene la respuesta modal del grado de libeitagsimocomo
suma de todos los armonicag-ésimos considerados.Pasando a coordenadas espaciales
mediante la superposicion modal:

¢
. , o
1 1 I (3.27)

Con ellose obtiendaamplitud de laespuesta en coordenadas espaciales del armdaipésimo
para todos los grados de libertad de la rueda ferroviddaespuestdaemporalen coordenadas
espaciales epuesla suma de los armonicos:
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La respuesta al excitar un unigoado de libertad, denominado g@ se obtiene a partir déas
ecuaciones anterioreimtroduciendo%o

% k ¢ 0N & h (3.29

sendo yé¢ vectores de ceros excepto un valor no nulo eelemento correspondiente al
gdQyn y& estos valores no nulos, respectivamente

De este modo, el valor resultante es un escalar, que se corresponde con el producto del modo
de vibracion del grado de libertd@por el modulo de la fuerzgue esta aplicada en este gtlbs

tres subindices{n wi, hacen referencia al grado dedittad donde se aplica la fuerZg el
armonico del que se obtiene la respuesiay el modo del que se obtiene la respuesta,

Dado quda fuerza de contactpuede estamplicada Unicamente en un grado de libertad, esto
es, en un punto de la rueda caina direccion determirda, éste es directamente el g€l En
este caso, el vectar estd compuesto por ceros excepa la posiciéna@rrespondiente a este
gd vy, por tanto, introducir laEcuacién3.29 no es necesario, pues siempse calcularda
respuesta a la excitacion en gtll Q

Si ademase busca la respuesta Unicamente en @l § entonces las ecuaciones anteriores
pueden ser modificadas, pues:

Y N % h (3.30)

sendo Y la amplitud de larespuesta en el grado de liberta@en coordenadas fisicadel
armonicor). De este modo, la respuesta en el grado de libef€ada excitacion del grado de
libertad Qse obtiene como

. %o & %o
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T a7 ° (3:31)
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A partir de esta expresiése puedealefinirlafuncidén de respuesta en frecuencia o receptancia,
que relaciona la respuesta como movimiento del grado de libé@adna excitacion del grado
de libertad'Q a saber:
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01 &— (3.32)
En el caso particular de este estudio, existirdn tantas receptancias como grados de libertad de
la rueda ferroviaria, pues la fuerzke contacto rueda/carril se supone que inicialmente esta
aplicadaiinicamenteen un grado de libertad.

Nétese que shho es un valor nulo, asi lo s€i@ vy, por tantqg la respuesta sera nula, es decir,
no existiradesplazamient@n el grado de liberta@De este modo, si previamente al célcséo
identifican modos de vibraciérron valor nulo para ebdl 'Q no es necesario el calculo de la
funcion de respuesta para ese modo, puesgaonoceque la respuesta sera nula.

En el &mbito numérico, la implementacién de la formulacion propuesta devuelve para los
resultados que se han deducido valores de muy bajo orden de magmituttatamiento de
datos, unvalor nulo es un cero numérigoel criterio que determina qué es un cero numérico
depende de las condiciones del problema. Por ejemplse $iatanlos datoscon un software

cuya precision numérica es06 un valor inferior a éste serd automaticamente un cero
numérico, en definitiva, un valor nuldgualmente, existe una relacién entre elst®
computacional de un célculpel criterio para establecer ceroaméricos. Por tanto, existe una
soluciéon de compromiso, de nuevo dependiente de las condiciones del problema, entre coste
computacional y error cometido al despreciar ciertos valokds.modode evaluar el error
cometidoes determinado quéporcentaje de dda la informacidnnicialse estgperdiendo por

el hecho de asumir que esos®as bajos son ceros numéricéor ejemplo, ssetieneuna fila

de 7 valores tal que

T OTE TR XTI T P T T T TS 1T |

la suma de todos los valores de la fila es®e wSi decidimos que todos aguellos valores con
tres cifras decimales pueden ser considerados como ceros numésieastaraperdiendo,
grosso modo:

TBLm¢mdtmy
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Sin embargo,se han eliminadodos valores, lo que supone una reduccidon del coste
computacional del algoritmo, grosso modo:

YQQ 65O WEH 1y 6 ww()i(epmomd:c @ 8

En definitivase propone una solucién de compromig@omo tal, el criterio impuestodepende

de las condiciones de contorn@Gon el objetivo deeducir el coste computacional del modelo
de radiacion acustica se puede aplicar lo expuesto, consideigneloiertos mode no influyen
sobre la respuestaiempreque %o sea suficientemente pequefio. Para comprobar la influencia
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de este pardmetro, se compara su valor con el del resto de grados de libertad para el mismo
modo.

Dado que el céalculo de la potencia acustica radiada requiere la determinacion del dampo
velocidades, se define la movilidad:

Y
® ] 0 Nn'o1 8 (3.33

La Figura 312 muestrala funcion de respuesta en frecuenda la movilidad paral mismogdl
donde se aplica la fuerza, es dedir, (movilidad directa o de punto)
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Movilidad [m/(sN)]

Frecuencia [Hz]

Figura 3.12: Movilidadirectapara el grado de libertad k

Con todo lo expuesto en este capitulo, el calculo de las velocidades en todos los grados de
libertad de I& caras superficiales derdaeda esta cubiertoLas velocidades promedio de cada
cara se corresponde con la media ponderada en relacién la distancia de cada nodo al punto
central (previamente calculado) de la ca@on ello, se obtiene la velocidad en coordenadas
globales, esto es) , 0 , yU , que se han de proyectar das direcciones de emisién axial, radial

y torsionalrotando el sistema de referencia mediante la aplicacion de la matriz de rotaeon

la Ecuacion 20.

Siendo”l el vector velocidad de un elemento expresado en deoadas globales, la
proyeccion de éste en las direcciones de emision resultara en el Viéctor, ambos expresados
como sigue:
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0 mp m U
| 0 E 6 m 6 U 60 60U R (3.39)
v 6 m O UL 60 00U

donde’Aerael vector de posicion en coordenadas globales del centrladara en cuestion.
Asmismo,0 , 0 y U hacen referencia a la velocidad axial, radial y torsialehlelemento,
respectivamenteNétese que, para cualquier elemento, su velocidad axial es independiente de
la posicion del mismo e igual a la velocidad en direccd®l sistema de referencia global, pues
este eje coincide con la direccion axial de emision acudgoalmente,lasvelocidades en el
sistema de referencia local del elemento no dependen de la orientacion de éste, pues las
direcciones de emision tampoco lo hacen.

Puesto que todo el calculo proviene de la aplicacion de la movilised]isponede las
velocidades para cadamoénicon que define la fuerzaes decirdel contenidoen frecuenciale

las velocidadey, por tantg se tienendefinidas las velocidades de los elementos en las tres
direcciones de emisién acustica en el espeetidrecuenciaAdemas, dado que las mbgdades

se calculan para cada modo de vibracion por separselaspone de las componentes de las
velocidades correspondientes a la respuesta de cada modo de vibracion.

3.4. Software TWINS

3.4.1. Aspectos generales

TWIN® [14] es un software comercial que calcula la potencia acustica emitida por una rueda
ferroviaria. Este programanplementa el modelo descritanteriormente aunque con ciertas
modificaciones para reducir el coste computacional del caldlilentras que en ldgura 3.1se
aprecia una discretizacigspacial refinadagl modelo que implementa TWINS considera una
discretizacion mas vastn coronas circulares (véaseHayura 3.13 Para describir la emision
axial de un modo, el software atiende al movint@axal de varias superficienrrespondientes

a una serie de circulos o coronas concéntricas de la ruedamisiénradial y torsional de la
rueda se representa por una Unicelecidad para caddireccion multiplicadapor una Gnica
superficie radial y torsiwal, respectivamente.
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Figura 313: Discretizacién de la rueda realizada por el software TS

Con ello, l&cuacion 3.8 sepuede expresar como

0 T, Yl b YOS o f YOS D (3.3
donde"Yj, es la superficie axigly ;; la velocidad cuadratica medéialde la corondpara el
modo™Q 0 el nimero de cmonas en que se divide la rued¥: es la superficie radiglv ; la
velocidad cuadratica media radial del mo@b"Y es la superficie torsional v ; la velocidad
cuadratica media torsional del moda

Las superficies de emisiéon acustica se calculan como[&ijue

Yi ¢t i h (3.36)
Yi ¢¢i0c¢i 0 0O h (3.37
P TR IR IR 038
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