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Abstract

El objetivo de este articulo es mostrar la relacion existente entre una
rama de la botdnica, la filotaxis, y las matemdticas. Repasaremos
la historia de la filotazis desde la antigiiedad hasta nuestros dias y
comentaremos algunos modelos de filotaxis basados en la sucesion de
Fibonacci.

In this article we show the relationship between one branch of Botanic,
the phyllotazis, and the Mathematics. We will review the history of
phyllotazis, from the Greeks to nowadays and we will comment some
models of phyllotazis based on Fibonacci’s sequence.
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1 Introduccion

Filotaxis es una palabra de origen griego que literalmente significa ordenacion de las hojas
alrededor de un tallo, de Phillon, hoja y Taxis, ordenacién. En un sentido méas amplio, la
filotaxis es la rama de la botanica que estudia la distribucion de los elementos de una planta:
flores, hojas, semillas, ramas, etc. En lo que respecta a la distribucién de las hojas en el
tallo el primero en realizar un estudio riguroso es el botanico suizo Charles Bonnet, gracias
a sus trabajos -en particular [2]- actualmente se distinguen dos grandes grupos: plantas con
distribucion alterna, en la que de cada nudo sélo crece una hoja y con distribucién verticilada
en la que de cada nudo brotan dos o mas hojas. Dentro de estos grandes grupos también hay
distinciones. Decimos que la filotaxis alterna es distica cuando las hojas crecen opuestas en el
tallo y helicoidal cuando cada hoja esta girada respecto a la anterior en un angulo inferior a
180°. Dentro de las plantas con filotaxis verticilada, las decusadas son aquellas en las que de
cada nudo brotan exactamente dos hojas. En este trabajo nos centraremos en la distribucién de
las hojas en las plantas con filotaxis helicoidal. En las plantas con dicha distribucién, se define
el angulo de divergencia como sigue: fijamos la hoja mas baja en el tallo y rotamos alrededor
del tallo hasta alcanzar la hoja que esté superpuesta a la fijada, el angulo de divergencia es la
proporcién de 360° que se obtiene diviendo en niimero de rotaciones del tallo entre el niimero
de hojas que hemos pasado. A lo largo del trabajo veremos que dicho angulo tiende a tomar un
valor constante e intentaremos encontrar una explicacion a este fendmeno presentando algunos
modelos realizados desde finales del siglo XIX hasta nuestros dias.

La filotaxis no se limita al estudio de la distribucion de las hojas, sino que también se cen-
tra en la distribucion de las escamas de una pina o de las semillas de un girasol. En este
trabajo también pretendemos por tanto buscar un explicacion a la distribucién en espiral en
estos casos, pues también existe cierta regularidad en ella. Basta observar detenidamente las
semillas de un girasol o de una margarita para distinguir dos tipos de espirales llamadas por
los botanicos paristiquios, veremos que el niimero de paristiquios en cada sentido también tiene
ciertas propiedades matematicas curiosas e intentaremos encontrar una expliacién matematica
y fisica a este fenémeno.

Hemos preferido no extendernos en lo que respecta a la sucesion de Fibonacci y el nimero aureo
pues su construccion y sus propiedades son bien conocidas, como referencia recomendamos los
libros de M. Ghyka [7, 8] asi como el libro de divulagcién de F. Corbalén [5] recientemente
publicado. Simplemente recordemos que la sucesion de Fibonacci debe su nombre al matematico
Leonardo de Pisa (1175-1240) que en su tratado Liber Abaci introduce una sucesién definida
por recurrencia como sigue: fijando los dos primeros términos con valor igual a 1, cada término
se obtiene sumando los dos anteriores, de este modo se obtiene la sucesiéon 1,1,2,3,5,8,.... La
relacion entre esta sucesion y el nimero aureo ha sido ampliamente estudiada, en particular
nos interesa saber que el cociente entre dos términos consecutivos de la sucesion converge al
nimero aureo, también concido como @ en honor al escultor griego Fidias.

El trabajo estd estructurado de forma cronoldgica, pasearemos a lo largo de la historia para des-
cubrir a aquellos que se han interesado en la filotaxis y en su relaciéon con las matematicas desde
la antigua Grecia hasta nuestros dias, observando cémo los avances cientificos y tecnoldgicos
han permitido encontrar una explicacién racional a lo que antiguamente sélo se intuia. Como
referencia sobre la historia de la filotaxis recomendamos el exhaustivo articulo de Adleret al.,
ver [1].
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2 Los inicios de la filotaxis

Las primeras referencias conocidas sobre el estudio de la filotaxis se remontan al siglo IIT a. C.
El filésofo griego Teofrasto, conocido por ser el autor de dos importantes tratados de botéanica,
estudia la disposicion de las hojas en los tallos. En uno de los seis libros que componen su
obra De causis plantarum Teofrasto apunta aquellas plantas que tienen hojas planas, las tienen
distribuidas de forma regular. Mas de tres siglos mas tarde, Plinio el Viejo en su libro Historia
natural es mas preciso y describe la disposicion de las hojas en algunas especies concretas.
Vemos a través de estos autores que en la antigiiedad ya se reconocian distintos patrones de
crecimiento de las hojas y que estas distinciones permitian clasificar distintas especies. Ademés
en sus trabajos hicieron constar algo que es facil observar a simple vista, que en la mayoria de
las plantas las hojas no crecen una encima de la otra.

El primero en intentar dar una explicacion a la disposicién de la hojas en el tallo fue Leonardo
da Vinci. Este genio del Renacimiento observé que en muchos casos las hojas se sitian en el
tallo siguiendo grupos de 5, es decir que el angulo de divergencia seria un multiplo de % La
explicacién de Leonardo es que este angulo es el que permite que tanto el sol como el agua
de lluvia puedan llegar al un mayor nimero de hojas. Algunos afios més tarde, el botanico
italiano Andrea Caesalpino clasifica en su De Plantis Libri las plantas segun la disposicion de

sus hojas, sus semillas o sus frutos y observa la regularidad geométrica en las distribuciones.

Charles Bonnet, bidlogo y fil6sofo suizo esté acreditado como el primer estudioso de la filotaxis
formal. En su libro Recherches sur I’ usage des Feuilles dans les plantes, publicado en 1754,
describe los 4 tipos de distribuciones de las hojas anteriormente comentados (decusada, heli-
coidal, distica y verticilada). Es el primero en definir el &ngulo de divergencia y en observar que
uno de los mas habituales es % de rotacion, es decir, 144°. La explicacién que da Bonnet a esta
distribucion sigue la linea de la dada por Leonardo, es decir, facilitar la llegada de agua y sol
a todas las hojas. En este punto, no debemos olvidarnos del gran astrénomo Johannes Kepler,
anterior a Bonnet (vivid entre 1571 y 1630), también realizé interesantes observaciones relativas
a la filotaxis. Kepler estaba fascinado con el nimero 5 por presencia casi mégica en la natu-
raleza, flores con 5 pétalos formando un pentdgono, frutas, como la manzana, cuyas semillas
se distribuyen siguiendo un pentagono estrellado, etc. Como conocia bien la sucesiéon de Fi-
bonacci, observo que aparecia a menudo en la distribucion de las hojas. Puesto que la sucesion
de Fibonacci se genera por una regla de adicion, Kepler concluyé que el crecimiento de los
arboles (sus ramas) segufan un patrén similar al del crecimiento auto generativo de la sucesién
de Fibonacci. En cierto sentido, supuso que la sucesion de Fibonacci gobernaba el crecimiento
de las plantas por su capacidad de propagarse a si misma. Evidentemente esta suposicién
es falsa, ya que la sucesion no se propaga sino que se construye por una simple recurrencia,
como muchas otras sucesiones. Como veremos a continuacion, Kepler fue el primero pero no el
ultimo en relacionar el crecimiento de las plantas con la sucesién, aunque su justificaciéon era
parcialmente errénea.

3 Los primeros modelos

En la década de los anos 30 del siglo XIX, empieza un estudio sistematico de la filotaxis desde
un punto de vista matemético gracias al naturalista alemdn Karl Schimper (1803-1867) y al
bidlogo, también aleman, Alexander Braun (1805-1877). Schimper publica en 1830 un articulo
(véase [13]) en el que estudia las distribuciones helicoidales de las hojas y define el angulo de
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divergencia de algunas especies. Supuso que todos los angulos de divergencia eran fracciones

racionales y descubrié que los méas comunes se podian escribir como fracciones de elementos

alternos de la sucesion de Fibonacci. Evidentemente, Schimper era consciente de que estaba

realizando aproximaciones al dngulo de divergencia, sin embargo nunca se planteé que pudiera

ser un irracional. Lo cierto es que no andaba desencaminado ya que, por citar algunos ejemplos,
11 2

el olmo y el tilo tienen un dngulo de divergencia 3, 3 es el del el avellano y el haya, £ el del

roble y el albaricoque, encontramos el alamo y el peral que tienen un angulo de %7 etc.

Un gran amigo de Schimper, el boténico Alexander Braun también dedic6 parte de su trabajo al
estudio de la filotaxis. Este se centrd en el examen minucioso de la distribucién de las escamas
en las pinas. Braun observo que en muchos casos, el numero de espirales visibles que aparecian
en direccion horaria y antihoraria eran dos términos consecutivos de la sucesién de Fibonacci.
A partir de los trabajos de estos dos bidlogos se definio la serie de Schimper-Braun, formada
por los cocientes aZZ - que sirvi6 para clasificar muchas especies segin su angulo de divergencia,
puesto que éste es constante para cada una de ellas. Si recordamos que el cociente entre dos
términos consecutivos tiende a @, tendremos que la serie de Schimper-Braun tenderd a é que
como veremos mas adelante serd mas o menos el angulo de divergencia ideal. Asi, gracias a los
estudios de Schimper y Braun, la sucesion de Fibonacci y la botanica quedaron unidas.

Para comprobar realmente las afirmaciones de Braun, en 1968, el matemético norteamericano
Alfred Brosseau hizo un estudio con 4290 pinas de diez especies diferentes de pinos de California
y pudo comprobar que, con la insignificante excepcion de 74, todas las demas seguian la sucesion
de Fibonacci, lo que supone una coincidencia del 98,3 por cien. Como sucede a menudo, pasado
un tiempo y sin que hubiera una explicacion razonable a estas coincidencias, la comunidad
cientifica mostro su escepticismo y repitié el andlisis en 1992. El botdnico Roger V. Jean, tal
y como explica en su libro dedicado a la filotaxis mateméatica (véase [10]), ampli6 el estudio
a 12750 observaciones de 650 especies diferentes. Los resultados son alentadores, el 92 por
cien de las pinas seguian el patréon de los nimeros consecutivos de la sucesion de Fibonacci. Lo
curioso es que un 2 por cien de las que no seguian el patréon de la sucesion de Fibonacci, seguian
la sucesién de Lucas (construida con la misma recurrencia 2,1,3,4,7,11,... las fracciones de
términos consecutivos también convergen a ).

Los hermanos Bravais intentaron dar una respuesta parcial al hecho de que la sucesién de
Schimper-Braun gobernara el crecimiento de las hojas, de hecho ellos fueron los primer en
obtener modelos para explicar este fendmeno. En su articulo [3] publicado en 1837 los Bra-
vais introducen novedosos métodos para estudiar la filotaxis, algunos de los cuales aun estan
vigentes: modelizaron la distribucién de las hojas en el tallo como un reticulo de puntos en un
cilindro como se puede ver en la Figura 5.1. Observaron que en la distribucién helicoidal de
las hojas se pueden distinguir espirales primarias (generadoras) y secundarias, y -discrepando
con Schimper y Braun- aseguran que el angulo de divergencia mas habitual es irracional, exac-
tamente é (el limite de la serie Schimper-Braun), que corresponde a 137°, el llamado angulo
aureo y definido a partir de la sucesién de Fibonacci. Sin embargo, también observaron que hay
otros angulos habituales como 99°30”, o 77°57”, relacionados con las sucesiones 1,3,4,7,11, ...
y 1,4,5,9,14, ..., ambas construidas con la misma ley de recurrencia que la de Fibonacci.

4 Los modelos mas recientes

Esta seccion la vamos a dedicar a comentar algunos modelos del crecimiento de las semillas
en las flores, veremos que tanto matematicos, como fisicos y por supuesto biélogos han dado
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Figure 5.1: Modelo reticular de los hermanos Bravais

diferentes respuestas al hecho de que el crecimiento de las flores también esté ligado al miste-
rioso nimero ®. Como ya se ha comentado en la introduccion, al observar detenidamente las
semillas de un girasol o de una margarita es facil distinguir los paristiquios, una mirada con
mas detalle nos permite descubrir en la zona central de la flor un tejido indiferenciado formado
de abultamientos. Los botdnicos descubrieron que cada una de las partes de los frutos (las
pipas) que forman los paristiquios se desarrollaban desde esta zona central, a partir de los lla-
mados primordios. Numerando los primodios segiin su edad se forma una nueva espiral mucho
mas cerrada que la formada por los paristiquios y no visible a simple vista, la llamada espiral
generativa, como muestran las figuras 5.2 y 5.3 distinguimos dos espirales en sentido horario y
antihorario, contando el nimero de espirales en cada sentido obtenemos respectivamente 21 y
34, 34 y 55 u 89 y 144, siempre términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci.

Si definimos el dngulo de divergencia como dquel que forman dos primordios consecutivos (véase
figura 5.4), se observa que que dicho dngulo es constante. Veamos cudl puede ser este dngulo de
divergencia; si fuera, por ejemplo, un angulo de un cuarto de giro, 90°, nuestro girasol adulto
resultaria muy diferente al que conocemos ya que quedarian grandes espacio vacios entre las
semillas; de hecho, en este caso, el girasol tendria los frutos -las pipas- dispuestos en forma de
cruz. Algo similar ocurriria si el angulo fuera de un sexto de giro ,60°, ya que en este caso el
girasol tendria los frutos dispuestos en una rueda de seis radios. En general este razonamiento
nos lleva a concluir que, para que no haya grandes espacios vacios entre los frutos, el angulo
de divergencia no puede ser un multiplo racional de 360*. Luego el angulo de divergencia debe
ser un multiplo irracional de 360°, de hecho asi sucede pues, mediante una sencilla medicion,
se comprueba que es exactamente 360 divido entre el nimero aureo. La explicaciéon puramente
matematica de este fenémeno es que el nimero ® es, en un sentido mateméatico muy profundo,
el més irracional de todos los nimeros tal y como demuestra el teorema de Hurwitz (véase en
[9] el resultado original y en [1] una prueba sencilla del mismo). Hurwitz asegura que para
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Figure 5.2: Margarita con 21 espirales en sentido antihorario

Figure 5.3: Margarita con 34 espirales en sentido horario

ISSN 1988-3145 50

@MSEL



Volume 3, 2010. 51

1 mm
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Figure 5.4: Detalle de los primordios

todo nimero irracional «, existen infinitos racionales ’7'; diferentes que distan de alpha menos

que f5+q2; de hecho la constante /5 es ptima como se ve aplicando la acotacién al niimero

¢ (tomando o = %5 yA> V5 existe sélo una cantidad finita de irracionales tales que
| L L) E { 1 licacié itica de 1 ici6 de ¢
o — 5| < A_q2)' sta seria por tanto la explicacion matematica de la aparicion recurrente de
en el crecimiento de las flores; sin embargo, teniendo en cuenta que los girasoles no entienden
de algebra, intentemos encontrar una explicacion fisica.

Para explicar el porqué de la forma de espiral con angulo aureo que se observa en las flores debe-
mos entender primero como se generan los primordios que forman dichas espirales. El primero
en presentar un modelo del crecimiento de los primordios fue Hofmeister en 1868, para realizar
el mismo se basé en la idea de que los primordios aparecen a intervalos regulares en el espacio
méas grande disponible. Basandose en esta idea obtuvo espirales con angulo dureo. Durante
la primera mitad del siglo XX el matrimonio Snow confirmé y refiné las ideas de Hofmeister
(véase [11]), su hipdtesis era que s6lo aparece un nuevo primordio cuando hay un espacio su-
ficientemente grande, es decir que cada uno de estos primordios se desplaza radialmente hacia
fuera debido a la presion ejercida por los nuevos primordios que se van desarrollando, ademas
la velocidad de desplazamiento es proporcional a su distancia al centro, este hecho explicaria
el crecimiento logaritmico de las espirales.

Algunos anos mas tarde, en 1952, A. Turing presenta su trabajo Fundamentos Quimicos de
la Morfogénesis (cf. [16] y [15]), en él se plantea que un posible mecanismo de los genes de
los primordios puede determinar la estructura del organismo. Define la morfogénesis como el
conjunto de procesos que llevan a un sistema a tomar una forma concreta, y los morfégenos
como las sustancias responsables de setos procesos. A traves de unos sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales no lineales Turing realizo el siguiente modelo: partié de una tira de células
de manera que cada una de ellas sélo entra en contacto con las dos adyacentes. En cada célula
se sintetizan dos tipos de moléculas que interaccionan entre si y pueden difundirse a las células
vecinas. Modeliza cada célula como un punto que depende de dos variables (los morfégenos que
corresponden a un par de concentraciones quimicas). Turing demostré a través de este modelo
que la difusiéon y la interaccién no lineal podia generar un order macroscopico.

Recientemente un equipo de cientificos de la Université de Provence en Marsella liderados por
N. Rivier intentaron buscar otra explicacién matemaética a la aparicion de las espirales aureas en
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los girasoles. Tal y como explican en un publicacion aparecida en 1984 en el Journal de Physique

(véase [12]), disenaron un algoritmo matematico para modelizar las semillas de un girasol, y

observaron que con un angulo de crecimiento igual al dngulo &dureo, se obtienen estructuras

similares a girasoles reales. Su conclusién fue que los propios requisitos de homogeneidad y

auto similitud limitan de forma drastica las estructuras posibles siendo la espiral de angulo de
360

divergencia “3" la estructura ideal.

Sin embargo, como auguraba Turing, parece que hay mas razones que justifican esta dis-
tribucion, recientes experimentos realizados por L.S. Levitov en 1991 y por S. Douady e Y.
Coudier (entre 1992 y 1996) con campos magnéticos ofrecen una explicacién fisica a este
fenémeno. El experimento que Douady y Couder presentan en sus trabajos [0] es especial-
mente interesante: colocaron un plato lleno de aceite de silicona en un campo magnético que
era mas intenso alrededor del borde. Derramaron periddicamente gotas de un fluido magnético
que actuaban como pequenos imanes en el centro del plato. Como era de esperar, los pequenos
imanes se repelian mutamente a causa del gradiente magnético. Al observar la forma en que
quedaban los imanes, Douady y Couder encontraron patrones que eran oscilantes pero que,
en general, convergian a una espiral en la cual el angulo de divergencia era de nuevo %. Te-
niendo en cuenta que los sistemas fisicos usualmente encuentran el equilibrio en el estado que
representa la minima energia, del experimento de Douady y Coudier se deduce que la filotaxis

basada en el nimero ® simplemente representa el estado de energia minima.

5 Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos pretendido mostrar como un rama de la boténica, la filotaxis,
se ha ido entrelazando con distintas ramas de la matematica y de la fisica a lo largo del tiempo
conforme los cientificos intentaban encontrar explicaciones mas profundas sobre una cuestién
tan sencilla como el porqué de la disposicion de las hojas en un tallo. Sin embargo, nuestro ob-
jetivo no se reduce a repasar la historia, consideramos que los distintos modelos y explicaciones
que presentamos pueden ser de utilidad a la hora de responder a la inquietante pregunta, a
menudo escuchada en las aulas: jpara qué sirven las matematicas? Por otro lado, cabe destacar
la sorpresa que nos causé descubrir que actualmente existen varios grupos de investigacion mul-
tidisciplinares (formados por boténicos, fisicos y mateméticos) muy activos trabajando en la
filotaxis matematicas, lo cual abre también una via para posibles colaboraciones futuras.
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