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Resumen

El estudio tedrico y numérico de la aerodinamica no-estacionaria aplicado a un
perfil permite alcanzar el calculo de aquellas fuerzas que gobiernan su respuesta
temporal. Partiendo del fundamento teérico sobre el cual se sostiene la teoria
potencial no-estacionaria, se accede al planteamiento del esquema de resolucion
numérica aplicable a un perfil sometido a cualquier tipo de movimiento.

Resulta necesario determinar la validez del método numérico, llevandose a cabo
una comparacion con las soluciones analiticas a través del planteamiento de cuatro
casos de estudio. En los dos primeros, el perfil se encuentra bajo un movimiento
armonico, examinando su respuesta oscilante inicialmente en flexién y posteriormente
en giro. Asimismo, el tercer y cuarto estudio acontece al comportamiento del perfil
frente a un cambio instantaneo en el angulo de ataque y ante la entrada progresiva
de una rafaga tipo escalon.
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Introduccion

El estudio de la aerodinamica no-estacionaria se caracteriza por ser un campo
que encierra multitud de complicadas cuestiones. La extensamente conocida teoria
de flujo potencial admite un tratamiento no-estacionario, conduciendo a soluciones
analiticas de determinados problemas ante el cdlculo de las fuerzas que actiian sobre el
perfil. Igualmente, es comtn recurrir a esquemas numéricos que agilizan la resolucién
de dichos problemas y evitan tratar con enrevesados desarrollos simbdlicos. Siendo
necesario llevar a cabo una comparacién entre sendas soluciones a fin de determinar
las ventajas e inconvenientes de cada una.

En el capitulo 2 quedan presentados todos aquellos conceptos tedricos que se
consideran relevantes en relacién a la aerodindmica no-estacionaria de perfiles y
tratamiento de soluciones analiticas. Se introduce inicialmente aquella distincion
entre tipos de fuerzas, para proseguir con el planteamiento de la ecuacion diferencial
que gobierna el comportamiento del flujo potencial en el caso no-estacionaria. Quedan
establecidas aquellas singularidades a emplear durante los desarrollos realizados y las
condiciones de contorno que complementan la ecuacién de LaPlace. Asi pues, una
vez alcanzada la expresion analitica del coeficiente de presiones, se particulariza para
el problema de un perfil oscilando arménicamente, logrando obtener las expresiones
que definen la distribucion de torbellinos empleada para resolver el caso de estudio.

Como ha sido mencionado anteriormente, no solo se pretende brindar las soluciones
analiticas, sino que se desarrolla la implementacién de una resolucién numérica que
queda recogida en el capitulo 3. El conocido método de los paneles es particularizado
para el caso no-estacionario, aproximando la localizacién de los paneles a la linea
media del perfil y encontrandose éste sometido a un movimiento que condiciona su
respuesta. El esquema numérico utiliza los requisitos impuestos por la condicién de
conservacion de la vorticidad y del campo de velocidades sobre el perfil, asi como,
modela la influencia de la estela extendiendo la distribucion de torbellinos sobre la
misma. El resultado es un bucle de resolucién donde se evaliia tanto el paso temporal
como la discretizacion del perfil y el movimiento descrito por el mismo.



1. Introduccién

Por ltimo, los capitulos 4, 5, 6 y 7 recogen los estudios, en relaciéon a los calculos
de las fuerzas aerodinamicas, sobre un perfil en movimiento a través de los dos
métodos presentados: resolucién analitica y solucion numérica. Dicha comparacion
sirve de sustento para establecer la validez del esquema numérico empleado para la
resolucion de problemas de perfiles en el campo no-estacionario, desarrollandose las
expresiones de las soluciones analiticas para cuatro casos de estudio:

— Oscilaciones de flexion.
— Oscilaciones en giro.
— Cambio en el angulo de ataque.

— Comportamiento ante rafaga.

Primeramente, se afronta el estudio del comportamiento del perfil ante dos
movimientos armoénicos como son las oscilaciones de flexién y las oscilaciones en
giro, cuyo desarrollo tedrico ha sido introducido en el capitulo 2. Por otro lado, el
tercer y cuarto andlisis se centra en la respuesta del perfil ante entradas unitarias de
variaciones instantaneas en el angulo de ataque e intensidad de rafaga. Se emplean
entonces unas funciones que modelan el efecto integral de la funcién de Theodorsen
con la finalidad de alcanzar las soluciones analiticas. Para el caso concreto del cambio
brusco del angulo de ataque, se utiliza la funcién de Wagner, mientras que para el
comportamiento ante una rafaga discreta se recurre a la aproximacion de Kiissner.

El coeficiente de sustentacion resulta ser aquella magnitud a calcular para dichos
casos de estudio, siendo capaces de lograr su evolucion temporal y asi determinar
la exactitud de los resultados. Igualmente, y con respecto al esquema numérico
del método de los paneles, también se plantea la solucién numérica estacionaria en
aquellos casos donde presente cierta relevancia. El anexo A recoge aquel cédigo
empleado, tanto para la resolucion del caso analitico como del numérico mediante el
software de programacién Matlab.

No obstante, el hecho de que solo se disponga de resoluciéon analitica de los
cuatro casos planteados no significa que el método numérico se encuentre restringido
a dichas situaciones. El esquema es capaz de afrontar la resolucién de cualquier
tipo de geometria o comportamiento del perfil impuesto por el usuario, asi como
a no limitarse inicamente al calculo de la sustentaciéon. A pesar de ello, dado que
el principal objetivo es comprobar su precision y validez, es necesario plantear la
comparacion con la solucién exacta.

Una vez completados todos los estudios, se implementa una interfaz grafica que
permite al usuario resolver dichos casos de una forma facil e intuitiva. Presentando
tanto las resoluciones numéricas como analiticas en funcién de los parametros de
entrada que se deseen y permitiendo realizar comparaciones entre ambas. El anexo
B contiene toda la informacion referente a la interfaz del programa.



Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

El principal objetivo de la aerodinamica, tanto estacionaria como no-estacionaria,
es el calculo de las fuerzas que actian sobre el perfil. De forma que dichas fuerzas
puedan ser usadas para resolver el problema de la estabilidad aeroelastica estatica o
dindmica.

En el analisis estético, se considera que los términos de aceleraciones y velocidades
son despreciables, haciendo uso de las hipdtesis planteadas por la aerodinamica
estacionaria para alcanzar la expresion del coeficiente de presiéon. Sin embargo,
cuando el perfil entra en movimiento, la interaccién con el medio fluido genera un
cambio en las fuerzas involucradas, dando lugar a una variacion del coeficiente de
presion en funcion del tiempo. Este fenémeno supone que dicha expresién no dependa
unicamente de la situacion del perfil, sino también de su velocidad y aceleracion.

Las fuerzas aerodinamicas a evaluar pueden separarse en dos tipos dependiendo
de su naturaleza: las denominadas cuasi-estacionarias y las fuerzas que aparecen
como consecuencia del efecto de la estela tras el perfil. Se detalla a continuacion las
particularidades presentadas por cada una de ellas.

— Las fuerzas procedentes del comportamiento cuasi-estacionario son originadas
por el movimiento relativo de los puntos del perfil respecto del fluido. Se
plantea entonces el ejemplo de un perfil con angulo de ataque « fijo e inmerso
en un fluido de velocidad horizontal U,,. Pudiendo moverse como un sélido
rigido en oscilaciones verticales de amplitud h(t) que no involucran ningin tipo
de giro.

La velocidad vertical de los puntos que componen el perfil es h(t) hacia abajo,
por lo que la velocidad relativa del fluido al perfil resulta ser la misma en
magnitud pero opuesta en sentido. Atendiendo a la composicién vectorial de
velocidades, este suceso induce un determinado angulo de ataque.

- h2
Uez\/Ugo—i—hz:Uoo 1+U72%UOO (21)



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

La ecuacién 2.1 muestra el desarrollo de la velocidad resultante incidente,
teniendo en consideracién tanto la componente horizontal (velocidad de vuelo)
como la vertical (movimiento relativo del perfil). No obstante, debido a que
la velocidad de vuelo es asumida notablemente superior a aquella inducida
por el movimiento del perfil, puede aceptarse, de manera aproximada, que la
magnitud total es aquella mostrada por la velocidad de vuelo.

Por otro lado, el factor de mayor relevancia reside en el tratamiento del angulo
de ataque. Originariamente, el perfil presenta un angulo de ataque « respecto
de la horizontal, sin embargo, ahora muestra un nuevo angulo de ataque debido
a la composicion de velocidades y al movimiento descrito por el perfil.

h h
= a+ ArcTan | =) ~ a4+ — 2.9
a. =a+ Arc an(Uoo> a—iono (2.2)

Este fenémeno puede observarse a través de la figura 2.1.

:

Pe, £y

(a) Movimiento del perfil (b) Composicién de velocidades

Figura 2.1: Ejemplo de apariciéon de fuerzas cuasi-estacionarias

La fuerza de sustentacién también queda modificada de acuerdo con el nuevo
angulo de ataque. Dependiendo ahora de la posicion del perfil y de la velocidad
vertical, véase ecuacion 2.3.

1 1 h
L= 5 Poo U2 SCp, ac(t) = 5 Peo U2 SC, <Uoo> (2.3)

A través de este ejemplo, queda recogida la versién mas simple de las fuerzas
aerodinamicas cuasi-estacionarias. En un caso general, ademéas de un desplaza-
miento vertical, el perfil también puede experimentar un giro. Siendo alterada
la expresion de la sustentacién y mostrando una estructura mas compleja.



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

— Las fuerzas derivadas del efecto de la estela del perfil necesitan un tratamiento
mas especifico. Primeramente, cabe recordar que el balance de circulacion
total en el campo fluido debe ser nulo. De forma que cuando el perfil se mueve
perpendicularmente al fluido, se desencadena una alteracion de la circulacién
del perfil.

Con la finalidad de que la vorticidad se mantenga constante, se generan
instantaneamente unos vortices en el borde de fuga del perfil. Tales vortices
producen una distribuciéon de vorticidad en la estela, modificando el coeficiente
de presion sobre el perfil y consecuentemente la circulacion global. Cabe aclarar
que para compensar el desequilibrio propiciado por el movimiento del perfil, el
sentido de los vortices de la estela debe ser opuesto a aquel presentado por el
vortice del perfil.

De manera mas especifica, los vértices presentan una estructura armoénica
cuando el movimiento del perfil es de dicho tipo, viajando desde el perfil hasta
el infinito por el efecto de la velocidad de vuelo. Asi pues, la distancia entre
vértices depende fundamentalmente de su frecuencia y de la velocidad de vuelo,
conociéndose al conjunto de torbellinos con el nombre de calle de Von Karman.

Al efecto producido por la vorticidad en la estela se le denomina no-estacionario
para diferenciarlo del cuasi-estacionario tratado en el punto anterior.

Se justifica entonces la importancia de disponer de los medios para la obtencion
de las fuerzas que actian sobre el perfil, dado que a partir de ellas es posible acceder
a estudios mas profundos entorno al comportamiento del perfil. A lo largo de
las siguientes secciones se muestra aquella teoria potencial particularizada para el
tratamiento de perfiles.

2.1. Teoria potencial linealizada de perfiles en régimen in-
compresible

2.1.1. Potencial no-estacionario

En régimen incompresible, tanto estacionario como no-estacionario, la ecuacion
diferencial que gobierna el potencial de velocidades es la de LaPlace:

D 9%

2
o — 2 - 2=
v or? 022

=0 (2.4)

La Ec. (2.4) se caracteriza por ser una ecuacion lineal en derivadas parciales
de segundo orden, cuya solucién puede ser alcanzada a través de la combinacion
lineal de otras soluciones. Este hecho es de gran relevancia y permite reproducir
un determinado comportamiento del campo fluido mediante lo que se conoce como
suma de flujos elementales.



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

Con el proposito de obtener soluciones analiticas aproximadas de la ecuacién de
LaPlace se usa el principio de perturbacion, fundamento de la denominada teoria
potencial linealizada de perfiles que tiene su versiéon en el campo no-estacionario.
Este principio se establece en la ligera variacién de la geometria del perfil respecto de
su situacion inicial, significando este hecho que las nuevas lineas de corriente cambian
de forma suave y proporcional con respecto a la magnitud de la perturbacién.

Inicialmente, antes de que aparezca el perfil, el potencial es debido al flujo
elemental horizontal Uy, es decir, ®,, = Uy x. Por otro lado, la geometria del perfil
se obtiene a partir de la definicién de unas cotas z = f, (z,t) que en general son
funcién de la posiciéon y del tiempo.

Esta geometria siempre se puede descomponer en una parte independiente del
tiempo, o estacionaria zs (x), mas otra componente que puede desplazarse y en
consecuencia resulta ser no-estacionaria z, (x,t). Dichas funciones geométricas se
consideran como pequenas perturbaciones matematicas de la situacion inicial, por lo
que cada una de sus componentes es proporcional a un parametro de perturbacion
dado. La geometria queda definida simbdélicamente como:

z = fpla,t) =25+ 2y = € fs () + v fu (x,1) (2.5)

donde €, ¥ < 1 son los parametros de perturbacién. Los subindices s y « hacen
referencia a la parte estacionaria (steady) y no-estacionaria (unsteady). Asi pues,
la naturaleza de los pardametros de perturbacion es diversa, abarcando desde un
pequeno angulo de ataque hasta la relacién espesor/cuerda de un perfil, y siendo
todos ellos muy inferiores a la unidad para garantizar que la soluciéon obtenida se
aproxime a la exacta. En la figura 2.2 se recoge la representacion de cada una de las
componentes geométricas.

A
Y
A
Y

Perfil con movimiento no-estacionario
fu(x t) (su posicion varfa con el tiempo)

| t=trAt

>
>

U,
—
—
—
—

z(zt)=f (z,t)

Perfil estacionario (posicion fija en el tiempo)

Figura 2.2: Definiciéon geométrica ante comportamiento estacionario y no-estacionario



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

La consecuencia mas importante es que el potencial total se puede expandir en
términos de los parametros de perturbacién como cualquier otra funcién de dos
variables, reteniendo los términos lineales y despreciando los de orden O (v?), O (€?),
O (ev) y superiores:

O (z,2,t) ® Do + €Dy (2,2) + v Dy (2,2,t) =Usx + ¢ (x,2) + ¢ (x,2,t)  (2.6)

donde ¢ = € P, y ¢ = v P, son los potenciales de perturbacion estacionarios y no-
estacionarios respectivamente, que pasan a ser incognitas del problema. Para obtener
las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento de los potenciales de
perturbacion es necesario introducir la expresion (2.6) anterior en la ecuacién del
potencial (2.4) y separar en funcién de € y v:

V20 = V0, + v V?®, =0 (2.7)

La ecuacion anterior debe ser véalida para cualquier valor de € y de v, por lo que
necesariamente debe cumplirse que:

Problema estacionario — V?®, = 0 (2.8)

Problema no-estacionario — V?®, =0 (2.9)

Aunque ambos problemas verifican la ecuaciéon de LaPlace, en el caso no-
estacionario interviene la variable tiempo como parametro. Fisicamente se observa
que el flujo se adapta instantaneamente a los cambios en el perfil al no aparecer
derivadas temporales en la Ec. (2.9). No obstante, el hecho de que en las condiciones
de contorno surjan derivadas temporales, y que el coeficiente de presiones dependa
de la variacion del potencial, hace que el tiempo sea considerado una variable en la
solucioén final.

Teniendo en cuenta que los parametros de perturbaciéon no dependen de las coor-
denadas, las ecuaciones (2.8) y (2.9) se pueden poner en términos de los potenciales
de perturbacién:

Problema estacionario — V?¢ = 0 (2.10)
Problema no-estacionario — VZp =0 (2.11)
Una vez ha sido expuesto el desarrollo del potencial en su vertiente estacionaria y

no-estacionaria, se establecen aquellas condiciones de contorno que deben acompanar
a la ecuaciéon diferencial.



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

2.1.2. Condicién de contorno en el perfil

En todo instante se debe verificar que el perfil es una superficie fluida, la cual
puede cambiar de posicién e incluso de forma, pero debe mantener la condicién de
linea de corriente durante dicho movimiento. Partiendo de la definicién del perfil
mediante la ecuacién implicita F' (z,z,t) = z — f, (z,t) = 0, en todo punto de la
forma (z, z) = (x, f, (x,t)) debe verificarse que:

DF  OF

En vista de alcanzar la expresion de cada componente de la Ec. (2.12), primera-
mente se calcula el vector velocidad en los puntos del perfil:

VO(z, fp(x,t) = @ (x, fp (x,8) i+ D, (z, f, (z,8)) k (2.13)

El desarrollo del mismo puede llevarse a cabo utilizando series de Taylor en (e, v)
alrededor del origen:

Dy (2, fp (2,1) = Us + € Py (v, fs + v fu) + v Qo (x,fs + v fu)
=Uy + €D, (2,0) + v P, (2,0) + O(?)

(
(
Q, (z, fp(x,t) =Uso + €Dy (x,efs +vfy) + v Py (2, efs + 1V f1)
=Uy + €, (2,0) + v, (2,0) + O(e?)

(2.14)

donde O (¢g) simboliza todos aquellos términos que sean del orden O (¢) y O (v) o
superiores, mientras que O (£2) simboliza los que sean de los 6rdenes O (¢€?), O (1?)
y O (ev) o superiores. El pardmetro € puede interpretarse como el mddulo del
vector bidimensional de perturbacion. El vector velocidad toma entonces el siguiente
aspecto:

VO = [Uy + €@y, (2,0) + v Py, (2,0), €Dy, (2,0) + v Dy, (2,0) ] (2.15)

Para completar la Ec. (2.12) es necesario calcular:

OF  0f,(mt) D 2
_ |9 O | (9 | | _ 9 0%
VF = % B +1|= 9 1| = 5y "V ar 1 (2.17)
Vo.-VF = —¢ Uooafs - VUOO% +€e®;, (2,0)+v P, (2,0) (2.18)

ox ox



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

Desarrollando la Ec. (2.12) con los valores alcanzados en las Ecs. (2.16) y (2.18)
se logra plantear aquella expresion de la condicién de contorno sobre el perfil en
términos de los parametros de perturbacion:

DF oF
0= D= TVEVE 019)
_ COfu . Of AN
. ((I)W (x,0) 5 Us 8x> +€ (@s,z (,0) — U 6x>

Identificando términos en € y v se obtiene la forma operativa, tanto para el
problema estacionario como no-estacionario, en funcién de la forma del perfil:

d
Problema estacionario — 02, = Uy ofs (2.20)
0z |,_, oz
. . 0P, O fu 0f.
Probl -est = Uso 2.21
roblema no-estacionario — —- T + o (2.21)

En términos de los potenciales de perturbacion ¢ = e®, , ¢ = v®, y de la
geometria del perfil perturbado z; = € fs(x) v 2, = v f, (z,t), las condiciones
anteriores son equivalentes a:

0 0z
Problema estacionario — 99 = UOO—Z (2.22)
02| __, Ox
9] 02y 0zy
Problema no-estacionario — 8—5 » = a—zt + Uooé (2.23)

2.1.3. Condicién de contorno en el infinito

Muy lejos del perfil, el potencial debe mantenerse igual al que existe antes de la
perturbacién debido a que ésta afecta inicamente a una zona localizada alrededor del
entorno finito del perfil. Matematicamente, esta condiciéon de contorno se presenta
como:

lim @ (z,2,t) =P =Usx (2.24)
22+22—00
A lo largo del planteamiento del problema no se impone la condiciéon de contorno
en el infinito, ya que se encuentra implicitamente en las singularidades del tipo
torbellino, pues el efecto de estos flujos elementales se atenta con la distancia.



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

En funcién de los potenciales de perturbacion:

lim ¢ (z,2)=0, lim  ¢(x,2,t) =0 (2.25)

z24+22—00 242200

2.1.4. Condicién en la estela. Hipdtesis de Kutta

Antes de traducir a simbologia la condicion de Kutta en su version no-estacionaria,
cabe repasar su version estacionaria. En un movimiento estacionario, la condicion de
Kutta permite obtener una soluciéon matemética compatible con las geometrias que
presentan borde de salida anguloso en los perfiles.

A
4
N

Figura 2.3: Condiciéon de Kutta aplicada en la estela

Considerando los puntos 1 y 2 que se encuentran justo en el borde de salida x = b.
En el caso de aplicar el principio de Bernoulli entre 0 y 1 por un lado, y entre 0 y 2
por otro se alcanza:

1 1
Ve P _ SV + P (2.26)
1 1

Ve P _ SVE+ P2 (2.27)

Restando las Ecs. (2.26) y (2.27):

1V‘f+ﬂzlv22+p—2 (2.28)
2 Poo 2 Poo
Ahora bien, en el punto z = b* (inmediatamente a la derecha del perfil) no
hay salto de presiones entre intradés y extrados p; = ps debido a que la estela se
caracteriza por ser uniforme. Esta condicién se traduce en que los médulos de las
velocidades deban ser iguales Vi = V5 para lograr dicha situacion.

10



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

Si la geometria del perfil tiene un borde de fuga anguloso, un mismo punto (borde
de salida) tendria dos velocidades con distinta direcciéon y no es posible, se impone
entonces la condiciéon de punto de parada V; = V5, = 0. Por otro lado, si el borde es
suave, es decir, intradés y extradés acaban con la misma pendiente, puede darse que

Vi#0y Vy #0, siendo V; = V5.

En teoria de pequenas perturbaciones, la condicion de Kutta puede relajarse e
incluso con bordes angulosos ser la velocidad en el borde de salida distinta de cero.
Eso si, en dicho punto las componentes horizontales deben ser iguales. Desarrollando
la Ec. (2.28) con la condicién p; = ps, tratando primeramente las velocidades:

2
‘/12: <85¢;1> :(UOO+¢1,1>2:Ugo+2Uoo¢z,1+O(€2> (229)
V2= (922) Z (U 4 dua = U2+ 2Udhs + O (€ 2.30
2 — ax - 00 z,2 — V> ocoWax,2 6) ( )

Se puede observar que el resultado obtenido de formular la condiciéon de Kutta es:

_ 0¢
d)m,l - ¢r,2 — %

_ 99

= o (2.31)
+

2=0 2=0"

Impuesta la condicién en el borde de salida, se verifica la misma condiciéon en
todos los puntos de la estela sin mas que aplicar el principio de Bernoulli de nuevo
debido a la homogeneidad de la misma.

En movimiento no-estacionario, la hipotesis de Kutta resulta equivalente a aplicar
el principio de Bernoulli en cualquier punto de la estela, junto con el hecho de que el
salto de presiones es nulo. La diferencia fundamental con el movimiento estacionario
reside en que las componentes horizontales de la velocidades pueden ser diferentes,
pues el balance global puede ser compensado por la componente no-estacionaria del
potencial ®; = ;. Usando la ecuacion de Bernoulli no-estacionaria entre los puntos
1 y 2 localizados en x > b se alcanza:

1 1
Pr1t g Vit + A pra+ 5 Vi + 22 (2.32)
Poo 2 o0
Para esta situacion, la velocidad responde a:
2 iy ’ o 2 _ 1712 2
P 2
Vi = (5’;) — (U + 922)? = U2 +2Uncpun + O (1) (2.34)

11



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

Introduciendo las Ecs. (2.33) y Ec (2.34) en la Ec. (2.32) y simplificando:

Pt,1 + Uoo Pz,1 = Pt,2 + Uoo P2

22 20
0

ot ox

” o (2.35)
ot ox Lot

Tras desarrollar, en la siguiente subseccion, la expresion del coeficiente de presiones,
puede observarse que la ecuacién anterior es equivalente a imponer Ac, (z,t) =0 en
cualquier punto de la estela x > b.

2.1.5. Coeficiente de presiones

El objetivo final es obtener el balance de presiones en el perfil y por tanto, las
fuerzas debidas al flujo no-estacionario. Suponiendo el problema resuelto, de manera
que el potencial es conocido (al menos sus derivadas temporales), para el calculo de
la presién p (z, z,t) se evaliia la ecuacién de cantidad de movimiento (principio de
Bernoulli en su versién no-estacionaria) en un punto cualquiera del campo fluido:

0P 1 p(r,2,t) UL | Do
4+ = (VO -VO) 220/ 0 4 20 2.36
5 T35 ( )+ . > T (2.36)
Despejando la presion se tiene que:
1 0P 1

En problemas de aerodinadmica, la presiéon se presenta de forma adimensional
.. . . . 1 2 .
usando como presién de referencia la considerada dindmica ¢o = 5 poo US,. Asi, se
determina el coeficiente de presiones:

e (T, 2,1) =

Goo U%

5% 3 (2.38)

Para obtener el coeficiente de presiones en el perfil se debe evaluar la expresion

anterior en los puntos con aspecto (z,z) = (z, f, (z,t)) y desarrollar en serie de
Taylor en los parametros de perturbacion:

e (x, fp(2),t) =cp (x, e fs + 1 fu, t)

dc, (2.39)

€+ -

Oc
=c,(2,0,t) + =2 5

2
5e v+ O(e7)

e=0

e=0

12



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

donde € = 0 hace referencia a ¢ = v = 0 y es equivalente a evaluar las expresiones
en z = 0. Tratando cada uno de los términos de la Ec. (2.39) de manera individual:

2 0od 1 2 U?
o0 e=0 o0

debido a que:

d
%t:o, Vo .-Vo =U2 +0(s?) (2.41)

Por otro lado, teniendo en cuenta la definicién del potencial como ® = Uy x +
e P, + v P, se tienen las siguientes igualdades:

0P
) =0)=— =
(e=0) oc|_, s(z,0)
0P
d,(e=0)=— = ®,(x,0,t
de=0)= G = a0
oV .
Vo, (c=0)= V2 U, (2,0)= 0., i+ Dk (242)
de |__,
ovVo
Vo, (c=0) = VP by (r,0,6) = Byait B,k
o |__,
Vo (e=0)=U_i
Resulta ahora posible evaluar:
dc, 2 [00, 2 00,
Zr - __= J b, VP |=——"- 2.43
Be |__, U;_at+v7V] U 02 |, (2:43)
dc, 2 [00, 2 | 09, 0P,
) = - ’ Vb, VO | = —— o —— 2.44
|~ oz VY ] U&[@t* axLo (2.44)

Reemplazando, la aproximacion de primer orden del coeficiente de presiones sobre
el perfil adquiere el aspecto:

2¢ 09,
Uy Oz

¢ (2,0,t) = (2.45)

27V 8¢“+U @
vz | ot % |,

z=0

13



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

La expresion anterior debe evaluarse en el intradés (z = 07) y en el extradds
(z = 0™) para calcular el salto de presiones en el perfil y en consecuencia, el coeficiente
de sustentacion. Asi, en términos de potenciales de perturbacion estacionario y
no-estacionario se tiene:

2 96 2 [0y 9]
Intradé i(2,0,t) = ——— =~ T 0
ntradés — ¢, (7,0,1) U Ox| _,. UZ | Ot " x|, _o- (240

2 96 2 [0p 0]
Extradd (2,0, ~ —— 27 —— | =+ Up— 2.47
xXtrados — Cp, (z ) U, Oz ot U2, _at + 8x_z:o+ ( )

Finalmente, el coeficiente de presiones sobre el perfil:

ACp (x’ t) fry pri — Cp,e (248)

En el caso de que Ac, > 0, la fuerza localizada en el punto de coordenada z tiene
sentido +z positivo hacia arriba.

Resumen:

A lo largo de esta seccion ha sido planteada la ecuacién de LaPlace, la cual
gobierna el potencial en régimen incompresible (estacionario y no-estacionario). No
obstante, el hecho de que sea lineal no significa que se pueda aplicar directamente
el principio de superposiciéon, pues ni la condiciéon en el perfil ni la expresion del
coeficiente de presiones presentan una forma lineal en .

Ante tal problematica, el método basado en pequenas perturbaciones ha permitido
linealizar tanto las condiciones de contorno como el coeficiente de presion en vista
de poder aplicar dicha superposicion de soluciones elementales. De forma que
las condiciones matematicas que debe cumplir el problema no-estacionario son las
siguientes:

Ecuacion diferencial — V¢ =0

0 02y 0zy
Cond. contorno sobre el perfil — ad — T + Uc,oi
0z o ot ox
z= (2.49)
Cond. contorno en el infinito — lim ¢ (z,2,t) =0
224223500

Condicién de Kutta — Ac, (z,t) =0, z>0b, t>0

[gualmente, se logra alcanzar la expresion caracteristica del coeficiente de presiones
sobre el perfil:

2 [9 )
& (2.0,8) = —— laf* Ooaﬂ ) (2.50)

14



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

2.2. Distribucion de torbellinos potenciales no-estacionarios

Dado que la ecuaciéon diferencial que gobierna el problema no-estacionario es
idéntica a la del problema estacionario, la superposicion de soluciones elementales
tipo torbellino para los problemas denominados asimétricos, o de sustentacion, y
manantiales-sumideros para los problemas simétricos, o de espesor, resulta valida.

Las diferencias fundamentales con el problema estacionario resultan ser dos: (1)
la distribucién resultante depende del tiempo y (2) la distribucién de torbellinos no
se limita tnicamente al perfil, sino que se extiende a la estela como consecuencia de
la aplicaciéon de la condicién de Kutta.

Se considera por tanto el problema aerodindmico del movimiento no-estacionario
de un perfil que viaja con una velocidad U, y cuyas coordenadas vienen dadas por
z =z, (x,t). En tal caso, de acuerdo con los razonamientos y desarrollos mostrados
en la seccion 2.1, y recuperando la Ec. (2.6) en versién no-estacionaria, el potencial
queda definido como:

O (z,2,t) = Uz + ¢ (2,2,1) (2.51)

El potencial anterior crea un campo de velocidades descrito por las componentes
Ul(x,z,t) = Usp +u(z,2,t) y Wz, 2,t) =w(x,z1), siendo u y w las velocidades
debidas al potencial de perturbacién.

La solucion del potencial de perturbacion viene dada entonces por una distribucién
de torbellinos v (z,t) establecidos en el intervalo —b < z < 0o que es considerada
la incégnita del problema. Conviene entonces presentar vy (x,t) como una funciéon
a trozos, denominando 7, (z,t) a la distribucién dentro del perfil y v, (z,t) a la
correspondiente a la estela.

0 —xo<xr<-b
v(x,t) =< v, (x,t) —-b<xz<b (2.52)
Yo (x, 1) b<z <00

La velocidad vertical en un punto cualquiera del perfil debida a la distribucion de
torbellinos se denota por w, (z,t), y a partir de las condiciones de contorno adquiere
el aspecto:

B % Oz 0z,

Wg (l’,t) = 92 ) E + Uoo% (253)

=0

Por otro lado, dado que el potencial de perturbacién ¢ (z,z,t) se encuentra
originado por la distribucién de singularidades, la velocidad w, (z,t) se puede calcular
superponiendo las velocidades debidas a toda la distribucién.

15
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Lo~ t Lo alnt Lo (rt
wa<x7t):_7/ ’Y(r’)dT’:—/ Lr)dr_i Md?”
2T Jr=—co xT—T 27 Jr=—n x—T 27 Jr=b T —7T
(2.54)

donde 7 representa la coordenada con origen en x = 0 del punto donde se localiza
el torbellino «y (r,t) dr y x la del punto donde se evaltia la velocidad vertical. En
adelante, la variable r dentro de las integrales tiene el mismo papel que la coordenada
x, pero al tener que convivir con ésta ultima es preferible usar este tipo de notacién
para evitar confusiones.

La funcién w, es perfectamente conocida a través de la condicién de contorno en
el perfil y el valor de z, (x,t). Las incognitas v, y 7., deben extraerse resolviendo la
ecuacién integral (2.54) con la informacién adicional que ofrece la condicién de Kutta,
la cual permite relacionar las dos partes de la distribucion de intensidad de torbellino.
Previo a realizar dicha accion, se recuerdan ciertas definiciones a considerar.

Circulacién: Dada una distribucién de torbellinos de intensidad v (x,t) situada
en el intervalo —b < x < oo, la circulacién del problema no-estacionario se define
como la intensidad total de la distribucién en el intervalo (—b, z):

T

[ (z,t) = /T:_b v (ryt)dr (2.55)

Por definicién, la integral anterior es igual a §.V dr, donde C' es cualquier
curva cerrada dentro del dominio fluido que contenga el tramo —b < r < x de la
distribucion de torbellinos. La circulacion en un punto x > b se puede descomponer
en:

H%Q:K%WWMM+K1%mwm:R@+M@ﬁ (2.56)

Relacién entre distribuciéon de torbellinos y potencial: A partir de la
definicion de circulacién se puede deducir una relacion entre el salto local de veloci-
dades horizontales y la intensidad de torbellinos. Operando:

’Y(l’,t) = —Au (x70i7t) = _AQOI (ma0i7t> - gi

9

— 2.57
z=01 Ox ( )

z2=0"

donde u es la componente horizontal de la velocidad de perturbacién producida
por ¢. En [6] se puede encontrar una explicacién sencilla e intuitiva.
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2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

Relacién entre circulacién y potencial: Entrando con la Ec. (2.57) en la Ec.
(2.55) se llega a aquella relacién directa entre circulacion y salto de potencial:

x x 0
F(x,t):/ by(w,t)dr:/ b(; )dr
r=— r=— —0—

= [@(@,0%,8) = @ (=b,0",1)] = [@(2,07,) — ¢ (=b,07,1)]

_ 9
or

z=0t

(2.58)

= AQO (_b7 0i7t) - AQO (.T, 0i7t> - _AQO ($’0i7t)

Se tiene en consideraciéon que el término Ay (—b, 0%, ¢) resulta nulo al quedar
fuera del perfil y libre de singularidades, garantizando la continuidad entre intradés
y extrados.

Teorema de la circulaciéon de Lord Kelvin: En un fluido no-viscoso incom-
presible, la circulacién alrededor de una curva cerrada que se mueve con el fluido
permanece constante en el tiempo, quedando recogida dicha condicion a través de:

Dr or o0 9r 0o or
— =t ——+——=0 (2.59)
Dt ot Ox dxr 0z 0z

Si en alguna zona del fluido se produce una variaciéon de la circulacion, ésta se
compensa por el aumento de la vorticidad en otra zona para que la circulacion global
se mantenga igual a la inicial. Esta condicién se visualiza de forma mas directa al

plantear el esquema de resolucién numérica en la seccién 3.3.

Una vez han sido presentados los conceptos que relacionan la circulacién con la
intensidad de la vorticidad, es posible aplicar la condicién de Kutta. Cabe recordar
que previamente se habia alcanzado que el salto del coeficiente de presiones en la
estela es nulo:

0 = Ac, (2,t) =

2 PA‘P M@] (2.60)

2 | T

Por otro lado, las derivadas del salto del potencial aparecen cuando se calculan
las derivadas de la circulacion:

ar o e o e 00\ oag
a9 e IAL
dr o /,«:,b V(@ t)dr = —=5 " (2.62)
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Sustituyendo en la Ec. (2.60) se obtiene:

or or

- = > .
5 tTUsz- =0, 220 (2.63)

La ecuacién (2.63) se conoce como ecuaciéon de adveccion, y controla el proceso
de transporte de un campo escalar en un fluido de velocidad U,. En el caso
particular expuesto, la magnitud fisica transportada es la circulacion generada como
consecuencia del movimiento del perfil, que se desplaza en forma de torbellinos en
la estela corriente abajo. Es interesante comprobar que también la distribuciéon de
torbellinos en la estela es gobernada por la Ec. (2.63). Teniendo en consideracién
que g—l; =Y (x,t) en & > by derivando respecto de x:

0T oI OV 0w
gior TV =0 7 5 U

—0 (2.64)

Ecuacién que de nuevo pone de manifiesto el desplazamiento de la intensidad de
los torbellinos corriente abajo a medida que se van generando como consecuencia de
la variacién en circulaciéon del perfil. Afrontando la explicacién de una forma mas
concisa, dado que I', varia, deben aparecer torbellinos con la finalidad de que la
vorticidad global permanezca constante y la circulacion del campo fluido nula. De
hecho, particularizando la Ec. (2.63) en 2 = b. Por un lado, derivando respecto del
tiempo y evaluando en z = b se tiene:

Or (b,t) dr, or(bi)
o a0 or  w(®t) (2.65)

Y tras sustituir se alcanza:

dr’,
dt

4 Uy (b,1) =0 (2.66)

Considerando en la ecuacion anterior que Uy, ~ dx/dt:

dl'y = =7 (b, 1) dx (2.67)

Esta tltima expresién es muy importante para comprender el fenémeno fisico
no-estacionario en perfiles. Se establece que cualquier variaciéon en la circulacion
del perfil se traduce en la apariciéon de un torbellino de intensidad ~, (b,t), con
sentido contrario en el borde de salida del perfil, el cual viaja corriente abajo con
una velocidad Uy.

Tras comprobar la interpretacion fisica del fendmeno de transporte de la circulacién
en un perfil en movimiento, se pasa a obtener aquella solucion analitica. Para ello,
se asume que el movimiento del perfil es arménico de frecuencia w. Asi, la ecuacion
del perfil se puede expresar como z, (z,t) = z, e'“*. Como consecuencia, todas las
variables de respuesta son también armonicas.
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Wy (x,t) = w, () et T (z,t) = f‘(x) piwt

= iwt = iwt (268)
Ya (T,) = Ya (T) € ;Yo (T,1) =Y () €
Introduciendo la forma arménica en la Ec. (2.63) se tiene la ecuacién diferencial
de primer orden:

. dr
iwl (z) + UOO@ =0, >0 (2.69)

~ La cual se completa con la condicién de contorno T (b) = T, siendo T, (¢) =
I, e**? la circulacion en el perfil. La resolucién de la ecuacién diferencial ofrece como
resultado la amplitud de la circulacion:

[(z)=T,e" T (#=0) (2.70)

Y por tanto, la propia circulaciéon puede expresarse como:

T (z,t) =T (z) €“! =Tye tx e To F7Ux0) (2.71)

De manera méas compacta:

I(X,t)=T,e %, X=2-b0>0 (2.72)
donde se ha introducido la coordenada relativa X = x — b, cuyo origen se
encuentra en el borde de fuga del perfil, y la magnitud adimensional x = [‘}’—i

conocida como frecuencia reducida. La frecuencia reducida tiene gran importancia en
el comportamiento no-estacionario del conjunto fluido-perfil, pues va a controlar el
efecto sustentador que sobre el perfil ejerce la distribucion de torbellinos de la estela.
El significado fisico es muy intuitivo, y atendiendo a su expresion, es proporcional a
la razén entre dos tiempos caracteristicos:

Traso Wb 2b 27
= = Taso = 77 Toci = 2.73
" g Toscil Uoo ’ P Uoo : W ( )

donde el tiempo de paso es aquel que tarda una particula en recorrer el perfil,
mientras que el tiempo de oscilacion es el que emplea el perfil para completar un
ciclo armonico.

Derivando la Ec. (2.72) respecto de x se obtiene la distribucién de torbellinos en
la estela:

Yo (X, 1) = Tra(t)e—mf , X=2-b>0 (2.74)
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Teniendo en cuenta que:

— T, (t)= —iwl, e = — (2.75)
Puede finalmente escribirse:

1 dr, . x

- ___ __° —1R 5 — _ > .
Yo (X, 1) i dte v, X=2-b>0 (2.76)

Antes de proseguir, se presentan ciertas conclusiones en relacién al comportamiento
del campo fluido y resolucién del problema analitico:

— Elvalor de T, (t) = I', €*“* todavia no es conocido. Posteriormente es calculado
a partir del valor de la distribucién de v, (x,t) sobre el perfil.

— Los torbellinos en la estela se comportan como una onda senoidal que se genera
en X = 0 por el efecto del perfil, la cual se desplaza corriente abajo a una
velocidad U,,. Destaca el hecho de que la funcion 7, verifica la ecuacién de
ondas unidimensionales:

0* Yy 0* Vi
R S (2.77)

— El periodo de la onda es inversamente proporcional a la frecuencia reducida.
Llamando X, al periodo del senoide se tiene que: X, = 277”’

— La amplitud de la onda es directamente proporcional a la frecuencia reducida
a partir de la interpretacion de la Ec. (2.74). Resulta andlogo considerar que
es directamente proporcional al cambio de circulacion en el perfil segin la Ec.
(2.76). Llamando A, a dicha amplitud:

(2.78)

En cualquier caso, ambas interpretaciones son equivalentes pues una alta fre-
cuencia en la oscilacion del perfil induce cambios muy réapidos en la circulacion.

— Es posible intuir que la influencia de la estela de torbellinos disminuye cuanto
menor sea la frecuencia reducida, dado que por un lado decrece la amplitud
y por otro la frecuencia de la onda, lo que implica una menor energia. Al
contrario, valores elevados de x derivan en una mayor amplitud de la distribucién
Y (x,t) y ademés que se incremente la frecuencia de alternancia entre los
torbellinos. Ambos fenémenos en conjunto suponen un mayor peso de las
fuerzas aerodinamicas no-estacionarias causadas por la estela.
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2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

A partir de este punto se continia con el desarrollo en vista de conocer las expre-
siones de intensidad de torbellinos tanto en la estela como en el perfil. Introduciendo
la variable adimensional £ = /b, la amplitud de la distribucién de torbellinos en la
estela 7, (§) se reescribe como:

T (€) = —Ty e @D | £ >1 (2.79)

Con el resultado anterior, ya se dispone del valor (a falta de conocer r «) de la
contribucién asociada a la estela de la Ec. (2.54), que determinaba la velocidad
vertical del perfil, la cual es mostrada eliminando aquellos términos € y usando las
coordenadas adimensionales £ = z/b y n = r/b como variables de integracién:

_ Lt et L G () e
T M = mCURE ) My il
(

0 = - [ gy L 20y,

21 Jp=—1 £ —n 21 Jp=1 £ =1
(2.80)
Lt 3.(n) 1 (m >/°° et
- d T 71‘\@ 1R d
2%/77_—15—77 77+27T boof n=1 §—1 K
1 1 %(77) ~
= _ d G —1<EC1
or | A GO, s

Para alcanzar la Ec. (2.80) ha sido sustituida la amplitud de la intensidad de
torbellinos en la estela 7, (§) por la expresién correspondiente a la Ec. (2.76). Asi
pues, la funcién G (€) hace referencia a la influencia de la estela sobre el campo de
velocidades verticales. Pasando a la izquierda todo aquello conocido queda:

e M (281)

La expresion anterior es una ecuacién integral donde la funcién ~, (1) resulta ser
la incognita. Existen diferentes metodologias para invertir la Ec. (2.81) y despejar
la funciéon incégnita. Las més relevantes son el método de Glauert y el método de
Goldstein.

El primero de ellos se basa en el desarrollo en series de Fourier de las funciones
implicadas y la solucion mediante identificacion tras la integracion de funciones
conocidas. Por otro lado, el procedimiento planteado por Goldstein se establece en
la inversion de la ecuacion integral mediante nicleos resolventes. Estos ntcleos son
funciones que premultiplican a la ecuacion y que tras una nueva integraciéon permiten
despejar la incognita. Se emplea el segundo de los procedimientos.
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2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

Presentando el resultado final para poder continuar con el desarrollo. Sean dos
funciones f (§) y g (§) definidas en —1 < ¢ < 1 que verifican:

Fe)=—— / I8 an (2.82)

0O --2 s [T (2.83)

Identificando las funciones f (£) y ¢ (£) en la Ec. (2.80) se tiene:

Por tanto:

_ 2 [1-¢ /1 1+n f(§)
W (&) =—— — —d 2.86
Ya (€) e VT oy (2.86)
Introduciendo la expresién expandida de G (£) que habfa sido calculada:
_ 2 J1=-¢ 1 [14+n w, (§
Ya (g) - / ( ) d
T\V1+& =1 V1= &—n
2 [1—-¢ 1 14+n 1 ik = .. [ eTiRH
2 / [ ein / | d
+7r 1—|—§/n=—1 1—npn—¢ <27rb ¢ p=1 1 — [ N) g
Atendiendo a la resoluciéon de integrales, puede establecerse que:
L1 1 1 1
/ N +’7< ) n=— “+ (2.88)
-1\ 1= \n—&n—p E—p\p—1
Operando con el segundo término de la Ec. (2.87):
_ 2 1=-¢& 1 147w, (&
() = = */ \/()dn
T\V1+ESp=—1 \1—n &—n
iz = / eminn
7, d
mb e 1+¢ / — I a

(2.87)

(2.89)
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2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

Se observa en la Ec. (2.89) que la amplitud de la distribucién de torbellinos en el
perfil es combinaciéon de dos términos. El primer sumando representa la contribucién
de la velocidad medida en el mismo perfil y se denota por 7,0 (£). Asi pues, el
segundo sumando se relaciona con la contribucién de las velocidades en la estela
a la distribucion de torbellinos, desde p = 1 hasta y = oo, y es dependiente de la
circulacion, quedando designado como 7, « (£). Se tiene por tanto:

’7a (g) = /S/a,O (5) + '7(1,00 (5) (290)
P ek N L R R ()

Fao () = = 1+€A:1 e O (2.91)
_ (1K S g 1—& o [p+1 e trr
ue (O = (5 Do) e [0t o e (2.92)

De la ecuacién (2.92) sigue sin ser conocida la circulacién I',. No obstante, por
definicién de circulacion en el perfil:

_ b 1
Lo= [ dal@)de=b [ F.(de (2.08)
Por lo que integrando en el intervalo £ € [—1,1] en la Ec. (2.89):

I_‘a_ 1 _ B 1 ~ 1 B B fa,() fa,oo
b_LA%@%_LAMﬁMU%}ﬁm@%: 2 (294)

A partir de este punto se busca obtener expresiones mas compactas, desarrollando
las integrales de manera individual:

_ 1 3

Fa,OZb/£:17a,0(£)d€
_ 1 2 [1-¢ 1 147w (§)
=t 5< 1+£/n—1\/1—n§—77dn> “
26 1 1+7 _ 1 1—¢ de¢
e (e, ) o

1 1+n _
:—2 _
b/n:1 1_nwa(f)d??

(2.95)
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2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

¥ (k) == [H (k) +i HP (k) ]| - e (2.97)

R

Las funciones H\” (k) y H? (k) son las llamadas funciones de Hankel de orden
cero y uno. En ocasiones también se les llama funciones de Bessel o de tercera
especie. Finalmente, introduciendo las Ecs. (2.95) y (2.96) en la Ec. (2.94) es posible

despejar la circulaciéon I'y:

Lo =T00+Taeo =Tao—ikTae™ (k) (2.98)

Se alcanza que:

= 1—‘a()
r,= —
l+ikery (k)

(2.99)

Tras introducir los valores de 1:&70 y ¥ (k) y simplificar se llega a:

1 1+n _
—— W, (§) dn
. 4b /,7:1 \/: (2.100)

inme™  HP (k) +i HY (k)

El resultado logrado permite expresar las distribuciones de torbellinos en perfil
Ya (€) v estela 7, (£) en funcién de la geometria del perfil w, (§).
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2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

Resumen:

El objetivo de este proceso era obtener la distribucién de torbellinos no-estacionarios
en el campo fluido 7 (z,t). Cabe recordar que esta funcién es definida a tramos
mediante la Ec. (2.52), distinguiendo los valores en el perfil como =, y los torbellinos
en la estela como ~,. Igualmente, por la aplicacién de la hipdtesis de Kutta en la
estela ha sido encontrada una relacion entre la distribucién de torbellinos en la estela
y circulaciéon del perfil:

1 dr CoX
[ o oTiR Y X = —b> 2.101
0. i e, x >0 (2.101)

Yw (th) =

~ Se asume ahora que el movimiento es arménico, estableciendo que I'y (7,t) =
Lo (z) ey v (2,t) = F (2) €“". Desarrollando en términos de la frecuencia
reducida y de la expresiéon obtenida para I', en la Ec. (2.100):

Cine (1 I+n _
i de é/n_l \/ﬂwa(f)dﬁ
5 (€) = — £>1 (2.102)

m [HP (k) +i HS? (/{)} ’

Por otro lado, la distribucién de torbellinos sobre el perfil se ha calculado a partir
de la distribucién de velocidades:

1+&Jy=1 V1=n&—n

k- N [T—€ oo [t einn
T 1+& = Vp—1 E—p

Es por ello que a lo largo de la secciéon han sido alcanzadas las expresiones de las
incoégnitas 7, v 7, para un movimiento tipo armoénico del perfil, comprobando que
en origen tanto 7, (§) como 7, () dependen directamente de w, (§).

2 1-¢ ! 141 w, (§)
p / d

(2.103)

La forma del perfil y su movimiento, dadas por la funcién z, (z,t) = z, (z) €'“?,
permiten obtener la distribucién de velocidades verticales w, (7,t) = w, (z) e'“! a
través de la aplicacion de la condicién de contorno en el perfil. Por consiguiente, la

funcion w, (§) resulta conocida con la expresién:

Uy [ dz,

W, (x) = 5 (dt + mzu> (2.104)
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2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

2.3. Calculo analitico del coeficiente de presiones

Como ha sido mencionado a lo largo del planteamiento teérico, la principal meta
es el calculo de la distribucion de presiones sobre el perfil dado que las fuerzas
aerodindmicas no-estacionarias son necesarias para realizar posteriores analisis. La
presiéon ha sido evaluada en un punto del perfil (intradds o extradés) mediante el
coeficiente de presiones adimensional calculado en la seccion 2.1.5, con expresion:

) 2 0¢ 2 [dp o]
Intradés — Cp,i (x, 0, t) ~ —@ % o — U730 _E =+ Uoo %_ . (2105)

) 2 0¢ 2 [dp o]
Extrad e (2,0,t)  —— — —— | =+ U= 2.106
xtradés — ¢, (2,0,1) U. or|_,. UL |t + oz _,. ( )

El cémputo global cabe medirlo como el balance entre intradés y extradoés, el
cual ofrece la distribucion de fuerzas de sustentacién (en este caso no-estacionaria)
aplicada sobre el perfil. Desarrollando el balance del coeficiente de presiones:

Ac, (2,0,t) = (2.107)

2 | 0Ap n 0Ap
Uz | ot * Ox
A partir de este punto, se introduce el valor de la circulacién segin las Ecs. (2.61)
y (2.62) obtenidas a partir de la relacién entre circulacién y potencial:

Ac, (2,0,t) =

2 | oI or
_@ bl

— + Uy 2.108
at 7™ ox (2.108)

Igualmente, empleando la definicién de circulacién y asumiendo un movimiento
del tipo arménico ¢, (£,t) = ¢, (£) €'“t y v, (2, 8) = Y, (z) €

T (z,t) = /:b v (rt) dr (2.109)

26)(6) = o= | ©) i ]

Ya (€) d)\] , 1<€e>1 (2.110)
A=—1

La expresién de 7, (§) puede ser sustituida atendiendo a los valores previamente
alcanzados en la Ec. (2.89). Donde se desarrolla una expresién de forma compacta
en funcién de las velocidades del perfil w, (£,t) obtenidas mediante las condiciones
de contorno:

(2.111)

4 TEp L4+n W, (&n,t)
Acp(f,t)—ﬂUoo 1+§/n=—1 lL—n &—n x

26



2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

La expresion W, (£,n,t) con unidades de velocidad vale:

Wa (ga 717 t) = Wgq (777 t)
b 1+& m  Ow, (\1)

el M el (2.112)
+(§—n) [L = C (k)] wa (n,1)
C (k) Hy? (r) (2.113)

-~ HP (k) + i HY ()

La descomposicion realizada de W, (£, 7,t) en diversos sumandos permite analizar
cada uno de ellos de manera individual. Los dos primeros dan lugar a la distribucién
de presiones debidas a la distribucién de torbellinos en el mismo perfil. El dltimo, y
dependiente de la funcién de Theodorsen segin la Ec. (2.113), representa el efecto
en la distribucion de presiones que tiene la estela a través de la frecuencia reducida.

De forma que el efecto de la estela en el perfil se atentia con frecuencias reducidas
bajas, pues se puede comprobar que lim,_,o C (k) = 1, despreciando el dltimo término
de la ecuacién. Sustituyendo la definicién geométrica w, = 2, + U 2y, €n el primer
término de W, (§,n,t) se pueden agrupar en:

Uy 0z
Wa ga 7t = =
(&mt) =~ an
0z, b 14+¢ M 0w, ()
T Tty b e W (2.114)
+(§=n)[1 = C (k)] wa (n,1)
= W, + Wy + W,
De manera individual:
Uy 0z,
Ws 67 7t = 57 .&_
(& mn,t) b o
0z, b 1+ o Qwg (At
Wi (6. 1) = 1rem owhh g, (2.115)

WjL@l%—n A=—1 ot
W (§m,t) = (€ =n)[1 = C (k)] wa (n,1)
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2. Aerodinamica no-estacionaria de perfiles

En el caso de introducir las expresiones logradas en la definicién del coeficiente
de presiones, éste puede dividirse en tres contribuciones:

Ac, (£,1) = Acy s (§,1) + Acp ce (§:1) + Acyu (€, 1) (2.116)

El primero de los sumandos Ac, ; responde a la contribucién estacionaria, de-
nominado de tal forma porque W; (§,7,t) no presenta dependencias temporales y
se corresponde con la distribucion de presiones que tendria un perfil estatico con
una geometria que no dependiera del tiempo. El segundo sumando Ac, .. se conoce
como distribucion cuasi-estacionaria y depende tanto de las velocidades como de
las aceleraciones del perfil en direcciéon perpendicular a la corriente. Las depen-
dencias temporales surgen debido a la aplicacion de las condiciones de contorno y
la definicién de Ac, (z,t). Por dltimo, el tercer sumando Ac, , es el efecto de la
estela de torbellinos en el perfil y es caracteristico de los problemas de aerodindmica
no-estacionaria, dependiendo su influencia directamente del valor de la frecuencia
reducida.
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Método de los paneles no-estacionario

El método de los paneles fue desarrollado a partir de 1970 con la finalidad de
obtener soluciones aerodinamicas sobre formas no arbitrarias y que tuviesen en
consideracion tanto el grosor como la orientacion del cuerpo a estudiar. Previo a
dicha época, diversas teorias ofrecian aproximaciones de las fuerzas y momentos que
quedaban sometidas a numerosas restricciones, destacando entre ellas la teoria de
perfiles delgados.

Ante dichas limitaciones, el método de los paneles supuso un paso en firme en
el estudio numérico aerodinamico. Especificamente, y a lo largo de este capitulo,
se trata la vertiente del método de los paneles basado en aquellas singularidades
conocidas como vortices.

Cabe destacar que dicho procedimiento resulta, en cierta medida, analogo al
método de los paneles basado en fuentes. La filosofia de ambos se encuentra fundada
en cubrir el cuerpo de estudio por un conjunto de singularidades, de forma que el
flujo quede modelado como una linea de corriente. Sin embargo, la diferencia radica
en que este ultimo responde al tratamiento de problemas simétricos, es decir, no
sustentadores. Dado el gran interés en la resolucién del problema sustentador, el uso
de vértices se encuentra justificado ante la necesidad de inducir una determinada
circulacién en el campo fluido.

Es posible enfocar el analisis a partir de diversos puntos de vista en términos
del comportamiento del flujo. Por un lado, puede realizarse un estudio estacionario
o plantear aquel esquema en el que se considere la no-estacionalidad del fluido.
Con el propésito de llevar a cabo un analisis completo, se implementa el método
no-estacionario, en el cual deben modelarse los fenémenos introducidos a través de
la influencia de la estela sobre el perfil. Igualmente, se asume un perfil inmerso
en una corriente con una velocidad horizontal dada, empleando un tratamiento
bidimensional a lo largo del problema.
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3. Método de los paneles no-estacionario

En lo que acontece a la localizacion de las singularidades, se lleva a cabo una
simplificacién al considerar que el perfil presenta una geometria z, (x,t) conocida, la
cual define la linea media. Asi pues, en vista de calcular la distribucién de fuerzas
sobre el perfil, o el coeficiente de presiones, se divide la linea media en n paneles.
Debido a que la geometria puede considerarse como una ligera perturbacion de
la situacién horizontal inicial, las pendientes de la funcién z, (z,t) se aproximan
pequenas, y por tanto los cosenos se asemejan a la unidad. Significando este hecho
que asumir que los paneles residen sobre el perfil o sobre la proyeccion de la cuerda
es lo mismo a efectos matematicos.

Queda entonces descrito el esquema a implementar, en el cual el perfil se modela
a través de su proyeccion en la linea media. La variable de entrada del esquema
numérico resulta ser la geometria z, (z,t), la cual puede variar a lo largo del tiempo
y permite resolver diversos casos de estudio.

Por tltimo, y en relacién al modelado del fluido, se define un comportamiento del
flujo como no compresible. Siendo este hecho de gran relevancia, pues el procedimiento
se encuentra sustentado en aquellos principios tedricos mostrados en el capitulo 2.

3.1. Teorema de Kutta-Joukovsky generalizado

Antes de afrontar el planteamiento de las ecuaciones para la resolucion numérica,
debe ampliarse aquella base tedrica sobre la cual se fundamenta el método. El teorema
de Kutta-Joukovsky establece que la sustentacion, por unidad de envergadura, en
un cuerpo bidimensional es directamente proporcional a la circulacion alrededor de
dicho cuerpo. Destacando este teorema la importancia del concepto tedrico de la
circulaciéon en el campo fluido.

L = psUse T (3.1)

Atendiendo al flujo fuera del perfil, la circulaciéon alrededor de cualquier curva
cerrada que no incluya al perfil resulta ser nula al asumirlo irrotacional. Sin embargo,
al considerar que el flujo sobre el perfil es modelado mediante vértices en la linea
media, si se traza una curva que incluya a alguna de dichas singularidades, el valor
de la circulacién se muestra finito. Por este motivo, en el caso de describir una curva
que incluya la totalidad del perfil, la circulacion adopta un valor igual a la suma de
las intensidades de los torbellinos que definen el propio perfil.

El punto importante radica en que el teorema de Kutta-Joukovsky simplemente es
una forma alternativa de manifestar las consecuencias de la distribucién de presiones
surgida sobre el perfil. En ningin caso puede afirmarse que la circulacién sea la
causante de la sustentacion, ya que, la sustentacion se origina por un desequilibrio
de la distribucién de presiones. A pesar de ello, en la teoria de flujo incompresible y
potencial, es mucho mas facil determinar la circulacién alrededor de un cuerpo que
la distribucion de presiones, residiendo en este hecho la importancia del teorema de
Kutta-Joukovsky.
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3. Método de los paneles no-estacionario

Consecuentemente, el analisis teérico de la sustentacion en cuerpos bidimensionales
de flujo incompresible y no viscoso se centra en el calculo de la circulacion para
posteriormente derivar de ella aquellas fuerzas que actiian sobre el cuerpo. No
obstante, con el propésito de afrontar el estudio planteado en este capitulo, es
necesario recurrir al teorema de Kutta-Joukovsky en su vertiente generalizada, es
decir, particularizado para la condicién no-estacionaria.

Se discretiza el perfil como conjunto de n paneles, localizando en cada uno de
ellos un torbellino de intensidad I'; (¢) en el centro aerodindmico del panel z = —z ;.
En principio, y tal como ha sido desarrollado en la seccion 2.2, lo que antes era una
distribucion 7, (z,t) incégnita ha sido reducida a un conjunto de n torbellinos cuyas
intensidades deben ser calculadas.

Es por ello que el principal objetivo de esta seccion es el desarrollo tedrico de la
sustentacién total en el perfil a partir de dichos torbellinos I'; (¢), j =1, 2,..., n.
Siendo la solucién alcanzada una expresion que generaliza el conocido teorema de
Kutta Joukovsky para el caso no-estacionario.

Matematicamente, la distribucién de torbellinos se puede formular como una
suma de distribuciones singulares (delta de dirac):

n

Yalr,t) = > Ti(t) 0 (z — ar,) (3:2)

=1

La circulacion en un punto z del perfil admite ser expresada de la siguiente
manera:

T (1) = / o (X, 8)dX = /le T8 (2 — ar,) dX

=1

§ (3.3)
:er(t>/ 6(x—ar,)dX = > T;(t) H(z—ar,)

X=-b =

Jj=1

donde H (z) es la funcién de Heaviside, con valor de H (z) = 1 paraz > 0y
H (z) = 0 para x < 0. Ademads, se tiene que la intensidad de torbellinos dentro del
or

perfil cumple que 7, (7,t) = 5.

En el caso de asumir inicialmente conocidas las funciones I'; (), resulta posible
plantear el calculo de la sustentacion global del perfil:

L(t) = b Ap (z,t) dx (3.4)

r=—b

El salto de presiones Ap (z,t) = % poo UL Ac, (x,t) que aparece en la ecuacion
de la sustentacion puede expresarse en funcién de la evolucion de la circulacion.
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3. Método de los paneles no-estacionario

Ap(x,t) 2 lar - ar] (3.5)

AC .1',15 = =—— JR— + 00—

p(2,0) TrcUZ UL | Ot Oz

La expresion alcanzada también se verifica en la estela tal y como se muestra en

la Ec. 2.35, en cuyo caso el valor del coeficiente de presién es nulo. La sustentacion
adquiere la forma:

b b 8£ or
l’:—b J;:—b 61(: aZL‘

L(t) = Ap (z,t)dr = poo + Um} de = L+ L, (3.6)

Atendiendo a la Ec. 3.6, es posible dividir la sustentacién en aquella componente
estacionaria Ly y no-estacionaria L,. Desarrollando cada una de ellas de manera
individual, primeramente se lleva a cabo el estudio de la contribucién estacionaria:

Ls = poo Us —dr = Poo Uso (T'(b,t) = T'(=b,1)) = pooUso I'(b,t)  (3.7)

Empleando la definicién de circulacién en el perfil ' (b,¢) = I', y teniendo en
consideracién que I' (—b,t) = 0 debido al hecho de que en el exterior del perfil la
circulaciéon es nula, se alcanza la expresion simplificada de la sustentacién estacionaria
global del perfil:

Lo(t) = oo Un T (2) (3.8)

El valor ofrecido por la Ec. 3.8 coincide con aquel aportado por el teorema de
Kutta-Joukovsky en el caso estacionario. En términos de los n torbellinos que definen
el perfil se tiene que:

Lo(t) = puUn 3. (1) 39)

Jj=1

Tratando la expresion de la sustentacién no estacionaria L, (t), el desarrollo
aumenta en complejidad al incluir la dependencia temporal.

=—b

b JT 0 b
L,(t) = pso /x:_b Edw = Py </$ [(x,t) d:L‘) (3.10)

Se procede a integrar por partes, tomando u = I' (z,t), du = %1; dr, dv = dx y
v =x.

32



3. Método de los paneles no-estacionario

Lo (t) = poo gt (/::br(a:,t)dx> - poogt ([xr(x,t)]b_b—/;bxmdx>

= poe gt (bF(b,t)+bF(—b,t)—/b

T=—

T Yo (z,t) dm)

0 b

= oobfa_ o S,
p p 8t r=—b

x T (t)o(r —arp,;)dv

b
x 0 (v —ar,;)dv

= Poo Fa_ 0o A, I /
poc L0 —p atj; i@

=—b

= poobFa — Po Z F.j (t) Iry
j=1

(3.11)

Considerando que I', = >°7_; T'; (t), la expresién anterior adquiere la forma:

L) = poo 15 (6) (0 — 1) (3.12)

Una vez alcanzados los resultados para las dos contribuciones, la sustentacion

global del perfil:

L(t) = Ly+ L,

L(t) = poo UnTa + poo ST (1) (b — 1) (3.13)

=1

A través del desarrollo planteado, se llega a la conclusién de que como establecia
el teorema de Kutta-Joukovsky, la sustentacion resulta proporcional a la circulacién
pero también a la velocidad de cambio de la circulaciéon en los paneles del perfil.

Asi pues, a continuacién se establece el calculo del momento aerodinamico
generado por la distribucién de presiones en un punto cualquiera del perfil denotado
por z,. Por definicién, el momento total de la distribucién de presiones (momento
de cabeceo positivo):

M, (t) = — b Ap (z,t) (x — 2,) dz (3.14)

r=-b

Igualmente, cabe realizar la descomposicion en parte estacionaria y no-estacionaria:
b ar or
Ma (t) = P [

8t+UO°8m] (v —x,)de = My + M, (3.15)

rz=—b
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3. Método de los paneles no-estacionario

El momento aerodinamico estacionario:

b T

. (x —24)dr = —poo oo/ (x — z,) dx

_ _,)OOUOO/? L ()6 (x = ar,) (x — 24) dz

(3.16)
= — oo OOZF /x__b(S(ZE—JIF].)(ZL‘—JZa)dI'

= —poo Uss Z Ly (¢) (zr; — za)

J=1

Mientras que la contribucién del momento aerodinamico no-estacionario:

My () = —pu :_b ‘ZI; (r—2,)dz = —poogt ( / b:br(x,t) (z — z2) dx) (3.17)

Nuevamente, se integra por partes tomando u = I'(z,t), du = g—gd:v, dv =
(x —g)da y v == m“ dx.

Mu@):_pm;([w—wm,t)r /Hard)

2 ey b 2 ox
P O 2 /b 2
= —_—-— — —_ F —_ —_

5 ((b xq)“ T (b, 1) - (x —24)" Yo (2, ) dx
R RN F-(t)/b 5 (x — ar,) (x — w,)* do
T2 ‘ 2 0t =70 Sy b ‘

_ _Peo 2
_—?(b—xa F+—ZF — Z)
(3.18)
Asumiendo que I', = >%_; T'; (¢), y tras manipular la Ec. 3.18:
M, (t) = —%“’ ST () (b= ar,) (b+ 2r, — 22,) (3.19)
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3. Método de los paneles no-estacionario

La expresién completa del momento aerodinamico presenta la forma:

M, (t) = Ms+ M,
f‘j (t) (b — .I‘Fj) (b + f[)rj — 2[L‘a)
1

n

2 ¢
J

M, (t) = —po Uss i T (8)(ar, — 24) — 22
" (3.20)

Se recuerda que zr; son las coordenadas donde se localizan los torbellinos, b es la
semicuerda del perfil, y x, es el punto donde se desea calcular el momento.

Queda entonces planteado a través de esta seccion aquel desarrollo teérico en
vista de calcular tanto la sustentacion como momento aerodinamico sobre un perfil
que ha sido discretizado en n paneles y asemejandose las expresiones alcanzadas a
aquellas definidas por el teorema de Kutta-Joukovsky.

3.2. Distribucion discreta de torbellinos no-estacionarios

Se afronta ahora la descripcién en detalle del esquema y del procedimiento
numérico para obtener la respuesta dindmica (fuerzas aerodindmicas y distribucién
de presiones) frente a un movimiento conocido impuesto sobre el perfil y definido
por z, (z,1).

Primeramente, y como ha sido comentado anteriormente, se discretiza la cuerda
del perfil en n paneles, los cuales no necesariamente deben ser iguales. Por ejemplo,
puede darse el caso de estudio de un perfil con alerén dividido en dos paneles, en el
cual las longitudes de los mismos difieran. En relacion al tratamiento de la estela, se
divide aquella region evaluada tras el perfil en m paneles iguales y de longitud Ax,
asumiendo que los torbellinos situados més alld de una distancia m Ax respecto del
borde de salida no tienen influencia sobre el perfil.

Con el fin de tratar la discretizacién en el dominio del tiempo, se estudian m
instantes de duracién A segundos: t = { At, 2At, ..., m At }. La principal razén de
que coincidan el nimero de paneles en la estela y el de puntos temporales evaluados
reside en que cada variaciéon en el tiempo genera un cambio en la vorticidad del
campo fluido, y por el principio de conservacién de la vorticidad un torbellino debe
desprenderse del borde de fuga para lograr un balance global de circulacién nulo.
Asi pues, los torbellinos en la estela no aparecen de forma instantdnea, sino que son
desplazados por los efectos de la corriente y la velocidad de vuelo.

Para cada instante evaluado, el torbellino que sale a la estela ocupa el primer
panel de la misma, desplazando al que se encontraba en dicho panel al siguiente
de ellos, véase figura 3.1. Esta secuencia de acontecimientos se repite de manera
peridédica a medida que se avanza en el tiempo. Por ello, tras m instantes se han
generado m torbellinos que ocupan respectivamente m paneles en la estela, residiendo
en este hecho la importancia de emplear el mismo niimero de intervalos temporales y
paneles en la estela.
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3. Método de los paneles no-estacionario

=341 HE— @( ): @(D:

(m) G @ L@
t=mAt }_@1 |_@> I @> ' @ |

Figura 3.1: Modelado de la estela con el tiempo y desprendimiento de torbellinos

La notaciéon a emplear define I’,(i,j ) como aquel torbellino situado en el centro
aerodinamico del panel k£ del perfil en el instante t = j At. De igual forma, la coorde-
nada del centro aerodinamico es representada por zrj, mientras que la localizacion
del punto de control responde a x¢y. Dichos puntos verifican la regla 1/4 — 3/4
aplicada sobre la longitud del panel, quedando el primero de ellos situado a Ax/4

del inicio del panel y el segundo a 3 Az /4.

Se denota como I',; al torbellino desprendido a la estela en el instante t =
j At, localizado a su vez en el punto z,,; que se encuentra a Az/4 del inicio del
correspondiente panel que ocupa el torbellino. Nétese que los torbellinos en la estela
se desplazan aguas abajo conforme se libera un nuevo torbellino, haciendo sitio al
que se desprende. La velocidad de los torbellinos de la estela es U,,, de manera
que recorren Az metros en At segundos, por lo que se llega a una relacion entre el
desplazamiento de los torbellinos en la estela y el incremento temporal:

Az = Uy At (3.21)

Las incognitas del problema resultan ser los valores de los torbellinos en el perfil
para cada instante evaluado y los m torbellinos de la estela. Los torbellinos en el
perfil se organizan de acuerdo a m vectores columna adimensionales:

; T
() — 1 n — [ () n )
g —{bUOO,---,bUoo —{91,...,gn} eR", 1<7<m (3.22)

Los torbellinos en la estela, expresados de manera adimensional, se denotan por:

L 1<j<m (3.23)
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3. Método de los paneles no-estacionario

Se alcanza un problema a resolver de manera iterativa con un total de m (n + 1)
incégnitas, dado que con cada paso temporal es necesario volver a evaluar los
torbellinos en el perfil y aquel nuevo desprendido a la estela. La resolucion del
problema se plantea a partir de aquellos datos conocidos como son los desplazamientos
de los puntos del perfil en cada instante z, (x, ).

3.3. Planteamiento de ecuaciones y solucién numeérica

Al afrontar la resoluciéon mediante el método de los paneles no-estacionario sobre
la linea media, se dispone de aquellas expresiones dadas por el cumplimiento de las
condiciones de contorno (1) y por la conservacién de la vorticidad (2). Para cada
instante evaluado, es resuelto un sistema de m (n + 1) incdgnitas que se sirve de los
resultados obtenidos en el paso inmediatamente anterior. Analizando las ecuaciones
disponibles que resultan del esquema implementado:

(1) Condiciones de contorno: Garantizan que en cada instante evaluado el
flujo queda adherido al perfil y que las velocidades llevan la direcciéon del mismo, es
decir, aseguran un comportamiento de linea de corriente. Estas ecuaciones deben
ser evaluadas en los puntos de control de cada panel formando un sistema de n x m
ecuaciones, ya que, cada una afecta de manera individual a cada uno de los paneles
que definen el perfil, debiendo de ser reevaluadas a medida que avanza el paso
temporal.

¢ I
0z | ot * Oz

r=xci, 2=0,t=7 At

] J1<i<n,1<j<m (3.24)
T=xc;, t=j AL

Respecto a Ec. 3.24, el término de la izquierda representa la velocidad vertical
en los puntos de control inducida por todos los torbellinos existentes en el instante j,
mientras que el término de la derecha suele denotarse por w, (z,t), siendo conocidos
los n x m valores al proceder directamente de la geometria z, (z,1).

(2) Condicién de Kutta o conservacién de vorticidad: Ya ha sido enunci-
ado que la vorticidad debe mantenerse constante, hecho que implica que el computo
global de circulaciéon sea nulo, y que el mecanismo para que esto suceda es el
desprendimiento de torbellinos a la estela.

Matematicamente, dicha hipotesis es facil de aplicar imponiendo en cada instante
que la suma de las intensidades de todos los torbellinos sea nula, de forma que la
vorticidad permanece igual a aquella mostrada inicialmente. Asi, hasta el instante
t = jAt se han generado j torbellinos en la estela, los cuales deben estar en el
equilibrio con los existentes en el perfil. Se debe verificar:

n

ST 4Ty + o+ ...+ =0, 1<j<m (325)
k=1
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3. Método de los paneles no-estacionario

Una vez se han mostrado las ecuaciones a emplear, se trata el método numérico
y su implementacion. Se analizan los dos instantes iniciales para posteriormente
alcanzar aquel esquema genérico, el cual ofrece el valor de las intensidades de los
torbellinos tanto del perfil como de la estela.

Instante t = t; = At:

El primer instante marca el comienzo del movimiento y la aparicién de n torbellinos
Fgl), Fgl), cee Fg) localizados en los paneles que componen el perfil. Igualmente,
se desprende el primer torbellino a la estela I',; que queda situado en el punto
Tyw1 = b+ Az/4, el cual corresponde con el centro aerodindmico del primer panel de
la estela. El sistema se compone de n + 1 incognitas representadas por el valor de
los torbellinos en el perfil y aquel desprendido a la estela.

La primera ecuacién a plantear es la de conservacion de la vorticidad (1 ecuacién):

P+ T+ 4T 40y =0 (3.26)

El resto de ecuaciones que componen el sistema a resolver surgen de la condicién
de contorno aplicada en los puntos de control de los paneles del perfil (n ecuaciones):

= wq (T, J At)

Ly~ 0) 1 Tw [52 Oz

- 8t+ < Ox

27T k=1 'TCZ - xrk 27T 'TCZ - xwl ‘|x:1‘cl‘,t:jAt

(3.27)

A partir de este punto, resulta conveniente trabajar con variables adimensionales
para agilizar el tratamiento de las expresiones:

(4)
Zci Ik Lowj ) Fk Fw]
éCi = s ng = y gwj = y G = y Guwj =
b b b bUs bUs (3.28)
Wq (Tci, j At)

o = a0

Las n + 1 ecuaciones pueden ponerse en forma matricial a través de las variables
adimensionales introducidas previamente:

P e 320

Ag® +ay gy = vV

donde los torbellinos en el perfil han quedado organizados en el vector columna
g™ que fue introducido en Ec. 3.22. Ademas, la matriz A y los vectores r, a,; y
vl se definen a continuacién.
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3. Método de los paneles no-estacionario

1 1 1
r:{l,l,...,l}TER",awj:—{ }
2 601 - fwj an - gwj (330)
) . . T
v = {vgj), véj), e ,vnj)}
1 1 1
c1—Er1 §c1—Er2 T &c1—€rn
1 1 1
A — _i Eo2—Er1 Ec2—Er2 T §c2—Ern c R (3‘31)
2
1 1 1
| éen—Er1 Eon—Er2 T §on—Ern |

Operando con la primera expresién del sistema 3.29 es posible despejar el valor
de gu1 = —r7 gV e introducirlo en la segunda de las ecuaciones para alcanzar:

(A —a,r)gh =yl (3.32)

La Ec. 3.32 resulta ser aquella expresién a resolver para calcular el valor de
las intensidades de los torbellinos en los paneles del perfil para el instante inicial.
De igual forma, es posible almacenar dicha expresiéon para mediante operaciones
matriciales y calculos de inversas despejar el valor de g™ y gu.

Instante ¢t = t, = 2 At:

El procedimiento a seguir para evaluar el segundo instante resulta analogo al
del caso anterior, excepto por la necesidad de incluir aquel efecto inducido por el
segundo torbellino desprendido.

Atendiendo a la ecuacién de conservacion de vorticidad, el torbellino I',; (conocido
del instante anterior a través de g,1) se desplaza al segundo panel de la estela y
queda localizado en x5, mientras que el torbellino desprendido en dicho instante
I',2 se sitia en el primer panel con coordenada x,;. Asi pues, los torbellinos en el
perfil han cambiado debido a la no-estacionalidad del flujo y ahora se organizan en
el vector:

T
' Fﬁf)
g(g)z{b& T (3.33)

Se plantean de nuevo la ecuaciones:

PP+ T8 + . 4+ TP 4Ty + T2 =0 (3.34)
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3. Método de los paneles no-estacionario

n (1)
NEIE N S SRR SO 3" B SO 1" S = wa(zci, j A)  (3.35)
27 [ Toi — Trk 2T Toi — Tyl 2T Toi — Tuw2
Noétese en la Ec. (3.35) que el primer torbellino I',; desprendido hace referencia
a la coordenada x,5 = x,1 + Az al quedar relegado al segundo panel. En cambio,
el nuevo torbellino I', se localiza en x,; como ha quedado expuesto. Organizando
nuevamente las ecuaciones en forma matricial:

" g® 4 g1+ Guo = 0

(3.36)
Ag(Q) + Ap1 Guw1 T Aw2 Gu2 = V(

2)

Tras simplificar y sustituir, se extrae aquella expresion a resolver para calcular el
valor de g, suponiendo conocido ¢,,; del instante anterior:

(A — Ayl I‘T) g(2) == V(Z) + (awl - aw2) Juwi (337)

Instante ¢t =t; = jAt:

En la situacién ¢ = j At se suponen conocidos los torbellinos desprendidos en los
instantes anteriores Iy, ..., I'y,j_1, encontrandose localizados en las coordenadas
Twj, Twj—1,---, Tw2 respectivamente. El torbellino desprendido en el este dltimo
instante que es evaluado I',; (incognita) se sittia en el primer panel de la estela
T = Zy1. Los torbellinos en el perfil adquieren la forma generalizada:

() »H T
, T e
g = { 1 n } (3.38)

WU, TbUy

El esquema genérico de resolucion del método se define por las ecuaciones:

PP +TY + . 4+T9 + T+ Twa+ .+ Ty + Ty =0 (3.39)

1o Y 142 D 1 Ty

27 k=1 LCi — Irk 27 k=1 LCi — Twj—k+1 27 Toi — Tyl

= wa('CECiaj At) (340)
Las ecuaciones en forma matricial y adimensional para el caso general:

j—1
g +3 g+ g =0, 2<ji<m
h=t (3.41)

Ag(J) + Zawj—kﬂ Guk + Qw1 Guwj = vid) , 2<7<m
k=1
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3. Método de los paneles no-estacionario

Despejando g,,; de la primera de las ecuaciones y reemplazando dicho valor en la
segunda se alcanza:

j—1

(A — Ayl rT) g(]) = V(j) + Z(awl - awj—k’—i—l) Guwk (342)
k=1

A la hora de afrontar el calculo numérico, es importante resaltar que en cada
instante se resuelve un sistema de ecuaciones de tamano n basado en la matriz de
coeficientes (A —a, r7), lo cual permite ahorrar cdlculos dado que se puede obtener
su inversa y almacenarla para posteriormente resolver usando productos matriciales.

El resultado del andlisis en el tiempo da lugar a los m (n + 1) valores de gl ym
de g,;, siendo lo realmente interesante obtener a partir de estos datos informacién
dindmica relevante como la distribucién del coeficiente de presiones en cada instante
o la sustentacion y momento aerodinamico.

Se recupera el tratamiento adimensional, de forma que el perfil queda enmarcado
en el intervalo £ € [—1,1]. El objetivo es el de adaptar las expresiones alcanzadas en
la seccién 3.1 para la situacion en la cual se tiene un perfil discretizado en n paneles,
tomando un tiempo de referencia T, respecto al cual se miden los del problema.

En general, este tiempo se considera igual al que tarda una particula de fluido
en atravesar la semicuerda, T, = b/U,. Por tanto, el tiempo adimensional queda
definido como 7 = t/T,., siendo los incrementos de tiempo adimensional AT = At /T,
y pudiendo deducirse directamente que A = Ax/b = Ar.

Recuperando la expresion general desarrollada del coeficiente de presiones de la
Ec. (2.50):

2 |or or Ap (z,t)

A t) = = | =4+ U= | = —F— 3.43

o) = g |G 0| = Thcee 49

Integrando en el panel k, se puede obtener la sustentacion en dicho panel:

o, or

Tl Tr+1
Ly (t) :/m Ap (z,t)dr = poo /m:w 5 + o

—a

donde la expresion alcanzada en la Ec. 3.41 presenta la misma estructura que
aquella desarrollada previamente en la seccion 3.1. Dado que el procedimiento resulta
analogo, se divide en parte cuasi-estacionaria y no-estacionaria para simplificar el
tratamiento.

La parte cuasi-estacionaria:

zrt1 QI
Lis = puo UOO/ S dr = oo Use [D(wninst) = D@ t)] = poo Usc T (349)
=T

41



3. Método de los paneles no-estacionario

La diferencia de sendas circulaciones en los puntos iniciales y finales del panel
hace referencia a aquella global presentada por el panel.

La parte de sustentacion no-estacionaria:

L) = po [ = pooaat ( JAEX dw) (3.46)

Se procede a integrar por partes, tomando u = I'(z,t), du = g—g dr, dv =dxy
v =1

Tp+1

Ly (1) = poo g(/xktf‘(x,t)dm> :poogt ([:pl"(a: t)]x’““—/xikfl a:ardm>
0

:Pooat<$k+1r(fﬁk+1,t)—$kr($k>t)—/ T Ya (a:,t)dx)

=T

Tk+1

= Poo — 5 (kaZF kaF —/ . $§:Fj(t)5(x—$pj)dx)

k-1
= Poo ($k+lzr —Ikzr _xl“krk)

7=1 7=1
(3.47)
La sustentacion del panel k£ queda como:
ko k-1 _
Lk (t) = Poo Uoo Fk + Poo | Tk+1 Z Fj — Tk Z Fj - l’rkrk (348)
j=1 j=1

La expresion anterior pone de manifiesto el hecho de que la sustentacién en un
panel depende de su circulacion y de la velocidad de cambio de la circulacion de todos
los paneles anteriores. Introduciendo en la ecuacion 3.48 las variables adimensionales:

Ci(t) d(e) _d(e) dr _ d(e) Ux
bUy, ' dt  dr dt  dr b

Tk T+1 xr,

gk:?’§k+1:T7£Fk: b 7gk(t):

(3.49)

Tras algunas operaciones, la sustentacion en el panel k se puede expresar en
funcion de los torbellinos y sus derivadas, asi como en la variable adimensional
T = Uy t/b mediante:

k k—1
Li(r) = pu V2D (gk (M +&n Y (7 ~& Y (1)~ énh <T>) (3.50)
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3. Método de los paneles no-estacionario

Analizando de manera individual el coeficiente de presiones, éste se puede calcular
como la fuerza (por unidad de envergadura) en dicho panel dividido por la longitud
del panel:

Apk . Lk(T)/Aﬁk

Acpy (1) = U 1,02
2 P00 ~ oo 5 Poo Vo
2 k k-1
= e | o (D) F & D 05 (T) =& 30 95 (7) = &y i (7)
A& 2 2
2 k—1
— T@ (Qk (1) + (&kt1 — &) Z 9} (7) + (&t —gpk)g,; (7)) L 1<k<n
j=1

(3.51)

Todavia se puede simplificar méas la expresion anterior teniendo en cuenta que
Er1 — & = A& y que &r, = 1641 + 26

2

B (7) = 00 () + 50k (7) 23 ) (7) (352)

Asumiendo que todos los paneles son de la misma longitud A&, = Az /b =

(2b/n) /b = 2/n:

3 / = /
Acpk(T):ngk(7)+§gk(7)+22gj(7), 1<k<n (3.53)
j=1

Del analisis no-estacionario se alcanzan los torbellinos en los diferentes instantes
T = A1, 2A71, ..., m A7 que permiten calcular la derivada de la serie temporal g;. (7)
mediante diferencias finitas u otras aproximaciones, y a partir de ella el coeficiente
de presiones. Por otro lado, partiendo de los desarrollos planteados para la ecuacién
de la sustentacion total y del momento aerodinamico, se puede hallar el valor de
sendos coeficientes para cada instante evaluado en funcién de los torbellinos.

Oy (r) L(r)  _ PooUso Xt Tj(t) + poo X I, (t) (b— ar,)
’ 3 Poo U2, 2b Lo U220

P URb [0 g5 () + X0 g5 (1) (1= &r,) |
B 3 oo U2, 2D

:i%m+§%ma—@>

(3.54)
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3. Método de los paneles no-estacionario

M, (7)
L pc UZ (2b)2

P U S5y Ty (8) (r, — wa) + 252 35, T (1) (b — ar,) (b + ar; — 22)
3 Poo UZ (2)?

(oo UZ %) [ 71 95 (7) (€r, — €0) + 5 S0 9 (1) (1= &) (1 + &r, — 260) |

1 poo UZ (2b)?

95 (1) (1 =&r,) (1 +&r, — 26a)

1

J

n

A

=5 X 0, — &) -
’ (3.55)

Por ultimo, dichas expresiones, tanto del coeficiente de sustentacién como del coe-
ficiente de momentos, pueden ser introducidas directamente en el esquema numérico
para obtener la evolucién temporal de los mismos dependiendo del movimiento
descrito por el perfil. Asi pues, a lo largo del capitulo queda recogido aquel pro-
cedimiento que permite acceder a la resoluciéon numérica del problema, alcanzado
los valores tanto de las circulaciones de los torbellinos como de las magnitudes
aerodinamicas de interés.

44



Oscilaciones en flexion

Un perfil oscilando a flexién puede ser descrito a través de un desplazamiento
vertical en el tiempo, el cual induce un determinado angulo de ataque a causa de
la composiciéon vectorial de velocidades relativas al perfil. Inicialmente, se define
el movimiento oscilatorio de flexién como tnicamente dependiente del tiempo al
desplazarse el perfil de manera uniforme y vertical en el eje z segin:

2 (E,1) = hye'? (4.1)

La expresion anterior debe adimensionalizarse, trabajando en el dominio del
tiempo adimensional 7 y apareciendo la frecuencia reducida x. Cabe recordar que,
ademdas de determinar la frecuencia del movimiento del perfil, la frecuencia reducida
también gobierna el comportamiento de los torbellinos en la estela. Es por ello que
reside en ella una gran influencia en términos de la respuesta esperada. Igualmente,
el valor de h, viene definido por el usuario, afectando a la amplitud del movimiento
y fijando los valores méaximos y minimos del mismo. No obstante, a lo largo de los
desarrollos planteados se trabaja con la variable adimensional h, /b.

.
-h : ‘ . . §
- . N P IS

(o) Sene “~a- ..

\ G,(-) G, (+)

Figura 4.1: Movimiento de un perfil sujeto a oscilaciones en flexion
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4. Oscilaciones en flexién

A lo largo de aquellas etapas en las cuales se describe un movimiento ascendente,
se espera una sustentacion negativa al quedar inducido un valor a, negativo. Por
el contrario, al desplazarse el perfil en sentido descendente, la corriente incide con
un angulo «, positivo, originando una sustentacién opuesta al movimiento. El
comportamiento del perfil queda representado en las figuras 4.1 y 4.2.

Composicion de velocidades Composicion de velocidades
para perfil en ascenso para perfil en descenso

U ’ Lergy

Figura 4.2: Velocidades relativas a un perfil sujeto a oscilaciones en flexion

La justificacion del estudio llevado a cabo reside en que es habitual la existencia
de situaciones reales en las cuales las alas, u otro tipo de superficies de una aeronave,
se encuentren sometidas a oscilaciones en flexién. Por ende, el analisis de este tipo
de movimientos en perfiles permite lograr una valoracion preliminar de la respuesta
y actuar en consecuencia.

4.1. Solucién analitica

La resolucion analitica no-estacionaria es planteada a partir de la ecuacion del
coeficiente de presiones particularizada para movimiento armoénico. Tomando la
Ec. (2.111) como punto de partida, se emplea una geometria genérica que tan
solo considere la dependencia temporal mediante la expresion (4.2) para finalmente
sustituir aquel valor de z, (£,t) caracteristico del problema:

0z | Uso 0%

% (61) = h(t), wa.(§1) = 5+~ o

(4.2)

Con el fin de organizar las operaciones, se denotan las siguientes expresiones:

Wi (€,n,t) = wa (n.t) =h (4.3)
b 1 n o Qw, (N, hb
Waleno = [0 22 0a - larg )

Wi (€n.t) = (€ =m) L =C ()] wa (n.) = € =n)[L=C ()] A (4.5)

46



4. Oscilaciones en flexion

Sustituyendo en la Ec. (2.111) y realizando un tratamiento individual segin las
funciones definidas previamente, es posible alcanzar las contribuciones al coeficiente
de presiones de cada uno de dichos términos.

_ [1-¢ [1+7 Wzﬁn,
Acp’l(&t)_ﬁU 14+¢ /——1 1—n
1-¢

1
=-1 5 7

1+

U 1+§

4 /1 — 1 n W ,
ACp,H (f)t) 7 Uss £ /n—l 1 s Ié <§ 7;] ) dn
4hb 1— 1
- \/ 1+¢ /__1 5 7 o (4.7)

4hb
=~z 1— &2

— 1
Acp iz (§,t) = ij L g/n__l H Wit (5 n, )dn
4h 1-¢ T+7
T UL \/:/_1 \/T (4.8)
4 h
s WE

donde en las Ecs. (4.6), (4.7) y (4.8) se han resuelto directamente las integrales:

1 l+n 1 I+n 1
/ dn=m, / —— ——dn=—7
=1\ 1-=n =1\ 1—=n&—1

Sumando los resultados obtenidos para definir un coeficiente global de presiones:

Acy (&) = Acpr (&,1) + Acprr (§,t) + Acprrr (§,1)

C4h [1-¢ 4hb

= ACpJ (5, t) + ACp’2 (f, t)
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4. Oscilaciones en flexion

En la expresién anterior, Ac,; (€,t) representa la distribucién de presiones de-
bida a la velocidad & y Acy2 (€, 1) aquella originada por la aceleracion h del perfil.
Recordando la definicion de sustentacién como la integral de la presion a lo largo del
perfil es posible desarrollar:

b

1 1
L) = [ Aplet)yde = pu UL / Acy (&, 1) d
r=—>b 2 5271

1 L 4h 4hb
:2,)00U30b</5_1 o 1/ d£+/ 1—§2dg>

—27b Poo UooiZC(Fd) —b2poo7rfl

=Ly (t) + Lo (¢) |
(4.10

Teniendo en cuenta que el coeficiente de interés para la resolucion del problema
es el de sustentacion, pueden formularse las expresiones de manera independiente
para someterlas posteriormente a un tratamiento mas exhaustivo.

Lty  2n hC (k)
Cra () = o UZ2h Us
Ly (1) bh (4.1
2 7T
1) = —
OL,Q( ) %poo Uo20 2b U2

Por ultimo, cabe particularizar las definiciones alcanzadas para un movimiento
armonico de flexién pura descrito por la funcion z, (§,7) = h = h, e'*". Considerando
como variable principal el tiempo adimensional:

. Oh _ 0hOr Ueo . . 0% Uz
j = o . 00 GRkT B = _ h et rT 4.12
ot or ot ety ¢ oz Ve (4.12)

El coeficiente de sustentacién adopta entonces la forma:

CL(r) =Cp1 (1) +Cpra (1) = —2mik C (k) IZO AT Lok }Zo et (4.13)

Atendiendo al andlisis individual de cada uno de los términos, C, ; representa aquel
coeficiente de sustentacion de origen circulatorio que queda modificado por la funcién
de Theodorsen. Siendo introducidos a través de ella los efectos de desprendimiento
de vorticidad del perfil, reduciendo la amplitud y desfasando su efecto en el tiempo.
Por el contrario, el término Cf,» modela la masa aparente asociada a la aceleracién
instantanea del flujo alrededor del perfil, oponiéndose al movimiento del mismo.
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4. Oscilaciones en flexion

4.2. Solucion numérica

El procedimiento a emplear para hallar la solucién numeérica no-estacionaria
se basa en definir aquel vector v ({¢;, T) considerado como entrada del problema y
aplicar el esquema de resolucién presentado en la seccién 3.3. Al igual que ha sido
expuesto para la soluciéon analitica, la funcion que define las cotas del perfil responde
a un movimiento de flexion pura que oscila conforme avanza el paso temporal:

. h.
5 (&7) = hoe'™ %‘zf:mUoo;em (4.14)

El vector adimensional de velocidades en el perfil viene dado por:

0z, 0T Uy 0%, , ho
P = 2 ethT 4.1
or ot b o€ |, 1l 7re (4.15)

Wq (szﬁ T)
Se alcanza finalmente la expresion del vector entrada al esquema numérico:

Wq (fCi77—> _ Z'li@(fim—

4.1
i 5 (4.16)

v (€, T) =

El hecho de que v ({¢;, 7) permanezca invariante en relacién a la coordenada

adimensional {¢; implica que el vector tratado muestre siempre el mismo valor a lo

largo de cada punto de control, debiendo de ser reevaluado exclusivamente en cada

instante temporal que quiera ser resuelto. Tanto el valor de h,/b como el de k son
establecidos por el propio usuario en vista de definir el comportamiento del perfil.

4.3. Resultados

Influencia de la funcién C (k) y x en la solucién analitica:

Con respecto a la diferenciacion previamente realizada sobre la expresion analitica
del coeficiente de sustentacion, cabe renombrar individualmente cada uno de sus
términos. El primero de ellos, el cual representa la sustentacién de origen circulatorio,
queda denotado ahora por Cf, ¢, mientras que el segundo, que proviene de modelar
los efectos de la masa aparente del perfil, pasa a denominarse Cp, 4. Se recuerdan
sus expresiones empleando la nueva notacion:

ho ho .
C’L7Q:—27ri/<;C(/<a)?oemT , C’L,A:ﬂfﬁfe“” (4.17)
Puede observarse que el término circulatorio se ve influenciado directamente por
la funcion de Theodorsen, cuyo efecto es el de modificar tanto la amplitud como el
desfase al devolver valores complejos para una determinada frecuencia reducida.
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4. Oscilaciones en flexién

La funcién de Theodorsen adquiere ahora el aspecto C (k) = C, e'?, donde C, ()
hace referencia a su amplitud |C (k)| y 7 (k) a su argumento. Tras introducirla en
la expresion global del coeficiente de sustentacion se obtiene:

CL(T) :CL’Q<T)+CL7A(7')

_ . 1y 70 iKkT 2 %0 gkT
==2mik C,(K)e p ¢ tTR e (4.18)

ho ho
=21ik C, (k) n e (T o g2 2 ginT

b

Trabajando a partir de este punto con la parte real:

Re{CL} =271k C, (m)};"sin(’y (k) +KT) —|—7r/<c2]20cos (k)

(4.19)
h h
=271k C, (k) fcos(v (k) + KT+ 7/2) + 7 K ?Ocos (k)

La figura 4.3 recoge como el valor absoluto y la parte real de la funcion de
Theodorsen tienden asintéticamente a 1/2 cuando crece la frecuencia reducida,
al mismo tiempo que el argumento y la parte imaginaria se aproximan a cero.
Este comportamiento hace que la componente de sustentacion circulatoria se vea
modificada dependiendo del valor de , afectando tanto a la amplitud como al desfase
del coeficiente de sustentacion global.

]. T
—— Re{C(r)}
———Im{C(x)}
o8ty |7 Co ()
. @ [ 7 (k)
060 N
E —mEe
NS
0.4}

Figura 4.3: Evaluacién de la funciéon de Theodorsen

Estudiando primeramente aquel caso particular para frecuencias reducidas muy
pequenas k < 1, puede decirse que la amplitud de la funcién de Theodorsen se
aproxima a la unidad y su argumento resulta nulo.
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4. Oscilaciones en flexién

Una vez sustituidos dichos valores en la Ec. (4.19), y despreciando los efectos del
término de masa aparente al ser de un orden inferior, se concluye que la solucién se
encuentra desfasada /2 respecto del movimiento del perfil:

he
Re{CL} =271k o8 (kT+7/2), K1 (4.20)

Por el contrario, a medida que se incrementa la frecuencia reducida, la funcién
de Theodorsen reduce la amplitud de Cp o y aumenta el desfase hasta alcanzar un
maximo cuando v = 0.26 rad. Sin embargo, al depender el término de la masa
aparente del cuadrado de la frecuencia reducida, en el supuesto de incrementar en
gran medida el valor de k, la importancia y contribucion de dicho término sobre la
sustentacion global resulta mayor.

Estos sucesos pueden contemplarse de una manera mas grafica en la figura 4.4,
representando (a) aquella circunstancia para la cual la mayor contribucién a la
sustentacion proviene del término circulatorio con un desfase cercano a 7/2. En
cambio, (b) recoge como el término de masa aparente adquiere una mayor importancia
al incrementar x y aparece un menor desfase entre el coeficiente de sustentaciéon y el
desplazamiento descrito por el perfil. Igualmente, el valor méaximo de sustentacion
no se alcanza para el punto de mayor amplitud del movimiento por el efecto del
desfase existente, a pesar de ello, conforme aumenta la frecuencia reducida se reduce
la discordancia.

Figura 4.4: Influencia de x en el coeficiente de sustentacion analitico
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4. Oscilaciones en flexion

Dado que el movimiento del perfil es oscilatorio, la respuesta analitica en sus-
tentacion a lo largo del tiempo se muestra del mismo tipo como queda patente en la
figura 4.4.

Ademas, es de elevado interés analizar como varia el coeficiente de sustentacion
en funcién del angulo de ataque inducido por el movimiento de flexién. Para ello, se
parte de la situacion en la cual no existe angulo de ataque geométrico en el perfil y
se emplea el esquema presentado en la figura 4.1, donde el angulo de ataque que se
vislumbra en cada momento es el correspondiente Ginicamente a la composicion de
velocidades. Desarrollando la correspondiente expresion:

h U,
e = T —in%el’” (4.21)

Considerando nuevamente la parte real del angulo de ataque:

ho ho
Re{a.} =k " sin(kT) = —K 5 Cos (kT +7/2) (4.22)

Se percibe que el dngulo de ataque permanece siempre desfasado 7/2 respecto
del desplazamiento que describe el perfil. Ante tal situacién, el comportamiento del
coeficiente de sustentacion en funciéon de a, muestra dos variantes dependiendo de la
frecuencia reducida.

Los resultados se exponen a través de la figura 4.5. En (a) se puede observar que
para frecuencias reducidas bajas, el angulo de ataque y el coeficiente de sustentacion
estan en fase, es decir, la maxima sustentacion corresponde con aproximadamente el
maximo angulo de ataque. Por el contrario, sendas magnitud se presentan desfasadas
7/2 respecto del movimiento. Este hecho significa que para frecuencias reducidas
bajas, en los puntos de méxima y minima amplitud el valor de A alcanza un minimo
y por ende, al depender el dngulo de ataque de dicha magnitud, se localiza la
minima sustentacién en los extremos. Asimismo, (a) manifiesta que el término que
mayoritariamente contribuye a la sustentacién global es el circulatorio y como el
término de masa aparente se encuentra en fase con el movimiento al coincidir su
maximo con o, = 0.

Analizando (b), al incrementar la frecuencia reducida a valores razonables, el
término de masa aparente adquiere mayor importancia y modifica ligeramente el
punto en el que se alcanza el maximo coeficiente de sustentacion, el cual ya no coincide
exactamente con el maximo angulo de ataque. Este suceso se aprecia perfectamente
en (c) y (d), donde para frecuencias reducidas muy elevadas el coeficiente méximo
de sustentacion deja de obtenerse para el punto con el mayor angulo de ataque dado
que se reduce el desfase entre sustentacion y movimiento. El término circulatorio
disminuye asi su importancia y la masa aparente es aquella que gobierna ahora el
fendomeno, impactando directamente en el hecho de que se reduzca el desfase entre
sustentacién y movimiento, y se incremente con el angulo de ataque.
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Figura 4.5: Variacién del coeficiente de sustentacion con a, para diferentes x
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4. Oscilaciones en flexion

La situacion limite puede intuirse a partir de (d), donde para frecuencias reducidas
excesivamente elevadas la respuesta del perfil se encuentra influenciada completamente
por los fenémenos de no-estacionarios y por la masa aparente. El término circulatorio
queda relegado a un segundo plano y la maxima sustentaciéon se producira con
un desfase cercano a 7/2 respecto del dngulo de ataque, lo que supone que para
angulos de ataque efectivos nulos se localice el maximo aporte de sustentaciéon. En
dicha hipotética situacion, el coeficiente de sustentacion se mostraria en fase con el
movimiento, pues la elevada frecuencia reducida genera que en los puntos de maxima
y minima amplitud se origine la méaxima sustentacién debido a que el término de
masa aparente no presenta desfase alguno respecto del movimiento.

Por ultimo, queda patente que a medida que aumenta la frecuencia reducida se
modifica tanto la amplitud del coeficiente de sustentacién como aquellos limites del
rango descrito por el angulo de ataque efectivo como muestra la expresién (4.22).

Se puntualiza que todas las simulaciones han sido realizadas para h,/b = 0.5.

Comparaciéon de la solucién analitica con la cuasi-estacionaria:

Se expone aquella comparacién entre la solucion analitica, la cual tiene en cuenta
la totalidad de los fenémenos no-estacionarios aparecidos durante el movimiento, y
la considerada cuasi-estacionaria en la que no se modela integramente la influencia
de la estela.

Primeramente, debe recuperarse la expresion de la solucién cuasi-estacionaria
a partir del ejemplo introducido en el capitulo 2. De hecho, el ejemplo planteado
resultaba ser el de un perfil oscilando a flexién, cuya expresion de variacion de
sustentacién viene dada por:

1 1 h
Lc.e = 5 Poo Ugo 2b CLQ Oée<t> = —5 Poo Uo20 QbCLa (U) (423)

El subindice c.e denota aquella magnitud referenciada cuasi-estacionaria y posteri-
ormente el subindice a se emplea para designar la procedente del desarrollo analitico.
Resulta necesario incluir un signo negativo debido al convenio utilizado para definir
el angulo de ataque a. y la velocidad del perfil . Este suceso se visualiza en la
composicion de velocidades que fue descrita con anterioridad en la figura 4.1. El
coeficiente de sustentacién cuasi-estacionario muestra el aspecto:

h
CrLee=—CL, <Uoo> (4.24)

Cabe introducir la pendiente de la curva de sustentaciéon, aproximada al valor de
27, y el desarrollo de & llevado a cabo en la Ec. (4.12). Se recogen entonces sendos
coeficientes de sustentacion a analizar, por un lado la definicién analitica y por otro
la cuasi-estacionaria en las Ecs. (4.25) y (4.25) respectivamente.
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4. Oscilaciones en flexion

Cra (1) =CrLo(1)+CLa(r) = =27ik C (k) ?O e o 2 ?O errT (4.25)

h ho
CL,c.e (T) = —CLQ @ = 2T K F 62 wT (426)

Una vez concretadas las expresiones con las que se va a trabajar, se plantea la
comparacion para varios valores de frecuencia reducida dejando fija la amplitud de
oscilaciéon del perfil. La figura 4.6 representa la superposicién de las dos soluciones
para varios valores de k ante una amplitud de h,/b = 0.5.

Es significativo que para valores bajos de frecuencia reducida se establece una
gran similitud entre las curvas de sendas soluciones, mostradas en (a) y (b), debido
al hecho de que el término de masa aparente disminuye en gran medida su influencia.
Puede decirse entonces que una simplificacion razonable en los problemas para bajas
frecuencias reducidas x < 0.1 es omitir las fuerzas de inercia originadas por la masa
aparente a causa de la mayor influencia de la componente circulatoria.

No obstante, a medida que aumenta la frecuencia reducida queda patente a través
de (¢) y (d) la disparidad de las aproximaciones a causa de los efectos no-estacionarios
y de la mayor contribucién de las fuerzas de inercia en el coeficiente de sustentacion
global. Siendo un error intentar aproximar mediante el modelo cuasi-estacionario
aquellos movimientos de gran frecuencia reducida.

Otro hecho que se debe subrayar es que la solucién cuasi-estacionaria no es capaz
de modelar correctamente el desfase en la sustentacion dado que asume que siempre
se mantiene igual a 7/2, es decir, la sustentacién permanece en fase con en angulo
de ataque independientemente del valor de x.

Para frecuencias muy bajas, la expresion de la solucién analitica adquiria la forma
presentada en la Ec. (4.20). Aquella expresién guarda una estrecha similitud con la
calculada para la situacion cuasi-estacionaria, de hecho, es exactamente la misma. Es
posible afirmar que para el caso limite en el cual kK < 1, sendas soluciones son iguales y
no existe diferencia aparente entre la solucion analitica y la cuasi-estacionaria. Dicha
resolucion también fundamenta la exposicion realizada en la cual se aseguraba que
para frecuencias reducidas bajas los efectos de la masa aparente eran despreciables y
es aceptable usar tnicamente la aproximacion empleando los términos circulatorios.
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Figura 4.6: Comparacién entre solucién analitica y cuasi-estacionaria en funcion de x



4. Oscilaciones en flexion

Comparacién de la solucién analitica con la numérica:

Atendiendo a la comparacién entre la solucion analitica y la numérica, la cual ha
sido obtenida mediante el método de los paneles no-estacionario en la linea media,
era de esperar que la respuesta ofrecida por el esquema siguiera el tipo de movimiento
descrito por el perfil.

Tratando primeramente la respuesta ante variaciones en el ntimero de paneles
en el perfil, cabe aclarar que si el objetivo es el de obtener una representacion de
la distribucién del coeficiente de presiones resulta necesario emplear una cantidad
relativamente elevada de paneles. No obstante, para estudiar la variaciéon del coefi-
ciente de sustentacion puede emplearse un niimero mucho menor. En la figura 4.7 se
presenta la respuesta en forma de armonicos de la variacion de la sustentacion. En el
primero de los caso (a), donde se evalia ante una baja frecuencia reducida, se observa
que la aproximacién para bajos niimeros de paneles es bastante precisa, logrando
representar correctamente tanto la amplitud como el desfase. El tinico matriz que se
puede anadir es que durante los instantes iniciales el esquema numérico muestra una
pequena desviacion que posteriormente es corregida.

Por el contrario, para frecuencias reducidas elevadas (b), la variacion ante un bajo
numero de paneles en el perfil es mucho mayor. Encontrando este hecho explicacion
en que si la influencia de la totalidad de la estela se materializa inicamente a través de
un bajo numero de paneles en el perfil se deriva un consecuente error de modelizacion.
Es por ello recomendable, en el caso de trabajar con problemas a altas frecuencias
reducidas, aumentar el nimero de paneles en el perfil para alcanzar aproximaciones
de mayor precision en amplitud. Respecto a los instantes iniciales, la desviacion es
mayor que en el caso de menores frecuencias aunque en este caso se ateniia en mayor
medida con el tiempo excepto para n = 1.

Sendas soluciones han sido simuladas para 2000 paneles en la estela, con amplitud
de movimiento y tamano de dichos paneles igual a 1/2.

Respecto al tamano de los paneles en la estela, la figura 4.8 recoge los resultados
tanto para bajas como para altas frecuencias. La aproximacion de bajas frecuencias
reducidas coincide perfectamente con la solucién analitica, excepto durante los
instantes iniciales. Se concluye entonces que ante problemas con frecuencias pequenas,
el tamano del panel en la estela no es en gran medida significativo siempre dentro de
unos limites razonables.

No obstante, en el caso de altas frecuencias no puede decirse lo mismo, dado que al
aumentar el tamafio se actia directamente sobre la discretizacion y la aproximacion
no muestra tanta precisiéon en términos de amplitud. A pesar de ello, se habla
de errores relativamente pequenos entre la soluciéon analitica y la numérica no-
estacionaria en el supuesto de trabajar con valores usuales. En el caso de emplear
paneles excesivamente grandes para la estela, no se logra modelar correctamente las
oscilaciones del coeficiente de sustentacion y se induce un error mayor de discretizacion.
Nuevamente, ambas soluciones se han alcanzado colocando 2000 paneles en la estela
y para una amplitud de movimiento igual a 1/2.
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Oscilaciones en flexién
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Oscilaciones en giro

A lo largo del presente capitulo se plantea el estudio de la respuesta de un perfil
sometido a un movimiento arménico en giro. La descripcién geométrica del problema
es evaluada a través de la siguiente expresion de las cotas:

% (§1) = —a(t)b(§ —a) (5.1)

De modo que el perfil rota en relacion a la coordenada adimensional a, la cual
queda delimitada dentro del intervalo —1 < a < 1. En el caso de considerar un valor
de a = —1, se aprecia que el perfil gira respecto del borde de ataque, mientras que
si a = 1 la rotacién tiene lugar entorno al borde de fuga. Asi pues, la funcién a (1)
describe aquel oscilamiento peridédico del angulo de ataque gobernado tanto por la
amplitud «a, como por la frecuencia reducida k caracteristica del desplazamiento.

Mediante la figura 5.1 se presenta el movimiento, acotando «, tanto el maximo
como el minimo valor de la oscilaciéon en giro y el rango para el cual se generan
valores de sustentacion positiva o negativa al considerar que el perfil oscila sin ningin
tipo de angulo de ataque geométrico.

, a(T) =a,erT (5.2)

El problema a estudiar exhibe un gran interés debido a que las alas de las
aeronaves se encuentran continuamente sometidas a movimientos oscilatorios de
torsion originados por fenémenos aeroelasticos. No debe olvidarse que un ala se
encuentra compuesta por un conjunto de perfiles aerodinamicos, por ello, el estudio
a una escala menor permite inicialmente valorar la repercusion del fenémeno y la
variacion en las fuerzas globales para cada instante temporal.

Sin ir més lejos, un ejemplo de aplicacién del movimiento estudiado se da directa-
mente en los helicopteros, donde el angulo de paso de las palas muestran una variacién
ciclica dependiendo de su localizacién con la finalidad de variar la distribuciéon de
sustentaciéon en el plano del rotor y compensar la asimetria en vuelo de avance.
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5. Oscilaciones en giro
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Figura 5.1: Perfil sometido a oscilaciones en giro con a=0

5.1. Solucion analitica

El proceso para alcanzar la solucion analitica resulta analogo al desarrollado
en el caso de flexion. No obstante, al tratarse de un movimiento diferente cabe
redefinir la funcién z, (§,t) y reevaluar el calculo del vector velocidades sobre el perfil
w, (€,t). Trabajando con la expresion 5.1 y asumiendo un valor de « genérico que
exclusivamente dependa del tiempo:

0z | U 02

we (§,1) = 5 b o =—ab({—a)— Uy« (5.3)

Recuperando la ecuacién obtenida para el coeficiente de presiones ante un
movimiento arménico y especificando la expresion de la funcién W, (€, n,t):

WI (fﬂ]at) = Wq (n7t):_ab(n_a)_Uooa (54)
b 1+¢ Owa (A1)
WII <§7n7t) U 1+n A——1 8t d>\
b 1+¢ . )
T Uy T+mn A_f1[_ab()\_a)_Uooa]d>\
b . . ab
:—U—(l—i-ﬁ) [—aba+UooOé+2(77—1) (5.5)

Wi (§n,t) = (§=n) [1 = C (k)] wa (1, 1)
== -Cr)] (=abln—a)-Usa) (5.6)
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5. Oscilaciones en giro

Debe dividirse entonces el coeficiente de presiones dado por la Ec. (2.111) en tres
contribuciones individuales en vista de agilizar el procedimiento y lograr alcanzar la
expresion global que gobierna la distribucion de presiones:

4 1- 1 n w ,
Bepr () = —i—\[1e [ [ PHE D g

U
:WU \/f/_lﬁ—ab — U @
:404\/E+£0\/§[ab(1+5)—aba}
:4<a—a;;>\/5+4;j\/@
(60 = ﬂio Tre [ iy e
_ ﬂUz m/_l\/ﬁ—abathfa:(n—l)dn (5.8)

40 _ . ab
_U2 1—-¢&2 <Uoooz—aboz+2§>

_ [1-¢ / L+n Wmfm
7rU 14+&Jp=—1 \1—1n
1-¢ 1+n
= ,/1+ /7_11/1_ —ab(n—a)—Uxa) dn

ACp,III (57 t)

U
4 ¢ 1
= ——[1-— alUy + b - —
| CH1L%[ +bi (5-a)]
(5.9)
Agrupando las expresiones para obtener el coeficiente de presiones global:
Acy (§:1) = Acpr (§,1) + Acyrr (§,1) + Acy i1 (§,1)
1— 41? é
(L i (1)
(5.10)

+§f HEPWOG—@+%+Q

= ACp,O (g, t) + ACPJ (5, t) + ACp’Q (f, t)
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5. Oscilaciones en giro

donde se han empleado las siguientes integrales:

Los términos Ac,, 9, Acp1 'y Acy o representan aquella contribucion al coeficiente de
presiones aportada por «, & y & respectivamente. Por consiguiente, puede afrontarse
el calculo de la sustentacién mediante la integral de la presién a lo largo del perfil:

b

L(t) = A d 1 U2 b 1 A d
()= [ Apet)ydr=5pU%b [ Acy(en)de

r=-b

!
anoero'z(Q—a” b oo U

=Ly (t)+ Lo (t) + L3 (1)
(5.11)

Para hallar la expresién (5.11) se ha recurrido al calculo de las integrales:

) g—w L iea=rp, [ gfi-cd=0
1 f=—1

El valor del coeficiente de sustentaciéon se presenta de forma separada para facilitar
su tratamiento y posterior analisis, quedando dividido en:

 Ly(t) maba
Cra ) = TpeU220 U2
_ Ly(t) 27 C (k) [ , <1 ”
CLQ (t) = %poo Ugozb = UOO OéUoo—f‘bOz B a (512)
L3 (t Tba
CLyg(t) _ 3() _

1pe U2 Us

Particularizando el coeficiente de sustentacién global para el movimiento impuesto
de giro del perfil con a (t) = a, e'®! y pasando al dominio del tiempo adimensional:

da  Oa Ot Us foade) ) 2
- = — — =7 o —— ZNT’ _ _ Y 1KT 513
ot Ot ot o€ @= o Foo 7y € (5.13)
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5. Oscilaciones en giro

La expresion del coeficiente de sustentacién responde a:

CL (7’) = OL71 (7’) + CLQ (T) + CL73 (7’)
(5.14)

. . 1Kk . i
=makr? e +21C (k) ay e 1+7—zma +TiRka,e "

Se presenta la distincién entre términos circulatorios y de masa aparente a partir
de la expresion del coeficiente de sustentacién. C7p, o se caracteriza por ser el término
circulatorio, directamente influenciado por la funcién de Theodorsen y, como fue
mencionado con anterioridad, siendo modificado tanto en amplitud como en desfase
dependiendo del valor de la frecuencia reducida del movimiento. Por el contrario, el
conjunto formado por Cr,; y Cr 3 se asocia con los efectos de la masa aparente, donde
C'r1 representa la fuerza de inercia del aire girando con una aceleracién angular ¢ y
('3 denota las fuerzas de inercia originadas por la aceleraciéon de Coriolis.

Las entradas para obtener la solucién analitica resultan ser la amplitud «, que se
le imponga al movimiento, el punto a respecto del cual gire el perfil y la frecuencia
reducida k.

5.2. Solucion numérica

Partiendo de las definiciones geométricas caracteristicas del movimiento de giro,
se calcula la expresién del vector w, (£c;, 7) adimensional de velocidades en el perfil:

0z, 0T Uy 0%, o N
E & + T 676 £:£Ci - « (T) UOO (gCZ a’) Q (7—) UOO (515)

We (§Ci7 T)

Cabe entonces recuperar la expresion de a (1) = a,e'*7 y desarrollar hasta
finalmente alcanzar:

Wy (Eciy T) = =ik Uso o €7 (§ci — a) — ay U €77 (5.16)

El vector a introducir en el método numérico adquiere la forma:

v(€ei, ) = wa(éczﬂ') = —ika, " (€ —a) — a, et T (5.17)

Puede observarse en la Ec. (5.17) que el vector cambia tanto con el paso temporal
como con la coordenada adimensional del perfil, es decir, muestra un valor diferente
dependiendo del panel a considerar y debiendo de ser reevaluados todos los paneles
para cada instante. La coordenada &q; representa las localizaciones adimensionales
de los puntos de control de cada panel.
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5. Oscilaciones en giro

5.3. Resultados

Influencia de la funcién C (k) y s en la solucién analitica:

Previamente, ha sido mostrado que la expresion analitica del coeficiente de sus-
tentacion para el problema de giro depende directamente de la funcién de Theodorsen
a partir del término definido como circulatorio. Se renombran ahora dichos términos
para facilitar el tratamiento, recordando sus expresiones con la nueva notacion:

CL (7') = CLJ (T) + CL,Q (7') + CL73 (T)
=mak’a,e™ +21C (k) a, e 1+%—@'/€a +rika,e™  (5.18)
=Craa+Crqo+Crac

donde Cpo pasa a llamarse Cf o al representar la contribucién del término
circulatorio influenciado por la funciéon de Theodorsen. Del mismo modo, Cr 1 se
denota como Cf,_4. 4 dado que simboliza la influencia de la aceleraciéon angular en
las fuerzas de inercia y Cf,» recibe el nombre de C, 4.¢ al encontrarse originado por
la aceleracién de Coriolis. Es por ello que el conjunto formado por Cr 44 v CL ac
designa los efectos de la masa aparente, al contrario que Cp, g el cual se asocia a los
efectos circulatorios.

Introduciendo la expresién de la funcion de Theodorsen y desarrollando la parte
real de cada uno de los términos del coeficiente de sustentacion global:

Re{CLq} =27C, (k) a, {cos (v (k) +KT)

+ 5 cos (v (k) + KT+ 7/2) — Kacos (v (k) +HT+7T/2)} (5.19)

Re{Cpaa} =7mar®a,cos (kT)

Re{Crac}=mkKa,cos (kT +m/2)

Queda patente que el desfase no solo proviene del término circulatorio, sino que
uno de los componentes de la masa aparente también induce un desfase de 7/2
respecto del angulo de ataque o movimiento del perfil.

Se valora entonces la influencia de la frecuencia reducida y de la funciéon de
Theodorsen ante un caso en el cual el perfil oscila a partir de su punto medio. En esta
situacién particular, y debido al hecho de que a = 0, se espera que la contribucién a
la sustentacion por parte de C, 4.4 sea nula, asi como que C}, o muestre un sumando
menos.
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5. Oscilaciones en giro

Los resultados se presentan en la figura 5.2. Para bajas frecuencias reducidas, el
término predominante es el circulatorio, de forma que aquellos relacionados con la
masa aparente manifiestan una contribucién muy pequena.

Al tener una mayor influencia el término circulatorio, para el hipotético limite
de frecuencias muy bajas, el desfase tiende a no existir debido a que 7 (k) es nulo y
k < 1 como recoge la ecuacién (5.19). Sin embargo, a medida que se incrementa
la frecuencia del movimiento, el efecto de la funciéon de Theodorsen hace que la
amplitud de la sustentacion decrezca en computo general debido a que la contribucién
de las fuerzas de Coriolis no son capaces de compensar dicha reduccién. La evolucién
del suceso puede ser observada en (a), (b) y (c). Asi pues, conforme aumenta la
frecuencia reducida, el término de la masa aparente cobra importancia y Cp 4.¢
comienza a actuar tanto en la amplitud de la sustentacién como en desfase (d).

Para analizar valores de frecuencia reducida relativamente mas elevados, se emplea
la figura 5.3. La tendencia de la amplitud se modifica, es decir, comienza a volver a
intensificarse (a) debido a que el término de masa aparente recupera importancia
hasta sobrepasar al circulatorio (b).

El comportamiento de un perfil que gira entorno a su centro sigue, en este caso,
el siguiente razonamiento: para frecuencias reducidas muy bajas, el movimiento
se encuentra aproximadamente en fase con la sustentacién debido a la influencia
del término circulatorio. Asimismo, a medida que se aumenta progresivamente la
frecuencia reducida, la amplitud decrece por el efecto de la funcion de Theodorsen
y comienzan a ganar importancia los términos de masa aparente. Por ultimo, y
ya en el rango de frecuencias reducidas muy grandes, la amplitud experimenta un
incremento y el término circulatorio queda en amplitud relegado a aproximadamente
la mitad del valor que presentaba para x < 1. Ademas, la masa aparente, que para
a = 0 se encuentra gobernada por los términos de Coriolis, desfasa la respuesta en
sustentacion respecto del movimiento.

Otro hecho a remarcar resulta ser que para el tiempo de partida 7 = 0 la
solucién siempre viene ofrecida por el término circulatorio, independientemente de
la frecuencia reducida. Esto ocurre debido al comportamiento senoidal del término
de masa aparente, el cual se muestra desfasado m/2 con el circulatorio para bajas
frecuencias reducidas.

También se aprecia que ante un movimiento con baja frecuencia reducida el flujo
precisa del tiempo necesario para estabilizarse y como consecuencia, aproximarse a
la solucién estacionaria, mientras que para una situacion con frecuencias reducidas
mayores este hecho no puede llevarse a cabo y se logran elevadas amplitudes de
sustentacién debido principalmente a los efectos de la masa aparente.
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Figura 5.3: Influencia de x elevados en el coeficiente de sustentaciéon para a = 0

La evolucion del angulo de ataque se muestra en la figura 5.4. Inicialmente, la
respuesta estd gobernada por el término circulatorio, el cual define en grandes rasgos
tanto el desfase como la amplitud. Es por ello que la sustentacién no se presenta
exactamente en fase con el movimiento, pero el desfase resulta muy pequenno. No
obstante, a medida que aumenta la frecuencia reducida, el término de masa aparente
inducido por la aceleracion de Coriolis genera que el desfase quede modificado y la
sustentacion maxima deje de tener lugar en las proximidades del médximo angulo de
ataque como puede apreciarse tanto en (¢) como en (d).

Igualmente, el hecho de que el perfil oscile con frecuencias muy elevadas hace que
sea capaz de superar el limite de la pendiente de sustentacion que corresponderia a
27 al presentar una oscilacién de 1 rad de amplitud. No obstante, a efectos practicos
puede no llegar a compensar tener un perfil oscilando a elevadas frecuencias debido
a la fatiga y otros fenémenos que puedan aparecer.

Asi pues, se aprecia que para frecuencias reducidas muy pequenas, donde no
se modela practicamente el desprendimiento de los torbellinos, el coeficiente de
sustentacion tiende al valor estacionario, véase figura 5.5. El cual es alcanzado en el
punto de maximo angulo de ataque, dandole tiempo a establecerse antes de continuar
con la oscilacién y donde solo contribuye el término circulatorio. En (b) queda
recogido como la respuesta obtenida por parte del perfil se aproxima a la de una
polar con curva de sustentaciéon lineal.
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5. Oscilaciones en giro
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Figura 5.5: Respuesta de perfil oscilando en giro para Kk < 1

Influencia de a en la solucion analitica:

Anteriormente, ha sido estudiado el comportamiento de la soluciéon analitica
cuando el perfil giraba respecto de su punto medio. No obstante, pueden acontecerse
otras situaciones en las cuales el perfil oscile en relacién al borde de ataque o de fuga,
o respecto de cualquier otra coordenada adimensional a.

Primeramente, destaca que este parametro muestra influencia tanto en el término
circulatorio como en el de masa aparente. En el caso de que el punto de giro no
coincida con el centro de gravedad de la masa de aire alrededor del perfil, el término
Cr,a4 deja de ser nulo y muestra una contribucién positiva o negativa en amplitud
dependiendo dela nueva localizacion y de la oscilaciéon. Los mismo sucede con el
término circulatorio, donde en este caso afecta tanto al desfase como a la amplitud
del coeficiente de sustentacion.

El efecto se recoge a través de la comparacion presentada en las figuras 5.6 y 5.7,
obteniéndose las soluciones para dos valores diferentes de frecuencias reducidas y
para tres valores de punto de giro. Queda patente como para a = —1 se alcanzan
las mayores amplitudes indistintamente de la frecuencia reducida debido a la con-
tribucién de Cp, 44 mostrado en las graficas (b). De igual forma, dicho término y
el circulatorio inducen un desfase mayor conforme aumenta la frecuencia reducida
sobre la sustentacién global en comparacion con las soluciones para puntos de giro
diferentes.
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5. Oscilaciones en giro

En el supuesto de que el giro se realice respecto del borde de ataque a = 1, la
solucién para bajas frecuencias resulta similar a la obtenida para un giro a partir del
punto medio excepto por el desfase introducido por el término C 44 que ahora no
es nulo. No obstante, a medida que se incrementa la frecuencia reducida tanto la
amplitud como el desfase quedan modificados y la solucion deja de asemejarse a la
de un perfil girando respecto del punto medio.

De igual manera, es de interés senialar que mientras que los términos Cr a4 y
C'r o varian segun la coordenada de giro, aquel que representa la aceleracion de
Coriolis permanece invariante como se muestra en (d) al depender unicamente de la
frecuencia reducida. Asimismo, C, 44 se desfasa un valor 7 en el caso de trabajar
con a =1 0 a = —1, hecho que repercute en la amplitud y desfase global.

Comparacién de la solucién analitica con la estacionaria:

Resulta conveniente plantear la comparativa entre la respuesta en sustentacion
del perfil al considerar efectos no-estacionarios y en aquella situacion en la cual
se desprecian. Todo ello en vista de valorar el error cometido al trabajar con
soluciones estacionarias. Con respecto a las dos expresiones a emplear, se presentan
a continuacion:

Crao (1) =mar®a,e"™ +21C (k) a,e'™ |1+ R ika +Tika, e T
2 (5.20)
Cre (1) =2ma(r) =2ma, e
Destaca la evidente diferencia entre ambas expresiones, donde la primera de
ellas designa la solucion analitica y la segunda aquella estacionaria. Por un lado,
la analitica modela tanto los fenémenos de la aerodinamica no-estacionaria como
aquellos inducidos por la estela. Sin embargo, la solucion estacionaria no los tiene en
cuenta y resalta por su simpleza. En esta comparacion reside una gran importancia, ya
que, comunmente el problema de un perfil oscilando tiende a estudiarse primeramente
desde un matiz estacionaria, cuando este suceso puede inducir importantes errores si
no se tiene en consideracion los efectos no-estacionarios.

En la figura 5.8 puede observarse la disparidad entre sendas soluciones incluso
para el caso de bajas frecuencias reducidas. No obstante, en el caso limite para k < 1
ambas soluciones tienden a aproximarse pudiendo aceptarse que el error inducido por
la solucién estacionaria es asumible. Al tratar problemas con frecuencias reducidas
elevadas, los efectos no-estacionarios y de estela no deben obviarse como queda
recogido en (b), dado que las diferencias tanto en amplitud como en desfase son
notables.

Los resultados han sido obtenidos para «, = 1 rad y a = 0, quedando patente que
la solucién estacionaria siempre brinda aquel valor de la pendiente de sustentacion
igual a 27 en los puntos de maxima amplitud y desfase nulo con respecto del
movimiento. Al contrario que la soluciéon analitica debido a que el flujo no tiene
tiempo a adaptarse por los fenémenos oscilatorios y no estacionarios.
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Figura 5.8: Solucién analitica y estacionaria para perfil oscilando en giro

Comparacion de la solucion analitica con la numérica:

En vista de comparar la solucién analitica con la numérica debe realizarse un
valoracién sobre la influencia tanto del nimero de paneles en el perfil empleados por
el esquema numérico como de la longitud de los paneles en la estela, la cual influye

en la discretizaciéon temporal.

Con respecto al nimero de paneles en el perfil, si el objetivo es el de replicar la
distribucion del coeficiente de presiones debe aumentarse su niamero. Asi pues, la
figura 5.9 recoge como varia la solucién numérica no-estacionaria en comparaciéon con
la analitica a medida que se incrementa el nimero de paneles en el perfil. Para pocos
paneles, la aproximacién durante los instante iniciales no resulta precisa. De hecho,
incluso incrementando el nimero de paneles no se logra replicar correctamente el
fenémeno ni en amplitud ni en desfase. Este hecho se explica dado que en el esquema
numeérico debe alcanzarse un determinado tiempo adimensional a partir del cual el

flujo o la solucién se considera ya desarrollada.

En lineas generales, y para bajas frecuencias reducidas, se hace patente que
conforme aumenta el niimero de paneles se mejora la aproximacién a la soluciéon
analitica, la cual incluso es bastante precisa para un tnico panel en el perfil (a). Por
el contrario, para elevadas frecuencias no debe emplearse un bajo niimero de paneles
en el perfil dado que se inducen elevados errores en amplitud como se muestra en (b).
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5. Oscilaciones en giro

Por otro lado, la longitud de los paneles en la estela afecta a la discretizacion
temporal del esquema numérico, es decir, cada cuanto se produce la evaluacion y
desprendimiento de un nuevo torbellino. Es por ello que conforme se incrementa
el tamano del mismo se inducen mayores errores en la aproximacion tanto de la
amplitud como del desfase, obviando aquel periodo inicial en el cual el esquema
aun no ofrece soluciones validas. De igual forma, debe comentarse que a pesar de
trabajar con un valor fijo de paneles en la estela, la variacién del nimero de los
mismos repercute en dicha discretizacion, siendo recomendable emplear un niimero
relativamente elevado en el caso de buscar una aproximacion precisa con la solucién
analitica a lo largo de las oscilaciones.

Se concluye entonces que el esquema numeérico es capaz de replicar la respuesta
oscilatoria, en términos del coeficiente de sustentacion, de un perfil oscilando en
giro para valores bajos y elevados de frecuencias reducidas. Siempre que se emplee
aquel ntimero adecuado de paneles tanto en el perfil como en la estela, asi como,

las longitudes de los mismos que permitan aproximar correctamente el fenémeno de
estudio.

Los resultados se han obtenido para un perfil oscilando a partir de su punto
medio, pudiendo ser extrapoladas las conclusiones a cualquier perfil girando respecto
de otro punto. Las simulaciones han sido realizadas para m = 2000, a = 1 rad.
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Figura 5.9: Influencia de n en C}, para perfil bajo oscilaciones en giro donde A = 0.5
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Cambio en el angulo de ataque

Una vez analizado el comportamiento del perfil ante movimientos armoénicos,
se plantea su respuesta frente a un cambio instantaneo en el angulo de ataque.
Previo al estudio en profundidad de dicho escenario, se adelanta que esta situacion
origina un transitorio en el coeficiente de sustentacion. El fenémeno a estudiar se
conoce entonces como retardo en el establecimiento de la sustentacion, encontrandose
ocasionado, en este caso particular, por una variaciéon tipo escaléon en el angulo
de ataque. La figura 6.1 recoge la descripcion grafica del suceso, mientras que la
expresion 6.1 define las cotas del perfil durante el movimiento.

Dicho retardo es habitual encontrarlo en situaciones donde la aeronave cabecea
de una forma abrupta, introduciéndose un retraso en la respuesta debido a los efectos
de adecuacién del flujo a la nueva geometria.

0 t<0
o, t)=—za(t), alt)= 6.1
(o t) = —ra(t), al) {% o (6.1
a
Situacion final o

Situacion inicial

a4

Figura 6.1: Perfil ante cambio instantaneo en el angulo de ataque
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6. Cambio en el angulo de ataque

6.1. Solucién analitica

El cambio en el angulo de ataque instantaneo tiene lugar cuando el perfil penetra
o se induce un campo de velocidades verticales de manera repentina, siendo este
problema resuelto por medio de lo que se conoce como funcién de Wagner. Cabe
realizar una distincién con respecto a la respuesta del perfil ante una rafaga discreta,
dado que aunque el comportamiento sea similar, el fendmeno fisico que lo desencadena
y el tratamiento empleado resulta diferente.

La funcién de Wagner se caracteriza por depender del tiempo, aproximandose
a la unidad a medida que el tiempo tiende a infinito. Dado que la pendiente de la
curva de sustentacion se asume igual a 27 para un perfil que recibe el tratamiento
de placa plana, la influencia sobre el resultado de la funcién de Wagner hace que
para valores temporales elevados, el coeficiente de sustentacién presente el aspecto de
CL, = 21 a, v la solucién tienda a aquella estacionaria. Asumiendo como expresion
valida de la funcién de Wagner aquella expuesta en la Ec. (6.4), su evolucién queda
recogida en la siguiente figura:

0 I I I I
0 20 40 60 80 100

T = UT” t
Figura 6.2: Funcion de Wagner evaluada hasta 7 = 100

Afrontando el calculo de la solucién analitica, en el caso de que el perfil sufra un
cambio repentino en el angulo de ataque se produce una variacién de sustentacion
que deriva en la alteracién del susodicho coeficiente:

AL (#)

ACy (1) = —2 )
v (®) L0 U2 20

= Cpa Aa @ (1) (6.2)

donde ® (t) se corresponde con la funcién de Wagner, la cual admite la aproxi-
macion mostrada en la Ec. (6.3).

O (t) =1—0.165¢ 041 —(.335¢ 031/ (6.3)
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6. Cambio en el angulo de ataque

En la ecuacién anterior, el tiempo adimensional empleado responde directamente
al, = ﬁ, que resulta equivalente a T, = b/U,,, pudiendo expresarse la funcién de
Wagner en términos del tiempo adimensional de la forma siguiente:

O (1) =1-0.165¢ %7 _ 0335037 (6.4)

En relacion al desarrollo realizado, se asume una variacién del angulo de ataque
independiente del tiempo Aa = «, y una pendiente de la curva de sustentacion
CLa = 2w al trabajar con un modelo de placa plana. La solucién analitica se alcanza
sustituyendo directamente dichos valores en la Ec. (6.2) para obtener finalmente:

AL (1)

ACL(T) = T T o7
Poo UL 2D

= Cro Aa® (1) (6.5)

6.2. Soluciéon numeérica

La aproximacion numérica es calculada empleando el método de los paneles
no-estacionario, el cual ha sido introducido y tratado a lo largo del capitulo 3. La
variable de entrada del esquema resulta ser la funcién w, (z¢;,t), que admite un
desarrollo segiin la Ec. (6.6) considerando la expresién conocida de z, (x,t) que se
recoge en la Ec. (6.1).

W (e, t) = [%th + Oo(?;xp] - (6.6)
T=TCq

Empleando variables adimensionales, la geometria del perfil responde a un cambio
en las cotas, las cuales pasan a mostrar una dependencia proporcional directa a
la coordenada & y al angulo de ataque a. No obstante, es preciso aclarar que al
encontrarse en el campo de pequenas perturbaciones, la funcién tangente, con la cual
se aproxima inicialmente la variacién de z, se establece directamente como el propio
angulo.

zp (1) = —€ba(r) (6.7)

Desarrollando aquellos términos necesarios para alcanzar la expresion de w, (x,t)
en funcion de los parametros adimenisonales £ y 7:

0z _ 0z 01 _ Ux 0%

_ /
o oo b or - SUxd (D)
(6.8)
0z, 10z _
o —poe - 0
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6. Cambio en el angulo de ataque

Igualmente, la funcién que gobierna la variacién del angulo de ataque, y que se
corresponde con la condicién de un cambio brusco del mismo, viene dada por:

o (r) = {O T<0 (6.9)

a, T>0

De manera que entrando en la Ec. (6.6) con las ecuaciones (6.8) y (6.9) se alcanza:

W (€ciy T) = —Ux (6.10)

Por tltimo, el esquema requiere alojar el vector adimensional que se corresponde
con la geometria de la siguiente manera:

v (cir T) = wa(ém = —Q (6.11)

donde destaca que v ({¢y, T) permanece independiente tanto de la coordenada &¢;
como del tiempo 7, agilizando la resolucion numeérica.

6.3. Resultados

Antes de llevar a cabo la comparacién entre la solucion analitica y numérica, cabe
realizar un estudio de sensibilidad con el objetivo de determinar aquellos valores que
deben emplearse tanto para el niimero de paneles en el perfil n como para el niimero
de paneles en la estela m y la longitud de los mismos A£.

Estudio de sensibilidad:

Se emplea con tales fines un programa elaborado en Matlab encargado de llevar
a cabo un analisis de la influencia inicial tanto de m como de A¢. El programa
desarrollado retorna, ante una entrada fija en la longitud de los paneles de la estela A&
y para un valor de a y n dados, el tiempo adimensional hasta alcanzar la convergencia
en el calculo del coeficiente de sustentacién. Se asume que el proceso ha convergido
cuando el error relativo entre la soluciéon no-estacionaria, alcanzada mediante el
esquema numérico, y la soluciéon estacionaria del problema de variacién instantanea
de d4ngulo de ataque es menor al 1%. Estableciéndose que un valor de discrepancia
del 1% es aceptable teniendo en cuenta los errores de numéricos o de redondeo que
pueden ser inducidos durante la resolucién del método.

Igualmente, y con respecto a la discretizacion temporal, se resuelve el problema
en funcion de la variable tiempo adimensional 7. El bucle empleado anade paneles
en la estela a medida que evoluciona el coeficiente de sustentacion, quedando dichos
paneles relacionados con el tiempo adimensional a través de la expresiéon 7 = m A€.

79



6. Cambio en el angulo de ataque

Por ende, el coeficiente de sustentacion se ve modificado a medida que aumenta el
niumero de paneles evaluados hasta el punto en el cual el error se encuentra dentro del
limite estipulado, presentando el pardmetro A¢ una gran relevancia en el resultado
obtenido al ser una de las variables de entrada en el estudio realizado. El diagrama 6.3
pretende facilitar la comprension acerca del funcionamiento del programa utilizado.

Variables de entrada: o AZ n

L]

Programa

o

l_ls_ll_ 1Es el error menor al 1%?
Variables de salida: m © ¢

m=m-+1 | Se aumenta el ntimero
de paneles en la estela

A

A

No

Figura 6.3: Diagrama del programa empleado para realizar el estudio de sensibilidad

Como ha sido mencionado, la finalidad del programa es ofrecer aquel nimero de
paneles en la estela necesarios ante una entrada en la longitud de los mismos para
considerar la convergencia del calculo. La tabla 6.1 recoge los resultados para el caso
particular de n = 100 y «, = 1 rad:

AL Meonw  Teonw Cr teonw
0.05 2181 109.05 6.2204 1.2471
0.1 1091 109.1 6.2204 0.2824
0.3 365 109.5 6.2205 0.0795
0.5 219 109.5 6.2204 0.0478
0.7 157 109.9 6.2205 0.0397
1 110 110  6.2205 0.0396
1.3 85 110.5  6.2206 0.0368
1.5 74 111 6.2209 0.0335
1.7 65 110.5  6.2205 0.0335
2 56 112 6.2213 0.0331
3 38 114 6.2220 0.0346

Tabla 6.1: Resultados obtenidos ante varias entradas de A&
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6. Cambio en el angulo de ataque

Los parametros meony ¥ Teonw denotan las mismas magnitudes con las que se ha
trabajado habitualmente pero ahora en relacion al valor presentado una vez alcanzada
la convergencia de la solucion. El tnico parametro nuevo resulta ser t..,., €l cual
permite evaluar el gasto computacional al quedar definido como el tiempo empleado
por el bucle para resolver el problema. Dado que las mediciones de t.,,, muestran
cierta desviacion en cada ejecucion del programa, se opta por tomar varios valores y
llevar a cabo una ponderacion.

Primeramente, puede observarse a través de la figura 6.4 que a medida que
aumenta la longitud de los paneles es necesario utilizar una menor cantidad de ellos
debido a la relacion entre sendas magnitudes. De manera directa, se concluye que
dado que para alcanzar la convergencia se debe evaluar el problema hasta un tiempo
adimensional determinado, equivalente a modelar una cierta longitud de estela, el
valor necesario de dicho pardmetro puede ser alcanzado empleando pocos paneles de
gran tamano o muchos paneles de reducida longitud. Es por ello que pueden darse
varias combinaciones de niimero de paneles y de longitud de los mismos que brinden
el mismo tiempo adimensional.

1200 T T T T T

1000 | ]
800 f ]

S 600 ]
400 + ]

200 - 1

N FO

0 0.5 1 1.5
A¢

2.5 3

Figura 6.4: Relacién entre la longitud y nimero de paneles hasta la convergencia

Por otro lado, y con respecto al mencionado tiempo adimensional, la convergencia
se alcanza para valores cercanos a T..,, =~ 110, siendo el valor de este tiempo
adimensional independiente tanto del angulo de ataque con el cual se afronta el
problema como del niimero de paneles en el perfil empleados. El hecho de que el
tiempo adimensional sea independiente del caso resuelto ofrece una idea sobre aquella
cantidad de estela que debe modelarse para alcanzar el comportamiento ofrecido por
la solucién estacionaria.
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6. Cambio en el angulo de ataque

Analizando la sensibilidad de 7.4, la figura 6.5 muestra su variacién respecto
del nimero de paneles utilizados en la estela y de la longitud de los mismos. Queda
patente que a medida que aumenta la longitud de los paneles, la discretizacion
en el tiempo reduce la precision al emplear un mayor paso temporal. Este hecho
deriva directamente en que 7., crezca para altos valores de A¢, ya que transcurre
una mayor cantidad de tiempo entre evaluaciones y se incrementa asi la distancia
simulada de estela.

Tratando la influencia del ntimero de paneles en la estela sobre 7.,,,, cuantos
mas se empleen mayor precision presenta el método numérico. Suponiendo un
comportamiento contrario al descrito cuando aumentaba la longitud de los paneles.
De hecho, para una cantidad elevada de paneles en la estela se observa como se acota
el valor del tiempo adimensional de convergencia alrededor del valor mencionado
previamente y cercano a 7 ~ 110.

El hecho de emplear paneles de menor longitud en la estela repercute en que sea
necesario recurrir a un mayor numero, siendo de suma importancia considerar la
influencia del gasto computacional. La figura 6.6 presenta como queda modificado el
tiempo de céalculo, donde puede observarse que incrementar el niimero de paneles
supone una mayor penalizacion en las iteraciones a realizar para alcanzar la solucion,
creciendo el gasto computacional. Por el contrario, a mayor tamano de panel, menos
trabaja el programa al reducir el tamano del bucle de simulacién de la estela.

115

. 114 +

. 113 +

1 112 +

1 111+

110 -

TL‘(}H v

1 109 -

1 108 |-

. 107 -

1 106 -

105 I I I I I

200 400 600 800 1000 1200 0 0.5 1 1.5 2 2.5
m(l(]’!l,?/‘ A§CO71U

(a) Variacion de Teony €ON Meony (b) Variacién de Teony con AL

Figura 6.5: Estudio de sensibilidad del tiempo adimensional
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0.5

1 0.45 +

1 0.35

0.25 -

I
tconv

1 0.15 +

1 0.05 -

200 400 600 800 1000 1200 0 0.5 1 1.5 2 2.5
mCOTlU Aé‘(’,()’n’l)

(a) Variacion de teony cON Meony (b) Variacién de tcon, con AL

Figura 6.6: Estudio de sensibilidad del gasto computacional

Todo este planteamiento y estudio depende de los objetivos del usuario. En el
caso de que se desee un bajo gasto computacional y rapidez en la resolucion, se deben
usar longitudes de paneles en el rango 1 < A¢ < 2 que ademas garanticen una buena
aproximacion al fenémeno. Sin embargo, en el caso de buscar simular con elevada
precision el retardo de la sustentaciéon que sufre el perfil al estar sometido a un
cambio brusco en el angulo de ataque, se recomienda emplear paneles relativamente
pequenos donde la discretizacion temporal sea mucho mayor. Para un rango de
tamano de paneles entre 0.5 < A¢ < 1 se obtienen resultados que se asemejan en
gran medida a la solucion analitica como se vera posteriormente.

Finalmente, y en relacion al ntimero de paneles en el perfil n que se deben
situar, la influencia de los mismos es significativa en la aproximaciéon a la solucion
analitica durante los instantes iniciales del movimiento. De hecho, cuantos mas
paneles se utilicen, con mayor precision se puede aproximar el fenémeno que queda
recogido por la funciéon de Wagner y que dictamina que en el instante inicial la
sustentacion muestra la mitad de su valor final. A través de la figura 6.7 se muestra
el comportamiento de la solucién para la situacién de n = {1, 5, 100}.

No cabe obviar que el ntimero de paneles en el perfil repercute directamente
en la representacion de la distribucion del coeficiente de presiones sobre el mismo,
de manera que en el caso de emplear un ntimero bajo resulta una representacion
bastante pobre comparada con aquella alcanzada con un gran nimero de paneles.
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Figura 6.7: Evolucion de Cf, durante los instantes iniciales para m = 219, A = 0.5
y a, =1 rad

Atendiendo a las conclusiones del estudio, puede decirse que el principal proced-
imiento para disminuir el gasto computacional es reducir el nimero de paneles en
la estela, incrementando su tamafio y recordando siempre alcanzar aquel valor del
tiempo adimensional que garantice la convergencia del calculo en el menor niimero
de iteraciones. No obstante, el hecho de emplear paneles de mayor tamano induce
un error a la hora de buscar aproximarse a la soluciéon analitica debido a la gran
discretizacion que se realiza en el tiempo. Debe llegarse entonces a un compromiso
para poder simular el fenémeno de retardo en la sustentacion sin perder gran precision
y empleando el minimo gasto computacional posible, proponiéndose como rangos
validos aquellos presentados a lo largo de esta seccion.

Comparacién con la solucién analitica:

Tras haber sido evaluada la influencia de los valores de entrada en el esquema, se
opta por utilizar los siguientes parametros:

n=100, m=250, a,=1rad, A{=05 (6.12)

Se espera alcanzar la convergencia con un error menor al 1% entre la solucién
numérica no estacionaria y la estacionaria, al igual que el tamano de los paneles de
la estela busca una buena aproximacion con la solucion analitica.

Puede decirse que el valor del angulo de ataque influye directamente en el
coeficiente de sustentacion obtenido al acabar la etapa transitoria, pero no en el
tiempo de convergencia de la solucién. Ademads, se emplea el valor de 1 radian como
angulo de ataque dado que el resultado se prevé igual al de aquella pendiente de la
curva de sustentacion caracteristica de una placa plana.
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6. Cambio en el angulo de ataque

En la figura 6.8 puede observarse el estudio planteado para un perfil que sufre un
cambio instantdneo en el angulo de ataque desde cero hasta un radian. Con respecto
a la solucion numérica no-estacionaria, estacionaria y analitica, cabe destacar que
todas ellas alcanzan el valor esperado de C'; =~ 27. De igual forma, la etapa del
transitorio de la solucién no-estacionaria numeérica guarda una elevada semejanza
con la ofrecida por la soluciéon analitica debido a los valores empleados de A¢ y m.
Por el contrario, si se representa la solucién para tamanos mayores de los paneles en
la estela, puede verse que la similitud entre sendas curvas empieza a ser dispar como
recoge la figura 6.9.

Ademsds, durante la etapa inicial y para un valor nulo del tiempo, la solucion
analitica adquiere el valor de la mitad de la sustentacién final debido a la aproximacién
empleada de la funciéon de Wagner. Fendémeno que no logra replicar con exactitud la
solucion no-estacionaria a pesar de incorporar un gran nimero de paneles en el perfil.

Una vez finalizado el transitorio, queda patente que la curva de la solucion
analitica se aproxima a la estacionaria debido a la propia definicién de la funciéon de
Wagner, la cual tiende a la unidad para tiempos elevados, mientras que la solucién
numérica presenta un error relativo del 1% respecto a aquella esperada.

Por todo lo expuesto anteriormente, puede afirmarse que el esquema numérico
empleado a través del método de los paneles en la linea media es capaz de replicar el
retardo en la sustentacion experimentado por un perfil ante un cambio instantaneo
en el angulo de ataque, siempre que se trabaje dentro de un rango razonable tanto
de ntimero de paneles en la estela como de longitud de los mismos.
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Figura 6.8: Evolucion de la sustentacion para los tres métodos implementados
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6. Cambio en el angulo de ataque
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Figura 6.9: Variacién de la sustentacién para varios valores de A&
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Comportamiento ante rafaga

Tras estudiar la respuesta de un perfil frente un cambio instantaneo en el angulo de
ataque, resulta de gran interés presentar aquel escenario en el cual el perfil se somete,
de manera progresiva, al efecto de una rafaga transversal. Existe una determinada
semejanza con el capitulo anterior, de hecho, la respuesta se espera en cierta medida
parecida. Radicando la principal diferencia en que para un cambio instantdneo en el
angulo de ataque, el perfil irrumpe de manera directa en el campo de velocidades,
en cambio, para el modelado de una rafaga el perfil se adentra de forma progresiva
hasta encontrarse totalmente inmerso como recoge la figura 7.1.

Es por ello que ahora no se considera una variacion directa en el angulo de ataque,
sino de aquella velocidad vertical que es inducida por la rafaga a través de una
funcion escalén que se desplaza en el tiempo. No obstante, cabe mencionar que la
rafaga tipo escalon no es representativa de la realidad debido a que normalmente este
tipo de fenémenos necesitan un tiempo hasta alcanzar su valor méaximo, asi como
exhiben un gradiente en su entrada. De manera que el presente capitulo inicamente
contempla el modelado de la respuesta ante una rafaga escaléon. Por ello, en el caso
de querer ampliar conocimientos acerca de los efectos de otro tipo de rafagas puede
consultarse [2].

7.1. Solucion analitica

La solucion analitica se plantea para una rafaga tipo escalon. Se pretende entonces
estudiar aquel fenémeno el cual establece que la fuerza de sustentacién no aparece
instantaneamente, sino que crece a medida que el perfil penetra en la rafaga debido
a los efectos no-estacionarios.

Se asume primeramente que la rafaga aun no ha actuado, por lo que la variacion
del coeficiente de sustentacion en el instante ¢ = 0 resulta nula. Por el contrario,
cuando el perfil se encuentra completamente inmerso en la rafaga, la expresion de la
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7. Comportamiento ante rafaga

Situacion inicial

| | ] T ‘ ‘ Entrada progresiva en la rafaga

Figura 7.1: Avance en el tiempo de la rafaga ante un perfil

variacién del coeficiente de sustentacion responde a ACY, (00) = Cpq w,/Us. Siendo
wy/Us €l dngulo de ataque inducido por el campo de velocidades. Dado el interés
por conocer la evoluciéon temporal del coeficiente de sustentacién, se recurre a la
funcién de Kiissner, verificandose que el incremento de sustentacion de un perfil ante
una rafaga tipo escalén de intensidad constante w, viene determinado por:

ACY (1) = Cpa % U (1) (7.1)

Al igual que ocurria con la funcién de Wagner, sendas funciones se caracterizan
por mostrar complicadas expresiones integrales que proporcionan la respuesta ante el
efecto de una rafaga o de un cambio en el angulo de ataque. Es por ello que se decide
emplear la aproximaciéon para la funcion de Kiissner presentada a continuacion:

U(t)=1-05e 81 _ 5 1 (7.2)

donde debe desarrollarse la ecuacién anterior para expresarla en términos de aquel
tiempo adimensional a partir del cual se plantean las soluciones. Reemplazando y
recordando que T, = b/U,,, puede alcanzarse la expresién para la funciéon de Kiissner
dependiente ahora de 7.

U(r)=1-05e "7 —0.5e77 (7.3)

La figura 7.2 representa la evoluciéon de la funcion de Kiissner. Queda patente
como el valor inicial es nulo al no haber actuado atin la rafaga. En cambio, para
tiempos adimensionales cercanos a 7 =~ 40 se observa como alcanza el valor de la
unidad, siendo maxima su contribucién y suponiendo este hecho la conclusion del
periodo transitorio de la respuesta.

Comparando la evolucién tanto de la funciéon de Wagner como de Kiissner se
alcanzan ciertas conclusiones. Por un lado, para el caso de angulo de ataque abrupto

38
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7. Comportamiento ante rafaga

era interesante observar que el perfil generaba sustentacién de manera inmediata
debido a la definicién de la funcién de Wagner y siendo el valor de dicha sustentacion
inicial la mitad del valor estacionario. Sin embargo, para la situacion de respuesta
ante rafaga escalén, el perfil no responde de manera instantanea, sino que lo hace de
forma progresiva y mucho méas rapida al establecerse la solucién para 7 menores.
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7. Comportamiento ante rafaga

0 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Figura 7.2: Funcion de Kiissner evaluada hasta 7 = 60

7.2. Soluciéon numérica

A la hora de plantear la solucién numérica, es necesario recurrir a una funciéon
escalon que se desplace en el tiempo para poder replicar el comportamiento del
avance de la rafaga. Ademads, debido a que la rafaga induce un campo de velocidades
verticales wy (z,t), esta circunstancia debe ser introducida en la condicién de contorno
con la finalidad de garantizar el comportamiento del perfil como linea de corriente
durante el movimiento. Recuperando la expresion introducida en el planteamiento
del esquema numérico y que definia la condiciéon de contorno sobre el perfil, cabe
anadirle aquella velocidad vertical inducida por la rafaga:

n (4) j=1
1 I 1 ka
wy () = 5= Y- —A—

T 21 %0i —Trk 2T {2 T0i — Twj—kt1

(7.4)
1 T ,
M = (e, A

Im ey gy UerCnd A

donde el término w,(z¢;, j At) es considerado nulo al no presentar el movimiento
ninguna variacion geométrica de las cotas del perfil. Cabe entonces trabajar directa-
mente con wy (z,t) en vista de definir aquel vector de entrada al esquema numérico
que garantice el cumplimiento de la condicién de contorno:

1 n F(J) 1 Jj—1 Fw 1 FwA
= k= i - = —w,(z,t) (7.5

2T [ ®oi —Tre 2T 500 — Twi-ktl 2T T — Twl
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7. Comportamiento ante rafaga

De forma que para este problema en concreto, la funciéon wy (z,t) emula el com-
portamiento de w,(z¢;, j At) en el método numérico. Como habia sido mencionado
previamente, w, (z,t) se caracteriza por atender a una funcién escalén que se desplaza
en el tiempo y con expresion:

wy (,t) =w, H (Ut —x —b) (7.6)

Trabajando en términos de las variables adimensionales:

wy (§,7) =w, H (T —&—1) (7.7)

El valor de w, equivale ahora al parametro w, empleado en el tratamiento analitico
del problema dado que sendas variables definen la intensidad de la rafaga, asi como,
el angulo de ataque inducido sobre el perfil.

7.3. Resultados

Al igual que se realizaba para el caso del cambio instantaneo en el angulo de
ataque, antes de llevar a cabo la comparacion entre resultados analiticos y numéricos
es necesario plantear un estudio de sensibilidad que defina tanto el valor del ntimero
de paneles en la estela m, la longitud de los mismos A&, y el nimero de paneles en
el perfil n.

Una vez determinados los rangos de dichos parametros, se procede a comparar la
solucion analitica del problema con la ofrecida por el esquema numérico y se evalia la
validez de la aproximacion obtenida del transitorio experimentado por el coeficiente
de sustentacion.

Estudio de sensibilidad:

El procedimiento a emplear resulta analogo al planteado en el caso de estudio
anterior. Se utiliza entonces el mismo esquema a través del cual, y partiendo tanto
de una longitud dada de paneles en la estela como de un nimero determinado de
paneles en el perfil, se anaden paneles durante cada iteracién hasta que el error entre
la solucién analitica y numérica sea menor al 1%. En caso de querer mds informacion
acerca el programa implementado, véase la explicaciéon ampliada proporcionada en
la seccién 6.3.

La tabla 7.1 recoge los resultados para el caso particular de n = 100 y w, = 1,
donde los parametros Meony, Teonw ¥ teonw T€Presentan las mismas magnitudes tratadas
anteriormente pero respondiendo a su valor cuando el calculo se considera convergido.
La tendencia mostrada es que cuanto mayor es el tamano de panel, menor niimero
de paneles deben emplearse dado que el tiempo adimensional de convergencia se
alcanza relativamente mas rapido al ser paneles mas grandes.
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7. Comportamiento ante rafaga

[gualmente, el valor de 7., =~ 111 es aquel para el cual se considera que la
solucion ha convergido. De forma que si se emplean paneles mas grandes, este valor
de tiempo adimensional de convergencia muestra una mayor desviacion debido a la
discretizacion temporal. Asi mismo, la figura 7.3 expone como decrece el nimero de
paneles a emplear al aumentar la longitud de los mismos, este fenémeno radica en
que sendas magnitudes se encuentran relacionadas mediante el tiempo adimensional.
Es por ello que para alcanzar la convergencia del calculo pueden emplearse un gran
nimero de paneles de reducida longitud o pocos paneles de mayor tamano.

AS Meonv Teonw OL tcmw

0.06 2211 110.5 6.2204 1.3556

0.1 1105 110.5 6.2204 0.2855

0.3 369 110.7 6.2204 0.0681
0.5 222 111 6.2206 0.0521
0.7 159 111.3 6.2207 0.0403

1 111 111 6.2206 0.0364

1.3 86 111.8  6.2209 0.0342

1.5 5 112.5 6.2212 0.0331

1.7 66  112.2 6.2210 0.0324
2 26 112 6.2213 0.0326
3 38 114 6.2220 0.0329

Tabla 7.1: Resultados obtenidos ante varias entradas de A&

En la figura 7.4 (a) se aprecia como el tiempo de convergencia adimensional se
establece entorno a 7..,, &~ 111 para el problema de perfil ante rafaga, asi como,
permanece constante independientemente del valor de la intensidad de la misma.
Puede decirse entonces que para un menor ntimero de paneles en la estela surgen
desviaciones originadas por la discretizacion temporal que genera que se evalie
una mayor cantidad de espacio recorrido por una particula antes de alcanzar la
convergencia. En (b) se presenta como 7., aumenta con el tamano del panel en la
estela por dicha discretizacion temporal, incrementandose la desviacion para valores
relativamente elevados de A&.

Atendiendo al gasto computacional del esquema implementado, figura 7.5, queda
patente como a mayor niimero de paneles en la estela, més iteraciones debe de realizar
el programa y mayor es el gasto computacional (a). No obstante, puede reducirse en
el caso de emplear paneles de mayor tamafio (b) al avanzar en el tiempo con un paso
mayor y reducir la carga de operaciones requeridas.
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Figura 7.3: Relacion entre la longitud y ntimero de paneles hasta la convergencia
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Figura 7.4: Estudio de sensibilidad del tiempo adimensional

Se evidencia que en el caso de desear un bajo gasto computacional, es posible
emplear un tamafio mayor de paneles en la estela 1 < A¢ < 1.5. Sin embargo, a
través de dicha resolucién pueden cometerse errores de mayor magnitud en el caso de
desear replicar la evolucion del transitorio de la sustentacion. Por el contrario, en la
situacion de buscar una aproximacion de gran precision con la solucion analitica, y
sin incurrir en un gasto excesivo de recursos, se recomienda utilizar paneles de menor
longitud 0.1 < A¢ < 0.5 y un mayor nimero 1000 < m < 3000.
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Figura 7.5: Estudio de sensibilidad del gasto computacional

Tratando a continuacion la influencia del niimero de paneles en el perfil, como ha
sido mencionado en secciones previas, en el caso de querer replicar la distribucion de
presiones sobre el perfil debe emplearse un niimero elevado de paneles. A pesar de
ello, si solo se requiere aproximar la solucién analitica puede reducirse el niimero
a utilizar. Cabe destacar que dicho nimero de paneles afecta directamente a los
instantes iniciales al determinar el avance de la rafaga sobre el perfil y la sustentacién
resultante durante el susodicho periodo. Una vez el perfil penetra completamente en
la rafaga, la influencia del ntimero de paneles en el perfil resulta menor. Es por ello
que cuantos méas paneles se empleen, mejor es modelado del avance de la rafaga al
disponer de un mayor ntimero de puntos de control donde aplicar la condicion de
contorno.

El resultado se ofrece a través de la figura 7.6. Uno de los hechos més significativos
es que, en comparacion con la solucién analitica, no se alcanza el valor de sustentacion
nula en el instante inicial para un ntimero elevado de paneles en el perfil. Esto se
produce debido a que al tratarse de un esquema numérico no-estacionario, que parte
de un instante inicial igual a A&, en el caso de emplear un nimero elevado de paneles
en el perfil, la rafaga comienza directamente a actuar sobre los paneles localizados en
las proximidades del borde de ataque debido al valor de A¢. Trabajando con valores
menores de longitud de paneles en la estela puede discretizarse con mayor precision
el avance de la rafaga.
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7. Comportamiento ante rafaga

Otro aspecto resenable es el acontecido al emplear Gnicamente un panel en el
perfil, debido a que su punto de control se sitia alejado del borde de ataque, durante
los instantes iniciales la rafaga no se encuentra actuando al no haber alcanzado dicho
punto de control y el resultado es una sustentacion nula. Asi pues, no debe emplearse
un bajo nimero de paneles en el perfil dado que puede observarse en la figura 7.6 (a)
que la aproximacién obtenida en comparacién con la solucién analitica es muy poco
precisa a lo largo del transitorio. Al aumentar el nimero de paneles en el perfil se
logra una mejor resolucion.

En cualquier caso, puede ampliarse el nimero de paneles en la estela y reducir la
longitud de los mismos para que la discretizacion temporal sea méas rigurosa y se
logren mejores aproximaciones, este hecho se observa en la figura 7.6 (b). Donde
queda patente el salto que representa la entrada del efecto de la rafaga al emplear
n = 1, asi como, el efecto al incrementar el nimero de paneles en la estela sobre las
curvas cuya solucién se aproxima de mejor forma al resultado analitico.

8 8
§
= |
B i~ . 6 n—!— ------- -, ————————— - p e s e e e e e e e )
oL
i
= I
, 1 oA 7
./ —-e-—-C mét. paneles n=1 —-e-—-C, mét. paneles n=1
9 ! —-e-—Cp, mét. paneles n=10 | | 9 i —-e-—-Cp mét. paneles n=10 | |
I

—-e-—-C, mét. paneles n=100
—-=-— (', estacionario
—--— (' analitico

—-e-—C, mét. paneles n=100
—-=-— (', estacionario
—-&-— (' analitico

I I I I 04 I I I I

10 20 30 40 50 0 10 20 30 40

b
(a) m=222y A =0.5 (b) m =3000 y A¢ =0.1

Figura 7.6: Evolucion de C';, durante los instantes iniciales para w, = 1

Comparacién con la solucién analitica:

A la hora de comparar sendas soluciones, se definen aquellos parametros de
entrada al esquema numérico atendiendo a las conclusiones alcanzadas a lo largo del
estudio de sensibilidad:

n=100, m=2500, w,=1rad, A =0.1 (7.8)

El elevado ntimero de paneles en la estela encuentra explicacién en la necesidad
de reducir el paso temporal de la discretizacién empleada para logra replicar correc-
tamente el transitorio durante los instantes iniciales. De igual forma, se utiliza un
elevado ntimero de paneles en el perfil para evitar oscilaciones en la soluciéon. La
grafica 7.7 recoge los resultados de la simulacién llevada a cabo.
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7. Comportamiento ante rafaga

Destaca que todas las soluciones convergen a aquel valor correspondiente a 27,
donde a pesar de no estar trabajando con un angulo de ataque, la intensidad de la
rafaga se comporta como tal al inducir un campo de velocidades verticales sobre el
perfil. Asi pues, una intensidad de rafaga igual a la unidad replica el comportamiento
de un angulo de ataque inducido equivalente a un radian. Se ha decidido emplear
dicho valor para contrastar si la solucion coincidia con la pendiente de sustentacion de
un perfil aproximado a placa plana una vez alcanzadas las condiciones estacionarias.
No obstante, el esquema permite modificar directamente la intensidad de la rafaga
para abarcar un mayor rango de estudio.

El método numérico es capaz de replicar el transitorio de sustentacién con
gran precision, a excepciéon del instante inicial donde la rafaga ain no ha actuado,
precisamente por la definiciéon del propio método y de su punto inicial. El tiempo
que tarda la solucion numérica en converger, y que se encuentra entorno a 7 ~ 111,
es mayor que el ofrecido por la solucién analitica. No obstante, conforma un error
asumible dada la gran diversidad de posibilidades que ofrece el método numérico.

Resulta posible concluir que el esquema numérico no-estacionario de los paneles
en la linea media es capaz de brindar y de modelar el comportamiento de un perfil
ante la accién progresiva de una rafaga tipo escalén con elevada exactitud.

7 T T T T T
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Figura 7.7: Evolucién del coeficiente de sustentacion ante rafaga unidad escalén
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Cédigo en Matlab

El anexo A recoge la implementacién de todas aquellas funciones y programas
desarrollados en el software Matlab. A través de dichas funciones, ha sido posible
alcanzar los resultados analizados en los capitulos 4, 5, 6 y 7, incluyendo la pro-
gramacion tanto de las soluciones analiticas y cuasi-estacionarias de los casos de
estudio como del esquema numeérico de resoluciéon no-estacionario descrito a lo largo
del capitulo 3.

Igualmente, el diagrama de flujo presentado en la figura A.1 pretende facilitar la
comprension de todas las funciones empleadas hasta llegar al computo final de las
variables de salida. Donde queda mostrada aquella segregacion realizada en casos de
estudio y las funciones utilizadas por cada uno de ellos. Posteriormente, se lleva a
cabo una divisién en tipos de funciones, donde se recopila el cédigo de cada una de
ellas. Siendo dicho cédigo autoexplicativo mediante aquellos comentarios realizados
en el propio programa. La siguiente enumeracion recoge el orden a partir del cual se
introducen las funciones empleadas:

Discretizacion del perfil.
Soluciones analiticas.

Soluciones cuasi-estacionarias.
Vectores geométricos.

Bucle resolucion caso estacionario.

Bucle resolucién caso no-estacionario.

N e WD

Programa principal.

Para acceder a las soluciones, el usuario inicamente debe definir el ntimero de
paneles a emplear en la estela m y perfil n, la longitud de los paneles en la estela
AE, v el caso a estudiar. Ademaés, para cada caso particular de estudio se deben
introducir parametros caracteristicos como son la frecuencia reducida, angulo de
ataque, intensidad de la rafaga, o amplitud del movimiento.
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A. Codigo en Matlab

Variables de entrada: m AZ

n  caso

}

DiscretizarPaneles

\ — MatrizCoeficientes

!

|

| l

caso=1 caso=2 caso=3 caso=4
Oscilaciones Oscilaciones Cambio brusco Rafaga escalon
en flexion en giro en o
h, k o, k o l w,
vectorVflexion vector VAngAtaque
AnaliticaOscilFlexion BucleResolucionEstacionario
CuasiEstacFlexion AnaliticaAnguloAtaque
L
vectorVGiro vectorVRafaga
AnaliticaOscilGiro BucleResolucionEstacionario

AnaliticaRafaga

|

|

BucleResolucionNoEstacionario| ——

Pro

principal

Variables de salida:
grama

C, analitico

‘ CL cuasi-estacionario

C, mét. paneles

Vector t

Figura A.1: Diagrama de flujo del programa implementado
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Discretizacion del perfil:

Divisién del perfil en n paneles y célculo de la matriz de coeficientes. Se obtienen

las localizaciones tanto de los centros aerodinamicos como de los puntos de control
que posteriormente deben ser empleados en el esquema numérico.

1 function [xipanel,xipc,xica,xicaw]=DiscretizarPaneles (m,n,xiw)

2

3 %Calcula los puntos geométricos de interés y realiza la divisidn del perfil.

4

5 %Entradas:

6 %m: Numero de paneles en la estela.

7 %n: Numero de paneles en el perfil.

8 %xi Tamafio de los paneles de la estela.

9

10 %Salidas:

11 %xipanel: Vector adimensional que contiene la divisidén del perfil en los n paneles.

12 %$xipc: Localizaciones adimensionales de los puntos de control de cada panel.

13 %$xica: Posiciones adimensionales de los c.a de cada panel del perfil.

14 $%$xicaw: Localizacidén adimensional de los c.a de los paneles de la estela.

15

16 xipanel=zeros(l,n);

17 xipc=zeros(l,n);

18 xica=zeros(l,n);

19 xicaw=zeros(l,m);

20

21 for i=1:n %Calcula las posiciones de los puntos de interés del perfil.

22 xipanel (i)=-142/n* (i-1);

23 xipc(i)=-1+2/nx (i-1+3/4); %Puntos de control a 3/4 del borde de ataque del panel.

24 xica(i)=-14+2/n%(i-1+41/4); %Centros aerodindmicos a 1/4 del borde de ataque
del panel.

25 end

26

27 for i=1:m %$Tratamiento de los puntos de interés de la estela.

28 xicaw (i)=1+xiw/4+xiwx (i-1); %Centros aerodindmicos a 1/4 del borde de ataque
del panel.

29 end

30 end

A.1: DiscretizarPaneles.m

1 function A=MatrizCoeficientes (xipc,xica,n)

2

3 %Modela como influye cada torbellino del perfil sobre el resto de ellos.

4

5 %Entradas:

6 %n: Numero de paneles en el perfil.

7 %xipc: Localizaciones adimensionales de los puntos de control de cada panel.

8 %xica: Posicones adimensionales de los centros aerodindmicos del perfil.

9

10 %Salidas:

11 %A: Matriz que representa las condiciones de contorno sobre el perfil.

12

13 A=zeros(n,n); %Dimensiones n x n.

14 for i=1l:n

15 for j=l:n

16 A(i,3)=-1/(2*pi)*(1/(xipc(i)-xica(3)));

17 end

18 end

19 end

A.2: MatrizCoeficientes.m
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A. Codigo en Matlab

de

Soluciones analiticas:

Queda recogida la programacion de las soluciones analiticas para los cuatro casos
estudio planteados. El orden de presentacién resulta el mismo que el mostrado en

la figura A.1, quedando descrito por:

— Script A.3: Solucién analitica oscilaciones en flexién.

— Script A.4: Solucién analitica oscilaciones en giro.

Script A.5: Solucién analitica cambio instantdneo en angulo de ataque.

— Script A.6: Solucién analitica respuesta del perfil ante rafaga.

La implementacién de las soluciones analiticas responde directamente a cada uno

de los desarrollos realizados en las secciones de los casos de estudio.

1 function [Cla,Clal,Cla2,vectortaua,alphal=AnaliticaOscilFlexion (m,xiw,k,h,p)
2

3 %Solucidén analitica caso oscilaciones de flexidn.

4

5 %Entradas:

6 %m: Numero de paneles en la estela.

7 %h: Amplitud de oscilacidén en flexidn.

8 %k: Frecuencia reducida del movimiento.

9 %xiw: Tamaflo de los paneles en la estela.

10 %p: Discretizacidén temporal deseada de la solucidén analitica.

11

12 %Salidas:

13 %Cla: Coeficiente de sustentacidén analitico en el tiempo.

14 %Clal: Componente circulatoria del coeficiente de sustentacidn.

15 %Cla2: Componente de masa aparente del coeficiente de sustentacidn.

16 %vectortaua: Vector del tiempo evaluado para el caso analitico.

17 %alpha: Angulo de ataque inducido para cada instante por las oscilaciones.
18

19 dtau=xiw;

20

21 vectortaua=linspace (0, mxdtau,p);

22 Clal=zeros(1l,length(vectortaua));

23 Cla2=zeros(l,length(vectortaua));

24 Cla=zeros(l,length(vectortaua));

25 alpha=zeros(1l,length(vectortaua));

26 C=Theodorsen (k); %Funcidén de Theodorsen que modela los efectos de estela.
27

28 for i=l:length(vectortaua)

29 Clal(l,i)=-2+pixhxCxlixk*exp(lixkxvectortaua(l,i)); %Debido a la velocidad ...

(término circulatorio).
30 Cla2(l,1i)=pirhxk"2+exp(lixk*vectortaua(l,i)); %Debido a la aceleracidén (término
de masa aparente) .

31 Cla(l,i)=Clal(l,i)+Cla2(1,1i);

32 alpha(l,i)=-lixkxhxexp(lixkxvectortaua(l,i));

33 end

34 end

A.3: AnaliticaOscilFlexion.m
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A. Codigo en Matlab

function

[Cla,Clal,Cla2,Cla3,vectoralpha, vectortaual=AnaliticaOscilGiro (m,xiw,a,alpha,k,p)

2
3 %Solucidén analitica caso oscilaciones en giro.
4
5 %Entradas:
6 %m: Numero de paneles en la estela.
7 %alpha: %Valor de la oscilacidén en dngulo de ataque.
8 %xiw: Tamafio de los paneles en la estela.
9 %a: Amplitud de oscilacidén en flexidn.
10 %k: Punto respecto del cual gira el perfil.
11 %p: Discretizacidn temporal deseada de la solucidén analitica.
12
13 %$Salidas:
14 %Cla: Coeficiente de sustentacidén analitico en el tiempo.
15 %$Clal: Componente de masa aparente (aceleracidén Coriolis) de Cl.
16 %Cla2: Componente circulatoria de la sustentacidn.
17 %Cla3: Componente de masa aparente (acelaracidén angular) de Cl.
18 S%vectortaua: Vector del tiempo evaluado para el caso analitico.
19 $%vectortaualpha: Vector de dngulo de ataque con el tiempo.
20
21 dtau=xiw;
22 vectortaua=linspace (0, mxdtau,p);
23 Clal=zeros(l,length(vectortaua));
24 Cla2=zeros(1l,length(vectortaua));
25 Cla3=zeros(l,length(vectortaua));
26 Cla=zeros(l,length(vectortaua));
27 vectoralpha=zeros(1l, length(vectortaua));
28 C=Theodorsen (k) ;
29
30 for i=l:length(vectortaua)
31 Clal(l,i)=pixaxalphaxrk”2+exp(lixkxvectortaua(l,i));
32 Cla2(l,1i)=2+pixCralphaxexp (lixkxvectortaua(l,i)) (1+1lixk/2-1ixk=*a);
33 Cla3(l,i)=pixalphaxlixkxexp(lixk*vectortaua(l,i));
34 Cla(l,i)=Clal(l,i)+Cla2(1l,1i)+Cla3(1,1i);
35 vectoralpha(l,i)=alphaxexp (lixkxvectortaua(l,i));
36 end
37 end
A.4: AnaliticaOscilGiro.m
1 function [Cla,vectortaua,Phi]=AnaliticaAnguloAtaque (m,xiw,alpha,p)
2
3 %Solucidén analitica cambio instantdneo del angulo de ataque.
4
5 %Entradas:
6 %m: Numero de paneles en la estela.
7 %alpha: Angulo de ataque a analizar.
8 %xiw: Tamafio de los paneles en la estela.
9 %p: Discretizacidn temporal deseada de la solucidn analitica.
10
11 %$Salidas:
12 %Cla: Coeficiente de sustentacidén analitico en el tiempo.
13 $%vectortaua: Vector del tiempo evaluado para el caso analitico.
14 %Phi: Evolucidén de la funcidén de Wagner.
15
16 dtau=xiw;
17 vectortaua=linspace (0, m*xdtau,p);
18 Phi=zeros(l, length(vectortaua));%Crea el vector de la funcidn de Wagner.
19 Cla=zeros(l,length(vectortaua));
20 for i=1l:length(vectortaua)
21 Phi(1,1)=1-0.165%exp(-0.045xvectortaua(l,i))-0.335xexp (-0.3*vectortaua(l,i));
22 Cla(l,1i)=2«pixalphaxPhi(1,1);
23 end
24 end

A.5: AnaliticaAnguloAtaque.m
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A. Codigo en Matlab
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19
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23
24
25

function [Cla,vectortaua,Psi]=AnaliticaRafaga (m,xiw,wg,p)
%$Solucidén analitica perfil ante rdfaga escaldn.

Entradas:
m: Numero de paneles en la estela.
wg: Intensidad de la rdfaga escaldn.
Tamano de los paneles en la estela.
Discretizacidén temporal deseada de la solucidén analitica.

b
-
=
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%$Salidas:

%$Cla: Coeficiente de sustentacidn analitico en el tiempo.
$vectortaua: Vector del tiempo evaluado para el caso analitico.
%$Psi: Evolucidén de la funcidn de Kussner.

dtau=xiw;

vectortaua=linspace (0, mxdtau,p);

Psi=zeros (1, length(vectortaua));%Crea el vector de la funcidén de primer orden de
Kussner.

Cla=zeros (1, length(vectortaua));

for i=1l:1length(vectortaua)
Psi(1l,1)=1-0.5xexp(-0.13%vectortaua(l,i))-0.5*exp (-vectortaua(l,i));
Cla(l,i)=2+pixwg*Psi(1l,1);

end

end

A.6: AnaliticaRafaga.m

Soluciones cuasi-estacionarias:

Las soluciones cuasi-estacionarias iinicamente son planteadas para la respuesta

del perfil ante oscilaciones en flexion.
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function [Clce,vectortauce]=CuasiEstacFlexion (m,xiw,k,h,p)
%$Solucidén cuasi-estacionaria caso oscilaciones de flexidn.

Entradas:

Numero de paneles en la estela.
Amplitud de oscilacidén en flexidn.
Frecuencia reducida del movimiento.
Tamano de los paneles en la estela.

z
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%$Salidas:
%$Clce: Coeficiente de sustentacidn cuasi-estacionario en el tiempo.
%vectortauce: Vector del tiempo evaluado para el caso cuasi-estacionario.

dtau=xiw;
vectortauce=linspace (0, mxdtau, p) ;
Clce=zeros (1, length(vectortauce));

for i=1:1:1length(vectortauce)
Clce(l,i)=-2xpixlixhxk*exp (lixkxvectortauce(l,1i));
end

end

A.7: CuasiEstacFlexion.m
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A. Codigo en Matlab

Vectores geométricos:

1 function [v,vectortau]=vectorVFlexion (n,m,xiw,h,k)
2
3 %Proporciona el vector geometria v de entrada en el esquema numerico no-estacionario.
4
5 %Entradas:
6 %n: Numero de paneles en el perfil.
7 %m: Numero de paneles en la estela.
8 %xiw: Tamafio de los paneles en la estela.
9 %h: Amplitud de oscilacidén en flexidn.
10 %k: Frecuencia reducida del movimiento.
11
12 %Salidas:
13 %v: vector geometria de dimensiones nxm.
14 S%Svectortau: Vector del tiempo evaluado segun numero de paneles en la estela.
15
16 dtau=xiw;
17 v=zeros (n,m);
18 vectortau=zeros(l,m);
19 for i=1:m
20 if i==
21 vectortau(l,i)=dtau;
22 v(:,1)=hxlixkxexp(lixk*vectortau(l,i));
23 else
24 vectortau(l,i)=vectortau(l,i-1)+dtau;
25 v(:,1)=hxlixkxexp(lixk*vectortau(l,i)); %Vector v
26 end
27 end
A .8: vectorVFlexion.m
1 function [v,vectortaul=vectorVGiro(n,m,xiw,alpha,k,xipc,a)
2
3 %Entradas:
4 %n: Numero de paneles en el perfil.
5 %m: Numero de paneles en la estela.
6 %alpha: %$Valor de la oscilacidén en angulo de ataque.
7 %xiw: Tamafio de los paneles en la estela.
8 %a: Amplitud de oscilacidén en flexidn.
9 %k: Punto respecto del cual gira el perfil.
10 %xipc: Localizaciones adimensionales de los puntos de control de cada panel.
11
12 %$Salidas:
13 %v: vector geometria de dimensiones nxm.
14 S%vectortau: Vector del tiempo evaluado seguin numero de paneles en la estela.
15
16 dtau=xiw;
17 v=zeros(n,m);
18 vectortau=zeros(l,m);
19 for i=1l:m
20 for j=1:n
21 if i==
22 vectortau(l,i)=dtau;
23 v(j,1)=(-alphaxlixkxexp (lixk*vectortau(l,i)) (xipc(l,j)-a))...
24 —alphaxexp (lixk+vectortau(l,i));
25 else
26 vectortau(l,i)=vectortau(l,i-1)+dtau;
27 v(j,1)=(-alphaxlixk+exp(lixkxvectortau(l,i))*(xipc(l,j)-a)) ...
28 —alphaxexp (lixk*vectortau(l,i));
29 end
30 end
31 end

A.9: vectorVGiro.m
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A. Codigo en Matlab

1 function [v,vectortau,ve]=vectorVAngAtaque (n,m,alpha, xiw)
2
3 S%Proporciona el vector geometria v de entrada en el esquema numerico no-estacionario.
4
5 %Entradas:
6 %n: Numero de paneles en el perfil.
7 %m: Numero de paneles en la estela.
8 %alpha: Angulo de ataque a analizar.
9 %xiw: Tamafio de los paneles en la estela.
10
11 %Salidas:
12 %v: vector geometria de dimensiones nxm.
13 $%Svectortau: Vector del tiempo evaluado segun numero de paneles en la estela.
14 %ve: vector geometria del caso estacionario.
15
16 dtau=xiw;
17 v=zeros(n,m);
18 vectortau=zeros(l,m);
19 ve=ones (n,1l) *—alpha;
20 for i=1:m
21 if i==
22 vectortau(l,i)=dtau;
23 else
24 vectortau(l,i)=vectortau(l,i-1)+dtau;
25 end
26 v(:,1)=-alpha; %Vector v invariante al ser nula la derivada temporal.
27 end
28 end
A.10: vectorVAngAtaque.m
1 function [v,vectortau,ve]=vectorVRafaga (n,m,xiw,xipc,wqg)
2
3 %Entradas:
4 %n: Numero de paneles en el perfil.
5 %m: Numero de paneles en la estela.
6 %wg: Intensidad de la rafaga escaldn.
7 %$xiw: Tamano de los paneles en la estela.
8 %xipc: Vector con las posiciones de los puntos de control del perfil.
9
10 %Salidas:
11 %v: vector geometria de dimensiones nxm.
12 %vectortau: Vector del tiempo evaluado seguin numero de paneles en la
13 %estela.
14 %ve: vector geometria del caso estacionario.
15
16 dtau=xiw;
17 v=zeros(n,m);
18 vectortau=zeros(l,m);
19 ve=ones (n,1l) *-wg;
20 for i=1:m $Modela el avance de la rdfaga sobre el perfil.
21 if i==
22 vectortau(l,i)=dtau;
23 else
24 vectortau(l,i)=vectortau(l,i-1)+dtau;
25 end
26 for j=1l:n
27 if vectortau(l,i)-xipc(l,j)-1==0 %Evita indeterminacidén en funcidn heaviside.
28 v(j,1)="wg;
29 else
30 v(j,1)=-wgxheaviside (vectortau(l,i)-xipc(1l,3)-1);
31 end
32 end
33 end
34 end

A.11: vectorVRafaga.m
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A. Codigo en Matlab

Bucle resolucién caso estacionario:
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function [Cle,ge,vectortaue]=BucleResolucionEstacionario (A, ve,vectortau,m,xiw)

%$Resuelve el problema numérico estacionario.

%Entradas:

%$A: Matriz de coeficientes del problema.
$ve: Vector geometria del caso estacionario.
$m: Numero de paneles en la estela.

$xiw: Tamafio de los paneles en la estela.

%$Salidas:

%Cle: Valor del coeficiente de sustentacidne estacionario en el tiempo
%ge: Intensidad de torbellinos del caso estacionario.

$vectortaue: Vector temporal del caso estacionario.

dtau=xiw;

ge=A\ve;

Cle=sum(ge) ;
Cle=Clexones (1, length(vectortau)+1);
vectortaue=0:m;
vectortaue=vectortauexdtau;

end

(constante) .

A.12: BucleResolucionEstacionario.m
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A. Codigo en Matlab

Bucle resolucién caso no-estacionario:
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26
27
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29
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31
32

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59

function [Cl,g,gd,gw]=BucleResolucionNoEstacionario(n,m,A,v,xipc,xicaw,xiw,xica)

%$Calcula el coeficiente de sustentacidén para cada instante evaluado a
$partir del esquema numérico introducido en el capitulo 3 mediante la
$distribucidén de torbellinos y cdédmputo de circulaciones de cada panel.

Entradas:

m: Numero de paneles en la estela.

m: Numero de paneles en el perfil.

A: Matriz de coeficientes del problema.

Vector de geometria particular para cada caso de estudio.
ipc: Localizaciones adimensionales de los puntos de control de cada panel.
ica: Posicones adimensionales de los c.a de cada panel del perfil.
icaw: Localizacidén adimensionales de los c.a de los paneles de la estela.
Tamafio de los paneles en la estela.
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%Salidas:

%Cl: Coeficiente de sustentacidn para cada instante evaluado. Matriz n x m.

%g: Valor de las circulaciones en cada panel del perfil con el tiempo. Matriz n x
%$gd: Derivada temporal de la circulacidén de los paneles del perfil. Matriz n x m.
%gw: Circulacidén de cada uno de los torbellinos en la estela. Vector 1 x m.

r=ones (n,l); %Vector proveniente de la ecuacidén de conservacidén de vorticidad.

aw=zeros(n,m); %Matriz que recoge como influye geométricamente cada torbellino de
la estela sobre los puntos de control del perfil. Dimensiones n x n. En cada
fila se representa como influye el torbellino 1,2,3...m sobre los puntos de
control 1,2,3...n.

gw=zeros (1l,m);

g=zeros (n,m);

gd=zeros (n,m) ;

dtau=xiw;

for i=1:m %Bucle de resolucidén No-Estacionario.

for j=1:n

aw (j,1)=-1/(2xpi)* (1/ (xipc (j)-xicaw(i))); %$Vector geometria que representa la
influencia de la estela en los torbellinos del perfil.

end

if i==1 %Evaluacidén del primer punto.

inversa=inv (A-aw(:, 1) xtranspose (r));

g(:,i)=inversax*v(:,1);

gw (i) =-transpose (r)*g(:,1i);

else %$Solucidén general.

res=zeros (n,i-1);

for k=1:i-1
res(:,k)=(aw(:,1)-aw(:,i-k+1)) ~gw(k);

end

g(:,i)=inversax(v(:,1)+sum(res,2)); S#OoKk<+MINV>
gw (1) =-sum(gw) -transpose(r) *g(:,1);

end

end

for i=1:n %Cédlculo de la derivada de las circulaciones de los paneles del perfil.
gd (i, :)=gradient (g (i, :))/dtau;
end

Cl=zeros(1l,m);
tes=zeros(n,m);
for i=1:m %Evolucidén temporal del coeficiente de sustentacidn.

for j=1l:n
tes(j,1)=9gd(j,1)*(l-xica(l,J));
end
Cl(l,i)=sum(g(:,1))+sum(tes(:,1));

end

m.

A.13: BucleResolucionNoEstacionario.m
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Programa principal:
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30
31
32

33
34
35
36
37
38

39

40
41
42
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47
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51
52
53

clc;clear all;close all;
%% Variables de entrada

n=100; $Numero de paneles en el perfil

m=250; %Numero de paneles en la estela

xiw=0.5; %Longitud de los paneles de la estela.
dtau=xiw;

caso=1;

%% Discretizacidn en paneles

[xipanel, xipc, xica, xicaw]=DiscretizarPaneles (m,n, xiw) ;

%% Resolucidén del problema

A=MatrizCoeficientes (xipc,xica,n); %Crea la matriz de coeficientes.
switch caso

case 1 %oscilaciones de flexidn.

h=0.5; %$Valor de la amplitud del movimiento.

k=0.7; %Frecuencia reducida.

[v,vectortau]=vectorVFlexion(n,m,xiw,h,k); %$Obtiene el vector geometria v y
de paso temporal vectortau.

[Cla,Clal,Cla2,vectortaua,alphal=AnaliticaOscilFlexion (m,xiw,k,h,10000);

[Clce,vectortauce]=CuasiEstacFlexion (m,xiw,k,h,10000); %Solucidn
cuasi-estacionaria

case 2
alpha=1; %Valor de la oscilacidén en &ngulo de ataque.
k=0.1; %Frecuencia reducida.
a=0; %Punto respecto del cual gira el perfil.
[v,vectortau]=vectorVGiro (n,m, xiw,alpha, k,xipc,a); %Obtiene el vector
geometria v y de paso temporal vectortau.
[Cla,Clal,Cla2,Cla3,vectoralpha,vectortaual=AnaliticaOscilGiro...
(m, xiw, a, alpha, k,10000);

case 3 %Cambio instantdneo en el angulo de ataque.
alpha=1; %Valor del angulo de ataque a evaluar.
[v,vectortau, ve]=vectorVAngAtaque (n,m, alpha, xiw); %Obtiene el vector
geometria v y de paso temporal vectortau.
[Cle,ge,vectortaue]=BucleResolucionEstacionario (A, ve,vectortau,m,xiw) ;
%Resolucidén del caso estacionario.
[Cla,vectortaua,Phi]=AnaliticaAnguloAtaque (m,xiw,alpha, 700); %$Solucidn analitica.
%$RepresentaWagner (Phi, vectortaua) ;

case 4 %Perfil ante rafaga escaldn.

wg=1l; %$Intensidad de la rafaga.

[v,vectortau, ve]=vectorVRafaga (n,m, xiw, xipc, wg) ;

[Cle,ge,vectortaue]=BucleResolucionEstacionario (A, ve,vectortau,m, xiw) ;
$Resolucidén del caso estacionario.

[Cla,vectortaua,Psi]=AnaliticaRafaga (m, xiw,wg,700); %Solucidén analitica

%$RepresentaKussner (Psi, vectortaua)

otherwise

[Cl,9,9d,gw]=BucleResolucionNoEstacionario(n,m,A,v,xipc,xicaw,xiw,xica); $%$Método
numérico no-estacionario.

A.14: Global.m
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Interfaz grafica

Con la finalidad de lograr un acceso mas directo a las soluciones del problema
no-estacionario, se desarrolla una interfaz gréafica en el software Matlab que permite
al usuario estudiar la evolucién temporal del coeficiente de sustentacion para los
cuatro casos de estudio desarrollados. La interfaz se encuentra fundada en aquellas
funciones presentadas en el anexo A, tomando ahora directamente el valor de las
variables de entrada del propio usuario para posteriormente representar las soluciones
numéricas, analiticas y cuasi-estacionarias o estacionarias. Una vista general de la
interfaz grafica se muestra en la figura B.1.

Paradmetros del esquema numérico:

Numero de paneles en el perfil (n):

Nimero de paneles en |a estela (m);

Longitud de paneles en la estela:

Parametros del caso de estudio-

Frecuencia reducida (k):

Amplitud de oscil. fiexidn (h):

Angulo de ataque (alpha):

Punto de gire (a):

Intensidad de la rafaga (wo):

@ Lucas Bemndcer Soriano

2000

01

0.01

05

README

Caso de estudio:

Oscilaciones en flexion ~ REPRESENTAR

g ]

Solucién numérica Solucion cuasi-estacionaria

Solucién analitica Solucidn estacionaria

Figura B.1: Vista general de la interfaz grafica
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B. Interfaz grafica

A continuacion se trata de forma individual cada uno de los componentes de la
interfaz, los cuales han sido numerados conforme recoge la figura B.2 en funcién de
aquel orden en el que deben ser seleccionados por el usuario. El orden definido no es
imperativo, es decir, en realidad el usuario dispone de total libertad para seguir la
secuencia que se desee.

____________________________________ S
Pardmetros del esquema numérico: 1 Caso de estudio:

r
1 ] 1
' i :
1
1 Oscilaciones en flexion o i REPRESENTAR 1
Nimero de paneles en el perfil (n): 100 : 1 : :
1 11 1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
Ndmero de paneles en la estela (m): 2000 : 0.4 T T T T
1
1
1
Longitud de paneles en |a estela: 01 :
1
1
1
1

Parémetros del caso de estudio:

Frecuencia reducida (k) 0.01

Amplitud de oscil. flexidn (h): 05

estacionaria

Angulo de atague (alphay: 1

| 1 I 1 I
0 20 10 G0 80 100 120 140 160 180 200

Punto de giro (a): 0

Intensidad de la rafaga (wo): 1

Solucién numérica Solucidn cuasi-estacionaria
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Figura B.2: Segregacion de la interfaz en distintos componentes

1. Parametros del esquema numérico:

El primero de los cuadros recoge las variables de entrada del esquema numérico,
las cuales se muestran independientes del caso de estudio a resolver. Se define
entonces un rango de validez para cada una de ellas en vista de evitar resoluciones
que empleen un excesivo gasto computacional o ante errores en las entradas del
propio usuario:

— Numero de paneles en el perfil: 1 < n <500
— Numero de paneles en la estela: 1 < m < 5000
— Longitud de los paneles en la estela: 0.01 < A¢ < 100

El ntmero de paneles en la estela y la longitud de los mismos determina pos-
teriormente el tiempo adimensional a evaluar durante la resoluciéon del problema,
estableciendo el valor maximo del eje de abscisas en la representacion.
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B. Interfaz grafica

2. Caso de estudio:

El ment desplegable permite seleccionar al usuario aquel caso de estudio que se
pretende tratar. Una vez seleccionado, se activa en el cuadro de parametros del caso
de estudio las variables que deben ser definidas para completar la resolucion.

3. Parametros del caso de estudio:

Como ha sido comentado, tras seleccionar la situacion a resolver deben introducirse
las variables que particularizan el movimiento del perfil. Nuevamente, resulta
necesario determinar unos rangos de validez para evitar entradas que conduzcan a
soluciones carentes de sentido:

— Frecuencia reducida: 0.01 < k£ <10

— Amplitud de oscilaciones en flexion: —10 < h < 10
— Angulo de ataque: —2 < a < 2 rad

— Punto de giro del perfil: —1 <a <1

— Intensidad de la rafaga: —2 < w, <2

Cabe aclarar que la entrada en angulo de ataque se activa tanto a la hora de
estudiar el suceso de oscilaciones en giro como el de cambio repentino del angulo de
ataque, definiendo en el primero de los casos la amplitud maxima de las oscilaciones.

4. Representar:

Una vez han sido seleccionados tanto los parametros que define el método numérico
como el caso de estudio, y sus variables particulares, el usuario inicamente debe
pulsar el boton “Representar” para acceder a la solucion del problema mostrada en
el grafico situado debajo de dicho botoén.

5. Panel de soluciones:

El panel de soluciones permite al usuario marcar o desmarcar aquellas curvas
que desee visualizar en el grafico para poder realizar comparaciones o determinar la
precision del esquema numérico. Han sido implementadas las soluciones analiticas de
todos los casos de estudio, asi como las respuestas cuasi-estacionarias o estacionarias
desarrolladas en los pertinentes capitulos 4, 5, 6 o 7.

6. Barra deslizante:

La barra deslizante actia directamente sobre el rango de accion del eje de abscisas
para poder visualizar con una mayor facilidad las soluciones en intervalos mas
acotados.

Asi pues, la interfaz grafica pone al alcance de cualquier usuario el calculo de las
soluciones de los casos de estudio de una forma intuitiva y agil. Evitando tener que
trabajar con multiples programas y unificando toda las funciones en un solo fichero.
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Presupuesto

El coste aproximado del proyecto queda dividido en funcién de la secuencia de
tareas llevadas a cabo, indicando en cada una de ellas el niimero de horas estimadas
y el precio de la hora de trabajo. Se asume que el coste por hora de un ingeniero
aerondutico es de 20 €/h, mientras que el de un doctor ingeniero aerondutico asciende
a 40 €/h. A continuacién se presenta el desglose en bloque de tareas:

— Revision bibliografica: Resulta necesario realizar un analisis de toda aquella
informacion sobre el tema de estudio y recopilar las fuentes que posteriormente
son citadas a lo largo del proyecto. Las horas dedicadas a esta labor se
corresponden a 10, que considerando el precio de trabajo por hora de un
ingeniero aeronautico hace que el coste del bloque ascienda a 200 €.

— Desarrollo tedrico: El fundamento tedrico del proyecto es desarrollado por
un ingeniero aeronautico con el soporte de un doctor ingeniero aerondutico. El
primero de ellos destina cerca de 40 horas a la obtencién de las expresiones
que posteriormente son analizadas. Asi como, el doctor aeronautico cumple la
funcion de apoyo en el tratamiento de las mismas dedicando 5 horas de trabajo.
Este conjunto de tareas impacta en el presupuesto con un valor de 1000 €.

— Implementacion del esquema numérico: En este punto particular debe
incluirse el coste de uso del software en el cual se implementa el método
numérico, ademas de las horas de trabajo que requiere dicho proceso. Se
recurre a las fuentes que proporciona MathWorks, llegando a la conclusion de
que una hora de uso de software por trabajador tiene un coste de 0.15 €/h. El
esquema numérico es programado por un ingeniero aeronautico en 20 horas de
trabajo, siendo la cantidad a sumar al presupuesto de 403 €.

— Resolucion de los casos de estudio: Una vez se tiene el programa a ejecutar,
se requiere un estudio y analisis de cada uno de los casos de estudio. Debe
emplearse tanto el software Matlab como un ingeniero aeronautico y doctor
aeronautico que revisen y valoren las conclusiones alcanzadas.
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C. Presupuesto

En vista de llegar a las conclusiones se requieren aproximadamente 5 horas de
trabajo de un ingeniero aeronautico con el software de estudio, mientras que
el estudio posterior demanda 10 horas de ingeniero aerondutico y 3 de doctor
ingeniero aeronautico. Este conjunto supone aproximadamente 420.75 €.

— Interfaz grafica: Finalmente, la programacién de una interfaz grafica que
recoja la ejecucion de los casos de estudio es llevada a cabo por un ingeniero
aeronautico en una estimacion de 5 horas de trabajo con el software Matlab,
suponiendo este hecho un coste de 100.75 €.

El presupuesto del proyecto presentado asciende a un total de 2124.5 €, teniendo
en cuenta que unicamente se lleva a cabo un trabajo de tipo tedrico y de programacion.
Sobre dicho total, debe aplicarse un 5% de gastos generales o adicionales, alcanzado
la cifra de 2230.72 €, asi como, el impuesto sobre el valor anadido del 21% resultando
en el valor aproximado final de 2700 €.
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