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RESUMEN

La presente tesis estudia el muestreo multifrecuencial de sistemas. En concreto se trabaja con
el modelado de bloques de entradas y salidas BMIO Albertos [1], Este modelo convierte un
sistema multifrecuencia en un sistema monofrecuencia a metaperiodo mediante el
estiramiento de entradas y salidas formando bloques. Se estudian los diferentes controladores
desarrollados para este tipo de modelado y se discuten las causas que originan el rizado

intermuestreo que presentan este tipo de controladores y las posibles formas de eliminarlo.

En una primera aproximacion se tiene que los controladores presentan un rizado
intermuestreo debido a que las acciones de control varian a lo largo del metaperiodo con lo
que aun en estado estacionario dichas acciones provocan que las salidas del sistema varien
provocando el rizado. En primera instancia se trabaja con un controlador de cancelacion o
deadbeat al cual se le aplican compensadores que hacen que las acciones de control sean
iguales a lo largo del metaperiodo eliminando de esta forma el rizado intermuestreo. En un
segundo paso estos compensadores se integran en la parte del disefio del controlador y se
desarrolla una forma de calcular las matrices del controlador que incluyan dichos
compensadores, es decir, que las filas correspondientes a cada entrada de las matrices
utilizadas para obtener las acciones de control son iguales. Esta forma matricial permite
analizar el comportamiento del controlador y facilita el desarrollo de controladores para
sistemas MIMO.

Una segunda forma de encarar el problema de rizado es mediante un controlador basado en
la asignacion de polos, el cual trabaja con el modelo a alta frecuencia pero obtiene las
matrices de control realizando los calculos a baja frecuencia y reproduciendo dichos
resultados nuevamente en alta frecuencia con lo que se logra que las acciones de control sean
iguales, este método asegura la estabilidad del nuevo sistema controlado y la eliminacion del
rizado, pero con el inconveniente de presentar un offset en la salida. Se desarrollan dos
formas de eliminar dicho offset una para sistemas SISO y otra para sistemas MIMO, basadas

en la modificacion de la ganancia en estado estacionario del sistema retroalimentado.

Una alternativa al controlador anterior es el calculo de las matrices de control por medio del
disefio basado en controladores Optimos, se calculan las matrices en baja frecuencia
intentando minimizar o maximizar un indice de desempefio, estos resultados se aplican en
alta frecuencia con lo que se obtiene nuevamente un controlador estable y sin rizado

intermuestreo.

Ademas se estudia la incorporacién de filtros que realicen una transicion entre las matrices

de control originales y las desarrolladas en este trabajo, con el fin de aprovechar la mejor



repuesta transitoria de las primeras y la eliminacion del rizado en estado estacionario que se

consigue con las segundas.

Por 1ultimo se desarrolla una Herramienta CACSD (Computer Aided Control System
Design) para MATLAB/SIMULINK que ayuda en el disefio, aplicacion y estudio de los
controladores aqui tratados



ABSTRACT

The present thesis studies the multirate sampling systems, it works with specific model
blocks of input and outputs BMIO Albertos [1], and this model turns a multirate system into
a single rate system with metaperiod by means of lifting inputs and outputs forming blocks.
There are studies of different controllers developed for this type of model and discussed the
causes that originate the intersampling ripple that produce these controllers and the possible

forms of eliminating it.

In the first approximation that the controllers have a ripple at the output of the system due to
the fact that the actions of control varies along the metaperiod, even in stationary conditions,
this actions provoke that the outputs of the system change along the metaperiod. At first
instance the controller works with a deadbeat that applies compensators, this makes the
control actions equal along for the metaperiod eliminating in this way the intersampling
ripple. These compensators are integrated at the controller design stage, and developed a way
to calculate the matrixes of the controller that includes these compensators, this means, that
the rows related to each input of the matrixes used to obtain the control actions are equal.
The matrix form allows the analysis of the controller behavior and facilitates the

development of controllers for MIMO systems.

A second alternative to face the ripple problem using a controller based on the pole
assignment which works with the model at high frequency but obtains the control matrixes
doing the calculations at low frequency and repeating these results in high frequency, the
control actions results are equal, this alternative method to work assures the stability of the
new controlled system and the elimination of the ripple, but the drawback is an offset in the
output. Developing two ways to eliminate this offset one for SISO systems and other for

MIMO systems based on the stationary state gain modification for a feedback system.

The alternative for an Optimal Control Design for the last controller is to calculate the
matrixes at low frequency, applying these results at high frequency, obtaining a stable and

ripple free controller.

The incorporation of filters makes a transition between the original control matrixes and the
new ones developed in this work, taking advantage of a better transitory response for the first

ones and the elimination of the ripple in stationary state for the second ones.
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Finally a Toolbox CACSD (Computer Aided Control System Design) for
MATLAB/SIMULINK is developed that helps in the design, application and study of the

controllers treated here.



RESUM

La present tesi estudia el mostratge multifrecuencial de sistemes, en especifique es treballa
amb el modelatge de blocs d'entrades i eixides BMIO Albertos [1], Este model convertix un
sistema multifrecuencia en un sistema monofrecuencia a metaperiode per mitja de l'estirada
d'entrades 1 eixides formant blocs. S'estudien els diferents controladors desenrotllats per a
este tipus de modelatge i es discutixen les causes que originen l'arrissat intermostratge que

presenten este tipus de controladors i les possibles formes d'eliminar-ho.

En una primera aproximaci6 es té que els controladors presenten un arrissat intermostratge
pel fet que les accions de control varien al llarg del metaperiode amb el que inclus en estat
estacionari les dites accions provoquen que les eixides del sistema varien provocant l'arrissat.
En primera instancia es treballa amb un controlador de cancelelacié o deadbeat al qual se li
apliquen compensadors que fan que les accions de control siguen iguals al llarg del
metaperiodo eliminant d'esta manera l'arrissat intermostratge. En un segon pas estos
compensadors son integrats en la part del disseny del controlador i es desenrotlla una forma

de calcular les

matrius del controlador que incloguen dites compensadores, és a dir, que les files
corresponents a cada entrada de les matrius utilitzades per a obtindre les accions de control
son iguals. Esta forma matricial permet analitzar el comportament del controlador i facilita el

desenrotllament de controladors per a sistemes MIMO.

Una segona forma d'encarar el problema d'arrissat és per mitja d'un controlador basat en
l'assignacio de pols, el qual treballa amb el model a alta freqiiéncia pero obté les matrius de
control realitzant els calculs a baixa freqiiencia i reproduint dites resultats novament en alta
freqiiéncia amb el que s'aconseguix que les accions de control siguen iguals, este métode
assegura l'estabilitat del nou sistema controlat i l'eliminacié de l'arrissat, perd amb
l'inconvenient de presentar un ofset en l'eixida. Es desenrotllen dos A més s'estudia la
incorporaci6 de filtres que realitzen una transici6 entre les matrius de control originals i les
desenrotllades en este treball, a fi d'aprofitar la millor reposada transitoria de les primeres i
l'eliminacié de l'arrissat en estat estacionari que s'aconseguix amb les segonesformes
d'eliminar el dit 0fset una para sistemes SISO i una altra per a sistemes MIMO, basades en la

modificacio del guany en estat estacionari del sistema retroalimientado.

Una alternativa al controlador anterior és el calcul de les matrius de control per mitja del

disseny basat en controladors optims, es calculen les matrius en baixa freqiiéncia intentant



minimitzar 0 maximitzar un index d'exercici, estos resultats son aplicats en alta freqiiéncia

amb el que s'obté novament un controlador estable i sense arrissat intermostratge

Finalment es desenrotlla una Ferramenta CACSD (Computer Aided Control System Design)
for MATLAB/SIMULINK que ajuda en el disseny, aplicaci6 i estudi dels controladors aci
tractats
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CAPITULO1 INTRODUCCION

1.1 Motivacion

Una de las posibles causas de problemas en el control digital es el muestreo de todas las
sefiales a una misma frecuencia. Sobre todo si se trata de Sistemas Distribuidos donde se
tienen sistemas de comunicacion y varios procesadores ejecutando los diferentes algoritmos
de control. En este tipo de sistemas es imposible tener un solo tiempo de muestreo y una
sincronizacion de todas las variables. Se sabe que en un sistema discreto en el tiempo, si las
variables pertenecen a subprocesos diferentes, la frecuencia de muestreo no tiene porque ser
la misma para todas ellas. Una frecuencia de muestreo rapida no siempre es lo mejor debido
a los problemas numéricos y de resolucion. Es posible encontrar procesos donde la obtencion
de la informacion del proceso puede ser mas lenta que el calculo de la sefial de control, ya
sea por el dispositivo sensor que puede tardar en entregar la informacidon o por la misma
naturaleza de la variable. En otros casos, la salida del proceso se muestrea a altas velocidades
para reducir el efecto del ruido, pero la sefial de control se actualiza a menor frecuencia. Esto
conduce al estudio de sistemas digitales donde dos o mas variables se actualizan a
frecuencias distintas; éstas pueden pertenecer al mismo lazo de control o a diferentes lazos

como en el caso de sistemas multivariables. El control multifrecuencial presenta ciertas



propiedades importantes a la hora de disefiar reguladores digitales que tengan en cuenta las

distintas dinamicas de los elementos del sistema.

Existen diferentes modelos de muestreo multifrecuencia. Podemos mencionar el modelo de
Araki y Yakamoto [15] para sistemas MIMO que se basa en el método de sustituciones
progresivas, el de Thompson [87], basado en el uso de los operadores de Kranc, El Modelo
de Salt [77] el cual se caracteriza por manejar un muestreo irregular, y el modelo BMIO
desarrollado por P. Albertos [1], entre otros. Cabe mencionar que los modelos basados en los
operadores de Kranc y los modelos basados en la técnica del lifting son equivalentes, ya que
los conceptos de vectorizacion y reduccion es muy similar al utilizado en la generacion de

los vectores estirados producidos por el lifting.

Se sabe ademas que al disefiar controladores basados en los modelos multifrecuencia, en
especifico cuando se trabaja con sistemas MRIC (Multirate Input Control), en los que todas
las salidas del sistema se muestrean a un mismo periodo 7y y cada sefial de entrada se
muestrea a una frecuencia mayor, es comun que la respuesta venga acompaiada de un rizado
intermuestreo. Esto debido a la naturaleza misma de los controladores donde un grupo de
acciones de control se calculan al mismo tiempo. Se han desarrollado diferentes soluciones
para tratar de eliminar dicho rizado como el trabajo presentado por Moore [65], Tangirala
[84], o por Jetto [43] y [44].

En el presente trabajo se analizaran opciones para eliminar el rizado intermuestreo en
controladores basados en el modelo BMIO el cual se caracteriza por presentar un modelo
tanto para representacion externa como interna y una forma de relacionar estas

representaciones.

1.2 Objetivos
1.2.1 Objetivo general

El objetivo de este trabajo es presentar técnicas para la eliminacion del rizado intermuestreo
y aplicarlas en el disefio de controladores multifrecuenciales tanto en sistemas SISO como
MIMO.

1.2.2 Obijetivos especificos

e Analizar el rizado intermuestreo presente en los sistemas de control multifrecuencial
en especifico para los sistemas MRIC (Multirate Input Control) para determinar las
causas que generan dicho rizado
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e Presentar diferentes técnicas para la eliminacion del rizado intermuestreo, haciendo
una comparativa de las mismas.

e Desarrollar una herramienta CACSD (Computer Aided Control System Design) para
el disefio y comprobacion de controladores multifrecuenciales que apliquen las
técnicas de eliminacion del rizado intermuestreo.

1.3 Estructura de la Tesis

En el capitulo 2 se estudia el modelado de sistemas multifrecuenciales; en especifico el
modelo de bloques de entradas y salida BMIO desarrollado por P. Albertos [1] presentando

ejemplos de modelado de sistemas asi como los aspectos mas relevantes del dicho modelo.

En el capitulo 3 se estudian los controladores basados en el modelo BMIO y se analiza el
rizado intermuestreo que suele acompafiar su consideracion, determinandose las causas que

lo generan sentando las bases para el desarrollo de técnicas para la eliminacion del mismo.

Posteriormente, en el capitulo 4 se analiza la aplicacion de compensadores que modifican las
acciones de control que generan los controladores analizados en el capitulo anterior, con el
objeto de eliminar el rizado intermuestreo. Esto deriva en una nueva forma de calcular las
matrices de los controladores que permitiran realizar un mejor andlisis del controlador
obtenido. Luego se presenta una técnica de eliminacion del rizado desarrollado por P.
Albertos en la que se maneja el disefio de los controladores en dos fases, una a baja
frecuencia y otro a alta frecuencia, con lo que se obtienen nuevas matrices del controlador
que generan acciones de control iguales a lo largo del metaperiodo. Adicionalmente se
presenta la aplicacién del Control Optimo para el calculo de las matrices del controlador
manteniendo la eliminacion del rizado intermuestreo. Finalmente, se define una técnica que
permite aplicar las matrices de los controladores originales junto con las matrices de un
controlador multifrecuencia que elimina el rizado en estado permanente, esto con el fin de
obtener la misma respuesta transitoria del original y la respuesta en estado estacionario del

modificado.

Los resultados obtenidos se presentan en el capitulo 5, asi como la herramienta
computacional desarrollada en MATLAB/SIMULINK, para la ayuda en el disefio y
comprobacion de controladores desarrollados con las técnicas presentadas en el capitulo

anterior.



Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo asi como las lineas de investigacion que

se pueden derivar.



CAPITULO?2 TECNICAS DE MODELADO

2.1 Introduccion

En los ultimos afios se han desarrollado diferentes reguladores para mejorar el desempefio en
diversas situaciones en las que es necesario o ventajoso muestrear variables a diferentes
frecuencias. Por ejemplo, se utilizan controladores MRIC (Multi-rate Input Controller)
cuando es necesario que las acciones de control sean realizadas a mayor frecuencia que la
medida de la salida, debido a la lentitud de los sensores o analizadores, como puede ser el
caso de procesos quimicos. Por contrapartida los controladores MROC (Multi-rate Output
Controller) menos frecuentes que los MRIC, presentan la ventaja de poder disefiar una ley de
control con retroalimentacion de la salida equivalente a la retroalimentacion del estado sin la

necesidad de desarrollar un observador de estados.

Se define un sistema multifrecuencia (SM) como un sistema digital en el cual dos o mas
variables se actualizan a frecuencias distintas, lo anterior aplicado al control, define un
control multifrecuencia (CM) en el cual, dos o mas variables del lazo de control se actualizan

o se miden a diferentes frecuencias.

En este capitulo se da una introduccion al control multifrecuencia, iniciando por una breve

resefia de sus aplicaciones, seguido de un breve repaso a algunos de los modelos



multifrecuencia que se han desarrollado, para luego centrarse en el Modelo de Bloques de

entrada y salidas BMIO, el cual es la base del estudio realizado en este trabajo.

2.2 Aplicaciones del Control Multifrecuencia

El control digital multifrecuencia es un area significativa de investigacion y aplicacion de
notable interés, pues su planteamiento se puede presentar en una serie de situaciones que se
dan en un amplio espectro de entornos. Existen diversas aplicaciones para las que el control
multifrecuencia resulta ventajoso y en algunos casos necesarios. A continuacion se presentan

algunas de ellas.

*Aplicaciones practicas en las que por reduccion de costes o por limitaciones tecnologicas,
obligan al uso de esquemas de control donde el muestreo de las medidas de los sensores y de
los calculos de control deben realizarse a diferentes frecuencias. Asi ocurre en las
aplicaciones aeroespaciales ( Glasson [34], De la Sen [28]), de robética (Lee y Xu [54],
Nemani [67], Sun [82], Valera [93]), control de procesos quimicos (Tham [86], Lee [53],
Zhu y Ling[103]) y de una variada gama de procesos, desde la molienda de cemento (Salt
[77]) al control de movimiento de vehiculos subacuaticos (Astrov [10],[11]) pasando por el
controlador del disco duro de un ordenador (Li [55], Jiagen [45] Shang Chen [79], Fujimoto

[33)).

*Situaciones en las que se puede plantear un fallo de sensores y en las que por otra parte no
se pretende una duplicacion de los mismos por razones econdmicas (Whitbeck [100]). Es
una situacion que puede ser tangencial a la caracterizacion por datos perdidos “missing and
scarced data” (Albertos [3]).

*Sistemas de control distribuido y multiprocesadores (Ritchey [74]), con circuitos de control
de bus acoplado en los que debido a la distribucion espacial de la planta controlada, los datos
deben ser enviados por medio de un bus serie (Hovestadt [41]). También se han estudiado
sistemas de control por red (networked control systems NCS) donde los retardos debidos a la
red puedan ser tratados como un control MF (Sala [76], Tao [85], Walsh [99], Zahng [102]).
Contribuyendo a tener en cuenta el caso de que el control se implemente en tiempo real,
adecuandose los muestreos a los tiempos de respuesta de las diferentes tareas requeridas en

un entorno de estas caracteristicas (Albertos [3]).
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*Sistemas multivariables en los que suele ser ventajoso disponer de diferentes frecuencias de
muestreo en lazos distintos, para mejorar las prestaciones del sistema y reducir la carga de
calculo del computador (Patel [71], Astrom [9]).

+Sistemas de control digital en los que se introduce intencionadamente una estructura de
control MF, con el objetivo de mejorar el cumplimiento de las especificaciones o de las
prestaciones, tales como sobreimpulso, oscilaciones ocultas, margenes, etc. (Aracil [12],
Kabamba [47], Francis y Georgiou [31], Hagiwara [40], Feliu, [30], Voulgaris [97], Graselli
[38], Colaneri y Kucera [25], etc. ).

2.3 Aspectos Historicos de Modelado Multifrecuencia

El Control Digital Multifrecuencia tiene sus inicios en los afios 50 como un método de
profundizar en el estudio de los sistemas muestreados monofrecuencia originados por las
aplicaciones del radar durante la segunda Guerra Mundial. La contribucion inicial mas
relevante en este campo fue la realizada por Sklansky y Ragazzini [81] en la que definen la
Descomposicion Frecuencial, donde se introducen una serie de muestreadores ficticios que,
operando a frecuencias multiplos de la frecuencia original, permiten el estudio del
comportamiento intermuestreo. Una aplicacion de dicha técnica al estudio de estructuras de
control en sistemas periodicos es presentada por Friedland [32], posteriormente surgen las
contribuciones de Coffey y Williams [22] y Boykin y Frazier [18] que analizan sistemas de

control multivariables y multifrecuencia.

Casi paralelamente a la descomposicion en frecuencia, se desarrolla una técnica similar
conocida como Descomposicion Vectorial de Conexiones (Vector Switch Decomposition).
Introducida por Kranc [51], el método consiste en representar al muestreador multifrecuencia
como la superposicion de varios muestreadores convencionales, trabajando todos ellos con el
mayor de los periodos de muestreo considerados en el sistema, lo que permite analizar al
sistema MF mediante el uso de las técnicas usuales de los sistemas monofrecuencia, siempre
que la relacion entre frecuencias sea un niumero entero. Jury [46] introduce la transformacion
en Z modificada como herramienta para el estudio del problema planteado. Posteriormente
Whitbeck y Didaleusky [100] desarrollan una forma vectorial de la técnica de
descomposicion de conexiones (the pseudo measurements vector) y la aplican a varios

problemas de control de vuelo.

Siguiendo con el modelado en representacion externa surgen las contribuciones de Aracil,

Jiménez y Feliu [12]; Feliu, Cerrada y Cerrada [30]), donde se plantea la consideracion en el



modelo del comportamiento intermuestreo y lo aplican al disefio de reguladores bifrecuencia

que eviten las oscilaciones intermuestreo indeseables.

En el dominio del tiempo el trabajo de Kalman y Bertram [48], demuestra la flexibilidad de
las variables de estado para describir la evolucion de los sistemas muestreados de manera no
convencional y en particular de los sistemas multifrecuencia. Barry [17] rescata el uso de las
variables de estado para disefiar un regulador MF y demuestra que presenta mejores
prestaciones a un regulador monofrecuencia que trabaje a la misma frecuencia base. En los
trabajos posteriores de Amit y Powell [6] y de Broussard y Glasson [19], Glasson [34] se
desarrollan técnicas de disefio de control MF basadas en la formulacion del control 6ptimo.

En 1986 Araki y Yamamoto [15] desarrollan un modelo basado en la propuesta de Kalman-
Beltran en la que proporcionan por primera vez una relacion entre los dominio frecuencial y
temporal. En dicho modelo las diferentes frecuencias se asocian con pares de variables
entrada-salida y mediante la modulacion de impulso (MIM) establecen la conexion con la
respuesta frecuencial. En un intento de generalizar este modelado, Godbout, Jordan y
Apostolakis [35] plantean que los vectores sean expandidos al periodo base que es maximo
comun divisor de los periodos de cada par de variables, fijando como Unica restriccion, que
todos estos periodos fueran conmensurables, es decir existiese un minimo comun multiplo
(m.c.m.) al que dividieran de forma entera todos los periodos de muestreo puestos en juego.
Esto da por resultado que las dimensiones de las matrices sean elevadas, por lo que surgen
posteriores trabajos (Apostolakis y Jordan [8], Apostolakis [7]) que se orientaron a eliminar

los estados y salidas inobservables llevando a matrices de dimensiones minimas.

En 1986 Thompson [87] desarrolla un modelo basado en la técnica de descomposicion
vectorial de Kranc. En base a tal técnica y la consideracion de los periodos base (m.c.d.) y
del modelo (m.c.m.), se genera el operador de Kranc como una realizacion minima que esta

implementada en el programa CC.

Otra técnica de modelado es la del lifting discreto, desarrollada por Khargonekar et al. [49],
en este trabajo se demuestra la correspondencia biunivoca entre un sistema lineal periddico y
el sistema lineal invariante en el tiempo (LTI) equivalente denominado sistema "estirado", de
forma que se preservan las propiedades analiticas, algebraicas de ambos sistemas. Meyer

[61] generaliza la técnica del lifting discreto al caso multivariable (MIMO).

Con un planteamiento radicalmente diferente, el modelado de Tomero (Tornero [89],
Tornero y Albertos [90], [91]) supone un generador de modelos multifrecuenciales y como
tal constituye una poderosa herramienta de simulacion. Para ello se caracteriza al sistema

MF por un conjunto de elementos fisicos y una serie de eventos (muestreos y retenciones),
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de modo que una secuencia de eventos dada origina una secuencia de transformaciones

sobre el vector de estado que pueden ser descritas por una matriz de transicion nica.

Dentro del mismo grupo de investigacion cabe significar el trabajo de Albertos [1], [2] que
propone el modelado por bloques BMIO (Block Multirate Input Output), en el que tras
enlazar las representaciones externa e interna de un sistema muestreado establece el disefio
por analogia con la realimentacion del estado, asi como la presentacion de un deadbeat
aplicable a esta situacion. Por otra parte, el modelado de Salt [77], similar al expuesto por
Moore et al. [65] a partir de una idea original de Mita y Chida, se caracteriza por preservar el
sentido fisico de los parametros del modelo, generado mediante la aplicacion de la técnica de
sustituciones sucesivas considerando Unicamente los instantes de cambio de la sefial de

control en un metaperiodo.

2.4 Métodos de Modelado de Sistemas Multifrecuencia

A continuacion se da un breve repaso por algunos modelos de sistemas multifrecuencia tanto

de representacion externa como interna.

2.4.1 Descomposicion vectorial de conexiones

El modelado de Kranc se basa en la idea de modelar un muestreador, a través de una
combinacion de muestreadores mas lentos puestos en paralelo. En general, se convierte un

muestreador de periodo 7y/N (N es un numero natural) en N muestreadores de periodo 7



TyN

e) — —— e*1)
Ty
T
Tys 0 =Tys
»> 67 - e N
T
e(t) Ty *
| 2Tys —2Tys € (t)
> e N —? e N
Ty
(N-DTys —~(N=-1)Tys
e N 0 e N 0
o T

Fig. 2-1.- Descomposicidn vectorial de conexiones

De esta forma un sistema multifrecuencia puede ser convertido en un modelo
monofrecuencia a periodo 7, aplicando este concepto a cada uno de los muestreadores
utilizados en el sistema cuyos periodos de muestreos son 77,75,..., Ty, con la restriccion que
Ty debe ser el minimo comin multiplo (m.c.m.) de los periodos de dichos muestreadores.
Este tipo de modelo es de gran complejidad, ya que convierte un sistema SISO en un sistema
MIMO, por lo que su uso es restringido, aunque la idea de que un sistema multifrecuencia
sea modelado por un sistema monofrecuencia invariable en el tiempo a periodo global, es

utilizada en los modelos posteriores.

2.4.2 Modelado de Thompson

En Thompson [87] se presenta un modelo donde la estructura de la descomposicion de
interruptores descrita anteriormente se aplica a sistemas en representacion interna. Se
considera el siguiente sistema multifrecuencia donde la entrada se muestrea a periodo 7; y la

salida a periodo 7>

10
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T1 T2
—— — 70H G(s) pb——

Fig. 2-2.- Muestreo aplicado para el modelo de Thompson

Para realizar la expansion de los muestreadores tanto de salida como de entrada mediante la
descomposicion vectorial de conexiones de Kranc, que se compacta mediante la

introduccion de los vectores de retardo £y adelanto E*

Operador de Kranc

_»EN,+ _I_‘ENF ZOH G(S) | | EN2+ ! ENZ,
=G e 5

A 4

v

Fig. 2-3.- Operador de Kranc

Sea el sistema continuo G(s) en su representacion interna

4 B
G(S):[c D}

El cual es discretizado a periodo 7T para obtener G(z) siendo 7' el maximo comun divisor

(m.c.d.) de los periodos de muestreo 7;y 7>

A B

6= {C D

T
} AzeAT,szeATBdT
0



Se define 7 es el minimo comiin miltiplo de los periodos de muestreo 7,y 75, siendo N; y

N> dos enteros tales que:

T, T,
Ny=Et, Np=2t
1 2

Y Nelm.c.m.de N; y No.

El modelo multifrecuencia tiene la siguiente forma

x((k+DT,) = Ax(kT,)+ Bu® (kT,)

~ - k=0,1,23,....
y”(kT,) = Cx(kT,) + Du” (kT})

Donde

uP (kT,) = u()E™ =[u(kT,),u(kT, +T,),..,u(kT, + (N, =DT))]"
yP(kT)) = yOE™" = [y(kT,), y(kT, +T,)s.... y(kT, + (N, =DT,)]

Donde la cuadruple [Z B C 5] se define a periodo T como sigue:

N(N,-1) N(N,-2)
AV 4 M XB 4 M XB--- XB
GTO (Z) — Cl Dll P Dl]
_CN2 Dil Dij |
%‘*1 N(i-1) %‘*1
X=X 4 C,=C4 ™ D, =C| > ¥, () |B+Q,
k 1
Am’ Sim:[_i_(l_l)_(.]_l)_l
LPij(l) - N, N, N,
0, en otro caso
o _ D i o< Ni=D _NG=D N
/A N2 Nl Nz
0, en otro caso

12
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Esto significa que las N, entradas del sistema espaciadas cada 7; segundos son convertidas
en un vector de longitud N; aplicado a la entrada en el instante k7 lo cual se denominado
proceso de Vectorizacion, por otra parte las N, salidas calculadas en k7)) son convertidas una

secuencia de salidas espaciadas cada T, segundos, este proceso es llamado Reduccion

2.4.3 Modelo de Araki y Yamamoto

Araki y Yamamoto [15] definen un modelo multifrecuencia en representacion interna para
sistemas MIMO. Para el desarrollo del método se asume que el sistema es estrictamente
propio (D=0), un numero igual de entradas y salidas y un muestreo regular de las variables

mediante retenedores de orden cero.

T T

— —>| 70H —
T2 T2

— — | z0H G(s) —
T, Tp

— —| 7o —

Fig. 2-4.- Modelo de Araki y Yamamoto de un Sistema MIMO MF

Se parte de un sistema MIMO definido por

x'=Ax+Bu
y=Cx+D.u

Siendo un sistema controlable y observable, n es el orden del sistema y p el nimero de
entradas y salidas. Se define 7 como el m.c.m. (7}, 1>,...,7,) y T como el m.c.d (77,
T5,...,T,). Ademas se tiene que:

T T ~
N:7°, T,=—>, N=N,+N,+,..,+N

2 P
i

13



El modelo multifrecuencia queda como sigue.
D D B, D
x"((k+DT,)= Ax" (kT,) + Bu" (kT,)
y? (kTy) = Cx” (KT,) + Du® (kT,)

Donde

A=4" B=B" C=C"[L4”+L,| D=c"LB"
El vector de estado discreto expandido x” tiene por componentes los estados de cada uno de
los N intervalos en que el periodo base 7, divide el periodo global Ty, por lo que su
dimension es Nxn , Por su parte el vector de salida discreta expandido 1 contiene las N;
muestras de la i-ésima salida i=1,2,...,p que se toman a periodo 7}, por lo que su dimensioén
es igual a N, de forma similar se expande la sefial de control «” obteniéndose las N muestras
de la accion de control que existen en un periodo global 7)) agrupadas en este vector de

dimension M.

Ak =DT, +T]

xlD (k) x[(k=DT, +2T]
xP (k) = S
x2k)| | x(k=DT, + (N -DT]
xX[kT, ]
2, (KT,)
W (KT, +T))
»w Eg 3 (KT, + (N, ~DT,)
Y= = 5
J v, (kT,)
v, () v, (KT, +T,)
|y, (kTy + (N, =DT,)

14
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u, (kT,)
u, (kT, +T))
”‘Z(k) u, (KT, + (N, =T}
D u, (k) .
u” (k)= : = :
uf(k) u, (kT,)

u,(kT, +T,)

\u, (KT, +(N, —1)T,) |
Las matrices del modelo se definen de la siguiente manera.

0 -~ 0 4°
AP =\ Do AP =™ I=1,.,N

Para las entradas se define:

Bc = [Bcl Bc2 Bcp
B” =[B> B B”]
[=1,..N
BkD - I:bllf/ﬁ—l] /u - 09"'9 (Nk _1)
I,=N/N,
0 [ <l
IT
by =1 [e OB dr pl, <1< (u+1,
uhT
(u+D)4T
[e* "B dr (u+D, <1
T




Para las salidas se tiene que

Cc Z[Ccl Cc2 Ccp]T
c’=lep c? - crf

¢! =c;]
C, sij=1+G-1l

le:{ s = E=Dh
0, en otro caso

Por ultimo
L; = diagonal bloque (1,1,...,1,0) de dimension NxN
L, = diagonal bloque (0,0,...,0,1) de dimension NxN

Como se puede ver la realizacion discreta no es minima, aunque las matrices [4°,8°,C”,D"]
son regulares y con elementos simples. Por otra parte esta cuadruple genera una funcion de
transferencia Q(z) que no permite obtener la respuesta real del sistema, debido a que los
vectores expandidos no se corresponden con la serie temporal de entradas y salidas. Para
obtener una funcion de transferencia que esté relacionada con la respuesta del sistema
original, se deben combinar las componentes de la entrada y la salida expandidas para
restaurar la sefial original. A este método se le denomina modulacion de impulso
multifrecuencia (Multirate impluse modulation, MIM) y se basa en el uso de vectores de
retardo o de atraso para realizar la restauracion de las sefiales a partir de los vectores
expandidos. Cabe mencionar la similitud con los operadores de Kranc del modelado de

Thompson.

2.5 Modelo BMIO

El modelo para Sistemas de Control de Datos Muestreados (SDCS por sus siglas en ingles)
multifrecuencia llamado Block Multirate Input-Output (BMIO) se formula directamente
desde la funcion de transferencia o de una representacion interna. Este doble punto de vista
mejora el entendimiento de los SDCS multifrecuencia, y nos presenta relaciones utiles entre

los coeficientes de la funcion de transferencia y la representacion interna del sistema.

16
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2.5.1 Representacion Interna del modelo BMIO

Se considera un modelo convencional de representacion interna continua:

x(#) = Aex(t) + Bou(?);
y(t) = Cx(1) 2-1)
donde xeR",ueR",yeR’

Se tiene que si B, y C son matrices de rango completo, el sistema es controlable y
observable. Se define x# como el indice de controlabilidad (u; el indice de controlabilidad
para la i-ésima entrada) y ves el indice de observabilidad (v; el indice de controlabilidad para

la i-ésima salida).

Un sistema de control Discreto en el tiempo (DT) tiene un comportamiento en lazo abierto
durante el periodo 7, si durante este periodo podemos obtener méas informacion, la sefial de
control u, =u(kT) puede ser calculada mas eficientemente. Si la accion de control puede
ser actualizada a una frecuencia mayor u, =u(kT +t') se obtiene una mejor respuesta del

proceso continuo.

Para trabajar de una manera simplificada, se asume que aunque la frecuencia de muestreo no
es la misma para todas las variables, el sistema completo es periddico a periodo 7y. En este
esquema de muestreo donde en el periodo Ty existen s medidas de la salida en los instantes
de tiempo y(kT, +t¢;), i = 1,2,..., s, y r actualizaciones de la entrada, en los instantes de
tiempo u(kT, +t’),j = 1,2,.., r (Laprimeraen kT, es decir ¢' = 0). Se asume que todos los
periodos de muestreo son multiplos del periodo basico T que es el m.c.d. de los periodos de

muestreo de todas las sefiales, es decir, s, =¢, /T,r’ =t’ /T y N =T, /T son enteros.

Se define el siguiente sistema discreto

x((k+1D)T) = Ax(kT) + Bu(kT);
donde A=e*" (2-2)

qT
y B,=[e*"drB.;B=B,
0

Que es la discretizacion del sistema continuo (CT) definido en (2-1) realizada con un

retenedor de orden cero a periodo basico 7.



Para cada periodo 7j se definen los siguientes bloques de vectores:

y(kT, +1,) u(kT, +1")
y, = y(kTO:-i-tz) U, - u(kT0.+12)
y(kT, +1,) u(kT, +1t")

La representacion espacio-estado con periodo 7y es
X, = x[(k+ DT, ]= 4" x, + WU,

Y, =0x, + HU,

Donde

w=|4""B_ .4""B _ B, |eR™™

|

Que se define como la matriz de controlabilidad del bloque y.
cA”
0| " | oo

cA*

Que se conoce como la matriz de observabilidad del bloque y

hll 0 rj<Sia]=Si_rj+l7J=rj+l_rj
| - : psxmr _c4'p - _ _
H=|: . : |eR hy =CA Byl r, <s,<r;,,[=0,J=s,-1,
h,, h,, s, <r;,[=0,J=0

Que se conoce como la matriz de respuesta impulsional. Las cuales definen el modelo

BMIO.

Si se trabaja con sistemas MIMO en los cuales el tiempo de actualizacion de las acciones de
control es diferente para cada entrada, es conveniente expresar la matriz de entrada B, como

vectores columna, donde cada vector esta asociado a cada entrada del sistema; en el caso que

18

(2-3)

24

(2-5)

(2-6)

2-7)

(2-8)
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el muestreo de las salidas se realice en tiempos diferentes, la matriz C puede ser representada

por vectores fila que se corresponden a cada salida del sistema MIMO.

A continuacion se ejemplifica lo anteriormente expresado con un sistema MIMO en cual se
tienen 7 entradas y s salidas. Las muestras de las salidas y las actualizaciones de las acciones

de control se realizan de acuerdo al siguiente esquema:

[ (KT, +1,)) ]
v, (KT, +t2,1)

uw, (kT, +1,') |
uy (KT, +1,")

Y (KT, +1;) u, (kT, +1,")

v (KT, +t1,2) u, (kT, +t12)
Vo (KT, +1,,) u, (KT, +1,°)
Y, = : Uy = : (2-9)

v, (kT, +1 ,) u, (kT, +1.%)

v (KT, +t1,f1)
v, (KT, +t2,f2)

_ys(kTo +ts,fv)_

u (KT, +1,°")
u, (KT, +1,°%)

_ur (kTa + tr‘gr)_

Se observa que existen f|, f,,..., f, medidas para cada una de las s salidas y g,,g,,....2,
actualizaciones para cada una de las r entradas. Observando el vector de salida se asume que
estan ordenados de forma que los tiempos se van incrementando, es decir,
Ly Sty SenSt, Sty S, S St St St <0<t en el caso de que existan
tiempos iguales, estos se ordenan segun la salida a la que pertenecen.

Para el vector de acciones de control se presenta una situacion similar, los instantes de
actualizacion de las acciones de control estan ordenados de menor a mayor, es decir,
1<t <<t < <) <L <tP <t <2 <. <t¥ 'y nuevamente si existen tiempos

iguales, estos se ordenan de acuerdo a la entrada a la que corresponden.

Para obtener el modelo BMIO se obtiene 7 como el maximo comun divisor de todos los

instantes de muestreo y de todas las actualizaciones de las acciones de control
1,2 1,2 1,2 ;

Y% SRR PN TS SRRty SNPRIY FRTY SPYUIIN RPN S S £ EIN S S0 Y N S

N=T,/T



Para obtener el sistema discreto se define
B.(:,j) como la j-ésima columnade B,

C(i,:) como la i-ésima filade C

y A=e'"

a (2-10)
Y B(;’j)q =]e CTdT'B(:aj)C;B(:aj):B(:aj)l

0

El modelo BMIO para este sistema queda definido por

X = X[k +DT,]= 4"x, + WU,
Y, =Ox, + HU,

En base a los tiempos de actualizacion de las acciones de control para cada entrada, la matriz
de controlabilidad del modelo BMIO definida en (2-6) queda expresada de la siguiente

manera:

W= [AN-*B(;J)H AYTEB2) L AV BCE) s ANTBEY) e

s AN—rf" B(:ar)rrgr —pgrls B(:al)N_r/_m 5--’B(:ar)N_r/g,:| € R'l*(gl+gz+---+g,<) (2-1 1)

Donde
rj./ = t(l/} /T
j=L2,..,r
[=12,..g;

De igual forma, la matriz de observabilidad definida en (2-7) queda expresada en la siguiente

ecuacion, tomando en cuenta que los muestreos de cada salida se realizan a distintos tiempos

20



_C(s,:)AS““ |

1A% |
C(2,)A™

C(s,) 4>
C(1,:)4">
C(2,)4%>

C(s,:) A%

C(1,:)A>
C(2,)A™"
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c R(fi*fzh-tf;)*ﬂ

S

L,

k:ti,k/T

i=12,...,s

k

=12, f,

(2-12)

Por ultimo la matriz impulsional definida en (2-8) queda expresada de la siguiente forma

71,1
hl,l
1,1
h2,1
1,1
hs,l
2,1
hl,l
2,1
hZ,l
2,1
hx,l
Jisl
hl,l
S2.1
h2,1

Sil
_hs,l

1,1
h1,2
1,1
h2,2
1,1
hx,Z
2,1
h1,2
2,1
h2,2
2,1
hs,Z

firl
hiy

/2,1
hz,zz

Siol
hs,Z

HeR (fi+fotet f)M (g1 +82+-+8,)

1,1 1,2
hl,r hl,l
1,1 1,2
h2,r h2,1
1,1 1,2
hs,r hs,l
2,1 2,2
hl,r hl,l

2,1 2,1
h2,r hZ,l

2,1 2,2
hs,r hs,l

By by
fa,1 f,2

hyi hy)
S50l /5,2

hs,r hs,l

1,2
h1,2
1,2
h2,2
1,2
hs,Z
2,2
h1,2
2,2
h2,2
2,2
hs,Z

h2
h1,2

f2:2
hz,z

/52
hs,Z

2

! _
Ty <Siod =Siy =1y

1,2
hl,r
1,2
h2,r
1,2
hs,r
2,2
hl,r
2,2
hZ,r
2,2
hx,r
Ni>2
hl,r

/2,2
hZ,r

hf.”2

s,r

1+1

Lg Lg,
hl,] hl,z
Lg Lg,
h2,1 h2,2
Lg Lg,
hs,l hs,Z
2,8 2,8,
h1,1 hl,z
2,8, 2,8,
hz,l hz,z
2,8, 2,8,
hs,l hs,Z
fi-& /-8
h1,1 hs,Z
J2:&1 /2:82
hz,l hs,2
& f5-82
hiy® hgs

o
J=r =

hf}.’ =C(i,)A"B(., ) ,; rj/ <S8 < rjl”,l =0,J =5, —r}
Sip < rj.l,l =0,/=0

Lg,
hl,r '
Lg,
hZ,r
Lg,
hs,r
2,8
hl,r ’
2,8,
h2,r}

2,8,
hx,r }

f1:8r
hs,r '
f2.8
hs,r "

/-8
hlve |

(2-13)
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2.5.2 Representacion Externa del modelo BMIO

Considérese el sistema continuo y lineal, causal e invariante en el tiempo definido en (2-1),
la representacion externa del modelo BMIO se genera a partir de la ecuacion en diferencias

que describe la funcion de transferencia estrictamente propia, a periodo base T:

A(p™)y(kT) = B(p™ Yu(kT)

Donde p”' es el operador retardo y 4 y B son polinomios primos entre si tales que:

B(p=Ybp', ApH=1+>ap”
i=1

i=1

La salida queda expresada de la siguiente manera

YUT) = 3 bad( =T = a (- i)T]

Si se expanden las salidas y entradas a periodo envolvente 7 como en (2-3) y utilizando la
ecuacion de y(IT) para [=KN+1 ,...,(K+1)N, se tienen que:

Yk = AIYk +BlUk +A2Yk—1 +B2Uk—l

Donde [4;, B;, A2, B;] son matrices Topelitz, es decir, constantes a lo largo de sus

diagonales, y estan definidas por
A; = Triangular inferior con primera columna [0,-a;,...,-a,,0,.. .,O]T
B; = Triangular inferior con primera columna [b;,b;,...,b,,0,.. .,O]T
A= Triangular superior con primera fila [0,0,....-a,...,-a;]"
B, = Triangular superior con primera fila [0,0,...,b,,.. .,bg]T

La representacion externa del modelo de bloque multifrecuencia entrada-salida (BMIO)

queda:
Y, =PY, ,+0U,_ , +QU, (2-14)
Donde la matriz Q; es siempre invertible, y las matrices P, O, O; se definen como

P= (1_A1)71A2 0= (I_A1)7le Q1 = (1_A1)7131 (2-15)
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2.5.3 Propiedades del Modelo BMIO.

Las propiedades del modelado BMIO se presentan a continuacion. Estas propiedades son
utiles para definir los esquemas de muestreo mas adecuados para configurar el modelado

BMIO, ademas, son las bases para el disefio de controladores basados en este modelo

Controlabilidad del modelo BMIO

Sea el sistema continuo definido por (2-1), se dice que el par (4.,B.) es controlable, si para
cualquier estado inicial x(0) = x, € R" y cualquier estado final x, € R" , existe una entrada
que transfiere el estado x de xy a x; en un tiempo finito, en caso contrario se dice que es no
controlable. La controlabilidad esta relacionada con la capacidad de poder llevar un sistema
de un estado inicial a un estado final en un tiempo finito, sin importar la trayectoria o la

entrada que se utilice.

Una forma de comprobar si un sistema es controlable, es calculando la matriz de
controlabilidad del par (4, B.) y verificar que sea de rango igual al niimero de estados del

sistema es decir:

Coz[Bc AB, - AC”‘IBC] Tiene rango igual a n

Los conceptos y pruebas de controlabilidad para sistemas en tiempo discreto son analogos a

los de tiempo continuo. Existen sin embargo dos diferencias importantes:

-Si un sistema en tiempo continuo es controlable, existe una entrada que transfiere el estado
del sistema entre dos estados cualesquiera en un intervalo de tiempo finito arbitrario, no
importa cuan pequefio sea este intervalo de tiempo. En el caso de tiempo discreto, este
intervalo de tiempo no es arbitrario; existe un tiempo minimo L, tal que toda transferencia de

estados, debe necesariamente hacerse en un tiempo mayor o igual a 1.

-Para sistemas en tiempo continuo, si se puede llevar el estado al origen desde cualquier otro
estado, siempre se puede hacer lo contrario, llevar el estado desde el origen a cualquier otro

estado. En sistemas discretos esto no se cumple si la matriz A es singular.

Sea el sistema discreto definido por (2-2), se dice que el par (4,B) es controlable, si para
cualquier estado inicial x[0]=x, € R" y cualquier estado final x, € R" , existe una
secuencia de entrada de longitud finita que transfiere el estado x de xy a x;. En caso contrario,

se dice que es no controlable.
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Al igual que para los sistemas continuos para comprobar si un sistema es controlable, se
calcula la matriz de controlabilidad del par (4, B) y se verifica que sea de rango igual al

numero de estados del sistema es decir:

Coz[B AB - A”"B] Tiene rango igual a n

Supongase que el par (4, B) es controlable. En consecuencia, la matriz de controlabilidad
tiene rango n. Dado que Co tiene np columnas; surge entonces la cuestion de que si todas las
columnas de B son necesarias, o bien, si todas aportan a la controlabilidad del sistema. Esta
cuestion lleva al concepto de indices de controlabilidad, que en el caso de tiempo discreto
tiene una interpretacion fisica importante. Una forma eficiente y natural de seleccionar n

columnas linealmente independientes (LI) de la matriz Cy se presenta a continuacion:
Si B=[B(:)) B(2) - B(.p)]
Escribimos Cp en forma explicita como
C,=|BC) - B(.p) ABGl) - AB(.p) A"'BGI) - A"'B(.p)|(@-16)

Si se buscan las columnas LI de Cp de izquierda a derecha, y resultara que 4'B(:,k) es una
columna linealmente dependiente (LD) de las columnas situadas a su izquierda, todas las
columnas asociadas a B(:,k) que siguen en Co, es decir, 4™ B(:,k),---, A" B(:,k) serian
LD de las columnas ya seleccionadas. Sea x, el numero de columnas LI de Cp aportadas
por la columna B(:,k), es decir, las columnas B(:,k), AB(:,k), -+, A* "' B(:,k)son LI en Cpy

A" B(:,k) parai=0,1,... son LD. Entonces si Co es de rango n se tiene que cumplir que

Mty et g, =n.

Los numeros {,ul, Uy p} son los indices de controlabilidad del par (4,B) siendo el
namero 4 = max(4,,H,, +,4,) el indice de controlabilidad del mismo par. Para sistemas
en tiempo discreto, el indice de controlabilidad x4 representa el tiempo minimo en que se
puede realizar cualquier transferencia de estados en un sistema controlable. No es posible

transferir cualquier estado a otro con una secuencia de control de longitud menor a p.

Por otra parte en Chen [21] se demuestra que si un sistema continuo como el definido en (2-
1) es controlable, el sistema discreto (2-2) con periodo de muestreo 7 es controlable, si dados
dos autovalores cualesquiera 4, y A, de 4. tales que Re[4, —4,]=0 se satisface la

siguiente condicion

Im[2, - 2,]# 277”" m=12,...
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CAPITULO 2 TECNICAS DE MODELADO

Esta condicion solo afecta a autovalores complejos conjugados de A.; si 4. solo tiene
autovalores reales, entonces el sistema discreto es siempre controlable para todo 7 > 0
siempre que el sistema continuo lo sea. Si A tiene autovalores complejos conjugados
a * jf, entonces, si el periodo de muestreo 7" es tal que no sea multiplo de 7/ S el sistema

discreto es controlable si el continuo lo es.

Para un modelo BMIO la controlabilidad del sistema se prueba con el rango de la matriz W7,
la cual debido a lo expuesto anteriormente puede ser expresada con las matrices del sistema

continuo.

Sea un sistema MIMO definido por (2-1), si durante el periodo global T}, si para cada

entrada u, existen g, actualizaciones entonces el rango de la matriz W es
rank[W1=rank[B,(:,) -+ A*7'B.(:1) - B,(,m) - A*7'B.(,m)] (2-17)
Donde

B.(:,7) eslai-ésima columna de B,

Ademas de las condiciones de controlabilidad del sistema continuo, se deben satisfacer las
siguientes condiciones para hacer que el modelo BMIO sea controlable. En un sistema
MIMO definido por (2-1) cuyo modelo BMIO se obtiene a partir de (2-3) a (2-8), para que la
matriz de controlabilidad sea de rango completo, rango/W]=n, es necesario que

r>u (2-18)

Si se observa la forma de escribir la matriz de controlabilidad en (2-16) y comparandola con
la expresion (2-17) resulta claro que una condicion necesaria y suficiente para cada entrada

u, esque:

Y (2-19)

Observabilidad del modelo BMIO

El concepto de observabilidad es dual al de controlabilidad, e investiga la posibilidad de
estimar el estado del sistema a partir del conocimiento de la salida. La ecuacion de estado (2-

1) es observable, si para cualquier estado inicial x(0) (desconocido), existe un tiempo finito ¢,
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tal que, si se conoce la entrada u y la salida y sobre el intervalo /0, ¢1] , es posible determinar

en forma unica el estado inicial x(0). En caso contrario el sistema es no observable

Al igual que con la controlabilidad se puede comprobar si un sistema es observable,
mediante el calculo la matriz de observabilidad del par (4., C) y verificar que sea de rango

igual al ntimero de estados del sistema es decir:

C
CA

c

o,=| . Tiene rango igual a n

cA™!

Para Sistemas Discretos como el definido por (2-3), se dice que es observable, si para
cualquier estado inicial x[0] (desconocido), existe nimero entero k; > 0 ,tal que, si se conoce
la entrada u y la salida y desde £ = 0 a k; se puede determinar en forma tnica el estado inicial

x[0]. En caso contrario el sistema es no observable

Al igual que para los sistemas continuos para comprobar si un sistema es observable, se
calcula la matriz de observabilidad del par (4, C) y se verifica que sea de rango igual al

nimero de estados del sistema es decir:

C

C4 . .
o0,=| . Tiene rango igual a n

CAn—l

De forma similar, para un sistema observable, los indices de observabilidad, {z)1 ,0,,00,0, }
surgen de seleccionar las filas LI en la matriz de observabilidad O asociadas a las filas de C.
Sea v, el numero de filas LI en O, asociadas a la fila C(k:) de C, se cumple que
v, +v, +---+v, =n siendo v=max(v,,0,,---,0, ) el indice de observabilidad del par
(4,C). Este indice representa la longitud mas corta de secuencias de entradas y salidas

necesarias para determinar en forma univoca el estado inicial del sistema.

Si un sistema continuo como el definido en (2-1) es observable, el sistema discreto (2-2) con
periodo de muestreo 7' es observable si, dados dos autovalores cualesquiera 4,y A4, de 4.

tales que Re[4, — 4] =0 se satisface la siguiente condicion:

Im[4, - 2,]# ZT”’" m=12,..
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CAPITULO 2 TECNICAS DE MODELADO

Esta condicion solo afecta a autovalores complejos conjugados de A.; si 4. solo tiene
autovalores reales, entonces el sistema discreto es siempre observable para todo 7 > 0
siempre que el sistema continuo lo sea. si A tiene autovalores complejos conjugados o £ j
, entonces, si el periodo de muestreo 7 es tal que no sea multiplo de 7/ /4, el sistema

discreto es observable si el continuo lo es.

Para un modelo BMIO la observabilidad del sistema se comprueba mediante el rango de la
matriz O, la cual, al igual que la matriz de controlabilidad puede se expresada por medio de

las matrices del sistema continuo.

Sea un sistema MIMO definido por (2-1), si durante el periodo global T}, si para cada
entrada y, existen f, medidas durante el periodo global 7)entonces el rango de la matriz O

€s

C(,)

c(1,:)4/
rank[O] = rank : (2-20)
C(p,)

C(p.dl™ |

Ademas de las condiciones de observabilidad del sistema continuo, se deben satisfacer las
siguientes condiciones para hacer que el modelo BMIO sea observable. Sea un sistema
MIMO definido por (2-1) cuyo modelo BMIO se obtiene a partir de (2-3) a (2-8). La
condicion para que la matriz de observabilidad sea de rango completo, rango/O]=n, es que:

s>v (2-21)

Al igual que sucede con la controlabilidad, para que el modelo BMIO sea observable, una

condicion necesaria y suficiente para cada salida y, es que:

£z, (2-22)

En el caso de la matriz de respuesta impusional H el rango de la misma depende no solo del
numero de muestras sino de el orden en que se realizan las actualizaciones de las entradas y
salidas; es decir, se tienen que cumplir las siguientes dos condiciones para que ésta sea de

rango completo rango [H] = ps
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a) mr>=ps

Para i=1,...,s
b) Zm’ > p,Vj,t/ <t (2-23)
J

Donde m’ es el nimero de entradas actualizadas en el tiempo ¢/

Si no existiesen suficientes muestras para hacer que la matriz O sea de rango completo es
decir s<v el periodo envolvente 7)) debe ser alargado incluyendo mas de una secuencia de

muestreo.

Relacion entre representaciones externa-interna del modelo BMIO

Si el modelo BMIO de un sistema es observable, es decir, el rango de la matriz O es igual a n

Se puede obtener un observador de estados.
A partir de (2-5):
x,, =0",_,+0"HU,
Donde # denota la pseudoinversa de una matriz
Sustituyendo en (2-4)
x, =Ax,  +WU,  =A"0"Y, , +(W-4"O"H)U,_,
Se define
P=4"0"

O=W-A4A"0"H)

x, =PY_, +0U,,

(2-24)
Y, =OPY,_, +0QU, , + HU,

La cual es la representacion externa del modelo BMIO.
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2.5.3 Controladores basados en el modelo BMIO

Basados en el modelo BMIO se han desarrollado controladores (Albertos [1]) que permiten,
ya sea producir un comportamiento deseado en el sistema retroalimentado o que éste siga

una referencia.

Si se desea que el sistema tenga un comportamiento tal como x,,, = 4,x, y si la matriz de
controlabilidad W es de rango completo se puede aplicar la siguiente ley retroalimentacion
del estado:

U, =Ww"4,-4")x, =Tx, (2-25)

Cabe mencionar que la expresion anterior equivale a obtener una matriz de retroalimentacion

mediante la asignacion de polos con el par de matrices (4",W) y los polosde 4, .

Si la matriz de observabilidad es de rango completo entonces se puede obtener el mismo
comportamiento aplicando una retroalimentacion de entrada/salida con la siguiente ley de

control:

u,=TprY,_ +I'QU,, (2-26)

Si lo que se desea es que la salida siga una referencia R, se puede construir un controlador de

cancelacion. De (2-24) se sabe que el vector de estados se obtiene a partir de:

x, =PY, ,+0U,
Y, =0OPY, ,+0OQU, ,+HU,

Si las matrices W, O y H son de rango completo se puede aplicar el siguiente controlador
entrada/salida
U,=MR, + MY, +M,U, , (2-27)
M=H" M,=-H"OP, M,=-H"0OQ (2-28)
Donde # denota la pseudoinversa de una matriz.
El controlador por retroalimentacion del estado equivalente seria

U, =H"(R, -0x,) (2-29)
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2.6 Modelo BMIO de un sistema SISO

Para aclarar el uso de los sistemas multifrecuencia, se procede a obtener el modelo BMIO de

un sistema SISO.

Consideremos el siguiente sistema:

1
T (s+0.2)(s+1.5)

G(s)

Cuya realizacion minima esta dada por

A_—1.7 ~0.6 B_z c=fo 1} D=0
““los o[ "¢ |of a S

Se calcula la matriz de controlabilidad mediante

2 =34
COZ[BC ACBC]: O 1

Y la matriz de observabilidad

0,=[Cc caT =[ 0 1}

05 0
Lo cual indica que el sistema es controlable y observable.

Se asume un periodo de muestreo de 0.6 s y un periodo de actualizacion de la sefial de
control de 0.4 s. Dado que el sistema es controlable y observable y que el numero de estados
es 2, para asegurar la controlabilidad y observabilidad de modelo BMIO de (2-16) y (2-19)
se deduce que se deben tener al menos 2 medidas de la salida y 2 actualizaciones de la
accion de control, por lo que se definen los siguientes esquemas de muestreo, donde el

metaperiodo 7} se ha duplicado.
Laentrada {0 0.4 0.8}
La salida {0.6, 1.2}

Con un periodo envolvente 7y=1.2 s
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El periodo base es 7=0.2

Por lo tanto N=6

Tiempos de muestreo de salida Tiempos de actualizacion de la accion control
t1=0.6 s1=3 t'=0 n=0
=12 =6 £ =04 r=2

£ =08 ry=4

N

0.06971 —0.2868
0.239  0.8822

Se procede a la obtencion de la matriz de controlabilidad del bloque W por medio de (2-6)

. 0.1083 0.2718 0.5759
w=[4'B, 4’B, B,|=
0.1823 0.146 0.06433

Aplicando (2-7) se obtiene la matriz de observabilidad del bloque O.

0 c4®] [0.1848 0.9608
“lca®| ] 0239 0.8822

Por ultimo se calcula la matriz de repuesta impusional H por medio de (2-8).

_{CABZ CB, 0}_{0.1127 00179 0 }

CA‘B, CA*B, CB,| |0.1823 0.146 0.06433

Una comparacion de la respuesta ante un escalon unitario del modelo continuo con la

respuesta del modelo BMIO se presenta en la siguiente figura.
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Modelo continuo vs Modelo Multifrecuencia

Fig. 2-5.- Comparacion de Respuestas BMIO vs Continuo de un sistema SISO

2.7 Modelo BMIO de un sistema MIMO

Ahora se aplicara el modelado BMIO a un sistema MIMO de dos entradas y dos salidas, en
el que el tiempo de actualizacion de las acciones de control es de /.5 s y el tiempo de

muestreo de las salidas es de 3 s.

El modelo multivariable obtenido para este proceso, es el siguiente:

e*l.SS _0‘16735 1 _O'Iefl.iv
—1.5s
Vil 9s+1 125 +1 Mil_l 9s+1 125 +1 e U
v, —0.7¢>  0.8¢7"* u, —0.7¢ " 0.8 e’l‘ssuz
155 +1 125 +1 155 +1 125 +1

2.7.1 Modelo sin considerar los retardos en las entradas

En primera instancia no se consideraran los retardos de las entradas al sistema, por lo que

primero se trabaja con la siguiente matriz de transferencia

1 0.1
Gisve| 9s+1 12541
©=| o701 os

15s +1 12s +1

Se utiliza una aproximacion de Padé para eliminar el retardo existente entre la entrada 2 y la
salida 1 y el existente entre la entrada 1 y la salida 2. Quedando el sistema de la siguiente

manera:
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1 ~0.1(s —1.3333)
~ 95 +1 (s+1.3333)(12s +1)
G =1 _0.7(s-1333) 0.8
(s +1.3333)(15s + 1) 125 +1

Obteniendo la representacion interna de la funcion de transferencia anterior se tiene

[-14 -0.3556 0 0 0 ]
-0.25 0 0 0 0
A.=| 0 0 -1.296 0.1995 —0.1207

0 0 02236  —0.1476  0.02768
| 0 0 0.0009124 0.004866 —0.08425 |
05 0 |

0 0

B.=| 0.04531 0.25

0.2416 0
| —0.04531 0.25]

0 0 0.1439 04121 -0.1116

02{0.093333 —-0.4978 0.008759 0.04672 0.2579}

D_oo
1o 0

El siguiente paso es comprobar que el sistema es controlable y observable, para ello se
obtienen las matrices de controlabilidad y observabilidad.

Se calcula la matriz de controlabilidad mediante

Co=|B. AB 4B 4B 4B |-
[ 05 0 -0.7 0 0.9356 0 —-1.2476
0 0 0.125 0 -0.175 0 0.2339
0.0453 025 -.005 -.0.3542 0.0006 0.474  —-0.0001
0.2416 0 -0.0268 0.0625 0.003  —-0.0885 —0.0003
| —0.0453 0.25 0.005 -0.0208 -0.0006 0.0017  0.0001
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0 1.663 0

0 0.3119 0
-0.6321 0 0.8428
0.1185 0 —-0.158
—-0.0001 0 0

Otra manera de calcular la matriz de controlabilidad usando MATLAB
C, = ctrb(A.,B.)
Y luego calculamos el rango de esta matriz
rank(Cy)=35
Por lo que es de rango completo y el sistema es totalmente controlable.

Los indices de controlabilidad para cada entrada se observan de la matriz de controlabilidad;
Si agrupamos las 5 columnas Linealmente Independientes (LI) que se tienen en esta matriz,
se observa que tres son resultado de la multiplicacion de la matriz 4. y sus potencias por la
primera columna de B., que es la que estd relacionada con la primera entrada, las dos
columnas restantes corresponden a la segunda columna de B,, por ende, relacionadas a la

segunda entrada, de aqui que los dos indices de controlabilidad son:

My =3
My =2
p=max(gy, 1y) =3

De (2-18) y (2-19) se deduce que se necesitan, como minimo, tres actualizaciones de la
primera entrada y dos para la segunda entrada para que el modelo BMIO del sistema sea

controlable.

Para comprobar si la realizacion es minima se estudia la observabilidad del sistema
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0,=c ca car ca# cat] =

0 0 0.1439 04121 —0.1106]
0.0933 —0.4978 0.0088  0.0467  0.2579
0 0  —0950 —0.0326 0.0033
~0.2551 —0.0332  0.0007 —-0.0039 —0.0215
0 0 0.1159 —0.0141 0.0103
03489 0.0907  0.0001  0.0003  0.0018
0 0 —0.1533 0.0253 —0.0152
~0.4657 —0.1240 0 0 —0.0001
0 0 0.2043 —0.0344 0.0205

| 06210 0.1635 0 0 0 |

rango(Oy)=5

Por lo tanto como los rangos son iguales al orden del sistema (n=5) entonces, las

realizaciones son minimas.

Un andlisis similar al realizado para los indices de controlabilidad pero aplicado a la
observabilidad indica que se requieren de tres muestras de la primera salida y dos muestras

de la segunda para obtener informacion de todos los estados, es decir:
v, =3
v, =2
v =max(v,,v,) =3

Se define el modelo multifrecuencia como sigue:

Tipo de Sistema: MIMO

Numero de Salidas (p): 2

Numero de Entradas (m): 2

Numero de muestras de la salida (s): 3

Numero de muestras de la accion de control (r): 6

Periodo Base (T): 1.5 seg

Periodo Envolvente (To) : 9 seg
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Notese que el periodo envolvente fue duplicado para asegurar que el nimero de muestras de

la salida, permita que la matriz de Observabilidad O} sea de rango completo.

N:6
n:3
v:3
Tiempos de muestreo de salida Tiempos de actualizacion de accion control
t1=3 s1=2 t'=0 r=0
=6 s2=4 £ =15 rn=1
=9 53=6 £ =30 r3=2
=45 =3
£ =6.0 rs=4
=75 r6=5
S S, Ss
| | | | | | | |
| | | | | | ! |
6s
U U Us Uy Us Us
— >
TO original
Se definen los vectores de entrada y salida
[ u(kT,+0 |
u(kT, +1.5)
y(KT, +3)
u(kT, +3.0)
Y, =| y(kT, +6) U, =
u(kT, +4.5)
V(KT +9)
u(kT, +6.0)
| u(kT, +7.5) |

Estos valores ayudaran en el calculo de las matrices del bloque W, Oy H

36



CAPITULO 2 TECNICAS DE MODELADO

Se procede a la obtencion de la matriz de controlabilidad del bloque W por medio de (2-6)

w=|4°B, 4'B, 4’B, A’B, 4B, B,|=

00228 0 —0.0251 0 ~0.027 0 —0.0245
~0.1709 0 —0.1888 0  —0208 0  —0.2283
~0.0519 —0.0063 —0.0613 —0.0071 —0.0725 —0.0079 —0.0856
0.1384 —0.0377 0.1635 —0.0428 0.1932 —0.0484 0.2283
| 00260  0.1887  0.0307 02138  0.0362 02423  0.0428
0 0.0122 0 0.3038 0o ]
0  -02376 0  —01537 0
~0.0076 —0.1011 0.0013 —0.1195 0.0747
~0.0543 02696 —0.0578 03186 —0.0381
02745 00506 03111 00597 0.3525

Aplicando (2-7) se obtiene la matriz de observabilidad del bloque O.

R 0 -0.1097 02991 0.0268]

c4 gi -0.0809 0.2247 0.0124 -0.0331 0.2015
0| A | o || © 0  -0.0802 02141 0.0172
: -0.0691 0.1844 0.0097 -0.0258 0.1569

cA* 0 0 -0.0576 0.1536 0.0110
L4 1200566 0.1510  0.0075 -0.0201 0.1222

Por ultimo se calcula la matriz de repuesta impusional H por medio de (2-8).

CAB, CB, 0 0 0 0
H=|CA’B, CA’B, CAB, CB, 0 0 |=
CA’B, CA'B, CA’B, CA*B, CAB, CB,

FO.1299 -0.0102  0.153 -0.0018 0 0 0
—-0.058 0.0830 —0.0099 0.0940 0 0 0
0.0931 -0.0102 0.1100 -0.0102 0.130 -0.018 0.1535
-0.054 0.0646 —-0.0591 0.0732 —-0.058 0.0830 -0.0099
0.0667 -0.007 0.0788 -0.0081 0.0931 -0.009 0.110

| —0.044 0.0503 -0.049 0.0570 -0.054 0.0646 —0.059
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0

0

0
0.094

S O O

0

0
0
0

0

-0.01 0.130 -0.01
0.073 -0.058 0.083

Ahora se compara la respuesta del sistema BMIO obtenido, donde las entradas se actualizan

cada 1.5 s y las salidas son muestreadas cada 3 s, a través del siguiente modelo de

MATLAB/SIMULINK.

—
B bmicsim *

0
0
0

0

0.153
—-0.01

0
0
0
0

—-0.0018
0.094

= Elg

File Edit View Simulation Format Tools Help

DSEE $BR |t |2 s [Nom

Referenciss

Entradas
bmicent2

| ® = Ax+Bu s 3 Valo
™1 v =Cx+Du
Medele Continuo To Workspace1
| VinECx(n+Duin) - wal
T ln+1)=2an)+Bu{n bl
Blogue de Modelo Multifrecuenci To Workspace

Entradas

B Va3

To Workspace2

Fig. 2-6.- Modelo BMIO con T=1.5s, To=9s, Entrada cada T, Salida cada 2T.
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Fig. 2-7.- Comparacion de Respuestas BMIO sin retardo vs Continuo

(+, 0 BMIO, -- -~ Sistema continuo)

Se puede observar que la respuesta del modelo BMIO es igual que la del modelo continuo

con la unica diferencia del retraso en las entradas.

2.7.2 Modelo considerando los retardos en las entradas

El siguiente paso es incluir el retardo de las entradas en el modelo multifrecuencia. Para ello
se analizara el modelo original. Un retardo en la entrada equivale a un corrimiento de las
acciones de control y dado que la primera accion de control debe ser realizada al inicio de
cada periodo envolvente 7}, la relacion que existe entre los instantes de muestreo y los
instantes de las actualizaciones de las entradas se ve modificada, esto se puede observar en la

siguiente figura.

N S, S;
| | | | | | |
I I I I I I ! !

9s
U; U, Us Uy Us Us
+— . e
T original
S S, S;

Uy Uz Us Uy Us Us 10.5s

Ty Nuevo



Los vectores de entradas y salidas quedan de la siguiente forma:

Tiempos de muestreo de salida Tiempos de actualizacion de entrada
t1=1.5 s;=1 t1=0 rn=0
=45 =3 £=15 n=1
=75 $5=5 £ =30 r3=2
t4 =45 12=3
£ =6.0 rs =4
=75 =5
[ u(kT, +0) |
u(kT, +1.5)
y(kT, +1.5)
u(kT, +3.0)
Y, =| y(kT, +4.5) U, =
u(kT, +4.5)
y(kT, +7.5)
u(kT, +6.0)
|u(kT, +7.5) |

Con estos valores se calcula nuevamente las matrices W, O'y H de la siguiente manera:

Para la matriz de controlabilidad del bloque W por medio de (2-6)
w=|4'B, 4'B, A'B, A’B, AB, B,]=

F— 0.0228 0 —-0.0251 0 -0.027 0 —-0.0245
-0.1709 0 —-0.1888 0 —-0.2084 0 -0.2283
-0.0519 -0.0063 -0.0613 -0.0071 -0.0725 -0.0079 -0.0856
0.1384 —-0.0377 0.1635 —0.0428 0.1932 —-0.0484 0.2283
| 0.0260  0.1887  0.0307  0.2138  0.0362  0.2423  0.0428

0 0.0122 0 0.3038 0

0 -0.2376 0 —-0.1537 0
-0.0076 -0.1011 0.0013 -0.1195 0.0747
—-0.0543 0.2696 -0.0578 03186 —0.0381
0.2745  0.0506  0.3111  0.0597  0.3525 |
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CAPITULO 2 TECNICAS DE MODELADO

Aplicando (2-7) se obtiene la matriz de observabilidad del bloque O.

N 0 -0.1162 03579 0.0344]

car] || 1200667 02454 00141 -0.0375 0.2283
0| €A™ |_ gjs |0 0 -0.0945 02528 0.0215
: -0.0759 02037 0.0110 -0.0292 0.1778

c4™ 0 0  -0.0680 0.1814 0.0138
-1 [-0.0626 0.1668 0.0085 -0.0228 0.1385

Por tltimo se calcula la matriz de repuesta impulsional A por medio de (2-8)

CB, 0 0 0 0 0
H=|CA’B, CAB, CB, 0 0 0
CA'B, CA’B, CA’B, CAB, CB, 0

[ 0153 -0.0018 0 0 0 0
~0.0099 0.0940 0 0 0 0
0.1100 —0.0102 0.130 -0018 0.1535 0
~0.0591 00732 —0.058 0.0830 —00099 0094 0

0.0788 —0.0081 0.0931 —0.009 0.110 —-001 0.130
| —0.049 00570 —-0054 0.0646 —0059 0073 —0.058

S O O

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
-0.01 0.153 -0.0018 0 O
0.083 -0.01 0094 0 O

Con estas nuevas matrices se compara nuevamente el sistema multifrecuencia con el

continuo:
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Fig. 2-8.- Comparacion de Respuestas BMIO con retardo vs Continuo

(+,0BMIO, -- -- Sistema continuo)

Se puede ver que el retraso que antes se observaba ya no estd presente, debido a que el

retardo de 1.5 s que existe en las entradas queda incluido en el modelo BMIO.

2.8 Modelo BMIO de un sistema MIMO con muestreo distinto
para cada sefial de entrada y salida.

Como se ha planteado anteriormente, Al tratar con sistemas MIMO puede resultar
conveniente utilizar las expresiones definidas en (2-11), (2-12) y (2-13), en las cuales se
trabaja con los vectores columna de la matriz de entrada B, del sistema continuo y con los
vectores fila de la matriz de salida C del mismo sistema, esto con el fin de poder modelar un
sistema multifrecuencia, en el cual, las entradas al proceso no tengan que ser actualizadas a
la misma frecuencia, de igual forma las salidas no tienen que ser medidas a la misma

frecuencia.

Para ejemplificar lo anterior se aplica el modelado BMIO al sistema MIMO estudiado en la
seccion anterior, con la diferencia, que las entradas se actualizan a frecuencias diferentes y en

el caso de las salidas, estas se miden a intervalos distintos.

El sistema multivariable es el siguiente:
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CAPITULO 2 TECNICAS DE MODELADO

1 —-0.le™"*

Yl 9s+1 12s+1 |t
Y, —0.7¢7" 0.8 u,

15s+1 125 +1

Al igual que en el ejemplo anterior la aproximacion de Padé del sistema queda de la
siguiente manera:

1 ~0.1(s —1.3333)
~ 95 +1 (s+1.3333)(12s +1)
GE)=1 _07(s-1333) 0.8
(s +1.3333)(15s + 1) 125 +1

Obteniendo la representacion interna de la funcion de transferencia anterior se tiene

[-14 —-0.3556 0 0 0 ]
-0.25 0 0 0 0
A.=| 0 0 -1296  0.1995 —0.1207

0 0 02236  —0.1476  0.02768
|0 0 0.0009124 0.004866 —0.08425 |
05 0 |

0 0

B.=| 0.04531 0.25

02416 0
| —0.04531 0.25]

0 0 0.1439 04121 -0.1116

02[0.093333 —-0.4978 0.008759 0.04672 0.2579}

D_oo
1o o

Del analisis de la controlabilidad y la observabilidad realizado en la seccion anterior se tiene

que:
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My =3
My =2
p=max(u,, () =3

v, =3
v, =2
v =max(v,,v,) =3
De los resultados obtenidos anteriormente se define el modelo multifrecuencia como sigue:
Tipo de Sistema: MIMO
Numero de Salidas (p): 2
Numero de Entradas (m): 2
Periodo Base (7): 0.5 seg
Periodo Envolvente (7)) : 6 seg
Numero de muestras de la primera salida (f; ): 3
Numero de muestras de la segunda salida (f3): 2
Numero de actualizaciones de la primera accion de control (g;): 6

Numero de actualizaciones de la segunda accion de control (g): 4

N:12

n:3

v:3

Tiempos de muestreo de 1° salida Tiempos de actualizacion de 1* accion control
t1=2 s =4 t' =0 n'=0

=4 s12=8 > =1 rn’=2
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CAPITULO 2 TECNICAS DE MODELADO

t13=6 s13=12 t° =2 =4
t* =3 n*=6
t° =4 =238
t°=5 =10

Tiempos de muestreo de 2° salida

Tiempos de actualizacion de 2 accion control

=3 $21=6 t,' =0 n'=0
thy=6 s30=12 > =1.5 =3
Y =3 =6
tt=45 n'=9

Cabe recalcar que por (2-22) el nimero de medidas de las salidas es igual al indice de
observabilidad asociado a dicha salida, esto con el fin de asegurar la observabilidad del

sistema multifrecuencia.

El modelo BMIO queda de la siguiente manera:

[-0.0349 -0.1881 0 0 0
0.1322  0.7056 0 0 0
AN = 0 0 0.0158 0.0828 —0.0559
0 0 0.0938 0.5009 0.0273
0 0 0.0030 0.0163  0.6035 |

Se procede a la obtencion de la matriz de controlabilidad del bloque W por medio de (2-11)

Wz[A'OB(:,l)Z A°B(:,2), A°B(.l), A°B(.,2), A°B(,1), A'BC)), A’B(,2),

AB(D), B(.2), B(:,l)z]:
~0.0178 0 ~0.0181 0 —00155 —00020 0
0.0683 0 0.0728 0 00771 0.0797 0
0.0246 —-0.01572 00275 —0.0151 0.0307 0.0343 0.0026
0.1312 00483  0.1466 00543 0.1639  0.1831 0.0578
-0.0246 02423  —0.0275 02745 —0.0307 -0.0343 03111
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0.05281 0
0.0749 0
0.0383
0.2047

0.1494
0.0380
—0.0383 0.3525

0.2652
0.0409
0.0428
0.2287
—-0.0428

Aplicando (2-12) se obtiene la matriz de observabilidad del bloque O.

cq,)4t 0
C(2,)4° | |-0.0808
O=| can4a® |=| 0
C@,:) A4 0
C(2,)4" ]

0 0.0679
-0.4495 0.0068
0 0.0510
0 0.0406

1-0.0690 -0.3688 0.0053

0.3376
0.0363
0.2707
0.2165
0.0283

0.2009
-0.0778
-0.0635

Por ultimo se calcula la matriz de repuesta impusional H por medio de (2-13).

[ C(1,)4%B(.)),
C(2,:)A*B(.,)),
C(1,)4A°B(.)),
C(1,) 4" B(:.1),

_C(2,:)AIOB(:,1)2

0
0
C(1,)B(,)),
C(1,:)A*B(:)),

C(,:

0.0941 -0.0068 0
—-0.0399  0.0829
0.0753 -0.0104 0
0.0603 —-0.0091 0
|—0.0356  0.0646

46

C(1,:)A°B(:,2),
C(2,)A4*B(,), C(2,)A°B(:,2), C(2,)4°B(,l), C(2,:)B(:,2), C(2,:)B(:,l)2_

—-0.0323

—-0.0379

C(L,:)AB(:,2),
C(2,)4°B(:,2),
C(1,:)4°B(:,2),
C(1,:)A°B(:,2),
C(2,)4°B(:,2),

0
0

)B(:.2),

1052

.0842
0674

C(1,:)A*B(:)),

0.0018
0.094
—-0.0092
—-0.0101
0.0732

C(1,)B(,)),
C(2,:)AB(,),
C(1,:)4*B(:)),
C(1,:)4°B(:,)),
C(2,)4°B(:,)),

0
0
0

0
0.0043
0.0941
0.0753

—-0.0398

c(,

C(1,)B(:,2),
C(2,)B(:,2),
C(1,:)4°B(:,2),
C(1,:)A°B(:,2),
C(2,))A°B(:,2),

0 0

0 0

0 0
)B(:.2),

-0.0949 |

0.1564 |

C(L,:)B(,)),

0
C(2,))B(:,)),
C(1,:)A*B(:))),
C(1,:)A°B(:)),
C(2,)A°B(:,1),
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0.1052 -0.0007 0 0 0

0.0842 -0.0101 0.0941 -0.0017 0.1052
—-0.0399 0.08296 —0.0323 0.0940  0.0043]

Ahora se compara la respuesta del sistema BMIO obtenido con la respuesta del sistema

continuo.

Modelo continuo vs Modelo Multifrecuencia

Fig. 2-9.- Comparacién de Respuestas BMIO muestreo distinto para cada sefial de entrada y salida vs Continuo

2.9 Conclusiones

Se ha visto la importancia del estudio de los sistemas Multifrecuencia, ya que como se ha
estudiado, en ocasiones no solo es ventajoso sino necesario abordar los problemas de control
bajo este esquema. Se han estudiado tanto los modelos basados en la representacion externa
(funciones de transferencia) como los de representacion interna (ecuaciones de estado), de

los cuales surgen diferentes propuestas para el modelado.

Se ha realizado una introduccion del modelo BMIO que sirve de base para el desarrollo de la
presente tesis, abordando la representacion externa y la representacion interna del modelo y
la relacion que guardan entre si. Se ha estudiado otras caracteristicas del modelado como son

la controlabilidad y observabilidad del mismo.



Se ha hecho una introduccién a los controladores basados en este modelado que son
considerados a lo largo del trabajo como los “originales” ya que presentan, como se vera mas
adelante, una mejor respuesta transitoria que los propuestos en esta tesis para la eliminacion
del rizado. Por ultimo se ha visto la aplicacion del modelo tanto para sistemas SISO como
MIMO, en estos ultimos, se ha abordado tanto el muestreo regular como la posibilidad de
que las distintas sefiales de entrada y salida presenten esquemas de muestreo periodicos pero

diferentes entre si.
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CAPITULO3 CONTROLBMIO. INTRODUCCIONAL
RIZADO INTERMUESTREO

3.1 Sistemas de control multifrecuencial:

Antes de estudiar las causas que originan el rizado intermuestreo es preciso analizar el
comportamiento de los controladores “originales” derivados del control BMIO Albertos [1],
[2]. El analisis comienza por los controladores de cancelacion o deadbeat estudiando su
implementacién y realizando un ejemplo de su aplicacion. A continuacion se trabaja con una
modificacion de este controlador, que consiste en que el calculo de las acciones de control no
se realiza exclusivamente cada metaperiodo, sino que se van calculando cada vez que es
necesaria una actualizacion. Este tipo de controlador es conocido como controlador de
horizonte movil. Finalmente se trabaja con un controlador de retroalimentacion del estado
que asigna un comportamiento al sistema; en caso de que no se tenga acceso a los estados del
sistema, estos pueden ser determinados facilmente mediante las acciones de control y las

salidas del sistema del metaperiodo anterior, como se expresa en (2-24).
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3.1.1 Controlador de Cancelaciéon

Si lo que se desea es que la salida siga una referencia R, se puede construir un controlador de

cancelacion. De (2-24) se sabe que el vector de estados se obtiene a partir de

x, =PY, ,+0U,

(-1
Yk :PYk—l +OQUk—1 +HUk

Si las matrices W, Oy H son de rango completo, se puede aplicar el siguiente controlador
entrada/salida

U,=MR, + MY, , +M,U, | (3-2)
M=H", M,=-H'OP, M,=-H"0Q (3-3)
Donde # denota la pseudoinversa de una matriz.
El controlador por retroalimentacion del estado equivalente seria

U,=H"(R, -0x,) (3-4)

Como ejemplo de implementacion, se utiliza el siguiente sistema, en el cual, el esquema de
muestreo es cada 3 s y las actualizaciones de las acciones de control se realizan cada 1.5 s.

Para asegurar la observabilidad del modelo se define el periodo global de 9 s.

1 _ 0 le—lASS
Gisy | 9s+1 125+l
©=| o701 o

15s +1 12s +1

Una vez obtenidas las matrices W, Oy H'y a partir de (3-2) y (3-3) se obtiene un controlador

con retroalimentacion de la salida que hace que el sistema siga una referencia.
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

[ 2.9069 —2.255 0.2065 0.9700 0.0385 0.0758 |
0.9051 4.6518 0.1330 0.2097 0.0200 0.0564
4.1300 2.2803 —0.1660—-0.8034—-0.0312—-0.0605
1.4303 5.3821 —0.0075 0.3287 0.0028 —0.0094
—2.4833 1.1700 2.9269 —2.1943 0.2172 1.0250
0.4562 —3.2499 0.8805 4.5008 0.1275 0.2368
—2.4375-0.8835 4.1122 2.2384 —0.1751-0.8482
0.3511 —3.7626 1.3919 5.2042 —-0.0103 0.3083
0.2131 —-0.0413-2.3490 1.2103 2.8320 —1.4808
—0.6113-0.1863 0.4841 —3.2484 0.9124 4.6602
—0.1926-0.1905—-2.5509 - 0.9271 4.1935 1.6468
—0.7097-0.2247 0.3888 —3.7652 1.3097 5.4220 |

0.0202 -1.0911 -0.7197  -0.0073 0.3848  0.6953

0.0176 -0.9332  -1.5945 -0.0244 1.3861  -2.9518
-0.0020  0.1111 0.0456 -0.0010  0.0560  -0.1165
-0.0024  0.1425 -04944  -0.0210 1.1811  -1.7228
0.0015 -0.0827  0.1241 0.0071 -0.3944  0.5065

-0.0046  0.2614 -0.4507  -0.0245 1.3698  -1.7629
-0.0140  0.7948 -1.8063 -0.0590 33654  -8.0026
-0.0147  0.8403 -2.1662  -0.0688  3.9259  -9.3140
-0.0056  0.3301 -1.2755 -0.0561 3.1425  -4.2406
-0.0067  0.3916 -1.4960  -0.0659  3.6894  -4.9851
-0.0086  0.4869 -0.8089  -0.0445 24871  -3.1990
-0.0102  0.5722 -09517  -0.0523 29251  -3.7625
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Mgz

0 0.0008

0 -0.0063
0 -0.0008
0 -0.0086
0 0.0030

0 -0.0104
0 -0.0255
0 -0.0295
0 -0.0229
0 -0.0269
0 -0.0189
0 -0.0222

S O O O O O o o o o o o
S O O O O O O o o o o o
S O O O O O o o o o o o

Los resultados de la simulacidon se muestran a continuacion:

0.0006

-0.0014
-0.0002
-0.0024
0.0009

-0.0029
-0.0073
-0.0084
-0.0064
-0.0075
-0.0053
-0.0063

-0.0203
-0.0789
-0.0038
-0.0719
0.0242

-0.0840
-0.2029
-0.2363
-0.1914
-0.2247
-0.1526
-0.1794

0.0115

0.0078

-0.0014
-0.0040
0.0018

-0.0058
-0.0157
-0.0173
-0.0102
-0.0120
-0.0107
-0.0125

-0.2290
-0.2500
0.0160

-0.0538
0.0124

-0.0476
-0.0591
-0.0845
-0.1546
-0.1808
-0.0842
-0.0991

IS

w

N

-

.
10

. .
20 30

. .
40 50

. .
60 70

Fig. 3-1.- Respuesta discreta con un periodo de 3 s

0.0571
0.1604
0.0042
0.1217
-0.0400
0.1394
0.3415
0.3997
0.3242
0.3805
0.2529
0.2975

. .
80 90 100

-0.3032
-0.1312
0.0244
0.0366
-0.0148
0.0467
0.3744
0.4173
0.0665
0.0793
0.0871
0.1023

0.0712
0.1966
0.0047
0.1431
-0.0466
0.1624
0.4044
0.4738
0.3797
0.4457
0.2946
0.3465

Se puede observar que la respuesta tomada cada 3 s ante un escalon de magnitud cinco en

cada entrada, es la deseada y se logra en un tiempo de 9 s, es decir el tiempo del

metaperiodo. Pero como es de esperarse en un controlador de cancelacion se tiene

oscilaciones ocultas que es lo que se observa en la siguiente figura:
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

Fig. 3-2.- Respuesta del sistema con Control con horizonte fijo

Obsérvese que la respuesta de la salida del sistema continuo no es constante sino que
presenta un rizado intermuestreo. Esto es debido a la naturaleza del controlador que en
realidad solo calcula todas las acciones de control cada periodo envolvente 7, es decir cada
9s.

3.1.2 Controlador con Horizonte Movil.

Una alternativa es el uso del controlador de horizonte movil. Este disefio se basa en la idea
de ir calculando las acciones de control cada vez que se tienen que aplicar. Esto se logra
mediante el calculo de diferentes matrices de retroalimentacion para cada tiempo en que se

debe aplicar una accion de control.

Continuando con el sistema empleado en la seccion anterior, se observa que se tienen 6
acciones de control durante el periodo envolvente 7y por lo que se espera calcular seis
conjuntos de matrices, basandose en el cambio que puede ocurrir a la hora de aplicar las

acciones de control.

El primer conjunto de matrices es el mismo que se calculo en la seccion anterior. El segundo
es cuando se tiene la segunda accion de control y esto supone que el periodo envolvente del
modelo multifrecuencia comienza un instante 7" después. Para la tercera accion de control se
corre nuevamente un periodo 7 al periodo envolvente 7) del modelo multifrecuencia. Lo
mismo se hace para la cuarta, quinta y sexta accion de control. Esto se puede apreciar en la

siguiente figura.
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S, S, Ss3
| | | | | | | |
[ [ [ [ [ [ I [
9s
U, U, Us U, Us Us
¢ TO original >
S, S, S3
| | | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [ I
10.5s
U, U, Us Us Us Us
< TO >
S. S, S;3
| | | | | | | | I
[ [ [ [ [ [ [ [ I
12s
U, U, Us U, Us Us
< TO >
S, S, S3
| | | | | | | | | |
I I I I I I I I I I
13.5s
U, U, Us U, Us Us
< T0 >
S; S, Ss
| | | | | | | | | | | |
I I I I I I I I | | | |
15s
U, U, Us U, Us Us
< T0 >
Sq S, S
| | | | | | | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [
16.5s
U, U, Us Us Us Us
< T0 >
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Obsérvese que solo dos conjuntos de matrices son necesarios para hacer el control, esto
debido a que el periodo envolvente 7) fue alargado para que se tuvieran muestras y acciones
de control suficientes. Las matrices calculadas para la primera accion de control se aplican
para la tercera y la quinta, mientras que las calculadas para la segunda accion se aplica en la

cuarta y sexta accion de control. Los calculos se muestran a continuacion.
Para la primera accion de control:

w=|4°B, 4'B, A4'B, A4°B, 4B, B,]

o [ca?]
cA" \
4 CA
0= ) =|Cc4°
CA*
CAB, CB, 0 0 0 0

H=|CA’B, CA’B, CAB, CB, 0 0
CA’B, CA'B, CA’B, CA’B, CAB, CB,
Para la segunda accion de control:

w=|4°B, 4'B, A4’B, A4°B, 4B, B,]

cA'|
CA* 3
C4" CA
0= ) =| 4’
CA*
CB, 0 0 0 0O O

H=|CA’B, CAB, CB, 0 0 0
CA*B, CA’B, CA’B, CAB, CB, 0

Se calculan las matrices de retroalimentacion y se obtienen los siguientes resultados.
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Fig. 3-3.- Respuesta del sistema con Control con horizonte mévil

Se puede observar que a pesar de que las oscilaciones de las salidas son menores, éstas no

fueron eliminadas y que el sistema al inicio es menos amortiguada que en la primera opcion

de control. La razon de que las oscilaciones disminuyeran se puede deducir al observar las

acciones de control. Se hace una comparacion de las acciones de control sin el horizonte

movil y las acciones con el horizonte mévil en la siguiente figura.

35

30

25

40

30

20

10t

-104

-20

a) Acciones de control de controlador deadbeat.

b) Acciones de control con controlador de horizonte mévil

Fig. 3-4. Comparacion de las acciones de control

Se puede ver claramente que las oscilaciones de la salida se deben a que las acciones de

control también presentan oscilaciones y que en el caso del controlador con horizonte mévil

SOon menores.
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

3.1.3 Controlador de Asignacion de Modelo a Seguir.

Un tercer controlador basado en el modelo BMIO, permite asignar un comportamiento al
sistema en lazo cerrado. Dicho controlador se basa en la retroalimentacion del estado
definida por (2-25). En el caso de que el sistema sea observable, se puede obtener el mismo
resultado realizando una retroalimentacion de la salida por medio de (2-26). A continuacién

se plantea un ejemplo de la aplicacion de dicho controlador:

Considérese el sistema inestable

1

)= 026+ 15)

Una realizacion minima esta dada por

Ac=[_l'3 0.6} BC:H’ c= 1] D=0

0.5 0 0

Se calcula la matriz de controlabilidad mediante

2 =26
CO = [Bc ACBC] = |:0 1 j|

Y la matriz de observabilidad

0 1
0 =[c ca] =

El rango de ambas matrices es igual a 2, lo cual indica que el sistema es controlable y

observable.

Se asume un periodo de muestreo de 1.5 s y un periodo de actualizacion de la sefial de
control de 1 s. Para asegurar la controlabilidad y observabilidad de modelo BMIO, de (2-18)
y (2-21) se deduce que se deben tener al menos 2 medidas de la salida y 2 actualizaciones de
la accion de control, por lo que se definen los siguientes esquemas de muestreo, donde el

metaperiodo 7} se ha duplicado.
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Laentrada {0 1 2}

Lasalida {1.5, 3}

Con un periodo envolvente 7p=3 s
El periodo base es 7=0.5

Por lo tanto N=6

Tiempos de muestreo de salida Tiempos de actualizacion de la accion control
ti=15 s1=3 t'=0 r=0
=3 $2=6 =1 n=2

£ =2 =4

v 02242 0.6392
0.5326 1.6090

Se procede a la obtencion de la matriz de controlabilidad del bloque W por medio de (2-6)

. ) 04341 05221 1.174
w=[4'B, 4°B, B]=

0.9563 0.7274 0.3465

Aplicando (2-7) se obtiene la matriz de observabilidad del bloque O.
0= cA’ 1 0366 1.203
“lca®| {05326 1.609

Por tultimo se calcula la matriz de respuesta impusional H por medio de (2-8). Nuevamente

se pueden apreciar los corrimientos del vector U, .

{0.5758 0.1024 0 }

0.9563 0.7274 0.3465

[caB, B 0
“|ca*B, C4’B, CB,
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

Se desea asignar un comportamiento al sistema retroalimentado definido por los polos
[0.5,0.505]. Se obtiene la matriz de retroalimentacion I" definida por (2-25)

~0.5507 —0.7440
T=w*4,-4")=|-02754 —0.5220
0.5609 —0.0372

Se analiza la evolucion del sistema con condiciones iniciales x,(0) =1, x,(0)=5/6.Enla
primera figura se observa la evolucion del sistema sin control en bucle abierto, donde es
evidente que la respuesta del sistema es inestable como era de esperase, ya que G(s) cuenta
con un polo en semiplano derecho del plano (s=0.2). La segunda figura muestra la respuesta
del sistema al asignarle un comportamiento mediante el controlador, el cual proporciona
estabilidad al sistema. Es de esperarse que la respuesta del sistema presente rizado, ya que se

tiene tres actualizaciones de la acciones de control en el periodo envolvente 7).

Sistema sin Control
450

400 -

350

300

250+

200+

150+

100

50+

Fig. 3-5. Repuesta del sistema sin controlador

59



Sistema con asignacién de modelo
T T T

25 30

Fig. 3-6. Repuesta del sistema con asignacion de modelo

3.2 Anélisis de la respuesta intermuestreo.

Un fendémeno no deseado que se presenta en los controladores MRIC (MultiRate Input
Controller) o similares es el rizado que se tiene a la salida continua entre muestra y muestra.
El disefio de los controladores tratados en las secciones anteriores asegura que la salida es la
deseada, solo en los instantes de muestreo. Existen trabajos que analizan el problema del
rizado como Araki [13],[14] y Tangirala [83]. En dichos trabajos, por una parte se explica
que el rizado se debe a la falta de restricciones en las acciones de control que ocasionan
cambios bruscos de cada entrada provocando este efecto no deseado, tanto en la respuesta
transitoria como en la estacionaria. Cabe mencionar que esta falta de restriccion puede
ocasionar esfuerzos de control muy grandes, que hacen que el rizado empeore. Una forma de
evitar este efecto, que es valida tanto para sistemas monofrecuencia como multifrecuencia,

es ubicar los polos del sistema no muy distantes de los polos originales.

En el trabajo de Tangirala [83] se analiza matematicamente la existencia del rizado como
consecuencia de la diferencia de las ganancias en estado estacionario de la matriz de
funciones de transferencia multifrecuencia de la planta, es decir, que las actualizaciones de
las acciones de control se estabilizan a valores diferentes a lo largo del metaperiodo, dando
como solucion la incorporacion de un integrador de muestreo rapido a la entrada de la planta.

Esto es valido para un sistema SISO, lo cual mejora la respuesta en estado estacionario.

En las secciones siguientes se demuestra que las causas del rizado intermuestreo se deben a
que las acciones de control generadas por los reguladores basados en el modelado BMIO

presentan valores diferentes a lo largo del periodo envolvente 7, lo cual concuerda con los
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

resultados de los trabajos mencionados. A su vez se plantea la propuesta de igualar dichas
acciones de control modificando las matrices de control, haciendo que sean iguales fila a fila
y se demuestra su efectividad para eliminar el rizado, sin tener que recurrir a la consideracion

de integradores.

De (3-2) se sabe que las acciones de control derivadas de un controlador de cancelacion
estan formadas por tres componentes, la primera es el resultado de la multiplicacion de la
matriz M por el vector de referencias, esto significa que cada actualizacion de las acciones de
control, es el resultado de la multiplicacion del vector fila correspondiente por el vector de
referencias. La segunda componente de cada actualizacion es el resultado de la
multiplicacion del vector fila correspondiente de la matriz M; por el vector de salidas del
periodo envolvente anterior. Cabe mencionar que en caso de tener una sola medida de la
salida, tanto la referencia como la salida anterior se reducen a un escalar, mientras que la
matriz M y M; son un vector columna. Por tltimo se tiene una tercera componente debida a
la multiplicacion de la matriz M> con las acciones de control del periodo envolvente anterior,
al igual que en los casos anteriores cada actualizacion es el resultado de 1a multiplicacion del
vector fila correspondiente de la matriz M, por el vector de las acciones de control anteriores.

Lo anterior queda expresado a continuacion:

u (k) M(ll) M(I2) M(ls) yd(l)(k)
uz(k) _ M(zl) M(zz) M(Zs) Ya) (k)
u, (k) M(rl) M(rz) M(rs) yd(s)(k)
M1(11) M1(12) o Ml(ls) Yy (k)
" M1(21) M1(22) MI(ZS) Y (k)
Ml(rl) Ml(rZ) T Ml(rs) Yis) (k)
M2(11) M2(12) M2(1r) u, (k - 1)
+ M2.(21) Mz.(zz) Mz.(zr) ”z(k -1) (3-5)
My, My, o My, |lu, (k=1
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u, (k) = um) +umy ) +um,,,

u, (k) =um,, +um, +um,,

(3-6)
u, (k) =um,, +um,, +um,,,
Donde
umy, =;M(U)yd(j)(k) i=L..r
umy =jZ:M1([j)y(j)(k—l) i=L..r 3-7)

umy ZZMZ(ij)uj(k_l) i=L..r
=

Se ha planteado que las acciones de control deben ser iguales a lo largo del metaperiodo, por
lo que de lo anterior se deduce que las componentes que las forman deben ser iguales, esta
igualdad se logra haciendo que las filas de cada matriz sean iguales, por lo que generaran la
misma componente al ser multiplicadas por el vector de referencias, el de salidas anteriores y

el de acciones de control anteriores respectivamente.

Lo anterior se aplica en las secciones siguientes, empezando por un sistema SISO en el cual
el control multifrecuencia es bajo un esquema MRIC. Seguidamente se hace el analisis para
un sistema SISO, en el cual, tanto las medidas de las salidas como las actualizaciones de
control se realizan en un numero mayor a la unidad, esto con el fin de asegurar que el
modelo multifrecuencia sea observable y controlable como se ha visto en el capitulo 2. Por
ultimo se extiende el analisis a los sistemas MIMO. Con esto se establecen las bases para el
disefio de controladores que no presenten el rizado entre muestras, lo cual, se desarrolla en el

siguiente capitulo.

3.2.1 Sistema SISO con r acciones de control y una sola medida de la salida.

Se analiza el comportamiento del controlador descrito en (3-1) asumiendo el caso
multifrecuencia en el que se tienen r acciones de control y solo una medida de la salida de un
sistema SISO. Como primer paso se establece el modelo BMIO especifico para este sistema,
para luego establecer la relacion del modelo en representacion interna con la representacion
en forma de funcion de transferencia, tanto para la medida intermuestreo como para la

medida normal, dada la facilidad que tiene este tipo de modelado para pasar de una
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

representacion a otra. Seguidamente se obtiene la funcion de transferencia en
monofrecuencia para ambas medidas con el fin de analizar su comportamiento en estado
estacionario. El siguiente paso consiste en analizar el comportamiento del sistema controlado
por medio de las matrices M, M; y M., obteniéndose la expresion que define la salida
intermuestreo y la salida normal, viéndose, que para que la medida intermuestreo coincida
con la medida original de la salida, se debe hacer que las componentes de cada una de las
matriz M y M, sean iguales, y las filas de la matriz M, sean iguales, en otras palabras que las

acciones de control sean iguales a lo largo del metaperiodo 7.

Los instantes de las acciones de control y muestreo son

u(kT, +1t")
u(kT, +1%)
Y, = [V(KTO + tl] U, = 0: (3-8)
u(kT, +t")
Supongamos ¢, =T,
Se define la medida intermuestreo como
Yo =(KT +1,)] 0<1, <7, (3-9
Se define T'como el maximo comun divisor de ¢, ,¢',¢°,...t" y t,
Se tiene el siguiente modelo BMIO
X = X[(k+DT,]= 4" x, + WU,
Y, =0x, + HU,
Donde de (2-6) (2-7) y (2-8) se tiene
w=|4""B_, .4""B _, B, |eR™ (3-10)
n=t/T,r,=t*/T,..t.=t" /T N=T,/T (3-11)
0=|ca"]|er™ (3-12)
H=|ca¥"B_, - c4""B_, B, |eR™ (3-13)
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Este nuevo sistema se puede expresar con matrices de funciones de transferencias como
Y(z2) =G U, +G,(2)U, +...+ G, (2)U, (3-14)
Donde
G(2)=CA" (eI —A4")" A" B, +CA""B,_, (3-15)

Los comportamientos entre los puntos de muestreo son analizados mediante el uso de la
transformada z modificada. Esta es la transformada z ordinaria, simplemente retrasada AT
(m+A=1) segundos, este valor es una fraccion del periodo de muestreo, ya que 0 <m < 1.

Esto queda expresado de la siguiente manera:

F(Z,m)zif(kT—T+mT)Zﬁk zzflif(kT+mT)sz

k=0 k=0

En el caso del sistema multifrecuencia el retraso que se quiere analizar es una fraccion del
periodo envolvente 7 y dada la definicion (3-9) se tiene que las medidas intermuestreo se

expresan como:

m m m m
V(7)) = Gy (o U, + Ga(a U+ G (2, U, (3-16)
Donde
G.(z, %) =CA"(zl - AV AV B+ hy, (3-17)
m<r,[=0,J=0
h,, = CA'B.,; r,<m<r,,[=0,J=m-r,
m>r,l =m=r,,J =1, -, (3-18)
t
m=- y  0<Z<y
T N
De lo anterior se deduce que
lim G,(z,2) = G,(2) (3-19)
oy i Ly T i

Ahora se establece las relaciones de la representacion interna y externa del sistema

monofrecuencia tanto para la medida normal como para la medida intermuestreo.

G(z)=CA" (I - A")"'B, + CB, (3-20)
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G(z,%) =CA"(zI - A")'B, +CB, (3-21)

Por otra parte se tiene que si G(s) no tiene polos en el origen entonces todos los valores

propios de 4. son diferentes de cero, lo cual implica que 4. es invertible por lo que
By =["e*diB, = (4" -4 "B
Por lo tanto

limG(z) = CAY (I -A")" (4" =D A B. +C(A" —1)A;'B,
limG(z) = —CAV A'B. +(CAY —C)A;'B,.
lim G(z2) = ~CA;' B,

Ademas

ml’ At m -1
B, =["e*'diB. = (4" )4 "B,

0

Por lo tanto
lirrllG(z,%) =CA"(I-A")" (A" =D A/ B. +C(A" -1 A_'B,.
lim G(z,%) =—CA" AZ'B, +(CA" —C)A. B,

. m -
121211 G(Z’ﬁ) =—-CA;' B,

De lo que se puede ver que las funciones de transferencia en estado estacionario son iguales
: m .
IIIIII G(z, F) = 111111 G(2) (3-23)

De esta forma los resultados obtenidos por Moore (et al) [65] son aplicables al modelado
BMIO. El siguiente paso es analizar el controlador de cancelacion aplicado a este sistema

multifrecuencia, por lo que de (3-2) se construye el siguiente diagrama de bloques:
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1
z
R(2) %4% M » Ui(z
’ [ . » Gi(2)
V—’P M B+ U2(Z) G (Z) '>1
+ 21
’@—_’. oI Y(2)
"@J—» + >+
T U
=My - n(@) Gu@)
> M1, +
A@J—»

hil

Fig. 3-7 Diagrama a bloques de un controlador de cancelacion

donde
M

M

1

(i €s lai-esima componente de M

) eslai-esima componente de M

M, eslai-esima filade M,



CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

Se definen los vectores G(z),U (2)

G(z)=[G,(2), G,(z), - ,G,(2)]
U,(2)
_ 3-24
G(2) = Uzz(z) (3-24)
U,(z)

Del diagrama anterior se puede ver que la salida esta dada por

Y(2)=G(z)-U(z)

(3-25)
Y(2) =G, (2)U,(2)+ G,(2)U,(2) +-+-+ G,.(2)U,(2)

Se obtiene la expresion que define las acciones de control del controlador de cancelacion

aplicado al sistema multifrecuencia.

U(z) = MR(z)+ M, L 2, M, 0() (3-26)
z z
U(z)=[z1 - M, |:MR(Z) X (Z)} (3-27)

Sustituyendo U (z) en (3-25) queda

Y(z)=G(2)z2T - M,]" |:MR(Z) m X (2)}

Y(2) _ Zé(z)[zl -M, ]AM
R(z) z-G(z)z2l-M,|"' M,

(3-28)

De igual manera se obtienen las expresiones para la medida intermuestreo de la salida:

Y(z, ) = G(z, 22 - Ulz)
N N (3-29)
Y(z,%) =G, (z, %)Ul (2)+G, (z,%)uz (2)+--+G, (z,%)u, (2)

Sustituyendo U(z) de (3-27) en (3-29) queda
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Y(Z,%) = (3'(2,%)[ZI—M2]‘1 {j\/[R(Z)JrMl Y(ZZ)}

Sustituyendo Y (z) de (3-28) en la anterior expresion, se tiene

I M, Gzl -M,]'M
oz Z—Cﬂ?(z)[ZI—Mz]_lM1

Y(z,m) = G(z,%)[z] — M, ' MR(z) + G(z, %)[ZI M R(2)

- m "
Y(z,m) _ ZG(Z,N)[ZI —Mz] M (o(zaﬂ)

= - +
R(z)  z-G(2)|zl-M,['M, N
Donde

- é(z,%)[z[ M, "M -Gz - M, M,

pLzm = z-— G(z)[z[ -M,]"'M,

Gz, Nzl =M, ' M, -Gzl - M, ' M
LN

z- é(z)[z] -M, ]_IM1

Donde claramente se observa que la respuesta del sistema en los instantes de muestreo es
diferente a la respuesta que se tiene en instantes intermuestreos, lo cual provoca el rizado a la
salida del sistema.

Abhora bien, si se define

my my m,
m m m
1 21 2 2
[z21 -M,]" = _ ’
mrl mr2 mrr

Entonces
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é(z,ﬂ)[Z] _Mz ]71M = Zr: Gi (Z,E)Z’: mijM(j)

N i=1 N j=1
G(2)zl ~M,|'M, =G, (2)Y. m M,
k=1 I=1
Gz, 2Nzl =M, ' M -Gl ~M, ' M, =YY (229G, ()Y m,M ,m M,
N i=1 K=1 N j=1 =1

. m O r m r

Gz, )zl -M, "M, = D G(z)> mM,
N i=1 N =1

G(Z)[ZI -M, ]7l M = Z G, (Z)Z myM
P =1

G(z, %)[ZI MM, -G -M, M =YY G, %)Gk YN mM, m, M,

=1 k=l =
Quedando
r r m r r
. T 1Gi(ZaN)Gk(Z)Z;;mijmkz(Ml(j)M(l) _MI(I)M(j))
oz, = 2L e
N r r
Z G, (Z)Z mklMl(l)
=1 =1

Si hacemos que las componentes de M y M; sean iguales y que las filas de la matriz M, sean
iguales, es decir:

My =My ==M, =M¢,
Mgy =M,q ==M,, =M, (3-30)
My, =My, == My,) =My,

Donde
M, es la i-ésima componente de M
M es la i-ésima componente de M,

M) es la i-ésima fila de M)

N N m N N
" ZzGi (Z,N)Gk (Z)lemijmkl (M oyM o)y =M c\M )
i=1 K=1 j=1 =1
(D(Za ﬁ) = Nj

N
ZGi (Z)kalMl(C)
=1

k=1
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Se observa que el termino ¢z, % ) se hace igual a cero y que

Y(z) _ 2G(z)[zl - M, ' M
R(z) z-G(z)zl -M,|'M,

m — m —1
Y(Z,N) zG(z,ﬁ)[z[—Mz] M

RGz) -G -M,]'M,

De las expresiones anteriores se observa que para obtener Y (z) y Y(z,m/ N) se multiplica a
los vectores de funciones de transferencia G(z) y G(z,m/N) definidos en (3-24) y (3-29)
por el mismo término, Para demostrar la equivalencia de estas dos expresiones se plantea
nuevamente el sistema controlado, pero ahora, asumiendo que las acciones de control son

iguales en todo el periodo envolvente 7)

0(2) = MR(z) + M, 2 1y, Y2

z z

Como se ha definido antes las componentes de M y M, son iguales y en el caso de M-, esta

matriz tiene sus filas iguales, por lo que analizando una sola accion de control se tiene que

Y(z U(z
Ul(z)=M(C)R(z)+M1(C)%+M2(C) i) (3-31)

Claramente se puede ver que al ser las componentes iguales y en el caso de M, sus filas

iguales, se asegura que todas las acciones de control son iguales, es decir
U,(2)=U,(2) =..=U,(2)

Y(z U, (2)
U, (z)= M(C)R(Z) + Ml(c) (_) + ZMZ(c) IT

z

Donde

1

1
ZMzm =M,
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Y(2)

R(z)+ M
[]1 (Z) — (c) ( ) 1(c)

Z‘ZMM

Ampliando este resultado a cada actualizacion de la accion de control se tiene que

1

G 1| zM ,R(z)+ M, Y(z) (3-32)

Z_zMz(c)

Sustituyendo (3-32) en (3-25)

R(Z)+M1(C)

ZMZ(C)

Y(2)

Y(z)= G‘(z) M,

Y(z) _ ZZ G(Z)M(w
R(z) z-) M, _ZG(Z)MI(C>

(3-33)

Para la medida intermuestreo aplicando (3-32) en (3-29) se tiene que:

1

Y. ) G(z ﬂ)l ZM(C)R(Z)-FM](C)Y(Z) (3:34)

Z‘ZMM

Sustituyendo Y (z) de (3-33) en (3-34) se tiene

zZG(z (L)R(z) > G(z, )Ml(L)ZZG(Z)M(L)R(Z)
B z- ZMZ(C) (Z ZMz(c))(Z ZMZ(C) ZG(Z)MI(C))

m
Y(z,—)=
(N

. 2> Gz, %)M(C)R(z)
Y(Z,N) = =
(z— ZMZ(L') - z G(Z)Ml(c))

(3-35)
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Por otra parte al hacer las acciones de control iguales, de (3-14) se ve que

Y(z) = G(2)-U(2) = G,(2)U,(2) + G, (2)U, (2) + -+ G, (2)U, (2)
U (2)=U,(2)=...=U,(2) =U(2)
Y(2) = (G,(2) + G, (2) +++-+ G, (2))U(2)

Ademas aplicando (3-15) en la expresion anterior, se observa que

> G,(z)=Ca" (2l - A"y [4" "B, +..+4 "B, + B, |
i=1

+lca¥sB,  + - +ca¥B_,  +CB,. ]

¥(z)=CAY (I - 4")'[4Y "B, +.+ 4B + B, W)
+lca* "B+ - +Ca""B_,  +CB,, ()

Y(z)=CA" (zI — A" 'WU(2) + HU(z)

Que es el modelo BMIO del sistema asumiendo una sola actualizacion de la accion de

control, por lo tanto la expresion anterior equivale a decir que:
Y(2)=G(2)U(2)

Por lo que se puede asegurar que la suma de las funciones de transferencia definidas a partir
del modelo multifrecuencia es equivalente a la funcion de transferencia del sistema

monofrecuencia
> G(2)=G(2) (3-36)
Un andlisis similar para la medida intermuestreo resulta

Y(z,%) - é(z,%) U(z) =G, (z,%)u1 (2)+G, (z,%)Uz (2)++G, (z,%)U,, (2)

Y(z,%) = (G,(z, %H G, (z,%>+~-~+G, (z,%))U(z)
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Aplicando (3-17) en la expresion anterior, se obtiene

iGi(z,%) = CA" (2l - AV) |4 B, +.+4""B_ + B, ]

o1
i=1

+ [CA N=n Brl -, + o +C4 " Brr + CBN_F’ ]

Yzt = CA" (el = 4" [4¥2B,  +.+4""B_ +B, V@)

clcav =B+ o +ca""B,_ +CB,, ()
Que es el modelo BMIO del sistema con una sola actualizacion de la accion de control pero
con la medida de la salida en un instante intermuestreo, de lo que se deduce que la suma de
la funciones de transferencia derivadas del modelo multifrecuencia definidas para la medida

intermuestreo es equivalente a la funcion de transferencia monofrecuencia para la medida

intermuestreo.
Y(z,%) = G(z, %)U(z)
=, m m
> G(z,ﬁ) =G(z, ﬁ) (3-37)

Por lo tanto de (3-23), (3-36) y (3-37) se deduce que
. = m . =
12121126(2,7 = 12131126(2)
De (3-33) y (3-35) podemos decir que el comportamiento en estado estacionario de la
medida intermuestreo es igual a la medida regular del sistema.
limY(z,2%) = lim Y(z) (3-38)
lim ¥ (z, N lim Y (z

Con lo cual queda eliminado el rizado intermuestreo.

3.2.2 Sistema SISO con r acciones de control y s medidas de la salida.

Se extiende el analisis de la respuesta intermuestreo a un sistema multifrecuencia en el que se
tienen r acciones de control y s medidas de la salida de un sistema SISO, siendo la primera
accion de control al inicio del periodo envolvente 7 y la tltima medida de la salida al final

del mismo. En primera instancia se definen las condiciones para que las medidas de la salida
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sean todas iguales a lo largo del metaperiodo en estado estacionario, para luego analizar las

medidas intermuestreo.

Los instantes de las acciones de control y muestreo son

(KT, +¢)) u(kT0+t1)
KT, +t kT, + ¢
Y, = »( (:) 2) = u( o' ) (3-39)
V(KT, +t,) u(kT, +t")
Se define la medida intermuestreo de la i-ésima medida de la salida como
Y, =K, +1,)| 1. <t, <t i=12..s (3-40)

Se define 7 como el maximo comin divisor de ¢,,¢, ...,z ,¢, ,t',t>,.,t" y N=T/T,

B
m;

Se tiene el siguiente modelo BMIO para un sistema multifrecuencia con 7 actualizaciones de

la accion de control con s medidas de la salida.

X, = x[(k+ 1T |= 4"x, + WU,
Y, = Ox, + HU,

Donde de (2-6) (2-7) y (2-8) tenemos

w=|4""B_ ..4""B_ B, |eR™ (3-41)

e =1

rn=t"/T,r,=t*/T,.,r,=t" /T

CA®

CA*

0= eR™ (3-42)

c4®

s, =t,/T,s, =t,/T,.,s, =t |T
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

h, - 0 r,<s,l=s,—r,J=r,—r
H=| i . [ |eR”™" hy=CA'B;| r;<s,<r;,, ]=0,J=s,—r, |(3-43)

hy, - h, s, <r;,1=0,J=0

Para cada medida de la salida, este sistema se puede expresar con matrices de funciones de
transferencias de la siguiente forma:
Y,(2)=G, (U, +G,,(2)U, +..+ G, . (2)U, i=12,..,s
Y(2) =G, (2)U(2) (3-44)
éi (2) = [Gi,l (2) Gi,(2) - G, (Z)]

Se establece la relacion que guarda la representacion interna del modelo BMIO con la
funciones de transferencia que relacionan cada actualizacion de la accion de control con cada

muestra de la salida.

S - Nf’”/#l
G, (2)=CA" (A =AY 4" B, +h, (3-45)

Tiq =Ty L]

i=12,..,s j=L2,.,r

A continuacion se trata de describir el comportamiento del sistema como si este tuviese una
sola medida de la salida, esto con el fin de compararlo con el comportamiento del sistema
para cada medida de la salida. Obsérvese que el modelo BMIO del sistema teniendo una sola

medida de la salida esta definido por:
N
X = X[(k+DT,]= 4" x, + WU,
Y, =0Ox, + HU,
Donde

w=|4""B_ .4"B_ B, |erR™ (3-46)

T

rn=t'"/T,r,=t*/T,..,r,=t"/T N=T,/T

0=|ca"|e R (3-47)

H=|c4""B_, - c4"B_,  CB,, |eR"™ (3-48)

|
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Por otra parte para una medida de la salida del sistema realizada al final del metaperiodo 7y

se tiene que

Yy(2)= GN,] (U, + GN,z U, +...+ GN,r (2)U,

Si se asume que las acciones de control son iguales
U,(2)=U,(2) =..=U,(2) = U(2)
Yy(2)= (GN,I (z)+ GN,z @)+ + GN,r (2)U(2)

Aplicando (3-45) en la expresion anterior, se tiene que

L et AB  + B ]

n LS|

ZGN,i(Z) = CAN(ZI_AN)—] [AN,rZB
i=1

+lca B+ - +ca¥B_,  +CB,, |
Yy(2)=CA" (2l = A") ' [4" "B +..+ 4 "B, + B, ()
+lca B+ - +CaA¥B_ +CB, P(2)

Y, (2)=CA" (zI — AV)'WU (2) + HU(z) (3-49)

Que es el modelo BMIO del sistema con una sola medida de la salida, por lo tanto, se deduce
que la suma de la funciones de transferencia del sistema multifrecuencia de la Giltima medida,
cuando se mantiene la misma accion de control a lo largo del periodo envolvente, es
equivalente a la funcion de transferencia del sistema cuando se tiene una solo medida de la
salida, la cual, se ha observado en (3-36) que es equivalente a la funcion de transferencia del

sistema monofrecuencia, es decir:
Yy (2)=G(2)U(2)

> Gy (2)=G(2) (3-50)
Notese que el sistema discreto monofrecuencia a periodo 7y esta dado por

G(z)=CA" (z - AY)'B, +CB, (3-51)

Y para las medidas de la salida realizadas bajo el esquema (3-39) durante el metaperiodo.
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

G(z,%) =CA"(z1 - A")" B, +CB, (3-52)

De (3-51) y (3-52) se puede observar que

. S i
lim G(z,5) = G(2) (3-53)

Obsérvese que haciendo las acciones de control iguales, para cada medida de la salida, se

tiene que

U(2)=U,(2)=..=U,(2) =U(2)
Y,(2) = (G, () + G, (2) +--+ G, (2)U(2)

Sustituyendo (3-45) en la anterior expresion

+ BNfr]_]

3G, (2)=CA* (A =AY [4 "B, +.+ 4B,
Jj=1

+ [hl.’1 + h, +-+ h,

Y,(2)=CA* (2 = 4")[4¥ "B, +.+4 "B + B, ()

+ [hi,l + hi,2 +eee+ hi,r ]U(Z)

Y, (z)=CA" (zl = AV ' WU (2) + HU(z) (3-54)

Que es el modelo BMIO del sistema con una sola medida de la salida en el instante 7
manteniendo la misma accion de control en el periodo envolvente, de lo que se deduce que la
suma de las funciones de transferencia para cada medida de la salida del sistema
multifrecuencia, es equivalente a la funcion de transferencia de la misma medida de la salida

pero del sistema monofrecuencia, es decir:
Y,(2)= G(z, 1)U (z)
(z2)=G(z,—)U(z
l N

>.G\(2) =6z (3-55)

Por otra parte se tiene que si G(s) no tiene polos en el origen entonces todos los valores

propios de 4. son diferentes de cero, lo cual implica que 4. es invertible por lo que
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By =["e*diB. =(4" -4 "B,

0

Por lo tanto
lzi£r11 G(z)=CAY (I -A")"'(4" - I)Ag‘BC +C(4" - I)Ag‘BC
lzi£r11 G(z)= —CANAEIBC +(CcA" - C)A;BC
lziirll G(z)= —CAngC
Ademas

siT Act s; -1
B, =" e*diB. = (4" ~1)4."B,
Por lo tanto

lim G(z, %") =CA (I - A") (4% —=1)AZ B, + C(4* —1)A7'B, =—CA* AJ'B,. + (CA* — C)A.'B,

. s .
lzlirll G(z, N) =-CA.' B,

De lo que se obtiene

: Siy 1 i
lim G(z,-) = lim G(2) (3-56)

Por otra parte hacer las acciones de control iguales equivale a hacer las filas de las matrices

de control iguales, es decir:

My =My =-=M, =M¢,
M1(1) :M1(2) = :Ml(r) :MI(C) (3-57)
Mz(l) :Mz(z) :MZ(r) ZMZ(C)

Donde
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

M, eslai-esima filade M
Ml(i)

M, eslai-esimafilade M,

eslai-esima filade M,

Ademas se definen los vectores

Ui (2) Y(2) R(z)
U(z) = U{(Z) F(2) = YQSZ) R(z)= RZ:(Z) (3-58)
U.(2) Y (2) R (2)

De (3-2) se tiene que

0(z) = Mi(z)+ M, L) 4y, YO
z zZ
R(z)+M e, M, v

U@)=M

(© 1(c)

Esto asegura que todas las acciones de control sean iguales es decir
U(z2)=U,(z2)=...=U,(2)

- Y(z U,(2)
U,(2)= M(c)R(Z) + Ml(c) % + ZMz(c) IT

Donde

1

1
ZMZ(c) =My,
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M R(z)+ M, ,Y(2)
U, (2)= v
= Z 2(c)
1 = - (3-59)
7 1 ZM(C)R(Z)+M1(c)Y(Z)
U(z)=|.
: 2= My,
1
1
Y(z)= éi(z) (C)R(Z) +M1(C)Y(Z) _ ZG,(Z) (C)R(Z) +M1(C)Y(z)
' 2= 2 My 2= My,
1
De (3-55) se obtiene
. R(z)+M, Y
Y,(2) = G(z,25) > Mo RE)+ My Y(2) (3-60)
N - ZMM
En el caso de una medida al final del metaperiodo de (3-50) se tiene que
R(z2)+M, Y(z
Y, (2) = G(2)~ Mo RE) + Mo 1) (3-61)

Z_ZM%:)

De (3-56) se puede afirmar que al hacer las filas de las matrices de control M, M; y M,
iguales, las medidas de las salidas en estado estacionario son iguales, a lo largo del periodo

envolvente Ty, es decir:

lim,(z) = lim¥,,(2) = lim ¥ () (3-62)

Hasta el momento solo se ha visto que hacer las acciones de control iguales a lo largo del
periodo envolvente asegura que las medidas de la salida en estado estacionario son iguales,
pero no se ha estudiado el comportamiento intermuestreo. A continuacion se analizan las
medidas realizadas entre dos muestras, para lo que se define la matriz de funciones de

transferencia G (z)
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

G (2) Gl,l (2), Gl,2(Z)5 aGl,r(Z)
G( )= G (Z) Gz,lz(Z)a Gz,zz(z)a st,:r(Z) (3-63)
G, (z) G, (2), G,(2), -+ .G, (2)
Y(2)=G(2)-U(z) (3-64)

Asumiendo que las filas de las matrices de control son iguales como se definen en (3-57) y

de (3-2) se tiene que:

U(z) = MR(z)+ M, Y (Z) RYRCAC)
zZ
U,(z2) =M R(z)+ M, Y (Z) +M,,, ve)

Asumiendo que la referencia es constante durante el metaperiodo 7, junto a que en estado
estacionario las medidas de la salida son iguales como se muestra (3-62), la expresion de las

acciones de control queda definida de la siguiente manera

U()=U,(2)=..=U,.(2)

Y(2)=Yy(2)=..=Y,(2) = Y(2)
R(z2)=R,(z)=..=R (2) = R(z)
Y(z U, (z
Ui(z) =D M ,R(z)+D .M, (Z)+ZMM (2)
Donde
1 1 1
1 1 1
ZM(c):M(c) P ZMI(w:Ml(c) : y zMzszz(c) :
1 1 1

zz M R(2)+ Y M, ,Y(z)
ZMZ(C)

U,(2)
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1
1|z M R(z)+ D M, Y(z)
: z— z M.,

1

U(z) =

(3-65)

1
Lz Mo RE)+ D M 1) SG) z) M R(2)+ D M, Y(2)
: Z_ZMZ(C) l Z_ZMM)

1

Y(2)=G(2)

22 G (Y M R()
z- ZMM - Z G, (Z)ZMuc)

Y(2)=

(3-66)

Obsérvese que haciendo las acciones de control iguales, para cada medida de la salida, se

tiene que

U,(:)=U,(2) =.. = U,(2) = U(2)
Y (z)= (Gi,l (z2)+ Gi,z (z)+--+ Gi,r (2)U(z)

Sustituyendo (3-45) en la anterior expresion

+ B,H ]

3G, (2)=Ca (A = A*)'[4¥ "B, +..+ 4B
=1

+ [hi,1 + hl.’2 +oe h,.,,

Y(z)=CA (- A") ' [4" "B, +..+ 4B+ B, ()

TH S S W /6

Que es el modelo BMIO del sistema con una sola medida de la salida en el instante 7 al
mantener la accion de control igual en el periodo envolvente, de lo que se deduce que la
suma de las funciones de transferencia del sistema para una medida de la salida del sistema
multifrecuencia, equivale a la funcion de transferencia para esa misma medida pero del

sistema monofrecuencia, es decir:
Y,(2)=G,(2)U(2)

>.G(2)=G.(2) (3-67)
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

De igual manera las salidas tomadas en los instantes intermuestreo quedan como

m
Yl(Z,Wl)
m
Y(z,% - Yz(zi#) (3-68)
m
Y (z,—
I o N)_
= m. | T m m m . |
Gl(z’ﬁl) Gl,l(Z’Wl)’ G1,2(2>W1)’ ,G],',(Z,Fl)
pd m m m m
—. m G,(z,—= 22 22y L =2
G(Z’ﬁ): Z(Z N) — G2,1(Z.5 N)a Gz,z(z‘a N)s . an,r(‘Za N)
— m m, m, m,
G 2 G Z,_A’ GS Za_ba U ’GS;« z, .
i y(Za N)_ i s,1( N) ,2( N) ( N)_

m, m, m, m, .
Yi(Z’W) =G, (Z,W)U1 + Gi,z(z’W)Uz +..+G,, (Z,W)Ur i=12,..,s (3-69)

171 Mi»J

m[ m; - N=rj4
Gi’j(z,ﬁ)=CA (z =AY A" B +h (3-70)

m, <r;,[=0,J=0

— 1 — —
hm”j =CA'B,| r,<m, <r;,,[=0,J=m, —r,

m, >rj,1=ml.—rjﬂ,erj+1 -7,
L m,

m=—- 'y 0<—L<1
T

Al igual que se realiz6 para las medidas de la salida, se procede a encontrar la relacion entre
las funciones de transferencia del sistema multifrecuencia con la funcion de transferencia del
sistema monofrecuencia. Obsérvese que haciendo las acciones de control iguales, para cada

medida intermuestreo de la salida, se tiene que
U(z)=U,(z)=..=U,(2)=U(2)

m, m, m, m,
Y. (Z,W) = (Gi’1 (Z,W) +G,, (Z,W) ++ G, (Z,W))U(Z)

Sustituyendo (3-70) en la expresion anterior
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+ B Nor. ]

T

c mi _ m; -1 N-r, N-r,
Z;G,.,_i (2.70) = Ca" (1 = 4") [4¥2B,  +.+4""B,
=

+[th1+ hm,2 +eoet hm,r]

Y(z, %) — A" (L =AY 4" +..+ A" B+ B, ()

+[hm,,1+ hmh2 4ot hm,.,r]U(Z)

Que es el modelo BMIO del sistema con una sola medida de la salida en el instante ¢, .
Nuevamente se observa que la suma de las funciones de transferencia del sistema para una
medida intermuestreo de la salida del sistema multifrecuencia, equivale a la funcion de

transferencia para esa misma medida pero del sistema monofrecuencia, es decir:
m, m,
YI»(Z,F’) = Gi(Z,W’)U(Z)
-~ m, m,
> G[(Z,Wl) = Gi(z,W’) (3-71)
Se debe recordar que el sistema discreto monofrecuencia a periodo 7jesta dado por
G, (z)=CA" (z] — 4" )’IBS‘_ +CB, (3-72)
Y para la medida intermuestreo asociada a la i-ésima medida.
G.(z, %) =CA™(z[ - A™)"'B, +CB, (3-73)
De (3-72) y (3-73) se puede observar que

lim Gi(z,%) =G,(2) (3-74)

Asumiendo que G(s) no tiene polos en el origen entonces todos los valores propios de 4.

son diferentes de cero, lo cual implica que A4. es invertible por lo que
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

B, =["e*diB. =(4" ~1) 4B
por lo tanto
limG,(z) = CA* (I - A") (A" —DA.B. +C(4" =) A B,

linlq G,(z)=-CA" AngC +(CA*" - C)AngC
linlq G,(z)= —CAEIBC
Ademas

B, =[" e diB, = (4" ~1)4, B,

0
Por lo tanto
lim G, (2,%) =CA™ (I -A")"(A™ —1)AZ'B. + C(A™ —1)A_'B,.
limG, (2,%) = —CA"™ AJ'B. +(CA™ - C)A.'B,.
lim G, (z, %) = —CA'B,
De lo anterior se deduce que el comportamiento en estado estacionario de la funcion de
transferencia del sistema monofrecuencia para la medida realizada en el instante ¢, , es igual

a la funcién de transferencia del sistema monofrecuencia de la medida intermuestreo

asociada a esa medida i.
limG,(z,20) = lim G (3-75)
im G, (2.711) = lim G, (2) .
De (3-69) se tiene que

Y(z, %) -G (z,%) U(2)

Sustituyendo U (z) de (3-65) queda que, para la medida intermuestreo asociada a la i-ésima

medida de la salida se tiene:

(e = Y 62,y MR LM 1)
N N Z_zMz(c)
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Sustituyendo Y,(z) de (3-66) se obtiene

oRG) M) D Gi(2)) My, R(2)
Y " G ( ) (c) ( )_.
. ) z & ZMM) (z _ZMz(c))(Z _ZMz(c) _ZGI(Z)ZMI(C))

m. ZZ(? (z ZMI(L)R(Z)
z- ZMzm ZG(Z)ZMM

Y(Z

Comparando (3-66) con la expresion anterior y de (3-67) (3-71) y (3-75) podemos decir que
limY, (2,2 = limy (3-76)
m i(Z’W)_ m (2) -

Con el resultado anterior aunado al obtenido en (3-62), se puede concluir que haciendo que

las filas de las matrices de control sean iguales se elimina el rizado intermuestreo.

3.2.3 Sistema MIMO con r acciones de control y s medidas de la salida.

Ahora se analiza un sistema MIMO en cual se tienen 7 entradas y s salidas, éste sistema se

define mediante la siguiente matriz de funciones de transferencia

G,(s) Gu(s) -+ G(9)
G(s) = GZI:(S) Gzzz(s) Gz;-:(s) (3-77)

Gu(s) Gu(s) - G,(s)

Las muestras de las salidas y las actualizaciones de las acciones de control siguen el

siguiente esquema:
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

[ (KT, +1,,) ] u, (KT, +1) |
V. (KT, +t2,1) u,(kT, +t2l)
Y (KT, +1,,) u (KT, +1")
» (KT, +Z1,2) u,(kT, +t]2)
yz(kTo +t2,2) uz(kTo +122)
Y, = : U= (3-78)

Y (KT, +1,,) u (KT, +1°)

» (KT, +t1,f‘1) u, (KT, +Zlgl)

Vo (kT, +1, 15) u, (KT, +1,%)
| (KT, + 2, ) | | u, (KT, +1,%) |

Se tienen f|, f,,..., f, medidas para cada una de las s salidas y g,,g,,...,g, actualizaciones

s

para cada una de las r entradas. Se define 7 como el maximo comun divisor de

Sttt Yy N=T/T,

”

1,2
(IO AR A ST P PR ST P NN (N

El modelo BMIO para este sistema queda definido por

X1 = x[(k + 1)];)] =A"x, +WU,
Y, =0x, +HU,

Donde de (2-11) (2-12) y (2-13) tenemos
Wi:: ANTBCEY AN B2) AN B e AT B e

AN B(:ar)r,?r,rrgr’l’ B(:’l)/vfrf’l ""B(:’F)Nr,,g"] c Rt gattg,) (3-79)

Donde
rp =t /T
j=L2,...,r
[=12,..g;
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1
1,1
2,1

1,1
hs,l

2,1
hZ,l

,2
L1
2,2

1,1
5,2

2,1
h1,2

2,1
h2,2

2,1
hs,Z

1,1
2,r

1,1
s,r

h2,1

1,r

2,1
h2,r

2,1
s,r

hfl’
f,
h,

fisl
hs,r

C(2,)4™
C(s,)A™
C(1,)4"
C(2,)4™

C(s,) 4>

C(L,:) 4™
C(2,)A™"

(1,45 |

| C(s,) 4™ |

c R(f] + ot f ) n

S =t /T
i=12,..,s8

k=12,..,

| ,2
1,2 1,2
hZ,l h2,2

1,2 1,2
hs,l hS,Z
2,2 2,2
hl,l h1,2
2,1 2,2
hZ,l h2,2
2,2 2,2
hs,l hs,Z

Si2 fi2
hl,l h1,2

2,2 f2:2
h2,1 h2,2

fi:2 f:2
hs,l hs,z

Ji

1,2
h2,r

1,2
s,r
P
>

2,2
hZ,r

2,2

s,r

h/‘l,
f,
hy’;

fs:2
hs,r

Lg
hll
hl »&1

Lg
hs,l

2,g
hl 1

h2g1

h2g1

hflsgl
f ¥4
hyi

I8
hs,l ]

Lg,
hl 2
hl,gz
hl .82

Z,gz
hl 2

h2gz

h2gz

hﬁ 82
f ¥4
h5®

f5-82
hs,JZ

(3-80)

2,8,
s,r

fi-g
hs,r "

/2.8
hs,r '

fs-8
hy

(3-81)



CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

(it o+t f)x(g1+&r+.+8,)
H e R 1 2 1 R

1 _ Moy
rj<Si,k’]_Si,k_rj ,J—rj T

hij = CE)ABC ) 5| 1y <syp <1 =0,0 =5, -7,
Si <r_il,l =0,J=0

Este sistema se puede expresar con matrices de funciones de transferencias. Notese que cada
componente de esta matriz es otra matriz de funciones, que relaciona las medidas de una
misma salida con las acciones de control de una sola entrada, por esta razon es necesario

reordenar los vectores tanto de muestreo de las salidas como las acciones de control.
Y(2)=G(2)U(2)

(_;11(2) 512(2)
(_;21(2) (_;22 (2)

G, (2)
— G. 3-82
G(Z) — G2r.(Z) ( )
551(2) 532(2) (_;sr(z)

Los vectores reordenados quedan de la siguiente forma:

Y, (2) | [ U/\(2) |
Y,,(2) U/ (2)
Y, 1(2) UIgl (2)
Y,,(2) U, (2)
Yz,z (2) U22 (2)
Y(z)=| Uz)=| : (3-83)
Yz,fz (2) Uzgz(z)
Y ,(2) U'(2)
Y ,(2) U’(2)
_Ys,fs(z)_ _Urgr(z)_

Donde cada componente de la matriz de funciones de transferencia se define como
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Gl(z) GZ(z) - G¥(2)

i,

54 (Z) — Gf}l (Z) GiZ’,jZ (Z) oo Glz’;g/ (Z)
" : . . .
Jis fi2 g
Gi,jl(z) Gl (z) - thg (2)
Y, (z)corresponde a y(KT, +1,,) (3-84)

U ﬁ (z) corresponde au(KT, + t;)

Donde

GH(2) = ClA™ (2l =A™ A" BC.j) o, +h

i=12,.5 j=12..r (3-85)
k=12, f; [=12,..g,

1

El analisis que se realiza a continuacion es similar al realizado en la seccion anterior, donde
para cada funcion de transferencia (_}” (2) se estudia el comportamiento de las medidas de la
salida 7 respecto a la actualizaciones de la accion de control asociada a la entrada j, primero
se estableceran las condiciones para que las medidas de dicha salida en estado estacionario

sean iguales, para luego estudiar las medidas intermuestreo de la misma salida.

Obsérvese que el modelo BMIO para cada funcion de transferencia G ;(2) del sistema

teniendo una sola medida de la salida en KT} esta definido por:

X1 = x[(k + 1)%] = Aka + Wi,_/‘Uk

Y;c(i) = Oi,jxk + Hi,jUk

)

)
Donde
W, =[AN_'7"2 B(, j)r/z_r/....AN‘”"’” B(, j)N_r/gj B(, j)N_r/gj}eR"*g’ (3-86)
0, =|ci,n4a" |er™ (3-87)

H,, = [C(i,;)AN"fZ B, j),s DA BCJ) L BC), } cR"™ (3-88)

Por otra parte para una medida de la salida realizada al final del metaperiodo 7, de cada

funcion de transferencia G, ;(z) del sistema se tiene que
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

sJ

Yy(@) =Y G (U +G P (U] +..+ G (2)UF (3-89)
Jj=1

Si se asume que las acciones de control son iguales para cada entrada a lo largo del

metaperiodo
U‘j.(z) = Uf(z) S U_ff (2)=U,(2)
Y, y(2)= Z:(Gl.]i’;1 (z2)+ Gi]f;’2 (2)+...+ Gi]’i’g’ @)U, (3-90)
j=1

Sustituyendo (3-83) en la anterior expresion

g

Z Gi],\;!l (2)=

=1

C(i,) A" (zI - 4" )-I[A B ),y et AT B+ BGD), }

+ [C(z’,:)AN"fZ B(:\j) o,y ot Cli,)4a"" B, N, +CBG), }

D Ci,)A" (2l —AN)‘[AN”?B(:,j)rZ, +...+AN*’»’”B(:,J')N o T BGD, }U,(z)
=1 i =7 =

J

J

" |:C(l’ )A " B(:’j)riz_’/! tee C(l’)A N_’/gj B(:’ ]) N—r&7 + CB(:a ]) N—r&/ JU/ (Z)

r

Yy (2)=Y, C(i,)A"(zl = A")'W, .U (2)+ H, U (2)

LjT Lj7
Jj=1

Que es el modelo BMIO del sistema con una sola medida de la salida i, por lo tanto se
deduce que es la suma de la funciones de transferencia del sistema multifrecuencia de la
ultima medida, cuando se mantiene la misma accion de control a lo largo del periodo
envolvente, es equivalente a la funcion de transferencia del sistema cuando se tiene una solo
medida de la salida, la cual, a su vez es equivalente a la funcion de transferencia del sistema

monofrecuencia, es decir:
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Y,(2)=G,(2)U (2)
(;;i(z):[Gi,l(Z) Gi,z(Z) Gi,r(z)]
Uz)=[U,(z2) Upyz) - U@

8
Y6 (=G (z)  j=12..r (3-91)
I=1

Notese que el sistema discreto monofrecuencia a periodo 7y esta dado por
G, (2) = C(i;) A" (zI = A7) BC. j),, + Cli)BC, ) (3-92)
Y para las medidas realizadas durante el metaperiodo.
Sik _ 2\ ASik SieNl Re. .. . s
G, (2,7) =C(,)A"" (zl —A4") B(.,])M + C(l,.)B(.,])S’_‘k (3-93)

De (3-92) y (3-93) se puede observar que

. S;
lim G, (2,7”‘) =G, ,(2) (3-94)

1
s k>N

Nuevamente haciendo que las acciones de control sean iguales para cada entrada a lo largo

del metaperiodo

1 2 J —
U (2)=U;(2)=...= Uf (2)=U,(2)
Para la k-ésima medida de la i-ésima entrada se tiene que:

Y,(2)= Y. (GH () + G (D) +...+ G (U,
j=1

Sustituyendo (3-85) en la anterior expresion
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

g;/
Z sz,l (2)=

1=1
C(i,) A" (Z]_AN)—ll:AN—r} B(,j),. o+t g B(j) o o t B(:,j)Nf o }

k1 k2 k.g
+[ i Hh +...+hi,jf]

Y (2)=
zc(iaz)ASl'k (ZI - AN)flliANir"Z B(:’ ]) rir) Tt Arlgiir]giil B(»]) o _ et T B(:aj)N gj :|[]f (Z)
/:1 J )‘I‘ —r/ —rl‘

[h“ S I ]Uj(z)

V(@)=Y CaA™ (o~ AW, U (2)+ H,U,(2)

J=1

Que es el modelo BMIO del sistema con una sola medida de la salida en el instante ¢, ,
cuando la misma accion de control para cada entrada j es aplicada en el periodo envolvente,
de lo que se deduce que la suma de las funciones de transferencia para cada medida de la
salida 7 del sistema multifrecuencia, es equivalente a la funcion de transferencia de la misma

medida de la salida pero del sistema monofrecuencia desplazada, es decir:

n¢n=§w%§ﬁﬁ>

le

Sy G ’k) G, (2, 21y G, (z,2M)
_ z, z, “ee - (z,—/—
N o RN RN

V@)= U, - U@
Por lo tanto se puede afirmar que

& ok Sik
2.6 (2)=G, =~ (3-95)
I=1

Por otra parte se tiene que si G, ;(s) no tiene polos en el origen entonces todos los valores

propios de 4. son diferentes de cero, lo cual implica que A4. es invertible por lo que
BC.j)y =] e diB(.j)c =(4" - DA B )

Por lo tanto
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imG, ,(2) = C([,)4" (I = A") (4" = DA BC, j)o + C@ (A" = DA B, )
imG, ,(2) = =C(i,) A" A B(:, )¢ +(CA.)A" = CE))ABC, )
imG, ,(2) = =C(i.) A BC. )

Ademas

Sik

sixT t . Sk — .
B(,j),, = [ €™ diBC, e = (4" =1 A BC, j)c

Por lo tanto

. Si, . Sik Sik \— Sik — . . Sik — .

IZIEIIG,-,,-(Z,TI‘)=C(Z,:)A U= AY(A™ =D AZ B, ) e + CU:)(A™ = DAL B, )
. S,‘, . Sik A— . . Si k . - .
lzlglG,-,,-(z,W")=—C(1,:)A “AZB(, e +(C(E)A™ = C(,)) A B, )

. ;) . - .
lzlgllGi,j (Zayk) = _C(la:)ACIB(:aj)C

De lo que se obtiene

. Siky 1
limG,, (z,%) =limG, (2) (3-96)

Ahora bien, para un sistema MIMO las matrices de control pueden descomponerse en
submatrices asociadas a cada funcion de transferencia definida por (3-82), En el caso de la

matriz M que relaciona las referencias con las acciones de control se tiene que:

YS! R L1 12 12 12 Lf; LA Lf, ]
My M, My, My M) M, M My M
11 L 11 1,2 2 L2 Lfi L. L./,
Mz’1 My, M2,s My, Mz,2 M2,s M2’1 My, MLS‘

1,1 1,2 1,2 1,2 L1, Lf. Lfs
Mr,.v M M Mr,x Mr,l‘ A4r,2z Mr,x

r,1 r:2 rl r2
2,1 21, 2,1 2,2 22 . 22 . 2./i 26 . 2./,
M My, M7, M7 M3 M M M M

2.1 21 2,1 2,1 22 22 2/ 26 L. 2,
My, My, My, My, M) My My My, M
r,s

Mi’_j M M. Mff Mr2:]fl Mf:éfz e M

8-l g1l Sisl 81,2 81,2 £1,2 g g,z g/
M MP) M MY M7 MF, MY Mg, M7

82,1 82,1 f2:l 82,2 82,2 82,2 82> /1 g2:/2 g2-/,
M2,l M2,2 MZ,S M2,l M2,2 MZ,s MZ,I Mr,Z Mr,s ‘

Mgrﬂl qu"’] Mz‘;l qu”2 M o ML Mrg’]rvfl Mrg’yzafz cee M

r,2 r,s r,s
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

Quedando las matrices que relacionan las medidas de la j-ésima referencia con las acciones

de control de la i-ésima entrada:

L1 L2 Lg;
ij ij i,j
2,1 2,1 2,8
M- M7 o M
— i,j i,j i,j
M(i,]‘) - . . . . (3'97)
fil f2 . Jig;
i.j i.j M;;

En el caso de la matriz M;, la cual, relaciona las medidas anteriores de las salidas con las

acciones de control:

[ L1 11 11 1,2
M1(1,1) M1(1,2) Ml(l,s) Ml(l,l)
M MM MM M2

1(2,1) 12,2y 7 1(2,5) 1(2,1)

1,1 11 11 1,2
Ml(r,l) Ml(r,2) Ml(r,s) Ml(r,l)

2.1 2.1 2.1 2,2
M1(1,1) M1(1,2) e Ml(l,,s-) M1(1,1)

2.1 2.1 2.1 2,1
Ml(z,l) M1(2,2) Ml(Z,s) Ml(z,l)

M= : o :

2,1 2,1 2.1 2,2
Ml(r,l) Ml(r,2) e Ml(r,s) Ml(r,l)
Mgl’l Mgl’l . Mghl Mglaz

1(1,1) 1(1,2) 1(1,5) 1(1,1)

82,1 25,1 g5l 25,2
Ml(%,l) M1(§,2) Ml(é,s) Ml(é,l)
MEo o peel cee ME S MEe?

L™ D 1(r,2) 1(r,s) 1(r,1)

Las matrices resultantes relacionan las

acciones de control de la i-ésima entrada

ML2 cee MEN ML L MmN

1,2 . ! ; Sy
M1(1,2) 1(1,s) 1(1,1) 1(1,2) 1(1,s)
1,2 1,2 L/ Lf. L/
Ml(z,z) o Ml(Z,s) e Ml(z,‘]) Ml(z,zz) Ml(z‘s)
1,2 1,2 Lf Lf Lf;
Ml(r,Z) Ml(r,s) Ml(r,ll) Ml(r,ZZ) Ml(r,s)
2,2 2,2 2,14 2./, 2./
M1(1,2) o Ml(l,x) "' Ml(l,ll) Ml(l,;) Ml(l,x)
2,2 2,2 2,1, 2,15 2,/
Ml(z,z) Ml(Z,s) MI(Z,II) Ml(z,z) M1(2,s)
2,2 2,2 2,1, 2,/ 2.1y
Ml(r,2) o Ml(r,s) T Ml(r,ll) Ml(r,%) Ml(r,s)
£1,2 81,2 g1./i g1./2 & /s
MI(II,Z) T Ml(ll,x) T Ml(ll,l)] Ml(iv,z) M1(1~,x)
82,2 82,2 &2:/i 82,/ g2/
M1(§,2) Ml(%,s) 1\/11&,1)1 ]\41(»~,2)Z Ml(i,s)
g2 852 g /i & /2 &S5
Ml(r,2) o Ml(r,s) e Ml(r,l)l Ml(r,2) Ml(r,s) ]

medidas anteriores de la j-ésima salida con las

11 1,2 Lg;
M 1G,) M 1(i.) M 1(1.))
2.8
M]Z,.l ) MZ,.I ) . M )
_ (i.J) 1)) 1G.) 3-98
My ;= : : : : ( )
fisl £i:2 fi-g
M 1(i./) M 1G.) M 16,7

En el caso de 1a matriz M, esta relaciona las acciones de control pasadas con las actuales:
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IFWanl
M2(1,1)
1,1
Mz(z,])
11
M2(r,1)

2,1
M2(1,1)

2.1
Mz(z,])

2.1
M 2(r,1)

gr»1
MZ(II,I)

82,1
M2(22,1)

gl
_M 2(r.1)

11
MZ(I,Z)
11
Mz(z,z)
L1
M2(r,2)
2.1
MZ(I,Z)
2.1
Mz(z,z)
2,1
M2(r,2)

g1
M2(1l,2)

g2,1
M2<Zz,2)

gl
M

£ 2)

Mll

Z}I,r)

Mll

202,

11
M 2(rr)
M2

2(’1,r)

MZI

202,r)
2,1
MZ(r,r)

Mgl,l

2(1,r)

25,1
MZ(ZZ,V)

M3

2(r,r)

1,2
M2(1,1)
1,2
Mz(z,])
1,2
M2(r,1)
2,2
MZ(I,I)
2.1
Mz(z,])

22
M 2(r,1)

g1,2
MZ(II,I)

25,2
MZ(ZZ,I)

&2
M 2(r.1)

1,2
MZ(I,Z)
1,2
M2(2,2)
1,2
M2(r,2)

2,2
MZ(I,Z)

2,2
Mz(z,z)

2,2
M2(r,2)

g1,2
Mz(ll,z)

8,2
MZ(Z,Z)

g2
M

2

1,2
M2(1,r)
1,2
M2(2,r)
1,2
MZ(r,r)
2,2
MZ(I,r)
2,2
M2(2,r)

2,2
MZ(r,r)

M2

2(1,r)

25,2
MZ(ZZ,r)

M5

2(r,r)

Lg
MZ(],II)

Lg
M2(2],l)

Lg
My

2,8
Mz(l,i)

2.8
M2(2,ll)

2.8
MZ(I‘,II)

21,8
M 2(11,1)l
M &€

2(22,1)1

&8
]\42(r,1)I

Lg
M2(1,22)
Lg
Mz(zfz)

Mg
2(r,2)
2,8

MZ(I,;)
2,8,

Mz(z,z)
2.8

M2(r,22)

Mglygz

2(s.2)

£2,8
M35

88
MZ(r,Zz)

Ml,gz- ]

2(1,7)

Ml,gr

2(2,r)

Lg,
MZ(I‘,I‘)
M3

2(1,r

M2>gr

2(2,r)
2,8,
MZ(I‘,I‘)

Mghgr

2(r,s)

828,
Ml(zr,s)

ng-sgr

2(r,s) |

Por lo que las matrices resultantes son las correspondientes a las acciones de control

anteriores de la j-ésima entrada con las acciones de control actuales de la i-ésima entrada.

M3

2(i.J)

MZ,I.

1G,/)

ME?

1(2,))

MY
M

Mgng/

(3-99)

Por otra parte hacer las acciones de control iguales equivale a hacer iguales las filas de las

matrices de control extraidas, es decir:

Donde
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M ™ eslak - esima fila de M

O _Ar®@
M(i,i) - M(i,./')
O _Ar®
Ml(i,./') - Ml(i,./')
O _ar@
MZ(i,j) - M2(i,./')

(G¥))

(k
M e
M™ eslak - esima fila de M

2(i.J)

o _age) _ g
==Mg, =M

o ME)

1G./)

o ME) @

2(i.J)

slak - esima fila de M

@)

1, /)

2(i,))

(3-100)




CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

Si para cada entrada y cada salida se define los siguientes vectores

Y, (2) R, (2) U, (2)
= Y, - R, = Uz
Fzy=| E(Z) Rio=| ;(Z) 0(z)=| :( )

¥, () R, (2) U (2)

Un analisis similar al realizado en la seccion anterior se hace para cada una de las funciones

de transferencia definidas en (3-82)

12)=Y G0,

i=L2,..,s
ST %.(2) U,2)]
U,(2)= Z} M Ri(z)+ M, B + My /Z
s , Y@ e U@
1 _ (c) (c) i (c)
U(z)= Z M R (2)+ M, B + My ) jz
i=1

Esto asegura que todas las acciones de control sean iguales para una misma entrada, es decir

Ujl.(z) = Uf(z) =..= Uf’ (2)
S ) D c Yz (Z) c UI‘ (Z)
U;- (2) = Z M((i,})Ri (z)+ Ml((i?j) B + Z M;(i),j) jZ
i=1
Donde

1
(©) (©) 1
ZMZ(I‘,./‘) =My ) :
1

Z [ZM (R + MY (2 )]
Ui(z)=+

-
- Z Z M éf,)»
p
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1] ) o
1 [ZM (nRi(2)+ MY (2 )]

U,(z)=|.|= (3-101)

-
- Z]: ZM 20)
P

e . 3
A2l & 2y ), 7 )

Y.(2)=>.G, ,(2) . |- ;
- ' 2=, 1M,

Analizando cada componente del vector )7, (2)

ro & Z[ZM((IC;)R(Z)+M1((Cz)/)z(z)]
Yi,k (Z) = : / : ,Gilfj"l = B
e 2=, XM,

i=1

Sustituyendo (3-95) en la expresion anterior

Z [ZM((ic,;ji (2)+ Ml((ci?j)?i(z)]

Y, (2)=Y.G,,(z %") = (3-102)
Jj=1

S
- Z ZM ;i)m
p

En el caso de una medida de la i-ésima salida sea realizada al final del metaperiodo 7)

. DM R M T
V()= 226
AT ey v,

i=1

Sustituyendo (3-91) en la expresion anterior se tiene que

w6 R+ M, T ()]

Yi,N (2)= ZG” (2) = s
& - ; 2 M3,
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

De (3-96) se puede afirmar que al hacer las filas de las matrices derivadas de las matrices de
control M, Myij y Mo iguales, las medidas de la salida i en estado estacionario son

iguales, a lo largo del periodo envolvente 7, es decir:

limY,, () = lim¥, , () = lim ¥,(2) (3-103)

A continuacion se analizan las medidas intermuestreo, nuevamente se trabaja con cada una
de las funciones de transferencias que relacionan cada entrada con cada salida para lo que se

define la matriz de funciones de transferencia 51 (2

G,(2)| |GG, G, - G2
G, @=| D || GO GO Gy
e G,{';-’i(zx G,:f;’5<z>, . ,G{;’;”»"(z)
2(2):2 G, (2)-U,(2) (3-105)
Y, (2) j R,(2) U,'(2)
7 ()= Yl-,zz(z) )= R,.,zz(z) 0 ()= sz:(z) (3-106)
Y, (2) R, (2) U ,-g./ (2)

Donde

G (2)= CliA™ (21 = 4") 4" B ),
i=12,,5 j=12,.r (3-107)
k=12, f, 1=12,..g,

k.l
s +h

Asumiendo que las filas de las matrices de control son iguales como se definen en (3-100) y
de (3-2) se tiene que:

SN I Y(2) 0,2)
U,(2)= Z M \Ri(z)+ M, z + My ) jZ
i=1

. ) P c 2(2) c
Ul-(Z)=Z M R(2)+ M|, B + M7,

(G¥))
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Esto asegura que todas las acciones de control sean iguales para una misma entrada. Ademas
se asume que la referencia es constante durante el metaperiodo 7). Ahora bien de (3-103) se
observa que en estado estacionario las medidas de cada salida son iguales, por lo que la

expresion de las acciones de control queda definida de la siguiente manera:

U(z)=U;(2)=..=U¥(2)
Y(2)=Y,(2)=..= Y, (2)= Y.(2)
R (2)=R,(2)=..= Ri,f;. (z)=R,(2)

Us(2)

z

\ c o Y2 c
Uj(2)=2| 2 MR (2)+ 3 M) " 2 M0,
i=l1

Donde

1 1 1
ZM(C) =M© 1 ZM(C) =MO 1 ZM(C) =M 1
(GY)) @A P 1G,/) 1G,/)| 2 y 2(.7) 20 .

1 1 1

[ZZ MR, (2)+ ZMI((Ci?j)K'(Z)]

S

- Z ZMEE%)

i=1

1 i=
Ul(z) =4

1| s
- 1 Z[ZZM((z‘i;)Ri(Z)+ZM1((L}?,-)Y,'(Z)]
0,6)=] | =

(3-108)

S

z- Z ZM;!')J)

1 i=1

Sustituyendo U, (z) en (3-105) se obtiene

1| s
. ro_ 1 > [ZZ MR (2)+ 2 MY, (Z)]
Y;(Z)ZZGI',;(Z) . = B
a ' 2= 2 M,

1 i=1
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B O N HACE WIHNAC]
Yu(2)= 2, 2.6 S (3-109)
2= YoMy,
1

i=

Nuevamente haciendo que las acciones de control sean iguales para cada entrada a lo largo

del metaperiodo

1 2 j —
U(2)=U;(2)=...= Uf (2)=U,(2)
Para la k-ésima medida de la i-ésima entrada se tiene que:

Y, (2)=>.(G () + G (D) +..+ G (),
j=l1

Sustituyendo (3-107) en la anterior expresion

< k.l
z Gi,} (z2)=
=1
CGi)A™ (I = 4Y)" [AN_”’ZB(:, Dy et A7UBCG) o B, }

k1 k2 k.g
+[hw. +h o+t h

Yi,k (Z) =
> Clina™ (zf—ANV[AN_”Z BG.j)y 4ot AT B L+ B, ]U,(z)
= I Tt i

+ [hi’f}l +h5 hs }J,- (2)

i,j

Yu(2)=Y Cld™ (21 = 4"Y'W, U (2)+ H, U, (2)
J=1

Que es el modelo BMIO del sistema con una sola medida de la salida en el instante #,, al
mantener la accion de control igual en el periodo envolvente, de lo que se deduce que la
suma de las funciones de transferencia que relacionan la j-ésima accion de control con la &-
ésima medida de la i-ésima salida del sistema multifrecuencia, equivale a la funcion de

transferencia para esa misma medida pero del sistema monofrecuencia, es decir:
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Y, (2)=GHU (2)
GH(2)=[6h() GLiz) - GL(2)
U()=[U,¢) U,z - U@

ZG“(z) 2.Gl(2)=G},(2) (3-110)

Se define la medida intermuestreo asociada a la k-ésima medida de la i-ésima salida como

Y, = |y, (KT, +fi,mk)J taa <t <t, k=12...f

=~

im o
m;,, =-—* 0<—=<1
’ T N
i Y ( mi,l) ]
i\Z—— 1
TN U,Z(Z)
m,
> m,; i 2 - U. (Z)
Ten= M@ U= (3-111)
U®
Y,-,fi (Z’;_f j (Z)
I =1 m, 17 L, M L2, My Lg; 1
Gz /(Z T) Gi,j (Z’T)’ Gi,j (297% G B ( )
_ Z2 o Mo 21, Mip 22, Mo . 2.g; mi,z
Gi,j(Zami): Gi’j , N = Gi’j (Z’ N )’ Givj (Z’ N )’ ’Gi,j (Z’ N)
- m, L, my, o my e, Mg
G| |G =0, G e, G (=)
T(zm)=Y G, (zm)-U,() (3-112)
Jj=1

Cabe mencionar que m; en las expresiones anteriores no es un valor numérico, sino que se
utiliza para indicar que el vector de medidas Y, de la i-ésima salida y la matriz (7,.]. que
relaciona las acciones de control de la j-ésima entrada con la i-ésima salida estan

desplazados; en realidad, el k-esimo componente de dicho vector esta desplazado un tiempo
m;, /N . Ademas
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

m, _rl+1 m; ;.
G (2= ) = CUNA™ &1 = A AT BC, )y + Y (H113)

Haciendo que las acciones de control sean iguales para cada entrada a lo largo del

metaperiodo
U}(z) = Uf(z) =..= Uf"' (2)=U,(2)

Para la medida intermuestreo asociada a la k-ésima medida de la i-ésima entrada se tiene

que:

N J

m. r m. m. m,
Y, (2, =5 =Y (G2, =) + G (2, =) + 4 G (2, —5)U
l,k( N ) j=1( z,]( N ) i ( N ) i,j ( N ))

Sustituyendo (3-113) en la anterior expresion

g; m.
Gi/j}/ (Za ]\l}k ) =

I=1
Cliyd™ (ZI_AN)—1|:ANr/zB(:’j)V;_r! b qn BCoJ) o o+ BGI), gb,}
m; 1 m; i ,2 m; ;.8 ;
+[h,. . +h,.,j +...+h,.,j ]

>J

m;
Yi,/( (Z, T) =

> C(i,:) A" (2l = 4V [AN"" BCoj) o+t AT CBG) e+ BG }u}. (2)

J=1

1 2 -
+ [hi'f’jﬁ"’ +hT L+ hi'f’j" £ ]Uj (2)

Y (2, ik —§r C@i,)A"™ (zI — AW, U H U
(2, N)_ "~ (1,2 (2 =A7)" W, U, (2)+ ., ;(2)
=

Que es el modelo BMIO del sistema con una sola medida de la salida en el instante Z; ,, .
Nuevamente se observa que la suma de las funciones de transferencia que relacionan la j
ésima accion de control, con la medida intermuestreo asociada a la k-ésima medida de la i-
esima salida del sistema multifrecuencia, equivale a la funcion de transferencia para esa

misma medida pero del sistema monofrecuencia, es decir:
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m; .

Y (2, 2y = GF (2, 20T ()
ik s N i b N
le z, ik — Gk z, ik Gk z, ik . Gk z, ik
i ( N ) t,l( N ) 1,2( N ) z,r( N )

U@ =L U, -+ U,@f

i GH(2)=Y Gl (z, @) =G/ (z, i3 (3-114)
=1 N ’ N

Por otra parte se tiene que si G, ;(s) no tiene polos en el origen entonces todos los valores

propios de 4. son diferentes de cero, lo cual implica que 4. es invertible por lo que

Si-kT .t . Sik — .
BG.j),, =| " e™diB(,j)c =(A™ —=1)4. " B(, ).
5 0

Por lo tanto

im G, (2) = CE)A™ (I =A™ ) (4™ = DABC, j)e +Cli)NA™ = DABC, )

=—C(i,:) A" A B(:, j) - +(C(i,:)A™ — C(i,:))AZ B, J)
lim G (2) = ~C(i.)A:' B, )

Ademas
. m; i T Act . m; i -1 .
B, j),, = [ e B, j)e = (4™ =D Ac B j)e

Por lo tanto

lim G, (Z,%) =C@,)A™ (I =A™ (A™ = DA B(, ) + CE)(A™ =D)AL B, j)e
= =C(i,)A"* A B(, ) +(C,)A™ = CU)) A BC, e

. k m; - N A-lpr. s
lim G, (2,52 = =C(0.)47 B e

De lo que se obtiene

limG, (z,%) = lim G, (2) (3-115)
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CAPITULO 3 CONTROL BMIO. INTRODUCCION AL RIZADO INTERMUESTREO

Ahora se sustituye (3-108) en (3-112) y se obtiene

. , Z[ZZM((;%Rz(Z)+ZM1(<L¥?1'>K‘(Z)]
Yi(Z5mi):zG (z, m) = B
o _; ZM;:'),/‘)

Z DRUIOENWIRIC]
B Z} Z M ;x)m

zk) ZZG zk

De (3-114) se tiene

Z[ZZM((ﬁ;)Ri(Z)"'ZMI((Cz)/)Y(Z)]
”f) ZGk (z Mok - (3-116)
2=, LM,
i=1

Comparando (3-109) con (3-116) y de (3-115) se tiene
: My
limY¥, (z, T) =limY,,(2)

Con lo cual se puede concluir que haciendo que las filas de las matrices de control, definidas

por (3-97), (3-98) y (3-99) sean iguales, se elimina el rizado intermuestreo.

3.3 Conclusiones

El estudio de los controladores “originales” basados en el modelado BMIO pone de
manifiesto la presencia del rizado intermuestreo que presentan dichos controladores. El

analisis del comportamiento de los mismos permite deducir las causas de dicho rizado.

Para esto se han analizado diferentes escenarios en cuanto a tipos de sistemas (SISO o
MIMO) y esquemas de muestreo, dando por resultado, la necesidad de hacer las acciones de

control iguales a lo largo del periodo envolvente para poder eliminar el rizado intermuestreo.
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Este analisis sirve de base para disefiar nuevos controladores que junto con los controladores

“originales” permitan deducir la mejor estrategia de control, como se vera mas adelante.
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CAPITULO4 TECNICASDE ELIMINACION DEL RIZADO
INTERMUESTREQO: ANALISISY COMPARACION

4.1 Aplicacion de Compensadores a las acciones de control.

Del analisis realizado en el capitulo anterior es claro que las ganancias fila por fila de las
matrices M, M; y M, deben ser iguales, es decir, para un vector de referencias la
multiplicacion de este vector por la matriz M debe producir un vector con elementos iguales.
El resultado debe ser similar para la multiplicacion de la matriz M; por un vector de salidas
anteriores y para la multiplicacion de la matriz M, por un vector de acciones de control
anteriores. Esto daria como resultado que las acciones de control calculadas serian iguales

para un mismo periodo envolvente 7j.

De (3-2) se observa que cada accion de control estd formada por tres componentes, la
primera originada por la multiplicacion de la matriz M por el vector de referencias, la
segunda que es el resultado de la multiplicacion de la matriz M; por el vector de salidas
anteriores y la ultima correspondiente a la multiplicacion de la matriz M> por el vector de
acciones de control anteriores. Consideremos el caso en el que se tienen N acciones de

control y se toma una muestra de la salida. Esto se expresa de la siguiente manera:
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u, (k) M(l) M

k M M
S0 e o M e

11
U, =
uy (k) M(N) M

Mz(n) M2(12) Mz(lN) u, (k—1)
M2(21) Mz(zz) M2(2N) uz(k_l)

1(N)

)
M2(N1) M2(N2) MZ(NN) uy(k=1)

u, (k) =um, +umy,, +um,

u,(k) = UM ) + U, ) +um, ;) 42)

uy (k) =um\, +umy +um,

Donde

— *
umg, =M, *y,,

— *
um,, —M(Z) Vas
— *k
um —M(N) Vas

um,y =M, y(k —1),
um i,y = Ml(z)J’(k -1), (4-3)
um vy = M1(N)J’(k -1),

umyqy = Mz(u)“l(k -D+ My, (k=1)+-+ My (k-1)
Uum, .,y = M2(21)“1 (k=1)+ M2(22)”2 (k—=D+-+ Mz(zzv)”N (k—1)

Umyy = MZ(N])MI (k=1)+ Mz(zvz)”z(k D+t MZ(NN)uN(k -1)

En el capitulo anterior se establecen las condiciones para eliminar el rizado intermuestreo a

la salida lo cual equivale a que las componentes de las acciones de control sean iguales, es
decir:
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CAPITULO 4 TECNICAS DE ELIMINACION DEL RIZADO INTERMUESTREO: ANALISIS Y

COMPARACION
um, =um, =---=um,
UML) = UMy ) = o0 = UM ) (4-4)
UMy ) = UMy ) = 22 = UMy

Por lo que se propone utilizar un compensador para cada una de las componentes de las

acciones de control.

Se define para cada matriz (componente de accion de control) una ganancia a la cual se deba

converger, sean K, K; y K para las matrices M, M; y M, respectivamente.

Se puede encontrar una serie de constantes Cy, Cig), ¥ Cop tales que
M, =K+C, M,=K+C, M,,;,=K,+Cy,
Mo, =K+C, M, =K +C, My, =K,+C,,,
My =K+Cy My =K +Cyy Myy =K,+Cyy,

donde (4-5)
My =My + My +o+ My, i=1.,N

Entonces se puede aplicar un compensador a las componentes de control de la siguiente

manera.
B K
(i)
K
numm) 2 1(7) (4_6)
K, +Cy,
Kz
nunt, um,,,
K, +Cy,

Con lo que se logra que las componentes de las acciones de control sean iguales, lo cual es

equivalente a que las filas de las matrices sean iguales.

Hasta el momento solo se ha planteado que las ganancias del controlador converjan a los
valores K, K; y K> para eliminar el rizado intermuestreo, el siguiente paso es calcular los
valores de estas ganancias, para lo cual se debe hacer un repaso del funcionamiento del

controlador de cancelacion utilizado.
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De (2-5) y (3-2) se tiene que la salida del sistema modelado en multifrecuencia esta dada por
v, =0x, +H(M-yd(k) +M, -y, +M,-U, )
Sustituyendo (3-3) en la anterior ecuacion se tiene que
Y =Ox,+HH" - y,,,~H'OP-y, ,—H'0Q-U, )
Simplificando se obtiene:
Y =0x,+1-y,, —I0(P-y, ,+0U, )
De (3-1) se tiene que
Vi =O0x + Yy —Ox = Yy

Como se puede ver las matrices M, M; y M> contienen la pseudoinversa de H que al ser
multiplicada por H produce la matriz identidad, generando el resultado deseado. Es evidente
que al modificar la ganancia de las matrices del controlador no se va a obtener la matriz

identidad y por lo tanto no se realizara la cancelacion.

Se considera un sistema SISO donde se tienen 7 acciones de control y una muestra de la
salida. Observando a detalle lo que ocurre en la multiplicacion de las matrices se tiene que la

pseudoinversa de la matriz H es

Si se define

K=Mg+M,+-+M,)/ L
K, :(Mm)+M1(2)+---+MW))/L 4-7
K, =M, + My, +--+M,,)/L

OPZ[p]: OQ:[%:qz""aqr]
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CAPITULO 4 TECNICAS DE ELIMINACION DEL RIZADO INTERMUESTREO: ANALISIS Y
COMPARACION

Aplicando los compensadores definidos en (4-6), seria equivalente a que las matrices del

controlador sean calculadas de la siguiente manera:

hy+hy, +--+h, [ p(hy+hy,+-+h)
L(h*v+h* 2+ +h%)) L(h* +h* 2+ +hy)
h+h, +--+h, p(hy+h, +---+h)

M, =\ Lh* +h% +--+h%) b M, =| L(h* +h% +---+1%)
hl+h2-;-"'+h’, p(h1+h2.+---+hr)
LW+ R+ R | LW+ R+ B |
g b)) gty h) (Bt et h) ]
L(h* +h*2+--+h*) LW +h* s +--+h%)) L(h* +h*2 +--+h%))
a(h+hy+-+h) g +hy+-+h) gy +h+th)
My, =\ LW+ 1% 4+ B2 LW+ R+ + 1)) L(h* +h* 2+ + k%))

G +hy bk h) g Un bt h) gty et h)
LR+ R4+ ) LR+ R 4+ h)) LR + R +-+ 0%y |

Como se menciona anteriormente, al multiplicar por la matriz H no daria como resultado la

matriz identidad y por lo tanto no se realizara la cancelacion, quedando de la siguiente

forma:
(1+ Ah)
Vi = Oxk +— [yd(k) —PVia — (qlul(k_l) + Gty 4ot qNur(k—]))]
(1+Ah
Vi =0x, +—) (Vi) —OPy,, —0QU, ]
donde
Ah = Z Z(H 'H )i~ Tmza(HTH)} (HH")" (4-8)
=l j=1

Por lo que al hacer

L=1+Ah (4-9)
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Y aplicando los compensadores definidos por (4-6) y (4-7) se logra que la salida siga la
trayectoria de y;

Estos resultados pueden generalizarse para los sistemas multifrecuencia en los que se tengan
r acciones de control y s muestreos de la salida. Esto con el fin de trabajar con modelos
BMIO que requieran de mas muestras para que puedan ser observables (La condicion de

controlabilidad es alcanzada tomando el valor adecuado de 7). En este caso se tiene:

u, (k) M(n) M(12) M(ls) yd(l)(k)
uz(k): M(zl) M(zz) M(Zs) yd(Z)(k)

u,(k) M(rl) M(r2) M(rs) yd(s)(k)

M1(11) M1(12) Ml(ls) y(1)(k)
M M

n 1(21) 122y M1(2s) y(2)(k)

Ml(rl) Ml(rZ) Ml(rs) y(s)(k)

M2(11) M2(12) M2(1r) ”1(k - 1)

M2(21) M2(22) M2(2r) U, (k - 1)

+ (4-10)

M MZ(rz) M2(rr) u,(k -1)

2(r1)

u, (k) =um, +um,,, +um,,

u, (k)= UM ) + Uny ) +umy,, @11

u, (k) =um,, +um,, +um,,

Donde
um =Z:‘M(,.j)yd(j)(k) i=L..,r
=
um;y = ZMl(i/')y(j) (k=1) i=l..,r (4-12)
=

um, ;) zlez([j)uj(k—l) i=l,..r
=
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CAPITULO 4 TECNICAS DE ELIMINACION DEL RIZADO INTERMUESTREO: ANALISIS Y
COMPARACION

Nuevamente se define para cada matriz (componente de accion de control) una ganancia a la

cual se deba converger como K, K; y K para las matrices M, M; y M, respectivamente.

Podemos encontrar una serie de constantes Cp, Cig), ¥ Coy tales que

M, :K+C(1) Mm) =K, +C,(1) Mz(l) =K, "'sz
M(Z) =K+C(2) Ml(z) =K, +Cl(2) Mz(z) =K, +C2(2)

M, =K+C, M, =K+C, M,,=K,+C,,

donde
M =M )+ M)+ + M, i=1l,..,r
Ml(i) = Ml(il) +M1(i2) +"'+M1(i;) i=L..r

My =My + My +-+ My, i=1,..,r

Entonces se puede aplicar un compensador a las componentes de control de la siguiente

manera:

num(i) um(l.)
K+C,
K,
num,, =——2—um,, 4-13
"ha K +C, (4-13)
num, K, um,
0K +Cy, Y

Donde num) num,g y num;g son las componentes de las acciones de control a aplicar al

sistema.

Un analisis de las matrices similar al anterior dard como resultado que el célculo de las

ganancias K, K; y K> quede de la siguiente forma:

K=M,+M, +-+M,)/L
K, =(M1(1) +M,,, +~~+M1(r))/L (4-14)
K, :(Mzm +M2(2) +---+M2(r))/L
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L=Traza(I+R) = s+ diag(R) (4-15)
R=S(HH")™

S, =>.>(H'H,),, -Traza(HH )
k=1 [=1

donde
i,j=1..,s
H; eslai-esimafilade

Hj eslaj-esimafilade H

4.2 Método Matricial

El uso de los compensadores para igualar las acciones de control vuelve mas complejo el
modelo en bucle cerrado al aumentar las variables, mixime cuando se trata de sistemas
MIMO. La intencion del siguiente método es integrar el efecto de los compensadores en las
matrices del controlador, con el fin de realizar la eliminacion del rizado, con la ventaja de

contar con un modelo del sistema retroalimentado mas simple para su analisis.

Se desarrolla el método para un sistema multifrecuencia SISO con r actualizaciones de la
accion de control y s medidas de la salida. De las ecuaciones (2-5) y (3-2) se puede
replantear el calculo de las matrices para eliminar el rizado intermuestreo en estado
estacionario M _,M, y M, . Originalmente se utiliza la pseudoinversa de H para el
célculo estas matrices.

H :HT(H.HT)—I

H" esla pseudoinversa de H
Si en lugar de la A se utiliza la siguiente matriz

rxl

1

H:[hi]ahiz[li(]_[l—)kj 1 i=1,..,S
LS :
1

(4-16)

Se puede ver que las columnas de esta matriz tienen los mismos elementos, con esto se logra

que las filas de las matrices de control sean iguales
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COMPARACION
M, =H M, =-H OP,M, =-H 0OQ (4-17)
Donde
H =HHH")" (4-18)

Con esto se tendria
U(ky=MY,(ky+ M, -Y(k-1)+M,, -U(k-1)
= HHH™)'Y,(k)-HHH")"'Y(k—-1)— HHH")"U(k 1)
Quedando
Y(k)= OPY (k =1)+OQU (k -1)+ HH(HH" )Y, (k) +

HH(HH")'OPY (k-1)+ HH(HH" )" OQU (k -1)

Es evidente que HH(HH™)™ ya no es la matriz identidad con lo cual se debe calcular el

valor correcto de L

Analizando HH se observa que

H :%(HHT +5)

Donde

S, j) = Zr:zr:(H(i,:)TH(j,:)(k,l) —Traza(H(i,:)" H(j},:)))

k=1 I=1
i,j=1L.,s
H(i,:) eslai-ésima filade H

Con lo cual
HH" :%(HHT +SYHH")™ =%(1+S(HHT)‘1)=%(1+R)
Quedando

Y(k) = OPY (k1) + 00U (k 1) + LR

Y, (k)~

OPY (k—1)—

’ ;R) 00U (k -1)

(I+R)
L
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Sise hace L = Traza (I + R) los valores Y (k) convergen a los valores de Y, (k). Esta forma
de calcular la matrices M, M; y M; asegura la igualdad de las filas en cada matriz lo cual

como se ha visto anteriormente elimina el rizado intermuestreo de la salida.

4.3 Sistemas MIMO

En el caso MIMO se deben obtener acciones de control iguales para cada entrada
relacionada con cada salida, es decir para un sistema con r entradas y s salidas definidas por

la siguiente matriz de funciones:

G, (s) Gu(s) - G..(s)

Gy (s) Gp(s) -+ Gy(s)

G(s) = (4-19)

Ga(s) Gup(s) - G,(9)

Al igual que en el sistema SISO lo que se pretende es hacer que las ganancias utilizadas para
el calculo de las acciones de control sean iguales, pero solo para una determinada salida
respecto a una determinada entrada, una solucion seria aplicar compensadores que vayan
igualando las acciones de control, pero es mas simple aplicar el método matricial con la

ventaja que las Matrices M, M; y M, ya tienen dicha compensacion.

Como se vio en el capitulo anterior en los sistemas MIMO, las acciones de control solo
deben ser iguales durante el periodo envolvente T), si pertenecen a la misma entrada. En
detalle, en un sistema MIMO, las acciones de control son resultado de todas las referencias,
de todas las medidas anteriores y de todas las acciones de control anteriores. Cada referencia
contribuye en el calculo de una componente de la accion de control, estas componentes
deben ser iguales para todas las actualizaciones de la accidon pero no tiene por qué ser igual a
las componentes generadas por otra referencia. Lo mismo sucede con las medidas de la

salida anterior y con las acciones de control anteriores.

En (3-96), (3-97) y (3-98) queda reflejado lo anteriormente expuesto ya que se trata de
obtener submatrices de las matrices de control; si se trata de la matriz M, las matrices
resultantes relacionan las muestras de una sola referencia con las actualizaciones de una sola
accion de control, en el caso de la matriz M; las matrices obtenidas relacionan las medidas
del periodo global anterior de una sola salida con las actualizaciones de una sola accion de
control, por ultimo para M; las matrices generadas relacionan una sola accion de control

anterior con una sola accion de control.

116
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Es en estas matrices resultantes donde se aplica el concepto de igualdad de filas para lograr

que las acciones de control sean iguales como se puede observar en (3-99)

Se debe recordar que el método consiste en utilizar una matriz H en lugar de utilizar la

pseudoinversa de la matriz H

Supdngase un sistema con 7 entradas siendo g,,g,,..., g, las actualizaciones de acciones de
control para cada entrada y con s salidas siendo f,, f,,..., f, los muestreos para cada salida.
Cabe recordar que cada componente de la matriz impulsional H relaciona cada actualizacion

de las acciones de control de las » entradas con cada muestreo de las s salidas es decir

I kT, +1,,) ] hll,}] hll,'zl hllf: hll,ylz hll,.zz hll,'rz hll,ﬁlg ' hll,?,z hll.f' 11 u, (kT, +t1l) |
T, +6,) | |y hy e by G e by S e by (RT 1)
D D T o S S SRR s SEUY vl IR ()
Y1(kTu+t1,2) hlz,il hlz,él hlz,;l hlz,iz hlz,iz hlz,;z hlz,ig1 hlz,ﬁgz hlz,;g' u](k]-:7+t12)
VKT, +00) || By kg o by by ke RS bR R B || uy (KT, 40,7
PRT, +t0) | VRS B3y e IR RS e RS e BEEORE e B | u (KT, +,)
yl(kTa"'tl,/l) hl{ifl hl,fli1 hl{‘r.] hl{;j hl{iiz hl{;r,z hl,/llygl h:<i2'gz hsﬂr& ul(kTo+tlgl)
VT, ) | [ b5 o RN OB R e RPP RPE RBE o B L u, (KT +0,%)
R | Y Y Y R PX et

Donde hl."}.l es la componente de la matriz impulsional que relaciona la k-ésima muestra de
la i-¢sima salida con la [-ésima actualizacion de la accion de control de la j-ésima entrada.
Para realizar el calculo de las matrices de control se descompondra la matriz impulsional H

en k x [ matrices es decir

1,1 1,2 Lg;
hi,j hi,j h

i,j
2,g
h> R*? hoe
—| Mg i, i,
H,, = (4-20)
fisl fi2 fi-8;
hl’J’ h i,j hi »J ’

Para cada una de estas matrices H, ; obtenidas se calcula lo siguiente

H. . i=12,...s j=12,.,r

LJ

* Iy T \-1
H,,=H ,(H,*H,,)
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1 g xl

~ 1 8 1
H, ; :[hk]’hk :(ZZ(H,-,,-(]CJ)J . k=1,.f1,

= :

1

L=f+ Zdiag(R)
R= S(Hi,j *Hi,jT)_l

g 81

St =3 [H,, ()" H, (0))n,m) = diag(H, (k)" H, ,(1,:)

n=1 m=1
k,l=1,..f,
H, (k,:) eslak-esimafiladeH,

Una vez obtenidas todas las matrices H :]. se procede a integrar todas estas matrices en una
matriz H~ por medio del procedimiento inverso al utilizado en (4-20) para la obtencion de

las matrices H, . Esta matriz ser4 utilizada para el calculo de las matrices de control

M, =H",
M, =—-H OP, (4-21)
M, =-H 0Q

4.4 Asignacion de polos

De la seccion anterior se puede observar que lo importante para lograr eliminar el rizado
intermuestreo es que las acciones de control sean iguales a lo largo del metaperiodo Ty. Otra
forma de lograrlo es mediante un controlador de retroalimentacion del estado, que logre que

el sistema se comporte de acuerdo a un modelo deseado como el descrito por (2-22).
r

1

C=w"4,-4")=| ’ Donde 7 es el nimero de acciones de control (4-22)

Pero dada la naturaleza de W, las componentes de I', son diferentes, con lo que la salida

presenta un rizado intermuestreo.
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Se propone una nueva matriz de retroalimentacion en la que las acciones de control sean

iguales es decir

=T, =..=T (4-23)

Donde I',, corresponden a las matrices de retroalimentacion de cada una de las acciones de
control en el modelo BMIO.

La representacion espacio-estado con periodo Ty es

Xy = x[(k+ DT, ]= A"x, + WU, (4-24)
Donde
w=|4""B,_ .48 _ B, |erR" (4-25)
u(kT, +1")
U, - u(kT, ) +1%) 426)
u(kTo‘ +1")

Haciendo las acciones de control iguales
u(kT, +t") =u(kT, +t*) =...= u(kT, +t") = u(kT,)
Equivale a tener un sistema monofrecuencia a periodo 7p igual a

[k + )T, | = AV x[kT, |+ Wu(kT,) (4-27)

W=|4""B,_ +.+4""B,_ + B, |

te=ty
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Se obtiene la forma candnica del sistema anterior mediante la transformacion del estado dada

por:
X=Px (4-28)
Donde
_anfl anfl aZ al 1_
a,, a,, a 1 0
P [V AW AW, A (4-29)
a, a - 0 0 O
Q, 1 0 0 O
! 0 0 |
Y a,,a,,..,a, los autovalores de (4-27). Las nuevas matrices del sistema serian

A=PAP" y W =PW

La matriz de controlabilidad del nuevo sistema transformado es:

C =W, AW , A°W ., A"'W | = P[W, AW, A°W ..., A"'W]= PC

Se propone una retroalimentacion del estado definida por
U,=R,-Kx, =R, —KP'x, =R, —Kx,
Donde
K =kKpP™

Se definen los autovalores deseados para formar el polinomio caracteristico que tendra el
sistema realimentado:
A(s)=s"+as"" ++a

n

Y se elige

K=a,-a, -a-a,a-a] (4-30)

no
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Con lo que el sistema transformado en lazo cerrado queda

- 0 0] _
0 0 0

X = 0 |x, +| ¢ |u()
0 0 0 1 0
L~ Jn _67;171 _67;172 _671_ L+

Asi, el sistema retroalimentado tiene los autovalores deseados. Luego la matriz de

realimentacion en las coordenadas originales es
K=KP=KC,C,' (4-31)
Donde

C,=[W AW AW ,...,A"'W]

- -1

a,, o, a, o 1
a,, a,, o 1 0
C, = :
a, o 0 0 0
a, 0 O
! 0 0 0 0

Esta matriz de ganancia calculada para el sistema monofrecuencia a periodo 7y es la que se
utiliza para obtener la matriz de de realimentacion del estado para el sistema multifrecuencia

mediante la asignacion
r,=r,,=.=r_ =K (4-32)

Se puede obtener una matriz de retroalimentacion del estado I’ definida en (4-23) que haga

que el sistema tenga un comportamiento deseado.

Este controlador a diferencia del descrito en (2-22), elimina el rizado dado que las acciones
de control son las mismas a lo largo del periodo envolvente 7), asegurando un

comportamiento deseado del sistema multifrecuencia.

121



Por otra parte si lo que se pretende es que el sistema siga una referencia, se puede combinar
el controlador descrito anteriormente con uno de cancelacion. Se sabe de (3-2) que un
controlador de cancelacion es equivalente a un sistema que tenga el siguiente

comportamiento
U= H#(Yd,k - Ox)
Xy =(4" -WH'O)x, +H'Y,,

Se desea que el comportamiento del nuevo controlador sea igual al de cancelacion
simplemente con las acciones de control iguales. El comportamiento del sistema esta
definido por los autovalores.

@@, ...a |=eig(4" —WH"O) (4-33)

no

Los cuales pueden ser utilizados como primera aproximacion junto con (4-30), (4-31) y (4-
32) para definir la matriz de retroalimentacion del estado I', expresada en (4-23). En
términos de las matrices de un controlador de cancelacion descrito por (4-1), quedaria de la

siguiente manera

r=-H"0
r,=-H'O
M, =H!=T0" (4-34)
M, =-M_OP
M,, =-M, 0Q

4.5 Control Optimo

El método de disefio de asignacion de polos, vista en la seccion anterior es una buena
herramienta en el control de sistemas en variable de estados. Sin embargo, no siempre se
conoce qué polos son los mas adecuados; o puede ser que la asignacion de los polos de un

controlador de cancelacion no sea la mejor opcion.

Se introducira un método alternativo, en el que la matriz de retroalimentacion del estado se
calcula de tal forma que minimice un criterio de optimizacion dado. El criterio particular que

se utiliza es un funcional cuadratico del estado y la entrada de control,

J = (x(0),u(0) = [ ¥ (0)0x(z) + 1 (1) Ru(D)}d 7
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Donde Q y R son matrices constantes (aunque no necesariamente) semi-definida y definida

positivas respectivamente.

El control que se obtiene de minimizar este criterio es lineal. Como el criterio se basa en
funcionales cuadraticos, el método se conoce como lineal-cuadratico (LQ: linear-quadratic),
del que se obtiene el regulador lineal cuadratico (LQR).

Criterios similares de optimizacion se siguen para el disefio de observadores, sélo que el
funcional depende del error de estimacion, y se basa en una caracterizacion estadistica de los
ruidos que afectan al sistema. Este estimador 6ptimo lineal-cuadratico se conoce como el
filtro de Kalman. Cuando se combinan la ganancia de realimentacion de estados LQ con el
filtro de Kalman, obtenemos lo que se conoce como un controlador lineal-cuadratico-
gaussiano (LQG). (gaussiano corresponde a la caracterizacion estadistica del ruido

empleada.)

El estado de un sistema discreto describe una trayectoria haciendo transiciones discretas de
un estado a otro bajo el efecto de una entrada también aplicada en tiempo discreto. Cuando
se asocia un criterio de optimizacion al sistema, cada transicion de estado tiene asociado un
costo o penalidad. Por ejemplo, pueden penalizarse las transiciones de estado que se alejan
demasiado del estado final deseado, o las acciones de control de valores demasiado elevados.
A medida que el sistema evoluciona de estado en estado, los costos se suman hasta acumular

un costo total asociado a la trayectoria.
Consideremos el sistema en tiempo discreto definido por
X, =Ax,+Bu, xeR" ueR’ (4-35)

Se debe encontrar la secuencia de control u; que lleve al sistema de la condicion inicial x; =

xo al estado final xy = x;, minimizando el funcional cuadratico

N-1
Jinv= %x;SxN +%Zkaka +u, Ru, (4-36)

i,
k=i

El funcional (4-36) puede interpretarse como el costo total de la transicion de x; a xy y, en
particular, el término x) Sx, penaliza el error en alcanzar el estado final deseado. Las
matrices de peso S, O y R pueden seleccionarse para penalizar ciertos estados/entradas mas
que otros. Las matrices Sy O deben ser semi-definidas positivas, y la matriz R definida

positiva.
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Para encontrar el control a aplicar al sistema de forma que se minimice (4-36), se parte del

paso N—1 de la trayectoria Optima. Asi, el costo de la transicion de N—/ a N es
Jyan = %(xf,SxN +x5 ,Oxy  +uy Ru, ) (4.37)
Usando (4-35), se sustituye xy como una funcion de uy.;, 1o que da
Jyan = %(Ale +Bu, ) S(Ax,_, +Bu, )+x,_ Ox,  +uy Ru,)
Como J es cuadratico en u se minimiza diferenciando e igualando a cero

_ 0w =B"S(4 B R =(R+B'SB BT SA 4-38
—T— ( Xyt ”N71)+ Uy =(R+B'S )uN—l + B S4x,_, (4-38)
N-1

Quedando la ultima accién de control como
uy, =—(R+B"SB)" B"Sx, , (4-39)

Que resulta ser minimo ya que la segunda derivada es positiva. De (4-39) se observa que se

trata de un control lineal por retroalimentacion del estado.
uy , =—Ky Xy K, ,=(R+B"SB)"'B"S4
El valor del costo minimo obtenido con u.; es

*

1
JN—I,N = 5((AxN—1 _BKN—IxN—l)TS(AxN—] —BK x\y )+

T T T
xN—leN—l + xN—lKN—lRKN—lxN—l)

1
Efo ((A-BK, ) ' S(A-BK, )+0+K) RK, )x,

1

_ T

==Xy Sy Xy
2

Donde

S, =(4-BK, ) S(4-BK, )+Q+K! RK,
S, =S8
K, =(R+B"S,B)"B'S, 4

Si se retrocede un paso mas en la trayectoria situandose en el paso N-2 Se tiene que el coste

para ir de el punto N-2 a N esta dado por
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JN—Z,N = JN—Z,N—I + ‘]N—I,N

Por lo que la estrategia 6ptima seria

s E3

sz—z,zv = JN—Z,N—I + JN—I,N

Con lo cual solo es necesario calcular la estrategia optima que va del punto N-2 a N-1.

Haciendo un analisis similar al realizado anteriormente se obtiene que:
Uy, ==Ky Xy,

K, ,=(R+B'S, B)'B'S, A

Retrocediendo en los pasos N-2, N-3,...k, se generan las siguientes expresiones recursivas

para el control 6ptimo

u, ==K, x, (4-40)
Kk :(R+BTSk+|B)_lBTSk+|A (4-41)
S, =(A=BK,)"S,..(4~BK,) + 0+ K[RK, (4-42)

Notese que la ecuacion en diferencias (4-42) de S; se resuelve hacia atras, comenzando en
Sy=S. y el costo optimo de ka N es

1
Jin = Ex{Skxk

Se ha visto que cuando el proceso de control es finito, la matriz de ganancia de
retroalimentacion del estado K(k) es una matriz que va variando con el tiempo. Si el proceso
continua sin limitaciones, es decir N=o0, la solucion de control 6ptimo se convierte en una
solucion de estado estacionario, y la matriz de ganancia variante en el tiempo se convierte en
una matriz de ganancia constante K conocida como matriz de ganancia de estado

estacionario.
Sise hace que S, =S Vk de(4-41)y (4-42) se tiene por resultado
S=A"SA—A"SB(R+B"SB)"'B"SA+Q (4-43)

K=(R+B"SB)"'B"S4 (4-44)
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La ecuacion (4-43) se conoce como la ecuacion algebraica discreta de Riccati. Para el

sistema BMIO, la representacion espacio-estado con periodo 7y es

Xy = X[(k+ DT, ]= 4"x, + WU,

Donde
w=|4""B_, .4"B_, B, |erR"™
u(kT, +1")
U, | 1T+ 1)
w(kT, +1")

Si se parte del hecho de que para eliminar el rizado intermuestreo se debe hacer las acciones

de control iguales
u(kT, +t"y=u(kT, +t*) = ...= u(kT, +t") = u(kT,)
Se puede decir que equivale a tener un sistema monofrecuencia a periodo 7y igual a

Ak +07,)= A¥kT )+ [4¥ 2B, , +..+ 4¥" B, + B, W(T,) (4-45)

1.1,

Por los que se propone que el calculo de 1a matriz de de control dptimo K mediante el uso del
par [4,W ] donde:

W=4""B _ +.+A4""B __ +B,,
Por lo que resolviendo la siguiente ecuacion de Riccati
S=A"SA-A"SW((R+W'SW)'W'SA+0 (4-46)
K=R+W"'SW)'W"Ss4

Al igual que en el controlador antes descrito, esta matriz de ganancia obtenida para el

sistema monofrecuencia es aplicada al sistema multifrecuencia de la siguiente manera:

=T, =..=T =K (4-47)
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Una vez obtenida las matrices de retroalimentacion I',, que minimice el indice anterior se

procede a conformar la matriz de retroalimentacion del sistema multifrecuencia

r,= 7 (4-48)

Se puede obtener una matriz de retroalimentacion del estado I, que sustituye a la definida

en (2-25) para hacer que el sistema tenga un comportamiento deseado.

Este controlador a diferencia del descrito en (2-25), elimina el rizado debido a que las

acciones de control son las mismas a lo largo del periodo envolvente 7j.

Nuevamente, si lo que se desea es que el sistema siga una referencia, se puede combinar el
controlador optimo con uno de cancelacion. Se sabe de (3-2) que un controlador de

cancelacion es equivalente a un sistema que tenga el siguiente comportamiento

U, :H#(Yd,k_oxk)
U, =H#Yd,k—H#0xk =H#Yd,k—l_'xk

De la expresion anterior se sustituye I' por la matriz I, calculada a partir de (4-48) y se

vuelven a calcular las matrices del controlador de la siguiente forma:

r=-H"0
r,=-HO
M, =H,=T0" (4-49)
M, =-M_OP
M, =-M_0Q

4.6 Eliminacion del offset

Las matrices de control definidas en (4-34) o (4-49) para eliminar el rizado en un controlador

que sigue una referencia son:
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M,=H;
M, =-M_OP
M,, =-M,0Q

Los resultados de las simulaciones apuntan a que se tiene un offset en la salida ya que la
cancelacion que existia en el controlador original ya no se lleva a cabo. Esto es que la

ganancia estatica del sistema retroalimentado no es 1, este sistema se expresa de la siguiente

manera:
X, = (4" - WM_ O)x, + WM _R,
Y, =(I{-HM )Ox, + HM R,
Quedando
A = AN —WwM_0
B . =WM,
C,.=(I-HM )O
D =HM
Entonces
e _ C.(z-A,)"'B, +D,
R(z)

Para hacer la ganancia en estado estacionario igual a la unidad se propone un procedimiento
basado en la modificacion de las matrices B, y D,. Si se define G como la ganancia en

estado estacionario de la funcion de transferencia sin modificar, es decir:

"+bz" . +b
YE) ¢ (a1-4,)"8,+D, =205 "
R(z) z"+az" +..+a,
G b +..+b,
a, +..+a,

La funcién de transferencia al multiplicar B, y D, por el inverso de la ganancia G quedaria

Y@ _cr—ay'lp +tp - Lic-a)y'5 +D)
R(2) G’ G G
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Con lo que se asegura que la ganancia en estado estacionario sea unitaria.

Como Y y R son los vectores que contienen los muestreos de la salida y de la referencia
respectivamente, lo que se obtendria seria una matriz de (sxs) funciones de transferencia,
siendo s el numero de muestras de la salida, La funcion de transferencia de cada muestra es

la suma de las s funciones de transferencia con cada una de las muestras de la referencia.

Siendo G el valor por el cual vamos a multiplicar la matriz B, y D, para modificar la

funcion de transferencia y obtener la ganancia unitaria.

El controlador modificado quedaria:
Y, =0OPY, ,+0OQU, ,+HU,
Ug =GM R, +M Y,  +M,U,,

Quedando el sistema retroalimentado como

X, = (A" =WM _O)x, + WGM R,
Y, =(I-HM)Ox, + HGM R,

Donde se observa que solo se modifica la ganancia en estado estacionario, mientras que los

polos del sistema permanecen sin modificar.

Para sistemas MIMO se hace el mismo analisis. En lugar de calcular una constante, lo que se
obtiene es una matriz que sustituye a la que acompafia al vector de referencias. Esto
significa, que en primera instancia se elimina la matriz M_ quedando el sistema
retroalimentado como:

X, = (A" =WM _O)x, + WR,
Y, =(I-HM )Ox, + HR,
El sistema en bucle cerrado es

A =4 -wM_ O

B =W
C, =(I-HM,)O
D =H

Entonces
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Y(z)=(C,(z1-4,)" B, + D, R(z)

Lo que se desea es que las salidas sean iguales a las referencias por lo que se debe multiplicar

el vector de referencias por una Matriz /' que logre este objetivo, es decir:

Y(2)=(C,(zI - 4)" B, + D, JFR(z)
Donde

F=(Cc(-4)'B+D,)

Donde nuevamente # denota la pseudoinversa, esto debido a que cuando se tiene que el
namero total de las acciones de control es diferente del nimero total de salidas, la matriz

no es cuadrada.

4.7 Filtro de Transicion

Del analisis realizado a los controladores descritos en las secciones anteriores se desprende
que estos conllevan una mejor respuesta en estado estacionario, ya que eliminan el rizado
intermuestreo. No obstante la respuesta transitoria que resulta de la aplicacion de los
controladores originales sigue siendo mejor, por lo que se piensa en un mecanismo de

transicion entre las matrices de control.

Para el controlador de asignacion de polos se puede aplicar el siguiente filtro

o A=5)
F@=T+;— 5.~

Donde I’ es la matriz de retroalimentacion en estado estacionario (4-23) y I" es la definida

por (2-22) lo que se traduce en

L =pr+1-P)r,
r,=T

En el caso de los controladores disefiados para seguir una referencia se aplica el siguiente
filtro
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_ -5 _
M(z)=M+- 4 (M, - M)

-1
— Pz

Donde M es la matriz en estado estacionario definidas ya sea por (4-21), (4-34) 0 (4-49) y
M es la definida por (3-2) lo que se traduce en

Mk zﬂMk—l +(1_ﬂ)Moc
M, =M

El valor de [ varia desde 1 donde se tiene un controlador que trabaja solo con la matrices
que no eliminan el rizado intermuestreo, hasta 0 que corresponde a la transicion mas rapida

hacia las matrices que eliminan el rizado.

4.8 Conclusiones

Basados en el andlisis realizado en el capitulo anterior se han presentado diferente disefios de

controladores que hacen que el rizado intermuestreo desaparezca.

El primero se basa en la igualacion de acciones de control mediante la aplicacion de
compensadores que igualan las acciones de control pero que mantienen la cancelacion
permitiendo que el sistema siga una referencia, esta idea es integrada en el calculo de las
matrices del controlador con lo que se obtiene un nuevo controlador que es mas facil de
analizar ya que se trata de un esquema similar a un controlador de cancelacion con la
particularidad que sus matrices estan calculadas para generar acciones de control iguales con

el fin de eliminar el rizado.

Este controlador presenta la desventaja que a pesar de eliminar el rizado no se tiene
influencia en el comportamiento del sistema en lazo cerrado, cosa que se logra con los

controladores de asignacion de polos y de control 6ptimo.

Por ultimo se present6 una técnica para sacar provecho de los controladores “originales* que
presentan una mejor respuesta transitoria y los controladores aqui desarrollados que en

estado estacionario eliminan el rizado.
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CAPITULO5 HERRAMIENTAS CACSDY EJEMPLOS

Para poder realizar el analisis de los controladores definidos en el capitulo anterior, se disefid
la herramienta basada en MATLAB/SIMULINK que consiste en una Biblioteca de Simulink
que contiene 7 controladores basados en el modelado BMIO.

B Library: Controladorbmio * SNRCNL X
File Edit View Format Help
~ .
D& & S REE
Retro Retro Retro
BMICUK) BMIOUK) BMIOUK)
Ref Ref Ref
Cancelacién Sin Rizado Dusl V2
Retro Retro
BMICUK) BMIOUK)
Ref Ent
Horizonte Movil Asigna Estructurs
Retro Retro
BMICUK) BMIOUK)
Ent Ref
Modelo 8 seguir Dusl V2
L
Ready 100% Unlocked

Fig. 5-1. Herramienta CACSD desarrlloda en SIMULINK

133



El primer controlador que se observa es el de Cancelacion, el cual es la base de este estudio.
Estd basado en la ley de control que define (3-2). Como se ha visto anteriormente este
controlador presenta el rizado intermuestreo y junto con el controlador de Horizonte Movil y

de Modelo a seguir conforman el grupo de controladores originales del modelo BMIO.

La segunda opcion disponible es el controlador de Horizonte Movil el cual se describe en la
seccion 3.1.2, este controlador va calculando las acciones de control cuando se van
actualizando, para ello se obtiene una serie de ternas de matrices (M, M; y M> ), una terna

para cada accion de control.

Como tercera opcion se tiene el controlador de Modelo a Seguir que mediante la
retroalimentacion de la salida, asigna el comportamiento deseado (descrito por la matriz Ad)

al sistema controlado, se tiene una descripcion de este controlador en la seccion 3.1.3.

El primer controlador utilizado en la eliminacion del rizado es el denominado Sin Rizado,
este controlador descrito en la seccion 4.3 y 4.4 para sistemas MIMO se basa en el uso de

matrices que incorporan los compensadores descritos en la seccion 4.2.

Una modificacion al anterior controlador da por resultado al controlador Dual V2, este es
una combinacién de un controlador de Cancelacion original con un controlador Sin Rizado.
Este utiliza el controlador original para la respuesta transitoria y mediante un filtro de
transicion (descrito en la seccion 4.7) se conmuta a un controlador Sin Rizado para la
respuesta en estado estacionario. La velocidad con la que se realiza la transicion es
determinada por el parametro beta, cuyo valor va de 0 a 1, siendo 1 el valor que hace que el
controlador no realice el cambio, es decir, se comporte como un controlador de Cancelacion

y el 0 para la transicion mas rapida hacia un controlador Sin Rizado.

El Controlador Asigna Estructura es una modificacion realizada al controlador Modelo a
Seguir descrito anteriormente para que no presente rizado en estado estacionario. Este
controlador cuenta con dos opciones, la primera utiliza la técnica de asignacion de polos
descrita en la seccion 4.4, para lograr que el sistema controlado se comporte igual que un
sistema que contenga los polos introducidos como parametro polos al controlador. La
segunda consiste en asignar el comportamiento definido por el control 6ptimo cuadratico
descrito en la seccion 4.5, al sistema. Adicionalmente cuenta con una opcion que permite
hacer una transicion entre una controlador con mejor respuesta transitoria como el Modelo a
Seguir y un controlador Asigna Estructura que elimina el rizado; esto mediante un filtro de
transicion descrito en la seccion 4.7, que tiene como parametro el valor beta, que vade O a 1,
donde 1 corresponde a un controlador Modelo a Seguir sin transicion y 0 corresponde a la

mayor velocidad de transicion a un controlador de Asigna Estructura.
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Por tltimo se tiene el controlador Dual V3, el cual realiza un seguimiento de una referencia
pero aplicando uno de dos métodos a escoger. El primero es la asignacion de polos
(comando place de MATLAB) descrito en la seccion 4.4, el cual mediante la
retroalimentacion de la salida hace que el sistema tenga un comportamiento (Asigna los
polos) de un controlador de cancelacion pero haciendo que las acciones de control sean
iguales por lo tanto sin rizado intermuestreo. El segundo método es permitir el seguimiento
de una referencia mediante el control 6ptimo cuadratico descrito en la seccion 4.5 (comando
dlgr de MATLAB). Al igual que el controlador Dual V2 cuenta con un filtro de transicion

que combina un controlador de Cancelacion para la respuesta transitoria.

Lo anterior se resume en el siguiente esquema.
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Controladores BMIO

Controladores originales:

Cancelacion. Controlador disefiado para seguir una
referencia. (Secc. 3.1.1)

Horizonte Movil. Controlador disefiado para seguir una
referencia. (Secc. 3.1.2)

Modelo a Seguir. Controlador disefiado para modificar el
comportamiento de un sistema. (Secc. 3.1.3)

|

Controladores sin rizado

Sin Rizado. Controlador disefiado para seguir una referencia, que

utiliza el Método matricial (Secc. 4.2 v 4.3)

Dual V2. Controlador disefiado para seguir una referencia, basado
en un controlador Sin Rizado combinado con uno de cancelacion
mediante un filtro transicion (Secc. 4.7)

Dual V3. Controlador disefiado para seguir una referencia, que
utiliza el método de Asignacion de polos (Secc. 4.4) 6 el basado en
el Control Optimo (Secc. 4.5) combinado con un controlador de
cancelacion mediante un filtro de transicion (Secc. 4.7 )

Asigna Estructura. Controlador disefiado para modificar el
comportamiento de un sistema, que utiliza el método de
—>» Asignacion de polos (Secc. 4.4) 6 el basado en el Control Optimo
(Secc. 4.5) combinado con un controlador de Modelo a Seguir
mediante un filtro de transicion (Secc. 4.7 )

El uso de estos controladores es sencillo, basta con arrastrar cualquier controlador a un
modelo de SIMULINK y conectar la salida del controlador a la entrada del sistema que se
desea controlar y la salida de este sistema a la entrada “Retro” del controlador, dejando la

entrada “Ref’ para la referencia a seguir en el caso de los controladores de Cancelacion,
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Horizonte Moévil, Sin Rizado, Dual V2 y Dual V3; en el caso de los controladores Modelo a
Seguir y Asigna Estructura la entrada “Ent” funciona como la entrada que se desea aplicar al

sistema con el nuevo comportamiento logrado por el controlador.

Un modelo donde se utiliza uno de los controladores se muestra a continuacion:

-
B Ejemplol = | B i
File Edit View Simulation Fermat Tools Help
O S » }4D |N0rrna| ﬂ L
I,
DOoC
RTF| Retro 1
BMICUK) | —
| Ref s=+1.3=40.3 Scoped
Dual V2 Transfer Fen2 > |:|
L Scope5
Retra 1 I:l
BMICU) - — -
| rie|Ref =+1.2:0.2

Transfer Fen Scoped
Dual V2 > [
Scope?
Retro 1
BMIOUK) - — [—
L i Ref 55413503

Transfer Fen1

Sin Rizado

Scoped

Ready 100% oded5

Fig. 5-2. Modelo de SIMULINK con Controladores

En las siguientes secciones se presentan ejemplos de utilizacion de los controladores

desarrollados en esta herramienta CACSD.

5.1 Sistema SISO y controlador Dual V2

Consideremos el siguiente sistema:

1
T (s+0.2)(s+1.5)

G(s)

Una realizacion minima esta dada por
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AC:[—lJ —0.6} BCZH’ c=p 1] D=0

0.5 0 0

Se asume un periodo de muestreo de 0.6 s y un periodo de actualizacion de la sefial de
control de 0.4 s, para asegurar la controlabilidad y observabilidad de modelo BMIO se

definen los siguientes esquemas de muestreo, donde el metaperiodo Ty se ha duplicado.
Las entradas {0 0.4 0.8}

Las salidas {0.6, 1.2}

Con un periodo envolvente Tp=1.2 s

Las matrices generadas son las siguientes

10.4969 —1.0359
M =1-10.2270 6.5237
-6.5370  3.6759
3.3020 -12.2180
M, =1-0.6450 4.6661
-0.6427  3.6309
0 -0.0741 -0.7782
M,=10 0.0145 0.1520
0 0.0144 0.1515

Si se utiliza el método matricial para el calculo de las matrices da por resultado

—2.2549 3.2971 0.7248 —1.4108 0 -0.0163 -0.1708
M, =-22549 32971 M, =(0.7248 —-1.4108 |M,, =|0 -0.0163 -0.1708
—2.2549 3.2971 0.7248 —1.4108 0 —-0.0163 -0.1708

La siguiente figura muestra la comparacion de la respuesta con el controlador original y la

respuesta con las matrices calculadas con el método matricial.
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Respuesta del sistema
1.4 .

121 — Controlador de Cancelacion i
’ Controlador Dual

0.8 B

0.6 B

0.2 B

Fig. 5-3. Comparacion de los controladores

La siguiente figura muestra las acciones de control de la simulacion anterior observese que
las acciones de control del control original cambian periodicamente mientras que las otras al
final convergen a un valor constante.

Acciones de Control
10 : : .

Controlador de cancelacion
Controlador Dual

2k J

4 I I I I I I I

Fig. 5-4 Acciones de control
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5.2 Sistema SISO con polo inestable y controlador dual V2

Ahora consideremos el siguiente sistema inestable:

1

)= 0 41.5)

Una realizacion minima esta dada por

A_—1.3 0.6 B_z c=Pp 1 p=o
“los ol ¢ ol a S

Se asume un esquema de muestreo de [0.75, 1.5] y de actualizacion de la sefial de control de
[0 0.5 1] s quedando el periodo envolvente en 1.5 s.

Las matrices generadas son las siguientes

6.5589 -0.6190 2.1269 -8.5164 0 -0.0744 -0.7893
M =|-7.1048 4.0213 |M,=|-04252 3.1924 M,=|0 0.0149 0.1578
-4.3042 2.1836 -0.3992  2.3968 0 0.0140 0.1481

Respuesta de un controlador de Cancelacién

1.4

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig. 5-5 Respuesta del controlador de cancelacion

Se observa un rizado en la respuesta que se eliminara utilizando el método matricial para el
calculo de las matrices da por resultado
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—1.7547 2.0208 0.4712 -1.0948 0 -0.0165 -0.1749
M, =|-1.7547 2.0208 M, =(04712 -1.0948 |M,, =|0 -0.0165 -0.1749
—1.7547 2.0208 0.4712 -1.0948 0 -0.0165 -0.1749

Con 3 polos en el origen y dos en sobre el eje real en 0.7572 y -0.1342 con lo que en esta

ocasion el sistema es estable

Respuesta del controlador con compensacion
T T T T T

Fig. 5-6 Respuesta del controlador con compensacion

Se puede observar que el sistema tiene una repuesta mas lenta con lo que se piensa en un
controlador que combine las caracteristicas del controlador de cancelacion y la del
controlador con compensacion, es decir, que sea igual de rapido que el primero y que elimine
el rizado intermuestreo como el segundo. En la herramienta de simulink se le denomina
Controlador Dual.
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Repuesta de los controladores
1.4

121 B

Dual
Cancelacion
Compensacion

40

Fig. 5-7 Comparativa de la respuesta de los 3 controladores

En la figura anterior se observa como la respuesta en verde del controlador de cancelacion es
mas rapida pero con un rizado, mientras que la salida del controlador con compensacion en
rojo es lenta en comparacion del primero. La respuesta del controlador dual se observa en
azul la cual coincide con la respuesta del primero en los primeros instantes pero luego

elimina el rizado.

5.3 Sistema SISO y controlador dual V2

Consideremos el siguiente sistema:

1
T (s+0.2)(s+ (s +1.5)

G(s)
Con un esquema de muestreo de {[3,6,9,12]} s y con las acciones de accién en

{[0,2,4,6,8,10]} sy periodo envolvente de 12 s

Un controlador de cancelacion daria por resultado la siguiente matriz de retroalimentacion
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1.5208
1.0782
-0.3621
0.4302
—-0.0870
—-0.0755

CAPITULO 5 HERRAMIENTAS CACSD Y EJEMPLOS

—-0.1668
1.3653
-0.0120
—1.0068
0.2502
0.2018

0.0455
—-0.3723
0.6885
1.0234
-0.8513
—-0.5279

—0.0109]
0.0891
-0.1648
-0.0129
1.0256
0.5554 |

La respuesta ante un escalon de magnitud dos que cambia a la mitad se muestra en la

siguiente figura:

2.5

Fig. 5-8 Respuesta con controlador de cancelacion

Si se utiliza un controlador sin rizado este genera la matriz de retroalimentacion siguiente

.0.0602
0.0602
0.0602
* 71 0.0602

0.0602
| 0.0602

0.1092
0.1092
0.1092
0.1092
0.1092
0.1092

0.0010
0.0010
0.0010
0.0010
0.0010
0.0010

0.2562
0.2562
0.2562
0.2562
0.2562
0.2562

La respuesta ante la entrada anterior se muestra a continuacion.
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25 B

151 B

I
0 20 40 60 80 100 120

Fig. 5-9 Respuesta con controlador sin rizado

Donde se observa que el rizado ya no estd presente pero la respuesta del sistema es mas
lenta, una opcion es la utilizacion del controlador dual V2, el cual combina las dos matrices
de retroalimentacion antes obtenidas por medio de un filtro de transicion, la respuesta se

muestra en la siguiente figura.

25

Fig. 5-10 Respuesta con controlador dual V2

Con lo que se mejora la respuesta transitoria.
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5.4 Sistema MIMO y controlador dual V2

Ahora se considera el siguiente sistema

1 -0.8

6% G

8s+1 Ts+1

Con un esquema de muestreo de {[1.5, 3], [1.5, 3]} s y con las acciones de accion en
{[0,1,2],[0,1,2]} s

El modelo continuo queda definido por las siguientes matrices

—-0.2000 0 0 0 0.5000 0
0 —-0.1250 0 0 0.2500 0
AC = Bc =
0 0 —-0.1667 0 0 0.5000
0 0 0 —-0.1429 0 0.2500
C 0.4000 0 -0.2667 0
C =
0 —-0.3500 0 0.4571

00
Dc =
o o

El modelo BMIO queda como

0.5488 0 0 0
4N~ 0 0.6873 0 0
0 0 0.6065 0

0 0 0 0.6514

0.3038 0 0.3710 0 0.4532 0
0.1830 0 0.2074 0 0.2350 0
0 0.3300 0 0.3899 0 0.4606
0 0.1751 0 0.2020 0 0.2330
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0.2963 0 —-0.2077 0

|0 —0.2902 0 0.3690
~10.2195 0 ~0.1617 0
0  —0.2406 0 0.2978
0.1640 —0.1130 0.0952 —0.0640 0 0
—~0.0773 0.0992 —0.0424 0.0551 0 0

0.1215 -0.0880 0.1484 —-0.1040 0.1813 -0.1228
—-0.0641 0.0800 -0.0726 0.0923 -0.0823 0.1065

Si se utiliza un controlador de cancelacion la repuesta es la mostrada en la siguiente figura

14

0.6 4

0.4 i

0.2} B

Fig. 5-11 Respuesta del sistema MIMO ante un escalén unitario

Obsérvese que las dos salidas presentan el rizado intermuestreo. Para eliminarlo se aplicara
el método matricial para calcular las matrices M, M1 y M2 del controlador, siguiendo el
procedimiento antes explicado en (4-21). Ya que se tienen 2 entradas y dos salidas se

descompone la matriz impulsional H en 4 matrices

[0.1640 0.0952 0 _[-0.1130 -0.0640 0
M10.1215  0.1484  0.1813 "2 71-0.0880 —0.1040 —0.1228

_[-0.0773 -0.0424 0 [0.0992 0.0551 0
21 20.0641 —0.0726 —0.0823| ** |0.0800 0.0923 0.1065
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Se calculan las matrices H ,:,, dando por resultado

1.7742
H,, =|1.7742
1.7742

1.8538
H;, =[18538
1.8538

3.8406 1.4693  2.9630
3.8406 H,=|1.4693 2.9630
3.8406 1.4693  2.9630
4.4354 23783 6.5471
4.4354| H,, =|23783 6.5471

4.4354 2.3783 6.5471

A partir de estas matrices se forma la matriz H~  que es la utilizada en el célculo de las

matrices de control quedando estas de la siguiente manera

M

=

M,=-H 00 =

HOoP=

S O O O o O

4.4354 ]
6.5471
4.4354
6.5471
4.4354
6.5471

1.7742
1.4693
1.7742
1.4693
1.7742
1.4693

1.8538
2.3783
1.8538
2.3783
1.8538
2.3783

3.8406
2.9630
3.8406
2.9630
3.8406
2.9630

11.9386 |
17.0368
11.9386
17.0368
11.9386
17.0368 |

43908
3.4455
4.3908
3.4455
4.3908

3.4455

6.0962
8.7590
6.0962
8.7590
6.0962
8.7590

9.3491
7.3656
9.3491
7.3656
9.3491
7.3656

0.1120 |
0.6124
0.1120
0.6124
0.1120
0.6124

0.1866
—-0.0331
0.1866
—-0.0331
0.1866
—-0.0331

0.0558
0.2793
0.0558
0.2793
0.0558
0.2793

0.4696
0.0260
0.4696
0.0260
0.4696
0.0260

S O O O o O

La respuesta del controlador se observa en la siguiente figura
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1.4

Fig. 5-12 Respuesta del controlador matricial.

Donde el rizado intermuestreo se ha eliminado.

5.5 Sistema SISO con polo inestable y controlador dual V3

Consideremos el sistema de la seccion 5.2

1

)= 06 415)

Cuya realizacion minima estd dada por

Ac{_l's 0.6} BC:H’ c=p 1 D=0

05 0 0

Se asume un esquema de muestreo de [0.7, 1] y de actualizacion de la sefal de control de [0

0.7] s quedando el periodo envolvente en 1 s

Si se utiliza el método matricial para el calculo del controlador da por resultado

loo ™

0

{— 17.9474 12.5737}

~2.8920 8.0105 [0 0.1492
-17.9474 12.5737 2

—2.8920 8.0105 0 0.1492
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El sistema retroalimentado estaria representado por las siguientes matrices

A =4 -wM_O

B =WM,
C. =(I-HM,)O
D =HM,

Para analizar la estabilidad de este sistema se calculan los valores propios de la matriz A4,

r

_[0.9665 6311
104783 2.8621

Los valores propios de esta matriz son -0.0648 y 3.8934 donde se ve claramente un polo del

sistema retroalimentado fuera del circulo unitario provocando la inestabilidad del sistema.

Para poder controlar este sistema se utilizara el controlador por asignacion de polos dando

por resultado las matrices de control siguientes

©

[-33361 3.9454 [-22122 31557 [0 o0.1141
1=3.3361 3.9454| " |-22122 3.1557 ** |0 0.1141

En este caso la matriz queda como

r

-0.1382 -0.7156
0.1523  0.7889

Cuyos valores propios son 0 y 0.6507 haciendo el sistema estable, la respuesta ante un

escalon unitario que se reduce a la mitad pasado 20 s se muestra a continuacion
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Respuesta de controlador dual V3

1.2

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig. 5-13 Respuesta del controlador dual con asignacion de polos

5.6 Sistema SISO y asignacion de estructura

Consideremos el sistema inestable

1
T (5-02)(s+1.5)

G(s)

Una realizacion minima esta dada por

Ac=[_l'3 0.6} BC:H’ c= 1] D=0

05 0 0

Se asume un esquema de muestreo de [1.5] y de actualizacion de la sefial de control de [0
0.75] s quedando el periodo envolvente en 1.5 s. Se desea asignar un comportamiento al
sistema retroalimentado definido por los polos [0.5,0.501], se define la matriz de
retroalimentacion I" definida por (2-22)

_[-12110 22727
1 1.9582 23696

Se observa la evolucion del sistema ante una entrada escalon unitario en la siguiente figura
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1.8

161 B

14+

1.2¢

0.8 R

0.6 B

04} 1

0.2 i

0.2 I . . . .
0 10 20 30 40 50 60

Fig. 5-14 Respuesta del controlador modelo a seguir

Donde se aprecian el rizado intermuestreo. Se utiliza ahora el controlador que asigne el
mismo comportamiento pero eliminando el rizado, quedando la matriz de retroalimentacion

de la siguiente forma.

0

-0.1607 -0.7352
-0.1607 -0.7352

Se aplica el filtro de transicion con =0,2 y la respuesta del sistema se presenta en la

siguiente figura donde se observa que el rizado fue eliminado

4.5

10 20 30 40 50 60

Fig. 5-15 Respuesta del controlador con asignacion de polos
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5.7 Sistema MIMO y asignacion de estructura
Considérese el sistema definido para las siguientes matrices

-25 0 O 25 0

-4 10 0 0
A.=| 0 -2 0| B.=|10 -12| C= , D=
-1/3 0 1 0 0
0 0 1 5/6 1

Se propone un esquemas de muestreo de {[0.3,0.6],[0.2,0.4,0.6]} s y la actualizacion de las
acciones de control {[0,0.2,0.4],[0,0.3]} s con un periodo envolvente de 0.6 s.

Se observa la salida del sistema con las condiciones iniciales [1;5;4/3] tanto de un
controlador sin eliminacion de rizado como uno que si lo elimina aplicando el filtro de

transicion. Las matrices resultantes son

[—3.0788 0.4894 —1.7242] [0.0990 0.0429 —0.1657]
-0.5707 .0507 —1.7300 0.5231 —0.1251 —1.5530

I =[-1.2653 02310 -0.7242|, T, =/0.0990 0.0429 —0.1657|,
26221 -0.4335 —0.1869 0.5231 —0.1251 —1.5530

| 25906 —0.3201 1.0735 | 10.0990  0.0429  —0.1657 |

14

1.2

0.8

0.6

0.4+

0.2-

Fig. 5-16 Respuesta con controlador I"

En esta primera imagen se observa que el sistema tiende al estado [0;0] pero se observa una

rizado en la respuesta
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14

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fig. 5-17 Respuesta con controlador I" y FQO

En esta segunda imagen el rizado fue eliminado aunque se aprecia como la evolucion inicial
del sistema es idéntico al anterior ya que como se ha indicado, el filtro utilizado combina la

matriz de retroalimentacion inicial I" y va cambiando a la matriz ', que lo elimina.

5.8 Sistema MIMO con seguimiento de referencia

Considérese el sistema definido para las siguientes matrices

13800 02077 6.7150 —5.6760 0 0
~0.5814 —42900 0  0.6750 5679 0
71 1.0670 4273 —6.654 5893 [ C |1.136 -3.146[
0.0480 4273 13430 2.1040 1136 0

1 0 0 -1 0 0
CC= 5 Dc= )
01 0 O 0 0

Se propone un esquemas de muestreo de {[ 0.02 ,0.06] ,[0.03,0.06]} s y la actualizacion de
las acciones de control {[0.0,0.02,0.04],[0.0, 0.03]} s con un periodo envolvente de 0.06 s.
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Se disefian los controladores para que el sistema siga una referencia, el primero se trata de un
controlador dual que combina el definido por el método matricial y el controlador de

cancelacion a través del filtro de transicion, las matrices utilizadas son las siguientes.

[—0.0036 9.1095  0.0034 —1.5231]
—-16.0705  0.0057 0 —0.0009
M =| 0.0182 .0.8428 —0.0065 2.8647
15.8034  0.0629 —10.7599  0.0007
0.0181 —8.5234  0.0069  7.8286 |

[—0.0051 0.4762 0.0129  3.0567 |
—-0.1336 0.0343 —5.3800 —0.0001
M, =[-0.0051 04762 0.0129  3.0567
—-0.1336 0.0343 —-5.3800 —0.0001
| —0.0051 0.4762 0.0129  3.0567 |

El resultado se observa en la siguiente figura

15

0.5

Fig. 5-18. Respuesta con controlador dual V2

Se desea comparar el resultado con el controlador dual que utiliza el método de asignacion
de polos para calcular la matriz en estado estacionario que elimina el rizado, siendo la matriz

inicial la misma que en el controlador anterior. Recuérdese que se debe calcular la matriz F'
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que elimina el offset que presenta este tipo de controlador. Las matrices resultantes se

muestran a continuacion.

CAPITULO 5 HERRAMIENTAS CACSD Y EJEMPLOS

[—17.9166 —83.1340 15.5199 96.9839]
—19.2893 —21.9506 14.4889 24.7790
M_=]-179166 -83.1340 15.5199 96.9839
—19.2893 —21.9506 14.4889 24.7790
| —17.9166 —83.1340 15.5199 96.9839 |
[ 0.0460 15.8785 —2.8268 —2.3327]
—14.2928 5.0366 11.3830 2.6608
F =] 0.0726 7.7542 —-2.9135 6.0293
17.3664  5.0473 —-20.2762 2.6499
| 0.0528 —-1.7321 -2.8361 15.2876 |
25—
27‘\ \‘\
L
15}
L\
11‘ N\
|
\
0.5‘L
o . . . . . . .
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Se puede observar que ambos controladores logran eliminar el rizado variando en la repuesta

transitoria.

Fig. 5-19 Respuesta con controlador dual V3



5.9 Sistema MIMO con cambio en la referencia
Consideremos el sistema definido para las siguientes matrices

-25 0 O 25 0

-4 10 0 0
A.=| 0 -2 0| B.=|10 -12| C= , D=
-1/3 0 1 0 0
0 0 1 5/6 1

Se propone un esquema de muestreo de {[0.3,0.6],[0.2,0.4,0.6]} s y la actualizacion de las
acciones de control en {[0,0.2,0.4],[0,0.3]} s con un periodo envolvente de 0.6 s

Si se utiliza el controlador dual V2 la matriz da por resultado

[ 103688  0.4114 —10.3403 1.6411  4.3490 |
—-20.0822 -3.1917 14.4574 -0.4986 -3.5745
M, =] 103688 04114 -10.3403 1.6411  4.3490

—20.0822 -3.1917 14.4574 —-0.4986 —3.5745
| 10.3688  0.4114 —10.3403 1.6411  4.3490 |

El sistema retroalimentado estaria representado por las siguientes matrices

A =AY -wM_ 0
B =WM,
C.=(—-HM,)O
D =HM,

Para analizar la estabilidad de este sistema encontramos lo valores propios de la matriz 4,

2.8596 -0.5594 -4.0109
A, =|15.6435 -3.0121 -22.0116
5.0976  1.0702 6.0736

Los valores propios de esta matriz son 5.4941, 0.0507 y 0.4778 donde se ve claramente un
polo del sistema retroalimentado fuera del circulo unitario provocando la inestabilidad del

sistema. Por lo tanto este controlador queda descartado.

Se analizard el controlador dual V3 pero en esta ocasion calculando la matriz de

retroalimentacion por medio del control 6ptimo,
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CAPITULO 5 HERRAMIENTAS CACSD Y EJEMPLOS

[—0.8090 —0.4004 0.0279 0.9607 0.6502]
0.3897  0.0079 0.3250 -0.1710 0.3054

M, =1-0.8090 —-0.4004 0.0279 0.9607 0.6502
0.3897  0.0079 0.3250 -0.1710 0.3054

|—0.8090 -0.4004 0.0279 0.9607 0.6502 |

La matriz de comportamiento del sistema es

0.2147 —-0.0541 -0.1851
4 ={-0.0392 0.0381 —0.1965
-0.004 -0.0089 04114

Los valores propios de esta matriz son 0.0210, 0.2245 y 0.4188 con lo que la estabilidad del

sistema est4 asegurada.

La respuesta del sistema ante una referencia de valor 5 que cambia a 3 para la primera salida

y otra de valor 4 que cambia a 2 para la segunda se muestra en la siguiente figura.

Fig. 5-20 Respuesta con controlador dual V3 y cambio en la referencia
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6. CONCLUSIONES

6.1 Conclusiones Generales.

En el presente trabajo se demostrd que la presencia del rizado intermuestreo se debe a que las
acciones de control derivadas de los controladores originales basados en el modelado BMIO

son cambiantes a lo largo del periodo envolvente provocando que la salida varie.

Se presentd una forma de eliminar el rizado en la salida asociado a los controladores de
cancelacion utilizados para los modelos multifrecuencia BMIO. Esta se basa en la igualacion
de las acciones de control mediante el uso de compensadores que hacen que converjan a
ciertos valores que permiten la cancelacion, con lo que el sistema en lazo cerrado continia
siguiendo una referencia, como en los controladores de cancelacion originales. Era de
esperar que las prestaciones del sistema no fueran las mismas que las del controlador original
ya que al ser modificadas las ganancias, la cancelacion se realiza en un nlimero mayor de
periodos. Es importante recalcar que al modificar las filas de las matrices de control se
modifica el comportamiento del sistema retroalimentado pudiéndose crear una inestabilidad
en el mismo, por lo que un andlisis del comportamiento sera necesario para ver la viabilidad
de su uso. Es aqui donde cobra importancia el método matricial desarrollado, ya que por

medio de la aplicacion de los compensadores, para lograr la igualdad en las acciones de
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control, el modelo en bucle cerrado es mas complejo por tener mas variables, lo cual

dificulta realizar dicho analisis.

Se ha visto que con los controladores anteriores se tiene poco poder de decision en el
comportamiento del sistema en lazo cerrado, ya que se limitan a eliminar el rizado
intermuestreo manteniendo la cancelacion pero realizando una asignacion de polos al
sistema en lazo cerrado de forma aleatoria, por lo que su uso puede no ser viable para ciertos

sistemas.

Es por lo anterior que se estudiaron nuevas formas de eliminar el rizado. En primera
instancia se trabajo con un controlador disefiado por medio de la asignacion de polos que
defina el comportamiento del sistema, pero que tenga la condicion de que las acciones de
control a lo largo del periodo envolvente sean iguales. Esto se logré trasladando el sistema
modelado en BMIO a periodo base 7 a un sistema monofrecuencia a periodo 7). De esta
forma, la estabilidad del sistema retroalimentado se lleva a la etapa del disefio del

controlador.

El uso de controladores basados en la asignacion de polos basan su éxito en la correcta
seleccion de los polos deseados, pudiéndose dar el caso que la seleccion no sea la mejor.
Ademas cuando se utiliza este tipo de controlador para que el sistema siga una referencia, se
asignan los polos de un controlador de cancelacion original, lo cuales no necesariamente son
la mejor opcion. Por lo tanto, se trabajo con un controlador basado en el control 6ptimo, que
al igual que el anterior mantiene la condicion de mantener las acciones de control iguales a lo
largo del metaperiodo lo cual se consiguié de manera similar. Este controlador también
asegura la estabilidad del sistema al tratar de minimizar el indice de desempefio que se
definio.

Como puede apreciarse en las simulaciones, la respuesta transitoria de los controladores
originales es mejor que la que presentan los controladores desarrollados, siendo mejor la
respuesta en estado estacionario mejor en los segundos. Por lo que se estudi6 una forma de
combinar las prestaciones de ambas categorias de controladores. Esto llevo a la aplicacion de
filtros que permiten la combinacion de las matrices de los controladores originales con las
matrices de los controladores que eliminan el rizado, para el calculo de las acciones de

control.

De los resultados obtenidos en las simulaciones se puede ver que cada controlador sera
mejor dependiendo de los sistemas y los esquemas de muestreo utilizados por lo que el
desarrollo de la herramienta computacional cobra importancia a la hora de elegir el tipo de

controlador utilizar.
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CONCLUSIONES

6.2 Trabajos Futuros

Cada vez se cuenta con mas procesos en los que el control mutifrecuencia, no solo es mas
eficiente, sino que se puede volver necesario, esto lleva a la necesidad de estudiar los
controladores multifrecuencia con herramientas que puedan asegurarnos la estabilidad de los
mismos. Una de las herramientas que se tiene, es el uso de LMI’s (Linear Matrix
Inequalities) para estudiar el comportamiento de los controladores multifrecuencia, la cual,
presenta una ventana amplia y poderosa, en la que se pueden plantear problemas de

optimizacion.

Aunque en esta tesis se ha trabajado con el control 6ptimo, se puede profundizar aun mas,
por lo que, una linea de investigacion interesante seria el disefio de controladores robustos
basados en modelos mutlifrecuencia, relacionados con el area de la estabilidad. Existen
trabajos como el de Sagfors [75], Azad [16], Graselli [38] entre otros, donde presenta una
solucion al problema de control H,, mediante la solucion del par de ecuaciones algebraicas
de Riccati.

Finalmente el estudio de sistemas multifrecuencia con muestreo irregular puede ser
profundizado, ya que este tipo de muestreo es comun cuando se tienen sistemas de control
que operan bajo redes, donde los retrasos debidos a los problemas de comunicacion no estan
bien definidos. Su implementacion en este tipo de procesos puede ser tema de futuros
trabajos.
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ANEXO 1 MANUAL DEL USUARIO

Con el fin de realizar el mayor nimero de pruebas se desarrollé un toolbox en MATLAB
que consta de dos partes principales. La primera es un modulo de SIMULINK que
comparara la respuesta del sistema original con la del modelo BMIO, y la ultima es un
modulo de SIMULINK que simula la respuesta a diferentes tipos de controladores basados
en el modelo BMIO.

Instalacion de las herramientas de controladores BMIO

1.- Extraer el archivo ControlBmio.rar en la carpeta de toolbox de la aplicacion de matlab

A-1



@ ControlBmic.rar - W
Archiva  Comandos
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2.- Agregar el path de la carpeta extraida en la aplicacion de Matlab

4\ MATLAB 7.6.0 (R2008a)
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B Library: Controladorbmio * =RACE X
File Edit View Format Help
~ y
D& % S EE
Retro Retro Retro
BMIOUK) BMICUK) BMICU(K)
Ref Ref Ref
Cancelacién Sin Rizado Dusal V3
Retro Retro
BMICUK) BMICU(K)
Ref Ent
Horizonte Maovil Asigna Estructura
Retro Retro
BMIOUK) BMICUK)
Ent Ref
Modelo a seguir Dual V2
I
Ready 100% Unlocked

Esta herramienta dispone de 7 diferentes controladores que se describen a continuacion:

Control deadbeat o de cancelacion: Este es el control donde la salida sigue una referencia.
Se basa en el uso de la matriz H (impusional). Para su utilizacion requiere definir el sistema
SISO o MIMO sobre el cual se requiere trabajar ya sea como funcion de transferencia o en
ecuaciones de estado, el periodo envolvente y los esquemas de muestreo y de acciones de
control, el formato debe ser {[ ],[ ],..[ ]} donde cada corchete define los tiempos para cada
salida o entrada del sistema a controlar. El cuadro de dialogo de este controlador se presenta

a continuacion
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E Function Block Parameters: Cancelacién -

Level-2-M-file-5Function (mask)

Controlador basado en modelo BMIO que realiza un control
digital de cancelacion.

Parameters

Modelo Continuo

|
Metaperiodo (To)

To
Esguema de muestreo (Ts)
Ts

Esguema de acciones (Tac)

Tac

[ 0K ][ Cancel H Help

Apply

Control de Modelo a seguir: Con este control se asigna la dinamica de un sistema modelo

mediante una retroalimentacion de la salida. Ademas de los parametros definidos para el

controlador anterior se debe ingresar el modelo a seguir en forma de matriz Ad.

E Function Block Parameters: Modelo a seguir

i

Level-2-M-file-5Function (mask)

Controlador basado en modelo BMIO gue realiza un control
digital que hace gue el modelo continue siga un modelo de
referenda.

Parameters

Modelo Continuo

E

Metaperiodo (To)

To
Esguema de muestreo (Ts)
Ts
Esquema de acciones (Tac)
Tac

Modelo a sequir

Ad

[ OK. ][ Cancel ][ Help

Apply

Control de Horizonte Movil: Es similar a la primera opcion con la diferencia que las

matrices de control se calculan cada instante en que existe una accion de control. Los
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parametros requeridos son los mismos que en un controlador de cancelacion. Estas tres
primeras opciones son las que se consideran los controladores originales del modelado
BMIO. Los siguientes controladores son los propuestos en esta tesis para la eliminacion del

rizado.

E Function Block Parameters: Horizonte Movil lé]

Level-2-M-file-5Function {mask) {link)

Controlador basado en modelo BMIO gue realiza un control
digital aplicando el metoda de Horizonte Movil.

Parameters
Modelo Continuo

4| Metaperiodo To

To

Esguema de muestreo (Ts)
Ts
Esquema de acciones (Tac)

Tac

[ oK l[ Cancel ][ Help Apply

Control Sin Rizado : Este tipo de control elimina el rizado intermuestreo existente en un
controlador del tipo cancelacion, mediante el calculo de las matrices de control por un
metodo matricial descrito en la seccion 4.3, que iguala las ganancias fila a fila para igualar
las acciones de control que se aplican en un metaperiodo. Los parametros necesarios son los

mismos que en un controlador de cancelacion.
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E Function Block Parameters: Sin Rizado @

Level-2-4M-file-5Function (mask) (link)

Controlador basado en modelo BMIO gue realiza un control
digital calculando las matrices de control de tal manera

que |as ganacias sean iguales logrando asi eliminar

el rizado intermuestreo,

Parameters

Madelo Continuo

=

Metaperiodo (To)
To

Esquema de Muestreo (Ts)
Ts

Esquema de Acciones (Tac)

Tac

[ (6]4 ][ Cancel H Help Apply

Controlador Asigna Estructura: Este controlador realiza la misma funcién que el control
original Modelo a Seguir, que asigna un comportamiento al sistema retroalimentado. La
ventaja que presenta es que la salida esta libre de rizado intermuestreo. Los parametros
utilizados son los mismos que los requeridos para el control modelo a seguir, con la
diferencia que el modelo o comportamiento esta dado en forma de polos. Adicionalmente se
pide el valor de beta (), que es el parametro que establece la rapidez con la cual se realiza la
transicion entre las matrices originales y las matrices de estado estacionario, explicada en la
seccion 4.7. El rango de este parametro es de 0 a 1, donde el valor O corresponde a la
transicion mas rapida y el valor 1 a la ausencia de transicion, es decir, el controlador trabaja
como un controlador Modelo a seguir. Por ultimo se tiene una seleccion entre 1 para la
opcion Place y 2 para dlgr , la primera utiliza el comando place de matlab para realizar la
asignacion de los polos deseados, mientras que la segunda opcion obtiene la matriz de

retroalimentacion del estado basado en técnicas de control 6ptimo.
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' ™y
E Function Block Parameters: Asigna Estructura ﬁ

Level-2-M-file-5-Function (mask)

»

Parameters
Madelo Continuo
Metaperiodo (To)
To

Esquema de muestreo (Ts)

Ts

m

Esquema de acdones (Tac)

Tac

Polos

[0.5;0.501]
Beta (0-1)
0.5

1.-Flace 2.-dlgr

1 |4

[ OK. ][ Cancel H Help Apply

Control Dual V2: Este controlador combina un controlador de cancelacion con uno de Sin
Rizado, a través del filtro explicado en la seccion 4.7. Ademas de los parametros necesarios
para un controlador sin rizado, se ingresa el valor de B que da la velocidad de transicion entre
las matrices, con un valor de 1 no se realizaria la transicion manteniendo las matrices de un

controlador de cancelacion y con un valor de 0 realizaria la transicion mas rapida.

f Y
E Function Block Parameters: Dual V2 ﬁ

Level-2-M-file-S-Function (mask) -

Parameters
Modelo Continuo
Metaperiodo (To)
To

m

Esguema de muestreo (Ts)

Ts

Esguema de acciones (Tac)

Tac

Beta (0 - 1)

0.5 | &

[ oK ][ Cancel H Help Apply
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Control Dual V3: La siguiente opcion en este toolbox es el controlador Dual V3, el cual
calcula las matrices del mismo por medio de la asigancion de polos descrita en la seccion
4.4. o por medio del control 6ptimo descrito en la seccion 4.5. Al igual que el controlador
anterior utiliza el filtro que da una transicion entre las matrices de un controlador original y
las que eliminan el rizado intermuestreo. Los parametros son los mismos que en el
controlador anterior, mas una opcion que permite seleccionar entre la asignacion de polos
realizada con el comando place de Matlab y el control optimo cuadratico que utiliza el

comando dlgr para el calculo de la matriz de retroalimentacion.

”
E Function Block Parameters: Dual V3 @
Level-2-M-file-5-Function (mask) -
Parameters
Modelo Continuo
Metaperiodo

To

Esguema de Muestreo

m

Ts

Esguema de Accion
Tac

Beta (0- 1)

0.5

1.-Place 2.-dlgr
1

OK H Cancel ” Help Apply
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