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RESUMEN PALABRAS CLAVE

La modelizacion hidraulica de calados y velocidades de flujo, en cauces con secciones que admiten Distribucion de velocidad;
una representacion de tipo potencial, se destaca por su versatilidad, permitiendo su utilizaciéon en formulacion; geometria;
numerosas aplicaciones practicas tanto en canales naturales como artificiales. El calculo de las hidraulica fluvial; poder-ley;
variables hidraulicas (calado y velocidad media) ha sido ampliamente estudiado para este tipo de  Potendial

secciones. Sin embargo, en la literatura técnica no se han encontrado estudios que muestren la KEYWORDS

variacién de estas magnitudes a lo largo de la seccién transversal. El conocimiento de esta variacién  Geometry; hydraulic flow;
permite desarrollar estudios (ejemplo: conocer de manera aproximada los dafios en diferentes zonas formulas; power-law cross-
de la seccién, analizar el transporte de sedimentos, estudiar los procesos de erosidn u otras aplica- section; river flow; velocity
ciones en hidrdulica fluvial). Presentamos una metodologia que permite el calculo de las variables

hidraulicas en cualquier zona de una seccién tipo potencial. La metodologia es aplicada a secciones

simétricas, comparando los resultados generados con los obtenidos por diferentes codigos

hidraulicos computacionales ampliamente aceptados por la comunidad cientifica (p-e- CES, HEC-

RAS e IBER). Las predicciones de los parametros hidraulicos obtenidas (usando la formulaciéon

explicita descrita en este articulo) presentan errores muy bajos, en comparaciéon con otros modelos

con mayor costo computacional. Estos errores alcanzan un valor promedio para la raiz del error

cuadratico medio (RMSE) en el célculo de la distribucién lateral de velocidades de 0.13 y de 0.05, en el

célculo de la relacién de velocidades respecto a la velocidad media. Estos valores indican una

validacién muy satisfactoria para las secciones simétricas analizadas.

Analytical model for the calculation of lateral velocity distributions in
potential cross-sections

ABSTRACT

The hydraulic modeling of water depth and flow velocities in open channel flows that were fitted by
power-law cross-section stand out for their versatility, allowing their use in numerous practical
applications, both in natural and artificial channels. The determination of the hydraulic variables of
depth and average velocity has been widely studied in potential cross-sections; however, the
variation seen in these variables along the cross-section was not found in the literature. Knowledge
of this variation allows the development of studies (e.g. to know the approximate damage in different
areas of the cross-section, to analyse sediment transport, or other applications in river hydraulics). This
paper presents a methodology which allows calculation of the hydraulic variables in any area of a
power-law cross-section. The methodology is applied to symmetrical cross-sections, comparing its
generated results with the obtained values by different computational hydraulic codes, which are
thoroughly accepted by scientific community, such as CES, HEC-RAS and IBER. The obtained predic-
tions of hydraulic parameters (using the explicit formulation described in this research) present very
low errors when compared with results of other models, with great computational cost. These errors
reach a root mean square error (RMSE) of 0.13 and 0.05 in the determination of velocities’ lateral
distribution and the ratio between velocity and average velocity. These values indicate a very
successful validation for the analysed symmetrical sections.

Introduccion erosion [3] y estudios medioambientales) es necesario
conocer la distribucion lateral de velocidades a través
de la seccidén transversal considerada. El conocimiento
de la geometria es fundamental para una evaluacién
correcta de estas velocidades. La representacion

Para el andlisis de diferentes problemas en hidraulica
fluvial (p.e. cdlculo de dafios por inundacién [1], trans-
porte de sedimentos y contaminantes [2], procesos de
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geométrica, tanto de canales artificiales como naturales
[4] mediante una seccién potencial, permite modelizar
diferentes formas (p.e. rectangulares, triangulares e
incluso parabolicas) de una manera ficil, rapida y con
un numero pequefio de parametros. La simplificacién
facilita el estudio del flujo, alcanzando un compromiso
aceptable entre la simplicidad y la representacién pre-
cisa de la geometria real [5]. La aplicacién de la seccién
potencial proporciona una metodologia con un
numero elevado de aplicaciones finales en el campo
de la ingenieria hidraulica [6-8], siendo de gran utili-
dad para el estudio de cualquier tipo de seccién [4].
Esta representacion geométrica ha sido utilizada para
analizar el problema de roturas totales y parciales de
presas ([9-13]), la caracterizacién de los procesos de
infiltracién y flujo en surcos de riegos [14], asi como
para el estudio de la funcién de respuesta instantédnea y
su relacion con la geomorfologia del rio [15].

Diversos autores han propuesto diferentes expre-
siones para el cédlculo analitico de la distribucion de
velocidades laterales en secciones hidraulicas. Sooky
[16] desarrolla una expresion como combinacion de
perfiles logaritmico y lineal, aplicada a secciones trian-
gulares. Bogle [17] propone una expresién empirica
basada en un polinomio de cuarto grado. Seo y
Gadalrab  [18] presentan wuna ecuacién en
combinacién de un polinomio de cuarto grado y una
exponencial. Deng et al. [19] desarrollan una férmula
simplificada para el calculo del coeficiente longitudinal
de dispersion, resolviendo de forma aproximada la
integral que lo define. En este estudio, se utilizan sec-
ciones hidrdulicas representadas geométricamente
mediante una funcién de tipo potencial, proponiendo
para la distribucién lateral de velocidades wuna
expresion dependiente de un término a. Este
pardmetro a se ajusta por integracion numérica sin
desarrollarlo explicitamente. Seo y Baek [20] desarrol-
laron una expresion basada en la funcion de densidad
de probabilidad de la distribucion Beta. Estas formula-
ciones estdn basadas en aproximaciones matematicas,
las cuales se obtienen mediante coeficientes de ajuste.
La distribucién de velocidades se estima aproximada-
mente, sin tener en cuenta la componente hidraulica y
fisica de estas variables, a diferencia de lo que se pro-
pone en el presente articulo.

En la actualidad existen diferentes modelos
numéricos unidimensionales (1D) como bidimensio-
nales (2D) de amplia aceptacion en la comunidad
técnico-cientifica,  implementados en  codigos
informadticos. Estos modelos permiten la estimacion
del perfil de velocidades [21]. Entre los modelos uni-
dimensionales mas utilizados se encuentran el Método
del Canal Dividido [Divided Canal Method] (DCM)

[22, 23], y a través de su implementacion en el pro-
grama HEC-RAS [24] y el Método de la Distribucién
Lateral [Lateral Distribution Method] (LDM) [25], a
través de la solucidn analitica propuesta por Shiono y
Knight [26] [27] [28]. El LDM estd implementado en el
software Conveyance Estimation System (CES) [29,
30]. Los modelos tedricos bidimensionales se aceptan
para resolver las distribuciones laterales de velocidades
[31]. En la validacién de esta metodologia como mod-
elo bidimensional, se ha utilizado el modelo de
dominio publico IBER [32,33] para contrastar las solu-
ciones obtenidas con la formulacion explicita propuesta
en el célculo de distribuciones laterales de velocidades.

El presente articulo persigue dos objetivos. El primer
objetivo es el de proponer una metodologia de analisis
para la distribucién del calado, y de la velocidad para
cualquier zona de wuna seccién potencial. Esta
metodologia estd basada en expresiones que permiten
su célculo de manera explicita (de forma discreta y
continua). El segundo objetivo es el de aplicar esta
metodologia a diferentes tipos de secciones simétricas,
y de comparar los resultados con los resultados produ-
cidos por los modelos numéricos computacionales cita-
dos anteriormente.

Materiales y Métodos

En el presente apartado, se describen los diferentes
modelos numéricos utilizados para calcular los perfiles
de velocidades. Posteriormente, se proponen las expre-
siones que permiten este calculo tanto de forma dis-
creta como continua.

Método del Canal Dividido (DCM-HECRAS)

El Método del Canal Dividido (DCM), desarrollado
por Lotter [22] y posteriormente por Einstein y Banks
[23], esta basado en la hipotesis que el caudal total en la
seccién es igual a la suma de los caudales parciales en
cada subseccién en que ésta puede ser dividida. Esta
metodologia asume que la pendiente de la linea de
energia es constante para todas las subsecciones, y
que los perimetros mojados parciales son dados por el
contorno fijo de cada una de las subsecciones. Esto
implica que no existe difusién lateral de cantidad de
movimiento, considerando Gnicamente las pérdidas de
energia debidas a la friccion. La consideracion de esta
hipotesis (la no existencia de difusion lateral) es una de
las principales limitaciones del modelo DCM [21].

El caudal parcial (Q;) de cada subseccion es definido
como:

Q=K-s" (1)



donde S es la pendiente longitudinal y K; es el factor de
transporte de cada subseccién, dado por:

A R

K; d (2)

n;
donde A; es el 4drea de la subseccién i, R; es el radio
hidraulico de la subseccién i, y n; es el coeficiente de
rugosidad de Manning de la subseccién i.
Este modelo esta implementado en el software HEC-
RAS, siguiendo los siguientes pasos [34]:

(1) Se divide el area de flujo en la cantidad de partes
definida por el usuario, y luego se calcula para
cada parte el drea, perimetro mojado, radio
hidraulico y calado;

(2) Con el valor del coeficiente de Manning (n;) para
cada parte, se calcula Kj, segtn la ecuacién 2, y Q;
segun ecuacién 1 para cada parte;

(3) Se realiza el sumatorio de los factores de transporte
de cada parte, > K;. Esta suma es distinta al factor
de transporte de la seccién completa (K= > K;).
Para corregir esta diferencia, se calcula el coeficiente
de correccién global (C,) para toda la seccién:

Ccorr = K/ ZKI (3)
(4) Se calcula un nuevo caudal para cada subseccion;
QiCorr = Ceorr * Qi (4)

(5) Por ultimo, se calcula la velocidad media de cada
subseccion:

Vi = QiCOW/Ai (5)

Modelo LDM (CES)

A pesar de la conveniencia de uso del modelo DCM, el
modelo LDM nace para salvar las limitaciones anterior-
mente descritas. Para poder incluir las pérdidas por
difusion lateral, es necesario plantear un modelo completo
basado en la ecuaciéon de cantidad de movimiento
(ecuacion Navier-Stokes) [35] y de continuidad, con las
simplificaciones correspondientes. Este modelo asume
unas condiciones de flujo tanto permanente y uniforme,
y como modelo de turbulencia utiliza el de la viscosidad de
torbellino o de Boussinesq, dando lugar a la ecuacion
diferencial del método LDM [25]. La resolucién de esta
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ecuacidn permite estimar la distribucién lateral de veloci-
dades. Esta expresion (6) se describe a continuacion:

Sl 4 vszK
pgSY 8pV 1+52+dx Py 8Y V(‘?x ©

= D vpum),

donde pes la densidad del agua; g es la aceleracion de la
gravedad; Y es la profundidad del flujo; V" es la velocidad
del flujo; x es la coordenada horizontal medida transver-
salmente a la corriente; s es el talud lateral; f es el coefi-
ciente de friccién de Darcy; es la viscosidad adimensional
de torbellino de Boussinesq, y (pUV), es la tension de
Reynolds debido a las corrientes secundarias. Su resolucién
fue propuesta inicialmente por Wark et al. [25] y por
Shiono y Knight [26, 27]. En la actualidad, el método
propuesto por Shiono y Knight (SKM) estd ampliamente
extendido, y es la base para el desarrollo de modelos que
son capaces de representar condiciones de flujo complejas
[36-39].

El c6digo numérico Conveyance Estimation System
(CES) [40] resuelve (6), mediante el método SKM
[27], utilizando la técnica de los elementos finitos. El
codigo CES también incluye los efectos de cauces
meandriformes [38]. El modelo divide el drea mojada
en una cantidad de partes definida por el usuario,
resolviendo un sistema de ecuaciones linealizadas
mediante métodos iterativos.

Modelo 2-D

El modelo bidimensional utilizado (IBER) resuelve las
ecuaciones de Saint Venant bidimensionales, o también
las que son denominadas de aguas bajas, los 2D
Shallow Water Equations (2D-SWE). Estas ecuaciones
[33] asumen una distribucién de presion hidrostatica y
una distribucion uniforme de la velocidad en la pro-
fundidad, definidas a continuacion:

oh _OhU.  OhU, _

E+ Ox + Oy @)
(hUy) | O(hU; +g%)  O(hU.U))
ot Ox Oy
07y T T O(vih%E)
S, T, T ®
Oy
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o) | AT, o(hv} +g%)

ot Ox Oy
au,
= —g %_Fﬁ_@_’_a(whw) 9)
d p P Ox
ou,
a(Vth d—y)

+ dy
donde h es el calado; Uy, U, son las velocidades hor-
izontales promediadas en profundidad; p es la densidad
del agua; Z, es la elevacién de la ldmina libre por
encima de la superficie del lecho; 7., y 7, es la
friccién en la superficie libre debida al rozamiento
producido por el viento en la direccién x e y respecti-
vamente; Tpx ¥ Tpy €s la friccion del lecho debido al
rozamiento en la direccién x e y respectivamente, y v
es la viscosidad turbulenta.

El modelo bidimensional IBER resuelve las ecua-
ciones de Saint-Venant mediante el método de los
volumenes finitos.

Seccion Potencial. Propiedades geométricas e
hidrdulicas

Una seccion transversal modelizada segin la seccién
potencial, queda definida por

B=p-y"
donde B es el ancho de la seccién transversal a una
altura y con respecto al fondo; y los simbolos  y m
representan los pardmetros que permiten describir
diferentes  geometrias de secciones simétricas
hidraulicas, siendo >0 y el m > 0 los exponentes
que controlan la forma de la seccién. Por ejemplo, un
valor de m ~ 0, representa una seccion rectangular;
m =1, una seccién triangular y m = 0.5, una seccién

(10)

AN
\\\
LYAN
- — i \,\\
m:O VAN
m=0. Y
m=0. \ \ \\\
m=0. A \\ AN
m=ll === N
;8 [ \\
§ NN
Ny \
AV MY
NN \\
A
\’ \\
NN
NN

parabdlica. Para m > 1, se representan secciones con
forma de V. El rango de mayor aplicacién practica
tanto a nivel de laboratorio como para secciones nat-
urales y artificiales es m <1 [4, 19, 41, 42]. Una
secciéon rigurosamente rectangular (m = 0) produce
indeterminaciones matematicas, las cuales se pueden
obviar con valores minimos para el exponente m (por
ejemplo, m = 0.00001).

Un sistema de ejes se puede representar segun sus
coordenadas como en la Figura 1,

x=%-ﬁ~y’” (11)

-7)

donde y es la ordenada y x es la abscisa.

Para una seccién transversal se definen dos calados:
calado maximo (hy,,y) y calado de estudio (h,). Fmax.
Hace referencia a la mdxima altura que se ha consider-
ado para modelizar la seccién y ajustarla a la funcién
de tipo potencial (calado maximo para la seccion trans-
versal); h, establece el calado objeto del analisis, siendo
menor o igual que hy,,. Estas variables son definidas
de acuerdo a la Figura 2.

La distancia x, queda definida como la mitad de B,,
y por lo tanto, para un calado h,, la x, es determinada
segun:

(12)

(13)

El drea mojada de la seccion transversal (A,) viene
definida por

/)) . hm+1

m-+1 (14)

ha
Au:J B-y"
0

El calado medio se define por

Figura 1. Secciones transversales genéricas para diferentes valores de m.
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hmax
Aa h,

y
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Figura 2. Geometria genérica para una seccién potencial.

B, m+1 (15)

Strelkoff y Clemmens [14] y Sdnchez-Romero [43],
estudiaron la relacién entre el perimetro mojado (P,) y
el ancho de la superficie de agua (B,), en secciones que
admiten una representacion de tipo potencial, determi-
nando que para relaciones h,/B, < 0.1, se verd para
cualquier valor del exponente m que la relacion es
aproximadamente igual a 1 (P,/B, ~ 1). La Figura 3
muestra la variacion de P,/B, para diferentes valores
de my h,/B,.

Por lo tanto, para secciones donde se cumpla
h,/B, < 0.1, se puede asumir P, ~ B,, pudiendo
expresar el radio hidraulico R, como:

- m=0 | ./
28 H ... m=0.25
- m=05 e e e e e
26 M _. meo7s [ | _ .7 —
24 L ——m=1 | ERERCAN
J : i : 2
22 —— D ’,/"”
g, // | =5
o 7|

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
ho/B,

Figura 3. La relacién entre el perimetro mojado (P,) y la
anchura para un calado h, (B,), para diferentes valores del
exponente m y de la relacién h,/B, [43].
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Aa ~ Aa ha

P, B, m+1

a =

(16)

Siendo iguales el radio hidraulico y el calado
medio en aquellas secciones que cumplen con la
relacion h, /B, < 0.1.

El caudal total circulante por la seccién transversal
(Q,) puede determinarse mediante la aplicaciéon de la
formula de Manning, asumiendo un coeficiente de
rugosidad n, y una pendiente longitudinal S constantes
para toda la seccion. Q, viene definido por

Q,=K,-S"/? (17)
AR et

K, - SE LRI (18)
Mg Ng - (m =+ 1)

donde K, es el factor de transporte total de toda la
seccion.
El caudal también puede expresarse como

Q.=d-h,"/" (19)

quedando definidos los coeficientes d y b, mediante las
expresiones

1/2.
PR e (20)
ng - (m+ 1)5/3
3
“3ms @)

La velocidad media de la seccion v, queda definida
segun la formula:

1/2 2/3
=BT <h+ 1) (22)
m

Ay ng

Seccion Potencial. Formulacién explicita discreta

Para el andlisis de la velocidad y la altura de agua en
diferentes zonas de la seccidon simétrica, se divide la
mitad de la seccion en k partes, identificadas mediante
el subindice i (i = 1..k), siendo la anchura para cada
parte igual a x,/k.

La Figura 4 se muestra la subdivisién de la mitad de
la seccion transversal en k partes, asi como las difer-
entes variables que definen geométricamente a la
subdivision.

Segun (12), y; puede ser definida como

Combinando (13) y (23), puede obtenerse /;, segiin
la expresion
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<

Xa

1-Xa/k
(F1)xak

.

ha
/
L [
e S S

Figura 4. Subdivision de la mitad de la seccién potencial en k
partes, identificadas segun i=1..k.

2-x \ VM- 1\
hi=h,—y;=h, — 24
en- () (7)o
Finalmente, la relacion entre h;/h,es definida por
h; i— 1\
2 —-1= 25
o () @

Aplicando la ecuacién (25), otras relaciones entre los
calados pueden determinarse:

. 1/m
[ <11) (26)

k

N\ 1/m
i
Yit1 =ha — hiy1 = h, - <%> (27)

N\ 1/m i1 1/m
By — iy = h, ((i) —<l - ) ) (28)

El esquema de calculo del 4rea de la subdivision (4;)
estd mostrado en la Figura 5.

Cada drea auxiliar esta definida en la Figura 5, deter-
minada por las siguientes expresiones:

D g ((k) - (5 l)l/m) >

A/// _ ﬁ h _ L hm+1 1 _ 1 l/m (30)
N k

A\i=A"i+A”'i

X

Figura 5. Esquema para el célculo del &rea para cada
subdivision (A;).

" hﬂihi“l ’
A = S Byt dy — A
ha—h; 2
B h (i fi—1\"\
== A () - — A, 31
2 m+1 k k ! (31)

Si los términos de (29) a (31) son desarrollados, A;,
puede determinarse para cada subdivision, de acuerdo a

A= A;, " A;”

B (1 m N i1\
= '(E‘mﬂ'(@ ‘(T) )) G2

La relacion inversa entre dreas es definida por:

A 2 !
A (= (07 - 7))

El radio hidraulico de la subdivision (R;) viene dado por

(33)

~;

1 m N i\
—"'ha'<z—m—+1'(<z) _(T) )) (34)

El factor de transporte K; de la subdivisién (suponiendo
un coeficiente de rugosidad de Manning igual a »;) viene
establecido segin

R;

A; R
K="
n;
ﬂ_hZTS.kz/S
N Z'I’li
1 +1 5
1w (F e )
k m+1 k k
(35)



La condicién de continuidad obliga a la igualdad entre
el caudal total circulante en la seccion (Q,) y la suma de
todos los caudales circulantes por cada una de las subdivi-
siones. Para que se cumpla dicha igualdad, un coeficiente
de correccion constante (C,yr) debe aplicarse a cada uno
de los caudales de las subdivisiones, cumpliéndose

QlCorr = Ceorr - Qi = Ceppr - K; - SI/Z (36)
i=k i=k
Q. = Z(Z : Q;CON) = Ceorr - Z(Z . Ql) (37)

i=1 i=1

Asumiendo para cada subdivision, la misma rugosi-
dad que para la seccién total (n; =n,) y la misma
pendiente longitudinal (S), encontramos que Ceo €S
igual a la relacion entre el factor de transporte total de
la seccién (K,) y el sumatorio de los factores de trans-
porte de cada una de las subdivisiones ( 3/=5(2 - K;)).
Asi, Cyopr puede expresarse como:

Ka

Ceorr =————— (38)
i=k
Zi:l (2 ’ Ki)
Combinando (18), (35) y (38), Cer es igual a
err = 1 z
i= m i mtl i ml /3
(m+ 17 S (g (07— (7))
(39)

Conocido C,,,, la relacién entre caudales (Qicc’” /Qa) es

Qico”_ccarr'Ki'Sl/z_ Ki
Q. = Ka~Sl/2 corr.fa
(m+ 1) 23
:Ccorr'—
2
5
1 om N i 3
k m+1 k k

(40)

siendo la relacion entre velocidades (v;/v,) (combi-
nando (33) y (40))

=1

v; QCorr A, 1
— = c— = Ceom * 1) - k-
Va Qa Ai <(m - ) (

Conocidos los parametros § y m de una seccién, y
eligiendo k e i, las ecuaciones anteriores permiten el
calculo del calado, caudal y velocidad para cada
subdivision, determinando previamente el coeficiente
Ceorr Segun la expresion (39).
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Figura 6. Valores de C,, para diferentes valores de k y m.
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Figura 7. Valores de C., para valores de k < 10 y expo-
nente m.

La Figura 6 muestra los valores obtenidos de C.o, @
partir de (39), para diferentes valores de k y m.

ST e

En la Figura 6 se observa como a partir de un deter-
minado valor (cuando k es aproximadamente 10), se
mantiene pricticamente constante el valor de Cgy,,.

En la practica es habitual trabajar con valores de
k <10. La Figura 7 muestra para diferentes valores
m, los valores de C,,, cuando k es menor que 10.
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Como (39) presenta cierta complejidad de uso,
incluso para valores pequeiios de k, se ha obtenido
una relacién aproximada entre Ccy, k y m. Esta
relacion ha sido determinada mediante técnicas de
regresion no-lineal, obteniendo un coeficiente de
correlacion R?* = 0.997, que permite el calculo de C,,
mediante la expresion (42):

0.144
K2

Ceorr = 0.752 + +0.241-¢ ™ (42)

Seccion Potencial. Formulacion explicita continua

Con el uso de las expresiones anteriores, es posible obtener
las ecuaciones que permitan el cdlculo de las variables
hidrdulicas para cualquier valor de x de la seccion.

Operando con (12) y (13), se obtiene el valor del
calado en cualquier punto de la seccion (h(x)).

h(x) = hy = y(x) = hy - (1 - (>/> (43)

Por lo tanto, la expresién para el cdlculo de la
velocidad para cualquier posiciéon x, suponiendo un
coeficiente de rugosidad de Manning constante (n,) y
pendiente longitudinal (S) constante para toda la
seccién transversal, viene definido por:

h(x)2/3

a

V<x) = Ccorr . ' Sl/z (44)

Combinando (43) y (44), la relacién entre veloci-
dades (v(x)/v,) puede definirse como

m\ 2/3
@ = Ccorr : (m + 1)2/3 . (1 - <x> ) (45)

Xa

Coorr segun (39), se mantiene constante y solo
depende del valor de m para valores de k suficiente-
mente grandes, segin se observa en la Figura 6. Por
tanto, es posible aproximar el valor de (Ceorr);_, ., @ una

funciéon dependiente de (m+1). La expresion
(Ceorr)f_oo Viene definida por
0.994
(Coorr)jmone = W (46)

Esta expresion ha sido alcanzada mediante técnicas
de regresion lineal, obteniendo un coeficiente de
correlaciéon R* igual a 0.996.

La Figura 8 presenta los resultados de aplicar (39) y (46).
Como (39) se define para un nimero finito de particiones
en la seccion, con objeto de comparar esta expresion con la
que define la funcién continua (46), se considera esta
funcién con un numero muy grande de divisiones (en
este caso se ha utilizado un valor de k = 10000).

1.00

0.98 | X\ | ——Ccorr(39)
- = Ccorr(46)

0.96

0.94
0.92 » g

& 0.90 - v » =g
0.88
0.86

0.84 + - 1 ! TSy

0.82

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
m

Figura 8. Valores de (Ceorr)y_,, S€gln (39) y (46) segin el
exponente m.

Cuando (45) y (46) son combinadas, el calculo
explicito de v(x) puede abordarse segin:

m, 2/3
¥ _ .99 (m+1)"". (1 - <i> > (47)

Va Xa

Una aplicacién inmediata de (47), es el céalculo de la
velocidad maxima (v, ), cuando x = 0. Asi se obtiene

Ymax _ 0.994 - (m +1)°/"2 (48)
Va

La determinacion de la relacion de velocidades
(v(x)/va) es independiente del coeficiente de rugosidad
de Manning (n,) y la pendiente (S), tal y como se
muestra en (48), dependiendo esta ratio exclusivamente
de x y m . Sy n, los cuales se han mantenido con-
stantes a lo largo de toda la seccién transversal, influ-

yen en la determinacion de la velocidad (v, o v(x)).

Comparacion entre formulaciones explicitas

A continuacion, (39) y (41) son aplicadas para calcular la
relacion entre velocidades (v; /v, ), dados diferentes valores
de m (0.25,0.5,0.75 y 1) y de k(3,5,7,10, 50 y 10000).
No se muestran los resultados para m = 0, ya que para
cualquier valor de k el resultado siempre es igual a 1.
Figura 9 muestra las diferentes curvas obtenidas en
funcién de la variable adimensional x/x,. En Figura 9 se
aprecia que a medida que aumenta el valor de k, las curvas
van convergiendo, siendo ya practicamente similares para
valores de k mayores a 10. Las curvas han sido representa-
das en los puntos intermedios de las subsecciones.

La Figura 10 muestra los resultados de las curvas
obtenidas para k = 10, y diferentes valores de m.

Si se compara la formulacion explicita discreta (k = 10)
de (39) y (41) con la continua (47), se obtienen resultados
practicamente  iguales (coeficiente de correlacion
R? =0.999). Por lo tanto, se pueden utilizar indistinta-
mente, siendo mas practica y rapida la utilizacion de (47).
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Figura 9. Resultados para (39) y (41) para diferentes valores de k y exponente m.
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Figura 10. Resultados para (39) y (41), y k = 10.
Andlisis de validacion

En la comparacién frente a los modelos numéricos, se
han obtenido diferentes indices para determinar la
validez de la formulacién explicita propuesta. En pri-
mer lugar, se ha calculado el error absoluto entre los
valores previstos (mediante la formulacién propuesta)
y cada uno de los modelos numéricos utilizados. Este
error ha sido determinado para los diferentes valores
de la variable adimensional x/x,, segin

o (VSP - Vmodelo)

E(%) = -100 (49)

Vimodelo

donde E(%) es el error absoluto cometido en un por-
centaje; vsp es el valor de la velocidad para la
formulacién propuesta (SP) y Vpodelo € €l valor de la
velocidad para el modelo numérico comparado (HEC-
RAS, CES o IBER).

En segundo lugar, se ha calculado, para las veloci-
dades y para la ratio de las velocidades con la velocidad
media, la raiz del error cuadratico medio (RMSE) y su
relacién con la desviacién estdndar, obteniéndose el
indice relacion de la raiz del error cuadratico mediocon
la desviacion estandar (RSR), segun las ecuaciones 50
y 51:

1 p
RMSE 10de10 = —Z (Valorsp — Valor,,wdelc,)2
=1
(50)
\/ Ele (Valorsp — Valormedeo )
RSRmodelo -

\/Z}l')zl (Valormedio_modelo - Valormodelo)2
(51)

donde RMSE,p4el0 Y RSRiodelo» sON el valor obtenido
para cada modelo comparado con la formulacion pro-
puesta; Valorgp es el valor de la velocidad o ratio de
velocidades para la formulaciéon propuesta; Valot,,ogelo
es el valor de la velocidad o ratio de velocidades para
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Tabla 1. Valoracién de RSR, adaptado de [46].

RSR Valoracién
0< RSR<O0.5 Muybueno
0.5< RSR<0.6 Bueno

0.6 < RSR<0.7 Satisfactorio
RSR > 0.7 Insatisfactorio

RSR: Relacion de la raiz del error cuadritico medio con la desviacion
estandar.

los modelos numéricos y Valor,egio_modelo €S €l valor
medio de la velocidad o ratio de velocidades para los
modelos numéricos.

RSR estandariza el valor de RMSE y permite inter-
pretarlo como un indice de error [44], [45]. RSR
varia desde el 0 (un valor 4ptimo), ligado a los
valores para RMSE =~ 0, hasta valores positivos ele-
vados. La Tabla 1 clasifica los valores de RSR aten-
diendo a su valoracién [46].

Validacion en secciones simétricas. Resultados
y discusion

Para la validacién de la formulacién propuesta, se
aplicé sobre cinco secciones potenciales diferentes
(=40y m=0,025,0.5,0.75,1). Se consider6 un
valor de hy,y, igual a 2.5 m y se desarrollé un analisis
de sensibilidad para tres coeficientes de rugosidad de
Manning diferentes (0.015, 0.030 y 0.045). Nuestro
objetivo fue de comparar la distribucion lateral de
velocidades que se puede calcular con las expresiones
explicitas propuestas con cddigos basados en métodos
numéricos contrastados.

Para todos los casos, la rugosidad se introdujo med-
iante el coeficiente de rugosidad de Manning (n,). Las
expresiones propuestas y el modelo HEC-RAS utilizan
directamente este valor para el calculo de la friccion de
fondo, mediante la féormula de Manning. El modelo
IBER calcula la tension la friccion del lecho debido al
rozamiento (7,7p,) como [33]

Ty = pCrU|UJ*; 7y = pCr U, U (52)

siendo C; un coeficiente de friccion de fondo. La
distribuciéon de este coeficiente se calcula segin la
féormula de Manning como

n?
G =gy (53)
siendo Y la profundidad del flujo para el punto de la
seccion analizado.

El modelo CES convierte internamente el coefi-
ciente de rugosidad de Manning a una distribucidén
del factor de friccion f equivalente, segin la ecuacion
de White-Colebrook [47] [48], siguiendo el siguiente
proceso:

(1) Se convierte el valor del coeficiente de Manning
(n,) a una rugosidad equivalente k;, segin

1
ky =12.27 - 10 [&WZ-“J (54)

(2) Se calcula la distribucion del factor de friccién f,
en funcion de k;/Y, seguin el siguiente criterio:

1 ks
kY <1.66  —==—-2.03 log|——— (55)
Nii 1227 Y
8  k
1.66 < k,/Y <10 f:41.3015.? (56)
ki/Y > 10 f=1.94 (57)

Mostramos en la Tabla 2 los valores utilizados en
cada uno de los modelos utilizados. Para el modelo
IBER y CES, hemos estimado un valor maximo Y,a
de 2 m, y un valor minimo Y, de 0.1 m (calado
medio, ultima subdivision).

Para el resto de las opciones, se han utilizado las que
proporcionan por defecto los cddigos hidraulicos
computacionales.

Para los modelos HEC-RAS, CES y SP (Seccion
Potencial), se han determinado las curvas Q — h. Estas
curvas proporcionan los calados normales para cualquier
caudal dado, las cuales son mostradas en la Figura 11.

En la Figura 11 se observa la gran similitud de las
curvas Q —h entre la modelizaciéon segiin SP y el
modelo numérico HEC-RAS para m > 0. Para un
mismo calado, los caudales normales asociados son
diferentes entre modelos.

Tabla 2. Valores segun los modelos. [Nota: Entre paréntesis ha sido indicada el ndmero la férmula utilizada.]

SP HEC-RAS IBER CES

Manning Darcy-Weisbach
Ng ng Cf(Ymax) Cf(Ymin) ks ks/Ymax ks/Ymin f(Ymax) f(Ymin)
0.015 0.015 0.002 0.005 0.002 0.001 (55) 0.024 (55) 0.015 0.033
0.030 0.030 0.007 0.019 0.172 0.086 (55) 1.719 (56) 0.052 0.333
0.045 0.045 0.016 0.043 0.713 0.357 (56) 7.131 (56) 0.103 1.381

CES: Conveyance Estimation System; HEC-RAS: Hydrologic Engineering Corps. River Analysis System; SP: Seccion tipo Potencial-ley;n: Coeficiente de Manning.
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Figura 11. Curvas Q — h para las secciones de validacion.

Para realizar la validacion y comparacion de las distri-
buciones lateral de velocidades, se ha determinado el
mismo caudal para todos los modelos y coeficientes de
rugosidad. Este caudal es aquel que proporciona un calado
maximo normal de 2 metros, segiin el modelo numérico
HEC-RAS. Los calados normales y velocidades medias
obtenidos para cada modelo se muestran en la Tabla 2.

Para la comparacién de la distribucién lateral de
velocidades, tanto para el modelo CES y el HEC-RAS,
la seccién ha sido subdividida en 20 partes (k =10
segun metodologia propuesta). En el modelo IBER,
fueron creados modelos bidimensionales con un
tamafio de malla igual a 1 m. Los resultados se obtu-
vieron en zonas alejadas de las condiciones de contorno,

h(m)

h(m)

0 20 40 60 80 100 120 (140/)160 180 200 220 240 260 280
Q

0 20

40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

Q(m’/s)
-=-SP HEC-RAS —CES

Param > 0 las curvas Q — h para los modelos
HEC-RAS (+++*) y SP (- -), son coincidentes.

HAVAV/

N\

para considerar condiciones de flujo uniforme. Para la
formulacién propuesta (SP), se calcularon los valores
tanto para las expresiones discretas como continuas,
aunque solo se ha graficado la continua (47), por ser
equivalentes los resultados. Tanto para el modelo
numérico HEC-RAS como para la formulacién pro-
puesta, las gréficas de distribucién lateral de velocidades
han sido graficado en los puntos intermedios de las
subsecciones. Para los modelos numéricos CES e IBER,
se representaron directamente segin la salida de resul-
tados. Se han comparado tanto las velocidades, como la
relacion v/v,, siendo v, la indicada en la Tabla 3:

Los resultados obtenidos para las velocidades se
muestran en Figura 12.
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Tabla 3. Calados y velocidades medias obtenidas segun los diferentes modelos, para el caudal indicado.

n=0.015 n=0.030 n=0.045
m 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Caudal (m3/s) 251 218 191 176 169 126 109 96 88 84 84 73 64 59 56
Calados(m) Calados(m) Calados(m)
CES 2.12 2.02 1.95 1.92 1.91 2.04 1.95 1.92 1.89 1.88 1.96 1.90 1.88 1.87 1.86
HEC-RAS 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
SP 1.92 1.99 1.99 1.99 2.00 1.93 1.99 2.00 1.99 2.00 1.93 2.00 2.00 2.00 2.00
IBER 1.99 1.89 1.89 1.85 1.83 1.93 1.93 1.89 1.85 1.83 1.95 1.93 1.89 1.85 1.83
Velocidades medias (v,) (m/s) Velocidades medias (v;) (m/s) Velocidades medias (v,) (m/s)
CES 3.11 2.86 2.63 2.46 232 1.63 1.49 137 1.26 1.18 1.13 1.03 0.94 0.83 0.80
HEC-RAS 3.13 2.87 2.54 2.30 2.11 1.63 1.44 1.27 1.15 1.05 1.04 0.96 0.85 0.77 0.70
SP 3.26 2.88 2.55 2.30 2.11 1.63 1.44 1.27 1.15 1.05 1.09 0.96 0.85 0.77 0.70
IBER 3.16 3.08 2.75 261 2.52 1.64 1.51 1.38 1.28 1.20 1.08 1.00 0.92 0.88 0.84

CES: Conveyance Estimation System; HEC-RAS: Hydrologic Engineering Corps. River Analysis System; SP: Seccién tipo Potencial-ley; n: Coeficiente de

Manning.

Las distribuciones laterales de velocidades presentan
formas muy similares para todos los modelos utilizados
(Figura 12). Los valores obtenidos para la formulacion
propuesta (SP) y el modelo HEC-RAS presentan una
gran similitud, una consecuencia de que los dos mod-
elos son conceptualmente equivalentes y no tienen en
cuenta la difusién lateral de cantidad de movimiento.
Los resultados obtenidos por los modelos CES e IBER
son también muy similares entre ellos, presentando en
general mayores valores que los obtenidos en los otros
modelos (SP y HEC-RAS).

La relacion de velocidades (v/v,) se ha representado
en funcion de la variable adimensional (x/x,) para
tener en cuenta que los valores obtenidos por los difer-
entes modelos se distribuyen en rangos diferentes de x.
El valor de x, ha sido calculado para cada seccidn,
coeficiente de rugosidad y modelo (Tabla 4).

La Figura 13 muestra los resultados obtenidos para
la relacién entre velocidades y coeficiente de rugosidad
de Manning n, = 0.030 s/m'/>.

En la Figura 13 se observa que la relaciéon de velo-
cidades es muy similar en todos los modelos utilizados.
Es de destacar que la gran similitud que presentan los
resultados obtenidos de la SP frente a los conseguidos
con el modelo CES e IBER, siendo menores si son
comparados con los del modelo HEC-RAS. Para el
resto de coeficientes de rugosidad de Manning, los
resultados obtenidos son similares.

La Figura 14 muestra los errores obtenidos para las
velocidades, segun la ecuacién 49:

Para el resto de coeficientes de rugosidad de
Manning, los resultados obtenidos son similares,
pudiéndose extraer las siguientes consideraciones:

En los limites de las secciones (x/x, ~ +1), los
errores absolutos en velocidades (49) son consider-
ables. Esto es debido a que los modelos numéricos
utilizados tienen en cuenta el perimetro mojado
exacto y la formulaciéon propuesta aproxima este

pardmetro, infravalordndolo en las subdivisiones
finales. Las velocidades obtenidas para estas zonas
son, por lo tanto, mayores. Este hecho provoca que
el error en velocidad cometido en la prediccién de la
velocidad sea positivo y de valor significativamente
mayor en las subdivisiones finales que en el obtenido
en otras zonas de la seccion.

Para zonas intermedias de la seccion, los errores dis-
minuyen répidamente. En el modelo HEC-RAS, para cual-
quier valor de m y coeficiente de rugosidad de Manning, el
error cometido esta siempre por debajo de 0.5%. Para los
modelos CES e IBER, el error en x/x, =0 y crece a
medida que va aumentando el valor de m, siendo para
un n, = 0.015 de -4.99% y de -12.46%, para n, = 0.030 de
-10.99% y -13.33%, y para n, = 0.045, de -15.62% y
-13.01%, respectivamente.

Con respecto al indice RMSE, los valores maximos
se obtienen para m =0, siendo 0.52 (n, =0.015)
para las velocidades y 0.17 (n, = 0.045) para la
relacion entre velocidades (ambas respecto al modelo
CES). Para el resto de las secciones (m > 0), los
valores mdximos disminuyen, obteniéndose 0.27
para las velocidades (m =1, n, = 0.015 y modelo
IBER), y 0.07 para la relaciéon de velocidades
(m =0.25,n, = 0.015 y modelo HEC-RAS). El valor
promedio (para todos los modelos, coeficientes de
rugosidad de Manning y secciones consideradas) es
de 0.13 para velocidades y 0.05 para la relacion entre
velocidades, lo cual indica una elevada correlacion
entre la formulacién propuesta y los modelos
numéricos utilizados.

Los valores obtenidos para el indice RSR para cada
uno de los modelos, coeficientes de rugosidad de
Manning y secciones considerados se muestran en la
Figura 15.

Como se observa en la Figura 15, en todos los casos
se obtiene en la comparaciéon de resultados una
clasificacién de Muy bueno, excepto para la seccion
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Figura 12. Distribucién de velocidades para las secciones, coeficientes de rugosidad y modelos considerados.
Tabla 4. Valores de x, para cada uno de los modelos y secciones consideradas.
n=0.015 n=0.030 n=0.045
m 000 025 050 075 100 000 025 050 075 100 000 025 050 075 1.00
P 2000 2376 2823 3357 4003 2000 2376 2826 3357 3994 2000 2378 2826 3363 39.94
HEC-RAS 2000 2515 2875 3615 4167 2000 2515 2875 3615 4167 2000 2515 2875 3615 4167
CES 2000 2373 2793 3265 3813 2000 2354 2764 3228 3768 2000 2340 2735 3199 3730
IBER 2000 2388 2752 3178 3664 2000 2376 2856 3223 3825 2000 2358 2750 3178  36.51

CES: Conveyance Estimation System; HEC-RAS: Hydrologic Engineering Corps. River Analysis System; SP: Seccidn tipo Potencial-ley; n: Coeficiente de
Manning.
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Figura 13. Distribucién de la relacién entre velocidades para las secciones y modelos considerados.

ng = 0.030 s/m'/3.

rectangular (m = 0), y en el modelo CES, que obtiene
Bueno. En el modelo HEC-RAS, los valores obtenidos
para cada valor de m son practicamente idénticos
debido a la similitud entre los modelos comparados,
no influyendo el coeficiente de rugosidad de Manning
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Resultados para

en el célculo del RSR. Para los modelos CES e IBER si
existen diferencias, ya que tanto los calados como las
velocidades medias no mantienen la misma
proporcion que la variacion del coeficiente de rugosi-
dad de Manning. Estas diferencias no suponen un
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Figura 14. Distribucién de errores para la velocidad de la formulacién propuesta respecto de los modelos utilizados, en funcién de

X/Xg. Resultados para n, = 0.030 s/m"/3.

cambio de clasificacion, ya que los valores obtenidos
estin muy por debajo del valor limite de cambio
(RSR =0.5). Los valores obtenidos para el indice
RSR indican que la formulacién propuesta representa
(tanto cuantitativamente como cualitativamente) la
distribucién lateral de velocidades para cualquier
valor de m vy el coeficiente de rugosidad de
Manning, proporcionando unas curvas de
distribuciéon de velocidades analogas a las obtenidas
por modelos numéricos mas complejos, de mayor
dificultad de uso y mayor coste computacional.

Conclusiones

El presente articulo describe la propuesta de expre-
siones explicitas para el céalculo de la velocidad y el
calado cuando el caudal que circula por las secciones
que admiten una representaciéon de tipo potencial es
conocido, con aproximaciones tanto continuas como
discretas.

El estudio del coeficiente C,,, para diferentes
valores k y m ha demostrado que su valor varia con-
siderablemente  para los valores de k< 10,
manteniéndose practicamente constante para los

valores mayores que k. Los valores obtenidos dependen
directamente del exponente m de la seccion.

Tras el andlisis bibliografico previo realizado, no se
han encontrado expresiones ni desarrollos para este
coeficiente en la literatura técnica, siendo estimado
indirectamente en expresiones generales o como coefi-
cientes sin determinar. La formulacion explicita aqui
propuesta para determinar Cc, ((39), (42) y (46)),
permite su inclusién directa en desarrollos y estudios
hidraulicos. Esta formulacién proporciona expresiones
que permiten tratar explicitamente con este parametro,
acotando su rango de wvalor, y facilitando la
interpretacion de otras variables.

Tradicionalmente, la determinacion de la
distribucién lateral de velocidades mediante expre-
siones analiticas explicitas ha sido abordada con
ecuaciones empiricas, ajustando sus coeficientes
mediante regresiones y aproximaciones matematicas.
La formulacién explicita desarrollada en el presente
articulo, y basada en el desarrollo hidraulico de sec-
ciones que admiten una representacion de tipo
potencial, permite estimar tanto cuantitativamente
como cualitativamente el perfil de velocidades, de
una manera simple y con sélo dos pardmetros para
representar geométricamente la seccion (S y m).
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Figura 15. Valores de RSR y aplicacion al criterio establecido.

La sencillez de las expresiones obtenidas permite su
utilizacién en desarrollos mas complejos, pudiendo
mejorar la interpretacion y célculo de otras variables
hidraulicas. Estas variables pueden ser: el coeficiente de
dispersion longitudinal y la optimizacién de la forma de
las secciones transversales para el disefio de canales
eficientes. Asimismo, la metodologia presentada puede
ser aplicada en otras situaciones que requieran un con-
ocimiento tanto del perfil de velocidades como de otras
variables asociadas. El analisis de validacion desarrollado
muestra que las predicciones realizadas por las formulas
propuestas, cuando son comparadas con modelos
ampliamente aceptados por la comunidad cientifico-
técnica, proponen un RMSE de 0.13, en el célculo de
la distribucién lateral de velocidades, y de 0.05 en el
célculo de la relacion de velocidades respecto a la velo-
cidad media. Estos errores dan valoraciones buenas o
muy buenas para todo el rango de ajustes analizado.

Aunque la formulacion propuesta estd obtenida para
secciones simétricas, las expresiones obtenidas pueden
ser la base para un desarrollo futuro de expresiones que
permitan la estimacion del perfil de velocidades para
secciones no simétricas y que sean capaces de repre-
sentar todo tipo de secciones reales. Estas estimaciones
podrian tener en cuenta procesos como la difusion
lateral de cantidad de movimiento, obteniendo asi

representaciones mas veraces de la distribucion de
velocidades.

Simbolos

A continuacion, se muestran los simbolos utilizados en este
articulo junto a sus respectivas unidades:

Ag: Area mojada de la seccién transversal para un
calado h, (m?);

Ap Area de la subseccién i (m?);

B: Ancho de la seccién (m);

B,: Anchura de la seccién transversal para un

calado h, (m);
it Anchura para la subseccion i (m);
Coeficiente de calculo para el caudal Q,;
Pardmetro de definicién de la seccion;
Coeficiente de correccion de la seccion;
Coeficiente de correccién de la seccion para
k — oc;
Coeficiente de célculo para el caudal Q,;
Error absoluto en velocidades;
Coeficiente de friccion de Darcy-Weisbach;
Aceleracion de la gravedad (m/s?);
Calado medio (m);
Calado (m);
Calado de estudio (m);
i Calado para la subseccion i (m);
Calado maximo (m);



h(x): Funcién explicita de calculo del calado para
cualquier valor de x (m);

: Identificador de la subseccion;

K, : Factor de transporte total de toda la seccidon

(m’/s);

K;: Factor de transporte de cada subseccién (m?/s);

k: Numero total de subdivisiones;

m Exponente de forma de la seccidén;

Ng: Coeficiente de rugosidad de Manning total para
la seccion (sm~'/3);

n;: Coeficiente de rugosidad de Manning de la
subseccion i (sm~1/3);

p: Densidad del agua (kg/m?);

Qg Caudal total circulante por la seccién para un
calado h, (m*/s);

Q;i: Caudal circulante por la subseccién i (m?/s);

QIC""; Caudal circulante por la subseccién i, corregido
por el coeficiente Cporr (m°/s);

R, Radio hidraulico total de la seccién para un

calado h, (m);

R;: Radio hidréulico de la subseccion i (m);

RMSE: Raiz del error cuadrético medio;

RSR: Relacién de la raiz del error cuadritico medio
con la desviacion estandar;

S: Pendiente longitudinal (m/m);

s: Talud lateral;

Tg ! Friccién en la superficie libre debida al roza-
miento producido por el viento segin eje x;

Toy: Friccién en la superficie libre debida al roza-
miento producido por el viento segtn eje y;

Tp Friccidn del lecho debido al rozamiento segun
eje x;

Tpy: Friccion del lecho debido al rozamiento segun
eje y;

Uy, Uy: \}elg)}cidades horizontales promediadas en pro-
fundidad (m/s);

Vv Velocidad del flujo (m/s);

Vgt Velocidad media de la seccion (m/s);

Vi Velocidad media en la subseccion i (m/s);

Vinax: Velocidad méxima en la seccion (m/s);

Vi Viscosidad turbulenta;

v(x): Funcién explicita de célculo de la velocidad
para cualquier x (m/s);

Y: Profundidad del flujo (m);

y: Eje de ordenadas (m);

Vii Ordenada para la subseccion i (m);

X: Eje de abscisas (m);

Xg Mitad de la anchura del cauce mojado para
calado h, (m);

Zp: Elevacion de la ldmina libre por encima de un
datum (m);

A Viscosidad adimensional de torbellino de

Boussinesq; y
(va)d: Tension .de Reynolds debido a las corrientes
secundarias.
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