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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo se explicard el algoritmo de De Casteljau y su importancia en el disefo
grdfico. Veremos algunas propiedades de este algoritmo Utiles en la aplicaciones précticas.

2 Objetivos

Cuando se hayan asimilado los contenidos de este documento, el alumno debe poder

o Explicar el algoritmo de De Casteljau y usar este algoritro para disenar curvas.

e Aplicar las propiedades de este algoritmo para optimizar los calculos.

3 El algoritmo de De Casteljau

3.1 Pardbolas

Comencemos con el siguiente algoritmo: Sean po, p1, P2 fres puntos en R3 (el algoritmo
también es valido si se cambia R3 por R2) y t € [0, 1]. Construimos los siguientes dos puntos:

bl(t)=(1—po+tp1,  bl(t)=(1—t)p1+ tpa.
A continuacién construimos un Gifimo punto mas:
204y — 1 1
b (t) = (1— )b, (t) + th (t).

Mira la parte izquierda de la figura 1. A medida que t varia entre 0 y 1, el punto bg(t)
describe una curva (mira la parte derecha de la figura 1). La curva bg(t) se llama curva de
Bézier asociada a los puntos po, p1, p2. Estos puntos se llaman puntos de control.

P1 P1

Po P2

Figura 1: Se muestra a la izquierda el algoritmo de De Casteljau. A la derecha se muestra la
curva de Bézier que resulta tras aplicar el algoritmo.

Este algoritmo se puede escribir de forma matricial: sean po, p1, P2 tres puntos de R? o R3
(los consideraremos columnas). Como
1-t O

[ bi() bl) |=[ A—tpo+tpr (1—-Dpr+tp2 |=[ po P1 P2 ]| t 1-t
0ot

b2(t)=[ bl(t) bL(®) ][ Ht }
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entonces

1—t 0
1—-t L
bé(t):[po p1 pz] t  1—t [ } [po P1 P2 ] (ecuacion 1)
0

lo que proporciona
b2(t) = (1—1t)?po + 2t(1 — t)p1 + t*p2. (ecuacion 2)

Por tanto, la curva de Bézier asociada a los puntos pg, p1. P2 €5 una pardbola. Observa
también que se cumple b2(0) = po y b2(1) = p2. Mirala figura 1.
¢Hay alguna relacidén entre los segmentos pop1. p1p2 Y la pardbola? Parece que ambos
segmentos son tangentes a la pardbola. Vamos a comprobar este hecho. Para ello, usare-
mosquesir:[a, b] — R? es una curva, entonces un vector tangente a la curva en el punto
r(to) es el vector r’(tg). Si usamos la ecuaciéon 2, entonces como bS(O) =poYy

db2 db?2

—dto=2(t—1)p0+(2—4t)p1+2tp2 = d—to =—2po + 2p1 = 2PoP1,

t=0

- .
el vector pop1 es tangente a la curva bg(t) en po. De la misma manera se prueba que el
segmento p1p2 estangente ala curva en pa.

Ejemplo: Jamos a dibujar (aproximadamente) el primer cuarto de la circunferencia x?2 +
y?2 =1 mediante una pardbola de Bézier.

Como los puntos inicial y final del primer cuadrante de la cir-
cunferencia son (1, 0) y (0, 1), entonces definimos po = (1,0) y
p2 = (0, 1). Ahora falta determinar p1. Como el segmento pop1
es tangente al arco de circunferencia que queremaos aproximar,
entonces p; estd enlarectax =1. Y como el segmento p1p2 es
tangente al arco de circunferencia, entonces p1 estd en larecta
Figura 2: Un cuarto de y = 1. por tanto, p1 = (1, 1). En la figura 1 puedes ver estos tres
circunferencia. puntos de control junto la pardbola.

3.2 Algoritmo general de De Casteljau

Si se quiere una mayor flexibilidad, hay que aumentar el nUmero de puntos de control. Esto
se logra modificando el algoritmo descrito anteriormente.

Dados los n + 1 puntos po, P1,.-.,Pn Y t €[0, 1], en primer lugar se calculan n puntos
b/(t)=(1-t)pi+tpis1,  (=0,...,n—1.

A continuacién se calculan n — 1 puntos
b?(t)=(1-t)b}(t)+th}, (1), i=0,...,n—-2.

Y asi progresivamente hasta calcular
b () = (1—t)b]~1(t) + tb]~1(1).

Este algoritmo se ve mejor si se pone en forma friangular, como en la tabla siguiente con

cuatro puntos iniciales.
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Po

N
P1 — b}=(1-t)po+tp1
N N
p2 — bl=(1-tp1+tpz — bj=(1—-t)b}+th]
N N N
Pz — bl=(1-0p2+tps — bi=(1-t)bl+thl — b]=(1-1t)b]+th?
Los puntos po, ..., pn s€ llaman puntos de
P1 control y la curva final se llama curva de
Bézier asociada a los puntos po, ..., Pn.

P2

Po P3

Figura 3: El algoritmo de De Casteljau en accidn
para dibujar una cubica de Bézier (cuatro pun-
tos de conftrol).

que serd denotada en lo sucesivo por
B[ po,...,pnl(t) o bien por B(t) cuando
no haya confusidén. Mira la figura 3.

En la figura 4 se han dibujado varias cur-
vas de Bézier con cuatro puntos de con-
tfrol. Podemos observar que la curva
de Bézier es una especie de versidn
suavizada de la poligonal que une los
puntos de control.

La representacion matricial es andloga a

la ecuacién 1. Con cuatro puntos de control esta representacion es

1-t 0

£t 1-t

B=[po p1 P2 P3 || ,
0 0

(1-1)?

3t(1—1t)?

=[pPo P P2 P3 = 3t2(1—t)

t3

porlo que

0
1-t 0
0 ¢ 1—¢t 1-t
1-t 0 ¢ t
t

’

B[po, P1, P2, P31(t) = (L —t)3po + 3t(1—t)?p1 + 3t3(1 —t)p2 + t3p3. (ecuacion 3)

/
- — — —

Figura 4: Varias clbicas de Bézier.

Observa que una curva de Bézier asociada a tres puntos es un polinomio de grado 2 y una
curva de Bézier asociada a cuatro puntos es un polinomio de grado 3. En general, una
curva de Bézier asociada a n + 1 puntos es un polinomio de grado n.

Ejemplo: Vamos a dibujar la zona sombreada de la parte izquierda de la figura 5. Para
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ello, la ubicamos en un sistema de coordenadas sencillo y sean

oo o3 e[ 1) e[3]

los puntos que definen los ejes (mira la parte derecha de la figura 5).

Figura 5: Un uso de las clUbicas de Bézier.

Cojamos un punto del segmento ab y otro del segmento bc; por
ejemplo (1,0.5) y (3, 1): estos puntos son el primero y el Ultimo
de los puntos de control. Ahora falta ubicar p1 y p2. Si queremos
que la fangente a la curva en pg sea paralela al segmento bc,
enfonces p1 tiene que estar en la recta que pasa por po y Cuyo
vector director es E:) = c—b = (2,0). Es decir, p1 tiene que
ser de la forma p1 = po + Abc = (1 + 2A,0.5) siendo A € R.
Similarmente, p> tiene que estar en la recta que pasa por p3 y Figura 6: Figura para el
con vector director ab = b—a = (2, 1), es decir, p2= p3+u§5 = problema 3.

(3+ 2u,1+ u),siendo u € R. Ahora basta jugar con los nUmeros A y u para elegir los mds
estéticos. En la figura 5 se han elegido p; = (1.5,0.5) y p2 =(2.5,0.75). &

Problema 1 Diseria una curva como la de la figura 6 por medio de una cubica de Bézier.
Las lineas discontinuas son paralelas y horizontales.

La siguiente funcién de Octave dibuja la curva de Bézier asociada a n puntos de R2.

function castel(P)
[m,n] = size(P);
X = zeros(1l,21); y = zeros(1,21); i = 1;
for t = 0:0.05:1
B =P;
for k = n-1:-1:1
ceros = zeros(1,k);
C = [(1-t)*eye(k);ceros] + [ceros;txeye(k)];
B = BxC;
end
x(1) = B(1); y(i) = B(2); 1 = i+1;
end
plot(x,y, 'linewidth’,4); hold on
plot(P(1,:),P(2,:),'.r", 'markersize’,20)
plot(P(1,:),P(2,:),'g’, linewidth’,2)
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Y ahora viene la explicaciéon. Si gueremos infroducir la curva de Bézier asociada a los pun-
tos Po, P1,-.., Pn—1 tenemos que introducir castel (P), donde P es una matriz con dos
filas y n columnas, siendo la columna i-ésima el punto p;. Por ejempilo, si se quiere dibujar
B[po, P1, P2, pP3]. donde po = (1, 0), p1 = (0, 2), p2 = (3, 3), p3 = (2, 0), entonces se debe
infroducirP = [1 0 3 2; 0 2 3 0]; cast(P).

El nUmero de filas de P es m (si el usuario ha infroducido bien la matriz, enfonces m=2) y el
ndmero de columnas es n (el nimero de puntos). La curva B[ po, . .., pn—1]1(t). al ser de R?,
es de la forma (x(t), y(t)). Se van a dibujar los 21 puntos (x(0), y(0)). (x(0.05), y(0.05)),
... (x(1), y(1)). Por eso se inicializan los vectores x e y; y en cada vuelta del bucle externo
(el de t) se calcula una nueva componente de los vectores x e y. Para entender el resto,
fjemos un t concreto y un valor sencillo de n, por ejemplo n = 4. Si

1-—-t 0
t 1-—-t 0 1—-t
Cz= 0 ; 1—t |’ Cr = t 1—-t |, Cl—[ ; :|,
t
0 t

entonces B[ po, P1, P2, P21(t) = [Po, P1, P2, P3]C3C2C1. que se calcula recursivamente
por medio de

[Po, P1, P2, P3]C3 = ([P0, P1, P2, P3]1C3) C2 = ([P0, P1, P2, P3]1C3C2) Ch.

Este es el objeto de la linea B = BxC. En cada iteracion del bucle de k se halla la matriz C,

que corresponde a las matrices C3, C y Cy escritas antes. Para entender la linea
C=[(1-t)*eye(k);ceros] + [ceros;txeye(k)];

observemos que para Cs se tiene

100 000
010 1 0 0
G=0-91 45 ¢ 1 [*t 01 0
0 0 0 00 1

Fijate que antes se ha definido el vector ceros como el vector nulo fila de RX.

Los siguientes enlaces de Geogebra muestran el algoritmo de De Cateljau para dibujar
pardbolas y clbicas.

https://www.geogebra.org/m/qv5udf77
https://www.geogebra.org/m/zhbzhwwg

Curvas de Bézier y polinomios de Bernstein

Es conveniente tener una forma explicita para estudiar las propiedades de estas curvas. Sea

te[0,1]. Se definen las siguientes matrices: P = [ Po P1 ‘** Pn-1 Pn ]y
[1-t 0 o - 0O 0 ]
t 1-t O 0 0
t 1—-t - 0 0
CctH)= , , , . , , =tL+ (1—8)nt1, (ecuacion 4)
0 0 0 1-t O
| O 0 0 t 1—t |
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en donde L es la matriz cuadrada de orden n + 1 con unos en la diagonal inferior a la
principal y el resto de sus entradas nulas. Como

PC)=[ (1-tpo+tp1 (1—0)p1+tpz -+ (L—t)pp-1+tpn (1—0)pn |,

las n primeras columnas de PC(t) producen los n puntos tras la primera etapa en el algoritmo
de De Casteljau. Las n— 1 primeras columnas de (PC(t))C(t) = PC(t)? producen los n —1
puntos tras dos estapas del algoritmo. Y asi sucesivamente. Por tanto

B[ po, P1, ..., Pn]l(t) = la primera columna de PC"(t). (ecuacion 5)

Luego hay que calcular C(t)" = (tL + (1 — t)I»4+1)". Se puede probar que si A y B son matri-
ces tales que AB = BA, entonces (A+B)" =37 _, (WAKB=k (esta es la férmula del binomio
de Newton). Por lo que si denotamos BJ(t) = (WK1 —t)"=k, entonces

PC(t)" = P(tL + (1 — t)[p41)" = sz(:) (DtkLk(l —t)nk = I(Z(:)BZ(t)PLk.

Y por tanto,

n
B[po,P1,..., Pnl(t) = Z B} (t) (la primera columna de PLK).
k=0

Es evidente que la primera columna de PLY es pg puesto que L =1,,1. Es facil comprobar
que la primera fila de PLK es pk para k € {0, ..., n}. Esto permite probar que si se define

B7(t) = 4 tk(1—t)n—k k=0,1 n
k —_— k 7 - ’ 7y ’

entonces
n
B[P, ....Pnl(t) = > BI(t)px. (ecuacion 6)
k=0
] N
Problema 2 Comprueba, por medio de la ecuacion 6, que
B[po, p1. P21(t) = (1 — t)?po + 2(1 — t)tp1 + t2p
Y
L B[po, P1. P2, P31(t) = (1 —t)°po + 3(1 — t)%tp1 + 3(1— )t?p, + t3ps3. )

Los polinomios BQ(t) que han aparecido han sido muy estudiados y se llaman polinomios de
Bernstein.

Propiedades de las curvas de Bézier

5.1 Invarianza afin

Las aplicaciones afines juegan un papel importante en el diseno de objetos, pues a menudo,
éstos deben ser trasladados, girados, escalados, ...

Supongamos que hemos dibujado la curva de Bézier B[ po, ..., Pn]. A continuacién que-
remos dibujar la imagen de esta curva mediante una aplicacién afin T : R — R™. La
invarianza afin permite resolver este problema de dos modos:
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1. Calcular la imagen por T de los puntos de la curva ya dibujada.

2. Primero calcular T(po),..., T(pn) Yy luego dibujar la curva de Bézier asociada a los
puntos de control T(po), ..., T(Pn).

Normalmente es mdas comodo en la practica la segunda opcidon. Veamos

un ejemplo de la utilidad de esta propiedad: Vamos a dibujar mediante cur-

vas de Bézier un corazdn como el que se muestra a la derecha: dibujare-

mos primero una parte y luego su simétrica. Optamos por una cldbica (de

hecho, las clbicas de Bézier han demostrado ser lo suficientemente flexibles

para modelar bien la mayor parte de las curvas). Tras unos PoCcos ensayos fomamos como
puntos de control

To [15 [ o To
Po=| o |- P1=| 15 | P25 145 |- P35 1 |/

produciendo |la curva que se muestra a la izquierda.

A continuacién, simetrizamos la curva respecto el eje x = 0.
Es frivial observar que esta simetria es T(x, y) = (—x, y). Por la
propiedad de la invarianza afin, basta simetrizar los puntos de
control: T(po) =(0,0). T(p1) =(—1.5,1.5), T(p2) =(0,1.75) y
T(p3) = (0, 1) y después, dibujar la curva de Bézier cuyos puntos
de control son T(po), T(P1), T(p2),. T(p3). En la figura siguiente
(izquierda) se han dibujado las dos curvas juntas con los puntos
de control y a la derecha sin los puntos de control.

— @ —
|
|

Problema 3 ;Cudles son los puntos de control de las curvas de la figura 7 si los puntos
inferiores de los tres corazones son (0, 0), (1.25, 0.5), (2.5, 1)? ;Qué es lo que se tiene
que hacer para dibujar un corazén en miniatura?

v

Figura 7: Un corazén, varios trasladados suyos y una version escalada.

5.2 Interpolacion inicial y final

La curva de Bézier pasa por el primer y Ultimo punto de control.
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5.3 Vectores tangentes

En el diseno grafico es importante saber calcular tangentes a las curvas de Bézier, es decir
tenemos que saber simplificarl

%B[po, oo, Pn] (D).

Si nos fijamos en la figura 8, observamos que el seg-
mento que une los pendltimos puntos calculados en el
algoritmo de De Casteljau es tangente a la curva de
Bézier, luego el algoritmo de De Casteljau calcula la
tangente sin coste extra. Observa que esto generali-
za al hecho de que los segmentos pop1 Y Pn—1Pn SON
tangentes a la curva B[ po, P1,....Pnl(t) en po v Pn.
respectivamente.

Figura 8: El algoritmo de De Castel-
jau también calcula tangentes.

SiP=[po P1 -+ Pn]Yy C(t) estd definida en la ecuacioén 4, como B[ po, P1,--., Pn](t) es
la primera columna de PC(t)", entonces si e1 es el primer vector de la base candnica de
R"*1, se cumple B[ po, ..., pn](t) = PC"(t)e1. Usamos la formula

>

(An)/ — Ak—lA/An—k

k=1
y en particular, si A y A’ conmutan, entonces (A")’ = nA"1A’. Como C(t) = tL+ (1 —t)In41.
entonces C(t) conmuta con C’ =L —1I,41. Porlo que

%B[po, ...,pnl=P(nC""1C")e1 =nPC"" (L —Ir+1)e1 = n[PC"~'Le; — PC"le;].
Observa que Le; = e, y por tanto, PC"~1Le; = PC"le; es la segunda columna de la
matriz PC"~1. También debes observar que, asi como la primera columna de PC" produce
el Ultimo punto del algoritmo de De Casteljau, las dos primeras columnas de PC"~1 pro-
ducen los pendltimos puntos del algoritmo de De Casteljau. Es decir, PC"~1Le; —PC"le; =
PC"—le, — PC"~le; es el vector que une los dos pendltimos puntos calculados en el algo-
ritmo de De Casteljau.

Ejemplo: Vamos a dibujar aproximadamente una circunferencia usando cubicas de Bézier.

Supongamos que la circunferencia estd cenfrada en
el origen y tiene radio 1 (luego veremos qué hacer en
el caso general). Debido a la simetria de la circunfer-
encia, basta dibujar un cuarto de la circunferencia, el
cual lo supondremos en el primer cuadrante.

El objetivo es hallar los puntos po, p1, P2, P3 tales que
r = B[po, p1, P2, P3] es la clbica buscada (mira la
figura 9). Ya que el inicio del cuarto de circunferencia Figura 9:  Aproximacion de un
es (1,0) y el final es (0, 1), exigiremos po = (1,0) Y ~yarto de circunferencia.

ps =(0,1).

lysaremos indistintamente la notacién df/dt o f/ para la derivada.
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Como la fangente en (1, 0) es vertical, exigimos que p1 estd en la recta vertical que pasa
por po. es decir, p1 = (1, A) para algdn ndmero A. Por simetria, se exige también p, = (A, 1).

Por tanto, solo hace falta determinar A. Forzamos que el punto que estd en la mitad
de la curva de Bézier pase por la mitad del cuarto de circunferencia, es decir r(1/2) =
(¥/2/2, ¥/2/2). Si usamos la ecuacion 3, r(1/2) = ((4 + 31)/8, (4 + 3A)/8), luego v2/2 =
(4 + 3))/8. Y tras despejar A, obtenemos A = 4(¥/2 —1)/3 ~ 0.55228.

Ahora falta simetrizar la figura y para ello
aplicamos la invarianza afin. Los cuadran-
tes que faltan por dibujar son el segundo, el
tercero y el cuarto que se obtienen respec-
tivamente a partir de las simetrias S1(x, y) =
(=x,y), S2(x,y) = (=x,—y). S3(x,y) =
(x,—y). Por tanto, simetrizamos los puntos
de control gue hemos usado para dibujar el
primer cuarto de circunferencia.

Figura 10: Aproximacioén de una circunferen-
cia por una cUbica de Bézier.

Luego hay que dibujar las tres siguientes cur-

vas de Bézier: B[(—1,0),(—1,A),(=A, 1),(0,1)]. B[(—1,0),(-=1,—A),(—A,—-1),(0,—1)] vy
B[(—1,0),(—1,A), (—A, 1), (0, 1)]. respectivamente.

El resultado puede verse en la figura 10. A la izquierda se han dibujado las cuatro clbicas
con sus puntos de control y a la derecha la misma curva sin los puntos de control. B

Problema 5 El resultado del ejemplo anterior es practicamente indistinguible de una
circunferencia. Pero vamos a comprobarlo numéricamente. Sea B[ po, P1, P2, P3](t) =
(x(t), y(t)). Calcula (con Octave) x(t)? + y(t)2—1 parat =0,0.05,0.1, ..., 0.95,1. £
valor

maéx{|x(t)? + y(t)>—1|:t=0,0.05,0.1,...,0.95,1},

que indica el error maximo debe salirte 0.00054259, un valor realmente pequeno.

Ejemplo: Veamos coémo dibujar la circunferencia C, centrada en el origen y de radio r,
sabiendo que los puntos de control de C1 ya estdn hallados. Como C, se obtiene aplicando
la homotecia H(x) = rx a Cy, entonces para dibujar C, basta aplicar H a los puntos de
control que permiten dibujar C1. Concretamente, para dibujar el primer cuadrante de Cr,
los puntos de control son (r, 0), (r, rA), (rA, r) y (0, r). El resto de los cuadrantes son andlogos.

Y ahora veamos cémo dibujar la circunferencia centrada en q = (g1, q2) y de radio r
(lamémosla Cqr). Si T es la traslacion T(x) = x + q, entonces T(Cr) = Cqr (si trasladamos
Cr, obtenemos Cgqr). Por lo que para dibujar Cqr basta trasladar los puntos de control que
permiten dibujar C,. Concretamente, para dibujar el primer cuadrante de Cqr, l0s puntos
de controlson (r+q1,92). (r+qi,rA+q2). rA+q1,r+92)y (g1, r+qz). &

Ejemplo: Sean pg. p1. p2 Y p3 10s puntos de control usados para dibujar aproximadamente
la parte de la circunferencia x2+y2 = 1 contenida en el primer cuadrante (mira la figura 11).

Vamos a dibujar la elipse x2/a2 + y2/b? = 1. Esta elipse es es la imagen de la circunferencia
x2 + y?2 = 1 por medio de la transformacion A(x, y) = (ax, by). Por tanto, los puntos de
control para dibujar la elipse de forma aproximada son A(po). A(p1). A(p2) Y A(p3). Mira
denuevo lafigura11l. &
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A Alp3) A(()I?z)

Figura 11: Una aplicacién de la invarianza afin para dibujar elipses.

5.4 Pseudocontrol local
¢, Qué ocurre si se mueve un punto de control? Sean las curvas

rl(t) = B[pO, co s Pk=1, Py Pk+1, 001, pn](t)/ r2(t) = B[pOI e Pk=1, A, Pk+1s -0, pn](t)

Observa que r; se obtiene a partir de r; moviendo el k-&simo punto de control. Vamos a
estudiar la expresion ra(t) — ri(t), gue mide la diferencia entre ambas curvas:

k—1 n k=1 n
ra(t)—ri(t) = (Z B;(t)p; + BL(t)q + ZB;(t)p,-) — (Z B;(t)p; + BY(t)p + ZB,-(t)p,-)
j=0 j=k j=0 j=k
= B{(t)(a—p) = BY(1)P4.

¢, Qué significa esta Ultima expresion? Veamos un ejemplo en la figura 12.

Figura 12: Como afecta el movimiento de un punto de control a una curva de Bézier.

Observa que ra(t) — ri1(t) es un multiplo escalar de ﬁ (mira la parte de la derecha de
la figura 12). Pero ademds, |[r2(t) — ri1(t)]] (que mide la distancia entre las curvas punto
a punto) es variable y se hace mds grande alrededor del punto de control que se mueve
(para un estudio mas profundo, habria que calcular los extremos de la funciéon BZ(t) en el
intfervalo t € [0, 1], es decir, habria que estudiar dBQ(t)/dt).
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