1. Introduccién

Las técnicas de levantamiento de obras
arquitecténicas estin en continuo cam-
bio favorecidas por el uso de nuevos
aparatos que permiten, en muy poco
tiempo, conseguir una gran cantidad
de informacién con precisiones simila-
res a las determinadas con instrumen-
tal topografico de uso comin como las
estaciones totales 1. Los diferentes ti-
pos de aparatos se adaptan a las ca-
racteristicas del levantamiento permi-
tiendo trabajar a diferentes distancias,
desde pocos decimetros para pequefias
esculturas o piezas arqueoldgicas, a cen-
tenares de metros para el control mé-
trico de conjuntos monumentales,
adaptandose a las precisiones reque-
ridas para definir de forma éptima al
objeto segun su tamafo y forma.

El sistema mas utilizado para este ti-
po de levantamiento estd basado en la
captura de posiciones espaciales, pun-
tos en 3d, mediante la lectura de dis-
tancias que producen los escaneres la-
ser de tipo terrestre aplicando barridos
sistematicos. Esta técnica de barrido l4-
ser, utilizando sensores terrestres, per-
mite adquirir cantidades masivas de
puntos con precisiones milimétricas de
1na manera mAs rApida que las téeni-
cas habituales de levantamiento.

El resultado del levantamiento con
este tipo de sensores es un conjunto de
diversas “nubes de puntos” 2 que re-

cogen la geometria del objeto, que es
necesario relacionarlas entre si me-
diante referencias locales o absolutas
para obtener un conjunto posiciones
3d uniforme y muy preciso.

Los sistemas graficos informaticos,
adaptados para la gestion de este tipo
de datos, facilitan los procesos de de-
terminacion y registro 3 de las “nubes
de puntos”, (datos de posicion en tres
dimensiones de los objetos). Una vez
controlada esta etapa, estos sistemas
permiten elaborar el modelo virtual,
mediante la triangulacién de las posi-
ciones 3d obtenidas utilizando los sis-
temas de generacién de mallas. A par-
tir de esta primera solucién formal, es
posible utilizar diferentes tipos de en-
tidades tridimensionales para elaborar
el modelo virtual del objeto escanea-
do. Se pueden aplicar de diferentes ma-
neras de resolver su forma virtual, se-
gin las necesidades de aquello que se
quiera obtener de él, y el resultado pue-
de ir desde un simple modelo 3d a co-
lores, hasta un detallado anilisis de
precisién del comportamiento del ma-
terial de sus superficies.

El objeto de este articulo es expli-
car los problemas y posibles solucio-
nes que 5© Producen °n un Proceso de
levantamiento arquitecténico sobre
todo debido a las limitaciones que ac-
tualmente tienen los programas in-
formaticos, propios de estos procesos,
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para generar las formas bdsicas de un
modelado tridimensional.

En este tipo de programas se sue-
len integrar las formas geométricas
mds comunes de los trabajos de inge-
nierfa y arquitectura (como el plano,
el cilindro, el cono,...) pero no tienen
en cuenta superficies mas complejas
que en muchas ocasiones permitirian
determinar formas particulares que
se producen en la construccion o en
disefios de arquitectura especiales. Es-
te problema tiene su origen en el tipo
de aplicaciones a la que estdn desti-
nados, fundamentalmente el control
de calidad en la produccién o el con-
trol de funcionamiento de grandes
plantas industriales. Los problemas
que pueden aparecer en edificios cu-
yo disefio integra formas libres 4, no
permiten la aplicacién inmediata de
este tipo de programas y requieren
soluciones particulares para el con-
trol de su modelado tridimensional.

Este trabajo muestra la metodolo-
gia utilizada para obtener y modelar
la superficie interna de una parte del
ventanal de la nave central del tem-
plo de la Sagrada Familia. Este pro-
ceso de ingenieria inversa permitira
optimizar la fabricacién de nuevos
ventanales para la obra del templo de
la Sagrada Familia.

El proceso se desarrolla en cuatro
pasos: captura de datos espaciales, se-
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Fig.1. Ventanal objeto de estudio.

leccion vy filtrado de estos datos, ajus-
tes de la forma de la superficie y re-
presentacion grafica tridimensional.

2. Objetivo del trabajo

El modernismo es una de las corrien-
tes arquitecténicas mas importante en
Catalufa en el siglo XX, y Antonio
Gaudi su principal representante. Uno
de los trabajos mds singulares de este
arquitecto es el templo de la Sagrada
Familia actualmente en construccion,
donde aparece el tema de nuestro es-
tudio, el interior de un ventanal de la
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nave principal del lado que corres-
ponde a la Fachada de la Pasion.
Este ventanal estd compuesto por
elementos prefabricados de piedra ar-
tificial que componen las diferentes
piezas de las superficies que lo con-
forman. Las formas geométricas que
se utilizaron al definir su forma fueron
superficies cuadraticas y superficies
planas cuya composicion alcanza unas
dimensiones de 12 metros de ancho
por 16 metros de altura (figura 1).
La finalidad del trabajo efectuado
fue conseguir un modelo virtual com-
pleto similar al de la ventana real cons-

truida. Para ello se propusieron dos ca-
minos de actuaciéon. Un primer cami-
no de tipo geométrico basado en la de-
terminacion de secciones planas de la
superficie aprovechando las “nubes de
puntos” tridimensionales. Este proce-
dimiento terminaba de definir la for-
ma final de la superficie, obteniendo
lineas rectas de la superficie a partir de
estas secciones planas aplicando un
jucgo proycctivo basado cn la regla ge-
neral de las superficies regladas.

Un segundo camino de tipo mate-
matico permiti6 establecer las super-
ficies que componen el conjunto a par-
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tir de la utilizacion de las ecuaciones
generales de las superficies cuadraticas
ajustadas por minimos cuadrados. Una
vez clasificadas estas superficies gene-
rales se obtuvo su geometria, posicion
y tipo de superficie (hiperboloide, pa-
raboloide...) y con ello los parametros
necesarios para su generacion virtual.

En ambos casos el proceso se com-
pleto con el estudio de las metodolo-
gias para la elaboracion de las super-
ficies tridimensionales a partir de los
parametros que las definen. El desa-
rrollo de este trabajo se llevo a cabo
aplicando un sistema de control para-
métrico unico para todas las superfi-
cies del ventanal, para poder que con-
trolar el comportamiento de cada parte
respecto al conjunto, lo que permitio
realizar un anilisis completo del obje-
to de estudio y a su vez determinar un
modelo ideal partiendo de la toma de
datos del modelo real.

3. Captura de datos

En el caso estudiado se utilizaron dos
tipos de sistemas topograficos para la
captura de datos espaciales. El pri-
mero de ellos responde a un tipo de
trabajo discreto con identificacién de
detalles por parte del operador, el cual
captura los puntos significativos y de
relleno, empleando las estaciones to-
tales de medida con ldser Leica 703,
y Topcon GPT 7000. En el segundo
caso la toma se realiza de forma au-
tomadtica capturando de forma ma-
siva una “nube de puntos”, donde el
operador Unicamente selecciona la
ventana de captura y la resolucién es-
pacial, no produciéndose una selec-
ci6én de puntos en funcion de la cali-
dad y representatividad de los

mismos, en este caso se emplearon los
sensores laser escaner Cyrax 2500 y
Riegl LMS-Z420i.

La distancia de trabajo en ambos ca-
so fue de aproximadamente 45 metros
ya que tanto las estaciones, topografi-
cas como los laser escaneres, se situa-
ron frente al ventanal, en una platafor-
ma estable en el balcén situado al otro
lado de la nave, de este modo se evita-
ba tener visuales cuya inclinacién pro-
dujera un error superior al estimado en
principio como tolerable en la deter-
minacion de cada uno de los puntos.

En el primero de los casos (radia-
cion topografica) dnicamente se rea-
liz6 una captura discreta de la infor-
macioén espacial, definiendo los

Fig. 2. Toma de datos topografia.

bordes, los cambios de pendiente, y
puntos en cada superficie para tener
suficiente redundancia, para poder
ajustar correctamente cada cuddri-
ca de forma independiente. Debido a
la falta de visibilidad, por los ele-
mentos situados en planos anteriores
que ocultan parte del ventanal, el ni-
mero de puntos capturados no es ex-
cesivamente elevado en alguno de los
elementos (de algunas decenas de
puntos) (figura 2).

En el segundo caso tenemos “nubes
de puntos” que serd necesario unir pa-
ra tener el modelo global del ventanal
en el caso de trabajar con el modelo
de la casa Cyrax puesto que el sensor
Riegl permitia obtener en un solo ba-
rrido toda la superficie de la ventana.
Al igual que en el caso de topografia
cldsica alguno de los elementos quedo
representado por un nimero de pun-
tos poco elevado debido a la imposi-
bilidad de medir la superficie al estar
oculta por otros elementos (sin em-
bargo, en general, el nimero de pun-
tos es muy superior) (figura 3).

Otro de los trabajos realizados en
campo, y necesario para poder rela-
cionar las “nubes de puntos” tomadas
mediante estacion total y escaner 1a-
ser, fue la toma de puntos de control
que permitieran realizar la transfor-
macion entre los sistemas de coorde-
nadas a los que estaban referenciados
uno y otro trabajo. En este caso y pa-
ra tal fin se dispusieron puntos de con-
trol materializados por dianas planas
y cilindros de alta reflectividad, de los
que se disponian coordenadas en el sis-
tema establecido por topografia, eje x
en la direccion de la nave, eje z verti-
cal y eje Y ortogonal a ambos y al ven-
tanal (figura 4). A partir del conoci-
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Fig. 3. Toma de datos scanner.

miento de las coordenadas en dicho
sistema y las correspondientes a la “nu-
be de puntos” obtenida por ldser es-
caner se calcularon los parametros de
transformacioén tridimensional de se-
mejanza 5 que nos permitia llevar la
“nube de puntos” (referenciada a un
sistema arbitrario) al sistema ante-
riormente descrito.

Tanto en el caso topografico clasi-
co como en la captura de datos por ba-
rrido ldser la posicion de los puntos
capturados estd afectada por los erro-
res producidos en la medida de angu-
los y distancia, siendo este tiltimo el de
mayor magnitud para la distancia de
trabajo en nuestro caso. Para ambos
casos la magnitud del error en distan-
cla esta entorno a Smm.

4. Filtrado de los datos

Para un mejor tratamiento y compa-
racion de los resultados obtenidos por
ambos métodos se dividié el ventanal
en diferentes superficies con las que se
trabaj6 de forma independiente.

En el caso topografico este trabajo
era comodo al tener definidas las su-
perficies y sus contornos, cambios de
pendiente,... con un identificador para
cada punto. Lo cual es totalmente im-
posible con la utilizacion del ldser es-
caner por lo que se hace necesario un
trabajo de depuracién y tratamiento de
la “nube de puntos™ inicial mucho mds
laborioso y costoso. La manipulacién
de esta gran cantidad de datos es uno
de los problemas que plantea este tipo
de sistemas de medida, que serd nece-

Fig. 4. Ejes de coordenadas.

sario resolver en un futuro proximo si
queremos que el trabajo con sensores
de captura masiva sea realmente efec-
tivo. Ademads, se ha de tener en cuenta
que cualquier error en la depuracion,
dejando puntos que no pertenezcan a
una superficie, nos conducira al ajuste
de una superficie errénea, ya que al tra-
bajar en la mayoria de los casos con una
resoluciéon muy alta se encontraran es-
tos puntos en gran cantidad, dificul-
tando su localizacién incluso mediante
la utilizacién de filtros estadisticos co-
mo veremos en el siguiente epigrafe.
Otro factor a considcrar cs la co-
rreccion de errores ocasionado por di-
ferentes factores que afectan a la sefial
como son el material de la superficie re-
flectante, color de la misma, rugosidad.,...
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que en casos especiales pueden presen-
tar valores muy importantes (Schulz T.
et al., 2004) (Nuiiez A. et al., 2005).
Por tanto, sera muy importante es-
tablecer la metodologia necesaria pa-
ra separar las diferentes superficies,
puesto que en caso contrario, podemos
obtener superficies erréneas al ser muy
dificil la deteccién de los puntos equi-
vocos al encontrarse en gran cantidad.

5. Ajustes de superficies

La posibilidad de la determinacion de
superficies regladas alabeadas a partir
de los datos requiere de un conoci-
miento a fondo de la geometria y la
matematica analitica utilizada por los
programas de CAD.

Se plantean dos vias de ajuste de
superficies a los puntos. La primera,
eminentemente grafica, requiere de la
determinacién de curvas en la super-
ficie. La segunda se obtiene a partir
del andlisis matematico y la determi-
nacion de las ecuaciones paramétri-
cas de la superficie.

6.1. Proceso Geométrico

Con la base de datos obtenida me-
diante la captura y el filtrado de pun-
tos del ventanal, como primera alter-
nativa, se estudio la manera de definir
las diferentes superficies del conjunto
a través de un procedimiento geomé-
trico. Para restringir el campo de ac-
tuacion se dieron dos premisas: las su-
perficies deberian ser regladas y de
segundo grado. A partir de estas dos
condiciones, como primer paso, se rea-
liz6 la seleccion de un grupo puntos de
una de las superficies del conjunto con
la intencion de determinar tres curvas

por el centro de

planas que deberian pertenecer a la fa-
milia de las conicas.

El método empleado para la selec-
cién de los puntos de una curva plana
de la superficie, se realizé separando
aquellos puntos del proceso de escane-
ado que corresponden al barrido de un
paso del ldser escdner 6. Mediante la in-
terpolacion de los puntos seleccionados
se trazo el arco de una curva de segun-
do grado. Para definir los elementos que
determinan a este tipo de curva, (cen-
tro ejes, vértices...), fue necesario apli-
car la simetria afin. De esta manera,
se pudieron trazar tangentes y perpen-
diculares a la curva [Sanchez Gallego,
19971, indispensables para obtener su
trazado completo.

La dcterminacidn de las generatrices
rectas que pertenecen a superficies ala-
beadas de segundo grado, se resolvié
mediante la proyeccién de una de sus
curvas, (obtenida con el procedimien-

Fig. 5. Obtencion de curvas planas y generatrices.

Curvas proyectadas

to que se ha expuesto), sobre el plano
que contiene a otra curva cualquiera de
la misma superficie. Para realizar esta
proyeccién, se utilizé6 como centro de
proyeccion un punto que también per-
teneciese a la superficie. De esta mane-
ra, uniendo el punto de proyeccién con
el punto de interseccion entre la curva
proyectada y una de las curvas de la su-
perficie se pudo determinar una gene-
ratriz recta de la superficie [Izquierdo
Asensi, 1992] 7. Repitiendo este proce-
dimiento tres veces, se pudieron obte-
ner tres generatrices rectas de la super-
ficie. Estas tres generatrices permitieron
determinar el paralelepipedo asintoti-
co de una superficie reglada de segun-
do grado, cuyo centro, en cualquiera de
los casos corresponde al centro de es-
te tipo de superficies (figura 5).

El proceso de obtencion de este pa-
ralelepipedo se realizé por medio de la
interseccion de seis planos obtenidos por



Fig. 6. Determinacion del cono asintético y el eje de
la superficie.
Fig. 7. Generacion del hiperboloide eliptico.

Eje del cono

Generatrices

Cono asintotico

8/ La obtencion del cono asintdtico permite obtener una seccion

perpendicular al eje (elipse). La excentricidad de la elipse resulta-
do de esta seccion define el factor de afinidad entre el hiperboloi-
de de revolucion, v el de garganta eliptica,

9/ El hecho de poder disponer de un cuadriltero alabeado de un
paraholoide hiperbdlico conlleva el conocimiento de la orientacion
de sus planos directores y por consiguiente la direccion de su eje.
Definir la posicion del vértice y de sus parabolag principales es de
facil determinacion.

la combinacién de tres de las generatri-
ces rectas, pertenecientes a la superficie,
tomadas de dos en dos. El centro del pa-
ralelepipedo obtenido permitié definir
el centro de la superficie reglada ya que
son coincidentes. El tipo de superficie se
determiné mediante el trazado de las
perpendiculares desde el centro de la su-
perficie a las generatrices utilizadas pa-
ra obtener el prisma. Si estas perpendi-
culares son coplanares entre si, la
superficie es de revolucién, y por tanto
el eje de la superficie es la normal al pla-
no de dichas perpendiculares. En caso
contrario, el hiperboloide es eliptico, y
la obtencién de su eje se realiza mediante
su cono asintotico 8 (figura 6).

El procedimiento geométrico em-
pleado para la obtencién de superfi-
cies regladas, que corresponden a hi-
perboloides de una hoja, es extensible
a la generacion de paraboloides hi-
perbdlicos. En este caso, la obtencion
del paralelepipedo asintotico median-
te tres generatrices de la superficie, per-
mite definir directamente un cuadrila-
tero alabeado perteneciente a este tipo
de superficie, lo que es suficiente para
definirla tridimensionalmente mediante
programas de disefio asistido 9.

A partir de estos datos obtenidos ge-
ométricamente, se pueden establecer
los parametros necesarios para gene-
rar este tipo de superficies mediante
los diversos procedimientos de mode-
lado tridimensional con los que dis-
ponen los programas de modelado vir-
tual [Regot, Mesa, 2005¢].

En este caso, basta aplicar una afi-
nidad, entre cualquier seccion elfptica
del hiperboloide y la circunferencia que
tiene por didmetro su eje mayor. Si es-
te proceso de transformacién incluye
una de las generatrices, la determinacion
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de un hiperboloide de revolucién es in-
mediata. En cambio, aplicando el mis-
mo factor de afinidad sobre esta figura,
pero en sentido inverso, se obtiene el hi-
perboloide eliptico que contiene las dos
curvas iniciales, las tres generatrices que
han generado el prisma asintético y la
“nube de puntos” con la que se ha ini-
ciado el proceso. De esta manera, se pue-
de establecer los diferentes cuerpos que
componen el conjunto arquitecténico
del ventanal (figura 7).

6.2. Proceso analitico

Se procede a la determinacion de pun-
tos pertenecientes a cada superficie me-
diante los modos de seleccion de enti-
dades que ofrecen los programas de
gestiéon de “nubes de puntos”. En es-
te proceso la dificultad de establecer
los puntos de cada superficie depende
de la calidad y de las caracteristicas del
aparato de captura, ofreciendo venta-
jas aquellos aparatos que permiten es-
tablecer caracteristicas y propiedades
no relacionadas directamente con la
geometria de la superficie como la re-
flectividad, el color etc.

Después de la separacion de los
puntos en diferentes superficies se tra-
taron éstas de forma independiente, de
modo que no era necesario considerar
los condicionantes geométricos exis-
tentes entre ellas. Unicamente nos cen-
tramos en el hecho de que cada uno de
los puntos pertenecia a la superficie
correspondiente y por tanto para ca-
da uno de ellos se podia plantear una
expresion del tipo (1) que correspon-
de a la ecuacion general de las super-
ficies cuadraticas, en la que tendremos
como incognitas los pardmetros A, B,

C,D,EEG,H,1L

bilidad, gue
seria del 68%.

Ax*+By*+CzZ2+ Dxy + Exz+ Fyz + Gx + Hy + Iz = -1 1)

Por tanto y para poder determinar
cada superficie necesitaremos conocer
estos 9 pardmetros, siendo necesario
disponer para su estimacion de al me-
nos 9 puntos en cada una de ellas, dis-
tribuidos homogéneamente; con el in-
conveniente de que no tendremos una
estimacion del error asociado a tal de-
terminacion. Este problema se ve sub-
sanado por el hecho de disponer de una
cantidad de puntos, y por tanto de ecua-
ciones, superior al estrictamente nece-
sario. De esta forma para cada una de
las superficies se podra resolver el sis-
tema de ecuaciones mediante un ajuste
minimo cuadratico por el método de
observaciones indirectas, método que
adapta una superficie de forma que la
sumatoria de los residuos al cuadrado
sea minima. La ventaja de este método
es que junto con el valor de los para-
metros que definen cada una de las su-
perficies nos dard una estimacion de la
incertidumbre 10 de los mismos, asi co-
mo la desviacion de cada uno de los
puntos a la superficie ajustada.

6.2.1. Analisis

Las soluciones obtenidas en el ajuste
son sometidas a una serie de test esta-
disticos que nos permiten determinar
la bondad de las mismas y detectar los
posibles puntos afectados por un error
en la propia observacién o no perte-
necientes a la superficie. Para ello se
analiz6 la fiabilidad interna y exter-
na (pardmetros de homogeneidad), re-
dundancias, test W-Baarda y el mini-
mo error detectable, fijandose los
pardmetros de nivel de fiabilidad y po-
tencia del test en a=0.1% y p=80%

respectivamente (Chueca et al., 1999)
(Wolf PR. et al., 1997).

Las observaciones que no superan es-
tos test son eliminadas y se recalcula la
solucion. Aproximadamente entre el 1%
y el 5% de los puntos tuvieron que ser
eliminados de cada una de las superfi-
cies, en el caso de emplear observacio-
nes topograficas. Esto supone la bus-
queda y eliminacion de 1 a 3 puntos.

Esta “depuracion” se ve dificultada,
y en ocasiones de imposible solucion,
en el caso de emplear sensores laser es-
caner puesto que dejar una pequena zo-
na que no pertenezca a la superficie a
calcular supone introducir hasta cente-
nares de puntos erréneos, lo que no per-
mite su localizacién de forma eficiente,
ya que estos puntos se encuentran con-
centrados en una zona que modifica
la geometria de la superficie.

Tras conseguir una solucién adecua-
da se procedio a la clasificacion de las
siete superficies que se habia separado
como cuddricas, que son las zonas que
rodean los tres 6culos superiores y la
parte superior de las cuatro ventanas
inferiores. Aunque en principio los fal-
dones y jambas de las mismas pudieran
dar la impresion de corresponder a su-
perficies cuadricas se comprobd que no
se cumplia la ecuacién general para los
puntos de las mismas.

Es necesario indicar la dificultad en
la determinacion de las ventanas in-
feriores puesto que se disponia de par-
tida de un 40% de la superficie total
visible en ese lateral, lo que se vio dis-
minuido por estar parte de la super-
ficie oculta por las columnas en el ca-
so de las ventanas extremas.



Fig. 8. Proceso de la obtencién del modelo analitico
y los parametros de la superficie.

6.2.2. Clasificacion de las superficies

Una vez obtenidos los coeficientes de la
ecuacion general procedemos a su cla-
sificacién mediante la cual obtenemos:

§ Tipo de superficie
¥ Magnitud de los semiejes
# Coordenadas del centro

B Rotaciones para los fres ejes @, ¢, K

Para las magnitudes de los ejes po-
demos indicar que los valores obteni-
dos para las superficies 2, 3, 4, 5, 6,
y 7, que en principio debian ser la mis-
ma, son coincidentes en el orden del
centimetro. El pardmetro que mayor
variacion experimenta cs la orienta-
cién de la superficie en funcién del na-
mero de puntos y la distribucién de los
mismos, que puede ser debido a los
desplazamientos que sufren las piezas
prefabricadas en su colocacion.

Posteriormente la ecuacion general
de los hiperboloides de una hoja se
transforma en su expresion paramé-
trica para su representacion grafica.

x2 yl zZ

@ ¥ 2

6.2.3. Resultados obtenidos

Las supcrficics calculadas después de la
climinacién de los puntos erréneos, en
el caso topografico, son clasificadas de
forma correcta para todos los casos, re-
sultando superficies cuddricas del tipo

hiperboloide, los valores analiticos que
definen su forma se encuentran con di-
ferencias menores de Smm, y los giros
se determinan dentro de margenes acep-
tables (<1°). El numero de puntos con-
siderados para poder determinar co-
rrectamente las superficies pequenas es
de cerca de 30 puntos, repartidos ho-
mogéneamente por todo el elemento
considerado, representando este en oca-
siones un valor en porcentaje inferior
al 25% del total de la superficie.

En el caso del barrido con laser es-
caner se consiguen resultados simila-
res (no mejores por ampliar el grado
de libertad de forma importante), pe-
ro se hace mas dificil el proceso de lim-
pieza y depuracion de puntos errone-
os (figura 8).

7. El modelo tridimensional de
la superficie de la ventana

En comparacion con el proceso ela-
borado a partir de geometria tridi-
mensional, el estudio de la forma del

ventanal realizado mediante el anéli-

sis matemdtico de las “nubes de Pun-
tos”, dio un resultado mucho mas pre-
ciso y versatil para controlar las
superficies que lo componen.

Por esta razon, la generacion tridi-
mensional del ventanal del templo de
la Sagrada Familia, (estudiado me-
diante ecuaciones matemdticas obte-
nidas del analisis de diversas “nubes
de puntos”), se ha desarrollado en dos
partes. En la primera parte, se esta-
blecieron los criterios necesarios pa-
ra transformar las ecuaciones mate-
maticas en superficies modeladas
tridimensionalmente que formen par-
te de la estructura de un tnico con-
junto. Para llevar a cabo este primer
cometido, fue necesario crear un rigu-
roso sistema paramétrco que permi-
tiese modificar la posicién, el tamafio
y la orientacion de cada una de las su-
perficies que componen el ventanal, de
forma interactiva y en relacién con el
resto del conjunto. La segunda parte
de este trabajo, se dedic6 a concretar
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la forma definitiva del ventanal, ini-
cialmente construido mediante una
“infraestructura” paramétrica mate-
matica y un conjunto de superficies de-
finidas a través de su forma geométri-
ca pura. Como consecuencia, en esta
etapa fue necesario realizar una serie
de operaciones tridimensionales de
proyeccion, interseccion y recorte, pa-
ra transformar las superficies basicas
en la forma definitiva del ventanal.

Sin embargo, el objetivo de esta par-
te del trabajo no sélo fue representar tri-
dimensionalmente las superficies que de-
finen las ecuaciones matematicas
calculadas previamente, sino utilizar las
posiciones y las intersecciones entre las
principales superficies del ventanal, co-
mo sistema de control de la precision
del proceso de calculo realizado sobre
las “nubes de puntos” para obtener los
pardmetros de la ecuacién que define
a cada superficie.

A partir de esta idea, se establecié una
rigurosa “infraestructura” paramétrica
de control mediante una tabla de cél-
culo que contentia los pardmetros nece-
sarios para controlar 7 hiperboloides
elipticos (figura 9). Para poder trabajar
a partir de un modelo formal tinico, ca-
paz de abarcar los diferentes parame-
tros calculados en las ecuaciones para
este tipo de superficies; cada uno de los
hiperboloides fue definido a partir de
un modelo genérico: el hiperboloide de
revolucién clasico. Todas las ecuacio-
nes de los hiperboloides del ventanal
que se calcularon dieron como resul-
tado figuras elipticas, como consecuen-
cia su forma geométrica se definié co-
mo la transformacién paramétrica afin
de un hiperboloide de revolucion 11.

La adaptacion de cada uno de ellos
a la forma del ventanal, se llevo a ca-
bo transformando los pardmetros ma-
tematicos de su ecuacion en elementos

geométricos de control. Con estas con-
diciones, la superficie de cada uno de
los 7 hiperboloides fue definida para-
métricamente mediante: el centro y el
eje de la superficie, el eje mayor y el
¢je menor de la garganta y un punto
de paso de la superficie. Para llevar a
cabo un control del tamaiio, la posi-
cion y la orientacion de cada superfi-
cie de forma interactiva, fue necesario
crear una extensa tabla con los 5 pa-
rametros para cada uno de los 7 hi-
perboloides elipticos tal como se han
descrito. Mediante esta tabla, se con-
siguié modificar la forma, rectificar la
posicion y la orientacién de cada uno
de los siete hiperboloides, aplicando
un control numérico muy preciso, que
no sélo era independiente para cada
uno de ellos, sino que también era in-
dependiente para cada uno de los cle-
mentos geométricos y la posicion es-
pacial que define a la superficie. De



Fig. 9. Generacion de superficies mediante un sis-
tema paramétrico.

Fig. 10. Modelado de jambas y antepechos de la
parte inferior del ventanal.

Fig. 11. Recorte de los bordes de las superficies
bésicas.

Fig. 12. Superficies finales del modelo tridimensio-
nal del ventanal de la Sagrada Familia.

esta manera, los computos de calculo
para definir los parametros de las ecua-
ciones que determinan a cada hiper-
boloide, realizados a partir de las “nu-
bes de puntos”, podian verificarse
grafica y numéricamente con mucha
precision en cada momento y de for-
ma constante.

El control tridimensional de las su-
perficies de la parte inferior del ven-
tanal, no se pudo llevar a cabo me-
diante una rigurosa parametrizacion,
como la realizada en su parte superior.
Las superficies de la parte inferior no
corresponden a superficies cuadriticas
simples con una definicién geométri-
ca conocida, capaz de ser definida me-
diante ecuaciones matematicas. Por es-
ta razon, su tratamiento formal se
desarrollé mediante superficies de
aproximacion tipo “Patch”. Con este
tipo de superficies se realizaron los pri-
meros ensayos de formalizacién para
los cuatro vanos inferiores del venta-
nal. Su aplicacion a las superficies ho-
rizontales mas bajas de todo el ven-
tanal, nos permiti6 detectar, que en este
caso se podia utilizar como solucién
definitiva un hiperboloide eliptico con
eje mayor horizontal. La definicién de
la ecuacién de este tipo de superficie,
se realizo mediante el andlisis mate-
madtico de la “nube de puntos” co-
rrespondiente, asignando al sistema de
calculo una condicién adicional: el re-
sultado deberia corresponder a la su-
perficie de un hiperboloide eliptico. De
esta manera, se consiguio una aproxi-
macién muy ajustada entre la superfi-
cie resultante y la “nube de puntos”
que la define (fig.10). Las jambas ver-
ticales de la parte inferior del ventanal
se resolvieron con superficies de “ba-
rrido” que se apoyan en dos gufas

11/ Aungue la definicion geométrica de afinidad entre un hiper-
boloide de revolucion y uno eliptico pueda parecer compleja, la re-
lacidn entre estas dos figuras no viene a ser otra cosa que el es-
calado de una de una de estas dos figuras, en relacién a la otra,
segiin una sola direccion, Es evidente que, en este caso, la direc-
ci6n de afinidad o escalado unidireccional, la define el eje mayor
de la elipse principal del hiperboloide eliptico.

12 / La idea de proyectar las lineas erimetro de recorte sobre
| ficie, fue para 9<ol\er las pequefias imprecisiones entre

“verticales”, y que tienen como gene-
ratriz la seccién horizontal que pasa
por el centro de cada uno de los hi-
perboloides més bajos del ventanal.
La forma definitiva del ventanal se
ha desarrollado en una segunda parte,
integramente dedicada a recortar y co-
nectar entre si las diferentes superfi-
cies basicas definidas previamente en
la estructura paramétrica. Para reali-
zar este proceso, fue necesario esta-
blecer tridimensionalmente todas las
generatrices rectas que configuran el
perimetro definitivo de cada uno de
los 7 hiperboloides. Sin duda alguna,
esta parte fue una de las mds comple-
jas dentro del proceso de modelado tri-
dimensional del ventanal. La forma
“estrellada™ del perimetro definido por
lineas rectas que recorta a cada uno de
los siete hiperboloides elipticos, obli-
g0, en cada caso, a proyectar los vér-
tices de la “estrella” perimetral sobre
la superficie del hiperboloide en di-
reccion de su normal 12. Sin embargo,
para obtener una superficie alabeada
recortada con precision mediante li-
neas rectas, fue necesario proyectar por
segunda vez estos mismos vértices so-
bre el plano de la garganta del hiper-
boloide (fig. 11). Como consecuencia,
la posicion tridimensional exacta de
cada una de las lineas de recorte sobre
la superficie del hiperboloide, qued6
definida mediante la posicion de su pri-
mera proyeccion y los extremos de las
tangentes trazadas desde su segunda
proyeccion a la elipse de la garganta
13. Todos los espacios residuales entre
los hiperboloides recortados del ven-
tanal, corresponden a superficies pla-
nas simples y por lo tanto son muy sen-
cillas de definir, puesto que se trata de
planos con perimetro triangular que

unen los vacios producidos por los re-
cortes rectilineos de los hiperboloides
(fig. 12). Con esta ultima operacion,
se dio por concluido el trabajo de mo-
delar tridimensionalmente la forma de-
finitiva de un ventanal del templo de
la Sagrada Familia, estudiado a partir
de diversas “nubes de puntos”, defi-
nido mediante varias ecuaciones ma-
tematicas, controlado espacialmente
de forma paramétrica, y formalizado
en tres dimensiones a través de una ge-
ometria de superficies tipo NURBS
[Regot, Mesa, 2004].
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