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RESUMEN: El desagiie de superficies impermeables ha sido analizado tradicionalmente
mediante ecuaciones que simplifican la resolucion de las ecuaciones de Saint-Venant
del flujo superficial de agua. A raiz de los trabajos de Izzard, y con anterioridad en otro
tipo de superficies, Horton, se acufié la expresion hidrograma de Horton-Izzard para
describir una de las ecuaciones mas comunes. Sin embargo Pedro Gonzalez Quijano
habia propuesto con mucha anterioridad una expresion similar, por lo que los autores
sugieren un cambio de nombre para reconocer el precedente.

Esta simplificacion presenta algunas ventajas como la sencillez de calculo, por lo que
puede servir como una primera aproximacion, aunque algunas dificultades como la
dualidad de los pardmetros que asumen diferentes valores entre las ramas ascendente
y descendente del hidrograma, como se muestra con la ayuda de la ecuacion de la
onda cinematica, recomiendan otras técnicas para calculos mas precisos.

Tras presentar una solucion general para la rama ascedente, valida para valores
enteros del exponente de la relacion almacenamiento-caudal, se propone un
procedimiento sencillo de ajuste de parametros a datos experimentales, aplicandolo a
un caso real de induccidn de escorrentia, discutiéndose los resultados en funcién de las

respectivas pendientes.

ORIGEN DEL HIDROGRAMA DE HORTON-

1ZZARD

El hidrograma de Horton-Izzard fué una de las primeras
técnicas con que los hidrélogos intentaron caracterizar la
respuesta de una cuenca al exceso de lluvia, resolviendo
de manera simple el problema del flujo superficial
transitorio espacialmente variado. Las referencias mas
tempranas de esta técnica parecen ser las de Horton en
1938, e Izzard en 1946, (citadas ambas por Chow,
1959, §18-8). La descripcion del flujo superficial del
agua se puede efectuar con las ecuaciones de Saint-
Venant, una de continuidad, o conservacion de masa,

1
ox Ot M

en la que g representa el caudal, # el calado, r el

aporte lateral de agua por unidad de superficie, como la
intensidad de lluvia sobre un plano impermeable, x es la
coordenada espacial, y ¢ el tiempo; y otra de
conservacion de la cantidad de movimiento, o
dinamica,

l@+%+l@250—5f—ir (2)
got ox gox gh?

con v como la velocidad del flujo, Sy la pendiente del
plano, S la pendiente de friccion, y g como la acele-
racion de la gravedad. La solucién analitica exacta de
estas ecuaciones con las pertinentes condiciones inicial y
de contorno, es dificil de obtener. Sin embargo, existen
diversas simplificaciones validas para diferentes
problemas hidrologicos que permiten llegar a soluciones
analiticas. Entre estas simplificaciones estd la
substitucion de la ecuacion dindmica por una relacion
potencial entre el volumen detenido o alma-
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cenado sobre la superficie, denominado en adelante
almacenamiento, S, y el caudal ¢, que es la base de los
llamados modelos conceptuales de hidrogramas, (e.g.
Singh, 1988). En los resultados experimentales de Izzard,
en planos impermeables, (Dooge, 1973, fig. 9-2),
aparecia una relacién aproximadamente lineal entre
caudales y almacenamientos en diagramas doblemente
logaritmicos, que avalaba la formulacion de una
expresion

qg=aS°* 3

De esta forma, combinando (3) con una version
modificada de (1), segun la cual el caudal de entrada,
intensidad de lluvia 7 por la longitud del plano que se
considera, L, menos el de salida, ¢ es igual a la
variacion temporal del almacenamiento,

_ds

rL—-—qg=— 4
9= O]
se llega a una ecuacion diferencial
dt :d—S 5)
rL—aS°¢

conocida en Hidrologia como ecuacion del hidrograma de
Horton-Izzard, por haber sido usado por ambos autores
en cuencas naturales, y en superficies pavimentadas,
respectivamente.

Mucho antes, en 1922, en su libro, Hidrologia general
agricola, Pedro Gonzalez Quijano, habia enunciado una
propuesta similar, (§IX-2-c). Partiendo de una relacion
entre la velocidad y el calado, parecida a la de
Manning,

v=dASIh ()

y, suponiendo un equilibrio del caudal con la intensidad
de lluvia que cae sobre el plano, obtuvo una relacion
parabdlica del calado con la distancia,

1/2

Athé/zzrx—> X2 @

4 8)?

por lo que el calado medio, 4, que le servia para
determinar el almacenamiento en el plano era h =2h/3. Asi
su ecuacion de continuidad se presentaba como

dh 2L dg"?
dt 34 S(;/z) 12 dt

rL g=1 (t))

correspondiente a una relacion cuadratica entre caudal
y almacenamiento, como adoptd 16 afos después Horton.
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Aunque Gonzalez Quijano no llegase a usar esta
expresion en su tratado, mas alla de su deduccion y
una grafica, ni la contrastase con resultados experi-
mentales, es preciso reconocerle su prioridad, por lo que
se le deberia incluir en la denominacion del
hidrograma, pudiendo llamarle Aidrograma de
Gonzalez  Quijano-Horton-Izzard, o HGQHI para
abreviar.

El desarrollo de la Hidrologia, y el avance de los
métodos de calculo ha dejado algo olvidado este
hidrograma. Sin embargo por su sencillez puede ser
usado para analizar la hidrologia de cuencas no muy
complejas. El segundo propdsito de este trabajo es
revisar algunas de las propiedades de este hidrograma,
mostrando la conveniencia de su aplicacion en un caso
experimental. Se mostrara la asimteria de ambas ramas del
hidrograma, ascendente y descendente, para exponer
algunas soluciones generales.

ASIMETRIA TEMPORAL DEL HIDROGRAMA

La mayoria de los hidrogramas experimentales muestran
un distinto caracter en la fase ascendente, generalmente
rapida hasta alcanzar el estado de equilibrio, y la
descendente, en la que, en ausencia de infiltracion, los
caudales diminuyen muy lentamente. Para mostrar como
los valores del pardmetro ¢ son diferentes en ambas
ramas, se puede analizar el comportamiento de otro
hidrograma, consecuencia también de las ecuaciones de
Saint-Venant, el de la onda cinematica, en el que se
deducira una relacion caudal almacenamiento.

El hidrograma de la onda cinematica resulta de la
integracion de la ecuacion de continuidad del agua que
fluye sobre un plano impermeable uniforme, bajo una
lluvia de intensidad uniforme y constante,

Oq Oh
—+—= 10
ox Ot / (10)

en donde ¢ representa el caudal, /# el calado, x la
distancia a lo largo del plano, ¢ el tiempo, y f el exceso
de agua,

r 0<t<t,

f ={ am

0 1t <t

con t. como duracion de la lluvia. A la ecuacién de
continuidad hay que afiadirle la ecuacion de conser-


A


A



vacion de la cantidad de movimiento, simplificada a una
relacion entre calado y caudal, tipica del régimen uniforme,

q=ah” 12)

con o como un coeficiente de flujo, dependiendo de las
caracteristicas de la superficie, y n como un exponente.

Las condiciones inicial, superficie seca, y de contorno,
calado nulo en cabecera, son

h(x,0)=h(0,1)=0 (13)

Para integrar esta ecuacion se puede recurrir al método de
las caracteristicas, (e.g. Woolhisery Liggett, 1967), que
conduce a sendas ecuaciones diferenciales ordinarias,

dh
E:f (14)
%zanh"” a5)

Se distinguen tres dominios principales de integracion. El
primero, que para chubascos de gran duracion corresponde
al periodo que va desde el inicio hasta que todos los
excesos originados en cualquier punto del plano llegan al
final del mismo, D1, coincide con la fase ascendente del
hidrograma. El segundo, D2, dura hasta el final de la
lluvia. Finalmente el tercero, D3 desde el final de la lluvia
hasta el fin de la escorrentia, corresponde con la fase
decreciente del hidrograma.

Con la ayuda de los parametros que representan,res-
pectivamente, al calado de normalizacion, hy,

%
hy =[EJ (16)

[24

a longitud del plano, x,=L,y el tiempo que se tarda en
alcanzar el equilibrio, #,

1/n
L
t, :( — J a7
or

y el caudal de equilibrio, g,=rL, se puede expresar la
ecuacion de forma mas simplificada,

oq.. N oh, _
ox, Ot.

1 (18)

en la que las magnitudes con el asterisco estin norma-
lizadas,

x.=x/x,;t.=t/t,
h.=h/h,;q.=q/q,
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Durante el primer dominio el perfil del agua en la
superficie esta descrito por la siguiente ecuacion, en la que,
por sencillez, se han eliminado los asteriscos,

x" g<x<x,
h= (19)

t x,<x<I

El volumen almacenado, S, se obtiene al integrar los
calados a lo largo del plano, como indica la figura 1,

1
s=j hdx=—"—xma)/n L (20)
0 n+1

0, en términos del caudal
q=t" (21

llegando a una relacion implicita entre almacenamiento y
caudal

S=¢""| 1-—4_ 2)
n+1
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Figura 1. Calados en un plano durante la fase
ascendente del hidrograma.

Con objeto de deducir una relacion potencial entre ambas
magnitudes, se han generado 100 pares de valores de
ellas en el intervalo temporal (0,1), calculando mediante
una regresion lineal de sus transformadas logaritmicas,
como se muestra en la figura 2.

Para el valor del exponente n=5/3, que aparece cuando
se utiliza la expresion de Manning para la relacion entre
el calado y el caudal, el resultado de la regresion es:

q=1.6438"% (23)

proximo a los exponentes sugeridos por Gonzélez
Quijano y Horton.
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Figura 2. Almacenamiento y caudales en la fase descendente del hidrograma

Las diferencias observadas entre las fases ascendentes y
descendentes de los hidrogramas arrojan dudas sobre la
conveniencia de adoptar un exponente ¢ Gnico para todo
¢l. Efectivamente, al repetir el procedimiento descrito en
fase descendente se puede apreciar la divergencia.

El calado de la fase descendente se obtiene también de
las ecuaciones anteriores.

R =1, )h] =x (24)
El almacenamiento se calcula integrando el calado a lo

largo del plano. Un cambio de variables permite
resolver de forma analitica la integral,

1 hy
S:§ hdx:hj—j x dh=
0 0

_ P 25)
=y [1-np -t + 0]

1,00
rame descendente
7 n=6/3

0 @.75
o
€
—_ -
©
_*@.50
L]
°
= J
o
Q

Q.25 -

0.0Q T T T T T T T

2.00 Q.26 .50 Q.75 1.00
Liempo

El calado en el extremo aguas abajo del plano, /;,es
Wt =t ) +h, =1 26) 0

lo que simplifica la anterior ecuacion a

(t—t, )(n+1)+h,
= 1- 27
§ hl{ (n+1)[n(n+1)h,] @7
0, como el caudal es
q=hy (2%
la relacion final queda de la forma,
t—t )(n+1)+q™
gginly. (1=t 4 1)+ 29)
(n+])[n(n+])+q ]
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Figura 3. Almacenamiento y caudales en la fase descendente del hidrograma
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Una regresion lineal analoga a la de la rama ascendente,
como muestra la figura 3, di6 como resultado la
ecuacion,

g =1.904 8" (30)
cuyo exponente es distinto al anterior.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DEL
HIDROGRAMA

La ecuacion del hidrograma HGQHI,

ds ds
L-g=—=a S, -a S° =— 31
AT T e dt @)
se integra separando variables
t SIS, d(S/S,
jdr: ! IJ' (5/S.) (32)
0 asto 1-(8/8,)°

La solucion analitica de la integral del segundo miem-
bro es inmediata cuando el exponente ¢ es entero,
(Gradshteyn y Ryzhik, 1965, §2.144),

1 1+s/s, "<& [rs)?
t= L C_ D Inl||l—I|-
anS;_l{ nI_S/Se kg; " (SeJ
25 2kr 2k
——Cos—+1 |Cos—+
n

) n 33
& O |:(S/Se)—Cos(2k7r/n)D 33)

2 t
z tarclg Sen(2km/n) 0

=1 U
1 2kr 2k
-p| =t — | ¢ Sen—
2 n n

para n par o, caso contrario, para 7 impar,

1 S (n 3)/2 SZ
t=— {—Ln(l——]— 2 In|| |+
ans, Se k=0 Se

28 2k+1 ] 2k+1
—Cosu-i-”Cosukk
(n 3)/2° " - " 34
o | (81Se) Cosf(2k+1)m/n] 0
il b Senf/(2k+D)z/n] 0
(1 (2k+1)7rj (2k+1)x
-T| == Sen
2 n n

+

Existen también soluciones analiticas para algunos
valores reales de ¢, como 3/2, 4/3, citados por Dooge
(1973), o incluso para 5/3, disponibles en el compen-dio
de Gradshteyn y Ryzhik (1965).

Como ya habia anticipado Dooge (1973, §9) la forma de
la ecuacion de este hidrograma se asemeja a la ecuacion
del flujo gradualmente variado con la funcion de
Bakhmeteff (Chow, 1959; §9-2, 10-2). Utilizando
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esa via, Gill (1977) aprovech¢ las soluciones exactas de
esta ultima ecuacion, que habia presentado previa-mente
(1976) para determinados valores del exponente ¢, para
proponer las soluciones de los casos de Izzard, ¢=3, de
Gonzélez Quijano y Horton, ¢=2, y ¢=5/3.

En la fase descendente la resolucion de la ecuacion es
inmediata. En este caso la ecuacion se reduce a

. dS
-aS =— 35
7 (33)

que conduce a la solucion

(1-¢)/ ¢
(i] —1=a" g @e-Di-1,)  (36)
qe

con ¢, como el tiempo final de lluvia.

ESTIMACION DE PARAMETROS DEL
HIDROGRAMA

Para determinar qué exponente es el mas adecuado para
ajustar el hidrograma a unos datos experimen-tales, no es
preciso deducir la solucién analitica. Un algoritmo de
optimizacion, como el de Rosenbrok (Himmelblau,
1972, §4.3), puede servir para ello, separando las ramas
ascendente y descendente.

La funcion a optimizar en la rama ascendente es

nzd‘ ] q (I-c)/c 2
U=\t t-———— |- -1t | @7
u( a"q{ " (e -1) quj @

en donde U es la funcidn a optimizar, con los ng4 pares de
datos (t,q). La integral del segundo miembro puede
resolverse con algin algoritmo como el de Gauss,
(Press y col.,1992,§4.5). En la rama descendente la
funcioén correspondiente es

g c 2
U :Z L] Iq/qg d(g/q,)" G8)
boalegleVedo 1-(q/q,)

i=l1

En ambas ecuaciones los parametros se reducen a un
coeficiente y un limite superior de integracion, o un
exponente, respectivamente.

Los datos experimentales proceden de un ensayo para
inducir escorrentia en zonas aridas. Unas parcelas
rectangulares de 10x5 m® desbrozadas, y compactado el
suelo, se cubrieron con una lamina de plastico que se
protegid de los efectos de la radiacion solar con una capa
de grava, con tres pendientes uniformes de 5%, 15% y
25%. Se simulé una lluvia de intensidad cons-

Ingenieria del Agua. Vol. 1 Num. 4 (1994) p. 11


A


DESAGUE DE SUPERFICIES IMPERMEABLES

tante y distribucion uniforme, recogiéndose la esco-
rrentia en la parte inferior mediante un embocador.

Algunos de los parametros experimentales se recogen en
el cuadro 1.

La figura 4 muestra los hidrogramas experimentales.

Los valores finales de los parametros aparecen en el
cuadro 2.

Las funciones ajustadas aparecen en la figura 5, en
donde se aprecia la calidad del ajuste.

Se observa una disminucion del valor del exponente ¢
con la pendiente en la rama ascendente como corres-
ponderia a una progresion desde el regimen laminar,
¢=3, al turbulento, ¢=5/3, aunque las diferencias no son
excesivas. Estos valores son superiores al de la ecuacion

de la onda cinematica, antes deducido. Los
2.06-4
i So0=0.05
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N i
™~
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o
£ 4
3 4
o
[ 4
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e 258 500 750 1002 126@ 1500

Ltiempo, s

valores del mismo parametro en la rama descendente son
distintos, aunque sin mostrar tendencia alguna con la
pendiente. En este caso hay mejor concordancia con el
exponente 1.255 de la onda cinematica. Los valores del
parametro @, que no son adimensionales, [LM{)T 1] estan en

unidades SI, aunque no se han puesto por

Cuadro 1. Caracteristicas de los ensayos
Pendiente Tiempo de Caudal de
So equilibrio, te(s) equilibrio, q.(m’/s)
0.05 519 1.55% 10
0.15 311 3.58% 10
0.25 260 4.57*10°*

variar con c¢. No muestran tendencias aunque son
mucho mayores en la rama descendente que en la

4E-4

m3/s

caudal ,
A

PE.Q
Q 250

m3/s
1

caudal ,

S0 =0.25

P17

Q 25e

T T
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5-8-6-¢
T T T T T
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tlempo, s

Figura 4. Hidrogramas experimentales
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T Tt T1_ 7 T T
.0 9.5 1.8 1.5 2.5 3.0 3.5

2.0
(t=t,)/t,

.1 Tr T T T T T T T T T T T T T

2.0 3.0
(t-t_)/t,

Figura 5. Ramas ascendentes y descendentes de los hidrogramas ajustados a los datos experimentales
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ascendente. La funcién optimizada alcanza cotas
similares en los distintos procesos.

Cuadro 2. Parametros de los hidrogramas HGOHI

S, Rama ascendente Rama descente

a c U/ng a c U/ny

.05 622 | 2.59 [6.76%107 | .01844 | 1.29 [3.66%107

.15 1.05 | 2.58 {8.18*10*| 0.007 | 1.11 |1.81*103

25 | 307 |2.14 {2.20%10° | .02486 | 1.59 |1.12*1073

Estos resultados aconsejan el uso de este hidrograma en
el desaglie de superficies planas impermeables. Para
superficies mas irregulares una combinacion de
hidrogramas con algoritmos para circulacion de flujos en
canales y embalses, (e.g. Bras, 1990, §9) permitiria
extender su aplicacion.

CONCLUSIONES

Formulaciones sencillas del flujo superficial de agua
como el hidrograma basado en al relacion potencial entre
el caudal y el volumen almacenado o detenido son de
utilidad para aproximar el comportamiento de cuencas
poco permeables. Sus parametros tienen un cierto
significado fisico, como se ha visto en relacion con las
pendientes de las parcelas analizadas, por lo que se les
puede asignar valores establecidos a priori. Sin embargo
su uso no puede excluir un analisis mas profundo
volviendo a las ecuaciones de Saint-Venant, en funcion
de las condiciones del problema.

Cabe resaltar también la figura de Gonzalez Quijano,
quien uniendo una gran capacidad de analisis a una
informacion notable, a pesar de que las comunicaciones
en materias cientificas y técnicas no eran tan buenas
como las actuales, plasmo en un librito un excelente
tratado de Hidrologia cuando apenas se sabia el
significado de esta palabra.
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