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1 Resumen de las ideas clave

Con este arficulo docente se pretende abordar la complejidad que lleva
asociada al cdlculo de las propiedades mecdnicas de un laminado de material
compuesto formado por la superposicion de capas o ldminas con fibras largas
unidireccionales, con diferentes dngulos de fibras con el fin de alcanzar un
comportamiento cercano a la isotropia. Se lleva a cabo un andlisis de las relaciones
entre las tensiones y las deformaciones y se analizan las matrices caracteristicas y su
repercusidn en las propiedades globales. Partiendo de modelos micromecdnicos que
permiten estimar las propiedades eldsticas locales en una ldmina, se procede a
desarrollar las expresiones que implican el apilamiento o superposicién de estas [dminas
individuales hasta conformar un laminado de material compuesto.

2 Introduccion

Las propiedades mecdnicas de los materiales compuestos representan un gran
reto para los ingenieros. Es posible obtener estas propiedades de forma experimental
mediante una serie de ensayos normalizados, pero esta opcidon exige la fabricacion
previa del material compuesto. Dada la fuerte presidn que existe en nuestra sociedad
por el consumo de tecnologia, el “time-to-market” o tiempo que tarda un produce en
salir al mercado es una variable critica que marca el éxito o fracaso de este producto.
Bajo este prisma, se plantea el empleo de herramientas que permitan predecir el
comportamiento de los materiales compuesto, tanto en relacion a sus propiedades
eldsticas como resistentes, sin necesidad de construir o fabricar el laminado ya que ello
requiere mucho tiempo, tanto de fabricacién como de caracterizacion.

Los modelos micromecdnicos son bastante Utiles para estimar las propiedades
de una ldmina de material compuesto con fibra larga unidireccional a partir de las
propiedades eldsticas de la matriz (Em: mddulo eldstico o de traccién, Gm: mddulo de
cortadura, vm: médulo de Poisson), de la fibra de refuerzo (Et, Gt, vi) y de la fraccién en
volumen de fibras, v:. Si bien son diversos los modelos micromecdnicos que se pueden
emplear para la prediccién de las propiedades de la Idmina en las direcciones locales
(1-2), correspondientes a la direccidon de las fibras (1) y su direccién perpendicular (2), el
modelo de Halpin-Tsai es ampliamente utilizado. Las Expresiones 1-5 de este modelo se
resumen a continuacion:

By =E¢ Vi +En-(1-v¢) Expresion 1

E

£, - En(1+2Bvi) o By
2 ]_B.Vf , 54_2

m

. (Gf +Gm)+vf (Gf _Gm)
m (Gf +Gm)_vf (Gf _Gm)

Expresion 2

G]Q :G

Expresion 3

Vip=Vi Vit vy (1-Vy) Expresion 4
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E2 .
Vo1=Vi2° E Expresion 5
1

En cuanto a las relaciones entre las tensiones en el plano [c]i12: vector columna
con las tensiones en el plano, oi: tensién longitudinal a las fibras, o2: tensidon transversal,
T12: tension de cortadura o cizalla en la direccidn 1-2, y las deformaciones en el plano,
definidas por un vector columna [g]i2 que confiene las diferentes deformaciones, ¢1:
elongacién longitudinal, e2: elongacién transversal, yi2: elongacion o deformacién de
cortadura), la Expresion 6 muestra estas relaciones que son una ampliacion de la Ley de
Hooke para situaciones de tensiones en el plano.

[eho=[s] o]
[0]12:[Q]'[8]12

I 1 _va g ]
E E, Expresion é
= _V]_Q i M = !
bH-%2 L o [lal-Bf
1
0 0o —
i Gz |

La matriz [S] se denomina matriz de flexibilidad o de conformidad local y sus
términos derivan de las constantes ingenieriles obtenidas mediante algin modelo
micromecdnico (revisar Expresiones 1-5 y su relacién con [S]). La matriz [Q] representa
la matriz de rigidez local de la I&dmina y es la matriz inversa de la de flexibilidad [S].

Otro aspecto relevante en el andlisis de laminados de material compuesto es
gue habitualmente se superponen o apilan Idminas con fibras orientadas en diversos
dngulos con el fin de obtener un comportamiento lo mas cercano a la isotropia. Es por
ello que se requiere un andlisis de las relaciones entre las tensiones y deformaciones
locales definidas por [c]i2 v [g]i2 respectivamente y las tensiones y deformaciones
globales ligadas a un dngulo 0, definidas por [c]xy Y [e]x respectivamente. En la Figura 1,
se muestra claramente la geometria del laminado en las direcciones locales y en las
direcciones globales.

Figura 1. Representacion de una ldmina de material compuesto sin dngulo de
orientacioén (izg.) en la que la direccion de las fibras coincide con las direcciones locales
(1-2) y ldmina de material compuesto (der.) con fibras orientadas un dngulo 6 con
respecto alas direcciones globales (x-y).
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[l =5] o],
o], =[a [,
[S)=[re]" {s]fro] : [@l-=Is]

cos? 0 sen?o 2-5end-coso
[l]=| seno cos?®  —2-send-cos Expresién 7
—send-cos® send-cosd (cos’O — sen?o)

cos? sen’o send-cos 6
[Te]= sen?o cos? 6 —send-cos6
—2-senf-cosf 2:send-cosd (cos’h —sen?o)

En estas expresiones, [c]xy representa un vector columna con los valores de las
tensiones en las direcciones globales (ox, oy, 1xy). De forma andloga, la maftriz [g]xy
representa un vector columna con las deformaciones en las direcciones globales (e, ey,

Txy). La matriz [§] representa la matriz de flexibilidad global y, de forma andloga, la matriz

[@] se corresponde con la matriz de rigidez global de la Idmina. Estas matrices se

obtienen mediante fransformaciones trigonométricas empleando la matriz de
transformacion de tensiones [To] vy la matriz de transformacién de deformaciones, [Te],
gue estdn directamente ligadas al dngulo de orientacién de las fibras 6.

Si bien las expresiones y deducciones que estamos viendo pueden resultarte un
poco complejas, lo cierto es que bdsicamente se refieren a la Ley de Hooke
generalizada de tal manera que es facil asimilar, por ejemplo, la matriz de rigidez global

de la l[dmina [@] al término de mddulo eldstico (E) que aparece en la expresion de la

Ley de Hooke para fensiones uniaxiales (c = E - ¢). Una vez revisados estos conceptos
bdsicos de comportamiento eldstico de ldminas de material compuesto, estds
preparado para abordar la construccion de laminados.

3 Objetivos

El objetivo de este articulo docente es que seas capaz de deducir las expresiones
gue rigen el comportamiento de un laminado de material compuesto a partir de las
propiedades y caracteristicas de las diferentes [dminas que lo componen. Otro objetivo
claro es que te familiarices con las matrices que rigen la rigidez y flexibilidad del material
compuesto, denominadas [ABBD] y [abpd] y su repercusion en las deformaciones en el
compuesto y que seas capaz de estimar las propiedades mecdanicas del lominado en
las direcciones globales.

Page 3 of 9



UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

4 Desarrollo

Para que puedas redlizar el andlisis del comportamiento mecdnico de un
lominado de material compuesto, vamos a considerar un laminado de material
compuesto simétrico que consta de “i" [dminas de matriz polimérica con propiedades
(Em, Gm Yy vm)i con con una fraccién en volumen de fibras de refuerzo (vi)i con
propiedades (Er, Gy vi)i. Cada una de las capas fiene un espesor h(i) y presenta cierta
orientacion de las fibras (61). El laminado de material compuesto estd sometido a un
estado tensional complejo formado por fuerzas en el plano (Nx, Ny, Nxy) y momentos en
el plano (Mx, My, Mxy). Como puedes observar, este andlisis es algo mds complejo que el
de ldminas individuales ya que, ademds, se infroducen momentos en el andilisis, que son
responsables de las curvaturas en el laminado.

Figura 1. Representacion esquemdtica de un laminado de material compuesto formado
por la superposicion de capas o lIdmianas y estado tensional al que puede estar
sometido el laminado de forma genérica.

Bajo estas premisas, el problema que vamos a abordar es determinar las
expresiones que permiten calcular las propiedades del laminado en las direcciones x-y
y la relacién entre las tensiones y las deformaciones en el laminado en estas direcciones
globales (x-y). Para un andlisis mds sencillo vamos a tomar como referencia un laminado
como el de la Figura 2, donde la posicién de cada una de las [dminas viene definida
por las cotas o alturas (hi)

Figura 2. Representacion esquemdtica de un laminado formada por diversas capas
con la identificacién de la linea neutra (en linea discontinua) y las cotas en altura de
cada una de las capas (hi).
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De la observaciéon del gréfico se deduce que el espesor de cada de una de las
I[dminas viene definido por la expresion:

h(i)=h—h_, Expresion 8

=

Figura 3. Representacion esquemdtica la fuerza normal actuando en la direccién x en
un elemento diferencial dz del laminado de material compuesto.

La fuerza total que estd soportando un elemento diferencial dz en la direccion x
(Nx) viene dada por la Expresion 9.

N, = J o, dz Expresién 9

Esta expresion puede generdlizarse para todas las direcciones en la matriz [N]
que es un vector columna con las fuerzas en el plano (Nx, Ny, Nxy)

[N]: J. [0]‘ dz Expresion 10

De la misma manera los momentos que actian sobre el compuesto, teniendo
en cuenta la definicidon de momento como producto de fuerza por distancia, se obtiene
la Expresién 11, donde [M] es un vector columna con valores (Mx, My, Mxy)

[M]zJ. [6]-z-dz Expresién 11

La deformacion unitaria vendrd determinada por una componente de
deformaciones en el plano (g): vector columna (ex, gy, yxy) Y una componente curva
resultado de la flexidn, que vendrd definida por (z/R) o también puede expresarse como
z-c, donde ¢ hace referencia al vector columna con las curvaturas de flexion (cx, cy.
ny).

g(z)=e+z-C Expresion 12

Teniendo en cuenta la ecuacidén que aparece en la segunda linea de la

Expresion 7, es posible establecer (recuerda que [@] es la matriz de rigidez global de la
ldmina, que tiene en cuenta el dngulo de orientacién de las fibras).
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o(2)=[Q] [e]+[Q] z-[c] donde [Q]= [Te]- [Q] ‘[To]"! Expresion 13

Si el laminado consta de It Idminas, la fuerza total que actua sobre el laminado

es:

M-30-3 Jlo) { i st jzdz}

i=1 i=1 =1
Expresion 14

> {6k - )+ Rl (-1t

i
Esta expresion puede simplificarse como:

NI =[A] [e]+[B]-[c] Expresion 15

La matriz [A] se denomina matriz extensional y su valor se obtiene segun la
Expresion 16.

|T — 'Y4
[A]: [Q]i ( h —hM) Expresion 16
i=1
En relacion a la matriz [B], destacar que se denomina matriz de acoplamiento y
se puede obtener de la siguiente manera:

[B]:%'i[Q]i (h,2 —hi%]) Expresién 17

i=1
En lo referente alos momentos que actian sobre el laminado, el andlisis es similar:

h X

iJA zdz_ZI[[Q c]z)dz

i=l h_, i=l h,_,

- i{[@] [¢]: ]'iz -dz +[Q) ] J'Z dz} Expresién 18

i hiy
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Esta expresion puede esquematizarse como:
M]; =[B]-[e]+[D][c] Expresién 19

Donde la matriz [B] o matriz de acoplamiento adquiere el mismo valor que el
descrito en la Expresidn 17 y la matriz [C], también denominada de curvaturas, se obtiene
segun la siguiente expresion.

[D]:%'i[@]i (h2-n2,) Expresién 20

A partir de las Expresiones 15 y 19, es posible establecer la relacion entre las
fuerzas y los momentos aplicados sobre el laminado y las deformaciones unitarias y
curvaturas. Esta relaciéon viene dada por la Expresion 21 (en su forma reducida) o tal y
como muestra la Expresion 22, en su forma ampliada.

N = A Blle Expresion 21
M| |B Dj]|c
N A A A By By B[ ek |

Ny Ag1 A A By By Bos || gy

Ny | _|Asi Asz Ass Bai By Bas | |7y Expresion 22

£zxx
~<
S
o
N
o
5
0
~
0
N
0
3
0
~<

Para calcular las caracteristicas mecdnicas del laminado, basta con formular la
expresién anterior de forma inversa

-1
el |A Bl IN 5 el _|a bIIN Expresidn 23
c| |B D M c| |Bp d|l[M
Si el laminado de material compuesto no estd sometido a momentos flectores,
se puede establecer:

[e]=a-[N] Expresion 24
Teniendo en cuenta que [I\I]:hT '[G], la expresion anterior queda:
[e]=a-h; -[o] Expresion 25

Teniendo en cuenta que la matriz [a] es una matriz de 3x3, y considerando su
equivalencia con los términos de la matriz de flexibilidad local [S], es posible obtener las
propiedades mecdnicas eldsticas del laminado.
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1 _va
CGip G2 Oz 3 I]E?
[al=| oy ap ax| [S]= _‘2_2 = 0 Expresidn 26
] 2
Q31 O3 d33 1
0 0o —
i Gz |

En la matriz de flexibilidad local [S], el término (S11) corresponde a la inversa del
modulo de la Ildmina en la direccién longitudinal (1). Por analogia, el término (a11) de la
matriz [a], estd relacionado con la inversa del mdédulo del laminado en la direccion x,
tal y como se muestra en la Expresidon 27. Siguiendo el mismo razonamiento, intenta
deducir el valor de las restantes propiedades eldsticas (Ey, Gxy, vxy, Vyx).

1

E.,= o Expresion 27
E, = ] Expresion 28
gy -y
1 .z
Gy = s Expresion 29
Vyy =Ex *Qg1-hy Expresion 30
Vs =E, "Cyp by Expresion 31

4. Conclusidon

El andlisis de laminados de materiales compuestos mediante la Teoria Clasica de
Laminados (CLT), representa una herramienta de gran ufilidad para predecir las
propiedades mecdnicas eldsticas de un laminado formado por el apilamiento de
diversas [dminas o capas formadas por una matriz en la cual se encuentran embebidas
las fibras de refuerzo. A partir de las propiedades de la matriz, de las fibras, de la
cantidad en volumen de fibras (v¢), del dngulo de orientacién de las fibras (8) y de la
geometria del laminado (posicidon de capas, espesor de capas, etc.), es posible realizar
una estimacién de las propiedades mecdnicas del laminado, aspecto que es de gran
relevancia para predecir las propiedades sin necesidad de fabricar el laminado, de tal
manera que la CLT se consolida como una herramienta muy Util para desarrollo y diseiio
de laminados de material compuesto, con su repercusidon positiva en el tiempo de
diseno y desarrollo de producto.

Page 8 of 9



UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

5. Referencias

[1] Miravete de Marco, A, “*Materiales compuestos. Tomo I". Autor-Editor (2000).
[2] Tsai, S. “Diseno y Andlisis de Materiales Compuestos”, Ed. Reverté (1988).

[3] Matthews, F.L., Rawlings, R.D. "Composite Materials, Engineering and Science”,
RC Press (1999).

[4] Gay, D. "*Composite Materials: Design and Applications”, Ed. CRC Press (2015).
[5] Hull, D. "Materiales Compuestos”, Ed. Reverté (2003).

Page 9 of 9



