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1 Resumen de las ideas clave

El Circulo de Mohr, método desarrollado por el ingeniero alemdn Charles Otto Mohr
a finales del siglo XIX, constituye una herramienta de gran interés para la resolucion
de problemas en el dmbito de la Resistencia de Materiales o la Mecdnica de Suelos.

Este documento constituye una guia paso a paso para la construccion del Circulo
de Mohr de tensiones y la obtencién de informacién a partir del mismo. Al final del
documento se resuelve un ejemplo para facilitar la asimilacién de la metodologia.

Palabras clave: Circulo de Mohr, Tensiones, Elasticidad.

Introduccion

Dado un medio eldstico en un dominio bidimensional, se considera la matriz de
tensiones de Cauchy [s],, en un punto P, referida a un sistema cartesiano de
referencia xy (Figura 1a). Esta matriz se corresponde biunivocamente con un estado
tensional en el punto P. El estado tensional se obfiene haciendo pasar en la
proximidad de P cuatro planos orfogonales a los gjes x e y, definiendo un elemento
diferencial plano. En el punto P, asociado a cada uno de tales planos, existe un vector
tensién, cuyas componentes intrinsecas normal (o) y tangencial (z) se representan en
las caras del elemento (Figura 1b).

Si por el punto P se hace pasar un plano IT cualquiera, caracterizado a través de su
vector normal n,;, en P aparece un nuevo vector tensiéon ﬁosociodo al plano 11,
cuyas coordenadas cartesianas son (t,, ty). Sin embargo, la expresion del vector
tensién en funcidn de sus componentes intrinsecas (o, T,) reviste un mayor interés en
el dmbito de la ingenieria (Figura 1c).
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Figura 1. Planteamiento del problema.

Considerando este punto de partida, el Circulo de Mohr de tensiones es una
herramienta que permite la representaciéon grafica del infinito conjunto de vectores

tension tj = (o, T,) €n el punto P, expresados a partir de sus componentes intrinsecas
referidas a una orientacién n,; (el vector normal al plano I1).
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3 Objetivos

Los objetivos buscados en esta guia metodoldgica son de tipo procedimental. Tras la
lectura y la asimilaciéon de los contenidos de este documento se podrd:

= Trazar el Circulo de Mohr de tensiones a partir de un estado tensional plano.

» Interpretar correctamente la informacién (tensiones normales, tensiones
tangenciales y orientaciones) obtenidas con el Circulo de Mohr.

4 Desarrollo

Para la construccién del Circulo de Mohr, se supone conocido el estado tensional en
un punto P (véase la Figura 1b). La metodologia que se plantea es la siguiente:

Disposicién de los ejes a,, — T,

Ubicacion de los puntos de referencia.

Cdlculo del centro y del radio.

Trazado del circulo.

Cdlculo de las tensiones principales.

Orientacién de las direcciones principales de tension.
Orientacién de las direcciones de tensidn tangencial méxima.
Lectura de un vector tensién en cualquier orientacion.

PN AW =

4.1 Disposicion de los ejes on—m

El Circulo de Mohr se traza en un sistema de referencia cuyos ejes de abscisas y
de ordenadas representan, respectivamente, las tensiones normales (a,) y las
tensiones tangenciales (t,) (consultar la Figura 2 y siguientes).

4.2 Ubicacién de los puntos de referencia

Los primeros puntos que definen el Circulo de Mohr son los denominados puntos
de referencia. Se trata de dos pares de componentes intrinsecas (a,,t,) que
corresponden a dos vectores tension en planos conocidos (y sus respectivas
orientaciones n,;) como por ejemplo, x-y en la Figura 1b.

Para situar estos puntos sobre el sistema de referencia de Mohr, es necesario
tener presente el siguiente criterio de signos:

» Las tensiones normales a,, son positivas cuando se dirigen hacia fuera
de las caras (denotan traccion).

» Las fensiones tangenciales t, son positivas cuando tienden a hacer
girar el elemento en sentido horario.

Para el estado tensional mostrado en la Figura 1b, las componentes intrinsecas
del vector tensidon asociado a la cara de la derecha (perpendicular al eje x)
corresponden al punto x (+a,, —Txy) del grdfico. Las componentes intrinsecas del
vector tensidén asociado ala cara superior (perpendicular al eje y) se representan
en el gréfico por el punto y (+a,, +7,y).

Los puntos x e y determinan los extremos de una diagonal del Circulo de Mohr
(Figura 2). Nétese que los vectores tensidon (los puntos del Circulo de Mohr) se
denotan como el vector normal al plano al que se refieren.
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Xy

Figura 2. Puntos de referencia x e y en el sistema a,, — T,,.

El criterio de signos descrito, empleado para situar puntos en el Circulo de Mohr,
difiere del que se usa para la matriz de tensiones de Cauchy.

El criterio de Cauchy se basa en observar las componentes intrinsecas del vector
tensién en las caras vistas del estado tensional (aquellas cuyo vector normall
exterior lleva sentido positivo segun el sistema de ejes coordenados). En la Figura
3, las caras vistas son la cara de la derecha (cuyo vector normal es el semieje
positivo x) y la cara superior (cuyo vector normal es el semieje positivo y). Segin
el criterio de Cauchy, tanto las tensiones normales o, como las tensiones
tangenciales T, son positivas si, estando en una cara vista, su senfido es positivo
segun el eje coordenado al que son paralelas.

y

Gy A
——

T Ly +0, +7,,

| =U X [O-]"y T4z, 4o

- 7 Figura 3. Caras vistas en un
1 estado tensional y matriz
1 de tensiones de Cauchy.

4.3 Cdlculo del centro y del radio
El centro C del Circulo de Mohtr se sitUa en la intersecciéon de la diagonal que une
los puntos x e y con el eje de abscisas g, luego la distancia 0C vale:
— Oy + O'y
¢= 2

El radio R del circulo se obtiene aplicando el tecrema de Pitdgoras al tridngulo
sombreado en la Figura 4.

R= (Q)Z +(tn)?
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Figura 4. Centro y radio del Circulo de Mohr.

4.4 Trazado del circulo

A partir del centro y del radio, es posible trazar graficamente el Circulo de Mohr
(en concreto, la circunferencia que lo constituye). Para ello, con la ayuda de un
compds, se hace centfro en C y se abre una cantidad igual al radio R (Figura 5).

Xy

o

X

Figura 5. Trazado del Circulo de Mohr.

Cadauno de los infinitos puntos de la circunferencia representa un vector tensiéon
th = (0, T,) €n el punto P, referido a un plano cuyo vector normal es n,.

4.5 Cdilculo de las tensiones principales

Los puntos de interseccién del Circulo de Mohr con el eje de abscisas son puntos
de tensiéon tangencial nula, luego corresponden a las tensiones principales a4 v

PAgina 5 de 11



;) POLITECNICA
DE VALENCIA

g, en el punto P (Figura 6). Estas tensiones se sitian en los extremos izquierdo y
derecho del circulo, y pueden calcularse segun:

g1 = C+R gy = C—R

20

l«— O, —»|

20

Figura 6. Tensiones principales.

4.6 Orientacidon de las direcciones principales de tensidn

En las figuras 6 y 7 se observa que las orientaciones de estas direcciones
principales se pueden obtener a partir del Circulo de Mohr, girando un dngulo
20 desde el eje x (para obtener la direccidon principal 1) o, alternativamente,
desde el eje y (para obtener la direccidon principal 2).

Tﬂ
O-)’
y
o -0
z'xy x 2 y
120
0 e
20! o,
R\ | 7,
X Figura 7. Angulo 26 entre los
ejes de referencia y las
o, direcciones principales.

Enlarealidad, el dngulo fisico a girar serd la mitad del dngulo girado en el circulo:

Txy 1 Txy
tan 20 = Gy =0y — 0 —E-arctg Gy =0y

2
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4.7 Orientacion de las direcciones de Tmax

Como se puede ver en la Figura 8, las direcciones (o planos) de tensidn
tangencial mdéxima se situan en los puntos superior e inferior sobre el Circulo de
Mohr. El valor de la tensidn tangencial en estas posiciones es igual al radio R del
circulo, y el valor de la tensién normal coincide con la distancia 0C. El dngulo a
girar desde las direcciones de referencia es 2y o 2y’.

Tmax = TR Onlrpmg, = OC 2y(o2y') = 26 ¥ 90°

madx

Figura 8. Planos de tensidn
tangencial maxima.

4.8 Lectura de un vector tensidon en cualquier orientacion

A partir del Circulo de Mohr, es posible obtener el vector tension t—’,f = (0, T,) €N
el punto P respecto de una direccion determinada x’, como la que se obtiene al
girar un dngulo B desde el eje x, en sentido antihorario (Figura 9).

En la Figura 9 se puede observar asimismo que:

= El dngulo fisico a girar en la realidad (B) es la mitad del que se gira
sobre el Circulo de Mohr (28), aungue con el mismo sentido.

» Para obtener las componentes intrinsecas del vector tension
asociado a la direccién x’ mediante el Circulo de Mohr, hay que girar
un Aangulo 2B en sentido antihorario desde x, mientras que para
obtener las correspondientes a la direccién y' el dngulo a girar es de
2B + 1802,

Aplicando relaciones trigonométricas, las componentes intrinsecas en las
direcciones x’-y’ son:

0 = OC + R - cos(2 — 26)

gy, = 0C — R - cos(2f — 20)
Txryr = R - sen(2f — 20)
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Figura 9. Crientacidn de la direccion buscada (x’) respecto de la direccién de
referencia (x).

Finalmente, atendiendo a los signos de las tensiones normales y tangenciales en
el Circulo de Mohr, es posible representar el estado tensional referido a los ejes
x'-y’. En este caso, la tensién Txryr tiene una ordenada positiva en el Circulo de
Mohr, luego en la representacidén del estado tensional tenderd a girar el
elemento en sentido horario. En consecuencia, atendiendo al criterio de signos
de Cauchy, la entrada correspondiente en la matriz de tensiones serd negativa,
(Figura 10).

+o. —T..
]
y y

Figura 10. Estado tensional y matriz de tensiones referida a los ejes x’-y’.

5 Ejemplo resuelto

A partir del estado tensional en un punto P de un sdlido eldstico (Figura 11) se
pide construir el Circulo de Mohr de tensiones, determinando los valores mds
representativos del mismo.

Se pide ademds representar el estado tensional referido alos ejes x’-y’ indicados
en la Figura 11. Obtener la matriz de tensiones de Cauchy referida a dichos ejes.

Por Ultimo, scudl es el valor de la tension tangencial mdaxima y en qué
orientaciones tiene lugar?
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‘ -7 X
|
3 80 MP X
e Figura 11. Estado tensional de
A partida para el ejemplo resuelto.

5.1 Solucion

Se sitUan los puntos de referencia en un grdfico e, — t,: x(80,-40) e y(-50,+40).
Estos puntos forman una diagonal del Circulo de Mohr (Figura 12), cuya
interseccion con el eje de abscisas determina el centro del circulo (punto C).

Haciendo centro en este punto, y con una apertura del compds igual a la mitad
de la diagonal (es decir, el radio R), se traza el Circulo de Mohr,

Los valores de distancia 0C al centro y el radio R son:

. o,+0, 80-50

Oy — Oy\? 80 + 50\°
R:\/( x2 y) +(Txy)2:\/< > ) + (40)? = 76.32 MPa

Figura 12. Posicidn de las direcciones x-y sobre el circulo de Mohr y obtencidn
de las tensiones y direcciones principales.

De esta forma, las tensiones principales son:

01 =0C+ R =91.32MPa 0, =0C+ R =-6132MPa
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El dngulo de orientacion de la direccidn principal 1 respecto del eje x (medido
en senfido anfihorario) es (Figura 13):

- v [ 2 L 0,0 — 15 go
20 = arctg G =0y | = arctg 80+5ol | = 31.612 -6 =15.8
2 2
2 k y r 3
61.32 MPa Ls2Mpa ¥ 1
15.82
:X Figura 13. Estado tensional girado,

orientado segun las direcciones
principales de tension.

Para obtener las componentes intrinsecas del estado tensional referido a los ejes
x'-y’, se sitUa dicho punto sobre el Circulo de Mohr, girando un édngulo 28 =2 -
30 = 602 desde el gje x, segun se indica en la Figura 14.

T

n

Figura 14. Posicion de las
direcciones x’-y’ sobre el circulo
de Mohr y obtencidon de sus
componentes intrinsecas.

Los valores de las proyecciones de este punto en los ejes de abscisas o, y de
ordenadas T, se pueden obtener mediante relaciones trigonométricas:

0 = 0C + R - cos(28 — 26) = 15 + 76.32 - cos(60° — 31.619) = 82.14 MPa
dy, = 0C — R - cos(2B — 26) = 15 — 76.32 - cos(60° — 31.61°) = —52.14 MPa
Ty = R - sen(2B — 20) = 76.32 - sen(60° — 31.61°) = 36.29 MPa

El estado tensional y la matriz de tensiones respecto a los ejes x'-y’ se ilustra en la
Figura 15 (para la matriz se ha seguido el criterio de signos de Cauchy).
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Y
52.14 MPa |
36.29 MPa

)

o= TR (o] +82.14 -36.29
82.14 MPa v | -36.29 -52.14

Figura 15. Estado tensional y matriz de tensiones respecto a los ejes x’-y’.

Observando el Circulo de Mohr, las componentes intrinsecas correspondientes a
la méxima tensidén tangencial que puede darse en el entorno del punto P son:

Tmax = TR = £76.32 MPa onlz, .. = 0C = 15MPa
y sus orientaciones respecto al eje x (Figura 16):
2y =260 —902 = 31.612 — 902 = —58.392 — y = —29.192 (giro horario)
2y’ =26 +90° = 31.61°2+90° = 121.61°2 — y' = 60.912 (giro antihorario)

Figura 16. Orientaciones de
tension tangencial mdxima sobre
el Circulo de Mohr y dngulos
respecto de la direccion x.

_Z—nxdx
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