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1 Resumen

Muchas veces leemos sobre el caso 1D de correspondencia de representacién
de senales en el dominio del tiempo y de la frecuencia. Es un tépico ineludible
del procesado digital de sefial ([1] y [2]) que existe una correspondencia entre
ambas representaciones y que es posible calcularla con herramientas
matemadticas en el dmbito discreto como la Transformada Discreta de Fourier o
la Transformada Discreta del Coseno (que en adelante notaremos por la siglas
de los términos en inglés, DFT y DCT, respectivamente).

Estas transformaciones también se utilizan al trabajar con imégenes, pero no es
trivial explicarlo o dibujarlo. En este trabajo queremos ver y explorar la
correspondencia entre el dominio espacial y el frecuencial en el caso
bidimensional, sin entrar en los detalles de derivacién de la formulacién, para lo
gue la bibliografia clasica suele cubrir ampliamente el paso en ambos sentidos:

« Directo (DFT o DCT), que obtienen la representacién frecuencial a partir
de la espacial.

* Inverso (representados con las siglas IDFT o IDCT), que permite calcular
la representacién espacial a partir de la frecuencial.

¢:Cémo lo haremos? Veremos un ejemplo de calculo de estas transformaciones,
las componentes que se obtienen y que el proceso es reversible. Veremos
imdgenes con diferentes contenidos y como su distribucién espacial (repeticién
u orientacion) se ven reflejados en las transformadas. Para terminar observando
visualmente cdmo se recupera una imagen, un tanto diferente de la original, si
se manipulan esos elementos que constituyen la representacién en frecuencia.

De una forma muy simplista, la DCT obtiene la respuesta cldsica de qué
frecuencias estan presentes en el contenido de una imagen de una forma
explicita y directa: en una sola componente de la misma dimensiéon que la
imagen y de valores reales. Por eso la podemos encontrar habitualmente
utilizada en el campo de la compresién.
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Figura 1: Representacidn vectorial de un numero complejo. La parte real y la
imaginaria (a+bj) son equivalentes a la magnitud y fase del vector que
representa el niumero complejo. Imagen de

<http://ccc.inacep.mx/~pgomez/cursos/pds/slides/S5-DFT.pdf>.

Por su parte la DFT obtiene una representacién en valores complejos, lo que se
traduce en dos elementos: la parte real y la imaginaria, cada uno de la
dimensién de la imagen de partida. La DFT se utiliza habitualmente en
aplicaciones de deteccién de simetrias en imagenes, filtros de procesado de
sefal. Lo mas habitual es ver la representacién combinada de estos dos
elementos en forma vectorial (véase la Figura 1), expresada en términos de
magnitud y fase. La magnitud corresponde con el mddulo del vector, esto es
con la valoracién de cuan presente estd cada componente de frecuencia y, por
ello, es comparable al resultado de la DCT. Pero, ademads, el angulo sobre el eje
horizontal nos cuenta acerca de la fase (relativa) de cada componente de
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frecuencia presente en la sefal. Esto es una valoracién de dénde se da esa
frecuencia en la imagen.

Objetivos

Una vez que el lector haya explorado los contenidos de este documento y
experimentado con el cédigo de ejemplo que se comenta, serd capaz de:

= Asociar el uso de las transformaciones DFT y DCT con aplicaciones tanto
de cuestiones de procesado, como de analisis de imagen.

= Experimentar con un ejemplo de cdédigo que permite visualizar la
representacién frecuencial que obtiene la DFT y la DCT, familiarizdndose
con su funcionamiento interno.

= Experimentar con un ejemplo de cédigo para observar la relacién entre la
transformacién directa y la inversa

Para hacer posible esta experimentacién vamos a utilizar OpenCV [3] para
mostrar de manera visual, sin entrar en los detalles de todo el proceso
matematico interno, la DFT y la DCT. OpenCV es una libreria de funciones que
es un referente para la implementacién de aplicaciones de Visién por
Computador.

Aungue podemos leer este documento y ver si nos convencen las iméagenes, la
diversién estd en probar los ejemplos y modificarlos, Sera la mejor manera de
aprender de ellos. Solo necesitamos un terminal y un editor de cdédigo. Este
trabajo se centrard en la plataforma Linux/Unix, pero podremos utilizar sus
contenidos en otros sistemas operativos: el haber optado por OpenCV para
desarrollar el cédigo del ejemplo es para que sea totalmente portable.

Introduccion

Sin entrar en la teoria matematica [1], revisaremos en este punto cémo se ve la
representacién en frecuencias de una sefial en el caso 1D y 2D.

3.1 Caso unidimensional

En el caso unidimensional, una sefial se puede expresar [2] como una suma
infinita de seflales peridédicas, como expresa la Ec. 1.

f =a,cos(nx)+b,sin(nx) Ec. 1.

La definicién de DFT para 1D en [2] viene acompafada de una muy interesante
animacién que muestra la relacién entre el dominio del tiempo y de Ia
frecuencia utilizando la transformada de Fourier. La Figura 2, estd hecha con
capturas de instantes de esa animacién y se puede ver como la funcién f (en
rojo) en el tiempo, se descompone (Figura 2 izquierda) en seis funciones (en
azul) en frecuencias. La funcién f se puede representar de forma equivalente
(Figura 2 derecha), tanto como una que varia en el tiempo o como una gue
varia en el dominio de la frecuencia y formada por los seis valores de frecuencia
gue estadn presentes en la misma.

La DFT relaciona, Figura 3, una sefial en el dominio del tiempo, f(n), con su
equivalente en el dominio de la frecuencia, F(u): observemos de las
expresiones!® que la DFT y la IDFT son la misma expresién con el signo cambiado
y una constante. La DFT de una funcién con N puntos da como resultado N

1 Extraidas de <http://ccc.inaoep.mx/~pgomez/cursos/pds/slides/S5-DFT.pdf>.
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valores complejos que pueden dividirse en dos componentes: una parte real y
una imaginaria.
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Figura 2: DFT permite relacionar una sefial en el tiempo con su representacion
en frecuencias. Imdgenes extraidas de [2].

2 5.3. El dominio frecuencial.

- Varlacnén dela magmtud
f(n)= Z i (u)
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Figura 3: Formulacion matematica de la DFT y de la IDFT (a) y visualizacién [4]
de los elementos que definen la representacion frecuencial (b).

3.2 Transformada bidimensional

El trabajo de Garcia-Medrano [4] ofrece una perspectiva muy completa del
dominio frecuencial aplicado al caso bidimensional de las imagenes, Figura 4, y
ademds acompafia de forma grafica la explicacién de los entresijos de la
representacion frecuencial. Tanto en la versién que obtiene la transformacién de
Fourier (la DFT), como en la debida a la transformada del coseno (la DCT). Cabe
destacar que:

« De las componentes reales e imaginarias se derivan los valores de
magnitud y fase que habitualmente vemos representados como en la
Figura 4 izquierda.

Observe que el valor negro en la componente de Magnitud representa
valores altos y, en la de Fase, valores cercanos a cero.

« La definicién 1D de la DFT se extiende al caso 2D, Figura 4 derecha,
generalizdndola al considerar que el nimero de puntos depende ahora
de las dimensiones de la imagen.

En este trabajo, también utilizaremos versiones en gris de las imdgenes por
brevedad en el cédigo que mostraremos como parte de la implementacién. En
[4] podemos encontrar la validacién de estas simplificaciéon y la generalizacién
para una imagen en color (RGB)
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+ El paso de una imagen desde el dominio espacial al dominio
frecuencial es la llamada transformada de Fourier.

* En nuestro caso, usamos la Tr. Discreta de Fourier (DFT).

* Férmula: DFT. Sea A una imagen de tamafio WxH. La DFT
es ofra imagen (compleja, de WxH) F, dada por:

F(a, b) = : Alx, y).e[-znixa'\l\'l.el-zniyn.'H] Denolamos:

w00 ys0_H1
+ Recordalorio: e = cos k + i-sen k; i =|/-1 (7= BFU

= Endefinitiva, la imagen se descompone como una suma de
muchos componentes frecuenciales.
— La posicion (x, y) del pixel, indica la frecuenciaen X yen Y.
— Elvalor del pixel indica el peso (magnitud) y la fase del comp.
Imagen A en el dominio frecuencial

Imagen A en el
Magnitud Fase

dominio espacial

: Q‘ | + La transformacién se puede invertir. dada F calcular A.
e + Férmula: Tr. Inversa de Fourier (IDFT). Sea F una imagen
compleja en el d. frec., la imagen A en el dom. espacial es:
I | A%, y) = 1/WH Z z Fla. b} (Eni At glzuy biH) g IDFT(F)
Megro = mayor Megro = 0° S b
magnitud Blanco = 359° + Vergue: IDFT(DFT{A)) = A, DFT(IDFT(F)) = F.

Figura 4: Visualizacién de los elementos que definen la representacién
frecuencial y su contextualizacién en el caso 2D. Imdgenes extraidas de [4].

Respecto a los célculos que muestra la Figura 4, hay que recalcar que se
asumen ciertas cuestiones:

« No son los valores que se obtienen en primera instancia de la
transformada, que son valores complejos y tienen, por tanto, parte real y
parte imaginaria. La elaboracién de estos valores en la pareja magnitud
y fase los hace mds cercanos a una interpretacion fisica de los valores
obtenidos.

+ Como valores derivados que son la magnitud y la fase, implican un
proceso de elaboracién de la informacién. Asi, es costumbre representar
la componente de magnitud como una imagen; no como se obtiene
inicialmente del calculo del médulo del valor complejo (Figura 5a), sino
gue se suele modificar la disposicién original de los cuadrantes de la
misma (Figura 5b), para ofrecer una interpretacién fisica de sus valores
(Figura 5c). La Figura 6 muestra otros ejemplos de la magnitud o
espectro de frecuencias.

5.3.1. La transformada de Fourier.
+ ¢ Coémo interpretar la transformada de Fourier?
* Normalmente se visualiza la magnitud de la DFT.
- Las rep 1las bajas. =
Caracteristicas de la imagen que varfan lentamente
= Lazona interior son las frecuencias altas. >

5.3. El dominio frecuencial.
+ 5i F es una imagen en el dominio frecuencial, el valor del
pixel F(x,y) indica como es el c. frecuencial asociado a (x,y)

5.3.1. La transformada de Fourier.
* Los extremos se tocan...
* La DFT se suele representar centrada: desplazar la imagen

Esta

t s representacion
Caracteristicas que varian con mucha rapidez. F’ k| (san_algnilud de la
 centrada)
- Frecuencias se suele
Frecuencias & bajas e:e:?:rtr:‘:ﬂ:‘la
altas | £l negro indica B
B biancodica que semanmucho | |l a
que tienen poco Felevinch)
peso (poca
relevancia) Los c:uxiremus se - Porlaforma de ,laDFT es i el
i can..

para colocar el pixel (0,0) en el centro de la imagen. 7// — \w
ZEN

Tew 5. Espacins

cuadrante 1 es simétrico al 3, yel 2 al 4.
* En concreto, el F(a b) es conjugado del F(W-a, H-b).
—

b)

Figura 5: Componentes derivados del andélisis frecuencial: el caso de la
magnitud o espectro de frecuencias. Imdgenes extraidas de [4].

Input Image Magnitude Spectrum

Input Image Magnitude Spectrum

"

Input Image Magnitude Spectrum

Magnitude Spectrum

Figura 6: Ejemplo; de imadgenes y componente de magnitud. Imdgenes de [5].
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El caso de la DCT no es menos complejo conceptualmente, pero su resultado es
un solo elemento, Figura 7a; por lo que, quiza, resulte mas obvio en un primer
contacto. La Figura 7b muestra la visualizacién de la imagen original y la
reconstruida arropando a la representacién en frecuencias (la DCT que esta en
el medio). Modificar esta DCT, como se ve en la fila inferior de la Figura 7b
influye en el resultado: al borrar elementos de la DCT, la versién reconstruida
(IDCT) pierde informacién respecto a la imagen original.
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Figura 7: El uso de DCT: (a) representacidn visual de las componentes
frecuenciales que utiliza la DCT y (b) secuencias de imagen original, DCT e
imagen reconstruida (IDCT).

4 Desarrollo

Para ver como también existe esa dependencia entre la DFT y su versién
reconstruida, vamos a ver el proceso analogo a lo que como hemos visto en la
DCT en la Figura 7. Para ello nos hemos basado en ejemplos de cédigo ya
existentes. Por un lado, OpenCV [3] ofrece un ejemplo de cémo aplicar la DFT al
caso 2D, pero no calcula ni visualiza la fase o la IDFT. Y por otro, Toennies [6]
(que utiliza [3] y tampoco hace uso de la fase, ni de la IDFT) que introduce la
comparaciéon de la DFT y la DCT y muestra cémo la modificacién de una parte
de la representacién frecuencial corresponde con la pérdida de detalles en la
imagen y se hace visible al comparar la original con la reconstruida (IDCT).

512
Frec. de corte

Figura 8: Interfaz inicial de la aplicacion, de arriba a la izquierda a abajo a la
derecha: imagen original, DCT e IDCT, magnitud y fase de la DFT y IDFT.
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La Figura 8 muestra las ventanas de la aplicacién desarrollada. En la parte de
arriba se muestra desde la imagen original hasta la reconstruida y, en medio, la
matriz de valores de frecuencias (DCT) calculada. Para ello, el Listado 1 muestra
cdmo [6] elabora una visualizaciéon de la matriz DCT a partir de los métodos
directo e inverso de esta transformacién que ofrece OpenCV. Observe que se
hacen ajustes en la dimensién y tipo de la imagen original, porque la DCT
espera que sean valores pares y que sea valores de tipo real, en lugar de los 8
bits por pixel de la representacién espacial en escala de grises.

Por su parte, las imagenes de la fila inferior de la Figura 8 muestran el trabajo
utilizando la DFT. No se ha visualizado el resultado en forma compleja (esto es,
las componentes reales e imaginarias que se obtienen como resultado de la
aplicacién de la transformada de Fourier), sino la elaboracién de estas
componentes en los valores de magnitud y fase, tras los cuales se muestra la
imagen reconstruida por la aplicacién de la IDFT sobre los valores iniciales de
valores complejos.

// Read image

Mat img = imread(argv[0], CV_LOAD IMAGE GRAYSCALE);

// Make sure the both image dimensions are a multiple of 2

Mat img2, img3, freq, dst;

int w = img.cols, h = img.rows, w2,h2;

if (w % 2 == 0) w2 = w; else w2 = w+l;

if (h % 2 == 0) h2 = h; else h2 = h+1;

copyMakeBorder(img, img2, 0, h2-h, 0, w2-w, IPL BORDER REPLICATE);

// Grayscale image is 8bits per pixel, but dct() wants float values!
img3 = Mat( img2.rows, img2.cols, CV 64F);

img2.convertTo(img3, CV_64F);

// Let's do the DCT now: image => frequencies

dct(img3, freq);

// Visualiza los coeficientes de la DCT

imshow(FDCT, freq);

//

// Aqui se puede modificar la matriz “freq” que es la que contiene la DCT
//

// Do inverse DCT: (some low) frequencies => image

idct(freq, dst);imshow(FIDCT, dst);

Listado 1: Parte central del cédigo que implementa la transformacién DCT [6].

La implementacién de las operaciones relativas a la DFT se pueden ver en el
Listado 2 y Listado 3. Aunque la DFT se puede aplicar para una imagen de
cualquier nimero de filas y columnas, es recomendable utilizar el método
getOptimalDFTSize para obtener una versién de la imagen original que optimice
la aplicacién de la transformada por si hay que ejecutarla con restricciones
temporales.

La magnitud se ha obtenido, recuérdese la Figura 1, del ejemplo de [3] (el
mismo que utiliza [6]) implementando el cdlculo del médulo de la
representacion vectorial de un nimero complejo. Observe que tras el calculo de
la DFT sobre una variable compleja (complexl), esta es descompuesta en la
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parte real (planes[0]) e imaginaria (planes[1]). La funcibn magnitude de
OpenCV obtiene el médulo del vector (M,) y lo reescala en forma logaritmica
porque el rango dinamico de Fourier no permitiria observar en pantalla el rango
de valores obtenido. Este valor asi calculado de la magnitud no es el que se
muestra habitualmente (lo menciondbamos en la Figura 5), se dibuja con las
bajas frecuencias en el centro y no en las esquinas como se obtiene
inicialmente, por lo que se intercambian los cuadrantes para obtenerla.

Mat I = imread(filename, IMREAD GRAYSCALE);
if( I.empty()) return -1;
Mat padded; //expand input image to optimal size
int m = getOptimalDFTSize( I.rows );
int n = getOptimalDFTSize( I.cols ); // on the border add zero values
copyMakeBorder (I, padded, O, m - I.rows, 0, n - I.cols,
BORDER CONSTANT, Scalar::all(0));
Mat planes[]={Mat <float>(padded), Mat::zeros(padded.size(),CV_32F)};
Mat complexI;
merge(planes, 2, complexI); // Add another plane with zeros
dft(complexI, complexI);
// => log(1l + sqrt(Re(DFT(I))"~2 + Im(DFT(I))"2))
split(complexI, planes); // planes[0] = Re(DFT(I),

// planes[1] = Im(DFT(I))
magnitude(planes[0], planes[1l], planes[0]);// planes[0] = magnitude
Mat magI = planes[0];
magl += Scalar::all(1l); TUlog(magI, magI); // to logarithmic scale
// crop the spectrum, if it has an odd number of rows or columns
magIl = magI(Rect(0, 0, magI.cols & -2, magIl.rows & -2));

// rearrange the quadrants of Fourier image so that the origin is at the
// image center

int cx = magIl.cols/2; int cy = magl.rows/2;

Mat qO@(magI, Rect(0, 0, cx, cy)); // Top-Left - a ROI per quadrant

Mat ql(magI, Rect

(

(cx, 0, cx, cy)); // Top-Right
Mat g2(magI, Rect(

(

C
0, cy, cx, cy)); // Bottom-Left

Mat g3(magI, Rect(cx, cy, cx, cy)); // Bottom-Right

Mat tmp; // swap quadrants (Top-Left with Bottom-Right)

// Transform the matrix with float values into a
// viewable image form (float between values 0 and 1).
normalize(magIl, magI, 0, 1, NORM MINMAX);

imshow("Input Image" , I ); imshow("spectrum magnitude", magI);

Listado 2: Cédigo de célculo de la DFT y la magnitud de la DFT. Extraido de
<https://docs.opencv.org/3.2.0/d8/d01/tutorial_discrete_fourier_transform.html>.
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Falta por ver el calculo de la fase y cdémo obtener la inversa de la DFT. OpenCV
nos ayudara con los métodos phase e idft que hacen? justo lo que necesitamos.
El Listado 3 lo muestra de forma abreviada y resaltando las funciones
principales.

dft(complexImg, complexImg);
// => log(l + sqrt(Re(DFT(I))"2 + Im(DFT(I))"2))

split(complexImg, planes);
//
// Aqui se puede modificar los valores complejos de la DFT:
//
// Re(DFT(img)) - planes[0] y Im(DFT(img)) - planes[1]
magnitude(planes[0], planes[1], magnitut_dft );

phase(planes[0], planes[l], fase_dft, true ); // true -> graus
// IDFT

idft(complexImg, inverseTransform, DFT_REAL_OUTPUT);
// Es equivalente a hacer
// dft(complexImg, inverseTransform, DFT INVERSE|DFT REAL OUTPUT);
// Para visulizar la IDFT

normalize(inverseTransform, inverseTransform, 0, 255, CV_MINMAX);
inverseTransform.convertTo( inverseTransform, CV _8UC1 );
// magnitud en rango logaritimico

magnitut dft += Scalar::all(1l); log( magnitut dft, magnitut dft );
// rearrange the quadrants of Fourier image. como en el Listado 2
// Para visulizar la magnitud y la fase

normalize(magnitut_dft, magnitut_dft, 0, 255, CV_MINMAX);
magnitut_dft.convertTo(magnitut_dft, CV_8UCl);
normalize(fase_dft, fase_dft, 0, 255, CV_MINMAX);
fase_dft.convertTo( fase_dft, CV_8UC1l );

imshow(FDFT_MAGNITUT, magnitut dft ); imshow(FDFT _FASE, fase dft);

imshow(FIDFT, inverseTransform );

Listado 3: Cédigo ampliado a célculo de la fase, la inversa dela DFT y la posible
modificacién de los valores reales e imaginarios de la DFT.

En este listado hay un paso comentado que es donde introducimos qué
componentes se pueden manipular en esta representacién. Podriamos modificar
la magnitud y la fase y después deberiamos hacer la inversa de estos valores
para dejar los valores modificados en las variables que contienen la parte real y
la imaginaria que son necesarias para aplicar la IDFT. En su lugar y por similitud
con el cédigo de la DCT, hemos modificado la variable planes y mostraremos la
magnitud y fase resultantes de esos cambios. Hemos dejado indicado dénde
hacerlo.

La Figura 9 muestra dos ejemplos de lo que se puede ver: a pesar de los
recortes (las dreas en negro en la DCT y en la magnitud/fase), la imagen
reconstruida mantiene mucha informacién y no parece verse afectada.

2 Véase Operations on arrays. Core functionality, disponible en
<https://docs.opencv.org/3.2.0/d2/de8/group__core__array.html#gaa708aa2d2e57a508f968eb0f69aa5ff1>.
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¢Impresionante no? Bueno, es que solo hemos modificado altas frecuencias,
esto es, cambios locales y poco apreciables visualmente. Pero si subimos los
pardmetros de la aplicacién propuesta los veriamos.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

Sl X \':
Figura 9: Ejemplos de edicicién de la DCT y de la magnitud/fase de la DFT. El
valor reconstruido sigue mostrando una alta similitud con la imagen de partida.

5 Conclusion

Como se propone en los objetivos, hemos visto que no se modifica el contenido
de una imagen al aplicar una transformacién en el dominio frecuencial. Es
equivalente al domino espacial habitual de los pixeles. Hemos visto cémo usar
las transformaciones DFT y DCT. Que si modificamos los resultados de la
aplicacién directa, esto afectard en la inversa para recuperar la imagen de
partida. El grado de degradacién dependera de lo que se hayan modificado los
valores de frecuencias de cada transformacién y que son muy diferentes en ese
sentido. Y, sobre todo, hemos “visto” lo que sucede dentro de ellas y, asl,
comparar los resultados de la DFT y la DCT.

Si estd interesado en el cédigo completo para visualizar las etapas intermedias
y explorar con los valores no tiene mas que enviarme un correo electrénico y se
lo haré llegar.
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