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Capitulo 1

Introduccion

En la fisica de los ntcleos de los reactores nucleares se pueden distin-
guir dos objetos de estudio principales [3]. De forma simplificada éstos se
pueden resumir en, por una parte, saber donde se encuentran los neutrones
y qué estan haciendo, y, por otra, determinar si el reactor en estudio es o
no critico, o sea, si es posible que se mantenga la reaccién en cadena en su
interior. Entre los diversos métodos probabilistas y deterministas existentes
para el tratamiento de estas cuestiones, los mas usuales son los basados en
la teoria de la difusién neutrénica, que es una aproximacion a la teoria del
transporte neutronico.

El tratamiento riguroso de este problema es completamente analogo al
que se utiliza en estudios clésicos de difusién gaseosa [16]. El método de es-
tudio consiste en tomar un elemento de volumen de control en cierto punto
del reactor, y deducir expresiones que den cuenta de los diversos modos de
entrada y salida al volumen de control de los neutrones que posean un vector
velocidad determinado, introduciendo secciones eficaces efectivas para no te-
ner que considerar las interacciones especificas a las que estan sometidos los
neutrones dentro de este volumen de control. El balance entre la proporcion
de neutrones que entran y la proporcién de los que salen, da lugar a lo que se
conoce como la ecuacion del transporte de Boltzmann. Con el fin de simplifi-
car esta ecuacion, se introducen hipétesis tales como que todos los neutrones
se pueden agrupar en rangos de energia (grupos) y que la distribucién de los
vectores de velocidad neutrénica es independiente de la direccién. Con estas
condiciones, se puede obtener la ecuacion de la difusién neutronica como una
aproximacion de la ecuacién del transporte.

Principalmente, se realizan dos tipos de calculos asociados con la ecuacién
de la difusion neutrénica. Un primer tipo de célculos estaticos consistentes
en la determinacién de los Modos Lambda asociados a la configuracion del
reactor en un instante de tiempo. Este es un problema de autovalores genera-
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lizado asociado a un operador diferencial, con unas condiciones de contorno
dadas. La determinacién del modo fundamental nos permite conocer el com-
portamiento del reactor en régimen estacionario. Otro tipo de calculos, son
los que se realizan para la determinacién de un transitorio a partir de una
perturbacion efectuada sobre una configuracion estacionaria del reactor, ha-
ciendo uso para ello de la ecuacion de la difusion neutrénica dependiente del
tiempo o de alguna de sus aproximaciones.

Se han desarrollado algoritmos para la integracién de la ecuacion de la di-
fusién neutrénica dependiente del tiempo, mediante métodos modales [17, 27]
o métodos implicitos de integracion temporal. Ademas se han propuesto pa-
ralelizaciones de estos algoritmos [19], lo que puede hacerlos viables en cuanto
a tiempo de célculo para reactores comerciales reales. La parte algebraica,
para la resolucion de los problemas de autovalores, también ha sido resuelta
de varias maneras [18, 15].

La presente memoria esta dedicada al desarrollo de métodos para el trata-
miento del primero de estos dos problemas para reactores con geometrias uni-
dimensionales y bidimensionales incidiendo principalmente en el estudio de
métodos que permitan su generalizacién a geometrias hexagonales y prismati-
cas con base hexagonal. Los métodos desarrollados estan orientados, princi-
palmente, a poder utilizar un mallado o discretizacién espacial del reactor
en elementos de gran tamano. Se muestran, a su vez, los resultados numéri-
cos obtenidos con los métodos propuestos en problemas “benchmark” que se
encuentran en la literatura.

La presente memoria se ha estructurado del modo siguiente: Lo que resta
del primer capitulo se ha dedicado a mostrar los pasos a seguir para deducir
la ecuacion de la difusion neutréonica como una aproximaciéon de la ecuacién
del transporte. A partir de la ecuacién de la difusién, se obtiene, a su vez, la
ecuacion de los Modos Lambda en la aproximacion de dos grupos de energia.
Se introduciran brevemente los reactores VVER, y finalizaremos explicando,
en términos generales, en qué consisten los métodos espectrales.

En el segundo capitulo se realiza una comparacion entre distintos métodos
espectrales para ver cual ofrece un mejor comportamiento en la resolucién de
la ecuacién de los Modos Lambda de un reactor unidimensional. Para ello, se
han obtenido los Modos Lambda dominantes de varios reactores unidimen-
sionales.

En el tercer capitulo, se generalizan estos métodos a geometrias bidi-
mensionales hexagonales, por lo que se realizan los calculos sobre mallados
triangulares, comparando nuevamente el comportamiento de estos métodos
entre ellos y con los resultados del cédigo neutronico PARCS en el cédlculo de
una gran variedad de reactores benchmark que se encuentran en la literatu-
ra. Para el método que presenta un mejor comportamiento, se comparan los
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resultados que ofrece este método con los que ofrece el método de diferencias
finitas de alto orden [8].

Se finaliza la presente memoria en el cuarto capitulo con las conclusiones
obtenidas sobre los diferentes métodos estudiados para geometrias unidimen-
sionales y bidimensionales. En base a estas conclusiones se indican las lineas
a seguir en el futuro.

1.1. Ecuacion de la Difusion Neutronica

El comportamiento de un reactor nuclear viene descrito mediante la dis-
tribucién de neutrones en el reactor como una funcioén de la posicién, la direc-
cién, la energia y el tiempo. Asi pues, uno de los principales problemas de la
teoria de reactores consiste en predecir esta distribucion. En principio, como
ya se ha comentado, esto podria hacerse resolviendo la ecuacién del trans-
porte de neutrones en el reactor. Debido a la complejidad de esta ecuacién,
se utiliza como aproximacion a la misma, la ecuacion de la difusién neutréni-
ca [41]. Procederemos seguidamente, a mostrar el proceso que se sigue para
deducir la ecuacién de la difusién neutronica como una aproximacion de la
ecuacién del transporte.

En la teoria del transporte se considera el neutréon como una particula
puntual clasica, en el sentido de que puede ser descrito completamente co-
nociendo su posicién y su velocidad. La interacciéon entre los neutrones y los
nicleos atémicos se trata desde un punto de vista macroscopico, ignorando
los detalles del proceso de interaccion dentro del nicleo. Ademas, se definen
secciones eficaces asociadas a la probabilidad de que tenga lugar un determi-
nado tipo de reaccién (como la captura de neutrones, la dispersion eléstica de
los mismos, etc.) y se supone que la interaccion tiene lugar instantdneamente.

La ecuacién de balance en un volumen de control se obtiene teniendo en
cuenta que la variacion con el tiempo de la densidad de neutrones dentro de
un volumen dVdEdS) del espacio de fases, es igual a la proporcion de neutro-
nes que entran menos la proporcion de neutrones que salen del volumen. Para
describir la poblacién de neutrones se utiliza la magnitud denominada densi-
dad angular de neutrones, N (7, E, Q, t), definida como el ntimero esperado de
neutrones en la posicion 7, con direccién Q, y energia F en el tiempo ¢, por
unidad de volumen, unidad de dngulo sélido y unidad de energia. Ademas,
si definimos el flujo neutronico angular como

(7 E,Q,t) =uN(F E,Q,t)

donde v es el médulo de la velocidad, la ecuacién de balance en el volumen
de control que da lugar a la ecuacion del transporte de neutrones se expresa
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de la forma [11]

13\11 = - = —
—— (7, E,Q = —Q-VU(r, E Q
/Uat(r7 ) 7t) V (7 Y 7t)

- Z]T(f; E> t)\Il(Fa E, ﬁa t) + Q(f; E> ﬁ? t)
(

E & - -
-2 [Capsa [ adve

+ / dE" | dV S, E QY — B, Q)W (7 E 1)
0 9

+ ZAka(E)Ck(F,t) . (1.1)

El primer término de la parte derecha de la ecuacién da cuenta de la
adveccion neta de neutrones fuera del volumen de control, siendo Q el vector
unitario en la direccién especificada. El segundo término nos describe la pro-
porciéon a la que salen los neutrones del volumen de control por procesos de
absorcion o de dispersion. () denota una posible fuente externa de neutrones.
El cuarto término nos indica la tasa de neutrones de fision que se producen
en el volumen, supuesta la distribucién de neutrones de fision isétropa en
todas las direcciones. El quinto término da cuenta de la tasa de neutrones
que se introducen en el volumen por procesos de dispersion. Los neutrones
diferidos que aparecen en el volumen al decaer los precursores se tienen en
cuenta mediante el ultimo término.

Y1y Xf denotan la seccidn eficaz total y de fision, respectivamente. x,,
nos indica el espectro de los neutrones producidos en la fisién y y; es el
espectro de neutrones producidos al decaer los precursores. La probabilidad
de que un neutrén se disperse de un volumen dV dE’ dSY a otro dVdEdQ, se
representa por (7 E', O > F , Q; t). La proporcién de neutrones de fisién

diferidos debidos a la transformacion de un precursor de tipo k, es (3 con
K

0 = E Ok, siendo K el nimero de precursores que se consideran. La tasa

k=1
con la que un precursor de tipo k decae es \i.Cg.

La concentracion de precursores de neutrones diferidos satisface la ecua-
cién de balance

OCx,

E(F’ t) :ﬁk/ dEﬁdﬁny(F, E,t)‘II(F,E,Q,t) — MCr(7, 1), (1.2)
0 a

donde v es el nimero promedio de neutrones que se producen en una fisién,
yvk=1 ... K.
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Se supone que la dependencia angular de la dispersién de los neutrones
es debida so6lo al angulo formado entre la direccién del neutrén incidente, €2,
y la direccion del neutron emergente, €. Definimos

0= (4,9, Q3) = (sen cos ¢, sen O sen p, cos ) ,
Q= (9,2, Q) = (sen @ cos ¢, sen 0 sen @', cos 0') |
=0 Q=cost, u=-cosh, u =-cosb,

donde 6 vy 6 son los dngulos que forman © y € con el eje z del sistema de
referencia elegido (véase Figura A.1 del Apéndice).

El método de los armonicos esféricos para aproximar la ecuacién del trans-
porte consiste en desarrollar el flujo neutrénico angular, W(7, £, Q, 1), y la
fuente externa de neutrones, Q(7, E, €, t), como

0o +l

U(FEQt) = > Y OP(FE HY™(), (1.3)
) lo:OO mj;l )
QFE,Q) = > ) QM7 EHY™Q), (1.4)
=0 m=-—1

—

donde Y;"*(£2) son los arménicos esféricos (normalizados) definidos en (A.9).
Se asume que la dispersién depende sélo del angulo relativo, pu* = Q- V]
y que podemos desarrollar la seccion eficaz de dispersion como la siguiente

serie de polinomios de Legendre:

donde P, son los polinomios de Legendre. Haciendo uso del Teorema de adi-
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cién de los polinomios de Legendre (A.8), podemos escribir

! imcpefim(p/ e imep €+im(p/
x (Pz(u)Pz(l/) +2) g;ﬂl)iplm(u)ﬁm(u/) (6 : ))

20+1 - ‘ AT 0 Rnr0r R
=S B — B ()

2 —El . m§ B ()P ) e
(L—m)
i+ m)

obteniendo finalmente la igualdad

00 +1
S, E G — BG) =3 Sai B — By (@Y™ (F) . (15)

=0 m=—1

Supondremos que la fuente externa de neutrones es isétropa, es decir, que
S = ( excepto para SJ. Debido a esto vemos que (1.4) se transforma en

Q(F, B,G,t) = Q(7, B, )Y () . (1.6)

Para la aproximacién Py, truncamos las series anteriores para un valor
concreto | = L, teniendo en cuenta que cuando L — oo recuperamos la
solucién exacta.

Ahora sustituimos las identidades de (1.3), (1.5) y (1.6) en la ecua-
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ci6én (1.1), obteniendo la siguiente ecuacion:

L +1 13@
P IR () (U o (M E.1) + Q- VO (7, B.t) + S(7, B, )" (7, B, 1)
=0 m=—1

—/ Yy TEHEtZZ YVQ/Ym*(Q/)dQ’CDV(r Et )dE’)

0

a=0y=—«a
XP(E) m / miay/ / /
_(1_5)7/0 Y (F lz;mz_:l@ (7, E, //Yl () dY dE
Sy (B)
— QO (7, B, )Yy (D) — ; NAE G ) = 0. (L)

Ahora resolvemos las integrales que se nos plantean respecto a O utili-
zando las propiedades de ortogonalidad de los armoénicos esféricos (A.11), de
donde obtenemos

i Z ( V()Y (V) dQ’) ) (7, E,t)

a=0y=—«
S S ey B = a7 L) (18)
a= O'Y—fa
. (7, ', 1)
") dYOT (7, B ) =~ 1.9
zmz [ v 50 = (19

con la definicién de H™ dada en la ecuacién (A.10), y sustituyendo (1.8) y
(1.9) en la ecuacién (1.7) obtenemos

)
L +1
- 10p™ .
Y () (——l(ﬁ E.t) + G- Vop(r, B, 1)
+37(7, E,t)® (7, E, t) —/ dE'S (7 E' — E; )9 (7, E’,t))
0

E) [ (7 Bt
_(1 _/B)Xp( ) / dE,l/zf(f: E,,t) O(T.[?J—O ) )
0 0

—QU(F E,0)Y(S3) — ZAka Ft)=0. (1.10)

Para preparar la ecuacién (1.10) con el fin de desacoplarla en un siste-
ma de ecuaciones en derivadas parciales, multiplicando por un conjunto de
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armonicos esféricos e integrando después, primero tenemos que tratar el ope-
rador Q- V. Mediante la expresion para ¥;™(9)(Q- V) de la identidad (A.21)
del Apéndice, sustituyendo en la ecuacién (1.10), multiplicamos por Y.7*()
e integramos para todo el dngulo solido. Haciendo uso de la propiedad de
ortogonalidad de los arménicos esféricos (A.11), obtenemos

1097
- —Y(r Bt
v Ot (7 E,1)
o .0 ALy a1 g o
*(a—my) (AY L (F B ) — AgTT ) (7 B )
0 0
i (% rig ) (—ASTHOYE (7 B ) 4+ AT (7 B t)
8 o S a— =
o (AR (P B 1) + AT (R B )

+Xp (7, B, )®)(7, B, t) — / dE'S (7. E' — E;t)®)(F, E', t)
0
XP(E) /OO / o nll ®8(F’E,>t) 0ca
—(1— dE' v¥ (7 B ) -2 HI55)
( 6) \/E . f( ) H(()) 0% %0
K

Q™ Et) o ca Xe(E) , o o
—%Hé}&o e )\kZT)Ck(T, tYHJ556] =0,
k=1

a=01,...,.L, vy=—-a,...,«.

donde las constantes AY™  n = 1,...,6 estdn definidas en el Apéndice
(ecuaciones (A.22)), y los términos con valores de av y v que no sean validos
asumiremos que son iguales a 0 .

Para la aproximacion P;, tomamos L = 1 en el sistema anterior, por lo
que en el desarrollo en serie del flujo angular s6lo retenemos los términos @9,
d;1, % y ®l vy todos los coeficientes de orden superior se tomaran iguales
a cero. Denotaremos

Qg(FaEat) N/ —
H((]) = Q(TaEat) )
(7, E, 1) .
Tg = (D(T,E,t) s (111)

donde () es una fuente de neutrones promedio y ® es el flujo neutrénico
escalar. Imponemos las condiciones

oet acpo 8<I>1
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obteniendo el sistema de ecuaciones:

109, B 1/0 0\ o7 E
e = i (G im) E
N \ﬁ RACARGY )
6 \oxr Oy HY
1[0\ 0 E,t) } B}
+ \/; (@) U T )R .

— / dE' Yyo(Ty B — E;6)®(7, E' t)
0

(E) > / — / — /
(1—5)L/ dE' v (7, B, t)3(F, E,t)
VAamr
‘. (E)
— QE - Akx’im Cu(F 1) (1.12)
k=1

\[6 (% + za—y) OY(7, E,t) = Sp (7, B, t)®, (7, B, t)
—/ A S (F E' — B\ (7 E 1), (1.13)
0
0

1 . . .
— \/; (&) OY(7 E,t) = Xp(F, B, 1)®)(7, B, t)
—/ dE' Yo (7 E — E;t)®)(F, E' 1), (1.14)
0

"\ - (_ - Z_> ®8(F7 E, t) = ZT(f’? E, t)q)i(f; Eut)
Y

—/ dE' S, (7 B — E;t)®1(7, E',t) . (1.15)
0

Ademas, se supone que la dispersién ineldstica de los neutrones es isétro-
pa, lo que implica que Y4 describe solo la dispersion elastica. Se considera
que la dispersién elastica anisétropa tiene lugar sin cambio en la energia de
los neutrones y, por tanto, se puede escribir

/ dE' Y4 (7, B — E, )07 (7, E' t) = S, (7, B, )07 (7, E,t) ,
0

m=-1,0,1.
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Se define la seccién eficaz de transporte

Su(F Et) = Xp(F, B t) — Xy (7, ELE)

y el coeficiente de difusion

1

DFEt) - —
(7 E,1) 35 (7, B, 1)

Ahora utilizamos los términos recién definidos para escribir las ecuaciones
(1.13), (1.14) y (1.15) en la forma

L _ b 9 9N g
(I)l (T’E?t) - 2D( >E>t) (3:1:+Z(9 CDO(T,E,t), (1 16)
®UF E,t) = —V3D(F E,t) (aﬁ) dY(F, B, t) (1.17)
ya
oy (7, E t) = 2D( VEt) ((‘9x Zay o\ (7, E,t) (1.18)

Sustituyendo (1.16), (1.17) y (1.18) en la ecuacién (1.12) para dejarlo todo
en funcién de @9, y utilizando después la definicién (1.11) de ® en funcién
de @, se obtiene

109 o %)
—;E(T,E,t) = —a—ID(T,E,t)a—QC
o ., o _
- a_yD(T7 E7 t)a_yq)(r7 E7 t)
o . J .. - -
- %D(Ta Ea t)&cb(r, Ea t) + ET(r? E7t)(b(ra Ea t)

- / dE' Sy0(7 E' — E:0)®(F, E', 1)
0

O(7, E,t)

B —B)Xj(g /Ooo dE' VS, (7, B )0 (F, B, )
~ O, E,t)—ZAkXZ(f)Ck(F,t), (1.19)

k=1
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es decir,
109 - -
- ;aa_t(ﬁE?t) = =V <D(Fa Eat)vcb(ﬁ Eat)) + ET(f;E?t)(I)(Fa Eat)
— / dE' Y(r E' — E;t)®(F, E' 1)
0
XP(E) > / hnd / - /
_ (1-p) / dE' VS, (F, B, )0 (F, B, 1)
\/47T 0
8 = xi(B)
— QFE =) N ]zm Ce(7 1), (1.20)

k=1
Ademas, tenemos en cuenta que la corriente neutronica, J, se define como

J(F B t) = ﬁdﬁ Q& E, Q1)
Q

de donde se obtiene

. OUF E.t) — d7YF B t) -
7 B = 1 ’)2H11 ("B ;
1
i(PNF B t)+ 07 (7 Et) o ®YF.E.t) -
_ ( 1( ) - 1 ( )) ]+ 1(T707 ) k' ) (121)

Realizando las sustituciones de (1.16), (1.17) y (1.18) en la ecuacién (1.21)
obtenemos

que es la bien conocida ley de Fick.

Las secciones eficaces, en general, son funciones de la energia de los neu-
trones y, para simplificar la ecuacion de la difusion, se utiliza una aproxima-
cton multigrupo. Esta aproximacion consiste en obtener una ecuacion para
los neutrones cuya energia esté comprendida en cada intervalo [E,, Fy44],
g=1,...,G — 1, siendo G el nimero de grupos de energia considerados.
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Se definen las magnitudes asociadas al grupo g

Egi1
CIDg(F,t) = / dE O(r, E,t)

Eyq
1 Eorr 1 ®(F, E,t
L /‘ Jg L “q’%
v, E, v Dy(7,1)
Eg+1 (7, E,t)
S (71) = L/ dE So(7 B, )y 2B
g E, P, (7, 1)
Eg+1 (7, E,t)
v, (7 1) = / dE vy (7, B, t)———= |
f9 5, f @Q(r,t)
N Egi1
QN”):L/ dE O, E.1) ,
Eyq

Egi1

Xpg =/ dE x,(E) ,
Egi1

e = / dE xu(E) |

Eg/+1 Eg+1 @ fnd El t
Yegg(rit) = / dE// dE Yo (r, F — EQt)LH’) ,(1.22)
Y E, cbg’( ) t)
y para cada direccién espacial, j, se define el coeficiente de difusién del grupo
g como
Eg+1 0,®(7, B, 1)

D, (7, 1) = dE D(F, E. -
J(7. 1) /E R

La seccidén eficaz total se escribe como suma de un término de absorcién
y términos de dispersion de la forma

G

ETQ (777 t) - Z]ag (f’, t) + Z ng/g(f; t) )

/

g'=1

y se introduce la seccion eficaz de dispersién del grupo g

Integrando la ecuacién (1.20) entre E, y E,1; y, haciendo uso de las
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definiciones anteriores, llegamos a la ecuacion de la difusion para el grupo g

1 0®,(7t > N B B )
U_ ga(t ) - V : (Dg(']ﬂ, t)VQQ(T7 t)) - (Eag(ru t) + ng(ry t))®g(r, t)
9
G G
+ Z Vsgrg (7 1)@y (7, 1) 4+ (1 = ) Xpg Z V1 (7, 1) Py (7, 1)
9'#g g'=1
K ~
+ 3 NexwgCu(7ot) + Q(F, 1) (1.23)
k=1

Con estas aproximaciones, la ecuaciéon (1.2) para la concentracion de pre-
cursores se escribe de la forma

OCk (7, 1) <
AU - N -
T :ﬁk;Vng(r,t)Cbg(r,t) —/\ka.(r,t) . (124)

Hay que hacer notar que al aproximar las ecuaciones (1.1) y (1.2) me-
diante las ecuaciones (1.23) y (1.24), se ha reducido el espacio soporte de los
campos, del espacio caracterizado por las variables (7, E, Q, t) al espacio de
coordenadas (7, t), con la consecuente simplificaciéon del problema que ello
supone.

En adelante, en general, consideraremos la aproximacion de dos grupos
de energia, o sea, se dividira el espectro de energia en un grupo rapido, co-
rrespondiente a los neutrones cuya energia es superior a unas unidades de
electronvoltios y que denotaremos con un 1, y un grupo térmico, corres-
pondiente a los neutrones cuya energia es menor que esta cantidad y que
denotaremos con un 2. Ademads, se supondrda que no hay procesos de dis-
persién del grupo térmico al répido, o sea, que ¥9;(7,t) = 0 y que no se
producen neutrones en el grupo térmico, con lo que xp2 = 0y xx2 = 0. Por
ultimo, supondremos que no hay fuente externa de neutrones, y que x, =1
v Xx1 = 1. Haciendo uso de estas consideraciones, obtenemos un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales para los grupos rapido y térmico que, en
forma matricial, se expresa

K
0+ LB = (1 MO+ 3 MCex (1.25)
k=1
donde
r— —V - (D1V) + Za1 + Siz B 0 ] Y] = l T ]
. YIS —V - (DyV) 4 Seo | 0 -
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La ecuacion (1.24) queda como la ecuacién diferencial ordinaria

Ck = ﬁk[yEfl nyg]CD - )\ka . (126)

1.1.1. Condiciones de frontera

Consideraremos condiciones de frontera de vacio. Esto es, que el flujo
neutrénico entrante se considera cero en la superficie externa a la regién
donde las ecuaciones P;, son consideradas. Esto se escribe como

‘P(F,E,Q,t) , para Q-7 <0,

donde 7 es el vector unitario normal a la frontera del dominio de definicién
del reactor en sentido saliente. Esta condicion puede ser aproximada por las
condiciones de Marshak [12]

-

Q-7<0

/ dQ Y™ (Q)U(7F, E,Q,t) =0, [=1,3,---,L (impar) .  (1.27)

Al imponer estas condiciones para la aproximacién Pj, éstas quedan de
la forma

—

O(7 E,t) =2 J(F, E,t) . (1.28)

1.2. Ecuacion de los Modos Lambda

Se dice que un reactor es critico cuando la disposicién de materiales en su
interior es tal que la proporcién a la que se producen los neutrones es igual
a la proporcién de pérdida de los mismos. En estas condiciones el reactor se
encuentra en estado estacionario. Para estudiar el estado estacionario de un
reactor dado, se puede forzar la criticidad del mismo de un modo artificial
[22], dividiendo las secciones eficaces que dan cuenta de la produccién de
neutrones por procesos de fision, por un numero A. De este modo, esperamos
que exista un nimero A que satisfaga las ecuaciones

K
1
L = X(l—ﬁ)/\/lq)jLZ)\kaX ; (1.29)
k=1
1
0 = Xﬁk[yEfl nyQ]CD—)\ka . (130)
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Sustituyendo la ecuaciéon (1.30) en (1.29) y teniendo en cuenta que

K
g 0B, = 3, obtenemos la ecuacién
k=1

LD = %MCD , (1.31)

que se conoce como la ecuacién de los Modos Lambda del reactor y constituye
un problema de valores propios generalizado asociado al operador diferencial
L.

Como los autovalores A asociados a la ecuacién (1.31) se interpretan como
factores de las secciones eficaces de fision, van a ser necesariamente niimeros
reales y por tanto, las autofunciones ® también seran funciones reales.

No se conoce mucho sobre la naturaleza de los Modos Lambda, en parti-
cular, no se sabe [22] si las autofunciones forman un conjunto completo (en
el sentido de que cualquier funcién que satisfaga unas ciertas condiciones de
continuidad y de contorno, se pueda expresar como combinacion lineal de
ellas). A pesar de que no hay evidencia de ello, se suele suponer que estas
funciones forman un conjunto completo para el desarrollo de métodos moda-
les para la integracién de la ecuacién de la difusion neutrénica dependiente
del tiempo [27]. Asi pues, en este sentido, el problema de la determinacién
de los Modos Lambda de un reactor dado, se puede considerar como un pro-
blema previo para el estudio de las caracteristicas de la ecuaciéon dinamica
de la difusion.

1.3. Reactores VVER

El problema de los Modos Lambda utilizando geometrias rectangulares ha
sido muy estudiado[19, 16, 19, 18, 15]. Los métodos desarrollados sirven para
analizar reactores de tipo PWR y BWR, que son los reactores occidentales
mas utilizados. Para el andlisis de los reactores VVER hace falta desarrollar
métodos que se adapten a una geometria hexagonal, por ello, es interesante
el estudio de nuevos métodos con estas caracteristicas. VVER es el acréonimo
de nombre ruso “Voda Voda Energo Reactor”. Los reactores VVER son la
version rusa de los reactores PWR, y se han desarrollado en tres generaciones
diferentes [1].

La primera generacién (VVER-440 Modelo 230) se desarrollé en los anos
60. Sus principales fortalezas son:

= Seis lazos primarios de refrigeracion. Cada lazo tiene un generador de
vapor horizontal, que tiene una mejor trasferencia de calor. El gran
nimero de lazos permite trabajar con un gran volumen de refrigerante.
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Dispone de valvulas de aislamiento de permiten cerrar uno o mas lazos
de refrigeracion para realizar mantenimientos sin necesidad de parar la
planta.

Se puede mantener una pérdida de refrigerante simultaneamente a una
pérdida de la potencia exterior por la existencia de las bombas de re-
frigerante y dos generadores eléctricos internos.

Hay una baja exposicién de los trabajadores a la radiacion, por la
eleccién de los materiales realizada, la gran capacidad del sistema de
purificacion del lazo primario y el control quimico del agua.

Se puede producir una potencia eléctrica elevada.

Mientras que sus mayores puntos débiles son:

El sistema de localizacion de accidentes (sistema de confinamiento del
reactor) estd disenado sélo para tratar roturas de hasta 4 pulgadas en
una tuberia.

No hay sistemas de emergencia de enfriamiento del nicleo, o sistemas de
agua auxiliares. Estos sistemas se requieren en las plantas occidentales.

Hay una mayor preocupacion en el debilitamiento gradual de la vasija
debido a la utilizacién de aceros con alto grado de impurezas.

Se tiene un sistema pobre de instrumentacion y control, asi como sis-
temas de seguridad y proteccién contra incendios por debajo de los
estandares occidentales.

Los sistemas de calidad requeridos para los materiales, la construccion
y los procedimientos de operacion estan por debajo de los estandares
europeos.

La segunda generacién (VVER-440 Modelo 213) se puso en operacién en
los anos 80. Sus principales fortalezas son:

Se ha mejorado el sistema de localizacién de accidentes (confinamien-
to) respecto al modelo V230, llegando a un sistema comparable al de
algunas plantas europeas.

Se han anadido sistemas de agua auxiliar y sistemas de enfriamiento
de emergencia.

Se ha mejorado el acero de la vasija, con lo que disminuye la preocu-
pacién por su debilitamiento progresivo.
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= Se ha mejorado la bomba del refrigerante.

= Se ha hecho una estandarizacién de los componentes.

Mientras que sus principales deficiencias son:

= Sigue teniendo un sistema de instrumentacién y control deficiente.

= Aunque se han mejorado los sistemas de seguridad de la planta, atn
estan por debajo de los estandares occidentales.

= Hay desconocimiento de la calidad de los equipos y de la construccién
de la planta debido a que no se tiene documentacion sobre el diseno y
la construccién.

= Hay mucha variabilidad en los procedimientos de operaciéon y en los
procedimientos de seguridad.

Estos dos tipos de reactores tienen seis lazos y producen 444 Mw. de
potencia.

La tercera generacion (VVER-1000) se desarrollé a finales de los 80. Estos
reactores tienen 4 lazos y producen 1000 Mwatt. de potencia. Tienen un nuevo
diseno, para incorporar nuevos estandares de seguridad, donde las principales
fortalezas de este tipo de reactores son:

= Se ha disenado una contencion de hormigén similar a la existente en
las plantas europeas.

= Utilizacién de 4 circuitos de refrigeracién con generadores de vapor
horizontales.

= Se han redisenado los elementos de combustible de forma que se mejora
el flujo del refrigerante.

Las deficiencias més importantes de este tipo de reactores son:
= Sistema de instrumentacién y control deficiente.
= [os sistemas de proteccién contra incendios no se han mejorado.

= Los sistemas de control de calidad estan por debajo de los estandares
occidentales.

= Los procedimientos de operacion y emergencia estan por debajo de los
estdandares occidentales y varfan mucho de una planta a otra.
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En la actualidad se estan estudiando los disenos de los nuevos VVER-
1200 [11] (el cual supone una mejora sustancial del existente VVER-1000),
VVER-1500 y VVER-1600 [11], que ain no estan operativos.

El fuel de todos estos reactores es didxido de uranio compactado en pas-
tillas cilindricas con un agujero central que permite disminuir la presion ejer-
cida sobre el combustible por los gases producto de las fisiones y disminuye
la temperatura maxima alcanzada en el combustible.

Las pastillas de combustible se insertan en unos tubos de 2,5 m de largo
y 9 mm de didmetro hechos de una aleaciéon de zirconio. Las pastillas de
combustible junto con los tubos donde estan insertadas constituyen lo que se
llaman las barras de combustible. Estas barras se agrupan en grupos de barras
de combustibles. A diferencia de los reactores de agua a presion occidentales,
donde la seccién de estos grupos de barras es rectangular, en los reactores
VVER la seccion de los grupos de barras es hexagonal. El enriquecimiento
puede ser del 1,6 %, 2,4 % o 3,6 % pero, normalmente, todas las barras de un
mismo grupo tienen el mismo enriquecimiento.

Para controlar la reaccion en cadena se utilizan barras de control hechas
con acero borado. Las barras de control se insertan por arriba. En la parte de
abajo de cada barra de control se tiene un grupo de barras de combustible,
de forma que al extraer una barra de control se tiene un grupo de barras de
combustible en su lugar.

La principal diferencia entre los VVER y los PWR occidentales es el
diseno de la composiciéon del combustible y la geometria del ntcleo. Los
VVER tienen componentes de combustible en forma de prisma hexagonal,
en lugar de los componentes de combustible con forma de paralelepipedo de
los reactores PWR occidentales.

En el caso del reactor VVER-440 se tienen 312 grupos de barras de com-
bustible y 37 barras de control, de las cuales 30 pertenecen siempre extraidas,
(como se muestra en la Figura 1.1).

La configuracion de los materiales del VVER-1000 es distinta, como po-
demos ver en la Figura 1.2, teniendo 167 grupos de barras de combustible, .

En cuanto a la termohidraulica de estos reactores, como ocurre en las
versiones europea y americana de los reactores de agua a presion, cada lazo
de refrigeracion del reactor incluye un generador de vapor, y una bomba para
el refrigerante. El agua se mantiene a una presion de 15 MPa mediante un
presionador. Para controlar la presién de forma que se mantenga en la banda
de trabajo, se utilizan valvulas de “spray” y calentadores.

Otra diferencia existente entre los reactores VVER y los reactores de di-
senio occidental es que los VVERSs tienen generadores de vapor horizontales,
en lugar de los generadores de vapor verticales de los reactores PWR occi-
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Figura 1.2: Secciéon del nicleo del VVER 1000

dentales.
En el circuito primario de estos reactores se pueden distinguir 4 elementos
principales:

1. El reactor. El agua fluye a través de los elementos combustibles elimi-
nando el calor producido por la reaccién en cadena.

2. El presionador. Este sistema mantienen la presion constante en el
nicleo y el control se realiza mediante valvulas de alivio y calentadores
eléctricos.

3. El generador de vapor. Este sistema es horizontal. El agua caliente del
circuito primario se utiliza para hervir el agua del circuito secundario.
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4. La bomba. Asegura la circulacion del agua a través del circuito.
El circuito secundario, tiene a su vez distintos componentes:

1. El generador de vapor. El agua en el circuito secundario pasa al estado
de vapor. Antes de salir el vapor del circuito se somete a un proceso de
secado de forma que el vapor que sale es seco.

2. La turbina. El vapor, al expandirse, mueve la turbina que esta conec-
tada a un alternador. La turbina estd dividida en una parte de alta
presiéon y otra de baja presion.

3. Condensador. En este sistema el vapor se enfria liberdndose el calor
sobrante al circuito de refrigeracion.

A continuacion, en la Tabla 1.1 vemos una lista de los reactores tipo
VVER operativos en Rusia y Ucrania, mientras que en la Tabla 1.2 podemos
ver los reactores VVER planeados, operativos o en construccion fuera de
estos paises, a fecha del 2003.

1.4. Meétodos Espectrales

Los métodos espectrales deben ser vistos como un desarrollo extremo de
la clase de esquemas de discretizacion para ecuaciones diferenciales conocidos
genéricamente como métodos de residuos pesados (method of weighted resi-
duals MWR) [14]. Los elementos clave de los MWR son la funciones prueba
(también llamadas funciones aproximantes) y las funciones test (también co-
nocidas como funciones peso). Las funciones prueba se usan como base de
funciones para un desarrollo en serie truncada de la solucién. Las funciones
test se usan para asegurar que la ecuacion diferencial se satisface lo mas po-
sible por los desarrollos en serie truncados. Esto se consigue minimizando
el residuo, es decir, el error en la ecuacion diferencial producido por usar el
desarrollo truncado en lugar de la solucion exacta, con respecto a una norma
concreta. Una exigencia equivalente es que el residuo satisfaga una condicién
de ortogonalidad con respecto a cada una de las funciones test.

En los comienzos de la teoria de los métodos espectrales, éstos eran aplica-
dos sobre dominios simples, donde la solucion tenia caracter global, es decir,
que el valor de la solucion en cualquier punto de dominio estaba condicionado
por lo que valia en el resto del dominio. La eleccién de las funciones prueba
es una de las caracteristicas que distinguen los métodos espectrales de los
elementos finitos y diferencias finitas. Las funciones prueba para los métodos
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Nombre de la uni- | Capacidad Localizacion Estado
dad (MWatt.)
Balakovo 1 1000 Balakovo, Saratov Rusia Operacional
Balakovo 2 1000 Balakovo, Saratov Rusia Operacional
Balakovo 3 1000 Balakovo, Saratov Rusia Operacional
Balakovo 4 1000 Balakovo, Saratov Rusia Operacional
Kalinin 1 1000 Udolmlya, Tver Rusia Operacional
Kalinin 2 1000 Udolmlya, Tver Rusia Operacional
Khemelnitski 1 1000 Neteshin, Khemelnitski, Ukraine Operacional
Kola 1 440 Polyarnyye Zori, Murmansk, Rusia | Operacional
Kola 2 440 Polyarnyye Zori, Murmansk, Rusia | Operacional
Kola 3 440 Polyarnyye Zori, Murmansk, Rusia | Operacional
Kola 4 440 Polyarnyye Zori, Murmansk, Rusia | Operacional
Novovoronezh 3 418 Novovoronezhskiy, Voronezh, Rusia | Operacional
Novovoronezh 4 440 Novovoronezhskiy, Voronezh, Rusia | Operacional
Novovoronezh 5 1000 Novovoronezhskiy, Voronezh, Rusia | Operacional
Rostov 1 1000 Rostov, Rusia Operacional
Rovno 1 440 Kuznetsovsk, Rovno, Ucrania Operacional
Rovno 2 440 Kuznetsovsk, Rovno, Ucrania Operacional
Rovno 3 1000 Kuznetsovsk, Rovno, Ucrania Operacional
South Ucrania 1 1000 Konstantinovka, Nikolae Ucrania Operacional
South Ucrania 2 1000 Konstantinovka, Nikolae Ucrania Operacional
South Ucrania 3 1000 Konstantinovka, Nikolae Ucrania Operacional
Zaporzhe 1 1000 Energodar, Zaporzhe Ucrania Operacional
Zaporzhe 2 1000 Energodar, Zaporzhe Ucrania Operacional
Zaporzhe 3 1000 Energodar, Zaporzhe Ucrania Operacional
Zaporzhe 4 1000 Energodar, Zaporzhe Ucrania Operacional
Zaporzhe 5 1000 Energodar, Zaporzhe Ucrania Operacional
Zaporzhe 6 1000 Energodar, Zaporzhe Ucrania Operacional

Tabla 1.1: En Rusia y Ucrania

espectrales son funciones infinitamente diferenciables. (Tipicamente son pro-
ductos tensoriales de autofunciones de problemas de Sturm-Liouville.) En el
caso de métodos de elementos finitos, el dominio se dividide en pequenos ele-
mentos, y se especifica una funcion prueba en cada elemento. Las funciones
prueba tienen, por tanto, caracter local, y son una buena elecciéon para tratar
geometrias complejas. Las diferencias finitas son también aproximaciones de
tipo local.

La eleccion de las funciones test distingue entre los métodos espectra-
les mas usados comunmente, llamados métodos de Galerkin, de colocacion
y tau. En la aproximacién de Galerkin, las funciones test son las mismas
que las funciones prueba. Ellas son por lo tanto, funciones infinitamente dife-
renciables las cuales individualmente satisfacen las condiciones frontera. La
ecuacion diferencial se fuerza requiriendo que la integral del residuo por ca-
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Pais Nombre de la uni- | Capacidad Estado
dad (MWatt.)

Armenia Armenia 2 408 Operacional
Bulgaria Kozloduy 1 440 Operacional
Bulgaria Kozloduy 2 440 Operacional
Bulgaria Kozloduy 3 440 Operacional
Bulgaria Kozloduy 4 440 Operacional
Bulgaria Kozloduy 5 1000 Operacional
Bulgaria Kozloduy 6 1000 Operacional
China Tianwan 1 1000 Operacional
China Tianwan 2 1000 En construccion
Republica Checa | Dukovany 1 440 Operacional
Reptiblica Checa | Dukovany 2 440 Operacional
Reptiblica Checa | Dukovany 3 440 Operacional
Repriblica Checa | Dukovany 4 440 Operacional
Republica Checa | Temelin 1 981 Operacional
Republica Checa | Temelin 2 981 Operacional
Finlandia Loviisa 1 510 Operacional
Finlandia Loviisa 2 510 Operacional
Hungria Paks 1 467 Operacional
Hungria Paks 2 468 Operacional
Hungria Paks 3 460 Operacional
Hungria Paks 4 471 Operacional
India Kudankulam-1 1000 En construccion
India Kudankulam-2 1000 Planeado
Iran Bushehr 1 - En construccion
Iran Bushehr 2 - En construccion
Eslovaquia Bohunice 1 440 Operacional
Eslovaquia Bohunice 2 440 Operacional

Tabla 1.2: Fuera de Rusia y Ucrania

da funcién test sea cero. En el método de colocacion las funciones test son
funciones delta de Dirac trasladadas, centradas en unos puntos especiales,
también llamados puntos de colocacién. Esta aproximacién requiere que la
ecuacion diferencial se satisfaga exactamente en los puntos de colocacion.
Los métodos espectrales tipo tau son similares a los métodos de Galerkin en
la forma que se fuerza la ecuacion diferencial. Sin embargo, ninguna de las
funciones test necesita satisfacer las condiciones de frontera. Por lo tanto, un
conjunto complementario de ecuaciones se usa para aplicar las condiciones
de frontera.

El método de colocacion es el mas simple de los MWR, y parece haber
sido usado por primera vez por Slater [10] y por Kantorovic [23] en aplica-
ciones especificas, Frazer, Jones y Skan [15] lo desarrollaron como un método
general para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Ellos usaron una
gran variedad de funciones prueba y una distribucién arbitraria de puntos
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de colocacion. El trabajo de Lanczos [26] establecié por primera vez que una
eleccién adecuada de las funciones prueba y la distribucién de los puntos de
colocacién es crucial para la precision de la solucion obtenida.

Las primeras aplicaciones de los métodos espectrales de colocacion a las
ecuaciones en derivadas parciales fue hecha para problemas peridédicos espa-
cialmente por Kreiss and Oliger [25] (los cuales lo llamaron el método de
Fourier) y Orszag [32] (el cual le denominé pseudoespectral). Esta aproxima-
cion es especialmente atractiva por la facilidad con la que puede ser aplicada
a coeficientes variables e incluso a problemas no lineales.

La aproximacion tipo Galerkin es, sin embargo, la mas estética de los
métodos de los residuos pesados, debido a que las funciones prueba y las
funciones test son las mismas y el problema fisico puede ser discretizado
en términos de un principio variacional. Los métodos de elementos finitos
normalmente usan esta aproximacion. Ademas, las primeras aplicaciones se-
rias de los métodos espectrales a las ecuaciones en derivadas parciales, eran
métodos de Galerkin. Sin embargo, métodos espectrales de tipo Galerkin sélo
llegan a ser practicos para calculos de gran resolucién de tales problemas no
lineales después de que Orszag [31] y Eliasen, Machenhauer y Rasmussen [13]
desarrollaran métodos de transformadas para evaluar las sumas de convolu-
cién provenientes de coeficientes no lineares, cuadraticos. Para los problemas
que contienen términos no lineales mas complicados, los métodos espectrales
de Galerkin de alta resolucion resultan impracticables.

La aproximacién tipo tau es una modificacién del método de Galerkin que
es aplicable a problemas con condiciones de frontera no peridédicas. Esto debe
ser visto como un caso especial de los también llamados métodos de Petrov-
Galerkin. Lanczos [26] desarrollé el método espectral tipo tau y, aunque éste
es también dificil de aplicar a problemas no lineales, ha probado ser bastante
util para problemas de coeficientes constantes o subproblemas.

La primera teoria matemédtica unificada de los métodos espectrales fue
contenida en la monografia [17]. Desde entonces, la teorfa ha sido extendi-
da para cubrir una gran variedad de problemas, tales como ecuaciones con
coeficientes variables o no lineales. Los analisis de estabilidad y convergencia
para los métodos espectrales se han basado en varios tipos de aproximacio-
nes. La interpretacion de los métodos espectrales como métodos MWR (o,
en términos matematicos, como métodos variacionales) ha probado ser muy
util en la investigacién tedrica. Esto abrié el camino de métodos de analisis
funcional para tratar problemas complejos y obtener los resultados deseados.

En la mitad de la década de los setenta, Gottilieb y Orszag [17] resumie-
ron el estado del arte en la teoria y aplicacion de los métodos espectrales.
Desarrollos de los siguientes cinco anos serian revisados en el simposio de
procedimientos editado por Voigt, Gottlieb y Hussaini [50]. Esas referencias
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enfatizan aplicaciones en dindmica de fluidos.

Tras el gran desarrollo de la teoria y la aplicacién de los métodos espectra-
les en problemas con dominios simples, los métodos espectrales evolucionaron
para tratar problemas sobre geometrias més generales. La idea basica ha sido
particionar el dominio completo del problema en varios subdominios. La apro-
ximacion es espectral si incrementa la precision por medio de incrementar el
orden de aproximacion en un nimero de subdominios prefijado, en lugar de
volver a refinar el mallado. El uso de subdominios facilita la implementacién
de métodos espectrales en computadores paralelos.

Mayor generalidad puede conseguirse combinando técnicas de aplicacion
con particionamientos. Cada uno de los subdominios en los que se descompo-
ne el dominio, es aplicado a un dominio de referencia, consiguiendo facilitar
los cédlculos y obtener un algoritmo maés eficiente. Incluso en problemas don-
de se resuelva una aplicaciéon simple, las técnicas de particionado deben ser
utiles para facilitar la tarea de determinar la aplicacién y para producir una
malla con la minima distorsion.

Las técnicas de particionado han sido empleadas durante un gran niimero
de anos en métodos de diferencias finitas y de elementos finitos. En el con-
texto de los métodos espectrales esto data de finales de los 1970. Delves y
Hall (1979) introdujeron un método el cual llamaron método de los elementos
globales. Orszag [33] describié una técnica para conectar las fronteras. Mor-
choisne [28] desarroll6 un método basado en la superposicién de multiples
dominios. Patera [35] usé una formulacién variacional para la cual acuii6 el
término de “método de elementos espectrales” (Spectral Element Method).

Un aspecto crucial de cualquier método de descomposicion del dominio es
la manera en la cual se conectan las soluciones en dominios contiguos. Méto-
dos de conexién toman un punto de vista clasico (puntual) de las ecuaciones
diferenciales. Si la ecuacion tiene orden d, entonces en las fronteras internas
de dominios contiguos la solucion y todas sus derivadas hasta orden d —1 de-
ben ser continuas. Para problemas de segundo orden, esto es habitualmente
forzado requiriendo que la solucion sea continua y que las derivadas respecto
a la direccion normal en las fronteras de los subdominios sean continuas. La
condicion para la derivada en la direccion normal puede ser sustituida por
cualquier otra direccién (excepto la direccién tangente). Esas condiciones de
continuidad son impuestas forzandolas en unos puntos determinados. Y, por
lo tanto, se satisfacen de forma exacta por cualquier aproximacion.

De forma alternativa, la ecuacion diferencial puede ser planteada variacio-
nalmente. La formulacién débil estandar se basa en un proceso de integracién
por partes sobre todo el dominio fisico. Esta asume implicitamente continui-
dad de la solucién y sus d — 1 primeras derivadas en todos los puntos, vy,
en particular, en las fronteras comunes a subdominios. En muchos casos, la
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continuidad de la solucién se construye por medio de la eleccion de las funcio-
nes prueba. La continuidad de las derivadas de la aproximacién ocurre como
una condicién natural en las fronteras. Por invertir el proceso de integraciéon
por partes en el dominio discretizado, uno puede deducir directamente de un
principio variacional la continuidad de las derivadas de la aproximacién en las
fronteras. En un método de descomposicion del dominio en forma variacional,
las condiciones de frontera naturales son satisfechas junto con el incremento
de la precision mediante el incremento del orden de la aproximacion.

Al tener un método que impone que se cumpla la ecuacion diferencial
sobre los diferentes elementos en los que se ha discretizado el dominio, se
debe tener en cuenta de qué tipo son esos elementos. En un dominio bidi-
mensional, por ejemplo, estos elementos suelen ser cuadrilateros o triangulos,
dependiendo de la geometria, y la forma en la que se trata es problema es
distinta [34].

La descomposicion en cuadrilateros tiene la ventaja de que son elementos
formados por el producto cartesiano de espacios unidimensionales, por lo
que la solucién sobre esos espacios se suele suponer producto tensorial de
funciones unidimensionales, usualmente polinomios de Lebesge, Lagrange o
Jacobi [2], y si se desea utilizar un método de colocacién para hacer cumplir la
ecuacion diferencial, los puntos de colocacién que son un producto cartesiano
de los puntos de Legendre-Gauss-Lobatto, que suelen ser la eleccion mas
comun.

En elementos triangulares, la aproximacién de la solucién no se puede
descomponer en un producto tensorial de funciones unidimensionales, pero se
suelen utilizar los polinomios ortogonales de Dubiner [12], equivalentes a los
polinomios de Legendre unidimensionales por su condicién de ortogonalidad
y las caracteristicas de la matriz de rigidez que producen, o algin otro tipo
de polinomios donde, a costa de perder la condicién de ortogonalidad, se
consiga una forma mas sencilla de imponer las condiciones de conexion de
la aproximacién a través de las fronteras comunes de elementos contiguos
en el interior del dominio, como suelen ser los polinomios modificados de
Dubiner [12; 38], o una versién de éstos a partir de los llamados polinomios
integrales de Jacobi [6]. Si se utiliza un método de colocacién para forzar
a la aproximacién a cumplir la ecuacién diferencial, se utilizan los puntos
de colocacién de Fekete [13], que son el equivalente sobre el tridngulo de los
puntos de Legendre-Gauss-Lobato, debido a que coinciden con éstos en un
dominio unidimensional.

En el presente trabajo nos centraremos en los métodos de elementos espec-
trales sobre dominios en los que utilizaremos una base continua de funciones
prueba para asegurar la continuidad de la solucion, utilizando distintos tipos
de funciones prueba en funciéon de la dimension del problema.
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Capitulo 2

Geometrias 1D

Como ya hemos comentado, el balance de neutrones dentro de un reactor
nuclear se describe mediante la ecuacién del transporte de Boltzman [12].
Nosotros consideraremos el problema de autovalores conocido como problema
de los Modos Lambda [22], el cual para reactores con geometria 1D de longitud
L,, en la aproximacion de un grupo de energia, toma la siguiente forma

O (x, )

—+ X \

p—g + Tu(@)¥(z, p)
1 o, L uSe(x) [ o
—1 —1

con las condiciones de frontera
U0,u)=0, 0<pu<l, Y(L,u)=0, —-1<upu<0, (2.2)

donde z € [0,L,], 0 es el dngulo entre la direccién de la incidencia de la
velocidad neutroénica y el eje x, i1 = cos (), 0y es el angulo entre los neutrones
incidentes y los neutrones dispersados, py = cos (6p). X () es la seccion eficaz
total, Xs(x, o) es la seccién eficaz de dispersion, X¢(x) es la seccién eficaz
de fisién y v es el nimero medio de neutrones producidos en cada fision. A
es el autovalor del problema y W(z, 1) su correspondiente autovector.

Problemas de transporte realistas tratan con varios grupos de energia,
pero la generalizacién de esta formulacion a varios grupos de energia es sen-
cilla.

El autovalor dominante del problema (2.1), A = kg, es la k-efectiva del
sistema y mide su criticidad. El correspondiente autovector es la distribucién
de flujo direccional de una configuracién estacionaria del sistema obtenida
dividiendo ¢ por Keg.

Las aproximaciones Py, a la ecuacion de transporte neutrénico (2.1) asume
que la dependencia angular de la distribucion del flujo neutrénico y la seccién
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eficaz de dispersién pueden ser desarrollados en términos de L+ 1 polinomios
de Legendre,

v = 3 (2 ) w@nm.
. (2. 0) = 2(2”’; 1)zsn<x>Pn<uo>. (23

Utilizando estos desarrollos en la ecuacién (2.1) y con la ayuda de las
relaciones de ortogonalidad para los polinomios de Legendre y el teorema de
adicién para las funciones asociadas de Legendre obtenemos la aproximacién
Py, estandar [12], [7]

ddq(z 1
dlix() + X.Po(z) = X vEPo(x) ,
dd d®,,_
(n+1) ”Jxl (@) +n ”dxl (z) + (2n+1) (3 — Zap) @p(z) = 0 (2.4)
n=1,...,L,

donde ¥, = ¥; — X4 es la seccion eficaz de absorcion, y

(I)n(x):/_ d:upn(lu)qj(xhu)a Z]sn(x):/_ dﬂopn (,UO)ZS (1’7,“0) :

1 1
(2.5)
Las ecuaciones Py, constituyen un conjunto de L + 1 ecuaciones con L + 2
., . ;. d®r
incognitas. Este problema se resuelve usualmente ignorando el término —==
en la ecuacion n = L.
Aproximaciones tipicas para las condiciones de frontera (2.2) son las con-
diciones de frontera de Marshak [12]

0

/O B ()W (0, p)dp =0, /_1 Po(u)¥(L, p)dp =0, (2.6)

con n impar, n =1,3,... ,L (6 L —1).
Considerando L = 1 en las ecuaciones (2.3) y la notacion &, = & y
®, = J, obtenemos las ecuaciones P;

1
A L RS
I (2.7)

& 3 —%a) =0,
dx“‘(t 1)
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las cuales son equivalentes a

dd
J=—-D— 2.8
dl‘ ) ( )
d dd 1
—— | D— Yod = —vX;® 2.
dx( dm)+a N (2:9)
donde D = m es el coeficiente de difusién. La primera ecuacion, (2.8),

es la ley de Fick y la segunda ecuacién, (2.9), es la forma difusiva de la
ecuacion P;, también conocida como la ecuacion de difusién neutrénica.

De las condiciones de frontera de vacio de Marshak, obtenemos las ecua-
ciones

®(0) + 2J(0)
o (Lr) -2J (LT) =

0,
(2.10)

las cuales, usando la ley de Fick, pueden ser reescritas como

o(0) — zD(O)Z—i’(O) ~0,

dd
— (L) =0.
7 (Lr)

(2.11)
®(L,)+2D(L,)

Condiciones de frontera mas generales toman la forma

a~®(0) + 5—0(0)%(0) 0, (2.12)

ae

o ® (L) + 5D (L) —

(L) =0, (2.13)
donde a*, 3% son constantes arbitrarias. Usando las condiciones de frontera
(2.12) y (2.13) incluimos flujo-nulo, corriente-nula, y condiciones tipo albedo,
para diferentes valores de o™ y 3.

Para discretizar la ecuacion (2.9) para un reactor debemos tener en cuen-
ta que el mallado se define de forma natural por las diferentes composiciones
consideradas en los cdodigos de celda usados para obtener las secciones efica-
ces nucleares homogeneizadas para el reactor. De este modo, es interesante
desarrollar métodos numéricos que utilicen esta malla y no sea necesario
refinar la malla para aumentar su precisiéon. Este tipo de métodos se cono-
cen como métodos tipo p [24]. Como una clase particular de este tipo de
métodos, consideraremos métodos espectrales basados en desarrollar el flujo
neutrénico en términos de una base continua de polinomios para un reac-
tor nuclear unidimensional. Estos métodos se desarrollan para estudiar su
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comportamiento y encontrar la mejor estrategia que se puede generalizar a
geometrias multidimensionales usando celdas triangulares o tetraédricas.

Para discretizar la ecuacién de difusién neutrénica (2.9) para un reactor
unidimensional, el primer paso es dividir el dominio de definicién del reactor,
(2, en un conjunto de elementos €2, e =1,..., N, definido por los diferentes
materiales considerados en el reactor (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Discretizacién de un reactor 1D.

Para desarrollar un método espectral, cada elemento Q. = [z._1, z.| del
reactor se transforma en el elemento de referencia Qgpr = [0, 1] mediante el
cambio de variables

=——— 1<e<N 2.14
b Az, =€=4 ( )

donde Az, = x, — x._1 y se asume que la solucion para el flujo neutrénico
sobre cada elemento ()., puede ser desarrollada como

K
Oe(u) =Y Peipi(u) , 1<e< N, (2.15)
=0
6
K
De(x) = Peipei(x) , L<e< N, (2.16)
=0
donde

(z) = p; L~ Tett
Pe,i\T) = Di A.Te .

siendo {p;(u)}, una base de polinomios.

En funcién de la base de polinomios considerada se obtendran diferentes
métodos. Como se espera que el flujo neutronico sea una funciéon continua,
consideraremos una base de polinomios con la caracteristica de que cual-
quier funcién desarrollada en términos de esos polinomios sea continua por
construccion, en el interior del dominio de definicion del reactor.
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2.1. Base de Polinomios

La base de polinomios que se usara para el dominio de referencia, Qrprp,
es la siguiente,

po(u) = 1—u,
pl(u) = u,
i) = (1—wu P L2u—1)2:, 2<i<K, (2.17)

donde le’l(x) son los polinomios de Jacobi [2] de grado j definidos en [—1, 1].
Estos polinomios seran evaluados utilizando la siguiente relacién de recurren-
cia:

P()Ll(x) =1,
Pl (z) = 2z,
1
PZlJrll(a:) = a—r (CLgZ‘ZERil’l(ZE) — a42-Pil;11(a:)) ., i=1,2,...,

donde

a; = 20+ 1)(t+3)(20+2),
Asumiremos que estos polinomios se anulan fuera del elemento de referencia,
QREF = [0, 1]

De la definiciéon de los polinomios es facil ver que el tinico polinomio
distinto de 0 en la frontera u = 0 de Qggp es po(u) = 1 — u, y en la otra
frontera, u = 1, es el polinomio p;(u) = wu. Impondremos condiciones de
continuidad para el flujo neutrénico en las fronteras interiores de los diferentes
elementos de la discretizacién del reactor

O (r.) = Peyq(xe), e=1... , N—1,
es decir,
K K
Z q)e,ipi(l) = Z (I)e+1,i pz‘(o) .
=0 =0
Esta condicién se satisface si los coeficientes del desarrollo del flujo
neutronico satisfacen
CI)EJ = q)e-l—l,O s 1 S (& S N-—1. (218)

Las incégnitas a determinar por los diferentes métodos espectrales son los
coeficientes de los desarrollos (2.15), ®.;, a las cuales llamaremos incogni-
taslocales del método. Cuando se cumplen las relaciones (2.18), las incégnitas
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locales no son independientes. Eliminando las incognitas dependientes obte-
nemos las incégnitas globales.

Un ejemplo de la relaciéon que existe entre las incognitas locales y las
globales se ilustra mediante la ecuacién (2.19)

Incégnitas locales

D19 1 Incoégnitas globales
O 2 D, 1
d. 2| = diq 2 (2.19)
e 3 Dito 3
Pei10 3 i3 4
L (I)eJrl,l 1 L 4 _

donde se han considerado tres elementos contiguos (.1, . and Qcyq), v
una base lineal de polinomios para esos elementos p;(u), i = {0,1}. Los
coeficientes de los polinomios de mayor orden no estan afectados por las
relaciones de continuidad (2.18).

La relacion entre las incognitas locales y las globales se establece por
medio de un vector de orden.

Usando esta base de polinomios para los desarrollos (2.15), se han estu-
diado diferentes métodos para discretizar la ecuacién de difusién neutrénica
para un reactor 1D.

2.2. Meétodo Pseudospectral Continuo CPM

Cualquier método para discretizar la ecuacion de difusion neutronica debe
asegurar la continuidad del flujo neutrénico y de la corriente neutrénica. La
continuidad del flujo neutrénico se asegura mediante la relacién (2.18) que
debe ser satisfecha por los coeficientes de la base continua de polinomios
presentada anteriormente.

Para imponer la continuidad de la corriente neutrénica en los diferentes
elementos, (2., del dominio del reactor, imponemos las condiciones

d®, dd,
—D. dr (ze) = _DBJer—H(xe) , 1<e<N-1.

En términos de la variable u del elemento de referencia, estas relaciones
pueden ser escritas como

K K

De dpl De+1 dpl
— o, iy = - Dy 0, 1<e<N—1.(22
Az, Z o du( ) Az, Z L (0) ‘ (2:20)

=0 1=0
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En las fronteras del reactor impondremos las condiciones de frontera
(2.12) y (2.13) que, en términos de la variable u, pueden ser reescritas como

K

_ _ Dy dpi
) L —(0) =0,
a brot+p Az P L du( )
Dy < dp
+d + N § Py (1) =0 . 2.21
a Oy + Atn - N, du( ) ( )

Finalmente, para aproximar la ecuacién (2.9) sobre cada elemento 2, del
mallado, consideraremos ecuaciones de tipo momento de la forma

[ (020) s

1
=3 / (VEfePe(2)) pei(x)dr 1<e< N, 0<i<K-—-2. (2.22)
Qe

En términos de la variable u del dominio de referencia Q2rpr v las incognitas
locales, las ecuaciones (2.22) pueden ser reescritas como

° J
(Az,)? Z q)evj/o 2 (w)pi(u) du+ X e E q)e,j/o p;(w)pi(u) du

J=0

(2.23)

donde D, ¥,y vX;. son las secciones eficaces macroscépicas, considera-
das constantes sobre cada elemento ().. Obtenemos de esta manera K — 1
restricciones para los N elementos del reactor. Estas relaciones se completan
con las N — 1 restricciones de continuidad para el flujo neutrénico (2.18),
las condiciones de continuidad para la corriente neutrénica (2.20), y las 2
condiciones de frontera (2.21).

Para optimizar el método, estas ecuaciones son consideradas en términos
de las incégnitas globales, obteniendo una reduccién de N —1 en el tamano del
problema algebraico de autovalores resultante. Por otro lado, las integrales
que aparecen en las ecuaciones (2.23) contienen funciones polinémicas, por lo
tanto, pueden ser calculadas de forma exacta usando una regla de cuadratura
Gaussiana. En concreto, se ha utilizado la regla de Gauss-Legendre [36].
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2.3. Método de Colocacion Puntual PCM

En este método, la continuidad del flujo y la corriente neutrénica junto
con las condiciones de frontera (2.12) y (2.13) se imponen de las misma forma
que se ha hecho en el Método Pseudospectral Continuo (CPM).

Para completar el conjunto de relaciones necesarias para determinar el
problema algebraico, imponemos que el flujo neutrénico para cada elemento
., (2.15), satisfaga la ecuacién de difusién neutrénica, (2.9), en un conjunto
de puntos de colocacion sobre el dominio del reactor. La elecciéon de estos
puntos de colocacién determinard la precision de la aproximacion y el con-
dicionamiento de las matrices resultantes que definen el problema algebraico
de autovalores, el cual aproxima el problema inicial (2.9).

El conjunto {&.;}, de K + 1 puntos de colocacién que hemos escogido
para usar sobre cada elemento en el cual hemos discretizado el dominio del
reactor, seran los puntos de cuadratura de Gauss-Legendre en [—1, 1], {& 5,
aplicados a cada elemento, €2, mediante el cambio de variables

1 1
§€7i = é(xe-f—l + xe) + iAI‘egi .

Usando estos puntos, obtenemos las relaciones

d*®,

— D, ——=
dx?

1
(66,2’) + Za,eq)e(ge,i) - Xyzf,ecbe(é-e,’i)a
1<e<N, 0<i<K-—2, (2.24)

que, en términos de la variable u del elemento de referencia Qggpr, pueden
ser reescritas como

K K
De d2pj
(B, )? D Piegi (6) + Tae D @ieps(&) =
e =0

J=0

K
1 .
= 351 ?:0 ®;.pij(&), 1<e<N, 0<i<K-2. (225

Estas condiciones, junto con las condiciones de continuidad para la co-
rriente neutrénica (2.20) y las condiciones de frontera (2.21), todas considera-
das en términos de las incégnitas globales, definen la aproximacion algebraica
del problema de los Modos Lambda obtenida con el método PCM.
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2.4. Método de los Elementos Espectrales
SEM

Junto con los métodos espectrales expuestos anteriormente, considerare-
mos un método de elementos finitos de alto orden, basado en una formu-
lacién débil de la ecuacién de la difusién neutrénica y que asume que el
flujo neutronico en cada nodo de la discretizacion del reactor puede ser desa-
rrollado en términos de la base continua de polinomios usada en los otros
dos métodos expuestos anteriormente. Este método de elementos finitos se
llamara Método de los Elementos Espectrales.

La ecuacién de difusién neutrénica (2.9), puede ser reescrita como

% (—D%(x)) + X,0(x) = S(x) , (2.26)

donde el término fuente, S(z), se define como

1
S(x) = XI/Ef(I)(a:) : (2.27)
y las condiciones de frontera (2.12) y (2.13) pueden reescribirse formalmente

a® + M@(x) =0, (2.28)

D@ 5w

donde

O‘(O) =a, O‘(Lr) = O‘Jr? ﬂ(O) =0, ﬂ(Lr) = ﬁJr .

Primero, mostraremos que un punto estacionario de un funcional F(®)
definido en un espacio de Sobolev es una solucion de la ecuacion de la difusién
neutrénica [20]. Consideremos el siguiente funcional

F(®) = /OLTD(%(m))Qdaﬁ—l—/oLTEaCD(x)de

br a (L) oo _w 2
_ /0 25(x)(x) o + G750 (L) *(0) . (2.29)

5(0)
donde ®(z) € H(2), un espacio de Sobolev definido como

Ho(Q) = {h chec'(Q) vy % € LQ(Q)} ,

siendo © = [0, L,|.



40 CAPITULO 2. GEOMETRIAS 1D

Un punto estacionario del funcional (2.29) es la funcién ® que satisface
la relacién [20]

d
dsoF = h'r% {d—]:(cb + 65CI>)} =0, (2.30)
€e— €

VoD € Ho(92).
Calculando el limite (2.30), obtenemos

550 F(®) = /O "D (%(x)) (f—f(x)) d + /0 O ()00 () di

B N (2
| S@odle)dr =7y

Vod(z) € Ho(9).
Teniendo en cuenta que el dominio de definicién del reactor, Q = [0, L,
se divide en elementos, Q. = [z._1, %], e = 1,..., N, tenemos que

S50 F (P Z/ déq’ dx+2/ Yo ®(2)0® () da

—Z / $.(0)60(x) dz — 2L g 0y 50 (1) + 2D (0) 59 (0)

B (L) 60 (L) + ZLO)@ (0)5® (0) |

B (L) (0)
(2.31)

Integrando por partes,

| 0 @ - Dov) o >L |

~ /Q 50 (z )d‘i (De%(:ﬂ)) dr . (2.32)

Substituyendo la ecuacién (2.32) en la ecuacién (2.31), tenemos

(55q>]-"

Z / ( ( ( )) + 3, D() — Se(x)) 5 (x)dx

+ Zl (De%(:pe) - De—l—l%(xe)) (5@(1‘6)

@ alL)
+ (DN . (L) ﬂ(Lr)q) (LT)) o (L,)
_ (Dlg (0) + %@ (0)) 5% (0) = 0 . (2.33)
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Como 0P (z) es una variacién arbitraria, ®(z) es un punto estacionario
del funcional (2.29) si, y s6lo si, se satisfacen las siguientes condiciones:

1. La funcién ®(z) cumple la relacién

% (—Dj—i(:@)) +X,®(z) = S(2) , (2.34)

que no es mas que la ecuacién de la difusiéon neutrénica (2.26).

2. Las derivadas son continuas en las conexiones internas de los elementos

Qe7

dd dd
—D,— =—D.1— 1<e< N 2.
e dr (xe) e+1 dr (xe) S ex 9 ( 35)

es decir, la corriente neutronica es continua.
3. La funcién ®(x) debe satisfacer las condiciones,

dd a (0) B
1%(0) - m‘b(o) =0,
dd I a (L)

Nz ’“)_MLT)

®(L,) =0, (2.36)

las cuales son las condiciones de frontera (2.12) y (2.13).

Usando este resultado, el Método de los Elementos Espectrales propuesto
se basa en obtener una aproximaciéon para el punto estacionario del fun-
cional (2.29). Se asume que el flujo neutrénico en cada elemento puede ser
expresado en términos de las incognitas globales, y el punto estacionario del
funcional se obtiene haciendo cero las derivadas con respecto a estas incégni-
tas, ;.

Hemos de distinguir diferentes casos. Cuando derivamos con respecto a
los coeficientes comunes de los polinomios de la base pe 1(2) ¥ pet1,0(2), que
toman el valor 1 en x = x, el cual es el punto de conexion entre los elementos
Qe y Qeyq, (estas funciones se llamaran funciones sombrero, ver Figura 2.2),
obtenemos las ecuaciones,

/Q e <Dej—i(l’)%(@ + <2 - iuzf,e) Cb(x)pe,l(x)) da

dd dPet1,0
D.j1— () ———=
" /Qe+1 ( o dx (x) dx (x)

1
+ (Ea7e+1(x) — XVZf,eH) @(x)peH,o(a:)) dr =10, (2.37)



42 CAPITULO 2. GEOMETRIAS 1D

Figura 2.2: Funciones sombrero.

parae=1,...,N — 1.
Si derivamos respecto de los coeficientes correspondientes de los polino-

mios p j(x), j = 2,..., K, los cuales se llaman funciones burbuja, y toman
el valor 0 en z._1 y en z, (ver Figura 2.3), obtenemos las ecuaciones,

d® ,  dp.;
D,— & IR :
| PG @%@+ [ 5 ewp @i

1
_X/ v e P(x)pej(x)de =0, (2.38)
Qe

parae=1,... N.

Figura 2.3: Funciones burbuja.

1

Finalmente, para determinar el problema, derivamos respecto al coefi-
ciente del polinomio py1(z) que toma valor 1 en el punto z = zy y con
respecto al coeficiente del polinomio p; o(z), que toma valor 1 en el punto
x = xg. Estas funciones son llamadas funciones frontera y se muestran en la
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Figura 2.4. En este caso obtenemos las ecuaciones,

d® | dpna /
Dy—(x ~(x)dx + Yo nP(2)pn1(2)d
| o @ [ S

a (L)
B (L)

do,  d
/91 D1%(I) S;’O (x)dx + /91 Y1 ®(x)p1o(z)dx

! a (L)
-5 /Q Vg @@)prole)de + Zrn

1
_X/ VEﬁNCI)(.CE)pNJ([B)dIK—F
QN

CD(LT) =0 ’

®(Ly)=0. (2.39)

Figura 2.4: Funciones frontera.

Las integrales que aparecen en las ecuaciones (2.37), (2.38) y (2.39), se cal-
culan de forma exacta utilizando las reglas de cuadratura de Gauss-Legendre,
como en el caso del método CPM.

2.5. Resultados numeéricos

Los métodos espectrales para la ecuacion de difusién neutrénica presen-
tados anteriormente, han sido implementados en un cédigo escrito en FOR-
TRAN 77, el cual resuelve el problema algebraico de autovalores resultante
para un grado de aproximacion arbitrario, K, en el desarrollo polinémico del
flujo neutronico. El problema algebraico de autovalores ha sido resuelto para
calcular los modos dominantes del reactor usando el Método de Arnoldi con
Reinicio Implicito [48].

En esta seccion, primero consideraremos un problema homogéneo de au-
tovalores en la aproximacién de un grupo de energia, el cual tiene solucion
analitica. En segundo lugar, estudiaremos un problema mas realista, como
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un reactor BWR 1D tipico. Para este segundo problema, comparamos los re-
sultados obtenidos usando los tres métodos espectrales presentados anterior-
mente, con los resultados obtenidos por el cédigo KTRAC [30], ampliamente
utilizado para calculos de reactores.

2.5.1. Reactor homogéneo

Consideraremos una barra homogénea de 2 cm de longitud [7], en la apro-
ximacién de un grupo de energia y condiciones de frontera vacias (ver Figu-
ra 2.5), esto es, a~ =1, at =1, §7 = 2y g7 = —2. Las secciones efi-
caces nucleares consideradas para este problema son: D = %, Yo = 01,y
vip =0,25.

2

vacio ‘ ‘ vacio

Figura 2.5: Reactor homogéneo.

Primero, presentaremos la solucién analitica para este problema [7]. De
la ecuacion (2.9) y las condiciones de frontera (2.13), definiendo el parametro

1 /1
T = 5 (Xyzf—za) s

obtenemos el problema diferencial de autovalores siguiente,

2
d—(I)(:U)+T<I>(a:):O, reQ,

dx?
dd
@([L’(]) — QD%(.CE()) =0 s

D(ay) + QD‘;—i(xN) ~0. (2.40)

Existen soluciones no triviales para el problema de autovalores si, y sélo
si, 7 > 0. Los autovectores del problema (2.40) son

2D
O(x)=c (sen (ti) + =t cos (ti)) :
TN TN TN

donde t = xx+/T > 0 es una solucién positiva de la ecuacién no lineal

f(t) = (1 — D—j4t2) sen(t) + thos(t) =0.
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Una vez obtenemos t, los ceros de f(t), los autovalores de (2.40) son

ZL’Nl/Ef
A= ——s . 2.41
acNEa—i-f—i ( )

La constante ¢ se fija una vez se ha elegido una normalizacion para los
autovectores.

Los dos autovalores dominantes para este problema, calculados a partir
de la solucién analitica (2.41) son A\; = 0,587489 y Ay = 0,149135. En la
Tabla 2.1, mostramos los resultados obtenidos para esos 2 autovalores domi-
nantes usando los métodos espectrales CPM, PCM y SEM para diferentes
valores de K en el desarrollo del flujo neutrénico. Observamos que para es-
te problema todos los métodos presentan una buena convergencia para los
autovalores.

Tabla 2.1: Resultados para A; y Ay para el problema de autovalores ho-
mogéneo.

CPM PCM SEM
Ma) N Nat) N Na) N
0,687484  0,141509  0,587725  0,141509  0,587489  0,148478
0,b87484  0,149100  0,587484  0,149677  0,587489  0,149134
0,587489  0,149100  0,587489  0,149100  0,587489  0,149134
0,b87489  0,149135  0,587489  0,149136  0,587489  0,149135
0,687489  0,149135  0,587489  0,149135  0,587489  0,149135

Para estudiar la convergencia de los autovectores calculados, fijamos una
constante de normalizacion impuesta a los autovectores de forma que satis-
fagan la condicién de normalizacion

/Q|(I>(x)|dx 1

Definimos el error cuadratico medio como

B(®) (Li /Q (cbref(a:)—q)(x))wx)% ,

donde ®,.¢(x) es el autovector tomado como referencia y ®(z) es el autovector
calculado.
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Figura 2.6: Error para el primer autovector del reactor homogéneo.

-4
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T
—©—CPM
—+—PCM
—=— SEM [§
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Error Cuadratico Medio
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Grado de la aproximacion

10

Figura 2.7: Error para el segundo autovector del reactor homogéneo.

T
—&— CPM
X —+—PCM
107 ~— SEM [

Error Cuadratico Medio

6 1 1 1 1 1
4 5 6 7 8
Grado de aproximacion

En las Figuras 2.6 y 2.7, mostramos en una escala logaritmica el error
cuadratico medio para diferentes grados de aproximacion de flujo, K, pa-
ra los autovectores calculados correspondientes a los autovalores A\; y Ao,
respectivamente.

El comportamiento del error cuadratico medio es similar para los dos
autovectores, y aunque los tres métodos muestran resultados similares, el
SEM es mas preciso que los otros dos métodos para el calculo de los dos
primeros autovectores.



2.5. RESULTADOS NUMERICOS 47

2.5.2. Reactor BWR 1D

Ahora consideramos un problema mas realista, que consiste en calcular
los Modos Lambda dominantes de un reactor BWR 1D tipico. Este proble-
ma se formula en la aproximacién de dos grupos de energia asumiendo que
los neutrones nacen en el grupo rapido, y que no hay dispersiéon del grupo
térmico al rapido. De esta forma, el problema con el que tratamos es encon-
trar los autovalores dominantes y sus correspondientes autofunciones para el
problema

LO = %MQ) , (2.42)
donde = .
L= l —V(D1V) + X1 + 1o 0 }
—212 _V(DQV) + EaQ '
. szl nyg o CI)l
e A R

Usamos condiciones de flujo nulo en la frontera, es decir, los valores
B~ =0y B =0, que implican ®;5(xg) = P12(zy) = 0. Siguiendo la
misma metodologia que en la aproximacién monoenergética anterior, hemos
desarrollado los métodos CPM, PCM y SEM para este problema.

El reactor se divide en 25 elementos de combustible y 2 reflectores, co-
mo se muestra en la Figura 2.8. Las secciones eficaces nucleares para este
problema han sido obtenidas por medio de un proceso de generacion consis-
tente [29] desde las secciones eficaces del niicleo de un reactor 3D, obteniendo
las secciones eficaces 1D que se muestran en la Tabla 2.2.

Figura 2.8: Distribuciéon espacial de materiales para un reactor BWR 1D.

15.24 cm 30.48 cm
| reflector Icomb. comb. Icomb. reflector
I T 1

9] Qs Q3 Qg Qo7

La Tabla 2.3 muestra los resultados para los dos autovalores dominantes
A1 v Ay obtenidos con los diferentes métodos espectrales usando diferentes
grados de aproximacion, K, en el desarrollo del flujo. En este caso, usamos
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Tabla 2.2: Secciones eficaces nucleares para el reactor BWR 1D.

Mat. Dy Do Yal a2 Y12 I/Zfl Z/EfQ

[} 1.045600 0.315390 0.006759 0.042792 0.026483 0.000000 0.000000
Qo 1.400000 0.344100 0.006123 0.034803 0.020791 0.002735 0.034955
Qs 1.424300 0.343700 0.008097 0.055085 0.018634 0.004232 0.073338
Q4 1.440100 0.349150 0.008074 0.053924 0.018297 0.003974 0.068992
Qs 1.463400 0.357540 0.008164 0.053309 0.017755 0.003855 0.067221
Qg 1.498000 0.369890 0.008157 0.053255 0.016920 0.003816 0.067254
Q7 1.540300 0.385070 0.008126 0.053497 0.015890 0.003814 0.068310
Qg 1.585000 0.401320 0.008084 0.053781 0.014817 0.003822 0.069648
Qg 1.620800 0.414780 0.008032 0.054029 0.014014 0.003826 0.070696
Q10 1.654100 0.427590 0.007985 0.054287 0.013313 0.003832 0.071755
Q11 1.692600 0.442740 0.007928 0.054566 0.012557 0.003839 0.072991
Q12 1.728100 0.457050 0.007867 0.054783 0.011887 0.003842 0.074049
Qi3 1.744200 0.464010 0.007843 0.054977 0.011580 0.003846 0.074696
Q1q 1.767600 0.473770 0.007796 0.055161 0.011145 0.003852 0.075503
Q15 1.816300 0.493390 0.007717 0.055270 0.010296 0.003854 0.076852
Q16 1.811800 0.492410 0.007721 0.055381 0.010358 0.003855 0.076873
Q17 1.823900 0.497610 0.007709 0.055496 0.010151 0.003858 0.077387
Q18 1.867100 0.515640 0.007630 0.055528 0.009468 0.003853 0.078503
Q19 1.870800 0.518060 0.007624 0.055557 0.009409 0.003850 0.078634
Qao 1.864900 0.516380 0.007651 0.055622 0.009500 0.003860 0.078783
Qa1 1.890200 0.527490 0.007582 0.055656 0.009126 0.003876 0.079692
Qa2 1.928500 0.544280 0.007458 0.055537 0.008572 0.003897 0.080804
Qasz 1.896500 0.632430 0.007522 0.055653 0.009036 0.003972 0.080954
oy 1.900800 0.535970 0.007310 0.055492 0.008983 0.004066 0.081710
Qas 1.961700 0.564160 0.007563 0.055242 0.008123 0.004142 0.081839
Qag 1.886100 0.577310 0.004319 0.030169 0.009894 0.002442 0.039040
Qar 2.214700 0.549020 0.012728 0.008695 0.011400 0.000000 0.000000

como referencia el valor para el autovalor dominante A\; = kg = 1,005234 y la
distribucion de potencia neutrénica calculada con el codigo KTRAC. Obser-
vamos que todos los métodos espectrales presentan una buena convergencia
para los autovalores.

Tabla 2.3: 1D BWR results for A\j(keg) and Ag.

CPM PCM SEM
Mlket) Mo Mlker) N Mlket) N
1,005257  0,994445  1,005275  0,994515  1,005236  0,994348
1,005232  0,994348  1,005233  0,994352  1,005235  0,994351
1,005234  0,994346  1,005233  0,994345  1,005235  0,994349
1,005234  0,994348  1,005234  0,994348  1,005234  0,994349
1,005234  0,994349  1,005234  0,994349  1,005234  0,994349

Para comparar los autovectores obtenidos correspondientes al autovalor
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dominante, Aq, calculamos la distribucion de potencia neutrénica
Lr (yEflcbl + I/Efgq)g)

P = .
/ (yEflcbl + l/zfgq)g) dx
Q

En la Figura 2.9, mostramos el error cuadratico medio para la distribucion
de potencia neutrénica, E(P), en términos del grado de aproximacién, K,
del flujo neutronico.

Figura 2.9: Error cuadratico medio para la distribucion de potencia del reac-
tor BWR 1D.
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Para este problema el método SEM es de nuevo el mas preciso para el
calculo de la distribucién de potencia neutrénica de este reactor. Ahora, el
error cuadratico medio de la aproximaciéon SEM es un orden de magnitud
menor que los errores obtenidos por los otros dos métodos para el mismo
grado de aproximacion.

Finalmente, en la Figura 2.10 mostramos la distribucién espacial de po-
tencia asociada con los autovectores correspondientes con los autovalores \;

Y Aa.
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Figura 2.10: Distribucion espacial de potencia asociada con los primeros dos

modos.
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Capitulo 3

Geometrias 2D

Recordamos la ecuacién de los Modos Lambda (3.1)
1

vista en la introduccién para reactores tridimensionales, donde L es el opera-
dor de pérdida de neutrones y M es el operador de producciéon de neutrones.

El problema de los modos Lambda ha sido estudiado para reactores con
geometria rectangular como los PWR y los BWR [19, 16]. Para discretizar
el problema para reactores tipo VVER hace falta un tipo de nodalizacién
diferente. El diseno de estos reactores define un mallado natural con celdas
hexagonales, en lugar de las celdas rectangulares que definen los reactores
tipo PWR o BWR, como podemos ver en la Figura 3.1. Una discretizacion

PWR , BWR

MALLA RECTANGULAR MALLA TRIANGULAR

Figura 3.1: Seccién del ntcleo tipo VVER y tipo LWR.

o1



52 CAPITULO 3. GEOMETRIAS 2D

posible del problema (3.1) para esas celdas se basa en dividir cada hexdgono
en seis tridngulos equilateros y usar un método para discretizar ecuaciones
en derivadas parciales adaptado a celdas triangulares [5].

Diferentes métodos han sido propuestos para resolver la ecuacion de di-
fusién neutronica en geometria hexagonal como, por ejemplo, el método de
la transformada de Fourier [39], el método de la aplicacién conforme [9], el
método nodal del desarrollo polinomial [10], etc. Todos estos métodos se cen-
tran en la determinacién de la kg y el flujo neutronico estacionario del niicleo
del reactor, mediante un sistema de ecuaciones no lineales, el cual es resuel-
to de forma iterativa. Para obtener un conjunto de modos dominantes es
necesario aproximar el problema diferencial de autovalores inicial (3.1), por
un problema algebraico de autovalores generalizado. Esto se puede conseguir
usando, por ejemplo, un método de elementos finitos o de diferencias finitas.
Pero por otro lado, para reactores nucleares el mallado espacial se define de
forma natural por la estructura de los diferentes materiales que componen el
nucleo, por lo que es interesante usar un método que use un mallado grueso
y que incremente la precision sin cambiar este mallado.

Los métodos espectrales, como hemos visto en la introduccién, son méto-
dos basados en aproximar la soluciéon del problema como un desarrollo trun-
cado en términos de cierta base de polinomios. La precisiéon se controla por
medio del nimero de polinomios considerado en el desarrollo y no es nece-
sario refinar la malla para incrementar la precision. Un primer intento para
desarrollar uno de estos métodos fue presentado en [5], pero el método resul-
tante es caro desde el punto de vista computacional porque un gran numero
de incognitas era necesario para obtener una precision razonable. Aqui ha-
cemos una comparacion entre distintos métodos para ver cual ofrece mejor
precision con un coste computacional razonable.

Para comenzar con la discretizacion, partiremos de un reactor bidimen-
sional con geometria hexagonal discretizado usando un mallado triangular,
donde denotaremos por (). cada elemento de la discretizacion. Para mos-
trar el desarrollo de los métodos, consideraremos el problema de los modos
Lambda en la aproximacién de un grupo de energia

V. (Dﬁ) O+Y,d= iyz,@ . (3.2)

La generalizacién del procedimiento a més grupos de energia es inmediata.

El primer paso para desarrollar los métodos es utilizar un cambio de varia-
ble que transforme cada triangulo, €2, del mallado en el dominio de referencia
Qgrer(ver Figura 3.2), también conocido en la literatura como tridngulo de-
recho, definido como

Qrpr ={(z,y)/z >0,y > 0,0<z+y <1} . (3.3)
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Triangulo arbitrario Dominio de referencia
Yy y'
(z2,Y2)
vz \(0,1)
<
as az
(Z‘ y ) (xlv yl) QREF
05 Yo
4 (0,0) (LON_ ¥
U1 aq V2

Figura 3.2: Cambio de variables de un tridangulo arbitrario al dominio de
referencia.

Este cambio de variables, relacionando las coordenadas fisicas, (z,y), y las
coordenadas del dominio de referencia, (z/,y’), esta dado por las ecuaciones

r = zo+ (v1 —x0)r" + (32 — 7)Y,
= yo+ (1 —y)r + (2 — )y, (3.4)
y
¥ = axr+by+c,
Yy = axr+ by +co, (3.5)
donde a;, b;, ¢; son constantes determinadas por
a = —(?Jo - 3/2)
— 1Yo + T2Yo + ToY1 — Tals — ToYz + T1Yy2
a4 — Yo — U1
2 — 9
—T1Yo + T2Yo + ToY1 — TaY1 — ToY2 + T1Yo
b To — X2
1= 5
—Z1Yo + T2Yo + Toy1 — T2Y1 — ToY2 + T1Y2
by — — (w0 — 1)
2 — )
—T1Yo + T2Yo + ToY1 — TaY1 — TolY2 + T1Yo
o — T2Yo — Tol2
1 — )

—T1Yo + T2Yo + ToY1 — TaY1 — TolY2 + T1Yo

—(z1yo —
Cy = ( 1Yo 0y1) ‘ (3.6)
—T1Yo + TaYo + Toy1 — T2Y1 — ToY2 + T1Y2
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Denotaremos por @, la restriccién del flujo neutronico, ®, al elemento €2, del
mallado.

Estos métodos espectrales se basan en asumir que las secciones eficaces
en cada triangulo, 2., pueden ser consideradas constantes, y la solucién del
problema (3.2) puede ser aproximada por un desarrollo finito de la forma [12,
21

] i+j<K
Co(2'y) = Y Peiigilay) (3.7)
i,j=0
donde g;; son elementos de una base de polinomios en términos de las coor-
denadas sobre el dominio de referencia (2/,y’).

El objetivo de estos métodos es obtener un problema algebraico de autova-
lores generalizado que aproxime el problema diferencial de autovalores (3.2),
siendo los autovectores, vectores cuyas componentes estan relacionadas con
los coeficientes ®. ;; para todos los tridngulos del mallado.

3.1. Base de polinomios

‘ interiores

vértice 3

vértice 2 I

E\V arista 1

vértice 1

Figura 3.3: Polinomios modificados de Dubiner para K = 4.

Como base de polinomios, utilizaremos los polinomios modificados de
Dubiner [12, 24]. Estos polinomios se definen para el dominio de referencia
(ver Fig. 3.2) distinguiendo entre polinomios vértice, arista e interiores (ver
Fig. 3.3), de la siguiente manera:
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s Polinomios vértice

gu (@ y)=1—a"—y vértice 1,
go1 (2, y)) =2 vértice 2,
g (2, y) =9 vértice 3,

= Polinomios arista (2 < j < K)

g (@ y)=0-2"—y)a Q;fg (2',y) 22 arista 1,
goj (') =2y P1 L2y —1)22 arista 2,
g5 (') =y (1—a' —y)) PlY(1—2y)23 arista 3,

= Polinomios interiores (4 <i, 1 <j,i+j < K +2)
gi (@) = (1 =2 — )2y Qi () PP (20 — 1)

donde
24/

—1)(1—y)
1 _ y/ ) ( y ) ?
y P™P(2) son lo polinomios de Jacobi [2] ortogonales en [—1,1].

Para evaluar los polinomios modificados de Dubiner usaremos las siguien-
tes relaciones de recurrencia

Qil,l (x/’y/) — P,L-l’l (

(1],1 (x’,y’) - 1 ’ 1,1 (x’,y/) _ 2.T/ + y/ -1 7
1
Qirll (o',y) = a—r <a32'(2-77/ +y' - 1)@;’1 («',y)
—an(1-y P Q@) ), P2, (38)
donde
ay; = 4(i+1)%(i+3),
azy, = 4(i+ 1)@+ 2)(20 + 3),
ay = 4(i+1)*(i+2),
y

PO() =1, HW@U:%W—B+W+5+%f%

= ((bay + bga!) P2 (@) = by P (), (3.9)
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donde

bi; = 2(j+1)(j+o¢+ﬁ+1)(2j+a+ﬁ),

byy = (2j+a+B+1)(a®— 3%,

by = (2j+a+B)2+a+B+1)(2+a+8+2),
by = 2(j+a)(+B)(2j+a+8+2).

Las derivadas de los polinomios se calculan por medio de las relaciones de
recurrencia obtenidas derivando las relaciones (3.8) y (3.9).

Para simplificar la notacion, los polinomios g, (z,y) los trataremos con
un tdnico subindice 4, g;(x,y), variando desde i = 1,..., M, siendo

Mg =(K+1)(K+2)/2,

el niimero total de polinomios modificados de Dubiner de hasta grado K sobre
el dominio de referencia Qrgr. Esta numeracion la asociamos con el orden
obtenido segin el grado del polinomio G(g;;), siendo G(gi;) = G (9i;)+Gy(9i5),
donde G, es el grado en x y G, es el grado en y de dicho polinomio, cuando se
tiene el mismo grado, se seguird un orden creciente respecto a la numeracion
del vértice o arista a la que pertenezcan (ver Figura 3.4).

vértice 3

o,
arista 3 (D6 (1)8 arista 2
q% q%o q%
o 0, O 0,
vértice 1 arista 1 vértice 2

Figura 3.4: Numeracién de los coeficientes.

Ademas, podemos definir estos polinomios sobre cualquier elemento de la
discretizacion espacial, (., mediante el cambio de variables (3.4), de forma
que renombramos los coeficientes siendo coherentes con la notacion para los
polinomios. Asi g.;(z,y) (el polinomio i sobre el elemento €2.) tendrd como
coeficiente ®. ;. Estos coeficientes seran las incégnitas locales del problema,
debido al comportamiento local de esta base de polinomios sobre el dominio
completo €2, por estar definidos sobre un tinico elemento §2..
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Siguiendo esta notacién, podemos expresar el flujo neutrénico sobre cada
uno de los elementos que forman el dominio de definiciéon del reactor en las
coordenadas fisicas (z,y) como

Mg
(I)e(x> y) = Z (I)e,ige,i(x> y) )
i=1

y en las coordenadas (2,y’) del dominio de referencia como
Mg
O y) = Peigi(a,y)
i=1

donde las coordenadas (2/,y’) estén relacionadas con las coordenadas (z,y)
segun el cambio de variables (3.4)

Construcciéon de la base continua

Para reducir el nimero de incégnitas necesarias en el desarrollo (3.7),
establecemos relaciones entre los coeficientes de los polinomios de triangulos
adyacentes para asegurar la continuidad del flujo neutrénico.

Para explicar cémo se construye la base continua de polinomios, nos apo-
yaremos en la Figura 3.5, donde se muestra una configuracion tipica para dos
triangulos adyacentes usando K = 2 en el grado del desarrollo.

Coeficientes locales Coeficientes globales
aes Bes B T
q)’,ﬁ cI)e’,4
(be,ﬁ €, ) - (bg (bg ég
cbe’,l
(I)e,l q>e,4 CDB,Z q>11) éi q>12)

Figura 3.5: Condiciones de continuidad en polinomios de vértice y arista para
K =2.
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Los polinomios vértice son cero en los otros dos vértices del triangulo.
Ademas, los polinomios arista e interiores son cero en todos los vértices del
triangulo.

La continuidad del flujo neutrénico en un vértice dado se asegura fijando el
coeficiente del polinomio vértice correspondiente para un primer triangulo, y
haciendo que los coeficientes vértice de los demas triangulos, los cuales tienen
en comun ese vértice, sean iguales al coeficiente del primer triangulo. Por
esta razon, para cada vértice interno de la malla tenemos una sola incégnita
a determinar.

Los polinomios correspondientes a una arista del tridngulo son cero en
las otras dos aristas del tridngulo. La continuidad para el flujo neutrénico
en las aristas internas del mallado se asegura fijando los coeficientes de los
polinomios del primer tridangulo y haciendo el coeficiente de polinomio arista
correspondiente del triangulo adyacente a cada una de las aristas igual al
coeficiente fijado para el primer triangulo.

En los vértices y aristas externos, los coeficientes de estos polinomios
seran iguales a cero cuando las condiciones de frontera que se impongan sean
de flujo nulo. Por lo que tenemos que determinar

(K —1)(K —2)
2 )

Ny = Ny + Nie(K - 1) + N

incognitas, donde Ny, es el numero de vértices internos en la malla, N, es el
numero de aristas internas y NV; es el nimero de triangulos de la discretiza-
ciéon.

Por lo tanto, obtenemos una nueva base sobre todo el dominio, { f*(x,y)},
denominada base global, siendo los elementos de esta base la suma de elemen-
tos de la otra tras fijar los coeficientes, donde el niimero de elementos de esta
suma depende de si hablamos de polinomios vértice, arista, interior o frontera.
Por ejemplo, para un vértice interior, si fijamos todos los coeficientes de los
tridangulos que lo tienen en comun a un nuevo coeficiente, ®7 = {<I)e72-}(eﬂ-)€1;,
siendo Z7 un conjunto de pares de indices conteniendo los indices de todos
estos polinomios, el polinémio de la nueva base que obtenemos es

> Peigeila,y) =B Y geilr,y) = 5 fi(x,y)

(e)ETY (e)€T}

donde hemos denotado como [} (x,y) la suma de todos los polinomios que
tienen su coeficiente fijado al coeficiente de la base global. Lo mismo para
coeficientes de polinomios arista, ®¢, polinomios interiores, (ID;'», y polinomios

frontera, <I>£ .
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La reduccion de incégnitas se hace con la ayuda de un vector de orden
para las incégnitas después del proceso de reduccion. Un ejemplo para K = 2
se muestra en la ecuacién (3.10).

Incégnitas locales

ge,l ; Incognitas globales
€2 i DY 1717
(beB 3
: g 2
CI)64 4 v
: oY 3
D, 5 i) P 4
, 6 N 4 (3.10)
; i o 5
>, 1 .
1 ¢ | |6
q)e’ 2 7 a
; g 7
q>e’ 3 8 v
: oy 8
CI)EIA 9 oa 9
Do s 5 | ®9 | LY
| q)e’,ﬁ 1 L 6 _

3.2. Meétodo de Colocacion Puntual PCM

En el método de colocacion puntual, todas las condiciones para el flujo y la
corriente se imponen sobre un conjunto de puntos de colocacion denominado
puntos de Fekete [21]. Para definir este conjunto de puntos, consideraremos
el espacio de polinomios de grado K, P, sobre un dominio €2, y una base de
polinomios para este espacio {g;(z,vy), i = 1,..., Mg}. Sea V (&1, &y ..., Eprye)
la matriz de Vandermonde generalizada definida en los puntos {&; € Q, i =
1,..., Mg}, cuyos elementos son V;; = g;(&;). Los puntos de Fekete son un
conjunto de puntos, &;, los cuales maximizan el determinante de V',

[V (€, €an)]

Los puntos de Fekete son una generalizacion de los puntos de Legendre-
Gauss-Lobato para el dominio de referencia y coinciden con ellos en las aristas
de los tridngulos [43]. El nimero total de puntos de Fekete de acuerdo con
el grado K del espacio de polinomios es : Mg = (K + 1)(K + 2)/2. Estan
distribuidos de la siguiente manera: 3/ puntos sobre las aristas del triangulo
y M;x = (K — 1)(K — 2)/2 puntos en el interior del tridngulo. A estos
ultimos nos referiremos como puntos interiores de Fekete sobre el dominio de
referencia.

Los puntos de Fekete pueden ser calculados por medio de un algoritmo de
ascenso, el cual se describe en [13]. Un ejemplo de la distribucién de puntos
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de Fekete en el dominio de referencia para grados polinomiales K = 3 y
K = 6 se muestra en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Puntos de Fekete sobre el dominio de referencia.

En el método de colocacién puntual, imponemos las condiciones de con-
tinuidad del flujo mediante la utilizacion de la base continua construida a
partir de los polinomios modificados de Dubiner, como hemos explicado an-
teriormente.

Para imponer la continuidad de la corriente neutrénica a través de las
aristas de los distintos elementos, (2., que forman la discretizacion del do-
minio, consideraremos los puntos de Fekete sobre estas aristas, como en [5].

Figura 3.7: Continuidad para J en los puntos internos de una arista.

Distinguimos entre puntos internos de las aristas y los vértices internos del
mallado. En los vértices internos (ver Fig. 3.7), las condiciones de continuidad
para la corriente, en la direccion normal a la arista sobre la que se calculan,
son de la forma

My My

Del Zq)el,i ﬁ : 6gel,i (xcayc) - Deg Zq)eg,i ﬁ : 6geg,i (xcayc) ) (311)

=1 i=1
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donde 77 es el vector unitario normal a la cara interna comun a los triangulos
Qey y Qe

Para los vértices internos (el vértice central en la Fig. 3.8), (z,,v,), te-
nemos en cuenta los seis tridngulos que tienen ese vértice en comun, €2,
Qeyy Qeyy Qeyy Qey v Qe, como podemos ver en la Figura 3.8. La condicién
de continuidad para esos puntos se obtiene imponiendo que la suma de las
corrientes que convergen en ese punto sobre las aristas de los tridngulos sea
igual a cero [18], esto es,

Mg

D61 Z CI)61,2'1561 : vyem‘ (ZL‘U, yv)
=1
Mg

+ Dez Z (I)ez,itez ' VQez,i ($U, yv)
=1
Mg

+ D63 Z ®63,it63 : vyeg,i (ZL‘U, yv)
i=1
Mg

+ D64 Z q)64,it64 : v964,i (ZL‘U, yv)
=1
Mg

+ De Z Desites + Ves,i (v, o)
=1

My
+ Dey ¥ Pegiteq  Veqi (X0, 1) =0, (3.12)
=1

siendo t_; el vector unitario tangente a las aristas que tienen el vértice interior
en comun.

Las ecuaciones (3.11) y (3.12) constituyen un conjunto de N;,+ N;.(K —1)
ecuaciones. Las N, (K — 1)(K — 2)/2 restricciones necesarias para completar
el sistema se obtienen mediante condiciones de balance neutrénico.

Para éstas condiciones, primero escribimos la ecuacién de la difusion
neutrénica en las coordenadas del dominio de referencia, usando el cambio
de variables (3.5), obteniendo restricciones de la forma

0?0,
ax/2

(2 4) — 2D, (@113 + byba) -2 (af
Y elaiag + 12)ax/ay,(:p7y)

- De(a% + b%)

2

0°d, 1
_De(a§+b§) 83/’2 (37/,3//)‘1‘2(1,@‘1)63(45/,3//) = Xyzf,eée(x/>y/)> €= 17 s '>Nt )
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Figura 3.8: Condiciones en un vértice interno de la malla.

donde ai, as, by y by, son constantes que dependen de los vértices de cada
triangulo, €., segun los valores (3.6). Seguidamente, evaluamos las ecua-

ciones (3.13) en los puntos interiores de Fekete, (z},vy)), | = 1,..., M, ,
obteniendo
Mg
g
D) D B )
i=1
My 9,
— 2D, + b1b O, —2—(x),y,
(aras + by 2)221 , ax,ay,(a?z )
Mg 2,
- De(a%_'_b%)z(bela /2( ;7 l/)
i=1
MK 1 MK
+ Z]a,e Z ée,ijgi(xga yl/) - Xyzf,e Z (I)e,igi(x;>yl/) , €= 17 ceey Nt s
i=1 i=1

(3.14)

el cual es un conjunto de N, (K — 1)(K — 2)/2 ecuaciones, que completan el
problema algebraico de autovalores.

3.3. Meétodo Pseudoespectral Continuo CPM

En este método las condiciones de continuidad del flujo, al igual que en
el método anterior, se satisface al hacer uso de la base continua construida
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a partir de los polinomios modificados de Dubiner, tal y como hemos expli-
cado anteriormente. Asi mismo, la continuidad de la corriente se impone del
mismo modo que en el Método de Colocacién Puntual anterior, mediante las
ecuaciones (3.11) y (3.12).

En este método, las restricciones necesarias para completar el sistema se
obtienen de las ecuaciones para la difusiéon neutrénica tipo momento de la
forma

2
— D.(a® +b7) // g2, y) %j; (2',y') dx’ dy’
QrEF
0o,
— 2D.(ajas + bibs) // gi(2' ) =—== (', ) da’ dy/
Onpr ox' oy’
0P

—  De(a3+b3) // gi(2',y") 3 ,26 (2, y) da" dy
QRrEF Y

QREF
1

= —vijf, // gi(@,y )P, y) da’ dy' , e=1,...,N;, (3.15)
A QRrREF

donde 7 varia, para cada triangulo ()., teniendo en cuenta los polinomios de
vértice, arista, e interiores de hasta grado K — 2 (i = 1,..., Mg _»), para
completar las (K — 1)(K — 2)/2 restricciones.

Para obtener las ecuaciones correspondientes a las relaciones (3.15), he-
mos calculado integrales de la forma

[= / /Q ) aday (3.16)

donde f(2',y’) es un polinomio.
Para evaluar este tipo de integrales, haremos uso del cambio de variables

1
=1 04a)(1—y) o

. — Tol—y : (3.17)
ylzé(yr—}-l) yT:2y/_1

que, como se muestra en la Figura 3.9, transforma el dominio de referencia,
Qgrer, en el rectangulo [—1,1] x [—1,1]. El Jacobiano y el drea diferencial
estan dados por

1

= g(l_yr) )

a(z"y")

a(xr7yr)
1

dz' dy = g(l —y,) dz, dy, .

ur=]
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yl (Oal) (_Ll) Yr (171)

Qrer (1,0)

(—1,-1) (1,-1)

Figura 3.9: Cambio de variables transformando el dominio de referencia en
el rectangulo [—1,1] x [—1,1].

Por lo tanto, tenemos que

I = // [ (@) da'dy’
QRrREF

_ /_11/_11f((1+x7“)4(1_y7’)’(y7“;_1)) (1—8%) drdy, (3.18)

donde si consideramos una variable constante como, por ejemplo y,, la inte-
gral respecto de x, queda como la integracion de polinomios unidimensiona-
les. Essto hace posible evaluar exactamente las integrales haciendo uso de las
reglas de cuadratura de Gauss Legendre [38, 37].

Desde ecuaciones (3.18), podemos escribir

. ZZ (1 - y) v ((1 £ )1 ) (vt 1>) 510

donde z,;, y,; son puntos de cuadratura Gaussiana en las direcciones z, y
Yr, v los correspondientes pesos son w; y w;. Podemos calcular esta férmula

mediante ..
I= Z Z Cz‘jf(‘x;ja yz{j)

i=1 j=1

, , . .
donde, ¢;j, 27, y y;; pueden ser obtenidos de las relaciones

(1 — Yrj) (1 + $r')(1 - yri) (Yrj + 1)
g Wiy, Ty = i D Y=

ij=1,2...,5.

Cij =
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3.4. Meétodo de Elementos Espectrales SEM

Sin perdida de generalidad, la ecuacién de difusion neutrénica puede es-
cribirse como

— VD(z,y)-V®(x,y) + Solz, y)®(z,y) = S(z,y) (3.20)

donde ®(z,y) es el flujo neutrénico, y el término fuente S(z,y) se define
como sigue,

S(a,y) = 10550 9)0(ry) (3.21)

La solucién de la ecuacién (3.20) requiere condiciones de frontera aplica-
das sobre 0f, o sea, la poligonal que envuelve el dominio 2. Esta poligonal
se parte en dos componentes, denotadas por 02y y 913, donde 9 es la
poligonal con condicién de frontera de flujo nulo y €23 es la poligonal con
condicion de frontera de tipo albedo.

Esta condicién de frontera de tipo albedo se puede escribir formalmente
como [12]

D(x,y)ni(x,y) - ﬁ@(w,y) + %%Cb(:ﬂ,y) =0, si (z,y) €0 . (3.22)

Existen formulaciones variacionales tales que la ecuacién de difusién es
un punto estacionario de un cierto funcional en un espacio de Sobolev. Un
punto estacionario de este funcional en un espacio de polinomios serd una
aproximacion numérica de la solucion de la ecuacién de la difusion neutrénica.

Para obtener esta aproximacién, forzamos al flujo neutrénico ®(z,y) a
ser una funcién continua sobre cualquier elemento del dominio €2 [38], de la
misma manera que lo hemos hecho en los métodos anteriores, mediante el
uso de los polinomios modificados de Dubiner, y el proceso de reduccién de
variables de la base local a la base global.

El funcional que utilizaremos se puede escribir como

F(®) = %//QD(x,y)ﬁcb(x,y) . ﬁ@(x,y)dxdy + %//QEa(x,y)CDQ(x,y)dxdy

N [ 11-B4
//Q S(z,y)®(x,y)dxdy /BQB 11 +ﬁ<b (x,y)dl , (3.23)

donde ®(x,y) € Ho(2), un espacio de Sobolev definido como

Ho () = {h heCo(Q), hlr,y)=0 Y(r,y) €% y Vhe (LQ(Q))Q}
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Este espacio de Sobolev contiene funciones continuas sobre el dominio €2,
iguales a cero en 9€), v cuyos gradientes poseen componentes L?-integrables
sobre el dominio 2.

Un punto estacionario de este funcional se define por la relacién [20]

b =l { 7

€

F(d+ 6(5CI>)} =0 (3.24)
Vod € Hy(2). Por lo tanto, obtenemos
0 F@) = [[Dley)(F0(a,0) - (F50(z.9))dody

+ // (z,y)®(x,y)0P(z,y)dxdy — /Sxyéq)a:y)da:dy

11—
/8 BT R =0, (3.25)
VoD@ (z,y) € Ho(S2).

Se divide el dominio de definicién del reactor €2 en subdominios €2, (e =
1,...,NV;), como se ha hecho en los métodos anteriores, sobre los cuales Vo
es sabido que es L2-integrable. También definimos 92, (¢ = 1,..., N) como
las poligonales que rodean cada subdominio y 7i.(x, y) como el vector unitario
perpendicular a 02, en (x,y) en la direccién que sale de €.

Ahora aplicamos la identidad V - (uVv) = (Vu) - (Vo) 4+ u(V - V) sobre
el primer término de la parte derecha de la igualdad de la ecuacién (3.25)
restringido a un elemento genérico €2, de la discretizacion, obteniendo

/ DN®(x,y) - Vod(x,y)dedy = / DV - (6®(z,y)V®(x,y))ddy
Qe
- / 60 (x,y)V - (D VO (x,y))dzdy .

Finalmente, aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss sobre el
elemento 0f2, tal que

/ Deﬁfb(x, Y) - 6(5@(35, y)dzdy
Qe
= D 6®(x,y)VP(x,y) - te(z,y)dl

// 5@ (x,y)V - (D VO (x,y))dzdy . (3.26)
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Dividimos cada poligonal 0f). en dos partes:
00N = U, + IV,

donde OU. es la parte de 0€2. que pertenece a 023 y dV, es la parte de 0f2,
que no pertenece a 9z U J€y. Es decir, OU, es la parte de 0€2. donde hay
albedo y 0V, son las aristas internas al dominio.

Substituyendo la ecuacién (3.26) en la ecuacién (3.25),

S0 F(®) = Z / / ( Vo(,y)

+ Za,eq)(xv y) - S(ZE, y) 6q)(x7 y) dxdy

. 11-p
+ Z/a (D Vfl) (x,y) - Te(z,y) — imé(%y)) 0®(x,y)dl

™ Z/@ D Vo(z,y)- ﬁe(x,y)) 6®(x,y)dl (3.27)

VoD € Ho(S2).

La ecuacién (3.27) es la condicién de punto estacionario. Esta condicién se
distingue de las condiciones forzadas, como las condiciones de frontera nula en
08 o las continuidad de ®(z, y). Por lo tanto ®(z, y) es un punto estacionario
del funcional (3.23) con respecto a una variacién arbitraria d®(x,y) si, y sélo
si, se satisfacen las siguientes condiciones de Euler:

1. El flujo neutrénico satisface la condicion
— VD(z,y) - Vo(x,y) + Za(z,y)®(z,y) = S(z,y) | (3.28)
la cual es idéntica a la ecuacién de la difusién (3.20).

2. El flujo neutrénico debe satisfacer la ecuacion

D(s,)i(ay) - Foa.y) = 515 0oy) =0 st (5.9) € O
(3.29)

la cual es idéntica a la condicién de frontera tipo albedo sobre 0€1g,
como la dada por la ecuacion (3.22).
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3. La corriente neutrénica debe ser continua sobre las caras internas de
los subdominios en la direccion perpendicular a estos. Esto se escribe
como

De6q)(x7 y) : ﬁe(x7y) - —De/6q)($,y) : ﬁe’(x7y)
st (x,y) € dVenVe . (3.30)

Para buscar el estacionario del funcional (3.23), sustituiremos el flujo
neutrénico ®(x,y) por el desarrollo en polinomios (3.7), y, tras aplicar la
reduccion de incognitas mediante la asignacién de los coeficientes, buscamos
el estacionario derivando respecto a estos coeficientes globales e igualando a
cero, como se ha hecho en el caso unidimensional.

Para ello, es necesario distinguir entre las distintas situaciones que nos
vamos a encontrar, en funcién de si a estos coeficientes de la base global estan
fijados uno o mas coeficientes de la base local, y de si los polinomios a los que
estan asociados estos coeficientes tienen valor distinto de cero en la frontera
del reactor y, por lo tanto, se ven afectados por las condiciones de frontera.

Figura 3.10: Polinomios Vértice formando una funcién de la base global

Para un vértice interior del mallado, los tinicos polinomios que no se anu-
laran en ese vértice son, para cada triangulo que lo contenga, el polinomio
vértice concreto para éste desde cada triangulo. Por lo tanto, al derivar res-
pecto a @7, el coeficiente correspondiente a este polinomio en la base global
y al cual se han fijado los coeficientes @, ., Pey vy Peg iz Pessins Pesis ¥ Pegis
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(ver Fig. 3.10) obtenemos, por cada vértice interior, una ecuacién del tipo
// D(z,y Vf”(x Y) - ﬁ@(w,y} + Za(x,y)ij(x,y)fb(x,y)) dz dy

= //Q V2@ ) [ (2, y) (2, y) d dy (3.31)

que por la definicién de f} se escribe como

> (—De / / Viei - VO, d dy+ Y. / / Gei®. dz dy)

(ei)€TY

= (—I/Zfe// Ge,i®e dx dy) , (3.32)
(ei)ETY

siendo T7 = {(e1,%1), (e2,42), (e3,143), (€4, 14), (€5,15), (€6,76) }, €l conjunto de
pares de indices que contiene los seis polinomios vértice mostrados en la
Figura 3.10 y, por lo tanto, tendremos N;, condiciones de este tipo.

Cuando se trata de una funciéon de la base global formada a partir de
funciones arista, al derivar el funcional (3.23) respecto del coeficiente ®¢,
correspondiente a la funcién ff'(z,y), obtenemos

// D(z,y Vfa(x y) - Vo(z,y) + Za(x,y)fj‘»l(x,y)@(x,y)> dx dy
= [ e eetey do dy (3.33)

donde la funcién f7 estd formada por la suma de los dos polinomios arista
coincidentes en la misma arista interior del mallado y que tienen el mismo
grado. Para el caso mostrado en las Figuras 3.11 y 3.12 obtenemos

_-DEI // 6961,2‘1 . 6@51 dx dy —+ Ea,e1 // gel,ilq)e1 dxdy
Qel Qel
_-De2 // 6962,2‘2 . 6@52 dx dy —+ Ea,eg // geQ,qu)eg dxdy
Qeg QeQ
1 1
- Xyzf,el ey iy q)e1 dxdy + Xyzf,EQ 962,i2 ®62 dmdy )
Qel QeQ

que suman (K —1) N, restricciones, para las aristas interiores, con polinomios
de grado K.

Con los polinémios interiores, lo que ocurre es que ellos mismos ya son
polinomios de la base global (ver la Figura 3.13) y, por lo tanto, al derivar
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X

Figura 3.11: Polinomios arista de tercer grado formando una funcién de la
base global

Figura 3.12: Polinomios arista de cuarto grado formando una funcién de la
base global
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respecto de un coeficiente asociado a uno de estos polinomios, lo que se
obtiene es

_De/ ﬁge,i : ﬁ(I)e dx dy + Ea,e // ge,i(I)e dx dy
Qe e

1
= —vif, // Gei®e dx dy (3.34)
A Q.

haciendo un total de N;(K — 1)(K — 2)/2 restricciones para los polinomios
interiores.

0.04 0.04

0.6 0.2

Figura 3.13: Polinomios interiores que ya son funciones de la base global

Si tratamos un problema con condiciones de frontera de flujo nulo, debido
a que todos los coeficientes de los polinomios que no se anulan en la frontera
toman el valor cero, ya tenemos las condiciones suficientes para tener un
problema algebraico bien definido.

En el caso de que estemos tratando un problema con condiciones de fron-
tera de tipo albedo, tenemos que tener en cuenta estos coeficientes como
incégnitas del problema, por lo que también derivamos respecto de ellos,
obteniendo ecuaciones de la forma

// (@, )V (z,y) - VO(z,y) + Ea(x,y)ff(x,y)q)(x,y)) da dy

11-7
_ //Q ) [ ), y) da dy+/% ST Ryl

0
(3.35)
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que, en términos de las incognitas locales, se escriben como

Z (_De // ﬁge,i : ﬁ(I)e dx dy + Ea,e // ge,iq)e dx dy)
Qe Qe

(es)eT!

1 11-p
= —u% // i@, dr d +/ S Cg.®. | dl,
Z (A f, Qeg7 y 6Qﬁ21+6‘g’ )

; f
(e,)ET;

(3.36)

teniendo en cuenta que esto ocurre solo para polinomios vértice o polinomios
arista (ver Figuras 3.14 y 3.15), dado que para los polinomios interiores la
parte que forma parte de la integral de frontera se anula, debido a que estos
polinomios se anulan sobre la frontera.

Figura 3.15: Polinomio arista cuando la arista estd sobre 0f)
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3.5. Resultados numeéricos

Se estudiaran los problemas IAEA con y sin reflector, el problema VVER-
1000, el VVER-440 y el problema HWR, mediante los métodos expuestos
anteriormente. Los métodos expuestos aproximan la soluciéon de la ecuacién
de la difusion para la aproximacion en dos grupos de energia, resolviendo los
sistemas algebraicos de autovalores que se obtienen al discretizar el problema
diferencial de autovalores inicial, obteniéndose un conjunto de autovalores
dominantes del reactor junto con sus autovectores asociados.

Se tendran en cuenta distintos tipos de condiciones de contorno a la hora
de resolver los problemas y de contrastar los resultados como, por ejemplo,
condiciones de frontera de flujo nulo, esto es,

D(r,y) =0 V(a,y) € 90,

donde 012, hace referencia a la frontera del dominio de definicién del reactor,
y condiciones de frontera de tipo albedo, siendo éstas de la forma

D(z,y)ii(z,y) - VO(z,y) + a®(z,y) =0 V(z,y) € 0Q

donde « es el parametro que determina el albedo. Asi, consideraremos dos
tipos distintos de condiciones de frontera tipo albedo, para los valores a = 0,5
donde se pretende emular condiciones de frontera de vacio y a = 0,125.
Cuando hablemos de condiciones de frontera de flujo nulo, para los reac-
tores IAEA con y sin reflector, VVER-1000 y VVER-440 tomaremos como
referencia la solucién obtenida con el cédigo neutronico PARCS. En cambio,
cuando hablemos de condiciones de frontera de tipo albedo para o = 0,5 y
a = 0,125, para todos los reactores que calculemos con este tipo de condi-
ciones, asi como para el reactor HWR con condiciones de frontera de flujo
nulo, tomaremos como resultados de referencia los proporcionados por Chao
y Shatilla en [8]. Estos resultados estan obtenidos extrapolando de las solu-
ciones obtenidas con el codigo de diferencias finitas DIF3D, donde para el
problema HWR se utilizé6 una malla de 384 tridngulos por hexagono, y para
el resto de problemas se utilizé6 una malla de 864 tridangulos por hexagono.
Para comprobar el funcionamiento de los métodos se compararan los re-
sultados obtenidos para cada uno de los problemas anteriores en el cédlculo
de la keg, y se mostraran unas tablas para observar la convergencia de este
autovalor, asi como de los tres autovalores dominantes siguientes, mostran-
do ademas la diferencia entre el resultado obtenido y el resultado esperado,
denotando esta diferencia como Akeg en pem (partes por cien mil, i.e., 107°).
Las tablas de los autovalores en funcién del grado de la aproximacion,
K, comienzan en un grado u otro dependiendo del método que se esta utili-
zando. Asi, para el Método de Colocacién Puntual (PCM) y para el Método
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Pseudoespectral Continuo (CPM) hemos realizados los célculos a partir de
grado 4. Esto se debe a que una de las limitaciones de estos métodos es que
solo podemos calcular las aproximaciones a partir de tercer grado debido a
que el nimero de condiciones necesarias para imponer continuidad sobre la
corriente neutronica después de la reduccion que asegura la continuidad del
flujo, coincide con el niimero de incognitas que tenemos en una aproxima-
cién de segundo grado, K = 2 , y necesitamos como minimo un grado mas,
K = 3, para poder imponer condiciones de balance para los neutrones. Atin
asi, tenemos que imponer un minimo para el grado de la aproximacion de
K = 4 debido al modo en que han sido programados estos métodos. Para el
Método de los Elementos Espectrales (SEM) podemos comenzar la aproxi-
macién desde grado K = 1, pues no tenemos que imponer de forma explicita
la condicion de continuidad de la corriente, necesitamos un grado minimo
de K =1 para poder imponer condiciones de balance y a la vez asegurar la
continuidad del flujo neutrénico con el proceso de reduccion de coeficientes
de polinomios Modificados de Dubiner.

Sea la distribucién de potencia neutrénica normalizada

P(z,y) = AQ) (v Py (z,y) + vEpDo(z,y))
’ ffgz (vEpPi(z,y) + vEpde(z,y)) dr dy ’

donde A(Q) es el drea del dominio €2, ®1(x,y) es la aproximacién del flujo
neutrénico para el grupo réapido y ®s(xz,y) es la aproximacién del flujo para
el grupo térmico. A partir de la potencia neutrénica normalizada definimos la
potencia neutrénica media sobre cada elemento de la discretizacién espacial
del dominio mediante

P, — A(ize) //eP(x,y) dx dy .

Para comparar el grado de precision con el que estos métodos aproximan la
solucién de referencia utilizaremos el Error Cuadratico Medio definido, como
en el capitulo anterior, mediante

NI

com(®) — (ﬁ / /Q (Pros(z,y) — Pla,y))? da dy)

donde P,.f(x,y) es la potencia tomada como referencia y P(z,y) es la poten-
cia obtenida a partir del autovector calculado asociado al primer autovalor
ke
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3.5.1. Problema ITAEA sin reflector

Este problema es una modificacién del problema benchmark TAEA para
elementos rectangulares PWR. El nticleo contiene 13 elementos de combus-
tible a través de su didmetro, como se muestra en la Figura 3.16.

Figura 3.16: Geometria del reactor IAEA sin reflector

Tiene 13 barras de control, y posee una simetria reflectiva de 1/12. La
distancia entre los centros de elementos combustibles (pitch) es de 20,0 cm.
El reflector no esta incluido en el nicleo, y las condiciones de frontera que se
tomaran son tanto condiciones de flujo nulo, como condiciones especificadas
mediante albedos. Las secciones eficaces para la geometria elegida, son las
que se muestran en la Tabla 3.1.

Material | Grupo | Dy | Ygg | Ygogt1 | V25
1 1 1,510,001 |0,02 0,0

2 0,4 | 0,08 0,135
2 1 1,510,001 |0,02 0,0

2 0,4 | 0,085 0,135
3 1 1,510,001 |0,02 0,0

2 0,4 10,13 0,135
4 1 1,510,0 0,04 0,0

2 0.4 | 0,01 0,0

Tabla 3.1: Secciones eficaces del reactor JAEA
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Condiciones de frontera de flujo nulo

Los resultados para los cuatro primeros autovalores obtenidos con los
métodos PCM, CPM y SEM se muestran en la Tabla 3.2, la Tabla 3.3, y la
Tabla 3.4 respectivamente, junto con la diferencia respecto a la referencia en

el célculo de la ke (Akeg).

K /\1 (keﬂ‘) Ak}eﬁ (pcm) /\2 /\3 /\4

4 0,8167966 ~ 15775,0380  0,7729163  0,7722980  0,7393886
5 0,9841219  —957,4870  0,9686708  0,9686707  0,9579455
6 0,7226547  25189,2300  0,7226547  0,7215608  0,7194660
7 0,9804501  —590,3090  0,9631531  0,9631531  0,9509834
8 0,7915001  18304,6910  0,7512853  0,7503898  0,7333415
PARCS  0,974547

Tabla 3.2: Los 4 autovalores dominantes del método PCM para flujo cero.
K /\1 (keﬁ‘) Ak}eﬁ (pcm) )\2 /\3 /\4

4 0,9885340  —1398,6967  0,9759443  0,9759442  0,9705389
5 0,9738613 068,5656  0,9574589  0,9574589  0,9323404
6 0,9760367 —148,9665  0,9552486  0,9552452  0,9299846
7 0,9741454 040,1657  0,9574877  0,9574876  0,9314330
8 0,9729496 159,7355  0,9563058  0,9563057  0,9301583
PARCS  0,974547

Tabla 3.3: Los 4 autovalores dominantes del método CPM para flujo cero.
K A1 (Kefr) Ake(pem) Ay A3 A4

1 0,9669466 760,0401  0,9500878  0,9234030  0,9234030
2 0,9723973 2149761  0,9556221  0,9556221  0,9294262
3 0,9729026 164,4375  0,9561053  0,9298843  0,9107268
4 0,9729938 155,3219  0,9562006  0,9562006  0,9299809
5 0,9730167 153,0264  0,9562290  0,9562290  0,9300133
6 0,9730256 152,1379  0,9562409  0,9562409  0,9300275
7 0,9730301 151,6924  0,9562470  0,9300349  0,9108704
8 0,9730326 151,4392  0,9562505  0,9562505  0,9300392
PARCS  0,974547

Tabla 3.4: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para flujo cero.

Debido a que el Método de Colocacion Puntual es el que peor aproxima
la ke y, puesto que su resultado para los autovectores asociados carecen de
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sentido fisico al no cumplirse condiciones de simetria para el primer modo, ni
cumplirse que éste sea positivo en todo el dominio de definicion €2, el andlisis
del comportamiento de los métodos en el calculo de los autvectores sélo se
ha realizado para el Método Pseudoespectral Continuo y el Método de los
Elementos Espectrales.

En la Figura 3.17 se muestra la evolucion del error cuadratico medio en
el calculo de la distribucion espacial de potencia asociada a la k..

10" ¢

—e— SEM
—+— CPM

-1

o \ \/

10

[ ]

Grado
Figura 3.17: Evoluciéon del ecm para el TAEA sin reflector con flujo nulo.

Un esquema detallado de la potencia relativa sobre cada elemento de
combustible que forma el reactor para el grado de la aproximacion K = 8 se
muestra en la Figura 3.18 junto con la distribucién de potencia de referencia.

Material

SEM grado 8
CPM grado 8
Ref.

Figura 3.18: Distribucion de potencia para el reactor IAEA sin reflector con
flujo nulo.
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Condiciones de frontera de tipo albedo

En la Tabla 3.5 se muestran los cuatro primeros autovalores obtenidos
con el método SEM, junto con la diferencia en el calculo de la k.g respecto al
resultado de referencia para la condicién de frontera tipo albedo con a = 0,5.

Como ya hemos comentado la referencia se presenta en [8].

K /\1 (keﬂ‘) Ak’eﬁ (pcm) /\2 /\3 /\4

1 0,9733475 472,9429  0,9587564  0,9587564  0,9338572
2 0,9775987 47,8308  0,9627567  0,9627567  0,9380710
3 0,9780083 6,8649 0,9631196 0,9631196  0,9383851
4 0,9780645 1,2446  0,9631683  0,9384269  0,9196477
5 0,9780735 0,3492 09631771 0,9631771  0,9384355
6 0,9780754 0,1604 09631791  0,9631791  0,9384376
7 0,9780760 0,1016  0,9631798  0,9631798  0,9384384
8 0,9780762 0,0797  0,9631801  0,9631801  0,9384387
PARCS  0,9780970

Ref. 3] 0,9780770

Tabla 3.5: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para o = 0,5.

En la Figura 3.19 se muestra la distribucién de potencia sobre cada
hexagono para el método SEM con condiciones de frontera de tipo albe-
do con a = 0,5, junto con el resultado de referencia, mostrando ademas el
porcentaje de error relativo cometido sobre cada uno de los elementos de la
discretizacion espacial del problema.

Material

SEM grado 8
Ref.

Error Rel. (%)

Figura 3.19: Distribucion de potencia para el reactor IAEA sin reflector con
a=0,5.



3.5. RESULTADOS NUMERICOS

79

En la Figura 3.20 se muestra la convergencia del método SEM con con-
dicion de frontera de tipo albedo con a = 0,5 respecto a la soluciéon de

referencia.

0.9782}

0978l = = = = = = = === === -

0.978}
0.9779}
=
5
X 0.9778F
0.9777}
0.9776}

0.97751

—6e— SEM
- - = Parcs
- = Ref.

Figura 3.20: Convergencia

Grado

10*

—6— SEM Albedo 0.5

Grado

de la keg (izquierda) y del ecm de la potencia

(derecha) del método SEM para el reactor IAEA sin reflector con a = 0,5.

En la Tabla 3.6 se muestran los cuatro primeros autovalores obtenidos
con el método SEM, junto con la diferencia cometida en el cdlculo de la
keg respecto al resultado de referencia, para la condicién de frontera de tipo
albedo con a = 0,125

K A1 (Kefr) Ake(pem) Ay A3 A4

1 0,9877260 365,2034  0,9766564  0,9766564  0,9547907
2 0,9910085 36,9470  0,9796928  0,9796928  0,9579280
3 0,9913262 5,1843  0,9799710  0,9799709  0,9581673
4 0,9913712 0,6862  0,9800103 0,9800103  0,9582023
5 0,9913775 0,0468  0,9800164  0,9800164  0,9582085
6 0,9913787 —0,0713  0,9800176  0,9800176  0,9582099
7 0,9913790 —0,1032  0,9800180  0,9800180  0,9582104
8 0,9913791 —0,1143 0,9800181  0,9800181  0,9582106
PARCS  0,9913380

Ref. [3]  0,9913780

Tabla 3.6: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para o = 0,125.

En la Figura 3.21 se muestra la distribucién de potencia sobre cada
hexdgono para el método SEM con condiciones de frontera de tipo albe-
do con o = 0,125, junto con el resultado de referencia, mostrando ademas el
porcentaje de error relativo cometido sobre cada uno de los elementos.
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Material

SEM grado 8
Ref.

Error Rel. (%)

Figura 3.21: Distribucion de potencia para el reactor IAEA sin reflector con
a = 0,125.

En la Figura 3.22 se muestra la convergencia del método SEM con condi-
cién de frontera tipo albedo con o = 0,125 respecto a la solucion de referencia.

0.9915F —— SEM Albedo 0.125
0.9914 o o
0.9913
—— SEM
0.9912 = = =Parcs
. =~ = Ref.
+® 0.9911
0.991
0.9909
0.9908
0.9907 107 . . . . . .
6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 3.22: Convergencia de la keg (izquierda) y del ecm de la potencia
(derecha) del método SEM para el reactor IAEA sin reflector con ov = 0,125.
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3.5.2. Problema IAEA con reflector

Este problema es el mismo que el problema anterior, excepto en que se
incluye una capa adicional de reflector alrededor del niicleo, como se muestra
en la Figura 3.23.

Figura 3.23: Geometria del reactor IAEA con reflector

Se simularan las mismas condiciones de frontera que en el caso anterior.

Las secciones eficaces que se utilizaran son las que se especifican en la Ta-
bla 3.1.

Condiciones de frontera de flujo nulo

Para condiciones de frontera de flujo nulo, los resultados de los cuatro
primeros autovalores obtenidos con los métodos PCM, CPM y SEM se mues-
tran en la Tabla 3.7, la Tabla 3.8, y la Tabla 3.9 respectivamente, junto con
el valor de Ak.g respecto a la solucién de referencia para cada grado de la
aproximacion.

K )\1 (keﬁ‘) Ak‘eﬂ (pCTI’L) )\2 )\3 /\4

4 0,8279429  17736,5100  0,7868871  0,7868221  0,7834375
D 1,0089771  —366,9110  0,9929172  0,9929172  0,9785305
6 0,9814992 2380,8800  0,7696252  0,7689105  0,7464916
7 1,0082512  —294,3140  0,9917881  0,9917881  0,9769391
8 0,7891030  21620,5040  0,7891030  0,7881910  0,7727182
PARCS  1,005308

Tabla 3.7: Los 4 autovalores dominantes del método PCM para flujo cero.
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K /\1 (keﬂ‘) Ak’eﬁ (pcm) /\2 /\3 /\4

4 1,0101423  —483,4380  1,0024436  1,0024436  0,9943247
5 1,0067685  —146,0510  0,9975829  0,9975829  0,9788701
6 1,0072505  —194,2490 0,9883913  0,9883866  0,9760603
7 1,0049188 38,9150  0,9956939  0,9956939  0,9759163
8 1,0032188 208,9240  0,9952136  0,9952133  0,9756655
PARCS  1,005308

Tabla 3.8: Los 4 autovalores dominantes del método CPM para flujo cero.
K )\1 (keff) Ak‘eﬁ“ (pcm) )\2 )\3 )\4

1 1,0085986  —329,0590  0,9815175  0,9206982  0,9101379
2 1,0051708 13,7140  0,9961917  0,9961917  0,9765632
3 1,0046160 69,2030  0,9954994  0,9954994  0,9757165
4 1,0045782 72,9710  0,9954470  0,9954470  0,9756475
5 1,0045774 73,0660  0,9954448  0,9954448  0,9756437
6 1,0045793 72,8670  0,9954468  0,9954468  0,9756457
7 1,0045806 72,7340  0,9954483  0,9954483  0,9756473
8 1,0045815 72,6500  0,9954492  0,9954492  0,9756483
PARCS  1,005308

Tabla 3.9: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para flujo cero.

En la Figura 3.24 se muestra la evolucién del error cuadratico medio en
el calculo de la distribucién espacial de potencia asociada a la keg.

10" ¢
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Figura 3.24: Evolucién del ecm para el IAEA con reflector para condicion de

frontera de flujo nulo.
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Un esquema detallado de la potencia relativa sobre cada elemento com-
bustible que forma el reactor para el grado de la aproximacién K = §, se
muestra en la Figura 3.25, junto con la distribucién de potencia de referencia
obtenida.

Material

SEM grado 8
CPM grado 8
Ref.

Figura 3.25: Distribucién de potencia para el reactor IAEA con reflector con
flujo nulo.

Condiciones de frontera de tipo albedo

En la Tabla 3.10 se muestran los cuatro primeros autovalores obtenidos
con el método SEM, junto con la diferencia cometida en el cdlculo de la
keg respecto al resultado de referencia, para la condicién de frontera de tipo
albedo con a = 0,5.

K )\1 (k?eff) Ak’eﬂ (pcm) )\2 )\3 /\4

1 1,0104126 ~ —490,5520  1,0024229  1,0024229  0,9836710
2 1,0062264 —71,9450 0,9973698  0,9973698  0,9778537
3 1,0055754 —6,8360  0,9965746  0,9965746  0,9768964
4 1,0055166 —0,9680  0,9964991  0,9964991  0,9768022
D 1,0055102 —0,3270  0,9964908  0,9964908  0,9767917
6 1,0055096 —0,2590  0,9964899  0,9964899  0,9767904
7 1,0055095 —0,2530  0,9964898  0,9964898  0,9767903
8 1,0055095 —0,2540  0,9964898  0,9964898  0,9767903
PARCS  1,0056570

Ref. [3]  1,0055070

Tabla 3.10: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para a = 0,5.
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En la Figura 3.26 se muestra la distribucién de potencia sobre cada
hexdgono para el método SEM con condiciones de frontera de v = 0,5, jun-
to con el resultado de referencia, mostrando ademas el porcentaje de error
relativo cometido sobre cada uno de los elementos.

Material

SEM grado 8
Ref.

Error Rel. (%)

Figura 3.26: Distribucién de potencia para el reactor IAEA con reflector con
a=0,5.

En la Figura 3.20 se muestra la convergencia del método SEM con con-
dicion de frontera de a = 0,5 respecto a la solucion de referencia.

1.008 —6— SEM —— SEM Albedo 0.5
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=~ = Ref.
1.0075 102t
1.007
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1.005¢ , , . . . . . 107° L . . . L .
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Grado Grado

Figura 3.27: Convergencia de la keg (izquierda) y del ecm de la potencia
(derecha) del método SEM para el reactor IAEA con reflector con o = 0,5.

En la Tabla 3.11 se muestran los cuatro primeros autovalores obtenidos
con el método SEM, junto con la diferencia en el calculo de la k.g respecto
al resultado de referencia, para la condicion de frontera con a = 0,125
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K )\1 (k?eff) Ak’eﬂ (pcm) )\2 )\3 /\4

1 1,0120629  —543,2950  1,0042129 1,0042129 0,9856195
2 1,0074831  —85,3080  0,9987652  0,9987652  0,9793745
3 1,0067469  —11,6840 0,9978813  0,9783242  0,9602162
4 1,0066774 —4,7370  0,9977945  0,9977945  0,9782178
5 1,0066693 39320 0,9977844  0,9977844  0,9782055
6 1,0066682 —3,.8210  0,9977830  0,9977830  0,9782037
7 1,0066680 —3,8010 0,9977828  0,9977828  0,9782034
8 1,0066680 —3,7950 0,9977826  0,9977826  0,9782033
PARCS  1,0067340

Ref. [f]  1,0066299

Tabla 3.11: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para a = 0,125.

En la Figura 3.28 se muestra la distribucién de potencia sobre cada
elemento del mallado para el método SEM con condiciones de frontera de
a = 0,125, junto con el resultado de referencia, mostrando ademas el porcen-
taje de error relativo cometido sobre cada uno de los elementos.

Material

SEM grado 8
Ref.

Error Rel. (%)

Figura 3.28: Distribucién de potencia para el reactor IAEA con reflector con
o =0,125.

En la Figura 3.29 se muestra la convergencia del método SEM con con-
dicion de frontera de o = 0,125 respecto a la solucion de referencia.
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Figura 3.29: Convergencia de la keg (izquierda) y del ecm de la potencia
(derecha) del método SEM para el reactor IAEA con reflector con albedo =
0,125.

3.5.3. Problema VVER-1000

El ntcleo es de tipo VVER-1000 con 15 elementos combustibles a través
del diametro del nicleo. La configuracion de este reactor se muestra en la
Figura 3.30 con 25 barras de control insertadas.

Figura 3.30: Geometria del reactor VVER-1000

El niicleo posee una simetria ciclica de 1/6, y la distancia entre los centros
de los elementos de combustible (pitch) es de 23,60 cm. La regién de reflector
fuera de los elementos combustibles no se modela de forma explicita, pero se
asume representada mediante albedos en la frontera del nicleo. Las secciones
eficaces se muestran en la Tabla 3.12.
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Material | Grupo D, Yag Yg—g+1 Vitg

1 1 1,38320 | 0,0083859 | 0,0164977 | 0,00481619
2 0,386277 | 0,0673049 0,0846154

2 1 1,38299 | 0,0115490 | 0,0147315 | 0,00466953
2 0,389403 | 0,0810328 0,0852264

3 1 1,39522 | 0,0089441 | 0,0156219 | 0,00604889
2 0,386225 | 0,0844801 0,1194280

4 1 1,39446 | 0,0119932 | 0,0140185 | 0,00591507
2 0,387723 | 0,0989670 0,1204970

5 1 1,39506 | 0,0091160 | 0,0154981 | 0,00640256
2 0,384492 | 0,0893878 0,1292810

Tabla 3.12: Secciones eficaces del reactor VVER1000

Condiciones de frontera de flujo nulo
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Para condiciones de frontera de flujo nulo, los resultados de los cuatro
primeros autovalores obtenidos con los métodos PCM, CPM y SEM se mues-
tran en la Tabla 3.13, la Tabla 3.14, y la Tabla 3.15 respectivamente, junto
con el valor de Ak.g respecto a la solucién de referencia para cada grado de
la aproximacién.

K A1 (Kefr) Akeg(pem) Ao A3 A4

4 4,.8580422 —385310,84 4,8580422 1,0113540 1,0113540
5 1,0253659 —2043,19 1,0075457  1,0075457  0,9940382
6 1,1402637 —13532,97  0,7520508  0,7520508  0,7398020
7 1,0228665 —1793,25 1,0054768  1,0054768  0,9903750
8 2,0116000 —100666,61  0,8735127  0,7652095 0,7652095
PARCS 1,004934

Tabla 3.13: Los 4 autovalores dominantes del método PCM para flujo cero.

K A1 (Kefr) Ake(pem) Ay A3 A4

4 1,0062410 —130,6970  1,0049776  0,9990478  0,9990478
5 1,0046396 29,4400  0,9920723  0,9920665  0,9697399
6 1,0033355 159,8490  0,9935331  0,9913573  0,9685407
7 1,0047767 15,7300  0,9922268  0,9921877  0,9699655
8 1,0043021 63,1880 0,9915549  0,9915549  0,9685016
PARCS 1,004934

Tabla 3.14: Los 4 autovalores dominantes del método CPM para flujo cero.
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K /\1 (keﬂ‘) Ak’eﬁ (pcm) /\2 /\3 /\4

1 1,0024312 2502840 0,9890500  0,9890500  0,9645390
2 1,0041653 76,8750 0,9913390  0,9913390  0,9681339
3 1,0042381 69,5840  0,9914492  0,9914492  0,9683260
4 1,0042524 68,1530  0,9914730  0,9914730  0,9683692
5 1,0042601 67,3980  0,9914846  0,9914847  0,9683889
6 1,0042638 67,0250  0,9914904  0,9914904  0,9683983
7 1,0042658 66,8220  0,9914935  0,9914935  0,9684034
8 1,0042670 66,7030  0,9914954  0,9914954  0,9684064
PARCS 1,004934

Tabla 3.15: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para flujo cero.

En la Figura 3.31 se muestra la evolucién del error cuadratico medio en
el calculo de la distribucion espacial de potencia asociada a la keg.
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10"

—e—SEM
—+—CPM

Figura 3.31: Evolucién del ecm para el VVER-1000 con condiciones de fron-
tera de flujo nulo.

Un esquema detallado de la potencia normalizada sobre cada elemento
combustible que forma el reactor para el grado de la aproximacion K = 8, se
muestra en la Figura 3.32, junto con la distribucion de referencia obtenida.
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Material

SEM grado 8
CPM grado 8
Ref.

Figura 3.32: Distribucion de potencia para el problema VVER-1000 con flujo
nulo.

Condiciones de frontera de tipo albedo

En la Tabla 3.16 se muestran los cuatro primeros autovalores obtenidos
con el método SEM, junto con la diferencia en el calculo de la k.g respecto
al resultado de referencia, para la condicién de frontera de tipo albedo con

a=0,5

K )\1 (k?eff) Ak’eﬁ (pcm) )\2 )\3 /\4

1 1,0048301 165,4840  0,9927145 0,9927145  0,9705486
2 1,0063968 8,8270  0,9947271  0,9947271  0,9736192
3 1,0064499 3,5050  0,9948069  0,9948069  0,9737548
4 1,0064518 3,3210  0,9948118  0,9948118  0,9737671
D 1,0064534 3,1620  0,9948145  0,9948145 0,9737718
6 1,0064540 3,1040  0,9948153  0,9948153  0,9737733
7 1,0064542 3,0790  0,9948158  0,9948158  0,9737739
8 1,0064543 3,0690  0,9948159  0,9948159  0,9737742
PARCS  1,0063320

Ref. [3]  1,0064850

Tabla 3.16: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para a = 0,5.
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En la Figura 3.33 se muestra la distribucién de potencia sobre cada ele-
mento del mallado para el método SEM con condiciones de frontera de tipo
albedo con a = 0,5, junto con el resultado de referencia, mostrando ademas
el porcentaje de error relativo cometido sobre cada uno de los elementos.

Material

SEM grado 8
Ref.

Error Rel. (%)

| 23.6 cm |

Figura 3.33: Distribucién de potencia del reactor VVER-1000 con o = 0,5.

En la Figura 3.34 se muestra la convergencia del método SEM con con-
dicion de frontera de a = 0,5 respecto a la solucion de referencia.

1.007 10 T T T
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1.0045 . . . . . . . 10 . . . . . .
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Grado Grado

Figura 3.34: Convergencia de la keg (izquierda) y del ecm de la potencia
(derecha) del método SEM para el problema VVER-1000 con a = 0,5.
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En la Tabla 3.17 se muestran los cuatro primeros autovalores obtenidos
con el método SEM, junto con Ak.s para albedo de a = 0,125.

K )\1 (k?eff) Ak’eﬁ (pcm) )\2 )\3 /\4

1 1,0125490 185,7930  1,0038340  1,0038340  0,9872895
2 1,0143049 10,2130 1,0059713  1,0059713  0,9901788
3 1,0143697 3,7260  1,0060589  1,0060589  0,9903018
4 1,0143746 3,2380  1,0060672  1,0060672  0,9903164
D 1,0143763 3,0700  1,0060698  1,0060698  0,9903204
6 1,0143769 3,0110  1,0060705  1,0060705  0,9903217
7 1,0143771 2,9900 1,0060709  1,0060709  0,9903222
8 1,0143772 2,9810  1,0060710  1,0060710  0,9903224
PARCS  1,0142601

Ref. [3]  1,0144070

Tabla 3.17: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para a = 0,125.

En la Figura 3.35 se muestra la distribucién de potencia sobre cada
elemento del mallado para el método SEM con condiciones de frontera de
a = 0,125, junto con el resultado de referencia, mostrando ademas el porcen-
taje de error relativo cometido sobre cada uno de los elementos.

Material

SEM grado 8
Ref.

Error Rel. (%)

| 23.6 cm |

Figura 3.35: Distribucién de potencia del reactor VVER-1000 con o = 0,125.
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En la Figura 3.36 se muestra la convergencia del método SEM con con-
dicion de frontera de a = 0,125 respecto a la solucion de referencia.
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Figura 3.36: Convergencia de la keg (izquierda) y del ecm de la potencia
(derecha) del método SEM para el reactor VVER-1000 con o = 0,125.

3.5.4. Problema VVER-440

El nicleo es de tipo VVER-440 con 25 elementos de combustible a través
de su didmetro, como se muestra en la Figura 3.37.
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Figura 3.37: Geometria del reactor VVER-440.
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Tiene 7 barras de control insertadas y una capa de reflector en la frontera
del ntcleo. Este tiene una simetria por reflexién de 1/12, y el pitch es 14,7
cm. Las condiciones de frontera de flujo nulo y de vacio son aplicadas en
el frontera exterior del reflector. Hacer notar que las barras de control en
el VVER-440 no se insertan en los elementos combustibles; en vez de eso,
forman elementos de barras de control que expulsan fuera el combustible
por debajo de ellas. Una vez insertadas en el nicleo, los elementos de barras
de control sustituyen los elementos de combustible, produciendo saltos en el
gradiente del flujo en las fronteras entre un elemento de barras de control
y los elementos de combustible adyacentes. Las secciones eficaces para la
geometria elegida, son las que se muestran en la Tabla 3.18.

Material | Grupo D, Yag ggt1 Vg

1 1 1,3466 | 0,008362 | 0,016893 | 0,0044488
2 0,37169 | 0,064277 0,073753

2 1 1,3377 | 0,008797 | 0,015912 | 0,0055337
2 0,36918 | 0,079361 0,10581

3 1 1,3322 | 0,009462 | 0,014888 | 0,0070391
2 0,36502 | 0,1001 0,14964

4 1 1,1953 | 0,013372 | 0,022264 | 0,0
2 0,19313 | 0,13498 0,0

5 1 1,4485 | 0,000922 | 0,032262 | 0,0
2 0,25176 | 0,032839 0,0

Tabla 3.18: Secciones eficaces del reactor VVER-440

Condiciones de frontera de flujo nulo

Para condiciones de frontera de flujo nulo, los resultados de los cuatro pri-
meros autovalores obtenidos con los métodos PCM, CPM y SEM se muestran

en la Tabla 3.19, la Tabla 3.20, y la Tabla 3.21 respectivamente.

K A1 (Kefr) Ake(pem) Ay A3 A4

5 1,0126226 —356,8640  0,9998968  0,9917107 0,9733217
6 0,7906634  21839,0660  0,7906634  0,7882286  0,7882286
7 1,0106105 —155,6470 0,9973204 0,9894779  0,9721267
8 0,9630180 4603,5970  0,9558457  0,9558457  0,9038011
PARCS  1,009054

Tabla 3.19: Los 4 autovalores dominantes del método PCM para flujo cero.
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K /\1 (keﬂ‘) Ak}eﬁ (pcm) /\2 /\3 /\4

4 1,0068104 2243530 0,0934435 0,0854439  0,9816008
5 1,0092292  —17,5220  1,0024345  1,0024030  0,9880986
6 1,0097001  —64,6020 1,0019386 1,0019386  1,0013248
7 1,0087776 27,6440  1,0015312  1,0015219  0,9877239
8 1,0087403 31,3640  1,0014234  1,0012987  0,9875377
PARCS  1,009054

Tabla 3.20: Los 4 autovalores dominantes del método CPM para flujo cero.

K A (kegr) Akeg(pem) Ao A3 A4

1 1,0097704 —71,6399994 0,9891831 0,9706534  0,9435868
2 1,0089707 8,3240004 1,0017577 1,0017577 0,9879135
3 1,0086719 38,2109985 1,0013925 1,0013925  0,9875037
4 1,0086466 40,7249985 1,0013617 1,0013617 0,9874692
5 1,0086467 40,7449989 1,0013620 1,0013620 0,9874696
6 1,0086478 40,6180000 1,0013632 1,0013632 0,9874708
7 1,0086486 40,5330009 1,0013642 1,0013642 0,9874719
8 1,0086492 40,4790001 1,0013648 1,0013648 0,9874727
PARCS 1,009054

Tabla 3.21: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para flujo cero.

En la Figura 3.38 se muestra la evolucién del error cuadratico medio en
el calculo de la distribucién espacial de potencia asociada a la keg.

10"

—e— SEM
—+— CPM
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Figura 3.38: Evolucion del ecm para el VVER-440 con condiciones de frontera
de flujo nulo.
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Un esquema detallado de la potencia normalizada sobre cada elemento
combustible que forma el reactor para el grado de la aproximacion K = 8, se
muestra en la Figura 3.39, junto con la distribucion de referencia obtenida.

| 14.7 em |

4

0.0000
0.0000
0.0000

Material
SEM grado 8
CPM grado 8
Ref.

)
)
0

2

0.8660
0.8685
0.8669

1

.7637
.7650
.7655

1

0.5457
0.5529
0.5455

0.
0.
0

%

.9817

.9857
.9858
.9902

0.7688
0.7753

9784
9827

0.7425
0.7437
0.7463

0.5995
0.6001
0.6040

1
1
1

2

1.2075
1.2008
1.2315

2

1.2905
1.2832
1.3212

1
0o

1.0267

1.0255
1.0437

:%::::I::::?%::::I::::f%::::l::::ji::::[::::?

9756 0.9105 0.7911 0.7135 0.9423
9769 0.9117 0.7901 0.7119 0.9411
9801 0.9173 0.7998 0.7264 0.9641

1 1 4 2 3

0.0000
0.0000
0.0000

0.9609
0.9598
0.9811

N

%S

0.0000
0.0000

.1822
L1773
.2143

0.9802
0.9742
1.0149

.0013
.9974

1.2789
1.2736

1.4000
1.3959
1.4386

1.4912
1.4879
1.5290

0.9721
0.9724
0030

1.3984 0.8518 0.0000
1.3919 0.8480 0.0000
1.4372 0.8852 0.0000

P

H .

:

0.0000

0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000

N

0.0000
0.0000
0.0000

0.8457 0.0000
0.8447 0.0000
0.8783 0.0000

0.0000
0.0000
0.0000

N

Figura 3.39: Distribucion de potencia del reactor VVER-440 con flujo nulo.

Condiciones de frontera de tipo albedo

En la Tabla 3.22 se muestran los cuatro primeros autovalores obtenidos
con el método SEM, junto con la diferencia en el calculo de la k.g respecto
al resultado de referencia para o = 0,5.

K )\1 (k?eff) Ak’eﬁ (pcm) )\2 )\3 /\4

1 1,0113122  —161,2300  1,0047100  1,0047100  0,9911925
2 1,0101110 —41,0990 1,0031413 1,0031413  0,9894401
3 1,0097482 —4,8270  1,0027047  1,0027047  0,9889541
4 1,0097097 —0,9770  1,0026585  1,0026585  0,9889027
D 1,0097055 —0,5550  1,0026534  1,0026534  0,9888969
6 1,0097049 —0,4970  1,0026526  1,0026526  0,9888960
7 1,0097048 —0,4860  1,0026525 1,0026524  0,9888958
8 1,0097048 —0,4840 1,0026524  1,0026524  0,9888958
PARCS  1,0097030

Ref. [3]  1,0096999

Tabla 3.22: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para a = 0,5.
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En la Figura 3.40 se muestra la distribucién de potencia sobre cada ele-
mento del mallado para el método SEM con condiciones de frontera de tipo
albedo cona = 0,5, junto con el resultado de referencia, mostrando ademas
el porcentaje de error relativo cometido sobre cada uno de los elementos.

Material

SEM grado 8
Ref.

Error Rel. (%)

Figura 3.40: Distribucién de potencia del reactor VVER-440 con a = 0,5.

En la Figura 3.41 se muestra la convergencia del método SEM con con-
dicién de frontera de a = 0,5 respecto a la solucion de referencia.
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Figura 3.41: Convergencia de la keg (izquierda) y del ecm de la potencia
(derecha) del método SEM para el problema VVER-440 con o = 0,5.
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3.5.5. Problema HWR

El ntcleo es un nitcleo de tipo HWR muy grande con 35 elementos a
través del diametro, como se muestra en la Figura 3.42.
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Figura 3.42: Geometria del reactor HWR

Los elementos combustibles estan rodeados por una zona exterior de tri-
tio, la cual es la zona de reflector. Existen varios elementos con barras de
control, y varios elementos vacantes. El nicleo tiene una simetria ciclica de
1/6 y el pitch es de 17,78 cm. La condicién de frontera es de flujo nulo en la
frontera exterior al reflector. La Tabla 3.23 proporciona las secciones eficaces
macroscopicas para los elementos de la geometria.
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Material | Grupo D, Yag Yg—g+1 vitg
1 1 1,38250058 | 0,0029412350 | 0,00816457 | 0,00226216
2 0,89752185 | 0,022306487 0,0230623
2 1 1,38255219 | 0,0029508050 | 0,00822378 | 0,00222750
2 0,89749043 | 0,022387609 0,0226849
3 1 1,37441741 | 0,0025322079 | 0,00808816 | 0,00214281
2 0,88836771 | 0,016946527 0,0204887
4 1 1,31197955 | 0,00037645300 | 0,0123115 | 0,0
2 0,87991376 | 0,00052900925 0,0
6 1 1,38138909 | 0,0027974400 | 0,00776568 | 0,00239469
2 0,90367052 | 0,021902980 0,0266211
7 1 1,30599110 | 0,00063382099 | 0,0110975 | 0,0
2 0,83725587 | 0,0043330365 0,0
8 1 1,29192957 | 0,00035711600 | 0,0115582 | 0,0
2 0,81934103 | 0,00030056488 0,0
9 1 1,06509884 | 0,0021482210 | 0,0261980 | 0,0
2 0,32282849 | 0,033348874 0,0

Tabla 3.23: Secciones eficaces del reactor HWR

Condiciones de frontera de flujo nulo

En la Tabla 3.24 se muestran los cuatro primeros autovalores obtenidos
con el método SEM, junto con la diferencia cometida en el calculo de la kg

respecto al resultado de referencia para flujo nulo.

K A1 (Kefr) Ake(pem) — Ag A3 A4

1 0,9919827 —1,7688  0,9835954  0,9835954  0,9641395
2 0,9919870 —2,2040 09836219  0,9836219  0,9642709
3 0,9919620 0,2996  0,9835938  0,9835938  0,9642393
4 0,9919610 0,4020  0,9835926  0,9835926  0,9642380
5 0,9919610 0,3994  0,9835926  0,9835926  0,9642380
Ref. [3]  0,991965

Tabla 3.24: Los 4 autovalores dominantes del método SEM para flujo nulo.
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En la Figura 3.43 se muestra la distribucién de potencia sobre cada ele-
mento del mallado para el método SEM con condiciones de frontera de flujo
nulo, junto con el resultado de referencia, mostrando ademas el porcentaje
de error relativo sobre cada uno de los elementos.

Material

SEM grado 5
Ref.

Error Rel. (%)

| 17.78cm |

Figura 3.43: Distribuciéon de potencia del reactor HWR con flujo nulo.
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En la Figura 3.44 se muestra la convergencia del método SEM con con-
dicion de frontera de a = 0,5 respecto a la solucion de referencia.
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Figura 3.44: Convergencia de la keg (izquierda) y del ecm de la potencia
(derecha) del método SEM para el problema HWR con flujo nulo.

3.5.6. Simetrias de los Modos Fundamentales

En las Figuras 3.45, 3.47, 3.49, 3.51 y 3.53 se representan los flujos de
los diez Modos fundamentales de cada reactor, junto con un esquema de la
simetria de estos modos en las Figuras 3.46, 3.48, 3.50, 3.52 y 3.54.
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Figura 3.45: Modos fundamentales del reactor IAEA sin reflector, desde el
primer Modo hasta el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Modo 1
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Figura 3.46: Simetrias para el reactor IAEA sin reflector, desde el primer
Modo hasta el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Figura 3.47: Modos fundamentales del reactor IAEA con reflector, desde el
primer Modo hasta el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Figura 3.48: Simetrias para el reactor IJAEA con reflector, desde el primer
Modo hasta el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Figura 3.49: Modos fundamentales del reactor VVER-1000, desde el primer
Modo hasta el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Figura 3.50: Simetrias para el reactor VVER-1000, desde el primer Modo
hasta el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Figura 3.51: Modos fundamentales del reactor VVER-440, desde el primer
Modo hasta el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Figura 3.52: Simetrias para el reactor VVER-440, desde el primer Modo hasta
el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Figura 3.53: Modos fundamentales del reactor HWR, desde el primer Modo
hasta el decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Figura 3.54: Simetrias para el reactor HWR, desde el primer Modo hasta el
decimo, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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Conclusiones

Los célculos para los modos Lambda dominantes del nucleo de un reac-
tor de energia nuclear en geometrias multidimensionales requieren una gran
cantidad de memoria y tiempo de calculo para obtener resultados razona-
bles. Esto hace necesario estudiar diferentes metodologias para discretizar
la ecuacion de la difusion y calcular los modos dominantes del reactor para
encontrar la estrategia méds eficiente que resuelva este problema. Por esta
razon, hemos comparado tres métodos de discretizacion para el problema de
los modos Lambda para reactores en geometria 1D, con el objetivo de ge-
neralizar el método con mejor comportamiento para estudiar reactores con
geometria 3D usando mallas generales.

Todos los métodos considerados se basan en el desarrollo del flujo
neutronico en términos de una base continua de polinomios. Diferentes méto-
dos se obtienen considerando diferentes formas de aproximar la ecuacién
de difusién neutronica y las condiciones de continuidad para la corriente
neutronica.

Geometrias unidimensionales

Para comprobar el funcionamiento de los métodos en geometrias unidi-
mensionales hemos estudiado dos problemas “benchmark”, una barra ho-
mogénea con condiciones de frontera vacia y un reactor BWR 1D tipico. El
método SEM muestra los mejores resultados para los calculos de los autova-
lores y los autovectores, observandose de forma mas clara esta diferencia en
el reactor BWR 1D. Ademas, con este método se obtienen matrices simétri-
cas y diagonal dominantes. Este es un hecho importante para resolver gran-
des sistemas usando métodos iterativos. Sin embargo, puede decirse que en
geometrias unidimensionales todos los métodos ofrecen un comportamiento
aceptable tanto para problemas con geometrias simples como complicadas,
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debido a que los sistemas resultantes pueden resolverse sin problemas, de-
bido a su tamano, independientemente de que la matriz esté mejor o peor
condicionada.

Geometrias bidimensionales

En este tipo de geometrias , hemos tratado problemas que no tienen la
propiedad de descomponerse como producto cartesiano de espacios unidi-
mensionales debido a que son mallados hexagonales, por lo que hemos tenido
que utilizar los polinomios modificados de Dubiner para reducir la dimen-
sion de los problemas algebraicos resultantes. Una vez implementados los
tres métodos, los hemos testeado haciendo uso de los reactores IAEA sin re-
flector, IAEA con reflector, VVER-1000, VVER-440 y HWR, para distintas
condiciones de frontera como flujo nulo y tipo albedo para los valores o = 0,5
y a = 0,125.

En problemas con geométria hexagonal hemos comprobado que el Método
de Colocacion Puntual funciona mucho peor que los otros dos, debido a que
los resultados para la keg no convergen a la solucion deseada, y los resultados
para la distribucién espacial de la potencia no tienen sentido fisico.

Los resultados para el Método Pseudoespectral Continuo se acercan mas
a la solucién, pero dan problemas de convergencia, esto es, que la aproxi-
macion se mantiene oscilando alrededor de la solucion de referencia pero no
termina de converger, ademas de la aparicién de autovalores esptireos para
grados bajos de la aproximacién, como pueden ser K < 6. Debido a esto
tenemos que aumentar mucho el grado K de la aproximacién para obtener
una precision razonable, por encima de K = 7, hecho que complica mucho
que la generalizacion de este método sea computacionalmente eficiente en
mayores dimensiones.

El Método de Elementos Espectrales es el que mejor comportamiento
presenta, tanto en velocidad de convergencia de la k.g y de la distribucién
de la potencia, como en precision. Ademas hemos podido observar que para
grados bastante bajos de la aproximacion, alrededor de K = 3,4, obtenemos
unos resultados practicamente convergidos para la k.g y para la distribu-
cién espacial de potencia asociada. Este método ha sido implementado con
la posibilidad de condiciones de frontera de tipo albedo, donde también ha
demostrado que ofrece buenos resultados. Por lo tanto concluiremos que el
método idéneo para generalizar a dimensiones mayores es el Método de Ele-
mentos Espectrales, puesto que ademés de ofrecer buena precisién con un
grado menor de la aproximacion, obtenemos matrices simétricas definidas
positivas que estan mejor condicionadas que en los métodos anteriores, y por
lo tanto permite llegar a mayores grados K de la aproximacién.



Apéndice A
Funciones especiales

Sea la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas

10 oy 1 0 oy 1 %y
Ay=—— (r?== — —= —_— =
Y=12or (T 87") T sen6 00 (sen@ae) i r2 sen? 6 02 0,

si aplicamos la técnica de separaciéon de variables, haciendo y(r,6,¢p) =
R(r)Y (0, ), siendo Y (0, ) = f(0)g(p), la parte angular queda como

send) 0 (sen@%) —I(l+1)sen’f = —

1 0%
gop?

F 00

De esta ecuacion concluimos que ambas partes deben ser igual a una
constante m?:

d*qg
dz= " (A1)
1 d df m2
sen 0 df (86“9@) ~ g/ W Df=0. (A.2)

La ecuacién (A.1) se resuelve de forma inmediata
g(e) =™,

y si Y(p, ), la parte angular de la solucién de la ecuacién de Laplace en coor-
denadas esféricas, tiene un unico valor asociado cuando ¢ toma el valor 27,
entonces m debe ser cero, o un entero positivo o negativo: m =0, +1,£2,.. ..
La ecuacion (A.2), por otro lado, puede ser reescrita en la forma de la ecua-
cion diferencial de Legendre haciendo cosf = z,

2

1 —22

d d

p (1— 27 %f(x) - (l(l—i— 1) +

) fla)=0. (A.3)
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Notar que la ecuacién diferencial (A.3) permanece inalterada si cambia-
mos x por —z. Por lo tanto, las soluciones deben ser escogidas como funciones
pares o impares de z. Esta ecuacién tiene soluciones no triviales en [—1, 1] si
se cumple que — < m < [.

A.1. Polinomios de Legendre

Antes de comenzar con la ecuacién (A.3) comentaremos la solucién de la
ecuacién de Legendre ordinaria para m? = 0;

% ((1 _ x?)%f(x)) U4 D f(2) =0 (A.4)

La solucién de esta ecuacién son los llamados polinomios de Legendre [4],
definidos mediante la recurrencia

(214 VaBie) = (4 V)Pus(e) + Pa(e), 1=1,2,..
Py(x)=1, Pi(z)==x.

Manipulando esta recurrencia es posible obtener una representacion mas
compacta de los polinomios de Legendre, conocida como Formula de Rodri-
ques [2]

!
P(z) = Qlil'% ((z*=1)") .

La ecuacién diferencial (A.4) es autoadjunta. Sometida a satisfacer ciertas
condiciones de frontera, se sabe que las soluciones, P;(x), seran ortogonales
en [—1,1], esto es

1
2
P P _ m
/_1 {(@)Po(a) d = 7

donde 0;" es la delta de Kroneker, que vale 1 si | = m, y vale 0 si [ # m.

A.2. Funciones asociadas de Legendre

Las soluciones regulares de la ecuacién (A.3), denotadas como P/™(x), son

m m dm
PM(z) = (1—2?) /de—mpl(ﬂf) ;
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y se llaman funciones asociadas de Legendre, para indices m = 0,1,...,[, y
la relacién con los indices negativos viene dada por

(I —m)!
—=P"(x) .
Haciendo uso de la Formula de Rodrigues obtenemos
(1 _ IZ)% dl+m
I o (@ = 1))

20 datt

Mediante el cambio x = cosf, la representacion trigonométrica de las
funciones asociadas de Legendre es

B x) = (=)™

B (x) =

_dr
d(cos )™

Las funciones asociadas de Legendre para mismo indice m, son ortogona-
les en [—1, 1] mediante la relacién

! 2 (¢g+m)
P (z)P" = ‘
/_1 p (2B ) do 2q+1(q—m)!6p

o en coordenadas esféricas,

P"(cosf) = sin™ 0 Py(cosb) .

Y

2 (¢g+m) 50
2¢+1(g—m)!l'?
También es posible encontrar una relacién de ortogonalidad para las fun-

ciones asociadas de Legendre con el mismo subindice, pero distinto superindi-
ce, mediante

/0 P (cos ) P,"(cos ) sen 0 df) =

[EORE 2 G,
4 1—2a? 2+ 1Im(l—m) ™

Y

o en coordenadas esféricas,

2 (¢g+m), ‘
2q+1(g—m)l'?
Las funciones asociadas de Legendre satisfacen distintas relaciones de

recurrencia. Por la existencia de dos indices en vez de uno, tenemos una
amplia variedad de relaciones de recurrencia [1], como:

Q2l+1)zP"(x) = ((+m)P" () +(—-m+1)PY (x), (A5)

/0 P (cos ) P,"(cos ) sen 0 df) =

204+ 1

(21 + )le(cose) = P (cos) — P (cosb) , (A.6)
sen

(20 +1)

PM(cosd) = (I4+m)(l+m—1)P7"(cosb)

— (I=m+1)(—=m+2)P ' (cosh), (A7)

sen 0
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Con ayuda de la figura A.1, el polinomio de Legendre de pu* = cos 6%,
el coseno del angulo entre 2 y €2*, puede ser expresado en términos de los
polinomios de Legendre de = cosf y p/ = cos @' por el Teorema de adicion

—

(I —m)!

P(p) = P()P() +2 O R () cosmlp =) - (A8)

%
0

Figura A.1: Magnitudes para el Teorema de adicién para los polinomios de
Legendre.

A.3. Armonicos esféricos
La ecuacién azimutal (A.1) hemos visto que tiene como solucién
gm(p) = €™,
con la condicién de ortogonalidad

21
—1imip imap _ ma2
/ e e dp = 2w, .
0

Notar que esto es el producto g, (©)gm,(®), el cual se escoge de forma que
* indica la funciéon compleja conjugada. Podemos hacer que esta base sea
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ortonormal mediante la definicién

1
2T

Eliminando la dependencia azimutal (), la dependencia polar () tiene
la ecuacién asociada de Legendre (A.2), la cual es satisfecha por las funcio-
nes asociadas de Legendre. Estas son ortogonales, y obtenemos la solucién
ortonormal

imey

Gm(p) =

e

204+ 1 (1 —m)!
7717”(0059):\/2L E;+Z§!Bm(cose) —1<m<lI.

La funcién G,,(y) es ortonormal con respecto al angulo azimutal ¢, mien-
tras la funcién P;™(cos ) es ortonormal con respecto al angulo polar #. To-
mamos el producto de las dos para definir los armoénicos esféricos

Y6, ) = HP" P (cos )™ (A.9)

donde

m 2L+ 1(l—m)!
Hi _\/ 4 (I4+m)!’ (A.10)

asf obtenemos funciones de dos dngulos (y dos indices) las cuales son ortonor-
males sobre la superficie de la esfera. La ortogonalidad para estas funciones
viene descrita por

/ / V™0, )Y, (0, ) sen 6 d dp = 525 . (A.11)
=0 J0=0

Las primeras de estas funciones son

Y90.0) =\ - (A12a)
Y0, ) = — % senf(cos p —isenp) , (A.12D)
Y20, ) = 437r cosf , (A.12¢)
Y10, p) = 5 — sen f(cos p +isen ) . (A.12d)
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A.4.

De acuerdo con la figura A.1, y utilizando los valores dados en las
ecuaciones (A.12) definimos la direccién representada por el vector unita-

rio = (€, €, €2,) en funcién de los arménicos esféricos como

Relaciones

1
Q, =senfcosp = — (V' = V'), (A.13a)
2H]
(2, =senfsenp = __7’1 (Y +Y 1Y), (A.13b)
2]
(A.13c)

1
2, =cosl = F?YIO .

Con la definicién de los términos (A.13), y reordenando adecuadamente

tenemos que

s e 1 I R nW 0 1,0
& VZQ—H%(Yll—Yl l)a—+2—11(Y11+Y1 1)a_y+F?Y10£

B AONE AN O N AR S OK:

~ ol \or oy T \ar oy o as (A.14)

Queremos una expresion alternativa de Y;”(2)(€2 - V) como combina-
cién lineal de armonicos esféricos. Para ello, primero trataremos primero el

- VO
1 (&) utilizando la propiedad (A.6) de las funciones asocia-

término Y, (Q) SHT
1
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das de Legendre, y obtenemos

Y (@)YH(6) 1
H] o]

H .
= Tl sen @ P (p)e M+

2 20+ 1
Hlnﬁb m+1

(H™"P"(p)e'*™) (Hy senfe')

By PR ) = PTG

"
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= \% Q) —
2(20 + 1) H ! 1)
20+ 1 (1 —m)!
1 4 (I +m)!
220+ 1) | 20+3 (I—m)!
4 (I4+m+2)!
204+ 1 (1 —m)!
1 4 (I +m)!

2

Ym+1(ﬁ)

2020+ 1)H !

Ym—i—l(ﬁ)

I+1

2020+ | 20—1(1—m—2)!

dr (I +m)!
3

B 1((l+m+2)(l+m+1))
2 (20+3)(20+ 1)

2\ (20 +1)(20—1)

= AV - ATV

donde usamos la notaciéon

g ((l+m+2)(l+m+1)
bm

(204 3)(20+ 1)

1
2

i L ((=m)I—m—1)\*

4" = 5( (20+1)(21—1) )

Y H(©
2H!

Ahora trataremos el término Y;™((3)

1
) 2
)

L (<l —m)(l—m — 1))%@#@)

(A.15)

(A.16)

, utilizando la propie-
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dad (A.5) de las funciones asociadas de Legendre, y obtenemos

Ym(ﬁ)y_l(ﬁ) 1 m pm wwpm —1
L 2H11 = 2—]_]11(]-[1 P (p)e )(Hll(—senﬁ)e “’)

— —HTZ sen 0P (p)e#m=1
—(=m+2)( = m+ DPL (W) o
2020 + 1)
(I +m—1)(1+m)P" (w)
2020 + 1)
HP(l—m+2)1—m+1)

- 2(20 + 1) H™ ! YT

_H{”(l+m)(l+l;—1) .
2020+ HH L !
A+1(1—m)l \ 2
 (l=m+2)(l—m+1) ir (I +m)! L
B 2021+ 1) Trai—maan | ©)
4 (I+m)!
20+ 1 (1 —m)! 3
(L+m)(l+m—1) dr (I+m)! ym-1
ECED T—1 (=m0
dr (I+m —2)!
1 l-m+2)(l-m+1) 3 o
- 5( 20 +3)2 1) ) V@)
1 ((l+m)i+m—1D\E_, | -
_5( 20+ 1)(21— 1) ) Yo @)

= AV - ATYTNS) (A.17)

= —H"

ip(m—1)

_Hlm

()

ol

)

donde usamos la notacion

A" = ((l—m+2)(l—m+1))%,

(204 3)(20+ 1)

1
2
i 1 (Em)(+m—1)\?
AT = 5( (204 1)(21 — 1) ) ' (A.18)

L Y6
Finalmente trataremos el término KW(Q)%, utilizando la propie-
1
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dad (A.7) de las funciones asociadas de Legendre, y obtenemos

# = cosO (H"P™(p)e™?)

(1 +m) Py, (1) + (L= m+ 1) Pram(p)
20+1

— ST ym (G o
a1 O g

2A+1(1—m) \?
_ Am 4w (I+m)! o
T oArl|2=1(1=-m-1) ()
a7 (I+m—1)!
A+1(1—m) \°*
[—m+1 4 (I4+m)!
20+1 20+ 3 (1 —m+1)!
47 (I+m+1)!
C+m)I—m)\2 o, =
((2z+1)(21_1) ()
1
l+m+1)(l—-—m+1)\2 =
v (6
( (20 +3)(21 + 1) ()
=AY (D) + A () (A.19)

= Hpem

H™ l+m

Y ()

donde usamos la notacién

(U m)(—m)\?
457 = ((2l+1)(2l—1)> ’

m (UEmEDI—m+1))2
Ag _( (204 3)(20 + 1) ) ' (4.20)

—

Si ahora multiplicamos la ecuacién (A.14) por Y,"*(£2), y sustituimos uti-
lizando las igualdades (A.15), (A.16) y (A.18), obtenemos la identidad si-
guiente:

m = = = m m ~ m m ~ 8 N a
V@ T) = (A - A @) (o - i)
+ <—Al’mY’”‘1(ﬁ) + Al’mYm‘1(§)> 9 ;9
3 I+1 4 -1 81’ 83/
0

+ (A5 () + AV (@) 5
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donde, recopilando la informacién de las identidades (A.16), (A.18) y (A.20)
tenemos

I

lm
A.l —

((l+m+2)(l+m+1))
(20+3)(20+ 1)

Yl —m—1)
Al,m
2 2l+1 )20 —1) ) ’

(e
(i)
(l

I

Y

20+ 3)(20+ 1)

lm
A" =

+m)(l+m—1)
20+ 1)(20— 1)

1
2
1
2
1
2
1
2
( :
Al,m _
° (2 21—1)) ’
(l+m+1){—m+1)
(20 +3)(21 + 1)

[N

(A.22)
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