. UNIVERSITAT ﬁ
) POLITECNICA EEEEE

DE VALENCIA Escuela Técnica Superior de Ingenieria del Disefio

UNIVERSITAT POLITECNICA DE VALENCIA

Escuela Técnica Superior de Ingenieria del Disefno

DISENO DE UNA APP COMO APOYO PARA EL APRENDIZAJE
DE MATERIAS BASICAS EN TITULACIONES DE LA RAMA DE
INGENIERIA

TRABAJO FINAL DEL
Grado en Ingenieria Electrénica Industrial y Automatica

REALIZADO POR
MARIO GIMENO SORIANO

TUTORIZADO POR
ESTHER SANABRIA CODESAL

FECHA: Valencia, septiembre, 2019






RESUMEN

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado es el disefio y desarrollo de una aplicacion para dispositivos
maviles (App) orientada a facilitar el aprendizaje en las materias basicas de los alumnos de titulaciones de

grado en la rama de ingenieria.

La aplicacién, planteada para el sistema operativo Android, se programa haciendo uso del entorno oficial
de desarrollo integrado para esta plataforma: Android Studio, asi como del lenguaje de programacion Java.
Consiguiendo una Interfaz amigable donde el contenido esta dividido en las asignaturas asociadas a cada
materia, y dentro de cada una, en sus diversos tipos de recursos asociados: esquema tedrico, ejercicios

propuestos y resueltos, videos ilustrativos, etc.

El propésito principal de esta App es solventar las posibles carencias en las asignaturas béasicas de los
alumnos de nuevo ingreso, cuando se da el salto de secundaria a un nivel superior. En ocasiones, esta
falta de base puede desencadenar problemas de desmotivacién y esta aplicacién pretende ser una
herramienta de apoyo, tanto para el alumnado como para al profesorado, que facilite la adaptacion a los

primeros cursos universitarios, de forma cémoda y accesible.

Esta aplicacion servira como ayuda puntual en determinados momentos, lo que le facilitara una mejor
comprensién de la materia, pero de ninglin modo pretende reemplazar al profesor (ni sus tutorias), ni a un

libro o articulo especializado en la materia.

Consideramos que una la aplicacién para dispositivos méviles es una manera rapida y sencilla de acceder
a la informacién que necesitamos, ya que la mayoria del alumnado tiene acceso a uno, pero para
profundizar en los temas de cada asignatura, entendemos que lo adecuado es acceder al contenido

especifico que en la plataforma docente PoliformaT tiene cada asignatura.

En el presente documento se detalla el disefio y desarrollo de una aplicacién Android con el objetivo de
servir como apoyo para el aprendizaje de las materias bésicas especificamente para alumnos de
ingenieria. Desde los primeros pasos hasta el resultado final, el trabajo se encuentra dividido en varios
apartados: introduccién (ideas iniciales y motivacion del proyecto), solucién adoptada y alternativas
(justificacion de la seleccion elegida y alternativas), disefio y desarrollo del mismo (entorno de desarrollo
utilizado, partes de la aplicacion...), resultados finales y conclusiones (mostrando un video de ejemplo de
funcionamiento), futuras mejoras de la aplicacién (mejoras o contenido por desarrollar en un futuro
cercano), un anexo (mostrando el codigo principal de la aplicacién y resaltando el contenido de la misma) y

por Ultimo la bibliografia consultada para la realizacion del proyecto.

Palabras clave: App; aprendizaje; materias basicas; titulaciones de la rama de ingenieria; Android;

programacion; aplicacién; docencia; Java; Android Studio; disefio.
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1. INTRODUCCION.

Actualmente, la tecnologia se esté introduciendo desde la educacion primaria en las aulas. Por tanto, es
habitual observar a alumnos de secundaria con Smartphones en sus manos, ya que en cada vez méas
colegios e institutos se dinamiza la ensefianza mediante el uso de tablets, simulaciones, y todo tipo de
técnicas relacionadas con las nuevas tecnologias (TIC), para facilitar el aprendizaje significativo de los
contenidos basicos necesarios para el posterior desarrollo académico. (Carrefio, Gimeno, Sanabria, & Sixto,
2019)

En los niveles de educacion superior, practicamente la totalidad del alumnado posee, ademas del
Smartphone, un ordenador portatil y/o tablet que, mediante el uso de aplicaciones o programas informaticos,
facilita su trabajo académico.

Por tanto, el objetivo principal del proyecto propuesto en este trabajo, consiste en utilizar estas herramientas,
para ayudar a reducir las carencias, y asi solventar los problemas de aprendizaje, que pueden surgir en los
alumnos de nuevo ingreso en los grados de la UPV. Ya que, en demasiadas ocasiones, se da por hecho que
lo alumnos poseen ciertos conocimientos previos, exigidos en las asignaturas basicas de los grados, que
genera un desajuste en el nivel de la explicaciones, dificulta la comprensién de los nuevos contenidos y
puede conducir a cierta desmotivacion en parte del alumno. La idea es desarrollar una aplicacién Android que
busca dar apoyo, tanto al alumnado como al profesorado, y facilitar en lo posible una mejor adaptacion a los

estudios de grado.

Se pretende aprovechar el uso de la tecnologia disponible actualmente en los smartphones para disefiar una
aplicacién Android que sirva de apoyo a los alumnos, y sea capaz de ayudarlos a afianzar los conceptos mas
complicados, relacionados con las materias basicas en la rama de ingenieria.

El objetivo de esta aplicacion es servir de ayuda al alumno, pero de ningun modo pretende reemplazar la
figura del profesor o de los libros de referencia en las materias, sugeridos en la bibliografia de las

asignaturas, sino que lo que se pretende es facilitar la comprensién de dichas materias a los alumnos.

Para el desarrollo de la aplicacion, se realizo un estudio (Sanabria Codesal & Gimeno Soriano, 2019) previo
mediante una encuesta a través de la plataforma Google Docs, tanto a alumnos de los Grados en Ingenieria
Mecanica e Ingenieria Electrénica Industrial y Automatica de la Escuela Técnica Superior de Ingenieria del
Disefio (ETSID) de la Universitat Politécnica de Valéncia (UPV), como a egresados de estos y otros grados
de la UPV, impartidos en la Escuela Técnica Superior de Ingenierios Industriales (ETSII) o la Escuela Técnica
Superior de Ingenieros de Telecomunicacion (ETSIT), entre otras.

Como base para el estudio, se ha considerado la asignatura Matematicas | de los grados de la ETSID,
anteriormente descritos. Se obtuvieron un total de 127 respuestas, que analizar la viabilidad del proyecto.

Las conclusiones extraidas del estudio son las siguientes:

e L amayoria de los encuestados, a priori tiene un nivel con los conocimientos previos adecuados

para cursar los grados considerados y sin embargo, hay un alto porcentaje que considera que el
10



aprendizaje en las asignaturas basicas podria mejorarse.

Una aplicacién movil para estudiantes de la ETSID con posibilidad de extender la utilidad a
estudiantes de otras escuelas, universidades e institutos.

Que contenga apuntes, ejercicios resueltos y videos explicativos de todo el material académico para
las distintas asignaturas basicas.

La aplicacion tendra su base en las asignaturas de Matematicas | (enfocandola con un mayor
contenido sobre el calculo integral) con la posibilidad de afiadir, en un futuro, el resto de materias
basicas de los principales grados de la escuela.

Desarrollada en principio para el sistema operativo Android de Google.
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2. SOLUCION ADOPTADA Y ALTERNATIVA.

Para el desarrollo del programa se ha decidido utilizar el software gratuito ofrecido por Google, Android
Studio, un entorno de desarrollo integrado (IDE) que permite realizar aplicaciones para Android de forma
sencilla e intuitiva y ademas dispone de un manual de uso en su sitio oficial para poder consultar cualquier

tutorial o duda sobre el uso del mismo. (Google, 2019)

-

Fig. 1. Logo de Android Studio

Ademas del IDE escogido, también se ha optado por el uso del lenguaje de programacién Java, utilizado en
la mayoria de aplicaciones en Android (alrededor de tres mil millones de teléfonos méviles ejecutan Java)
(Oracle Corporation, 2019) y del que se tienen numerosas guias y documentacion sobre su uso en Android.

Java

Fig. 2. Logo de Java

13



Como alternativas a las propuestas podemos encontrar otros IDE que permiten el desarrollo de aplicaciones
para Android como por ejemplo Eclipse, un entorno de cédigo abierto y gratuito que ademas es compatible
con otros lenguajes tales como C, C++, C#; Netbeans, otro entorno de desarrollo integrado similar a Eclipse,

entre otros.

De igual forma también se tiene como alternativa el uso de otros lenguajes de programacién distintos de Java

para poder desarrollar el programa: C++ y Kotlin principalmente.

C++ es un lenguaje completo, robusto y de alto nivel con el que se pueden crear aplicaciones muy eficientes
y versatiles. Existe numerosa documentacion para aprenderlo a usar por lo que podria ser el candidato para
el desarrollo de la aplicacién. No obstante, la complejidad de uso ha hecho que este no sea el elegido para

esta tarea pudiendo elegir opciones mas adecuadas.

Kotlin es un lenguaje que esta despegando ya que Google ha dado soporte oficial a éste en el desarrollo de
aplicaciones para Android (desde la version 3.0 de Android Studio en 2017). Kotlin es el lenguaje preferido
por los desarrolladores de Apps de Android porque requiere menos lineas de codigo y su sintaxis es sencilla
pero concisa. (TechCrunch, 2019). Sin embargo se ha preferido rechazar esta opcién debido a la poca

informacidn que existe respecto a Java en cuanto a documentacion, guias de terceros, tutoriales, etc.
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3. DISENO Y DESARROLLO DEL PROYECTO

3.1. Nombre y logotipo de la aplicacion

Como en principio la aplicacién contaba con tan solo la materia basica de Matematicas |, temporalmente se la
ha nombrado como “MathAPP”.
Probablemente este nombre cambie en futuras actualizaciones cuando otras asignaturas ademas de las

anteriormente descritas se implementen en la APP.

En cuanto al logotipo, se ha utilizado uno de dominio publico y gratuito, que muestra un estudiante genérico:

.
Al

Fig. 3. Icono de la aplicacion "MathAPP”. Icono realizado por Freepik de www.flaticon.com

3.2. Activities y tipos de activities

Una Activity es un componente de la aplicacién que contiene una pantalla con la que los usuarios pueden
interactuar para realizar una accién, como marcar un numero telefénico, tomar una foto, enviar un correo
electrénico o ver un mapa. A cada actividad se le asigna una ventana en la que se puede dibujar su interfaz
de usuario. La ventana generalmente abarca toda la pantalla, pero en ocasiones puede ser mas pequefia que

esta y quedar "flotando" encima de otras ventanas.

Una aplicacién generalmente consiste en multiples actividades vinculadas de forma flexible entre si.
Normalmente, una actividad en una aplicacion se especifica como la actividad "principal” que se presenta al
usuario cuando este inicia la aplicacion por primera vez. Cada actividad puede a su vez iniciar otra actividad
para poder realizar diferentes acciones. Cada vez que se inicia una actividad nueva, se detiene la actividad
anterior, pero el sistema conserva la actividad en una pila (la "pila de actividades"). Cuando se inicia una
actividad nueva, se la incluye en la pila de actividades y capta el foco del usuario. La pila de actividades
cumple con el mecanismo de pila "el Gltimo en entrar es el primero en salir", por lo que, cuando el usuario
termina de interactuar con la actividad actual y presiona el boton Atras, se quita de la pila (y se destruye) y se

reanuda la actividad anterior. (Android)
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En la aplicacién se pueden encontrar varios tipos distintos de actividades, entre ellos estan:

Actividad principal o Main Activity: es la actividad principal del programa donde se encuentran las
diferentes materias y la que sirve de enlace con el resto de actividades de la aplicacion. Incluye un
menu en la parte superior que dirige a la actividad de créditos o “Acerca de”.
Activity de materia: es la actividad de cada materia donde se encuentran los distintos bloques de
cada una de ellas.
Activity de bloque: es la actividad de cada bloque donde podemos encontrar las actividades de
teoria, ejercicios y videos para cada tema.
Activity de teoria: es |a actividad que muestra en una lista los distintos temas para cada bloque y
su correspondiente acceso a la teoria del tema seleccionado.

o Activity de tema: se accede desde la actividad de teoria y en él se encuentra el contenido

del tema seleccionado en dicha actividad.

Activity de ejercicios: anadlogamente a la actividad de teoria, muestra una lista de los distintos
temas del bloque seleccionado y su correspondiente acceso a los ejercicios de ese tema en
particular.
Activity de videos: analogamente a la actividad de teoria, muestra una lista de los distintos temas

del bloque seleccionado y su correspondiente acceso a los videos de ese tema en particular.

3.2.1. Main Activity o Actividad Principal.

En el layout o disefio de la interfaz de usuario de la actividad principal podemos encontrar una barra en la

parte superior en la que se muestra el nombre de la aplicacion y el icono a la izquierda y un menu a la

derecha para acceder a la activity de “Acerca de” (menu Overflow, méas informacién en el apartado 3.2.4 -

Menu Overflow y Activity “Acerca de” y en el apartado 6 - Anexo del documento). Bajo la barra se

encuentra un texto (clase del tipo TextView) que da la bienvenida a la aplicacién y centrado en la pantalla un

botdn con una imagen que indica la materia a la que se desea acceder (en este caso Matematicas)

A continuacion una imagen mostrando el /ayout descrito anteriormente:

17
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¥ MathAPP

iBienvenido a MathApp,
selecciona la materia!

Matematicas

+ x

NSy
Gg)

Fig. 4. Layout de la Actividad Principal. Icono realizado por Freepik de www.flaticon.com.

3.2.2. Activity de materia.
Siguiendo la misma dinamica que con el apartado anterior, en esta actividad encontramos los botones de

acceso a los bloques o categorias de la materia seleccionada en la actividad principal, junto a un mensaje en

la parte superior.

-] i l234

¥ MathAPP
Selecciona la categoria

Algebra lineal

Célculo

Fig. 5. Layout de la actividad de materia de "Matematicas". Icono de la integral realizado por Freepik de www.flaticon.com
Icono de la matriz realizado por Vitaly Gorbachev de www.flaticon.com.

3.2.3. Activity de bloque.
En esta actividad encontramos un disefio similar al anterior, el bloque se encuentra dividido en tres

apartados: teoria, ejercicios resueltos y videos explicativos.
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¥ MathAPP

W4 0239

Selecciona la categoria

=7

Teoria

Ejercicios

Videos

Fig. 6. Layout de la actividad de bloque. Iconos de los libros y de YouTube realizados por Freepik de www.flaticon.com.
Icono del lapiz realizado por Smashicons de www.flaticon.com.

3.2.3.1. Activity de teoria.

En la actividad de teoria se ha creado un listado de todos los temas correspondientes al bloque seleccionado

en la actividad de tema utilizando para ello una clase del tipo ListView que permite crear listas de nombres,

texto, botones, etc. En concreto se ha programado que cada item de la lista pueda ser clicado para mostrar el

temario relacionado con él. Esta accion dirige al usuario a la actividad de tema seleccionado.

En el siguiente ejemplo se muestra el funcionamiento seleccionando el segundo tema: “Célculo diferencial de

funciones de una variable™:

io V40243

x‘ MathAPP
1. Numeros complejos
2. Célculo diferencial de funciones de una variable
3. Tipos de funciones
4. Célculo diferencial de funciones de varias variables

5. Derivacion de funciones compuestas e implicitas

Fig. 7. Layout del activity de teoria de “calculo”

o Wi 0246
3
¥ Matharp

2.2. Limites y continuidad

Sea f(x) una funcién definida en un intervalo real [a, "0) diremos que el numero M es el limite
de la funcién f(x) cuando x tiende a xq por la izquierda si los valores de f(x) se aproximan a M
conforme los valores de x con x < g Se aproximan a X

lim f(z) =M

Sea f(x) una funcién definida en un intervalo real (XG‘ b] diremos que el nimero N es el limite de la
funcién f(x) cuando x tiende a x, por la derecha si los valores de f(x) se aproximan a N conforme
los valores de x con x > X S€ aproximan a xq.

Fig. 8. Layout del activity de tema: "calculo diferencial de
funciones de una variable"

Desde el punto de vista del disefio de la aplicacion se ha optado por reducir lo maximo posible el tamafio de

esta, por lo que para mostrar las formulas necesarias se ha recurrido a una libreria externa llamada

MathView en lugar de mostrarlas mediante una imagen. MathView permite mostrar formulas matematicas en

las aplicaciones de Android de forma muy sencilla. Para mas informacion sobre esta libreria, consultar el
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apartado 6 - Anexo.

3.2.3.2. Activity de ejercicios

Para la actividad de ejercicios se han seguido los mismos pasos que la actividad de teoria: un listado de los

temas del bloque seleccionado que conduce a otra actividad con los ejercicios resueltos divididos por el tipo

de contenido junto al enunciado y su solucién. Esta ultima esta oculta desde un inicio y se accede a ella

pulsando el botén “solucion” para poder comprobar los resultados. A continuacién se muestra un ejemplo

para el tema de numeros complejos:

"] T lza3

:‘ MathAPP
1. Nimeros complejos
2. Calculo diferencial de funciones de una variable
3. Tipos de funciones
4. Calculo diferencial de funciones de varias variables

5. Derivacion de funciones compuestas e implicitas

Fig. 9. Layout del activity de ejercicios del bloque de calculo

(-] P4 032
i
¥ MathaPP
1. Resuelve estas ecuaciones en C:

a)z? —42+13=0 b)z®-1=0

SOLUCION

Fig. 11. Layout del activity del ejercicio 5 del tema “nimeros
complejos”

3.2.3.3. Activity de videos

[~ -] €03

x' MathAPP

1. Operaciones con numeros complejos en forma
binémica - |

2. Operaciones con numeros complejos en forma
binémica - 1l

3. Operaciones con nimeros complejos en forma polar

4. Radicacién de nimeros complejos

Fig. 10. Layout del activity de ejercicios del tema “nimeros
complejos”

in 40329

Y Mmatharp

a)al -4z +13=0

4+4/16—-4-13 4++/16-52 44436 4+6
* = = = =
2 2 2 2

1486i
{:c1= +2 P —2+3i

126
=" P33

25
bz —1=0-2"= -1 a2=v"1=VIm = Visws:

Fig. 12. Layout del activity del ejercicio 5 del tema “nimeros
complejos” (solucién)

Este activity esta dividido por temas. En cada tema se puede encontrar los distintos videos ordenados por

titulo y contenido, siguiendo un orden didactico gracias a un TreeMap, una clase de Java que permite

almacenar pares de datos en orden ascendente (para mas informacion consultar el apartado 6 — Anexo). Los

videos se reproducen gracias a la aplicacion de YouTube del teléfono mévil. A continuacion se muestra un

ejemplo:



in 0354 in Wi 0354

!‘ MathAPP x‘ MathAPP

1. Sistemas de ecuaciones lineales. Método de Gauss 1. Matrices. Definiciones

2. Algebra de matrices 2. Operaciones con matrices
3. Determinantes 3. Matrices regulares e inversa

4. Resolucion de sistemas de ecuaciones mediante
determinantes

5. Espacios vectoriales

Fig. 13. Layout del activity de videos del bloque de algebra Fig. 14. Layout del activity de videos del tema de algebra de
lineal. matrices del bloque de algebra lineal.

Matrices

I‘mu Herrero C"4n

Fig. 15. Video 1 del tema de algebra de matrices.

3.2.4. Menu Overflow y activity “Acerca de”

Por ultimo, en la actividad principal de la aplicacion, se encuentra el menu overflow, situado en la esquina
superior derecha, en la barra superior, representado por tres puntos dispuestos en forma de columna. Si se
hace click en estos tres puntos se puede acceder a un menu desplegable que muestra un item nombrado
como “Acerca de”. Si se pulsa el item la aplicacion se dirigira a una actividad con dicho nombre en el que se

resumen la informacidn necesaria acerca de la aplicacion:
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b M VET VNN Acercade...

iBienvenido a MathApp,
selecciona la materia!

Matematicas

P

Fig. 16. Menu Overflow de la actividad principal

¥ MathAPP

Esta aplicacion ha sido desarrollada
por Mario Gimeno Soriano para el
Trabajo Fin de Grado DISENO DE

UNA APP COMO APOYO PARA EL
APRENDIZAJE DE MATERIAS BASICAS
EN TITULACIONES DE LA RAMA DE
INGENIERIA.

A continuacion se da el crédito
pertinente a todos los colaboradores que
han hecho posible la realizacién de este
trabajo.

ICONOS DE LA APLICACION:

- Icono principal de la aplicacion
realizado por Freepik de
www.flaticon.com.

- Icono de Matematicas realizado por
Freepik de www.flaticon.com.

- Icono de la integral realizado por
Freepik de www.flaticon.com.

_lanann Aa la matriz raalizada nar \itahe

Fig. 17. Actividad “Acerca de”
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4. RESULTADOS FINALES Y CONCLUSIONES

El resultado final del proyecto concluye en el desarrollo de una aplicacion totalmente funcional que servira de
apoyo a los estudiantes que necesiten obtener toda la informacion sobre materias basicas al alcance de su

bolsillo. A continuacidén se muestra un video que muestra el funcionamiento de la version final de la App:

—

@

El camino, desde el boceto de las ideas iniciales hasta la Ultima etapa del producto ha sido un aprendizaje

constante ya que se ha conseguido familiarizar con el lenguaje de programacion Java y con el entorno de




desarrollo integrado Android Studio, pudiendo disefiar una aplicacién desde cero sin conocimiento alguno
sobre dichos elementos, tan solo lo extrapolable a otros lenguajes como son los tipos de variables, las

estructuras de repeticion, estructuras de condicién, etc.

24



25



5. MEJORAS POSIBLES PARA EL PROYECTO

El proyecto final ya es funcional y se puede usar con total normalidad. No obstante conviene destacar que es
posible afiadir una serie de mejoras que completen la aplicacién para asi mejorarla y que por falta de tiempo
se han tenido que aplazar para posteriores actualizaciones. Algunas de las mejoras propuestas son las

siguientes:

o Completar con ejercicios resueltos: algunos ejercicios no se han incluido y podrian ser
terminados futuras actualizaciones a medio/corto plazo.

¢ Incluir otras materias basicas: el siguiente paso seria incluir contenido de asignaturas como
“Matematicas II”, “Fisica”, “Quimica”, “Estadistica”, “Automatica Basica”, etc. Esto seria posible a
medio/largo plazo.

o Crear un sistema de busqueda: cuanta mayor cantidad de informacién disponga la aplicacion,
mayor es el tiempo que el usuario dedique a buscar aquello que necesita. Por ello un sistema de
busqueda facilitaria el poder encontrar la informacion exacta rapidamente. Esto seria posible a largo
plazo.

o Posibilitar hacer zoom sobre el texto: A través de Android Studio se puede cambiar el tamafio o
el tipo de letra de un TextView, sin embargo una opcién asequible que podria considerarse es la de
posibilitar un zoom al contenido para que cualquier usuario de la aplicacion pueda visualizar cada

bloque de acuerdo a sus necesidades. Esto seria posible a corto/medio plazo.
Todas estas mejoras son algunas, entre muchas, que se han pensado para poder mejorar la aplicacién.

Cualquier sugerencia sera bienvenida, y sera posible contactar con el autor mediante la actividad “Acerca

de”, donde se indicaran las instrucciones a seguir para ello.
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6. ANEXO

En el siguiente apartado se detalla el contenido de cada bloque, el codigo de cada tipo de activity y las

librerias externas utilizadas en el desarrollo de la aplicacién, en ese orden.

6.1. Contenido de los bloques

Como el contenido tedrico de la aplicacién al momento de realizarla es el de la asignatura Matematicas |,

impartida en los grados de la Escuela Técnica Superior de Ingenieria del Disefio (ETSID) de la Universidad

Politécnica de Valencia, se hace referencia a la guia docente de dicha asignatura.

8. Unidades didacticas

1. Introduccidn
1. Funciones hiperbdlicas y sus inversas
2. Ndmeros complejos

2. Calculo diferencial de funciones de varias variables
1. Funciones de varias variables. Limites y continuidad

2 Derivacion y diferenciabilidad

3. Extremos de funciones de varias vanables. Aplicaciones

3. Calculo integral de funciones de una y vanas vanables. Analisis vectonal y aplicaciones
1. Calculo integral de una variable. Aplicaciones
2. Céalculo integral de funciones de varias variables. Aplicaciones

3. Analisis vectonal. Aplicaciones
4. Algebra lineal

1. Sistemas de ecuaciones lineales: polinomio interpolador

2 Matrices: minimos cuadrados
3. Espacios vectoriales
4. Diagonalizacion de matrices

Fig. 18. Guia docente de Matematicas I, asignatura impartida en el Grado en Ingenieria Electronica Industrial y Automatica

La correspondencia del contenido de la aplicacidn con la guia docente de la asignatura es la siguiente:

1.1. Funciones Hiperbélicas.

Blogue de Calculo — Tema 3. Tipos de funciones.

1.2. Numeros Complejos.

2.1. Funciones de varias variables. Limites y
continuidad.
2.2. Derivacion y diferenciabilidad.

2.3. Extremos de funciones de varias
variables. Aplicaciones.

3.1. Calculo integral de una variable.
Aplicaciones.

3.2. Calculo integral de funciones de varias
variables. Aplicaciones.

3.3. Analisis vectorial. Aplicaciones.

4.1. Sistemas de ecuaciones lineales:

Bloque de Calculo — Tema 1. Numeros complejos.

Blogue de Calculo — Tema 4. Calculo diferencial de
funciones de varias variables.

Bloque de Célculo — Tema 2. Célculo diferencial de
funciones de una variable. — Tema 4. Calculo
diferencial de funciones de varias variables. — Tema
5. Derivacién de funciones compuestas e implicitas.
Bloque de Calculo — Tema 6. Extremos de funciones
de varias variables.

Bloque de Calculo — Tema 7. Integracion indefinida.
—Tema 8. Integracion definida y aplicaciones.
Bloque de Célculo — Tema 9. Integracion multiple

Bloque de Calculo — Tema 10. Integral curvilinea.

Bloque de Algebra Lineal — Tema 1. Sistemas de
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polinomio interpolador. ecuaciones lineales. Método de Gauss.

4.2. Matrices: minimos cuadrados. Blogue de Algebra Lineal — Tema 2. Algebra de
matrices. — Tema 3. Determinantes. — Tema 4.
Resolucion de sistemas de ecuaciones mediante
determinantes.

4.3. Espacios vectoriales. Bloque de Algebra Lineal — Tema 5. Espacios
vectoriales. — Tema 6. Subespacios vectoriales.
4.4. Diagonalizacion de matrices. Blogue de Algebra Lineal — Tema 7. Diagonalizacién.

El contenido tedrico ha sido recopilado de varias fuentes, que se indican en el apartado 7. - Bibliografia

6.2. Codigo de cada tipo de activity.

A continuacion se muestra el cddigo de toda la aplicacién organizado segun el tipo de activity y explicando
los mas importante de él.

6.2.1. Cddigo de la actividad principal o main activity.
com.example.mathapp
android.content.Intent
android.support.v7.app.AppCompatActivity
android .Bundle
android w.Menu
.Menultem

android.view.View

MainActivity AppCompatActivity {

onCreateOptionsMenu (Menu menu)

getMenuInflater () .inflate (R.menu. menu)

onOptionsItemSelected (Menultem item)
id = item.getItemId()

(id == R.id. )

Intent intent = Intent ( Activity AcercaDe.
startActivity (intent)

.onOptionsItemSelected (item)




onBackPressed ()

onClick Mat (View view)

Intent intent = Intent (
tivity (intent)

Lo mas importante del codigo son los métodos [ Ne I TS el vt
orciick vach
o nos permite mostrar un menu de tipo Overflow creado desde el layout
de la activity utilizando un Menulnflater, un objeto capaz de crear un Menu desde recursos XML, lo
que se traduce en que construye una nueva instancia de Ment dado un identificador de recurso de
Menu. El método es llamado cuando el botén de menu se pulsa o cuando otro método, denominado
Activity.openOptionsMenu() es llamado.
J es un método al que se le pasa un parametro de un item de menu
(en este caso el ID del item de menu correspondiente al item de menu “Acerca de”). Cuando este
reconoce que, en efecto, el ID corresponde se corresponde con la actividad a la que se desea

cambiar, la aplicacion navega hacia la actividad elegida.

o [N IYER nOS permite navegar hacia la siguiente actividad del programa.

6.2.2. Coddigo de la actividad de materia.
com.example.mathapp
android.content.Intent
android.support.v7.a
android.o >
android.view.View
/ Mat

onCreate (Bundle saved
.onCreate (savedInstanceState

splayShowHomeEnabled (

onClickMat Calculo (View view)

ent intent = Intent ( Activity Mat Calculo.

tivity (intent)




onClickMat Algebra (View view)

Intent intent = Intent ( Activity Mat Algebra.
startActivity (intent)

@Override
onBackPressed ()

finish ()

En este caso no es necesario explicar los métodos ya que tienen la misma funcion que (Sl ERE LY.

6.2.3. Codigo de la actividad de bloque.

com.example.mathapp

android.content.Intent
android.support.v7.app.AppCompatActivity
android.os.Bundle

android.view.View

Activity Mat Calculo AppCompatActivity {

@Override
onCreate (Bundle savedInstanceState) {
.onCreate (savedInstanceState)
setContentView (R.layout.

getSupportActionBar () .setDisplayShowHomeEnabled (
getSupportActionBar () .setIcon (R.mipmap.

onClickMatCalc Video (View view)

Intent intent = Intent (
Activity Mat Calculo Videos. )
startActivity (intent)
}

onClickMatCalc Ejerc (View view)

Intent intent = Intent (
Activity Mat Calculo Ejerc. )
startActivity (intent)
}

onClickMatCalc Teoria (View view)
Intent intent = Intent (

Activity Mat Calculo Teoria. )
startActivity (intent)




onBackPressed ()

finish ()
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6.2.4. Cddigo de la actividad de teoria.

com.example.mathapp

android.content.Intent
android.support.v7.app.AppCompatActivity
android.os.Bundle

android.view.View
android.widget.AdapterView
android.widget.ArrayAdapter
android.widget.ListView

Activity Mat Calculo Teoria AppCompatActivity {

ListView
String

@Override
onCreate (Bundle savedInstanceState) {
.onCreate (savedInstanceState)
setContentView (R.layout.

getSupportActionBar () .setDisplayShowHomeEnabled (
getSupportActionBar () .setIcon (R.mipmap.

= findViewById(R.id.

ArrayAdapter<String> arrayAdapter =
ArrayAdapter<> ( R.layout.

.setAdapter (arrayAdapter)
.setTextFilterEnabled (

.setOnItemClickListener (
AdapterView.OnItemClickListener () {
@Override
onTtemClick (AdapterView<?> parent, View view
position id) {

(position == 0)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo TI1.
startActivity (intent)
}

(position == 1)
Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo T2.
startActivity (intent)
}

(position == 2)

Intent intent =




Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo T3.
startActivity (intent)
}

(position == 3)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo T4.
startActivity (intent)
}

(position == 4)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo T5.
startActivity (intent)
}

(position == 5)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo Té6.
startActivity (intent)
}

(position == 6)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo T7.
startActivity (intent)
}

(position == 7)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo T8.
startActivity (intent)
1

(position == 8)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo T9.
startActivity (intent)
}

(position == 9)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Teoria. Activity Mat Calculo TI10.
startActivity (intent)
}

QOverride
onBackPressed ()

finish ()

El método a destacar es [laagaSeARReAS, que permite reconocer la posicion pulsada en el ListView y de esa

misma forma acceder a la actividad correspondiente a cada tema. EI nombre de cada tema es un parametro
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del ListView que toma del array de tipo String definido al inicio del cadigo. La posibilidad de que el ListView

sea pulsado se garantiza gracias al método S deisRsS RN SRSV Y-3a.
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6.2.5. Cddigo de la actividad de tema.

com.example.mathapp

android.support.v7.app.AppCompatActivity
android.os.Bundle
io.github.kexanie.library.MathView

Activity Mat Calculo T1 AppCompatActivity {
MathView

String
String

String
String

String

String

String

@Override
onCreate (Bundle savedInstanceState) {
.onCreate (savedInstanceState)
setContentView (R.layout.

getSupportActionBar () .setDisplayShowHomeEnabled (
getSupportActionBar () .setIcon (R.mipmap.

onResume ()

.onResume ()

findvViewById (R.id.
findViewById (R.1id.
findViewById (R.1id.
= findViewById(R.id.
findvViewById (R.id.
findvViewById (R.id.
= findViewById(R.id.
findViewById (R.1id.
= findViewById(R.id.




.setText ( )
.setText ( )
.setText ( )
.setText (
.setText (
.setText (
.setText (
.setText (
.setText (

}

@Override
onBackPressed ()
{
finish ()
}

La parte mas importante de este codigo es el uso de la libreria MathView para mostrar férmulas matematicas

en la actividad. Como se puede observar se introduce el texto directamente en LaTeX en las variables de tipo

String, teniendo en cuenta que cualquier caracter como por ejemplo el salto de linea “\” ha de ser escapado y

por consiguiente en el codigo se muestra doble. El String se muestra en el MathView correspondiente




mediante la funcion RS
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6.2.6. Cddigo de la actividad de ejercicios.

A continuacion el codigo de la lista de temas de los cuales podemos acceder a los ejercicios (similar al del
apartado 6.2.4.)

com.example.mathapp

android.content.Intent
android.support.v7.app.AppCompatActivity
android.os.Bundle

android.view.View
android.widget.AdapterView
android.widget.ArrayAdapter
android.widget.ListView

Activity Mat Calculo Ejerc AppCompatActivity {

ListView
String

@Override
onCreate (Bundle savedInstanceState) {
.onCreate (savedInstanceState)
setContentView (R.layout.

getSupportActionBar () .setDisplayShowHomeEnabled (
getSupportActionBar () .setIcon (R.mipmap.

= findViewById(R.id. )

ArrayAdapter<String> arrayAdapter =
ArrayAdapter<> ( R.layout.

.setAdapter (arrayAdapter)
.setTextFilterEnabled (

.setOnItemClickListener (
AdapterView.OnItemClickListener () {
QOverride
onItemClick (AdapterView<?> parent, View view
position id) |

(position == 0)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Ejerc.
Activity Mat Calculo Ejerc TI1. )
startActivity (intent)
}

(position == 1)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Ejerc.




Activity Mat Calculo Ejerc T2. )
startActivity (intent)
}

QOverride
onBackPressed ()

finish ()

El codigo comentado (en azul) corresponde al temario que de momento no tiene ejercicios propuestos (en

este ejemplo corresponde desde el tema 3 al tema 9 del bloque de calculo).




El codigo de cada activity de ejercicio se resume de la siguiente forma:

com.example.mathapp

android.support.v7.app.AppCompatActivity
android.os.Bundle

android.view.View
io.github.kexanie.library.MathView

Activity Mat Calculo Ejerc Tl E2 AppCompatActivity {

MathView
String
String

String

@Override

onCreate (Bundle savedInstanceState) {
.onCreate (savedInstanceState)
setContentView (R.layout.

getSupportActionBar () .setDisplayShowHomeEnabled (
getSupportActionBar () .setIcon (R.mipmap.

onResume ()
.onResume ()

findvViewById (R.id.
findvViewById (R.id.
= findViewById (R.id.

findViewById (R.id.




onBackPressed ()

finish ()

solucion (View

Lo destacable en el codigo es el método solucion que es llamado cuando se pulsa el botén de solucién
del correspondiente ejercicio, mostrando la solucion mediante un MathView, el cual anteriormente esta oculto

al usuario.

6.2.7. Cddigo de la actividad de videos.

A continuacion el cdigo de la lista de temas de los cuales podemos acceder a los videos (similar al del
apartado 6.2.4.)

com.example.mathapp

android.content.Intent
android.support.v7.app.AppCompatActivity
android.os.Bundle

android.view.View
android.widget.AdapterView

android.widc .

android.widget.

Activity Mat Calculo Videos AppCompatActivi

42



ListView
String

QOverride
onCreate (Bundle savedInstanceState) {
.onCreate (savedInstanceState)
setContentView (R.layout.

getSupportActionBar () .setDisplayShowHomeEnabled (
getSupportActionBar () .setIcon (R.mipmap.

= findViewById(R.id.

ArrayAdapter<String> arrayAdapter =
ArrayAdapter<> ( R.layout.

.setAdapter (arrayAdapter)
.setTextFilterEnabled (

.setOnItemClickListener (
AdapterView.OnItemClickListener () {
@Override
onItemClick (AdapterView<?> parent, View view
position id) |

(position == 0)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos TI1. )
startActivity (intent)
}

(position == 1)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos T2. )
startActivity (intent)
}

(position == 2)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos T3. )
startActivity (intent)
}

(position == 3)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos T4. )
startActivity (intent)
}

(position == 4)




Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos T5. )
startActivity (intent)
}

(position == 5)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos T6. )
startActivity (intent)
}

(position == 0)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos T7. )
startActivity (intent)
}

(position == 7)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos T8. )
startActivity (intent)
}

(position == 8)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos T9. )
startActivity (intent)
}

(position == 9)

Intent intent =
Intent (Activity Mat Calculo Videos.
Activity Mat Calculo Videos TI10. )
startActivity (intent)
}

QOverride
onBackPressed ()

finish ()

El cédigo para cada activity de video es el siguiente:

com.example.mathapp

android.content.Intent
android.net.Uri




android.support.v7.app.AppCompatActivity
android.os.Bundle

android.view.View
android.widget.AdapterView
android.widget.ArrayAdapter
android.widget.ListView

java.util.ArrayList
java.util.TreeMap

Activity Mat Calculo Videos T2 AppCompatActivity {

ListView
TreeMap<String, String> TreeMap<> ()

@Override
onCreate (Bundle savedInstanceState) {
.onCreate (savedInstanceState)
setContentView (R.layout.

getSupportActionBar () .setDisplayShowHomeEnabled (
getSupportActionBar () .setIcon (R.mipmap.

.put (
.put (

.put (

= findViewById(R.id. )
ArrayList<String> listItems = ArrayList<> (tm.keySet ())

ArrayAdapter<String> arrayAdapter =
ArrayAdapter<> ( R.layout. listItems)

.setAdapter (arrayAdapter)
.setTextFilterEnabled (

.setOnItemClickListener (
AdapterView.OnItemClickListener () {
@Override
onItemClick (AdapterView<?> parent, View view
position id) |

String url = .get (arrayAdapter.getItem(position))
Intent intent = Intent (Intent. )
intent.setData (Uri.parse(url))

startActivity (intent)




onBackPressed ()

finish ()

Lo destacable de este codigo es el uso de un ListView y de un TreeMap para ordenar los videos. El TreeMap
recibe dos pardmetros String: el titulo del video y la URL del video correspondiente. Al clickar el item se crea
una nueva activity en el dispositivo que abre el video seleccionado en la aplicacion de preferencia del

teléfono (YouTube en este caso).

6.2.8. Cddigo de la actividad de “Acerca de”.
com.example.mathapp

android.support.v7.app.AppCompatActivity
android.os.Bundle

onBackPressed ()

finish ()

El texto de esta actividad se encuentra en el layout de la misma.

6.2.9. Cddigo XML del archivo AndroidManifest.xml.

Un archivo del tipo Manifest es aquel que contiene datos sobre otros datos de la aplicacion como pueden ser
la versién de la misma, el preguntar para obtener ciertos permisos del dispositivo para poder ejecutar cierto
maodulo de la aplicacion, etc.

A continuacion se muestra el codigo del archivo AndroidManifest.xml
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<?xml version= encoding=
<manifest xmlns: =
package=

<application
:allowBackup=
:icon=
:label=
:roundIcon=
:supportsRtl=
:theme=
<activity :name=
:screenOrientation=
<activity :name=
:screenOrientation=
<activity :name=
:screenOrientation=
<activity rname=
:screenOrientation=
<activity :name=
:screenOrientation=
<activity :name=
<activity rname=
<activity rname=
<activity :name=
<activity :name=
<activity :name=
<activity rname=
<activity rname=
<activity :name=
<activity :name=
<activity :name=
<activity rname=
<activity rname=
<activity :name=
<activity :name=
<activity :name=
<activity rname=
<activity
:name=
:screenOrientation=
<activity
:name=
:screenOrientation=
<activity
:name=
:screenOrientation=
<activity
:name=
:screenOrientation=
<activity
:name=
:screenOrientation=
<activity
:name=
:screenOrientation=

<activity

:name=

:screenOrientation=
<activity :name=
<activity :name=
<activity




<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity
<activity
<activity
<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity

<activity
<activity
<activity

<activity

:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

rname=
:screenOrientation=

:rname=
:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

rname=
:screenOrientation=

:rname=
:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

cname=
cname=
cname=

:name=
:screenOrientation=

:rname=
:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

rname=
:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

:name=
:screenOrientation=

cname=
cname=

:screenOrientation=

cname=
cname=

:name=
:screenOrientation=

rname=
:screenOrientation=




<activity

:name=
:screenOrientation=

rname=
: reenOrientation=
<intent-filter>
<action :name=

<category ‘name=
</intent-filter>
</activity>

</application>

</manifest>
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6.2.10. Codigo XML del archivo strings.xml.

Todos los textos (tanto del nombre de los titulos de las paginas como el contenido de los bloques, efc.), se

encuentran en el archivo del programa strings.xml y su ¢ddigo se muestra a continuacion:

<resources>
<string name= >MathAPP</string>

// Strings del MainActivity

<string name= >iBienvenido a MathApp, selecciona la
materia!</string>

<string name= >Matemdticas</string>

<string name= >Matemdticas</string>

// Strings del menu Overflow

<string name= >Acerca de...</string>

<string name= >\nEsta aplicacién ha sido desarrollada por
Mario Gimeno Soriano para el Trabajo Fin de Grado "DISENO DE UNA APP COMO
APOYO PARA EL APRENDIZAJE DE MATERIAS BASICAS EN TITULACIONES DE LA RAMA
DE INGENIERIA".\n\n

A continuacién se da el crédito pertinente a todos los colaboradores que
han hecho posible la realizacidén de este trabajo.\n\n

ICONOS DE LA APLICACION:\n\n
\t - Icono principal de la aplicacidén realizado por Freepik de
www.flaticon.com.\n\n
\t - Icono de "Matematicas" realizado por Freepik de
www.flaticon.com.\n\n
\t - Icono de la integral realizado por Freepik de www.flaticon.com.\n\n
\t - Icono de la matriz realizado por Vitaly Gorbachev de
www.flaticon.com.\n\n
\t - Icono principal de la aplicacidén realizado por Freepik de
www.flaticon.com\n\n
\t - Icono principal de la aplicacidén realizado por Freepik de
www.flaticon.com\n\n
\t - Icono principal de la aplicacidén realizado por Freepik de
www.flaticon.com\n\n
\t - Iconos de los libros y de YouTube realizados por Freepik de
www.flaticon.com.\n\n

\t - Icono del lépiz realizado por Smashicons de
www.flaticon.com.\n\n

CONTENIDO DE LA APLICACION:\n\n

Todo el contenido tedrico ha sido recopilado por mi utilizando diversas
fuentes. El contenido pertenece a sus autores y a continuacidn se
muestran una lista con todos ellos:\n\n

\t - MARIN MOLINA, J. [et.al.], (2012). Algebra lineal. Valencia:
Editorial Universitat Politécnica.\n\n

\t - RAMIREZ FERNANDEZ, ANTONIO J. [et.al.], (2002). Apuntes de
Fundamentos Matematicos de la Ingenieria: Calculo en una variable.
Valencia: Editorial UPV.\n\n

\t - COLL ALIAGA, C. [et.al.], (1999). Apuntes de la asignatura
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// Strings del Activity Mat
<string name= >Selecciona la categoria</string>
<string name= >Calculo</string>
<string name= >Algebra lineal</string>
<string name= >Series de Fourier</string>
<string name= >Ecuaciones Diferenciales</string>
<string name= >Transformadas Integrales</string>
<string name= >Calculo imgB</string>
<string name= >Algebra lineal y de

Boole imgB</string>
<string name= >Series de Fourier imgB</string>
<string name= >Ecuaciones Diferenciales imgB</string>
<string name= >Transformadas Integrales imgB</string>

// Strings Genéricos de categoria

<string name= >Teoria</string>

<string name= >Ejercicios</string>
<string name= >Videos</string>

<string name= >Teoria imgB</string>

<string name= >Ejercicios imgB</string>
<string name= >Videos imgB</string>

<string name= >Solucién</string>

// STRINGS DEL CONTENIDO DE CALCULO
// Strings del Tema 1 de teoria de Calculo - Numeros complejos

<string name= >Tema 1. Numeros
complejos\n</string>




<string name= >1. Introduccidén a los numeros
complejos\n</string>

<string name= >- Definiciones\n</string>

<string name= >Los numeros complejos son
muy Utiles para resolver problemas de variable compleja en matematica
aplicada. Son muy frecuentes en campos como en la fisica (mecéanica
cuéntica..) o en ingenieria (electrdnica y telecomunicaciones..). Contienen
a los numeros reales, por lo gque cualquier numero real se puede expresar
en el dominio complejo

y surgen de la necesidad de encontrar soluciones a las ecuaciones del
tipo <i>x<sup>2</sup> + a</i> = 0 con <i>a</i> > 0.\n

Si despejamos la <i>x</i> se obtiene que <i>x</i> = #V(-<i>a</i>) =
V((-1)<i>a</i>) = V(-1)V(<i>a</i>) donde se conoce V(a) pero no V(-1).
Por ello se establece la siguiente definicidén:\n

A V(-1) se le representa por <i>i</i> y se le denomina <b>unidad
imaginaria</b>\n

Decimos que un numero <i>z</i> es un <b>numero complejo</b> si se
escribe de la forma <i>z</i> = <i>a + bi</i>.\n

C = {<i>a + bi</i> / <i>a, b</i> € R} es el conjunto de los numeros
complejos y es una extensién del conjunto de los numeros reales, R C
C:\n

\t - <i>a</i> es la parte real de <i>z</i> y se denota por
<i>Re</1i>(<1>z</1>), <i>Re</1> (<i>z</1>) = <i>a</i>.\n

\t - <i>b</i> es la parte imaginaria de <i>z</i> y se denota por
<i>Im</i> (<i>z</1>), <i>Im</i> (<1i>z</1i>) = <i>b</i>.\n

</string>

<string name= >+ Conjugado de un numero
complejo\n</string>

<string name= >E1l ntmero complejo
conjugado de <i>z</i> = <i>a + bi</i> es <i>a - bi</i> y se representa
por <i>z</i><sup>*</sup> = <i>a - bi</i>.\n

Sea <i>w</i> otro numero complejo tal que <i>w</i> = <i>c + di</i>:\n

\t - (<i>z + w</i>)<sup>*</sup> = (<i>z</i>)<sup>*</sup> +
(<i>w</i>) <sup>*</sup>\n

\t - (<i>z - w</1i>)<sup>*</sup> = (<i>z</i>)<sup>*</sup>
(<i>w</1i>) <sup>*</sup>\n

\t - ((<i>z</1i>)<sup>*</sup>)<sup>*</sup> = <i>z</i>\n

\t - <i>z</i> - (<i>z</i>)<sup>*</sup> = |<i>z</i>|<sup>2</sup> =
<i>a</i><sup>2</sup> + <i>b</i><sup>2</sup>.\n

</string>

<string name= > Potencias de la unidad
imaginaria\n</string>

<string name= >Si calculamos las sucesivas
potencias de la unidad imaginaria obtenemos:\n

\t - <i>i</i><sup>0</sup> = 1\n

\t - <i>i</i><sup>1</sup> <i>i</i>\n

\t - <i>i</i><sup>2</sup> = <i>i</i> - <i>i</i> = V(-1)
(V(-1))<sup>2</sup> = -1\n

\t - <i>i</i><sup>3</sup> <i>i</i><sup>2</sup> - <i>i</i>
<i>i</i> = -<i>i</i>\n

\t - <i>i</i><sup>4</sup> = <i>i</i><sup>2</sup>
<i>i</i><sup>2</sup> = (-1)<sup>2</sup> = 1\n

\t - <i>i</i><sup>5</sup> = <i>i</i><sup>4</sup> - <i>i</i>
<i>i</i>\n\n

\t - En general <i>i<sup>n</sup></i> = <i>i</i><sup>resto de la
divisidén de n entre 4</sup>:\n

</string>




// mathV

<string name= >+ Representacién
grafica\n</string>

<string name= >Se representa el nlUmero
<i>z</1> = <i>a + bi</i>, <i>z</i> # 0, como el vector del plano
(<i>a,</i> <i>b</i>) en el <b>plano complejo</b>:\n

\t - El punto <i>P</i> = (<i>a</i>, <i>b</i>) del plano, que
representa a un numero complejo se le denomina <i>afijo</i> del numero
complejo <i>z</i>.\n

\t - Todo vector libre <b><i>OP</i></b> se puede determinar por sus
coordenadas o por su <b>médulo</b> <i>r</i> = |[<b><i>0P</i></b>| y
<b>argumento</b> <i>p</i> (adngulo entre el vector <b><i>OP</i></b> y el
eje <i>0X</i><sup>+</sup>).\n

</string>

// img

<string name= >E1 médulo de un nuUmero
complejo <i>z</i> = <i>a + bi</i> se representa por:\n</string>

//mathv modulo num complejo

<string name= >E1l argumento de un numero
complejo <i>z</i> = <i>a + bi</i> viene dado por:\n</string>

//mathv argumento num complejo

<string name= >+ Formas de expresiédn de un
numero complejo\n</string>

<string name= >De las expresiones del
mbédulo y argumento de un numero complejo se puede deducir que <i>a</i> =
<i>r cos @</1> y <i>b</i> = <i>r sen ¢</i>, por lo que\n\n

\t <i>z</i> = <i>a</i> + <i>bi</i> = <i>r</i> cos <i>p</i> +
<i>i</i> (<i>r</i>sen <i>@</i>) .\n\n

En consecuencia, los numeros complejos se pueden escribir de las
siguientes formas:\n\n

\t - Forma bindémica: <i>z</i> = <i>a</i> + <i>bi</i>\n

\t - Forma polar: <i>z</i> = <i>r<sub>@</sub></i>\n

\t - Forma trigonométrica: <i>z</i> = <i>r</i>(cos<i>@</i> +
<i>i</i>sen<i>@</i>)\n

\t - Forma exponencial: <i>z</i1> = <i>re<sup>pi</sup></i>\n

\t - Forma cartesiana: (<i>a</i>, <i>b</i>)\n

</string>

<string name= > Exponencial
compleja\n</string>

<string name= >Dado <i>p</i> € R, se
define la exponencial compleja como\n\n

\t <i>e<sup>ip</sup></i> = cos <i>e</i> + <i>i</i>sen <i>p</i>\n\n

Todo numero complejo se puede expresar de la siguiente forma:\n\n

\t <i>z</i> = <i>a</i> + <i>bi</i> = <i>r</i>(cos <i>e</i> +
<i>i</i>sen <i>e</1i>) = <i>re<sup>ie</sup></i>\n\n

Si <i>z</i> = <i>a</i> + <i>bi</i> la exponencial de <i>z</i> es:\n\n

\t <i>e<sup>z</sup></i> = <i>e<sup>a + bi</sup></i> =
<i>e<sup>a</sup></i> - <i>e<sup>bi</sup></i> = <i>e<sup>a</sup></i>
(cos <i>b</i> + <i>i</i>sen <i>b</i>)\n\n

A continuacién se muestra un ejemplo:\n

</string>

//mathv ejemplo expcompleja

<string name= . Operaciones con numeros
complejos\n</string>

<string name= > Operaciones con numeros




complejos en forma bindémica\n</string>

<string name= >Sean <i>z</i><sub>1</sub> =
<i>a</i> + <i>bi</i> y <i>z</i><sub>2</sub> = <i>c</i> + <i>di</i>\n\n

\t - Suma: <i>z</i><sub>1</sub> + <i>z</i><sub>2</sub> = (<i>a</i> +
<i>bi</i>) + (<i>c</1i> + <i>di</i>) = (<i>a</i> + <i>c</1i>) + (<i>b</i> +
<i>d</i>)<i>i</i>\n\n

\t - Resta: <i>z</i><sub>1</sub> - <i>z</i><sub>2</sub> = (<i>a</i> +
<1>bi</1>) - (<i>c</1> + <i>di</1>) = (<i>a</1> - <i>c</1>) + (<Ki>b</i> -
<i>d</i>)<i>i</i>\n\n

\t - Producto: <i>z</i><sub>1</sub> - <i>z</i><sub>2</sub> =
(<i>a</i> + <i>bi</i>) - (<i>c</1i> + <i>di</i>) = (<i>ac</i> - <i>bd</i>)
+ (<i>ad</i> + <i>bc</1i>)<i>i</i>\n\n

\t - Divisidén: se multiplica numerador y denominador por el conjugado
del denominador:\n</string>

// mathv divisidén bindmica

<string name= >\t - Potenciacidn: se
utiliza el binomio de Newton\n\n</string>
// mathv potenciacidén bindmica

<string name= >Para el calculo del
producto y el cociente de dos numeros complejos o la potencia n-ésima de
un numero complejo es conveniente utilizar la forma polar o la forma
trigonométrica para facilitar los calculos\n</string>

<string name= >+ Operaciones con numeros
complejos en forma polar y exponencial\n</string>

<string name= >En forma polar, sean
<i>z</i><sub>1</sub> = <i>m<sub>a</sub></i> y <i>z</i><sub>2</sub> =
<i>n<sub>p</sub></i>,
siendo <i>m</1i> = |<i>z</i><sub>1</sub>|, <i>n</1i> =
|<i>z</i><sub>2</sub>|, <i>a</1i> = Arg(<i>z</i><sub>1</sub>) y <i>B</i> =
Arg (<i>z</i><sub>2</sub>) : \n\n
\t - Producto: <i>z</i><sub>1</sub> - <i>z</i><sub>2</sub>
(<i>mn</i>) <sub><i>a</i> + <i>B</i></sub>\n\n
\t - Divisidén: <i>z</i><sub>1</sub> / <i>z</i><sub>2</sub>
(<i>m</i>/<i>n</1>)<sub><i>a</i> - <i>B</i></sub>\n\n
\t - Potenciacidn: (<i>z</i><sub>1</sub>)<sup><i>k</i></sup>
(<i>m<sup>k</sup></i>) <sub><i>ko</i></sub>\n\n
En forma exponencial, sean <i>z</i><sub>1</sub> =
<i>me<sup>io</sup></i> y <i>z</i><sub>2</sub> =
<i>ne<sup>1iR</sup></i>:\n\n
\t - Producto: <i>z</i><sub>1</sub> - <i>z</i><sub>2</sub>
(<i>mn</i>) <i>e</i><sup><i>i</i> (<i>oa</i> + <i>P</i>)</sup>\n\n
\t - Divisidn: <i>z</i><sub>1</sub> / <i>z</i><sub>2</sub>
(<i>m</1i> / <i>n</i>) - <i>e</i><sup><i>i</i> (<i>oa</1> -
<i>R</1i>)</sup>\n\n
\t - Potenciacidn: (<i>z</i><sub>1</sub>)<sup><i>k</i></sup>
(<i>m<sup>k</sup></i>) + <i>e</i><sup><i>ika</i></sup>\n
</string>

<string name= >+ Operaciones con numeros

complejos en forma trigonométrical\n</string>

<string name= >Sean <i>z</i><sub>1</sub> =
<i>m</1i>(cos <i>a</i> + <i>i</i>sen <i>a</1i>) y <i>z</i><sub>2</sub> =
<i>n</i>(cos <i>B</i> + <i>i</i>sen <i>p</i>)\n\n

\t - Producto: <i>z</i><sub>1</sub> - <i>z</i><sub>2</sub> =
<i>mn</1i> (cos (Ki>a</1i> + <i>PR</i>) + <i>i</i>(sen (<i>a</1i> +
<i>B</1>))\n\n

\t - Divisidén: se multiplica numerador y denominador por el conjugado




del denominador:\n
</string>
//mathv divisidén trigonométrica

<string name= >\t - Potenciacidn: se
realiza gracias a la Foérmula de Moivre:\n\n</string>
//mathv férmula moivre

<string name= >+ Radicacidén de nuUmero
complejos\n</string>

<string name= >Es la operacidén inversa de
la potenciacién. Solo se puede hacer en forma polar y trigonométrica.
Dado <i>z</i> = <i>m<sub>oa</sub></i>:\n\n

</string>

// mathv radicacién

<string name= >Hay <i>n</i> soluciones
distintas, todas ellas con el mismo médulo, por lo que sus afijos se
encuentran en un circulo de radio <sup>n</sup>V(<i>m</i>) igualmente
separados. Estas soluciones, ademéds, determinan poligonos regulares de
<i>n</i> vértices.\n

</string>

// EJERCICIOS

// 1
<string name= >Efecttia las siguientes
operaciones y simplifica el resultado:\n\n</string>
// 2
<string name= >1. Calcula en forma
binémica:\n\n</string>
<string name= >2. Halla el valor que
debe tener <i>x</1> para que el cociente:\n</string>
<string name= >sea:\n
\t a) Un ntmero real.\n
\t b) Un numero imaginario puro.
</string>
// 3
<string name= >1. Efectta estas
operaciones y da el resultado en forma polar y bindémica:\n\n</string>
<string name= >2. Sean:\n</string>
<string name= >Prueba
:\n</string>
<string name= >Si:\n</string>

//4

<string name= >1. Calcula:</string>

<string name= >2. Halla las
coordenadas de los vértices del tridngulo <i>ABC</i>, sabiendo que son
los afijos de las raices cuUbicas de -64. Calcula su area.</string>

<string name= >Aplicamos el Teorema
del coseno para calcular el lado <i>AB</i>:</string>

<string name= >Como el tridngulo es
equilatero, su altura y su area son:</string>

//5

<string name= >1. Resuelve estas

ecuaciones en C:</string>

//6

<string name= >1. Determina el valor
del <i>cos 15°</i> y <i>sen 15°</i> a partir de <i>cos 60°</i> , <i>sen
60°</1i> , <i>cos 45°</i> y <i>sen 45°</i>.\n\n</string>




<string name= >2. Calcular <i>cos
20</1> y <i>sen 2a</i>.</string>
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// Strings del Tema 2 de teoria de Calculo - Céalculo diferencial de
funciones de una variable

<string name= >Tema 2. Calculo diferencial de
funciones de una variable\n</string>

<string name= >2.1. Definiciones\n</string>

<string name= >Sea <i>D</i> € R
llamaremos <b>funcidén real de dominio real, <i>D</i></b>, a cualquier
correspondencia <i>f</i> que asigne a cada numero <i>x</i> € <i>D</i>
otro numero real uUnico, denotado por <i>f</i>(<i>x</1i>), que llamaremos
<b>valor de <i>f</i> en x</b>.\n\nPor ejemplo, si consideramos la funciédn
que a cada numero <i>x</i> le asocia el valor de su cuadrado y denotamos
por <i>f</i> a esta funcidn tenemos que <i>f</i> (<i>x</i>) =
<i>x<sup>2</sup></i>\n\n

Dada una funcidn <i>f</i> con dominio <i>D</i>, llamaremos
<b>grafica de <i>f</i></b> a la coleccidén de los pares numéricos (<i>x,
f</i>(<i>x</i>)) con <i>x</i> € <i>D</i>.\n\n

Dado que cada par de numeros puede ser representado mediante un
punto en un plano, donde se ha establecido un sistema de ejes coordenados
y una unidad de longitud, podemos interpretar la grafica de una funcidn
<i>f</i> como una coleccidén de puntos en el plano.\n\n

Por ejemplo, la siguiente grafica corresponde a la funcidén dada
por <i>f</i> (<i>x</1>) = <i>x<sup>2</sup></i>:\n\n

</string>

//imagen x"2

<string name= >Grafica de x"2, elaboracidn
propia</string>

<string name= >Sea <1>f</i>(<i>x</1>) una

funcidén definida en un intervalo real [<i>a, b</i>] y
<i>x</i><sub>0</sub> € [<i>a, b</i>]:\n\n

\t - La funcidn <i>f</i>(<i>x</1i>) alcanza un <b>minimo local o
relativo</b> en <i>x</i><sub>0</sub> si existe <i>e</i> > 0 de forma que
para todo <i>x</i> € [<i>x<sub>0</sub> - &</1i>, <i>x<sub>0</sub> +
£</1>], se cumple que <i>f</i>(<i>x</1i>) 2
<i>f</1i> (Ki>x</i><sub>0</sub>) .\n\n

\t - La funcidn <i>f</i>(<i>x</1i>) alcanza un <b>médximo local o
relativo</b> en <i>x</i><sub>0</sub> si existe <i>e</i> > 0 de forma que
para todo <i>x</i> € [<i>x<sub>0</sub> - &</1i>, <i>x<sub>0</sub> +
£</1>], se cumple que <i>f</i>(<i>x</i>) <
<i>f</1i> (Ki>x</i><sub>0</sub>) .\n\n

\t - La funcidén <i>f</i>(<i>x</i>) alcanza un <b>minimo
absoluto</b> en <i>x</i><sub>0</sub> si <i>f</i> (<i>x</i>) 2
<i>f</1> (<1i>x</1><sub>0</sub>) para todo <i>x</i> perteneciente
dominio de <i>f</i>.\n\n

\t - La funcidén <i>f</i>(<i>x</1i>) alcanza un <b>maximo
absoluto</b> en <i>x</i><sub>0</sub> si <i>f</i>(<i>x</i>) <
<i>f</1> (<i>x</1i><sub>0</sub>) para todo <i>x</i> perteneciente al
dominio de <i>f</i>.\n\n

Se suele decir que <i>x</1><sub>0</sub> es un extremo de
<i>f</1i> (<i>x</1>) si esta funcidn alcanza un maximo o un minimo en dicho
punto <i>x</i><sub>0</sub>.




</string>

<string name= >2.2. Limites y
continuidad\n</string>

<string name= >Sea <i>f</i>(<i>x</i>) una
funcién definida en un intervalo real [<i>a, x</i><sub>0</sub>) diremos
que el numero <i>M</i> es el <b>limite de la funcidn <i>f</1i>(<i>x</1>)
cuando <i>x</i> tiende a <i>x</i><sub>0</sub> por la izquierda</b> si los
valores de <i>f</i>(<i>x</i>) se aproximan a <i>M</i> conforme los
valores de <i>x</i> con <i>x</1i> \u003C <i>x</i><sub>0</sub> se aproximan
a <i>x</i><sub>0</sub>.\n\n

</string>

// insertar latex de limite por la izquierda

<string name= >Sea <i>f</i>(<i>x</i>) una
funcién definida en un intervalo real (<i>x</i><sub>0</sub>, <i>b</i>]
diremos que el numero <i>N</i> es el <b>limite de la funcidn
<i1>f</1>(<i>x</1i>) cuando <i>x</i> tiende a <i>x</i><sub>0</sub> por la
derecha</b> si los valores de <i>f</i> (<i>x</1>) se aproximan a <i>N</i>
conforme los valores de <i>x</i> con <i>x</1i> > <i>x</i><sub>0</sub> se
aproximan a <i>x</i><sub>0</sub>.\n\n

</string>

// insertar latex de limite por la derecha

<string name= >Sea <i>f</i>(<i>x</i>) una
funcidén definida en los intervalos reales [<i>a, x</i><sub>0</sub>) y
(<i>x</i><sub>0</sub>, <i>b</i>] (<i>f</i>(<i>x</i>) no tiene por qué
estar definida en <i>x</i><sub>0</sub>) diremos que el numero <i>L</i> es
el <b>limite de la funcidn <i>f</i> (<i>x</i>) cuando <i>x</i> tiende a
<i>x</i><sub>0</sub></b> si los limites laterales coinciden con el valor
del limite anterior, es decir:\n\n

</string>

// insertar latex de definicion de limite

<string name= >Sea <i>f</i>(<i>x</i>) una
funcidén definida en un intervalo real [<i>a, b</i>] y sea un valor
<i>x</i><sub>0</sub> € [<i>a, b</i>] diremos que el <i>f</i> (<i>x</1i>) es
<b>continua en <i>x</i><sub>0</sub></b> si\n\n

</string>

// insertar latex de definicion de continuidad

<string name= >Diremos que la funcién
<i>f</1i>(<i>x</i>) es <b>continua en un subconjunto <i>S</i> € R</b> si
<i>f</1i>(<i>x</i>) es continua en todos los puntos de <i>S</i>.\n\n
La definicidén de continuidad de <i>f</i>(<i>x</1>) en un punto
<i>x</1><sub>0</sub> exige que:\n\n
</string>
// insertar latex de condiciones de continuidad

<string name= >Un punto donde la funcién

<i>f</1i>(<i>x</1>) no es continua se le denomina <b>punto de
discontinuidad</b> y se distinguen tres tipos de discontinuidades:\n\n

\t - <i>x</i><sub>0</sub> € R es una discontinuidad
<b>evitable</b> si existe <i>f</1i>(<i>x</1i><sub>0</sub>), existe el
limite de <i>f</1i> (<1i>x</1>) cuando <i>x</1> tiende a
<i>x</1i><sub>0</sub> pero no coinciden.\n\n

\t - <i>x</i><sub>0</sub> € R es una discontinuidad de
<b>primera especie o de salto finito</b> si existe
<i>f</1i> (<1>x</1i><sub>0</sub>), existen los limites laterales pero son
distintos.\n\n

\t - <i>x</i><sub>0</sub> € R es una discontinuidad de
<b>segunda especie o de salto infinito</b> si alguno de los limites




laterales no existe.\n\n
A continuacién resumimos algunos resultados fundamentales sobre
limites y continuidad de funciones.
</string>
// insertar latex de propiedades de limites

<string name= > e
Indeterminaciones\n\n</string>

<string name= >Existen ciertos limites que
al calcularlos dan lugar a los siguientes resultados:\n\n

</string>

// insertar latex de indeterminaciones de limites

<string name= >A este tipo de resultados
se les denomina indeterminacidén, y hay que realizar algunas operaciones
algebraicas previas para resolverlos. En el apartado de ejercicios se
verdn los distintos casos posibles con su resolucidén:\n\n

</string>

<string name= >2.3. La derivada\n</string>

<string name= >Consideremos una funcidn
<i>f</1i>(<i>x</i>) definida para todos los valores cercanos a <i>x</i>,
entonces la <b>derivada de la funcién <i>f</i> en el punto
<i>x</i><sub>0</sub> viene dada por:</b>\n\n

</string>

// insertar latex de definicidén de derivada

<string name= >siempre que este limite
exista. Cuando dicho limite existe, se dice que <i>f</i> es
<b>derivable</b> en el punto <i>x</i><sub>0</sub>. Dicho de otro modo,
<i>f</1i>(<i>x</i>) es derivable en <i>x</i><sub>0</sub> si y solo si
existen y son iguales las dos derivadas laterales en
<i>x</1><sub>0</sub>.\n\n

</string>

<string name= > Intepretacidn
fisica\n\n</string>

<string name= >El significado fisico de 1la
derivada de una funcidén <i>f</i> en un punto <i>x</i><sub>0</sub> es el
de la velocidad instantdnea de crecimiento o razdén instantdnea de cambio,
de la funcidn <i>f</i> en ese punto <i>x</i><sub>0</sub>.\n\n

</string>

<string name= > Intepretacidn
geométrica\n\n</string>

<string name= >Desde el punto de vista
geométrico, la derivada de una funcidén <i>f</i> en un punto
<i>x</1i><sub>0</sub> es igual a la pendiente de la recta tangente a la
grafica de <i>f</i>(<i>x</i>) en el punto (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>f</1i> (Ki>x</i><sub>0</sub>)) .\n\n

</string>

<string name= >+ Propiedades de las
derivadas\n\n</string>

<string name= >A continuacidédn enunciamos
algunas propiedades y resultados importantes de la derivada que conviene
recordar:\n\n

</string>




// insertar latex de propiedades y resultados de derivadas

<string name= >+ Rectas tangente y
normal\n\n</string>

<string name= >Sea <i>f</i>(<i>x</i>) una
funcidén definida y derivable en <i>x</i><sub>0</sub>, la ecuacidén de la
recta tangente a <i>f</i>(<i>x</i>) en el punto (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>f</1i> (<1i>x</1><sub>0</sub>)) viene dada por:\n\n

</string>

// insertar latex de recta tangente

<string name= >Por otra parte, la ecuacidn
de la recta normal (perpendicular a la recta tangente) a
<i>f</1>(<i>x</i>) en el punto (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>f</1> (<i>x</i><sub>0</sub>)) viene dada por:\n\n

</string>

// insertar latex de recta normal

<string name= > Derivadas y valores
extremos\n\n</string>

<string name= >Dada una funcidén
<i>f</1>(<i>x</i>), llamaremos <b>punto critico de <i>f</i> (<i>x</i>)</b>
a un valor <i>x</i> que cumpla una de las siguientes condiciones:\n\n
\t - <i>f</1i> (<i>x</1i>) = 0.\n\n
\t - No existe <i>f</i>(<i>x</i>) = 0.\n\n
\t - Si el dominio de <i>f</i>(<i>x</i>) estd definido por uno o
varios intervalos, <i>x</1> es extremo de uno de esos intervalos.\n\n
</string>

<string name= >Si la funcidn
<1>f</1>(<i>x</1>) tiene un extremo local (maximo o minimo) en
<i>x</i><sub>0</sub> y es <b>derivable</b> en <i>x</i><sub>0</sub>,
entonces <i>f\'</i>(<i>x</i>) = 0. Sin embargo, que <i>f\'</i> (<i>x</i>)
= 0 no garantiza que <i>f</i>(<i>x</i><sub>0</sub>) sea un valor extremo
relativo.\n\n

</string>

<string name= >\t - Si una funcidn
<i>f</i>(<i>x</i>) es continua en un intervalo cerrado [<i>a, b</i>],
entonces alcanza un valor maximo y otro minimo en dicho intervalo.\n\n
\t - Si una funcidén <i>f</i>(<i>x</1i>) es derivable en un punto
critico, <i>x</i><sub>0</sub>, entonces <i>x</1><sub>0</sub> es un
extremo relativo si y solo si <i>f</i> (<i>x</1i>) cambia de signo en
<i>x</i><sub>0</sub>.\n\n
\t - Si <i>x</i><sub>0</sub> es un valor del dominio de
<i>f</1i>(Ki>x</i>) tal que <i>f</i>(<i>x</i><sub>0</sub>) = 0 y ademés
<1>f</1> (Ki>x</1i><sub>0</sub>) existe, entonces <i>f</i>(<i>x</1>)
alcanza en:
</string>
//insertar latex pag 19 apartado 3

<string name= >+ Reglas de
derivacién\n\n</string>

<string name= >A continuacién se muestra
la tabla de derivadas que resume todas las reglas de derivacidén. La
demostracién de las mismas no viene incluida, sin embargo se puede
encontrar en cualquier libro o recurso.\n\n

</string>

//latex tabla derivadas




<string name= >+ Derivacién
logaritmica\n\n</string>

<string name= >En ocasiones tomando
logaritmos y aprovechando sus propiedades se simplifica notablemente el
calculo de la derivada de una funcidén. Suele ocurrir cuando tenemos una
funcidén del tipo <i>y</i> =
<i>f</1> (K1>x</1>) <sup><i>g</i> (<i>x</i>)</sup>. Un ejemplo:\n\n

</string>

// latex derivacidén logaritmica

<string name= >+ Regla de
L\ 'Hopital\n\n</string>

<string name= >Sean <i>f</i> y <i>g</i>
funciones derivables en un entorno (<i>a - r, a + r</i>) del punto
<i>a</i>.\n\n

</string>

//latex 1'hopital

<string name= >En resumen:\n\n
</string>
//latex 1'hopital 2

<string name= >Este proceso por el cual
se calcula el limite de un cociente del tipo (0/0) mediante el céalculo
del limite del cociente de sus derivadas se denomina Regla de
L\ 'Hopital.\n\n

A veces, después de este primer paso, se llega a otra

indeterminacién, por lo que se puede repetir el proceso. Hay expresiones
del tipo (= - «), (l<sup>=</sup>) u otras que, con un poco de habilidad,
se pueden poner en forma de cociente para que se les pueda aplicar la
regla de L\'Hopital.

</string>

//latex 1'hopital

<string name= >2.4. Diferencial de una
funcién\n</string>

<string name= > Definicidén\n\n</string>

<string name= >Una funcidén
<i>f</1i>(<i>x</i>) se dice que es diferenciable en un punto de abcisa
<i>x</1> cuando su incremento se puede descomponer en dos sumandos: uno
de ellos es <i>f\'(x) - h</i> y el otro es <i>e - h</i>, es decir:\n\n
<I>F</1>(<i>x + h</1i>) - <i>f</i> (Ki>x</i>) = <i>f\'(x) -+ h</i> +
<i>e - h</i>\n\n
donde <i>e</1> es una funcidén que depende de <i>h</i> y tiende a
cero cuando <i>h</i> también tiende a cero\n\n
</string>
// imagen diferencial

<string name= >Se llama <b>diferencial</b>
de una funcidn <i>y</i> = <i>f</i>(<i>x</i>) en <i>x</i> al valor
<i>f\'(x) - h</i> y se representa por d<i>y</i> o
d<i>f</1> (<i>x</1>) .\n\n
Si <i>f</i> (<i>x</i>) = <i>x</1i> - <i>f\'</i> (<i>x</1i>)
d<i>f</1>(<1>x</1>) = d<i>x</1> = <i>h</1> - d<i>f</1i> (K1>x</1>) =
d<i>y</1i> = <i>f\'</i>(<i>x</1i>) - d<i>x</i>.\n\n
Toda funcién derivable es diferenciable.\n\n
</string>

<string name= > Interpretacidn




fisica\n\n</string>

<string name= >S1 <i>f</i>(<i>x</1>) es
una funcidén que representa una medida fisica, su diferencial es una
estimacién del error absoluto de dicha medida.\n\n
Recordemos que el error absoluto es la diferencia entre el valor
aproximado y el valor exacto de una medida.\n\n
Como el error absoluto en si no dice gran cosa, se compara con el
valor de la medida o de la funcidén para ver si es aceptable o no.\n\n
Se define el error relativo como el cociente entre el error
absoluto y el valor exacto, es decir, entre el diferencial y el valor de
la funcidén. Si este error se expresa como uUn porcentaje se denomina error
porcentual.\n\n
En la préactica el valor exacto de una cantidad se desconoce, por
lo que se toma como valor exacto el medido o calculado.\n\n
</string>

<string name= >El1 diferencial de una
funcidén <i>f</i>(<i>x</1i>) en un punto <i>x</i> es la diferencia entre
las ordenadas de la recta tangente a la grafica de dicha funcidén en
<i>x</1> correspondientes a los puntos <i>x</1i> y <i>x + h</i>.\n\n
</string>

<string name= >Imagen usuario Usuwiki
wikipedia</string>

<string name= >Imagen propia</string>

// EJERCICIOS

// 1

<string name= >Calcula la ecuacidén de
las rectas tangente y normal a la grafica de la funcidn <i>y</i> =
3<i>x</i><sup>2</sup> + 5<i>x</1i> - 2 en <i>x</i> = 1:\n</string>

// 2

<string name= >Mediante la diferencial
hallar un valor aproximado de <i>f</i> (<i>x</1>) = <i>x</i><sup>2</sup>
cuando <i>x</i> = 1\'02:\n\n</string>

<string name= >Como <1>x</i> = 1\'02
tomamos <i>x</i> = 1 y d<i>x</i> = 0\'02\n</string>

// 3
<string name= >Calcula y simplifica la
derivada de la siguiente funcidén racional:\n</string>

'

<string name= >Calcula y simplifica la
derivada de la siguiente funcidén trigonométrica:\n</string>

// 5

<string name= >Realiza el estudio de la
siguiente funcidén racional:\n</string>
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// Strings del Tema 3 de teoria de Calculo - Tipos de funciones
<string name= >3. Tipos de funciones\n</string>

<string name= >3.1. Caracteristicas




generales de una funcidén\n\n</string>

<string name= >Ademas del dominio, la
continuidad y la derivabilidad, existen otras caracteristicas que definen
a una funcidén tales como:\n\n
\t - <b>Periodicidad</b>: una funcidén <i>f</i>(<i>x</i>) es
periddica si y solo si existe un <i>T</i> tal que <i>f</i>(<i>x + T</1i>)
= <i>f</1>(<i>x</1>) para todo <i>x</i> dentro del dominio de
<1>f</1i>(<1>x</1i>) .\n\n
\t El menor numero real positivo <i>T</i> que cumpla esta
condicién es el periodo de <i>f</i>.\n\n
\t - <b>Simetrias</b>: Estudiaremos dos tipos de simetrias:\n\n
\t\t a) <b>Simetria impar o respecto del eje 0Y</b>:
<i>f</1i>(<i>x</1>) es simétrica respecto del eje OY si <i>f</i>(<i>-
x</1>) = <i>f</i>(<i>x</1>) para todo <i>x</i> dentro del dominio de
<i>f</1>(<i>x</i>) .\n\n
\t\t b) <b>Simetria par o respecto del origen de coordenadas</b>:
<i>f</1i>(<i>x</1i>) es simétrica respecto del origen si <i>f</i> (<i>-
x</1>) = —-<i>f</1>(<i>x</1>) para todo <i>x</i> dentro del dominio de
<i>f</1i> (<i>x</1>) .\n\n
\t - <b>Asintotas</b>: Se llama asintota de una curva <i>y</i> =
<i>f</1>(<i>x</i>) a una recta <i>r</i> tal que, si un punto (<i>x,
y</1>) se mueve sobre la curva de modo que, al menos, una de Ssus
coordenadas tienda a infinito, entonces la distancia entre ese punto y la
recta <i>r</i> tiende a cero. Estudiaremos tres tipos de asinttotas:\n\n
\t\t a) <b>Asintotas verticales</b>: Son rectas paralelas al eje
OY. Sus ecuaciones son de la forma <i>x</i> = <i>a</i>. La determinacién
de <i>a</i> se hace calculando los valores finitos de <i>x</i> que hacen
que <i>f</1i>(<1i>x</1i>) sea z«~.\n\n
\t\t b) <b>Asintotas horizontales</b>: Son rectas paralelas al
eje OX. Sus ecuaciones son de la forma <i>y</i> = <i>a</i>. Los valores
de <i>a</i> se determinan calculando los limites de <i>f</i> (<i>x</1>)
cuando <i>x</i> tiende a t«. La posicidén de la curva respecto de la
asintota se obtiene estudiando el signo de <i>f</i>(<i>x</1i>) - <i>a</i>
cuando <i>x</i> - Ze~.\n\n
\t\t c) <b>Asintotas oblicuas</b>: Son rectas de ecuacidbn
<i>y</i> = <i>ax + b</i>, siendo:
</string>
//latex asintota oblicua

<string name= >\t - <b>Puntos de corte con

los ejes</b>:\n\n

\t\t a) <b>Con el eje OX</b>: Hacemos <i>y</i> = 0 y hallamos el
valor de <i>x</i>.\n\n

\t\t b) <b>Con el eje 0Y</b>: Solo puede haber un punto de corte
cuya ordenada se obtiene haciendo <i>x</i> = 0.\n\n

\t - <b>Monotonia, concavidad e inflexidén</b>: vamos a definir
estos conceptos:\n\n

\t\t a) <b>Monotonia</b>: se dice que una funcidn
<i>f</i>(<1i>x</1i>) es <i>mondtona creciente</i> en un intervalo <i>I</i>
si y solo si x<sub>1</sub> \u003C x<sub>2</sub> =
<i>f</1i> (<Ki>x</i><sub>1</sub>) < <i>f</1i>(<i>x</i><sub>2</sub>), V
<i>x</i><sub>1</sub>, <i>x</i><sub>2</sub> € <i>I</i>\n\n

\t\t Se dice que una funcidén es <i>mondtona decreciente</i> en un
intervalo <i>I</i> si y solo si x<sub>1</sub> \u003C x<sub>2</sub> =
<I>F</1> (Ki>x</1i><sub>1</sub>) 2 <i>f</i>(<i>x</1i><sub>2</sub>), V
<i>x</i><sub>1</sub>, <i>x</i><sub>2</sub> € <i>I</i>\n\n

\t\t Si se sustituyen los £ y 2 por \u003C y > se dice que
<i>f</1i>(<1i>x</1>) es <i>estrictamente creciente</i> y <i>estrictamente
decreciente</i>, respectivamente.\n\n

\t\t Una funcidén <i>f</i>(<i>x</i>) es <i>creciente en un punto
x<sub>0</sub></1i> si y solo si existe un entorno de <i>x<sub>0</sub></i>
en el cual la funcidén es creciente. Equivalentemente, existe un entorno




<i>I</1> de <i>x<sub>0</sub></i> tal que <i>x<sub>1</sub></i> \u003C
<i>x<sub>0</sub></1> \u003C <i>x<sub>2</sub></i> =
<i>f</1i> (<i>x</i><sub>1</sub>) < <i>f</1i>(<1i>x</i><sub>0</sub>) <
<I>f</1> (K1>x</1i><sub>2</sub>) V <i>x</i><sub>1</sub>,
<i>x</i1><sub>2</sub> € <i>I</i>\n\n

\t\t Andlogamente se define decreciente, estrictamente creciente
y estrictamente decreciente en <i>x<sub>0</sub></i>.\n\n

\t\t Si <i>f</i>(<i>x</i>) es una funcidén definida y derivable en
<i>x<sub>0</sub></1>, entonces:\n\n

\t\t\t - Si <i>f\'</1i> (<i>x<sub>0</sub></1>) > 0 la funcidn es
estrictamente creciente en <i>x<sub>0</sub></i>.\n\n

\t\t\t - Si <i>f\'</1i> (<i>x<sub>0</sub></i>) \u003C 0 la funcidn
es estrictamente decreciente en <i>x<sub>0</sub></i>.\n\n

\t - <b>Concavidad e inflexidén</b>: Se dice que una funcidn
<i>f</1i>(<1i>x</1>) es <i>cdncava</i> en un intervalo <i>I</i>, respecto
de la direccidédn positiva del eje de ordenadas, cuando para todo punto
<i>x</1i> € <i>I</i> la curva se encuentra respecto de la tangente en el
mismo semiplano que la direccidén positiva del eje de ordenadas.\n\n

\t\t Se dice que una funcidén <i>f</i>(<i>x</i>) es <i>convexa</i>
en un intervalo <i1>I</i>, respecto de la direccidn positiva del eje de
ordenadas, cuando para todo punto <i>x</i> € <i>I</i> la curva se
encuentra respecto de la tangente en distinto semiplano que la direccidn
positiva del eje de ordenadas.\n\n

\t\t Se dice que <i>f</i>(<i>x</i>) tiene un <i>punto de
inflexidén</i> en <i>x<sub>0</sub></1> cuando existe un entorno de
<i>x<sub>0</sub></i> en el que la curva es cdncava a la izquierda y
convexa a la derecha de <i>x<sub>0</sub></i> o viceversa.\n\n

\t Por tanto:\n\n

\t\t Sea <i>f</i>(<i>x</1i>) una funcién definida y derivable
hasta la segunda derivada en <i>x<sub>0</sub></i>, entonces:\n\n

\t\t\t - Si <i>f\'\'</i> (<i>x<sub>0</sub></1>) \u003C 0 entonces
<1>f</1>(<i>x</1>) es convexa en <i>x<sub>0</sub></i>.\n\n

\ENENE - Si <i>£\'\'</i> (<i>x<sub>0</sub></i>) > 0 entonces
<i>f</i> (<i>x</i>) es cdncava en <i>x<sub>0</sub></i>.\n\n

\t\t\t - Si <i>F\'\'</i> (<i>x<sub>0</sub></i>) = 0 y
<I>FEN'"\'\'</1i> (Ki>x<sub>0</sub></1>) # 0 entonces <i>f</1i> (<i>x</1i>)
tiene un punto de inflexidén en <i>x<sub>0</sub></i>.\n\n

</string>

<string name= >3.2. Tipos de
funciones\n\n</string>

<string name= >Existen distintos tipos de
funciones y a continuacidén se resumen las caracteristicas de cada uno de
ellos.\n\n
\t - <b>Funciones polindémicas</b>: una funcidén polindmica es
aquella que estd definida por un polinomio:\n\n
</string>
//latex polinomio

<string name= >\t donde

<i>a<sub>0</sub></i>, <i>a<sub>1</sub></i>, .., <i>a<sub>n-1</sub></i>,
<i>a<sub>n</sub></i> son nuUmeros reales que se llaman <b>coeficientes del
polinomio</b> y n es el <b>grado del polinomio</b>.\n\n

\t Las <b>caracteristicas generales</b> son las siguientes:\n\n

\t\t 1) El dominio de definicidén es el conjunto de los numeros
reales (R).\n\n

\t\t 2) Son siempre continuas.\n\n

\t\t 3) No tienen asintotas.\n\n

\t\t 4) Cortan al eje X, como madximo, un numero de veces igual
que el grado del polinomio.\n\n

\t\t 5) Cortan el eje Y en el punto (O,
<i>a<sub>0</sub></i>) .\n\n




\t\t 6) El numero de méximos y minimos relativos es, a lo sumo,
igual al grado del polinomio menos uno.\n\n
\t\t 7) El numero de puntos de inflexidén es, a lo sumo, igual al
grado del polinomio menos dos.\n\n
\t <b>Funciones racionales</b>: una funcidén es racional si es el
cociente de dos polinomios:\n\n
</string>
//latex funcidén racional

<string name= >\t siendo el grado del
polinomio <i>Q</i> (<i>x</1i>) # 0.\n\n
\t Las <b>caracteristicas generales</b> son las siguientes:\n\n
\t\t 1) El dominio de definicidédn son los numeros reales menos las
raices del denominador, es decir: <i>D</1i>(<1i>f</1i>) = R - {<i>x</1i> € R
/ <1>0</1i>(<i>x</1i>) = 0}.\n\n
\t\t 2) Son discontinuas en los valores de <i>x</i> que son
raices del denominador.\n\n
\t\t 3) Tienen asintotas verticales en cada raiz del denominador
que no lo sea del numerador, y pueden tener asintotas horizontales y
oblicuas.\n\n
\t <b>Funciones con radicales o irracionales</b>: Las funciones
con radicales son las funciones que tienen la variable independiente
<i>x</1> bajo el signo radical, es decir:\n\n
</string>
//latex funcidn irracional

<string name= >\t Las <b>caracteristicas

generales</b> son las siguientes:\n\n

\t\t 1) Si <i>n</i> es un numero par su dominio es el intervalo
en el que g(x) 2 0.\n\n

\t\t 2) Si <i>n</i> es impar, su dominio es R.\n\n

\t\t 3) Su representacidén grafica es una rama de una
paradbola.\n\n

\t - <b>Funciones exponenciales</b>: son las funciones que tienen
la variable independiente en el exponente, es decir, son de la forma
<I>f</1> (Ki>x</i>) = <i>a<sup>x</sup></1i> siendo <i>a</i> > 0 y <i>a</i>
# 1. Cumple las siguientes propiedades:\n\n

\t\t 1) V<i>x</1i>, <i>y</i> € R, <i>a<sup>x+y</sup></i> =
<i>a<sup>x</sup></i> - <i>a<sup>y</sup></i>.\n\n

\t\t 2) Si <i>x</i> = m/n, m, n € Z, <i>a<sup>x</sup></i> =
<i>a<sup>m/n</sup></i> = (<i>a<sup>m</sup></i>)<sup>1/n</sup> =
(<i>a<sup>1/n</sup></i>)<sup>m</sup>.\n\n

\t\t 3) La funcidén <i>a<sup>x</sup></i> es derivable.\n\n

\t\t 4) Como <i>a<sup>0</sup></i> = 1 , la funcidén siempre pasa
por el punto (0, 1). La funcidén corta el eje Y en el punto (0, 1) y no
corta el eje X.\n\n

\t\t 5) Si <i>a</i> > 1 la funcidén es creciente. Si 0 \uOO03C a
\u003C 1 la funcidén es decreciente.\n\n

\t\t 6) El dominio de una funcidén exponencial es R.\n\n

\t\t 7) Su recorrido es (0, +«).\n\n

\t\t 8) Son funciones continuas.\n\n

\t\t 9) Como <i>a<sup>1</sup></i> = <i>a</i>, la funcidén siempre
pasa por el punto (1, <i>a</i>).\n\n

\t\t 10) Son siempre concavas.\n\n

\t\t 11) El eje X es una asintota horizontal.\n\n

\t\t\t - Si <i>a</i> > 1: Al elevar un numero mayor que 1 a
cantidades negativas cada vez méds grandes, el valor de la potencia se
acerca a cero, por tanto cuando <i>x</i> - -« , entonces
<i>a<sup>x</sup></i> - 0.\n\n

\t\t\t - Si 0 \u003C <i>a</i> \u003C 1: ocurre lo contrario que
en el caso anterior, cuando <i>x</1> - +«, entonces <i>a<sup>x</sup></i>
— 0.\n\n

\t\t 12) Respecto a la funcidn exponencial




<i>e<sup>x</sup></i>:\n\n

\t\t\t - La funcidén inversa es el logaritmo neperiano: <i>y</i> =
<i>e<sup>x</sup></i> & <i>x</i> = 1n <i>y</i>.\n\n

\t\t\t - Su dominio es R y el recorrido <i>y</i> > 0.\n\n

\t\t\t - Es continua, cdéncava hacia arriba y creciente en todo su
dominio.\n\n

\t\t\t - Los limites de la funcidén cuando <i>x</i> tiende a += y
- gon « y 0 respectivamente.\n\n

\t - <b>Funciones logaritmicas</b>: son funciones del tipo
<i>f</1>(<i>x</i>) = log<sub>a</sub><i>x</i> siendo <i>a</i> > 0 y
<i>a</i> # 1.\n\n

\t Sean <i>a, b</i> € R, <i>a, b</i> > 0, <i>a</i> # 1 diremos
que log<sub>a</sub> (<i>b</i>) = <i>x</i> si <i>a<sup>x</sup></i> =
<i>b</i>.\n\n

\t\t - Al numero <i>x</i> lo denominaremos <b>logaritmo en base
<i>a</i> de <i>b</i></b>.\n\n

\t\t - Si <i>a</i> = <i>e</i> se denomina logaritmo <b>neperiano
o natural</b> de <i>b</i> y se denota <i>x</i> = 1ln (<i>b</i>).\n\n

\t\t A continuacidén se resumen las propiedades de los
logaritmos:\n\n

</string>
//latex propiedades logaritmos

<string name= >\t Las <b>caracteristicas

generales</b> de la funcidén son las siguientes:\n\n

\t\t 1) Es la inversa de la funcidén exponencial
<I>f</1i>(<i>x</1>) = <i>a<sup>x</sup></i>.\n\n

\t\t 2) El dominio de una funcidén logaritmica son los numeros
reales positivos: Dom (<i>f</1i>(<i>x</1>)) = (0, +«).\n\n

\t\t 3) Su recorrido es R.\n\n

\t\t 4) Son funciones continuas.\n\n

\t\t 5) Como log<sub><i>a</i></sub>1 = 0, la funcidén siempre pasa
por el punto (1, 0). La funcidén corta el eje X en el punto (1, 0) y no
corta el eje Y.\n\n

\t\t 6) Como log<sub><i>a</i></sub><i>a</i> = 1, la funcidn
siempre pasa por el punto (<i>a</i>, 1) .\n\n

\t\t 7) Si <i>a</i> > 1 la funcidén es creciente. Si 0 \uO03C a
\u003C 1 la funcidén es decreciente.\n\n

\t\t 8) Son funciones continuas.\n\n

\t\t 9) Como <i>a<sup>1</sup></i> = <i>a</i>, la funcidén siempre
pasa por el punto (1, <i>a</i>).\n\n

\t\t 10) Son convexas si <i>a</i> > 1. Son cdéncavas si 0 \u003C a
\u003C 1.\n\n

\t\t 11) El eje Y es una asintota vertical.\n\n

\t\t\t - Si <i>a</i> > 1: cuando <i>x</i> - 0<sup>+</sup>,
entonces log<sub><i>a</i></sub><i>x</i> - -«=.\n\n

\t\t\t - Si 0 \u003C <i>a</i> \u003C 1: cuando <i>x</i> -
0<sup>+</sup>, entonces log<sub><i>a</i></sub><i>x</i> - +e=.\n\n

\t\t 12) Respecto a la funcidén logaritmo neperiano:\n\n

\t\t\t - La funcidén inversa es la exponencial de base <i>e</i>:
<i>y</i> = 1In<i>x</1i> & <i>x</1i> = <i>e</i><sup><i>y</i></sup>.\n\n

\t\t\t - Su dominio es R, con <i>x</i> > 0 y el recorrido R.\n\n

\t\t\t - Es continua, convexa y creciente en todo su dominio.\n\n

\t\t\t - Los limites de la funcidén cuando <i>x</i> tiende a
O<sup>+</sup> y +« son - e = respectivamente.\n\n

\t - <b>Funciones trigonométricas</b>: una funcidén trigonométrica
es aquella que da el valor de una razdédn trigonométrica en funcidén de un
dngulo. Todas las funciones trigonométricas son periddicas.\n\n

\t Las caracteristicas fundamentales de la funcidén <b>seno</b>
son las siguientes:\n\n

\t\t 1) Su dominio es R y es continua.\n\n

\t\t 2) Su recorrido es [- 1, 1] ya que - 1 £ sen<i>x</i> <
1.\n\n




\t\t 3) Corta al eje X en los puntos <i>k</i>‘'m con <i>k</i> € Z.
Corta al eje Y en el punto (0, 0).\n\n

\t\t 4) Es impar, es decir, simétrica respecto al origen, sen (-
<i>x</1i>) = -sen (—-<i>x</1i>).\n\n

\t\t 5) Es estrictamente creciente en los intervalos de la forma
(<i>a, b</i>) donde <i>a</i> = -m/2 + 2:<i>k</i>'m y b = n/2 +
2 :<i>k</i>'m siendo <i>k</i> € Z. Es estrictamente decreciente en los
intervalos de la forma (<i>a, b</i>) donde <i>a</i> = n/2 + 2 -<i>k</i>'m
vy b = 3n/2 + 2:<i>k</i>'m siendo <i>k</i> € Z.\n\n

\t\t 6) Tiene infinitos maximos relativos en los puntos de la
forma (/2 + 2:<i>k</i>-'m, 1) con <i>k</1i> € Z. Tiene infinitos minimos
relativos en los puntos de la forma (3m/2 + 2-<i>k</i>‘'m, - 1) con
<i>k</i> € Z.\n\n

\t\t 7) Es periddica de periodo 2n — sen <i>x</i> = sen (<i>x</i>
+ 2m) . La funcidén <i>f</i>(<i>x</i>) = sen(<i>k-'x</1i>) es periddica de
periodo <i>T</i> = 2m/<i>k</i>. Para [<i>k</i>| > 1 el periodo disminuye
y para 0 \u003C |<i>k</i>| \uO03C 1 el periodo aumenta.\n\n

\t Las caracteristicas fundamentales de la funcién <b>coseno</b>
son las siguientes:\n\n

\t\t 1) Su dominio es R y es continua.\n\n

\t\t 2) Su recorrido es [- 1, 1] ya que - 1 £ cos<i>x</i> <
1.\n\n

\t\t 3) Corta al eje X en los puntos m/2 + <i>k</i>‘m con
<i>k</i> € Z. Corta al eje Y en el punto (0, 1).\n\n

\t\t 4) Es par, es decir, simétrica respecto al eje Y,
cos (<1>x</1>) = cos (-<i>x</1>) .\n\n

\t\t 5) Es estrictamente creciente en los intervalos de la forma
(<i>a, b</i>) donde <i>a</i> = -m + 2-<i>k</i>'m y b = 0 + 2-<i>k</i>'m
siendo <i>k</i> € Z. Es estrictamente decreciente en los intervalos de la
forma (<i>a, b</i>) donde <i>a</i> = 0 + 2-<i>k</i>'m y b = m +
2 '<i>k</i>'m siendo <i>k</i> € Z.\n\n

\t\t 6) Tiene infinitos maximos relativos en los puntos de la
forma (2 -<i>k</i>-'m, 1) con <i>k</i> € Z. Tiene infinitos minimos
relativos en los puntos de la forma (m + 2-<i>k</i>‘'m, - 1) con <i>k</i>
€ Z.\n\n

\t\t 7) Es periddica de periodo 2m — cos<i>x</i> = cos (<i>x</i>
+ 2m) . La funcidén <i>f</i>(<i>x</1i>) = cos(<i>k -x</i>) es peridbddica de
periodo <i>T</i> = 2m/<i>k</i>. Para |[<i>k</i>| > 1 el periodo disminuye
y para 0 \u003C |<i>k</i>| \u0O03C 1 el periodo aumenta.\n\n

\t Se define la funcién <b>tangente</b> como la razdbdn entre la
funcidén seno y la funcidén coseno — <i>f</i> (<i>x</i>) = tg(<i>x</1i>) =
sen<i>x</i>/cos<i>x</i>. Las caracteristicas fundamentales son las
siguientes:\n\n

\t\t 1) Su dominio es R - {m/2 + <i>k</i>-'m con <i>k</i> €
Z} .\n\n

\t\t 2) Es discontinua en los puntos n/2 + <i>k</i>-'m con
<i>k</i> € Z.\n\n

\t\t 3) Su recorrido es R .\n\n

\t\t 4) Corta al eje X en los puntos <i>k</i>‘'m con <i>k</i> € Z.
Corta al eje Y en el punto (0, 0).\n\n

\t\t 5) Es impar, es decir, simétrica respecto al origen, tg(-
<i>x</1i>) = -tg(<i>x</1i>) .\n\n

\t\t 6) Es estrictamente creciente en todo su dominio.\n\n

\t\t 7) No tiene maximos ni minimos.\n\n

\t\t 8) Es periddica de periodo m - tg <i>x</i> = tg(<i>x</i> +
n) . La funcidn <i>f</i>(<i>x</1i>) = tg(<i>k 'x</1i>) es periddica de
periodo <i>T</i> = m/<i>k</i>. Para |[<i>k</i>| > 1 el periodo disminuye y
para 0 \u003C [<i>k</i>| \u003C 1 el periodo aumenta.\n\n

\t\t 9) Las rectas y = n/2 + <i>k</i>‘'m con <i>k</i> € Z son
asintotas verticales.\n\n

\t\t 10) No estd acotada.\n\n

\t <b>Funciones inversas trigonométricas</b>: dada una




funcidén:\n\n
</string>
// latex funcion inversa

<string name= >\t se llama funcidén inversa
de <i>f</i>, a una aplicacidén tal que

</string>

//latex funcion inversa 2

<string name= >\t de forma que se
satisface que (<i>f</i> ° <i>f</i><sup>-1</sup>) y (<i>f</i><sup>-1</sup>
° <i>f</1i>) son la funcidédn identidad.\n\n
\t Dada la funcidén <i>y</i> = sen (<i>x</i>), su funcidn inversa
se denomina funcidén arcoseno y se denota por <i>y</i> = arcsen (<i>x</i>).
Sus caracteristicas generales son:\n\n
\t\t Su dominio es [-1, 1].\n\n
\t\t Su recorrido es [-m/2, m/2].\n\n
\t\t Pasa por el punto (0, 0).\n\n
\t\t Es creciente en todo su dominio.\n\n
\t\t Es una funcidén impar.\n\n
\t\t Maximo absoluto en (1, m/2) y minimo absoluto en (-1,
n/2) .\n\n
\t Dada la funcidén <i>y</i> = cos (<i>x</i>), su funcidn inversa
se denomina funcidén arcocoseno y se denota por <i>y</i> =
arccos (<i>x</i>). Sus caracteristicas generales son:\n\n
\t\t 1) Su dominio es [-1, 1].\n\n
\t\t 2) Su recorrido es [0, m].\n\n
\t\t 3) La grafica corta al eje Y por el punto (0, m/2) y al eje
X por el punto (1, 0).\n\n
\t\t 4) Es decreciente en todo su dominio.\n\n
\t\t 5) No es una funcién simétrica.\n\n
\t\t 6) Maximo absoluto en (- 1, m) y minimo absoluto en (1,
0) .\n\n
\t Dada la funcidén <i>y</i> = tg(<i>x</i>), su funcidn inversa se
denomina funcién arcotangente y se denota por <i>y</i> = arctg (<i>x</i>).
Sus caracteristicas generales son:\n\n
\t\t 1) Su dominio es R.\n\n
\t\t 2) Su recorrido es (-mi/2, u/2).\n\n
\t\t 3) La grafica pasa por el punto (0, 0).\n\n
\t\t 4) Es decreciente en todo su dominio.\n\n
\t\t 5) Es una funcién impar.\n\n
\t\t 6) La funcidén tiene asintotas horizontales en <i>y</i>
n/2 e <i>y</i> = n/2 .\n\n
\t <b>Funciones hiperbdélicas</b>: A partir de la funciédn
exponencial se definen el seno y el coseno hiperbdlicos, respectivamente,
de la forma\n\n
</string>
//latex seno coseno hiperbdlico

<string name= >\t A partir de esta
definicién es fécil demostrar las siguientes propiedades:\n\n

</string>

//propiedades hiperbdlicas

<string name= >\t Las caracteristicas
generales del seno hiperbdélico son las siguientes:\n\n
\t\t Su dominio es R.\n\n
\t\t Es continua en R.\n\n
\t\t No es periddica.\n\n
\t\t Corta a los ejes en (0, 0).\n\n
\t\t Es impar.\n\n
\t\t Siempre es creciente, no tienen médximos ni minimos. Es




convexa en (-«<, 0) y cbébncava en (0, +«)\n\n

\t\t 7) No tiene asintotas de ningun tipo.\n\n

\t Las caracteristicas generales del coseno hiperbdélico son las
siguientes:\n\n

\t\t Su dominio es R.\n\n

\t\t Es continua en R.\n\n

\t\t No es periddica.\n\n

\t\t Corta a los ejes en (0, 1).\n\n

\E\t Es par.\n\n

\t\t Decreciente en (-«, 0) y creciente en (-«, 0). Minimo
relativo en 1) . Siempre es coédncava.\n\n

\t\t 7) No tiene asintotas de ningun tipo.\n\n

\t Las caracteristicas generales de la tangente hiperbdélica son
las siguientes:\n\n

\t\t Su dominio es R.\n\n

\t\t Es continua en R.\n\n

\t\t No es periddica.\n\n

\t\t Corta a los ejes en (0, 0).\n\n

\t\t Es impar.\n\n

\t\t Siempre es creciente. Punto de inflexidén en (0, 0).\n\n

\t\t Asintotas horizontales en <i>y</i> = +1.\n\n

\t <b>Funciones inversas hiperbdlicas</b>: Son las funciones
inversas de las hiperbdélicas y se denominan argsh <i>x</i>, argch
<i>x</1> y argth <i>x</i>:\n\n

\t Las caracteristicas generales del argumento seno hiperbdlico
son las siguientes:\n\n

\t\t 1) Su dominio y recorrido es R.\n\n

\t\t 2) argsh <i>x</i> también se puede expresar como ln (<i>x</i>
+ V(<i>x</i><sup>2</sup> + 1)) .\n\n

\t\t 3) No es periddica.\n\n

\t\t 4) Corta a los ejes en (0, 0).\n\n

)
\t\t 5) Es impar.\n\n
)

\t\t 6) Siempre es creciente. Punto de inflexién en (0, 0).\n\n

\t Las caracteristicas generales del argumento coseno hiperbdélico

siguientes:\n\n

\t\t 1) Su dominio es [1l, +«) y su recorrido [0, +e«).\n\n

\t\t 2) argsh <i>x</i> también se puede expresar como 1n (<i>x</i>
+ V(<i>x</i><sup>2</sup> - 1)), con x = 1.\n\n

\t\t 3) No es periddica.\n\n

\t\t 4) Corta a los ejes en (1, 0).\n\n

\t Las caracteristicas generales del argumento tangente
hiperbdélica son las siguientes:\n\n

\t\t 1) Su dominio es (-1, 1) y su recorrido R.\n\n

\t\t 2) argsh <i>x</i> también se puede expresar como 1/2 - 1In((1l
+ <i>x</1i>)/(1 - <i>x</i>)), con x # 1l.\n\n

\t\t 3) No es periddica.\n\n

\t\t 4) Tiene asintotas en <i>x</i> = £1.\n\n

</string>

<string name= >3.3. Gréaficas de
funciones\n</string>

<string name= >+ Funcién
<i>e<sup>x</sup></i> y logaritmo neperiano\n\n</string>
//img explog

<string name= >+ Funciones sen (<i>x</i>),
cos (<i>x</i>) y tg(<i>x</i>)\n\n</string>
//img sen cos tg

<string name= >+ Funciones
arcsen (<i>x</i>), arccos (<i>x</i>) y arctg(<i>x</i>)\n\n</string>
//img arcsen arccos arctg




<string name= >+ Funciones senh (<i>x</i>),
cosh (<i>x</1i>) y tgh (<i>x</i>)\n\n</string>
//img senh cosh tgh

<string name= >+ Funciones
argsenh (<i>x</i>), argcosh (<i>x</1>) y argtgh (<i>x</i>)\n\n</string>
//img argsenh argcosh argtgh

<string name= >Imagen propia</string>

<string name= >Imagen usuario Geek3
wikipedia</string>

// Strings del Tema 4 de Teoria de Calculo - Céalculo diferencial de
funciones de varias
variables

<string name= >Tema 4. Calculo diferencial de
funciones de varias variables\n</string>

<string name= >4.1. Introduccidédn\n</string>

<string name= >Sea el conjunto
R<sup><i>n</i></sup> = { (<i>x<sub>1</sub></i>, ..,
<i>x<sub>n</sub></1i>) /<i>x<sub>i</sub></1i> € R, <i>i</i> = 1, ..,
<i>n</i>}. En lo sucesivo, a los elementos de este conjunto los
denotaremos por <b><i>x</i></b> = ((<i>x<sub>1</sub></i>, ..,
<i>x<sub>n</sub></1>) .\n\n

En el conjunto R<sup><i>n</i></sup> consideramos una distancia,

es decir, una aplicacidén\n\n

</string>

//latex pag 87 1

<string name= >que satisface las
siguientes propiedades:\n\n

</string>

//latex pag 87 2

<string name= >Con esta aplicacidén se dice
que se ha establecido en R<sup><i>n</i></sup> una estructura de
<i>espacio métrico</i>.\n\n

</string>

<string name= >+ Bola abierta\n\n
</string>

<string name= >Sea <b><i>a</i></b> €
R<sup><i>n</i></sup> y p > 0.
El conjunto de todos los puntos <b><i>x</i></b> €

R<sup><i>n</i></sup> cuya distancia a <b><i>a</i></b> es menor que p, se
le llama <i>bola abierta</i> de centro <b><i>a</i></b> y radio p.
Denotaremos este conjunto por
<i>B</i><sub>p</sub> (<b><i>a</i></b>), luego\n\n
</string>
// latex bola abierta pag 88

<string name= >En R<sup>2</sup>, el
conjunto de puntos <b><i>x</i></b> €
<i>B</i><sub>p</sub> (<b><i>a</i></b>), serd el conjunto de todos los
puntos que se encuentren




dentro del circulo de centro <b><i>a</i></b> y radio p.\n\n

En R<sup>3</sup>, el conjunto de puntos <b><i>x</i></b> €
<i>B</i><sub>p</sub> (<b><i>a</i></b>), serd el conjunto de todos los
puntos que se encuentren

en el interior de una esfera de centro <b><i>a</i></b> y radio

p.\n\n
</string>

<string name= >- Bola cerrada\n\n
</string>

<string name= >Llamaremos <i>bola
cerrada</i> de centro <b><i>a</i></b> y radio p, al conjunto\n\n

</string>

// latex bola cerrada pag 88

<string name= >4.2. Funciones de varias
variables\n</string>

<string name= >Llamaremos funcidén real de
<i>n</i>-variables reales a una aplicacidén\n\n

</string>

//latex funcion varias vailables pag 88

<string name= >El conjunto de valores,
<i>D</1i>, para los cuales estd definida la funcidén <i>z</i> =
<i>f</1i> (<b><i>x</1></b>), se le llama <i>dominio de definicidén o

dominio de existencia de la funcidén</i>\n\n

Por ejemplo, la funcidn <i>z</1i>(<i>x, y</1i>) = 3<i>x</i> +

2<i>y</i><sup>2</sup> tiene como dominio de definicién todo
R<sup>2</sup>. Mientras que la funcidén:\n\n

</string>

//latex funcion raiz cuadrada pag 89

<string name= >tiene como dominio de
definicidén la bola cerrada de centro (0, 0) y radio 1.\n\n
</string>

<string name= > Representacién grafical\n\n
</string>

<string name= >Consideremos el caso
particular de <i>n</i> = 2 y sea <i>z</i> = <i>f</i> (<b><i>x</1i></b>), la
funcién definida en el dominio <i>D</i> € R<sup>2</sup>.

Se utiliza como sistema de referencia un sistema de coordenadas
cartesianas en el espacio. El lugar geométrico de los puntos <i>P</i> =
(<i>x, vy, z</i>), cuyas coordenadas satisfacen la ecuacidn

<i>z</1> = <i>f</i>(<i>x, y</i>), se llama grafica de la funciédn
de dos variables, <i>f</i> (<i>x, y</i>),\n\n

</string>
//latex grafica pag 89

<string name= >La grafica de una funcién
de dos variables, <i>z</i> = <i>f</i>(<i>x, y</i>), representa a una
superficie <i>S</i> en el espacio cuya proyeccidédn en el plano
X0Y es el dominio de definicién de la funcidn, como puede
observarse en la siguiente figura:\n\n
</string>

<string name= >Grafica de una funcibdn
<i>z</i> = <i>f</i> (<i>x, y</i>), (<i>x, y</i>) € <i>D</i>.
</string>




<string name= >\n\nPartimos de una funcidbn
<i>z</1> = <i>f</i>(<i>x, y</1i>) y la intersectamos con un plano
horizontal <i>z</i> = <i>k</i>, si la curva resultante se proyecta
sobre el plano X0Y, se obtiene lo que llamaremos <i>curva de
nivel de altura k</i>. La curva de nivel tendrd por ecuacidédn <i>k</i> =
<i>f</1> (<i>x, y</i>).\n\n
</string>

<string name= >4.3. Limites de funciones de
varias variables\n</string>

<string name= >Sea <i>z</i> =
<i>f</i>(<i>x, y</i1>) definida en un dominio <i>D</i> <
R<sup><i>n</i></sup> y sea <b><i>a</i></b> € R<sup><i>n</i></sup>. Se
dice que el

nimero <i>L</i> es el limite de la funcidn <i>z</i> =

<i>f</1> (<b><i>x</1></b>) cuando el punto <b><i>x</i></b> tiende al punto
<b><i>a</i></b> y se representa por\n\n

</string>

//latex limite def pag 90

<string name= >E]l limite, si existe, es
unico, y ademéds es independiente de la forma en que el punto
<pb><i>x</i></b> tiende al punto <b><i>a</i></b>.\n\n

</string>

<string name= >+ Limites de funciones de
variables\n\n
</string>

<string name= ><b>Limite Reiterado
(Iterado)</b>: Consideremos un punto <b><i>x</i></b> = (<i>x, y</i>) €
R<sup><i>2</i></sup> y el punto <b><i>a</i></b> = (<i>a, b</i>).
Llamaremos limites reiterados de la funcidn <i>z</i> =
<i1>f</1> (<b><i>x</i></b>) cuando el punto <b><i>x</i></b> tiende al punto
<b><i>a</i></b>, si existen, a los limites de funciones de una
variable:\n\n
</string>
//latex limite reiterados pag 91

<string name= >Si existe el limite\n\n
</string>
//latex limite pag 91

<string name= >y en alguna bola de centro
<b><i>a</i></b> y radio p, <i>B</i><sub>p</sub> (<b><i>a</i></b>), salvo
quizad en el punto <b><i>a</i></b>, existen las funciones\n\n

</string>

//latex funciones limite pag 91

<string name= >entonces existen los

limites reitarados, son iguales y valen <i>L</i>. El1 reciproco, en
general, no es cierto.\n\n

<b>Limite radial</b>: Si consideramos un punto <b><i>x</i></b> =
(<i>x, y</i>) € R<sup><i>2</i></sup> y el punto <b><i>a</i></b> = (<i>a,
b</i>), el limite <i>radial</i> se obtiene cuando nos aproximamos

a <b><i>a</i></b> siguiendo rectas que pasen por el punto
<b><i>a</i></b> = (<i>a, b</i>).\n\n

La ecuacidén de la recta que pasa por el punto <b><i>a</i></b>, de
pendiente <i>m</i> serd de la forma <i>y = b + m(x - a)</i>.\n\n

Si hacemos que <i>x</i> - <i>a</i>, conseguiremos que <i>y</i> -
<i>b</i>. De este modo uno de los limites radiales lo podremos obtener




como sigue, utilizando <i>x</i> como variable independiente:\n\n
</string>
//latex limite radial 1 pag 91

<string name= >Andlogamente, se puede
utilizar la ecuacidén de la recta donde la variable independiente es la
<i>y</i>:\n\n

</string>

//latex limite radial 2 pag 91

<string name= >S1 existe el limite\n\n
</string>
//latex limite pag 91

<string name= >entonces existen los
limites radiales, son iguales, independientes de la pendiente de la recta
y valen <i>L</i>\n\n
Otro método muy importante para estudiar la existencia del limite
es utilizar las coordenadas polares (para descartar la existencia de
limite doble por ejemplo). Dado un punto del plano de coordenadas
se puede representar a partir de las coordenadas polares por
medio de las siguientes relaciones:\n
De cartesianas a polares:\n\n
</string>
// latex cartesianas a polares pag 92

<string name= >De polares a
cartesianas:\n\n

</string>

// latex polares a cartesianas y teorema 5.4. pag 93

<string name= >Si1 queremos saber si
existe el limite cuando se tiende a cualquier otro punto gue no sea el
vector nulo podremos utilizar la expresidédn anterior realizando

un cambio de variable, es decir, si el punto <b><i>x</i></b> =

(<i>x, y</i>) tiende al punto <b><i>a</i></b> = (<i>a, b</i>),
realizaremos el cambio\n\n

</string>

// latex cambio de variable coordenadas pag 93

<string name= >entonces el punto (<i>u,
v</i>) tiende al (0, 0) y podemos aplicar el teorema anterior, ya que\n\n

</string>

// latex limite cambio de variable coordenadas pag 93

<string name= >: Calculo de limites de
funciones de dos variables\n\n
</string>

<string name= >Pasaremos ahora a
recopilar algunas consideraciones que pueden ser de interés para estudiar
la existencia o no, del limite de una funcidén de dos variables.\n\n

El problema estd en calcular\n
</string>

// latex calculo lim pag 93

<string name= >Existen ciertas
similitudes con el cdlculo de limites para funciones de una variable. El
procedimiento a seguir es el siguiente:\n\n
\t 1. Para calcular un limite, el primer paso es susituir en
(<i>a, b</i>) en <i>f</i>(<i>x, y</i>).\n
\t\t (1) Si el resultado es una constante <i>L</1>, entonces el
limite equivale a ese valor.\n




\t\t (2) Si el resultado es <i>k</i>/0, con <i>k</i> # 0, el
limite no existe.\n
\t\t (3) Si el resultado es 0/0, = - =, =/o o 1<sup>«~</sup>,
existe indeterminacién y tendremos que intentar eliminarla.\n
\t 2. Si el limite que se pretende resolver presenta una
indeterminacién y es un limite en el punto (0, 0) podemos intentar un
cambio a coordenadas polares. Si el nuevo limite depende de <i>oa</i>, el
limite
\t\t general no existe. Si no depende de <i>a</i>,\n\n
</string>
//latex lim polares pag 95

<string name= >\t 3. En caso de
indeterminacién, para demostrar que no existe limite podemos calcular los
limites reiterados, el limite radial o cualquier limite acercandonos
mediante otras funciones como por ejemplo una pardbola.\n\n
</string>

<string name= >4.4. Continuidad de funciones
de varias variables\n</string>

<string name= >Sea un punto

<b><i>a</i></b> que pertenece al dominio de definicidén de
<i1>f</1i> (<b><i>x</i></b>), se dice que la funcidn
<1>f</1i> (<b><1i>x</1i></b>) es continua

en el punto <b><i>a</i></b> si se cumple que el limite de
<i>f</i> (<b><i>x</i></b>) cuando <b><i>x</1i></b> — <b><i>a</i></b> es
igual al valor de la funcidén en <b><i>a</i></b>.\n\n

Como en una variable, la funcidn <i>f</i> es continua en
<b><i>a</i></b> si:\n\n

\t (1) 3T <i>f</i> (<b><i>a</i></b>)\n

\t (2) 3 el limite de <i>f</i> (<b><i>x</1i></b>) cuando
<b><i>x</i></b> - <b><i>a</i></b>\n

\t (3) (1) y (2) coinciden\n\n

A continuacidén una serie de propiedades:\n\n

\t 1) Si <i>f</i>(<i>x</i>) es una funcidn continua en <i>a</i> y
<i>g</1i>(<i>y</i>) es una funcidén continua en <i>b</i>, entonces
<A>F</1> (Ki>x, y</1i>) = <i>f</i>(<i>x</1>)<i>g</i> (<i>y</i>) es

continua en (<i>a, b</1>).\n

\t 2) La suma de funciones continuas es una funcidén continua.\n

\t 3) El producto de funciones continuas es una funcidn
continua.\n

\t 4) El1 conciente de funciones continuas en un dominio <i>D</i>,
es una funcidén continua en <i>D</i>, salvo en los puntos donde se anule
el denominador.\n

\t 5) La composicidén de funciones continuas es una funcidn
continua.\n\n

</string>

<string name= >4.5. Derivadas parciales y
diferenciales\n</string>

<string name= >Dada la funcidén <i>f</i>
<i>D</1i> € R<sup>n</sup> — R y un punto <b><i>x</i></b> =
(<i>x</i><sub>1</sub>, .., <i>x</i><sub><i>n</i></sub>) € <i>D</i>,
llamaremos derivada parcial de la funcidén <i>f</i> respecto de la
<i>i</i>-ésima variable en el punto <b><i>x</i></b>, al limite\n\n
</string>
//latex definicion derivada parcial pag 103

<string name= >En el caso de una funcién
de dos variables <i>z</i> = <i>f</i>(<i>x, y</i>), las derivadas
parciales respecto a <i>x</i> e <i>y</i> tienen un significado




geométrico. Por ejemplo, la derivada de <i>f</i>(<i>x, y</i>)
respecto a <i>y</i> nos da la pendiente de la recta tangente en el punto
<i>P</1> (<1>x</1><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>,
<i>f</1i> (<i>x</i><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>)) a la curva
interseccidén de la superficie <i>z</1> = <i>f</1i>(<Ki>x, y</i>) con el
plano <i>x</i> = <i>x</i><sub>0</sub>.\n\n
</string>

<string name= >Interpretacidn
geométrica derivada parcial
</string>

<string name= >\n\nLas reglas de céalculo
que se utilizan para calcular las derivadas parciales de una funcidn
respecto de una variable determinada son las mismas que las de una
variable, suponiendo que las variables de las respecto de las que
no se deriva son constantes.\n\n
</string>

<string name= > Derivadas parciales de
orden superior. Teorema de Schwartz\n\n
</string>

<string name= >Sea <i>z</1i> =
<i>f</i>(<i>x, y</i>), entonces la derivada de <i>z</i> respecto de
<i>x</1i> y la derivada de <i>z</i> respecto de <i>y</i> seguiradn siendo

funciones de <i>x</i> e <i>y</i> por lo tanto, podemos calcular

sus derivadas parciales, obteniendo las derivadas de segundo orden de la
funcién\n\n

</string>

//latex derivadas parciales de orden superior pag 105

<string name= >Andlogamente se podréan
definir las derivadas de tercer orden, cuarto orden, etc.\n\n
<b>Teorema de Schwartz</b>: Sea <i>f</i>(<i>x, y</i>) una funcidn
real para la cual existen las derivadas parciales
9<sub><i>x</i></sub><i>f</i>, IJ<sub><i>y</i></sub><i>f</i>
y 9<sup>2</sup><sub><i>xy</i></sub><i>f</i> en una bola abierta
de centro (<i>a, b</i>), <i>B</i><sub>6</sub> (<i>a, b</i>), y
9<sup>2</sup><sub><i>xy</i></sub><i>f</i> es continua en
<i>B</i><sub>0</sub> (<i>a, b</i>), entonces existe
9<sup>2</sup><sub><i>yx</i></sub><i>f</i> en (<i>a, b</i>) y se cumple
que d<sup>2</sup><sub><i>xy</i></sub><i>f</i> =
9<sup>2</sup><sub><i>yx</i></sub><i>f</i>.\n\n
</string>

<string name= >- Diferencial\n\n
</string>

<string name= >\nDada la funcidén <i>f</i>

<i>D</i> € R<sup>n</sup> — R, con derivadas parciales continuas en
una bola abierta de centro
<b><i>x</i><sub>0</sub></b>, se define la diferencial de <i>f</i>

<b><i>x</i><sub>0</sub></b> como\n
</string>
//latex def 6.4 pag 107

<string name= >\nToda funcién
diferenciable en un punto es continua en dicho punto.
La diferencial nos da una idea de lo que varia una funcidén al
sufrir un cambio las wvariables (<i>x, y</i>), pero como A<i>x</i> y
A<i>y</1> pueden ser




positivos o negativos, no serd conveniente utilizar la
diferencial para evaluar estos cambios ya que las variaciones se pueden
compensar al ir en distintas direcciones. Por ello se define el
<i>error absoluto o error cuadratico medio</i> de una funciédn
<i>f</1i> (<i>x</i><sub>1</sub>, ..,<i>x</i><sub><i>n</i></sub>), debido a
un error en las variables de la forma
(<i>e</i><i>x</i><sub>1</sub>,
oy <1>e</1><1>x</1><sub><i>n</1></sub>) como\n
</string>
//latex def 6.5 pag 108

// EJERCICIOS

Ny,
[ITTTT7777777777777777

// Strings del Tema 5 de Teoria de CAlculo - Derivacidédn de funciones
compuestas e implicitas

<string name= >Tema 5. Derivacién de funciones
compuestas e implicitas\n</string>

<string name= >1. Derivadas de funciones
compuestas\n</string>

<string name= >+ Funcién
compuesta\n\n</string>

<string name= >Una funcidén compuesta es
una funcién formada por la composicidén o aplicacidn sucesiva de otras dos
funciones.\n\n
La funcién compuesta <i>f</i> o <i>g</i> : <i>A</i> - <i>B</i>
expresa que (<i>f</i> o <i>g</1i>) (Ki>x</i>) =
<i>f</1>(<1i>g</i> (<i>x</i>)) para todo <i>x</i> perteneciente a
<i>A</i>\n\n
A <i>f</i> ° <i>g</i> se le llama composicidén de <i>f</i> y
<i>g</i>. A continuacidén un ejemplo de la composicidén de funciones:\n
</string>
//latex 1 composicidén funciones

<string name= >+ Regla de la
cadena\n\n</string>

<string name= >\t - Si <i>f</i> y <i>g</i>
son funciones de una variable derivables con el rango de <i>g</i>
contenido en el dominio de <i>f</i>, la composicidn
<i>z</1i> = (<1>f</1i> ° <i>g</i>) (<i>x</i>) es derivable de modo
que si <i>y</i> = <i>g</i>(<i>x</i>),\n
</string>
//latex 2 tema 5

<string name= >\t - Si <i>z</i> =
(Ki>f</1i> o <i>g</1i>) (<i>x</1>, <i>y</i>), con <i>t</i> =
<i>g</i> (<i>x</i>, <i>y</i>), tenemos que <i>z</i> =
<I>f</1>(K1i>g</i> (<i>x</1i>,
<i>y</i>)). Al aplicar la regla de la cadena:\n
</string>
//latex 3 tema 5




<string name= >A continuacidén algunos
ejemplos de una y dos variables:\n\n

</string>

//latex 4 tema 5

<string name= > Funcion compuesta con una
variable independiente\n\n</string>

<string name= >Sea <i>z</1i> =
<I>f</1> (<i>x</i>, <i>y</i>) funcidn compuesta con <i>x</i> =
<I>x</1> (Ki>t</1i>) e <i>y</i> = <i>y</i>(<i>t</i>) definidas en un
intervalo
<i>I</1i> € R. Si <i>x</1i> e <i>y</i> son derivables en <i>t</i>
€ <i>I</1> y <i>z</i> es diferenciable en (<i>x</1i>(<i>t</i>),
<i>y</i>(<1i>t</1i>)), entonces <i>z</i> es derivable en <i>t</i> y
su derivada es:\n
</string>
//latex 5 tema 5

<string name= >\t - Andlogamente, si
<i>z</1i> = <i>f</1i> (Ki>x</1i><sub>1</sub>, <i>x</i><sub>2</sub>, ..,
<i>x<sub>n</sub></i>) es diferenciable con <i>x<sub>i</sub></i> =
<i>x<sub>i</sub></i>(<i>t</i>) derivables, su derivada es:\n
</string>
//latex 6 tema 5

<string name= >A continuacién algunos
ejemplos:\n\n
\t - 1. Halla d<i>z</i>/d<i>t</i> y evaluala en <i>t</i> = 0,
siendo <i>z</i> = <i>x</i><sup>2</sup><i>y</i>-<i>y</i><sup>2</sup>,
donde <i>x</1i> (<i>t</i>) = sen (Ki>t</i>) e <i>y</i> (Ki>t</i>) =
<i>e<sup>t</sup></i>\n\n
\t - 2. Calcula d<i>w</i>/d<i>t</i> si <i>w</i> =
<I>x</1>(K1i>y</i> + <i>z</i>), con <i>x</1>(<i>t</1i>) = cos (<i>t</i>),
<I>y</1i> (Ki>t</1i>) = <i>t</i> y <i>z</1i>(<i>t</1i>) =
<i>e<sup>t</sup></i>\n\n
</string>
//latex 7 tema 5

<string name= > Funcion compuesta con
varias variables independientes\n\n</string>

<string name= >Cuando la funcidn compuesta
depende de dos o mas variables independientes, se aplica lo
siguiente:\n\n
Sea <i>z</i> una funcidén de <i>n</i> variables
<i>u</i><sub>1</sub>, .., <i>u<sub>n</sub></i>, es decir, <i>z</i> =
<i>f</i> (<i><i>u</i><sub>1</sub>, ..., <i>u<sub>n</sub></i></i>),
diferenciable
y a su vez cada <i>u<sub>i</sub></i> diferenciable y dependiente
de <i>x</i><sub>1</sub>, .., <i>x<sub>m</sub></i>, es decir,
<i>u<sub>i</sub></i> = <i>u<sub>i</sub></i> (<i>x</i><sub>1</sub>,
., <i>x<sub>m</sub></i>), <i>i</i> = 1, .., <i>n</i>.\n\n
Entonces, \n
</string>
//latex 8 tema 5

<string name= >A continuacidén un
ejemplo:\n\n
Dada <i>z</1i> = (<i>f</1i> ° <i>g</1i>) (<i>x</i>, <i>y</i>), con
<i>g</1i> (<i>x</1>, <i>y</1i>) = (<i>x</i> - 2<i>y</i>,
<i>x</1><sup>2</sup><i>y</i>), <i>f</i>(<i>u</i>, <i>v</1i>) =
<i>u</i><sup>2</sup>




- <i>v</i>, hallar las derivadas parciales de z respecto de
<i>x</i> y respecto de <i>y</i> aplicando la regla de la cadena y
evalualas en el punto (1, 1).\n\n
</string>
//latex 9 tema 5

<string name= >2. Funciones
implicitas\n</string>

<string name= > Definicién\n\n</string>

<string name= >Las funciones implicitas
son aquellas que vienen definidas por una ecuacidén o sistema de
ecuaciones, por ejemplo:\n

</string>

//latex 10 tema 5

<string name= >0Otras veces no es posible

obtenerlas explicitamente, como por ejemplo <i>y<sup>x</sup></i> =
<i>x<sup>y</sup></i>.\n\n

Formalizando la nocién de funcién implicita:\n\n

\t - <i>Una ecuacidén y una variable independiente</i>:\n\n

\t\t <i>F</i> (<i>x</1i>, <i>y</i>) = 0, donde <i>F</i> : <i>D</i>
C R<sup>2</sup> —» R, <i>D</i> abierto, define una funcidn
<b>implicita</b> <i>y</i> = <i>y</i>(<i>x</1>) en un <i>I</i> € R,

<i>I</1> abierto, si para cada <i>x</i> perteneciente a <i>I</i>,
se verifica que (<i>x</i>, <i>y</i>(<i>x</1>)) pertenece a <i>D</i> y
<b><i>F</i> (<i>x</1>, <i>y</i>(<i>x</i>)) = 0</b>, siendo

<i>y</1i>(<i>x</i>) tunica.\n\n

\t\t - Derivacidén:\n\n

Sea <i>F</i>(<i>x</i>, <i>y</i>) = 0 la ecuacidén que define una
funcidén <i>y</i> = <i>y</i>(<i>x</i>), con 9<i>F</i>/9<i>x</1i> y

I<i>F</i>/9<i>y</i> continuas y J9<i>F</i>/9<i>y</i> # 0.\n\n
Si derivamos respecto a <i>x</i>:\n
</string>
//latex 11 tema 5

<string name= >A continuacidédn un
ejemplo:\n\n
Hallar <i>y</i>\' (<i>x</i>), siendo <i>y</i> (<i>x</1i>) una
funcidén definida implicitamente por la ecuacidén <i>y</i><sup>3</sup> +
<i>y</i><sup>2</sup> -5<i>y</i> - <i>x</i><sup>2</sup> + 4 = 0\n
</string>
//latex 12 tema 5

<string name= >\t - <i>Una ecuacidén y dos
variables independientes</i>:\n\n
\t\t - <I>F</1i> (Ki>x</i>, <i>y</i>, <i>z</i>) = 0, donde <i>F</i>
<i>D</i> € R<sup>3</sup> - R, <i>D</i> abierto, define una funcidn
<b>implicita</b> <i>z</i> = <i>z</i>(<i>x</1>, <i>y</i>).\n
\t\t Derivando <i>F</i> con respecto a las variables <i>x</i> e
<i>y</i>:\n
</string>
//latex 13 tema 5

<string name= >A continuacidén un
ejemplo:\n\n
La ecuacidn <i>z</i><sup>3</sup> - <i>xz</1i> - <i>y</i> = 0
define <i>z</i> como una funcidén implicita de <i>x</1i> e <i>y</i>.
Calcular las derivadas parciales 9<i>z</i>/9<i>x</i>,
9<i>z</i>/9<i>y</i> y
d<sup>2</sup><i>z</i>/ (0<i>x</1i>9<i>y</1i>) :\n
</string>




//latex 14 tema 5

// EJERCICIOS

// Strings del Tema 6 de Teoria de Calculo - Extremos de funciones de
varias variables

<string name= >Tema 6. Extremos de funciones de
varias variables\n</string>

<string name= >1. Extremos libres\n</string>

<string name= >+ Maximos y minimos
relativos. Definiciones\n\n</string>

<string name= >Sea la funcidén <i>f</i>
<i>D</1i> € R<sup>2</sup> — R. Dado (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>y</i><sub>0</sub>) € <i>D</i>, se dice que <i>f</1i>(<i>x</1i>,
<i>y</1i>)
tiene un:\n\n
\t - <b>Minimo relativo</b> en (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>y</i><sub>0</sub>), si existe un & > 0 tal que <i>f</i>(<i>x</i>,
<i>y</1>) 2 <i>f</i> (<i>x</i><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>), \n
\t\t para | (<i>x</i>, <i>y</1i>) - (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>y</i><sub>0</sub>) | \u003C &.\n\n
\t - <b>Maximo relativo</b> en (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>y</i><sub>0</sub>), si existe un & > 0 tal que <i>f</i>(<i>x</i>,
<i>y</1>) < <i>f</i> (Ki>x</i><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>), \n
\t\t para | (<i>x</1i>, <i>y</i>) - (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>y</i><sub>0</sub>) | \u003C &.\n\n
Los extremos relativos de una funcidén son puntos donde la funcidn
alcanza un maximo o un minimo. Hay que distinguir si son extremos
relativos o absolutos.\n\n
</string>

<string name= >+ Extremos de una funcién
dos variables\n\n</string>

<string name= >Dada <i>f</i> : <i>D</i>
R<sup>2</sup> - R, <i>D</i> abierto. El punto (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>y</i><sub>0</sub>) € <i>D</i>, es un <b>punto critico</b>
de <i>f</i> si:\n
</string>
//latex 1 tema 6

<string name= >Dada <i>f</i> : <i>D</i> C
R<sup>2</sup> - R, si (<i>x</1i><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>) es un
<b>extremo relativo</b> de <i>f</i>, entonces

(<i>x</i><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>) es un punto critico
de <i>f</i>.\n\n<b>ATENCION</b>: las derivadas parciales primeras pueden
anularse en puntos que no son extremos. En general los puntos criticos se
clasifican en:\n\n

\t - <b>Extremos</b>: maximos y minimos.\n\n

\t - <b>Puntos de silla</b>.\n\n

\t - <b>0tros</b>.\n\nEn cuanto a los puntos de silla: son puntos
sobre una superficie en el que la pendiente es nula, pero no se trata de
un extremo local (médximo o minimo). Es el punto en el que la elevacidn es
maxima

en una direccidén y minima en la direccidédn perpendicular. Se
asemejan a una silla de montar, de ahi su nombre.\n

</string>

//img 1 tema 6




<string name= >Imagen de un punto de
silla. Autor: Maria Teresa Capilla Roma.</string>

<string name= >+ Extremos relativos:
clasificacién\n\n</string>

<string name= >Dada una funcidén escalar de
dos variables <i>f</i> : <i>D</i> € R<sup>2</sup> —» R que admite todas
las derivadas parciales segundas, llamaremos <b>Hessiano

de <i>f</i></b> en el punto (<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>y</i><sub>0</sub>), \n(que se representa por
<i>Hf</1> (<1i>x</1><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>), al
determinante:\n\n

</string>

//latex 2 tema 6

<string name= >Sea <1>f</1i> : <i>D</i> €
R<sup>2</sup> - R y (<i>x</1i><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>) €
<i>D</1i> un punto critico de <i>f</i>. Si:\n

</string>

//latex 3 tema 6

<string name= >Si el hessiano evaluado en
el punto (<i>x</i><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>) es igual a 0, el
criterio para distinguir el punto critico no es concluyente.\nA
continuacidén un ejemplo de determinacidén de extremos relativos:\n\nSea
<I>F</1> (Ki>x</1i>, <i>y</i>) = <i>x</i><sup>3</sup> - 6<i>xy</i> +
<i>y</i><sup>3</sup>, determinar sus extremos relativos.\n

</string>

//latex 4 tema 6

<string name= >2. Extremos
condicionados\n</string>

<string name= >Consiste en determinar los
maximos y minimos de una funcidn sujetos a ciertas condiciones. Es decir,
cuando las variables involucradas en la funcidén a optimizar
estan relacionadas por medio de una o mas ecuaciones.\n\n
Para resolver un problema de extremos condicionados, usaremos el
método de los <b>multiplicadores de Lagrange</b>, mediante el cual se
hallan los extremos de una funcién de <i>n</i> variables
<i>f</1i> (<i>x</i><sub>1</sub>, ..,<i>x<sub>n</sub></i>) sujetas a
satisfacer <i>m</i> ecuaciones:
<1>F<sub>i</sub></1i> (<i>x</i><sub>1</sub>, ..,<i>x<sub>n</sub></1i>) = 0, 1
< <ix>i</i> £ <i>m</i>,
<i>m</1i> \u003C <i>n</i>.\n\n
</string>

<string name= > Método de los
multiplicadores de Lagrange\n\n</string>

<string name= >\tl. Se construye la
funcién lagrangiana <i>G</i>:\n

</string>

//latex 5 tema 6

<string name= >\t\t Donde A<i>i</i> son
los <b>multiplicadores de Lagrange</b>.\n\n
\t2. Se calculan las derivadas parciales de la nueva funcidn
<i>G</1i>:\n
</string>
//latex 6 tema 6




<string name= >\t3. Se calculan los puntos
criticos de la funcidén lagrangiana <i>G</i>, que tienen la forma
(<i>x</i><sub>1</sub>, ..,<i>x<sub>n</sub></1i>,A<i>1</1>,
oy A<1>m</1>) .\n\n
\t4. Los méximos y minimos se encuentran entre los puntos
(<i>x</i><sub>1</sub>, ..,<i>x<sub>n</sub></i>), correspondientes a los
(<i>x</1i><sub>1</sub>, ..,<i>x<sub>n</sub></1i>,A<1i>1</1i>, ..,A<1i>m</1>)
del paso anterior.\n\n
A continuacién un ejemplo:\n
Hallar los extremos de la funcidén <i>f</1i> (<i>x</i>, <i>y</i>) =
<i>x</1><sup>2</sup> + <i>y</i><sup>2</sup> bajo la restriccidn <i>x</i>
+ <i>y</i> = 1.\n
</string>
//latex 7 tema 6

<string name= >3. Extremos absolutos en
regiones compactas\n</string>

<string name= >+ Maximos y minimos
absolutos. Definiciones\n\n</string>

<string name= >Sea <i1>f</1i> : <i>D</i> €
R<sup>2</sup> - R, si <i>P</i><sub>0</sub>, <i>P</i><sub>1</sub> €
<i>D</1i> tales que\n\n
\t - <i>f</1i>(<i>P</i><sub>0</sub>) < <i>f</i>(<i>x</1i>),
<i>x</1> € <i>D</1i> = <i>f</i>(<i>P</i><sub>0</sub>) es un <b>minimo
absoluto</b> de <i>f</i> en <i>D</i>.\n\n
\t - <i>f</1>(<i>P</i><sub>1</sub>) 2 <i>f</1i>(<i>x</i>),
<1>x</1> € <1>D</1> = <1>f</1>(<K1>P</i><sub>1</sub>) es un <b>maximo
absoluto</b> de <i>f</i> en <i>D</i>.\n\n
Si <i>f</i> (<i>x</i>, <i>y</i>) es continua en una regidén del
plano <i>R</i> cerrada y acotada (compacta, que contiene los puntos en su
frontera), entonces <i>f</i> alcanza al menos un minimo y
un maximo absolutos en <i>R.</i>\n
Si <i>R</i> no es cerrado y acotado, el resultado anterior puede
ser falso. En la siguiente figura se observan los extremos en la regidén
acotada {<i>x</i> / -1.5 <i>x</i> 1.5} e
{<i>y</i> / -1.5 <i>y</1i> 1.5}:\n
</string>
//img 2 tema 6
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<string name= >Extremos absolutos de
una funcidén. Autor: Maria Teresa Capilla Roma.</string>

<string name= > Método de céalculo.
\n\n</string>

<string name= >Para obtener los maximos y
minimos de una funcidén <i>f</i>(<i>x</1>, <i>y</1i>) en una regidén cerrada
y acotada <i>R</1> de R<sup>2</sup>:\n\n

\t 1. Se obtienen los <b>puntos criticos de <i>f</i> (<i>x</1i>,
<i>y</i>)</b> y se seleccionan aquellos que estén en la regidn
<i>R</1i>.\n\n

\t 2. Se obtienen los <b>extremos</b> de <i>f</i> (<i>x</1i>,
<i>y</i>) sujetos a la <b>condicidén</b> dada por la regidén <i>R</i>.\n\n

\t\t a) Si la frontera de <i>R</i> viene definida por una
ecuacidn <i>g</i>(<i>x</i>, <i>y</i>) = 0, se aplicara el método de los
multiplicadores de Lagrange:\n\n

\ENE\L <i>L</i>(Ki>x, y, A</1i>) = <i>f</1i>(Ki>x</1i>, <i>y</i>) +
A<I>g</1> (<i>x</1i>, <i>y</i>)\n\n

\t\t b) Si la frontera de la regién es una poligonal o estéa
encerrada por curvas, se escogeran los vértices y los puntos criticos en




cada trozo.\n\n
\t 3. Finalmente se sustituyen todos los puntos obtenidos en la
funcidén <i>f</i>, para determinar cuédles son los <b>médximos y minimos
absolutos</b>.\n\n
A continuacién se muestra un ejemplo:\n
Hallar los extremos absolutos de la funcidn <i>f</i> (<i>x</1i>,
<i>y</1>) = <i>y</i><sup>3</sup> + <i>x</i><sup>2</sup><i>y</i> +
2<i>x</i><sup>2</sup> + 2<i>y</i><sup>2</sup> - 4<i>y</i> - 8
en el conjunto <i>U</1i> = { (<i>x</i>, <i>y</i>) € R<sup>2</sup>
/ <i>x</i><sup>2</sup> + <i>y</i><sup>2</sup> £ 1}\n
</string>
//latex 8 tema 6

// EJERICIOS TEMA 6

// Strings del Tema 7 de Teoria de CAlculo - Integracién Indefinida

<string name= >Tema 7. Integracidn
Indefinida\n</string>

<string name= >1. Integracidn
indefinida\n</string>

<string name= >- Definiciones\n\n</string>

<string name= >Sea <i>f</i> : [<i>a</i>,
<i>b</i>] - R una funcidén continua en [<i>a</i>, <i>b</i>]. Diremos que
la funcién <i>F</i> es una <b>primitiva</b> de <i>f</i>
Ssi <i>F\'</i> (<i>x</1i>) = <i>f</1i>(<i>x</1i>), para todo <i>x</i>
€ [<i>a</1>, <i>b</i>]\n\nSi <i>F</i> y <i>G</i> son dos primitivas de
<i>f</i>, entonces se verifica que <i>F</1i>(<i>x</1>) -
<1>G</1i> (Ki>x</1i>) = C,
donde <i>C</i> € R es una constante arbitraria. Esto es lo que
se conoce como el <b>Teorema fundamental del calculo integral</b>.\n\n
Al conjunto de todas las primitivas de <i>F</i> se le llama
<b>integral indefinida</b> de <i>f</i>. Se representa como
S<A>E</1> (Ki>x</1>) <i>dx</i> = <i>F</i> (<i>x</1>) + <i>C</i> y la funciédn
<i>f</1>(<i>x</i>) se conoce como <b>integrando</b>.\n\n
</string>

<string name= > - Propiedades\n\n</string>

<string name= >Las propiedades de la
integral indefinida son las siguientes:\n\n
\t - Relacidén con la derivacidn\n
</string>
// Latex 1 T7

<string name= >\t - <b>Linealidad</b>:
Dadas las funciones <i>f</i>, <i>g</i> y <i>a</1i>, <i>B</i> € R se
cumple:\n

</string>

// Latex 2 T7

<string name= >2. Calculo de
primitivas\n</string>

<string name= >+ Tabla de integrales
basica\n\n</string>

<string name= >A continuacidén se muestra
la tabla de integrales basicas que hay que conocer:\n
\t - Funciones béasicas:\n




</string>
// Latex 3 T7

<string name= Funciones
trigonométricas: \n

</string>

// Latex 4 T7

<string name= Funciones
trigonométricas inversas:

</string>

// Latex 5 T7

<string name= Funciones
hiperbdélicas:\n

</string>

// Latex 6 T7

<string name= Funciones hiperbdélicas
inversas:\n

</string>

// Latex 7 T7

<string name= >+ Reduccidén a integraciodn
inmediatal\n\n</string>

<string name= >El objetivo es transformar
las integrales en inmediatas (las de la tabla) :\n
\t - Utilizando la propiedad de la linealidad de la integral.\n\n
\t - Simplificando el integrando, aplicando férmulas
trigonométricas.\n\n
\t - A través de los distintos métodos de integracidn que veremos

en los siguientes apartados.\n\n
</string>

<string name= >3. Métodos de
integracién\n</string>

<string name= > Cambio de
variable\n\n</string>

<string name= >Dada
[<i>f</1i> (<i>x</1i>)<i>dx</1>, consideramos una funcidén <i>x</i> =
<i>u</1i>(<i>t</i>) que admita inversa <i>t</i> = <i>u</i><sup>-
1</sup> (<i>x</i>) cuya

derivada sea continua y no nula.\nEs posible calcular la integral

respecto a la nueva variable ya que <i>dx</i> =
<i>u</i>\"'" (<i>t</i>)<i>dt</i>:\n

</string>

// Latex 8 T7

<string name= >Si encontramos la
primitiva\n

</string>

// Latex 9 T7

<string name= >deshaciendo el cambio
tenemos la solucidén\n

</string>

// Latex 10 T7

<string name= >A continuacidén unos
ejemplos:\n




Demostrar que [<i>f</i>\" (<i>x</1i>)tg <i>f</i> (<i>x</i>)<i>dx</1i>
= -1ln |cos <i>f (<Ki>x</i>)</i>| + C y calcular
J(cosV (<i>x</1i>)) / (2N (<i>x</1>))<i>dx</i>\n
</string>
// Latex 11 T7

// Latex 12 T7

<string name= - Integracidén por
partes\n\n</string>

<string name= >Dadas dos funciones
<i>u</1i> (<i>x</1>) y <i>v</i> (<i>x</i>), recordamos la derivada del
producto:\n\n
\t\t (<i>u</i> (Ki>x</1i>) - <i>v</1i> (<i>x</1>))\' =
<i>u</i>\"' (<i>x</1>) - <i>v</1i> (<1i>x</1>) + <i>u</i> (<i>x</i>)
<i>v</i>\"'" (<i>x</1>) \n\n
Multiplicando por <i>dx</i> e integrando en ambos lados de la
igualdad obtenemos: \n\n
\t\t <i>u</i><i>v</i> = [<i>vdu</i> + [<i>udv</i>, \n\n
donde <i>du</i> = <i>u</i>\' (Ki>x</1i>)<i>dx</1i> y <i>dv</i> =
<i>v</i>\"' (<i>x</1>)<i>dx</i>, por tanto obtenemos la regla de
integracidén por partes:\n
</string>
// Latex 13 T7

<string name= >:;Qué tipo de funciones
conviene utilizar como <i>u</i> y como <i>dv</i>? Existe una regla
mnemotécnica muy conveniente (regla ILATE, en alguna bibliografia LIATE)
que asigna la prioridad de la variable <i>u</i>

a los distintos tipos de funciones que se resume en la siguiente

imagen:\n

</string>

// Img 1 T7

<string name= >Imagen de la regla ILATE para
integracidén por partes. Autor: Imagen propia.</string>

<string name= > Integracién de funciones
racionales\n\n</string>

<string name= >Dados los polinomios
<I>P</1> (Ki>x</1i>) y <i>Q</i>(<i>x</i>), para integrar
J(KI>P</1i> (<i>x</1>) /<i>0</1> (<1>x</1>))<i>dx</1i> distinguiremos dos
casos:\n
\t - Si grado <i>P</i> (<i>x</i>) 2 <i>Q</1i>(<i>x</i>), entonces\n
</string>
// Latex 14 T7

<string name= >\ndonde <i>C</i> (<i>x</1>)

es el cociente y <i>R</i> (<i>x</i>) el resto de la divisidén de los
polinomios <i>P</1i>(<i>x</1>)/<i>Q</i> (<i>x</i>), de manera que

el grado de <i>R</1i>(<i>x</i>) \u003C grado de <i>Q</1i>(<i>x</1>)
en la segunda integral y estamos en el siguiente caso.\n\n

\t - Si el grado de <i>P</i> (<i>x</1i>) \u003C grado de
<i>Q</1i>(<i>x</1>), descomponemos la funcidén racional
<I>P</1> (<1>x</1>) /<i>Q</i> (<i>x</i>) en una suma de fracciones simples y
estas depende de las

raices de <i>Q</1i> (<i>x</1i>).\n\n

Las raices de un polinomio <i>P<sub>n</sub></i> (<i>x</1i>) =
<i>a<sub>n</sub></i><i>x<sup>n</sup></i> + <i>a<sub>n-
1</sub></i><i>x<sup>n-1</sup></i> + .. + <i>a</i><sub>1</sub><i>x</i> +




<i>a</i><sub>0</sub>
son las soluciones de la ecuacidn <i>P<sub>n</sub></i> (<i>x</i>)
0, es decir, los <i>a</i> € C tales que <i>P<sub>n</sub></i> (<i>a</1i>)
= 0.\n\n

El <b>teorema fundamental del &lgebra</b> dice que todo polinomio
no constante de grado <i>n</i> 2 1, con <i>a<sub>i</sub></i> €
R:\n<i>P<sub>n</sub></i> (<i>x</i>) =
<i>a<sub>n</sub></i><i>x<sup>n</sup></i> + <i>a<sub>n-
1</sub></i><i>x<sup>n-1</sup></i> + .. + <i>a</i><sub>1</sub><i>x</i> +
<i>a</i><sub>0</sub>

tiene <i>n</i> raices <i>a<sub>i</sub></i> € C, <i>i</i> =
.., <i>n</i>\n\n

Algunas propiedades de las funciones polindémicas son las
siguientes:\n

Si <i>a<sub>i</sub></i>, <i>i</i> = 1, ..,<i>n</i> son las raices
de <i>P<sub>n</sub></i> (<i>x</i>) y <i>k<sub>i</sub></i> el numero de
veces que cada una de ellas se repite (multiplicidad), entonces:\n\n

\t - <i>n</i> = <i>k</i><sub>1</sub> + .. + <i>k<sub>r</sub></i>\n

\t - <i>P<sub>n</sub></i> (<i>x</i>) =
<i>a<sub>n</sub></1i> (<i>x</i> -
<i>a</i><sub>1</sub>) <sup><i>k</i><sub>1</sub></sup> (<i>x</i> -
<i>a</i><sub>2</sub>) <sup><i>k</i><sub>2</sub></sup> - - (<i>x</i> -
<i>a<sub>r</sub></i>)<sup><i>k<sub>r</sub></1></sup>.\n\n

La descomposicién en fracciones simples de
<I>P</1> (Ki>x</1i>) /<i>Q</i> (<i>x</1>) depende de las raices de
<i>Q0</1> (<i>x</1>) .\n\n
\t - Si <i>Q</i>(<1i>x</1>) solo tiene <b>raices reales
simples</b> (multiplicidad <i>k</i> = 1), entonces\n
</string>
// Latex 15 T7

<string name= >\ndonde
<i>A<sub>i</sub></i> son constantes y <i>oa<sub>i</sub></i> las raices
reales simples de <i>Q</i> (<i>x</1i>), <i>i</i> = 1, ..,<i>n</i>.\n
Las integrales asociadas a esta descomposicidén son
<b>logaritmos.</b>\n
</string>
// Latex 16 T7

<string name= >\n\t - Si
<i1>Q</1>(<i>x</i>) solo tiene <b>raices reales de multiplicidad <i>k</i>
> 1</b>, entonces\n

</string>

// Latex 17 T7

<string name= >\ncon
<i>A<sub>ij</sub></i> € R, <i>a<sub>i</sub></i> € R raices de
multiplicidad <i>k<sub>i</sub></1>, <i>7j</i> = 1, ..,<i>k<sub>i</sub></i>,
<i>i</i> = 1, .., <i>m</i>.\n

Las integrales asociadas a esta descomposicidén son <b>logaritmos

o potencias</b>.\n

</string>

// Latex 18 T7

<string name= >\n\t - Si

<i>Q</1> (<i>x</1i>) tiene <b>raices complejas simples</b>, entonces\n
</string>
// Latex 19 T7




<string name= >\ncon
<i>M<sub>i</sub></i>, <i>N<sub>i</sub></i> constantes vy
<i>a<sub>i</sub></i><i>x</i><sup>2</sup> + <i>b<sub>i</sub></i><i>x</i> +
<i>c<sub>i</sub></i> = (<i>x</1> - <i>a<sub>i</sub></i>)<sup>2</sup> +
<i>B<sub>i</sub></i><sup>2</sup>\n
parejas de raices complejas de <i>Q</i> (<i>x</1>), <i>i</i>
ey <1>p</i>.\n
Las integrales asociadas son suma de un <b>logaritmo</b> y una
<b>arcotangente</b>.\n
</string>
// Latex 20 T7

<string name= >\n\t - Si
<i1>Q</1i>(<i>x</i>) tiene <b>raices complejas de multiplicidad <i>k</i> >
1</b>, entonces\n

</string>

// Latex 21 T7

<string name= >\ncon
<i>M<sub>1j</sub></i>, <i>N<sub>ij</sub></i> constantes y
<i>a<sub>i</sub></i><i>x</i><sup>2</sup> + <i>b<sub>i</sub></i><i>x</i> +
<i>c<sub>i</sub></i> = (<i>x</i> - <i>a<sub>i</sub></i>)<sup>2</sup> +
<i>B<sub>i</sub></i><sup>2</sup>\n
parejas de raices complejas de multiplicidad <i>k<sub>i</sub></i>
de <i>Q</i> (<i>x</1>), <i>j</i> = 1, ..,<i>k<sub>i</sub></i>, <i>i</i> =
1, ..,<i>g</i>.\n
Las integrales asociadas a las raices complejas multiples se
pueden descomponer como: \n
</string>
// Latex 22 T7

<string name= >\nEn general:\n
</string>
// Latex 23 T7

<string name= >\ndonde
<i>A<sub>i</sub></i>, <i>B<sub>jm</sub></i>, <i>M<sub>k</sub></i>,
<i1>N<sub>k</sub></i1> son constantes, <i>a<sub>i</sub></i> son las raices
reales simples,
<i>B<sub>j</sub></i> son las raices reales de multiplicidad
<i>k<sub>j</sub></i> y <i>a<sub>k</sub></i><i>x</i><sup>2</sup> +
<i>b<sub>k</sub></i><i>x</i> + <i>c<sub>k</sub></i> son las parejas de
raices complejas de <i>Q</i>(<i>x</1i>).\n\n
En el apartado de ejercicios resueltos se veran distintos casos
de integrales de funciones racionales.\n\n
</string>

<string name= > Integracién de funciones
irracionales\n\n</string>

<string name= >Si tenemos una integral
raices en el denominador del integrando:\n

</string>

// Latex 24 T7

<string name= >\ndescomponemos el
polinomio como suma o diferencia de cuadrados, para obtener alguna de
estas primitivas:\n

</string>

// Latex 25 T7

<string name= >\nSi tenemos raices en el
integrando, utilizamos los siguientes cambios:\n




</string>
// Latex 26 T7

<string name= >+ Integracién de funciones
trigonométricas\n\n</string>

<string name= >Si tenemos productos de
funciones trigonométricas de la forma\n\n

</string>

// Latex 27 T7

<string name= >

donde <i>a</i> y <i>b</i> son reales, utilizamos las férmulas\n\n

\t - <b>sen (<i>ax</i>)cos (<i>bx</1i>)</b> = 1/2(sen ( (<i>a</i> -
<i>b</i>)<i>x</i>) + sen((<i>a</i> + <i>b</i>)<i>x</i>))\n\n

\t - <b>sen (<i>ax</i>)sen (<i>bx</1i>)</b> = 1/2(cos ((<i>a</i> -
<i>b</i>)<i>x</i>) - cos((<i>a</i> + <i>b</i>)<i>x</i>))\n\n

\t - <b>cos (<i>ax</1>)cos (<1i>bx</1>)</b> = 1/2(cos((<i>a</1i> -
<i>b</1>)<i>x</1>) + cos ((<i>a</i> + <i>b</1i>)<i>x</1>))\n\n

Si tenemos funciones trigonométricas pares o impares del tipo
J<i>R</i>(sen (<i>x</i>), cos (<i>x</1i>))<i>dx</i>, \n\n

\t - Si <i>R</i>(sen (<i>x</1>), cos (<i>x</i>)) es impar en sen
<i>x</1>, es decir, <i>R</i>(-sen (<1i>x</1>), cos (<i>x</1i>)) = -
<i>R</1i>(sen (<i>x</1>), cos(<i>x</i>)), hacemos el cambio <b><i>t</i>
cos <i>x</i></b>\n\n

\t - Si <i>R</i>(sen (<i>x</i>), cos(<i>x</i>)) es impar en cos
<i>x</1>, es decir, <i>R</i>(sen (<1i>x</1>), -cos (<i>x</1i>)) = -
<i>R</1>(sen (<1i>x</1>), cos (<i>x</1>)), hacemos el cambio <b><i>t</i>
sen <i>x</1i></b>\n\n

\t - Si <i>R</i>(sen (<i>x</i>), cos(<i>x</i>)) es par en sen
<i>x</1> y cos <i>x</i>, es decir, <i>R</i>(-sen (<i>x</1i>), -
cos (K1>x</1>)) = <i>R</1i>(sen (<1i>x</1>), cos(<1i>x</1i>)), hacemos el
cambio <b><i>t</i> = tg <i>x</i></b>\n\n

Para integrar funciones que no son del tipo anterior, como por
ejemplo las funciones racionales de funciones trigonométricas:\n
</string>
// Latex 28 T7

<string name= >\nhacemos el cambio de
variable <b><i>t</i> = tg(<i>x</i>/2)</b>, donde <b><i>dx</i> =
2<i>dt</1i>/ (1 + <i>t</i><sup>2</sup>)</b>.\nUtilizando las razones
trigonométricas
del &ngulo doble y la igualdad\n
\t 1 + tg<sup>2</sup> (<i>x</i>/2) = sec”2(Ki>x</i>/2),
obtenemos: \n\n
\t\t\t sen <i>x</i> = 2<i>t</1>/ (<i>t</i><sup>2</sup> + 1), \t
cos <i>x</1> = (1 - <i>t</i><sup>2</sup>)/ (<i>t</i><sup>2</sup> + 1)
</string>

// EJERCICIOS

LTI LTTTT LTI 77777
LTI LTTT LTI
LTI LT LTI

// Strings del Tema 8 de Teoria de Calculo - Integracidén Definida vy
aplicaciones

<string name= >Tema 8. Integracidén Definida y
Aplicaciones\n</string>




<string name= >1. Integracidn
definida\n</string>

<string name= >+ Funcibén integrable
Riemann\n\n</string>

<string name= >Dado el intervalo
[<i>a</i1i>, <i>b</i>] c€ R, decimos que un conjunto de numeros
<i>x<sub>i</sub></i> € [<i>a</1i>, <i>b</i>] f = {<i>x</i><sub>0</sub>,
<i>x</i><sub>1</sub>, ..,<i>x<sub>n</sub></i>}
es una <b>particidén</b> de [<i>a</1>, <i>b</i>] si <i>a</i> =
<i>x</i><sub>0</sub> \u003C <i>x</i><sub>1</sub> \u003C .. \u003C
<i>x<sub>n</sub></i> = <i>b</i>.\n\n

La <b>norma de la particién</b> fp viene dada por el maximo de la
distancia entre dos puntos de la particidén. Si A<i>x<sub>i</sub></i> =
<i>x<sub>i</sub></1i> - <i>x</i><sub><i>i</i>-1</sub>, <i>i</i> = 1,

v,y <i>n</i>: || o || = max{A<i>x</i><sub>1</sub>, A<i>x</i><sub>2</sub>,
.., A<1>x<sub>n</sub></1>}\n\n

Decimos que la funcidn <i>f</i> : [<i>a</i>, <i>b</i>] € R - R
es <b>integrable Riemann</b> en [<i>a</i>, <i>b</i>], si existe el
limite:\n

</string>
// Latex 1 T8

<string name= > Integral
definida\n\n</string>

<string name= >Si <i>f</i> es integrable
en [<i>a</1>, <i>b</i>], llamamos <b>integral definida</b> de <i>f</i> en
[<i>a</i>, <i>b</i>] al valor del limite y la denotamos como:\n

</string>

// Latex 2 T8

<string name= >Si la funcidn <i>f</i> es
continua en [<i>a</i>, <i>b</i>], entonces es integrable en [<i>a</i>,
<i>b</i>]. Si la funcidn <i>f</i> estd acotada en [<i>a</i>, <i>b</i>]

y la continuidad solo falla en un numero finito de puntos de
dicho intervalo, entonces <i>f</i> también es integrable. Si <i>f</i> es
continua a trozos en [<i>a</i>, <i>b</i>], entonces también es integrable
en [<i>a</1i>, <i>b</i>].\n

</string>

<string name= >+ Propiedades de la integral
definida\n\n</string>

<string name= >Dada una funcidén <i>f</i>
integrable en [<i>a</i>, <i>b</i>], se cumplen las siguientes
propiedades:\n

</string>

// Latex 3 T8

<string name= >Dadas dos funciones
<i>f</i>, <i>g</1> integrables en el intervalo [<i>a</i>, <i>b</i>] vy

<i>a</1>, <i>B</i> € R se cumplen las siguientes propieadaes:\n
</string>
// Latex 4 T8

<string name= > Interpretacidn
geométrica\n\n</string>




<string name= >Dada la funcidén <i>f</i> no
negativa e integrable en [<i>a</i>, <i>b</i>]:\n

</string>

// Latex 5 T8

<string name= >La integral definida de
<i>f</i> 2 0 en [<i>a</i1i>, <i>b</1i>] es una estimacidn del &rea de la
regién comprendida entre la gréafica de la funcidén, el eje X y
las dos rectas verticales <i>x</i> = <i>a</1i>, <i>x</i> =
<i>b</1i>.\n
</string>
// Img 1 T8

<string name= >Imagen de la interpretacidn
geométrica de la integral definida. Autor: Transparencias de Esther
Sanabria Codesal.</string>

<string name= >S1 la funcidn <i>f</i> es
negativa en [<i>a</i>, <i>b</i>], el &4rea viene dada por la integral
definida de -<i>f</i>.\n\n
Si la funcidén <i>f</i> toma valores positivos y negativos en
[<i>a</i>, <i>b</i>], tendremos que averiguar donde es positiva y
negativa y calcular el &area en cada intervalo para sumarlas, es decir,
calcular la integral definida del valor absoluto de <i>f</i> en
[<i>a</i>, <i>b</i>].
</string>
// Img 2 T8

<string name= >Imagen de la interpretacidn
geométrica de la integral definida. Autor: Transparencias de Esther
Sanabria Codesal.</string>

<string name= >+ Regla de
Barrow\n\n</string>

<string name= >Si <i>f</i> es una funcidn
integrable en [<i>a</i>, <i>b</i>], definimos la <b>funcidén integral
como</b>:\n

</string>

// Latex 6 T8

<string name= >La funcidén integral es
continua y ademds es una primitiva de <i>f</i>, ya que
<I>E</1>\" (K1>x</1>) = <1>f</i>(<i>x</1i>)\n\n
Si <i>F</i> es una primitiva de la funcidén continua <i>f</i> en
[<i>a</1>, <i>b</i>], entonces:\n
</string>
// Latex 7 T8

<string name= >+ Integracidén por partes y
cambio de variable\n\n</string>

<string name= >\t - <b>Integracidén por
partes</b>\n\n
Si las funciones <i>f</i>, <i>g</i> son derivables y <i>f</i>,
<i>g</1i>, <i>f</i>\' y <i>g</i>\' son integrables en [<i>a</i>,
<i>b</i>], entonces:\n
</string>
// Latex 8 T8

<string name= >\t - <b>Cambio de
variable</b>\n\n
Si el cambio de variable <i>x</1> = <i>u</i>(<i>t</1i>) admite




derivada continua en [<i>c</i>, <i>d</i>], <i>f</i> es continua en el
conjunto imagen de <i>u</i> y se verifica que <i>a</i> =
<i>u</1i>(<i>c</1>) vy
<i>b</i> = <i>u</i>(<i>d</i>), entonces:\n
</string>
// Latex 9 T8

<string name= >2. Integrales
impropias\n</string>

<string name= >Las integrales impropias
aparecen cuando la funcién, o el intervalo no estan acotados. Por tanto
existen dos tipos de integrales impropias:\n\n
\t - Integrales impropias de primera especie (si el intervalo no
estd acotado) \n\n
\t - Integrales impropias de segunda especie (si la funcidén no
estd acotada) \n\n
</string>

<string name= > Integrales impropias de
primera especie\n\n</string>

<string name= >Dado <i>a</i> € R, si
<i>f</i> es integrable en [<i>a</i>, <i>t</i>], para <i>t</i> > <i>a</i>
planteamos la funcidén integral y si existe el limite:\n

</string>

// Latex 10 T8

<string name= >\nDado <i>b</i> € R, si
<i>f</1i> es integrable en [<i>t</i>, <i>b</i>], para <i>t</i> \u003C
<i>b</i> planteamos la funcidén integral y si existe el limite:\n

</string>

// Latex 11 T8

<string name= >\nSi <i>f</i> es integrable
Riemann en cualquier intervalo [<i>t</i>, <i>t</i>\'"'], <i>t</i> \u003C
<i>t</i>\"' planteamos dos funciones integrales\n\n

</string>

// Latex 12 T8

<string name= >\n Si existen los limites
de ambas integrales:\n

</string>

// Latex 13 T8

<string name= > Integrales impropias de
segunda especie\n\n</string>

<string name= >Si <i>f</i> es integrable
en (<i>a</1i>, <i>b</i>], planteamos la funcidén integral y si existe el
limite\n

</string>

// Latex 14 T8

<string name= >\nAnalogamente si <i>f</i>
es integrable en [<i>a</i>, <i>b</i>):\n

</string>

// Latex 15 T8

<string name= >\nSi <i>f</i> es integrable
Riemann en el intervalo [<i>a</i>, <i>c</1i>) U (<i>c</1>, <i>b</i>],
planteamos dos funciones integrales:\n

</string>




// Latex 16 T8

<string name= >\nSi existen los limites de
ambas integrales\n

</string>

// Latex 17 T8

<string name= > - Propiedades\n\n</string>

<string name= >Dadas las funciones
integrables <i>f</i>(<i>x</1i>) y <i>g</i> (<i>x</1>) en [<i>a</i>,
<i>t</i>], para <i>t</i> > <i>a</i> € R, tales que 0 <
<I>f</1> (<1>x</1>) < <i>g</i> (<i>x</1i>)
se cumple:\n\n
\t - Si [<sub><i>a</i></sub><sup>+«</sup>
<i1>g</1> (<i>x</i>)<i>dx</i> converge = [<sub><i>a</i></sub><sup>+«<</sup>
<i>f</1> (<i>x</i>)<i>dx</i> converge.\n\n
\t - Si [<sub><i>a</i></sub><sup>+=</sup>
<I>f</1> (K1i>x</1>)<i>dx</i> diverge = [<sub><i>a</i></sub><sup>+=</sup>
<1>g</1>(Ki>x</1i>)<i>dx</i> diverge.\n\n
El comportamiento de integrales impropias es similar en el resto
de casos.\n\n
</string>

<string name= >3. Aplicaciones\n</string>

<string name= >+ Calculo de areas
planas\n\n</string>

<string name= ><pb>Coordenadas
cartesianas</b>\n\n
Dada una funcién <i>f</i> integrable en [<i>a</i>, <i>b</i>]\n\n
\t - Si la funcién <i>f</i> cambia de signo en [<i>a</i>,
<i>b</i>] el &rea de la regidn es [<sub><i>a</i></sub><sup><i>b</i></sup>
[<1>f</1> (<i>x</1>) |<i>dx</i>\n\n
\t - Dadas dos funciones <i>f</i> y <i>g</i> integrables en
[<i>a</i>, <i>b</i>], el area de la regidén comprendida entre las graficas
de las funciones y las rectas <i>x</i> = <i>a</i>, <i>x</i> = <i>b</i>,
viene dada por:\n
</string>
// Latex 18 T8 - Img 3 T8

<string name= >Imagen de la interpretacién
geométrica del calculo del &rea plana entre dos curvas en coordenadas
cartesianas. Autor: Transparencias de Esther Sanabria Codesal.</string>

<string name= ><pb>Coordenadas

paramétricas</b>\n\n

Sea <i>C</i> una curva en coordenadas paramétricas
(<i>x</1i>(<i>t</1>), <i>y</i>(<i>t</i>)) con <i>t</i> €
[<i>t<sub>a</sub></i>, <i>t<sub>b</sub></i>] tal que las funciones
<1>x</1i>(<i>t</1i>),

<i>y</1i>(<i>t</1>) y <i>x</i>\' (<i>t</i>) son continuas en
[<i>t<sub>a</sub></i>, <i>t<sub>b</sub></i>], de modo que cuando <i>t</i>
varia de <i>t<sub>a</sub></i> a <i>t<sub>b</sub></i>, <i>x</i>

alcanza valores entre <i>a</i> y <i>b</i>, e <i>y</i> 2 0\n\n

El area de la regidédn limitada por la curva <i>C</i> el eje
<i>X</1i> y las abcisas <i>x</i> = <i>x</i>(<i>t<sub>a</sub></i>),
<i>x</1i> (<i>t<sub>b</sub></i>) viene dada por:\n

</string>
// Latex 19 T8 - Img 4 T8




<string name= >Imagen de la interpretacidn
geométrica del cadlculo del area plana entre dos curvas en coordenadas
paramétricas. Autor: Transparencias de Esther Sanabria Codesal.</string>

<string name= ><b>Coordenadas
polares</b>\n\n
Dada una curva <i>C</i> en coordenadas polares <i>p</i> =
<i>p</1i> (<i>a</1>) con <i>oa</i> € [<i>w<sub>a</sub></i>,
<i>w<sub>b</sub></i>] donde 0 \u003C <i>w<sub>b</sub></i> -
<i>w<sub>a</sub></i> \u003C 2m,
el 4rea de la regidn de plano comprendida entre 0 < <i>p</i> <
<i>p</1i> (<i>a</i>), cuando <i>a</i> € [<i>w<sub>a</sub></1i>,
<i>w<sub>b</sub></i>], viene dada por la integral definida\n
</string>
// Latex 20 T8 - Img 5 T8

<string name= >Imagen de la interpretacién
geométrica del calculo del area plana entre dos curvas en coordenadas
polares. Autor: Transparencias de Esther Sanabria Codesal.</string>

<string name= >\n- Cadlculo de volumenes de
revolucién alrededor del eje OX\n\n</string>

<string name= ><pb>Coordenadas
cartesianas</b>\n\n
Sea <i>f</i> una funcidén integrable Riemann en [<i>a</i>,
<i>b</i>], consideramos la regidén plana comprendida entre la grafica de
<i>f</1>, el eje <i>X</i> y las abcisas <i>x</i> = <i>a</i>, <i>x</i> =
<i>b</i>.\n\n
El volumen del sélido de revolucidn generado al girar dicha
regién <i>a</i> € [0, 2n] radianes alrededor del eje <i>0X</i> viene dado
por la integral definida:\n
</string>
// Latex 21 T8 - Img 6 T8

<string name= >Imagen de la
interpretacién geométrica del calculo del volumen engendrado al girar
sobre el eje OX en coordenadas cartesianas.
Autor: Transparencias de Esther Sanabria Codesal.</string>

<string name= >\n<b>Coordenadas

paramétricas</b>\n\n

Sea <i>C</i> una curva en coordenadas paramétricas
(<i>x</1i>(<i>t</1>), <i>y</i>(<i>t</i>)) con <i>t</i> €
[<i>t<sub>a</sub></i>, <i>t<sub>b</sub></i>] tal que las funciones
<i>x</1i>(<i>t</i>),

<i>y</1i>(<1>t</1>) y <i>x</i>\' (<i>t</i>) son continuas en
[<i>t<sub>a</sub></i>, <i>t<sub>b</sub></i>], de modo que cuando <i>t</i>
varia de <i>t<sub>a</sub></i> a <i>t<sub>b</sub></i>, <i>x</i>

alcanza valores entre <i>x</i> (<i>t<sub>a</sub></1>) y
<i>x</i> (<i>t<sub>b</sub></i>), e <i>y</i> 2 0\n\n

El volumen del sélido engendrado al girar <i>a</i> € [0, 2m]
radianes la regidén limitada por la curva <i>C</i>, el eje <i>0X</i> y las
abcisas <i>x</1i> (<i>t<sub>a</sub></1>), <i>x</1>(<i>t<sub>b</sub></1i>)
viene dada por:\n

</string>
// Latex 23 T8 - Img 8 T8

<string name= >Imagen de la interpretacidn
geométrica del cdlculo del volumen engendrado al girar sobre el eje OX en
coordenadas paramétricas.
Autor: Transparencias de Esther Sanabria Codesal.</string>




<string name= >\n -+ Célculo de volumenes de
revolucién alrededor del eje OY\n\n</string>

<string name= ><b>Coordenadas
cartesianas</b>\n\n
Sea <i>f</i> una funcidén integrable Riemann en [<i>a</i>,
<i>pb</i>], consideramos la regidén plana comprendida entre la grafica de
<i>f</1>, el eje <i>X</1i> y las abcisas <i>x</1i> = <i>a</i>, <i>x</i> =
<i>b</i>.\n\n
El volumen del sélido de revolucidn generado al girar dicha
regién <i>a</i> € [0, 2n] radianes alrededor del eje <i>0Y</i> viene dado
por la integral definida:\n
</string>
// Latex 22 T8 - Img 7 T8

<string name= >Imagen de la
interpretacién geométrica del cadlculo del volumen engendrado al girar
sobre el eje OY en coordenadas cartesianas.
Autor: Transparencias de Esther Sanabria Codesal.</string>

<string name= >\n- Cadlculo de volumenes de
revolucién alrededor del eje polar\n\n</string>

<string name= >\n\n
Dada una curva <i>C</i> en coordenadas polares <i>p</i> =
<i>p</1i> (Ki>a</i>) con <i>a</i> € [<i>w<sub>a</sub></i>,
<i>w<sub>b</sub></i>] donde 0 \u003C <i>w<sub>a</sub></i> \u003C
<i>w<sub>b</sub></i> \u003C m.\n
El volumen del sélido engendrado al girar <i>B</i> radianes
alrededor del eje polar la regidén de plano comprendida entre 0 < <i>p</i>
< <i>p</i> (<i>a</i>), cuando <i>a</i> € [<i>w<sub>a</sub></i>,
<i>w<sub>b</sub></i>], viene dada por la integral definida\n
</string>
// Latex 24 T8

<string name= >\n -+ Curvas\n\n</string>

<string name= ><pb>Curvas
espaciales</b>\n\n
Una <b>curva alabeada</b> <i>C</i> en R<sup>3</sup> viene dada
en forma paramétrica por tres funciones continuas (coordenadas)
<I>x</1> (Ki>t</1i>), <i>y</i> (Ki>t</1i>), <i>z</i> (<i>t</i>), <i>t</i> €
<i>I</i> € R:
<I>C</1> = {(Ki>x</1> (<i>t</1>), <i>y</i>(<i>t</i>),
<i>z</i> (<i>t</1>)) € R<sup>3</sup> : <i>t</i> € <i>I</i>}\n\n
Podemos representar <i>C</i> de forma vectorial como
<b><Ii>r</i></b> (K1>t</1>) = <i>x</1>(K1>t</1>)<b><i>i</i></b> +
<i>y</1>(<1>t</1>) <b><i>j</i></b> + <i>z</i>(<i>t</1>)<b><i>k</i></b>. La
curva <i>C</i>
tiene un sentido de direccidén (orientacidn) si el vector de
posicidén <b><i>r</i></b>(<i>t</i>) de la curva se desplaza de <i>A</i> a
<i>B</1i> cuando <i>t</i> varia de <i>a</i> a <i>b</i>.\n
</string>
// Img 9 T8

<string name= >Imagen de representacidn
geométrica de una curva alabeada en R”3. Autor: Transparencias de Esther
Sanabria Codesal.</string>

<string name= >\n<b>Curvas simples (de
Jordan) y cerradas</b>\n\n
Una curva <i>C</1i> es <b>simple</b> cuando no tiene




autointersecciones y es <b>cerrada</b> cuando el punto inicial coincide
con el punto final.\n
</string>

<string name= >\n+ Célculo de longitudes de
curvas\n\n</string>

<string name= >\n<b>Coordenadas

paramétricas</b>\n\n
La longitud del punto <i>A</i> al <i>B</i> de una curva simple
<i>C</1i> en R<sup>3</sup> dada en forma paramétrica, de manera que Sus
funciones coordenadas tienen la derivada continua en el intervalo
[<i>a</i>, <i>b</i>], viene dada por:\n
</string>
// Latex 25 T8

<string name= >\nEn el caso de que la
curva dada en forma paramétrica sea simple y plana, de manera que Ssus
funciones coordenadas tengan derivada continua en el intervalo [<i>a</i>,
<i>b</1>], entonces:\n

</string>

// Latex 26 T8

<string name= >\n<b>Coordenadas

cartesianas</b>\n\n
Si tenemos un arco de curva plana que corresponde a la

representacidén grafica de una funcidén (con derivada continua) <i>y</i>
<i>f</1>(<i>x</1>) en el intervalo [<i>a</1>, <i>b</i1i>], entonces su
longitud viene dada por:\n

</string>

// Latex 27 T8

<string name= >\n<b>Coordenadas
polares</b>\n\n
Dada una curva <i>C</i> en coordenadas polares <i>p</i> =
<i>p</i>(<i>a</i>), con derivada continua en el intervalo
[<i>w<sub>a</sub></i>, <i>w<sub>b</sub></i>], la longitud del arco
comprendido entre
<i>p</1i> (Ki>w<sub>a</sub></1i>) y <i>p</i> (<i>w<sub>b</sub></i>,
viene dada por:\n
</string>
// Latex 28 T8

<string name= >\n- Cadlculo de &reas de
superficies de revolucidén\n\n</string>

<string name= >\n<b>Coordenadas
cartesianas</b>\n\n
Supongamos que tenemos una curva <i>C</i>, de ecuacidén (con
derivada continua) <i>y</i> = <i>f</i>(<i>x</i>) en el intervalo
[<i>a</i>, <i>b</i>]. El area de la superficie de revolucidén engendrada
al
girar la curva <i>o</i> radianes alrededor de <i>0X</i> viene
dada por:\n
</string>
// Latex 29 T8

<string name= >\n<b>Coordenadas
paramétricas</b>\n\n
Sea <i>C</i1i> una curva en coordenadas paramétricas <i>x</i> =
<i>x</i> (<i>t</i>), <i>y</i> = <i>y</i> (<i>t</i>), <i>t</i> €
[<i>t<sub>a</sub></i>, <i>t<sub>b</sub></i>], donde <i>x</i> e <i>y</i>
son funciones con derivada continua en [<i>a</i>, <i>b</i>]. E1




drea de la superficie de revolucidn engendrada al girar la curva <i>o</i>
radianes alrededor de <i>OX</i> viene dada por:\n

</string>

// Latex 30 T8

<string name= >\n<b>Coordenadas
polares</b>\n\n
Sea <i>C</i> una curva en coordenadas polares <i>p</i> =
<i>p</i>(<i>a</1>), donde <i>p</i> es una funcidén con derivada continua
en el intervalo [<i>w<sub>a</sub></i>, <i>w<sub>b</sub></i>]. El &area
de la superficie de revolucidédn engendrada al girar la curva
<i>B</1> radianes alrededor del eje polar viene dada por:\n
</string>
// Latex 31 T8

// EJERCICIOS
L1100/ 7777 7777777777
L1110

// Strings del Tema 9 de Teoria de Calculo - Integracidén Multiple

<string name= >Tema 9. Integracidn
maltiple\n</string>

<string name= >1. Integracidn
doble\n</string>

<string name= > Particiones\n\n</string>

<string name= >Dado un rectingulo <i>R</i>

= {(<i>x</1>, <i>y</i>) € R<sup>2</sup> : <i>a</i> < <i>x</i> <
<i>b</1i>, <i>c</i> £ <i>y</i> £ <i>d</i>} = [<i>a</i>, <i>b</i>] x

[<i>c</i>, <i>d</i>] c© R<sup>2</sup>\n\n

Consideramos una <b>particidén</b> de <i>R</i> en <i>n</i>
rectdngulos <i>R<sub>ij</sub></i> = [<i>x</i><sub><i>i</i>-1</sub>,
<i>x<sub>i</sub></i>] x [<i>y</i><sub><i>j</i>-1</sub>,
<i>y<sub>j</sub></i>],

donde <i>a</i> = <i>x</1><sub>0</sub> \u003C <i>x</i><sub>1</sub>
\u003C .. \u003C <i>x<sub>n</sub></i> = <i>b</i>, <i>c</i> =
<i>y</i><sub>0</sub> \u003C <i>y</i><sub>1</sub> \u003C .. \u003C
<i>y<sub>n</sub></i> = <i>d</i>. \n\n

El area de cada rectidngulo <i>R<sub>ij</sub></i>, viene dada por
A<i>R<sub>ij</sub></i> = A<i>x<sub>i</sub></i>A<i>y<sub>j</sub></i>,
donde A<i>x<sub>i</sub></i> = <i>x<sub>i</sub></i> -
<i>x</i><sub><i>i</i>-1</sub>, vy

A<i>y<sub>j</sub></i> = <i>y<sub>j</sub></i> -
<i>y</i><sub><i>j</i>-1</sub>, <i>i, j</i> = 1, .., <i>n</i>.\n\n

<b>Funcién integrable</b>:\n
Decimos que la funcidén <i>f</i> : <i>R</i> c R<sup>2</sup> — R
es <b>integrable</b> en <i>R</i> C R<sup>2</sup> si existe el limite:\n
</string>
// Latex 1 T9

<string name= >\n- Integral
doble\n\n</string>

<string name= >Si <i>f</i> es integrable
en <i>R</1i> = [<i>a</1i>, <i>b</i>] % [<i>c</i>, <i>d</i>] C
R<sup>2</sup>, llamamos <b>integral doble</b> de <i>f</i> en <i>R</i> al




valor del
limite y la denotamos como:\n
</string>
// Latex 2 T9 - Img 1 T9

<string name= >Imagen de la representacidn
geométrica de la integral doble. Autor: Transparencias de Esther Sanabria
Codesal .</string>

<string name= >\nSi la funcidn <i>f</i> es
continua en <i>R</i> C R<sup>2</sup>, entonces es integrable en
<i>R</i>.\n\n

</string>

<string name= > Interpretacidn geométrica:
volumenes en el espacio\n\n</string>

<string name= >S1 <i>f</1i> (<i>x</i>,
<i>y</i>) 2 0 e integrable en <i>R</i>, la integral doble de <i>f</i> en
el rectangulo <i>R</i> = [<i>a</i>, <i>b</i>] x [<i>c</i>, <i>d</i>] C
R<sup>2</sup>
es una estimacidén del volumen del sbélido espacial comprendido
bajo la grafica de la funcidén <i>f</i> (superficie <i>z</i> = f (<i>x</i>,
<i>y</i>)), el plano horizontal <i>z</i> = 0 (plano XY) y los cuatro
planos verticales <i>x</1> = <i>a</i>, <i>x</i> = <i>b</i>,
<i>y</1i> = c e <i>y</i> = <i>d</i>.\n\n

Si <i>f</1i>(<i>x</i>, <i>y</i>) = 1, entonces
[[<sub><i>R</i></sub> <i>f</i>(<i>x</i>, <i>y</i>)<i>dxdy</i> representa
el 4rea de <i>R</1i>.\n

</string>
// Img 2 T9

<string name= >Imagen de la
representacién geométrica del volumen calculado por la integral doble.
Autor: Transparencias de Esther Sanabria Codesal.</string>

<string name= >\n* Integracién doble en
coordenadas cartesianas\n\n</string>

<string name= >S1 <i>f</i> es continua en
el rectangulo <i>R</i> = { (<i>x</1i>, <i>y</i>) € R<sup>2</sup>
<i>a</1i> £ <i>x</i> £ <i>b</i>, <i>c</i> £ <i>y</i> < <i>d</i>} =
[<i>a</1>, <i>b</i>] x
[<i>c</i1i>, <i>d</i>] < R<sup>2</sup>, \n\n
Entonces podemos calcularla como:\n
</string>
// Latex 3 T9

<string name= >\nExtendemos esta
definicidén a cualquier regidn <i>D</i> C R<sup>2</sup>, rodeando esta
por un rectangulo u extendiendo <i>f</i> al recténgulo
asignandole el valor cero fuera de <i>D</i>.\n\n
Si <i>f</i> es continua en <i>D</i> c R<sup>2</sup>, entonces es
integrable en <i>D</i>.\n\n
Para cualquier recinto, si <i>f</i> es continua sobre la regidn

<i>D</i> c R<sup>2</sup> que podemos definir como:\n\n

<i>D</1> = { (Ki>x</i>, <i>y</i>) € R<sup>2</sup> : <i>a</i> <
<i>x</1> £ <i>b</1>, <i>f</i><sub>1</sub> (<i>x</1i>) < <i>y</i> <
<i>f</i><sub>2</sub> (<i>x</1>)}, \n\n

o bien como:\n\n

<i>D</1> = { (Ki>x</1i>, <i>y</i>) € R<sup>2</sup> : <i>c</i>




<i>y</i> £ <i>d</i>,<i>g</i><sub>1</sub> (<i>y</i>) < <i>x</1> <
<i>g</i><sub>2</sub> (<i>y</1i>) }, \n\n
entonces la integral doble la podemos calcular:\n
</string>
// Latex 4 T9

<string name= >\n- Cambio de variable en
integrales dobles\n\n</string>

<string name= >En algunos casos, haciendo
un cambio de variable adecuado, la integral doble en coordenadas
cartesianas se transforma en una integral doble con un recinto de
integracién més simple y por lo tanto de calculo mas
sencillo.\n\n
Sea <i>f</i> : <i>D</i> c R<sup>2</sup> — R y un cambio de
variable\n
</string>
// Latex 5 T9

<string name= >\n*+ Integracién doble en
coordenadas polares generalizadas\n\n</string>

<string name= >En el caso de las
coordenadas polares:\n

</string>

// Latex 6 T9

<string name= >\nEste cambio es muy util
para recintos de integracidén elipticos o circulares centrados en el punto
(<i>x</i><sub>0</sub>, <i>y</i><sub>0</sub>). En el caso de que
el recinto esté centrado en el punto (0, 0), <i>x</i><sub>0</sub>
<i>y</i><sub>0</sub> = 0, <i>a</i> = 1 y <i>b</i> = 1.\n\n
</string>

<string name= >+ Aplicaciones\n\n</string>

<string name= >Dada <i>f</i> : <i>D</i>
C R<sup>2</sup> — R funcidén continua en <i>D</i>.\n\n
\t - <b>Volumenes en el espacio</b>\n\n
\t Si <i>f</i>(<i>x</i>, <i>y</i>) 2 0 en el recinto <i>D</i> C
R<sup>2</sup>, el volumen de la regidén entre la superficie determinada
por la grafica de <i>f</i> (<i>x</i>, <i>y</i>) sobre <i>D</i> y
\t el plano <i>XY</i> viene dado por:\n
</string>
// Latex 7 T9

<string name= >\n\t - <b>Areas en el
plano</b>\n\n
\t Si <i>f</i>(<i>x</1>, <i>y</i>) = 1 en el recinto <i>D</i> C
R<sup>2</sup>:\n
</string>
// Latex 8 T9

<string name= >\n\t - <b>Masas de objetos
planos</b>\n\n
\t Si <i>d</i>(<i>x</1>, <i>y</i>) es la densidad de un objeto
plano de forma <i>D</i> C R<sup>2</sup>:\n
</string>
// Latex 9 T9

<string name= >\n2. Integracién
triple\n</string>




<string name= >Dado un paralelepipedo
recto (o caja)\n

\t <i>P</i> = {(<i>x, y, z</1i>) € R<sup>3</sup> : <i>a</i> <
<i>x</1> £ <i>b</1>, <i>c</i> £ <i>y</i> £ <i>d</1i>, <i>e</i> < <i>z</i>
< <i>f</1i>} = [<i>a</i>, <i>b</i>] x [<i>c</i>, <i>d</i>] x

[<i>e</i>, <i>f</i>] € R<sup>3</sup>\n

consideramos una <b>particidén</b> de <i>P</i> en <i>n</i>
cajas:\n

<i>P<sub>ijk</sub></i> = [<i>x</i><sub><i>i</i>-1</sub>,
<i>x<sub>i</sub></i>] x [<i>y</i><sub><i>]j</i>-1</sub>,
<i>y<sub>j</sub></i>] x [<i>z</i><sub><i>k</i>-1</sub>,
<i>z<sub>k</sub></i>],

donde <i>a</i> = <i>x</i><sub>0</sub> \u003C <i>x</i><sub>1</sub>
\u003C .. \u003C <i>x<sub>n</sub></i> = <i>b</i>, <i>c</i> =
<i>y</i><sub>0</sub> \u003C <i>y</i><sub>1</sub> \u003C .. \u003C
<i>y<sub>n</sub></i> = <i>d</i>, <i>e</i> = <i>z</i><sub>0</sub> \u003C
<i>z</i><sub>1</sub> \u003C .. \u003C <i>z<sub>n</sub></i> = <i>f</i>.\n\n

El volumen de cada caja <i>P<sub>ijk</sub></i>, viene dado por
A<i>P<sub>ijk</sub></i> =
A<i>x<sub>1</sub></i>A<i>y<sub>j</sub></i>A<i>z<sub>k</sub></i>, donde
A<i>x<sub>1</sub></1i> = <i>x<sub>i</sub></i> - <i>x</i><sub><i>i</i>-
1</sub>,

A<i>y<sub>j</sub></i> = <i>y<sub>]j</sub></i>
<i>y</i><sub><i>j</i>-1</sub>, A<i>z<sub>k</sub></i> =
<i>z<sub>k</sub></i> - <i>z</i><sub><i>k</i>-1</sub> <i>i, j, k</i>
.., <1>n</i>.\n\n

<b>Funcién integrable</b>:\n

Decimos que la funcidén <i>f</i> : <i>P</i> c R<sup>3</sup> — R
es <b>integrable</b> en <i>P</i> C R<sup>3</sup> si existe el limite
dado por los sumatorios asociados a la particidédn de <i>P</i>.

En este caso llamamos <b>integral triple</b> de <i>f</i> en
<i>P</1i> al valor del limite y la denotamos como:\n

</string>
// Latex 10 T9

<string name= >\n*+ Integracién triple en
coordenadas cartesianas\n\n</string>

<string name= >Si la funcidén <i>f</i> es
continua en <i>P</i> C R<sup>3</sup>, entonces es integrable en
<i>P</i>.\n\n
Si <i>f</i> es continua en la caja:\n
<i>P</1> = { (Ki>x, vy, z</i>) € R<sup>3</sup> : <i>a</i> <
<i>x</1> £ <i>b</1i>, <i>c</i> £ <i>y</i> £ <i>d</i>, <i>»e</i> £ <i>z</i>
< <i>f</i>} = [<i>a</i>, <i>b</i>] x [<i>c</i>, <i>d</i>] x
[<i>e</i1i>, <i>f</i>] c R<sup>3</sup>\n\n
Entonces la integral triple podemos calcularla como:\n
</string>
// Latex 11 T9

<string name= >\nPodemos extender esta
definicidén a cualquier regidén <i>E</i> C R<sup>3</sup>, rodeando esta
por una caja y extendiendo <i>f</i> a la caja asignandole el valor cero
fuera de <i>E</i>.\n
Si <i>f</i> es continua en <i>E</i> C R<sup>3</sup>, entonces es
integrable en <i>E</i>.\n
Si <i>f</i> es continua sobre la regidn <i>E</i> C R<sup>3</sup>
y consideramos como <i>D</i> € R<sup>2</sup> su proyeccidén en el plano
<i>XY</i>, entonces la integral triple podemos calcularla como:\n
</string>
// Latex 12 T9 - Img 3 T9 - Latex 13 T9




<string name= >Imagen de la
interpretacién geométrica de la integral triple sobre una regidén <i>E</i>
en coordenadas cartesianas. Autor: Transparencias de Esther Sanabria
Codesal .</string>

<string name= >\n- Cambio de variable en
integrales triples\n\n</string>

<string name= >Del mismo modo que en el
caso de las integrales dobles, haciendo un cambio de variable podemos
transformar una integral triple en coordenadas cartesianas en otra
con un recinto de integracidén més simple que nos facilite su
cidlculo.\n\n
Sea <i>f</i> : <i>E</i> € R<sup>3</sup> — R y un cambio de
variable:\n
</string>
// Latex 14 T9

<string name= >\n ‘Integracién triple en
coordenadas cilindricas y esféricas\n\n</string>

<string name= >En el caso de las
coordenadas cilindricas:\n

</string>

// Latex 15 T9

<string name= >En el caso de las
coordenadas esféricas:\n

</string>

// Latex 16 T9

<string name= >\n ‘Aplicaciones\n\n</string>

<string name= >Dada <i>f</i> : <i>E</i> C
R<sup>3</sup> — R funcidén continua en <i>E</i>.\n\n
\t - <b>Volumenes en el espacio</b>:\n
\t Si <i>f</i>(<i>x, y, z</i>) = 1 en el recinto <i>E</i> C
R<sup>3</sup>:\n
</string>
// Latex 17 T9

<string name= >\n\t - <b>Masas de objetos
planos</b>:\n
\t Si <i>8</i> (<i>x</i>, <i>y</i>, <i>z</i>) es la densidad de un
objeto plano de forma <i>E</i> C R<sup>3</sup>:\n
</string>
// Latex 18 T9

// EJERCICIOS
L1117/
L1717 7777777777777 77777777777

// Strings del Tema 10 de Teoria de Célculo - Integral curvilinea

<string name= >Tema 10. Integral
Curvilinea\n</string>

<string name= >1. Campos escalares y
vectoriales\n</string>




<string name= > Definiciones\n\n</string>

<string name= ><b>Campo escalar</b>: es
una funcidén <i>f</i> : R<sup><i>n</i></sup> — R, <i>n</i> 2 2. Algunos
ejemplos son la temperatura, la presién en un punto, etc.\n\n
<b>Campo vectorial</b>: es una funcidén <i>f</1i>
R<sup><i>n</i></sup> — R<sup><i>m</i></sup>, <i>n</i> = <i>m</i> 2
2 .\n\n
\E\t\t <b><i>F</i></b> (<i>x, y</i>) = (<Ki>F</i><sub>1</sub> (<i>x,
y</i>), <i>F</i><sub>2</sub> (<i>x, y</i>))\n\n
\t\t\t <b>V</b> (<i>x, y, 2z</i>) = (<i>V</i><sub>1</sub> (<i>x, vy,
z</1>), <i>V</i><sub>2</sub> (<i>x, y, z</1>), <i>V</i><sub>3</sub> (<i>x,
y, z</i>))\n\n
Algunos ejemplos de campos vectoriales son los campos eléctricos,
de fuerzas, etc.\n\n
</string>

<string name= >2. Curvas\n</string>

<string name= >+ Curvas en coordenadas
paramétricas\n\n</string>

<string name= >Una curva <i>C</i> en
R<sup>3</sup> en forma <b>paramétrica</b> viene determinada por las
funciones coordenadas <i>x</1>(<i>t</1>), <i>y</i> (<i>t</i>),
<1>z</1>(<i>t</1>), como <i>C</i> = {(<i>x</i> (<i>t</1i>),
<I>y</i> (Ki>t</i>), <i>z</i> (<i>t</i>)) € R<sup>3</sup> : <i>t</i> €
<i>I</i>}, es decir, definimos la curva <i>C</i> de forma vectorial
como: \n\n
\t\E\t <b><i>r</i></b> (<1i>t</1i>) =
<I>x</1>(K1>t</1i>) <b><i>i</i></b> + <i>y</1i>(<1i>t</1>)<b><i>j</i></b>
<1>z</1i> (<i>t</1>) <b><i>k</1></b>\n
</string>
// Img 1 T10

// Img 1 T10 = t8 curvaEsp.png

<string name= >\nLa curva <i>C</i> se
dice <b>orientada</b> si el vector de posicidén <b><i>r</i></b> (<i>t</i>)
de <i>C</1i> se desplaza de <i>A</i> a <i>B</i> cuando <i>t</i>
varia entre <i>a</i> y <i>b</i> siendo <i>A</i> =
<b><i>r</i></b> (<i>a</i>) y <i>B</1> = <b><i>r</i></b> (<i>b</i>) .\n\n
</string>

<string name= > Propiedades de las
curvas\n\n</string>

<string name= ><b>Curvas regulares y
regulares a trozos</b>: la curva <i>C</i> es <b>regular</b> si es
derivable y las derivadas de sus coordenadas <i>x</1i>(<i>t</i>),

<1>y</1i>(<i>t</1i>), <i>z</i>(<i>t</i>) son continuas y no se
anulan simultdneamente. Si la curva <i>C</i> es regular excepto en un
numero finito de puntos se dice que es <b>regular a trozos</b>.\n\n

<b>Curvas simples y cerradas</b>: una curva <i>C</i> es
<b>simple</b> cuando no tiene autointersecciones y es <b>cerrada</b>
cuando el punto inicial coincide con el punto final.\n

</string>

// Img 2 T10

<string name= >Imagen de la
representacién grafica de distintos tipos de curvas segun las propiedades
anteriores. Autor: Transparencias de Esther Sanabria Codesal.</string>




<string name= >\n3. Integral curvilinea de
campos escalares\n</string>

<string name= >- Definicidédn\n\n</string>

<string name= >Dado <i>f</1i> (<i>x, y</i>)
R<sup>2</sup> — R un campo escalar continuo sobre una curva <i>C</i>
regular, o regular a trozos, de ecuaciones paramétricas <i>x</i> =
<1>x</1>(<1>t</1>),
<i>y</i> = <i>y</1>(<i>t</i>), es decir, dada en forma vectorial
como: \n\n
\t\t\t <b><i>s</i></b> (<i>t</i>) =
<I>X</1>(K1>t</1>)<b><i>1</1></b> +
<i>y</1i>(<1>t</1>) <b><i>j</i></b>, \t<i>t</i> € [<i>a, b</i>].\n\n
La <b>integral curvilinea de <i>f</i></b> a lo largo de la curva
<i>C</1> viene dada por la siguiente expresidn:\n
</string>
// Latex 1 T10

<string name= >\nSi <i>C</i> viene dada
en coordenadas cartesianas de forma explicita <i>y</i> =
<i>f</1>(<i>x</i>), consideramos la parametrizacidn (<i>x</i>,
<I>f</1> (Ki>x</i>)),
<i>x</1> € [<i>a, b</i>], luego:\n
</string>
// Latex 2 T10

<string name= >\nAnalogamente se define

el mismo resultado para un campo escalar <i>f</i> : R<sup>3</sup> — R.

A esta integral también se le denomina integral de linea o integral
curvilinea de primera especie. El valor de esta integral es

independiente de la parametrizacidén de la curva <i>C</i>.\n\n

</string>

<string name= > Propiedades de la
integral curvilinea de campos escalares\n\n</string>

<string name= ><pb>Linealidad</b>: dados
dos campos continuos <i>f</i><sub>1</sub> y <i>f</i><sub>2</sub> sobre
<i>C</i>, con <i>a</i> y <i>B</i> constantes:\n

</string>

// Latex 3 T10

<string name= >\n<b>Aditividad del
camino</b>: dado un campo <i>f</i> continuo, si <i>C</i><sub>1</sub> vy
<i>C</i><sub>2</sub> son curvas concatenadas que definen la curva
<i>C</1i>,

es decir, <i>C</i> viene dada por <i>C</i><sub>1</sub> cuando

<i>a</i> £ <i>t</i> £ <i>c</i> y por <i>C</i><sub>2</sub> cuando <i>c</i>
< <i>t</i> £ <i>b</i>, entonces:\n

</string>

// Latex 4 T10

<string name= >\n*: Aplicaciones de la
integral curvilinea\n\n</string>

<string name= ><b>Longitud de la curva
<i>C</1i></b>: si <i>f</i> (Ki>x, vy, z</i>) = 1 y la integral curvilinea a
lo largo de <i>C</i> es la <b>longitud</b> de la curva:\n

</string>

// Latex 5 T10

<string name= >\n<b>Masa de un




cuerpo</b>: si <i>d</1>(<i>x, vy, z</i>) es la densidad de un cuerpo que
sigue la trayectoria de <i>C</i>, entonces la integral curvilinea es la
<b>masa</b> total del cuerpo:\n
</string>
// Latex 6 T10

<string name= >\nA continuacidén algunos
ejemplos:\n\n
1. Sea el campo escalar <i>f</i>(<i>x, vy, z</1i>) = <i>xy</i> +
<i>z</i>. Calcular la integral curvilinea de <i>f</i> a lo largo de la
curva <i>C</i> definida por <i>x</i> (<i>t</1>) = <i>t</i>,
<I>y</1> (Ki>t</1i>) = 2<i>t</1i>, <i>z</i> (Ki>t</i>) = -<i>t</i>,
con <i>t</i> € [0, 1].\n\n
2. Halla la longitud y la masa de un cable recto entre los puntos
(0, 1) yv (2, -1), sabiendo que la densidad en cada punto es
<I>8</1> (Ki>x, y</1i>) = <i>x</i> + 1\n
</string>
// Latex 7 T10

<string name= >\n4. Integral curvilinea de
campos vectoriales\n</string>

<string name= >+ Integral de un campo
vectorial\n\n</string>

<string name= >Sea <b><i>V</i></b> (<i>x,
y</1i>) = <i>V</i><sub>1</sub> (<i>x, y</i>)<b><i>i</i></b> +
<1>V</i><sub>2</sub> (<i>x, y</i>)<b><i>7j</i></b>, <b><i>V</i></b>
R<sup>2</sup> — R<sup>2</sup>,
un campo vectorial continuo sobre una curva regular <i>C</i>, de
coordenadas paramétricas <i>x</i> = <i>x</i> (Ki>t</1i>), <i>y</i> =
<i>y</1i>(<i>t</i>), es decir, definido en forma vectorial como:\n\n
\t\t\t <b><i>r</i></b> (<i>t</i>) =
<I>X</1>(<1>t</1>) <b><i>i</1i></b> + <i>y</i> (<i>t</1i>)<b><i>]</i></b>,
<i>t</1> € [<i>a, b</i>].\n\n
La <b>integral curvilinea</b> de <b><i>V</i></b> a lo largo de la
curva <i>C</i> viene dada por:\n
</string>
// Latex 8 T10

<string name= >\nTambién se denomina
integral curvilinea de segunda especie del campo vectorial
<pb><i>V</i></b> a lo largo de la curva <i>C</i> o <b>circulacién</b> de
<b><i>V</i></b> a lo largo de <i>C</i>. Anadlogamente se llega al
mismo resultado para R<sup>3</sup>.\n\n
</string>

<string name= >+ Propiedades de la
integral curvilinea de un campo vectorial\n\n</string>

<string name= ><b>Linealidad</b>: dados
dos campos vectoriales continuos <b><i>V</i></b><sub>1</sub> y
<b><i>V</1></b><sub>2</sub> sobre <i>C</i>, con <i>a</i> y <i>B</i>
constantes:\n

</string>

// Latex 9 T10

<string name= >\n<b>Aditividad del
camino</b>: dado un campo <b><i>V</i></b> continuo, si
<i>C</i><sub>1</sub> y <i>C</i><sub>2</sub> son curvas concatenadas que
definen la curva <i>C</i>,
es decir, <i>C</1i> viene dada por <i>C</i><sub>1</sub> cuando
<i>a</i> £ <i>t</i> £ <i>c</i> y por <i>C</i><sub>2</sub> cuando <i>c</i>




< <i>t</i> £ <i>b</i>, entonces:\n
</string>
// Latex 10 T10

<string name= >\nLa integral
¢<sub><i>c</i></sub>(<b><i>V dr</i></b>) cambia de signo si se invierte
la orientacién de la curva <i>C</i>.\n\n
<b>Independencia del camino</b>: una integral curvilinea de un
campo vectorial es <b>independiente del camino</b> si dadas dos curvas
regulares <i>C</i> y <i>K</i>, que tengan el mismo punto inicial y
final se cumple:\n
</string>
// Latex 11 T10

<string name= >\n -
Aplicaciones\n\n</string>

<string name= ><pb>Trabajo</b>: si
<b><i>F</i></b> es un campo de fuerzas que actla sobre una particula que
se mueve a lo largo de una curva <i>C</i>, dada en forma vectorial como
<b><i>r</i></b> (<i>t</i>), entonces el <b>trabajo</b> realizado
por <b><i>F</i></b> a lo largo de <i>C</i> viene dado por:\n
</string>
// Latex 12 T10

<string name= >\nEn general, las

integrales curvilineas aplicadas dependen del camino elegido.\n\n

A continuacién unos ejemplos:\n\n

\tl. Calcula $<sub><i>C</i></sub> (<b><i>V dr</i></b>) siendo
<b><i>V</i></b> = <i>x</i><sup>2</sup><i>y<b>i</b></1i> +
(<i>x</i><sup>2</sup> - <i>y</1>)<i><b>j</b></i> a lo largo de <i>C</i>
dada por las

\t ecuaciones <i>x</i> (<i>t</i>) = <i>t</1i>, <i>y</i>(Ki>t</i>) =
<i>t</i><sup>2</sup>, para <i>t</i> € [0, 1]1\n\n

\t2. Halla el trabajo realizado por el campo de fuerzas
<b><i>F</1i></b> = <i>x<b>i</b></1i> + <i>y<b>j</b></i> + (<i>xz -
y</1i>)<i><b>k</b></i> a lo largo de <i>C</i> = <b><i>r</i></b> (<i>t</i>)

<1>t</1i><sup>2</sup><b><i>i</i></b> + 2<i>t<b>j</b></1> +
4<i>t</i><sup>3</sup><b><i>k</1i></b>, <i>t</i> € [0, 1]\n
</string>
// Latex 13 T10

<string name= >\n ‘- Gradiente, divergencia
y rotacional\n\n</string>

<string name= ><b>Gradiente de un campo
escalar</b>: dado un campo escalar <i>u</i> = <i>u</i>(<i>x, y, z</i>),
el <b>gradiente</b> de <i>u</i> viene dado por:\n

</string>

// Latex 14 T10

<string name= >\n<b>Divergencia y
rotacional de un campo vectorial</b>: dado un campo vectorial
<b><i>V</i></b> = <i>V</i><sub>1</sub> (<i>x, vy,
z</1>)<b><i>1</1i></b> + <i>V</i><sub>2</sub> (<i>x, vy,
z2</1i>)<b><i>j</i></b> + <i>V</i><sub>3</sub> (<i>x, vy,
z</1>) <b><i>k</1></b>:\n\n
\t La <b>divergencia</b> de <b><i>V</i></b> viene dada por:\n
</string>
// Latex 15 T10

<string name= >\n\t El1 <b>rotacional</b>




de <b><i>V</i></b> viene dado por:\n
</string>
// Latex 16 T10

<string name= >\n+ Campos conservativos y
funcidén potencial\n\n</string>

<string name= >Aunque, en general, las
integrales curvilineas sobre campos vectoriales dependen del camino
seguido, bajo ciertas condiciones son independientes de la curva
considerada.\n\n
Dado <b><i>F</i></b> : <i>D</i> C R<sup>2</sup> — R<sup>2</sup>
un campo vectorial continuo <b><i>F</i></b> = <i>F</i><sub>1</sub> (<i>x,
y</1>)<b><i>i</i></b> +
<i>F</i><sub>2</sub> (<i>x, y</i>)<b><i>j</i></b> tal que sus
derivadas parciales 9<i>F</i><sub>1</sub>/9<i>y</i>,
9<i>F</i><sub>2</sub>/d<i>x</i> son funciones continuas en <i>D</i>,
entonces:\n\n
\t - Decimos que <b><i>F</i></b> es un <i>campo conservativo</i>
si existe un campo escalar <i>U</1i> : <i>D</i> c R<sup>2</sup> — R,
llamado <b>potencial</b> de <b><i>F</i></b>, tal que <b><i>F</i></b> =
<i><b>V</b> U</i>.\n\n
\t - En este caso, que <b><i>F</i></b> sea conservativo es
equivalente a la siguiente condicién:\n
</string>
// Latex 17 T10

<string name= >\n

Dado <b><i>F</i></b> : <i>D</i> c R<sup>3</sup> — R<sup>3</sup>
un campo vectorial continuo\n\n

\t\t <b><i>F</i></b> = <i>F</i><sub>1</sub> (<i>x, vy,
z</i>)<b><i>i</i></b> + <i>F</i><sub>2</sub> (<i>x, vy,
z</i>)<b><i>j</i></b> + <i>F</i><sub>3</sub> (<i>x, vy,
z</1>) <b><i>k</i></b>\n\n

tal que sus derivadas parciales mixtas son continuas en <i>D</i>,
entonces:\n\n

\t - <b><i>F</i></b> es un <i>campo conservativo</i> si existe un
campo escalar <i>U</i> (<i>x, y, z</i>), definidao en su dominio, llamado
<b>potencial</b> de <b><i>F</i></b>, tal que <b><i>F</i></b> =
<i><b>V</b> U</i>.\n\n

\t - En este caso, que <b><i>F</i></b> sea conservativo se
caracteriza por que su rotacional es nulo:\n\n

\E\t <b><i>F</i></b> = <i><b>V</b> U</i> & rot <b><i>F</i></b> =
<b>0</b>, V(<i>x, y, z</i>) € <i>D</i>.\n\n

Si el campo es conservativo, la integral
¢<sub><i>c</i></sub>(<b><i>F dr</i></b>) no depende del camino. Ademéas si
<i>C</i> es cerrada, la integral curvilinea de

<b><i>F</i></b> a lo largo de dicha curva es nula.\n\n

Sea <b><i>F</i></b> un campo <b>conservativo</b> con
<b><i>F</1></b> = <i><b>V</b> U</i> y <i>C</i> un arco de curva regular,
contenido en su dominio, que une dos puntos <i>A</i> y <i>B</i>,
entonces:\n\n

\t\t\t $<sub><i>C</i></sub> (<b><i>F dr</i></b>) =
<i>U</1i> (Ki>B</1i>) - <i>U</1i> (<i>A</1i>) .\n\n

A continuacién un ejemplo:\n\n

Dado el campo vectorial <b><i>F</i></b> =
<i>e<sup>y</sup><b>i</b></i> + <i>xe<sup>y</sup><b>j</b></i>, comprobar
que es conservativo, calcular la funcidén potencial y calcular el trabajo
realizado

por <b><i>F</i></b> a lo largo de la curva de la siguiente
figura, desde el punto <i>A</i> al punto <i>B</i>:\n

</string>




// Latex 18 T10 - Img

<string name= >Imagen de la
representacidén grafica de la curva del ejemplo. Autor: Propio</string>

<string name= >\n - Teorema de
Green\n\n</string>

<string name= >Sea <i>D</1i> C
R<sup>2</sup> una regidén acotada del plano cuya frontera es una curva
<i>C</1> cerrada y regular a trozos. Sea <b><i>V</i></b>(<i>x, y</i>) =

<i>V</i><sub>1</sub> (<i>x, y</i>)<b><i>i</i></b> +
<i1>V</1i><sub>2</sub> (<i>x, y</i>)<b><i>j</i></b> un campo vectorial
continuo con derivadas parciales mixtas continuas. Entonces se
satisface:\n

</string>

// Latex 19 T10

<string name= >Si <1>V</i><sub>2</sub> =
<i>x</1>/2 y <i>V</i><sub>1</sub> = -<i>y</i>/2 entonces el &rea de
<i>D</i> se puede calcular como:\n

</string>

// Latex 20 T10

// EJERCICIOS T10
// STRINGS DEL CONTENIDO DE ALGEBRA

// Strings del Tema 1 de Teoria de Algebra - Matemdticas (Sistemas de
ecuaciones. Método de
Gauss)

<string name= >Tema 1. Sistemas de ecuaciones.
Método de Gauss\n</string>

<string name= >1. Sistemas de ecuaciones
lineales\n</string>

<string name= > BEcuacidén lineal\n</string>

<string name= >Es aquella ecuacién
polinémica de grado uno con una o varias incégnitas:\n</string>

<string name= >\n - Ecuaciones
equivalentes\n</string>

<string name= >Dos ecuaciones son
equivalentes cuando tienen la misma solucidén (o las mismas
soluciones) :\n</string>

<string name= >\n- Sistemas de ecuaciones
lineales\n</string>

<string name= >Un sistema de ecuaciones
lineales son varias ecuaciones dadas conjuntamente con el fin de
determinar la solucidén o

las soluciones comunes a todas ellas. Un sistema de ecuaciones
lineales de dos incégnitas corresponde a un conjunto de rectas mientras
que uno de tres
incégnitas corresponde a un conjunto de planos.\n</string>

<string name= > Sistemas
equivalentes\n</string>

<string name= >Son aquellos que tienen la
misma solucién.\n</string>

<string name= >\n- Transformaciones en un
sistema de ecuaciones\n</string>

<string name= >Son transformaciones validas
las aquellas que mantienen las soluciones del sistema: \n\n

1. Multiplicar o dividir los

dos miembros de una de las ecuaciones por un numero distinto de 0.\n\n




2. Afladir una ecuacidén que
sea combinacién lineal de las deméds o, al contrario, suprimir una que sea
C.L. de las otras.\n\n

3. Sustituir una ecuacidn por
el resultado de sumarle otra multiplicada por un numero.\n\n</string>

<string name= >2. Interpretacidn geométrica
de los sistemas de ecuaciones lineales\n</string>

<string name= >Imagen resumen de los casos de un
sistema de ecuaciones lineales.</string>

<string name= >\n- Sistemas de ecuaciones con
2 incégnitas\n</string>

<string name= >Los sistemas de n ecuaciones
con 2 incdégnitas corresponden a rectas en el plano.</string>

<string name= >Imagen resumen de los casos de un
sistema de ecuaciones lineales de 2 incégnitas.</string>

<string name= > Sistemas de ecuaciones con 3
incédgnitas\n</string>

<string name= >Los sistemas de n ecuaciones
con 3 incdégnitas corresponden a planos en el espacio.</string>

<string name= >Imagen resumen de los casos de un
sistema de ecuaciones lineales de 3 incégnitas.</string>

<string name= >3. Sistemas
escalonados\n</string>

<string name= >Consiste en transformar un
Ssistema cualquiera en uno escalonado tal y como se muestra en la
imagen.\n</string>

<string name= >\n4. Método de
Gauss\n</string>

<string name= >Consiste en transformar un
sistema cualquiera en otro escalonado (usando matrices) haciendo ceros
mediante dos

transformaciones fundamentales:\n\n
\t - Multiplicar una ecuacidn

por un numero distinto de cero.\n\n

\t - Sumar a una ecuacidn
otra multiplicada por un numero.\n\n
Podemos encontrar tres casos en el proceso:\n\n
\t a) Una fila de ceros -
Solucidén trivial, prescindimos de esa fila. \n\n
\t b) Dos filas
proporcionales - Prescindimos de una de ellas. \n\n
\t ¢) Una fila de ceros salvo
el tltimo numero - Sistema incompatible.\n\n</string>
<string name= > Distintos tipos de sistemas
de ecuaciones\n</string>
<string name= >Al finalizar el proceso,
podemos llegar a uno de los siguientes casos: \n\n
\t 1. Tantas ecuaciones
vadlidas como incdgnitas - Sistema compatible determinado. \n\n
\t 2. Hay menos ecuaciones
que incégnitas. Las incdédgnitas que estidn de mads se pasan al segundo
miembro, con lo que el valor
de las otras se dard en funcidén de ellas - Sistema compatible
indeterminado. \n\n
\t 3. La solucidén no se puede
cumplir nunca - Sistema incompatible.\n\n</string>
<string name= >5. Discusidén de sistemas de
ecuaciones\n</string>
<string name= >Discutir un sistema es
saber identificar para qué valores de los parametros el sistema es
compatible (determinado
o indeterminado) o incompatible.\n</string>




// EJERICIOS
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// Strings del Tema 2 de Teoria de Algebra - Matemdticas (Algebra de
matrices)

<string name= >Tema 2. Algebra de
matrices\n</string>
<string name= >1. Nomenclatura.
Definiciones\n</string>
<string name= >Una matriz es una tabla
numérica rectangular donde las filas se representan con la letra m y las
columnas con la letra n. La dimensidén de una matriz es mxn. Si m = n, se
dice que la matriz es cuadrada (mismo
numero de filas y de
columnas.\n\n
Dos matrices son iguales si
son de la misma dimensidén y sus elementos son los mismos:\n\n
La traspuesta de una matriz
consiste en cambiar las filas por columnas y viceversa:\n\n
Una matriz es simétrica si la
traspuesta es igual a la original. Los elementos por encima de la
diagonal principal son iguales a los que estan por debajo. La matriz ha
de ser cuadrada:\n\n
Una matriz triangular es
aquella en la que los elementos que estan por debajo de la diagonal
principal son cero:\n\n
Una matriz de dimensién 1xn es
un vector fila de dimensidén n:\n\n
Una matriz de dimensidén nxl es
un vector columna de dimensidén n:\n\n
Una matriz cuadrada es
antisimétrica cuando su opuesta es igual que su traspuesta:\n
</string>
<string name= >\n2. Operaciones con
matrices\n</string>
<string name= >+ Suma de matrices\n</string>
<string name= >Es necesario que sean de la
misma dimensidén. En tal caso, se suman elemento a elemento.\n</string>
<string name= >\n+ Producto de un numero por
una matriz\n</string>
<string name= >Se multiplica el nUmero por
cada término de la matriz.\n</string>
<string name= >\n+ Producto de una matriz fila
por una matriz columna\n</string>
<string name= >\nEs un numero que se obtiene
multiplicdndolos término a término y sumando los resultados\n</string>
<string name= >\n - Producto de
matrices\n</string>
<string name= >Para multiplicar dos matrices
Ay B, A - B, el namero de columnas de la primera ha de coincidir con el
numero de filas de la segunda. En tal caso, el producto A - B = C es otra
matriz
cuyos elementos se obtienen
multiplicando cada vector fila de la primera por cada vector columna de
la segunda, del siguiente modo:\n</string>

<string name= >\n3. Propiedades de las
operaciones con matrices\n</string>




<string name= >+ Propiedades de la suma de
matrices\n</string>
<string name= >Sean dos matrices de dimensidén
mxn, la suma de ellas da otra matriz mxn.\n\n
\t 1. Asociativa: (A + B) + C
A+ (B + C)\n\n
\t 2. Conmutativa: A + B = B
A\n\n
\t 3. Elemento neutro: A + 0
A = A (siendo 0 la matriz nula) \n\n
\t 4. Toda matriz A, tiene
una opuesta -A tal que A + (-A) = 0\n</string>
<string name= >+ Propiedades del producto de
nimeros por matrices\n</string>
<string name= >Si a y b son numeros reales y
y B son matrices con m filas y n columnas:\n\n
\t 1. Asociativa: a
b) - A\n\n
\t 2. Distributiva: (a + b)
A + b - A\n\n
\t a
A + a - B\n\n
\t 3. Producto por 1: 1
A\n\n
\t 4. Toda matriz A, tiene
una opuesta -A tal que 0\n\n</string>
<string name= >+ Propiedades del producto de
matrices\n</string>
<string name= >Sean A, B y C tres matrices
mxn, nxp y pxg respectivamente:\n\n
\t 1. Asociativa: (A - B) - C
(B + C)\n\n
\t 2. El producto de matrices
no es conmutativo: A - B es distinto de B : A\n\n</string>
<string name= >4. Matrices
cuadradas\n</string>
<string name= >+ Matriz unidad o
identidad\n</string>
<string name= >Se llama I a la matriz unidad
o matriz identidad que se caracteriza por que los elementos que forman la
diagonal principal son todos 1 y el resto son todos 0. En consecuencia,
sea A una matriz mxn
e I una matriz identidad
mxn: \n\n
\t A

A\n</string>

<string name= >\n* Matriz inversa de
otra\n</string>

<string name= >Una matriz es inversa de otra
si al multiplicarla por esta da lugar a la matriz identidad. Hay que
tener en cuenta que han de ser ambas cuadradas. Ademds algunas matrices
cuadradas tienen inversa y otras no.\n

Las matrices que tienen
inversa se llaman regulares y las que no tienen inversa se denominan
singulares.\n</string>

<string name= >\n*+ Inversa de una matriz por
el método de Gauss\n</string>

<string name= >Para hallar la inversa de una
matriz A, impondremos a la matriz identidad, I, los mismos cambios a los
que hay que someter a la matriz A para obtener la matriz unidad.\n

En la préactica, se coloca la

matriz A, y a su derecha la matriz I. Realizamos las transformaciones
necesarias para que A se transforme en I. Como consecuencia, la matriz




que se obtiene a la derecha de I
es la inversa. Todas las
transformaciones que se realicen serdn idénticas a las que utilizamos
para resolver un sistema de ecuaciones por el método de Gauss. Si en la
parte de la izquierda aparece una fila
de ceros, A no tiene
inversa.\n</string>
<string name= >\n5. Rango de una
matriz\n</string>
<string name= >Las filas o columnas de una
matriz pueden ser consideradas vectores y puede que sean linealmente
independientes o también que algunas dependan linealmente de otras.\n
Denominamos rango de una
matriz al numero de filas o columnas que son linealmente
independientes.\n</string>
<string name= >\n- Obtencidén del rango de una
matriz por el método de Gauss\n</string>
<string name= >Para hallar el rango de una
matriz, procedemos a "hacer ceros" como en el método de Gauss. El rango
equivaldrd al numero de filas distintas al vector nulo (0 0 O
0) .\n</string>
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// Strings del Tema 3 de Teoria de Algebra - Matemdticas
(Determinantes)

<string name= >Tema 3. Determinantes\n</string>

<string name= >1. Determinantes de orden
2\n</string>
<string name= >Se llama determinante de una
matriz cuadrada a un numero que se obtiene operando de la siguiente forma
con los términos de la matriz:\n</string>
<string name= >\n - Propiedades de los
determinantes de orden 2\n</string>
<string name= >\t 1. E1 determinante de una
matriz coincide con el de su traspuesta.\n\n
\t 2. Si un determinante
tiene una fila o columna de ceros, su determinante es cero.\n\n
\t 3. Si se permutan las
filas o las columnas, su determinante cambia de signo.\n\n
\t 4. Si una matriz tiene las
filas o las columnas iguales, su determinante es cero.\n\n
\t 5. Si se multiplica cada
término de una fila o columna de una matriz por un numero, su
determinante queda multiplicado por ese numero.\n\n
\t 6. Si una matriz tiene sus
dos filas o columnas proporcionales (son linealmente dependientes), su
determinante es cero.\n\n
\t 7. Si una fila o columna
de una matriz es suma de dos, su determinante puede descomponerse en suma
de los determinantes de dos matrices del siguiente modo:\n\n
\t 8. Si a una fila o columna
de una matriz se le suma la otra fila o columna multiplicada por un
numero, el determinante de la nueva matriz es igual al de la primera.\n\n
\t 9. E1 determinante del
producto de dos matrices es igual al producto de sus
determinantes.\n</string>
<string name= >2. Determinantes de orden




3\n</string>
<string name= >De igual forma al determinante
de orden 2, el determinante de orden 3 se obtiene del siguiente modo
gracias a la regla de Sarrus:\n</string>
<string name= >Imagen del calculo de un
determinante 3x3 mediante la regla de Sarrus. Autor: Eisenbahn%s -
Usuario Wikipedia</string>
<string name= >\n - Propiedades de los
determinantes de orden 3\n</string>
<string name= >\t 1. E1l determinante de una
matriz coincide con el de su traspuesta.\n\n
\t 2. Si una matriz cuadrada
tiene una fila o columna de ceros, su determinante es cero.\n\n
\t 3. Si se permutan una fila
o columnas paralelas, su determinante cambia de signo.\n\n
\t 4. Si una matriz tiene dos
lineas paralelas iguales, su determinante es cero.\n\n
\t 5. Si se multiplica por el
mismo numero todos los términos de una fila o columna de una matriz
cuadrada, su determinante queda multiplicado por ese numero.\n\n
\t 6. Si una matriz cuadrada
tiene dos filas o columnas proporcionales (son linealmente dependientes),
su determinante es cero.\n\n
\t 7. Si a una fila o columna
de una matriz se le suma una combinacidén lineal de las demés paralelas,
su determinante no cambia.\n\n
\t 8. Si una matriz tiene una
fila o columna gque es combinacidén lineal de las demés paralelas, su
determinante es cero. Reciprocamente, si el determinante de una matriz es
cero, significa que tiene una fila o columna que es combinacidén lineal de
las demés.\n\n
\t 9. El determinante del
producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de sus
determinantes.\n\n
\t 10. E1 determinante de una
matriz por un numero es igual a ese numero elevado a la potencia que
equivale al orden de la matriz multiplicado por el determinante de dicha
matriz.\n</string>
<string name= >\n3. Menor complementario y
adjunto de una matriz\n</string>
<string name= >Un menor de orden r es una
submatriz cuadrada de orden r seleccionando r filas y r columnas.\n
Si en una matriz cuadrada nxn destacamos un término, aij, al
suprimir su fila y su columna se obtiene una submatriz (n-1)x(n-1).\n
Su determinante es un menor de orden n-1 que se denomina menor
complementario del elemento a<sub>ij</sub> y se le designa por
\u0251<sub>ij</sub>.\n
Se llama adjunto de \u0251<sub>ij</sub> al numero A<sub>ij</sub>
= (-1)<sup>i+j</sup> - \u0251<sub>ij</sub>, es decir, al menor
complementario con su signo o con el signo combinado, segun si i1+j es par
o impar.\n</string>
<string name= >\n4. Desarrollo de un
determinante por los elementos de una linea\n</string>
<string name= >Si los elementos de una fila o
columna de una matriz cuadrada se multiplican por sus respectivos
adjuntos y se suman los resultados, se obtiene el determinante de la
matriz inicial.\n
\t Si los elementos de una fila o columna se multiplican por los
respectivos adjuntos de otras paralelas, el resultado de la suma es
0.\n\n</string>
<string name= >\n5. Método para calcular
determinantes de orden cualquiera.\n</string>
<string name= >A continuacidn se muestra




forma de calcular el determinante de una matriz de orden n:\n</string>
<string name= >\n6. Rango de una matriz a
partir de sus menores.\n</string>
<string name= >La condicidén necesaria y
suficiente para que el determinante de una matriz cuaddrada sea cero es
que sus filas o columnas sean linealmente dependientes, esto es,
que alguna de ellas sea combinacidén lineal de las
otras.\n</string>
<string name= >\nEl rango de una matriz es
el médximo orden de sus menores no nulos.\n</string>
<string name= >\nLos 5 menores de orden 4
son nulos, luego la cuarta fila es linealmente dependiente de las tres
primeras. Como consecuencia el rango de la matriz A es 3 que equivale al
orden de los
menores no nulos existentes en dicha matriz.\n</string>
<string name= >\n- Método para hallar el rango
de una matriz a partir de sus menores.\n</string>
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// Strings del Tema 4 de Teoria de Algebra - Matemdticas (Resolucién
de sistemas mediante
determinantes)

<string name= >Tema 4. Resolucidén de sistemas
mediante determinantes\n</string>

<string name= >1. Criterio para saber si un
sistema es compatible\n</string>

<string name= >+ Teorema de Rouché-
Frobenius\n</string>

<string name= >La condicidén necesaria y
suficiente para que tenga solucidén el sistema:\n</string>

<string name= >\nEs que el rango de la
matriz de coeficientes, A, coincida con el rango de la matriz ampliada,
A<sup>*</sup>\n</string>

<string name= >\nEl sistema tiene solucidn
si rang(A) = rang (A<sup>*</sup>)\n</string>

<string name= >Resumen del teorema de Rouche.
Autor: Propio</string>

<string name= >\n2. Regla de
Cramer\n</string>

<string name= >Se tiene un sistema de m
ecuaciones y n incégnitas:\n</string>

<string name= >\nSi det (A) es distinto de
0, rang(A) = rang (A<sup>*</sup>) = r\n</string>

<string name= >\nA<sub>xn</sub> es la
matriz que resulta de sustituir en A la columna x<sub>n</sub> por la de
términos independientes.\n\n

Si r = m, todas las ecuaciones son Ultiles.\n\n

Si r = n \u0O03C n, sobran ecuaciones que al suprimirlas quedan n
ecuaciones y n incégnitas.\n</string>

<string name= >3. Sistemas
homogéneos\n</string>

<string name= >Los sistemas homogéneos son
aquellos cuyos términos independientes son todos 0. \nTienen con
seguridad la solucidén trivial (x = y = z = .. = 0)\nPara que un sistema
homogéneo tenga otras soluciones

es necesario y suficiente que rang(A) \uO03C numero de
incbégnitas.\n</string>




<string name= >4, Discusidén de sistemas
mediante determinantes\n</string>
<string name= >A continuacidén se muestra un
ejemplo para discutir un sistema con pardmetros mediante
determinantes.\n</string>
<string name= >\n5. Calculo de la inversa de
una matriz\n</string>
<string name= >Para que una matriz cuadrada
A sea regular, es decir, tenga inversa (A<sup>-1</sup>), es necesario y
suficiente que |A| \u2260 0.\n</string>
<string name= >\n*+ Regla practica para
calcular la inversa de una matriz\n</string>
<string name= >\n0. Se halla |A| y solo si
es no nulo continuamos.\n\n
1. Se forma una nueva matriz con los menores complementarios de
cada elemento.\n\n
2. Se cambia el signo alternativamente para obtener los
adjuntos.\n\n
3. Se traspone la matriz, (A<sub>7ji</sub>) =
(A<sub>1ij</sub>)<sup>t</sup>.\n\n
4. Se divide cada elemento por |A|. En ocasiones resulta mas
facil sacar factor comin 1/|A|.\n
</string>
<string name= >6. Forma matricial de un
sistema de ecuaciones\n</string>
<string name= >Un sistema de m ecuaciones
con n incbégnitas se puede expresar como AX = C, donde:\n\n</string>
<string name= >-— A es una matriz mxn
formada por los coeficientes de las incégnitas.\n\n
- X es una matriz columna nxl formada por las incdgnitas.\n\n
- C es una matriz mxl formada por los términos
independientes.\n\n
</string>
<string name= >Si A es cuadrada regular,
entonces:\n</string>
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// Strings del Tema 5 de Teoria de Algebra - Matemdticas (Espacios
vectoriales)

<string name= >Tema 5. Espacios
Vectoriales\n</string>

<string name= >1. Espacios
vectoriales\n</string>

<string name= >Un espacio vectorial es un
conjunto de todos los vectores entre los cuales se definen unas
operaciones que cumplen ciertas propiedades, pero existen otros entes
matemdticos con esas mismas operaciones y

propiedades, por lo que la definicidén de espacio vectorial es mucho
mas amplia.\n\n

Se tiene un conjunto, V, entre cuyos elementos (a los que denominamos
vectores) hay definidas dos operaciones:\n\n

1. Suma de dos elementos de V\n

</string>

<string name= >\n2. Producto por un numero
real\n</string>




<string name= >\nSe dice que (V, +, -) es
un espacio vectorial sobre R si las operaciones cumplen las siguientes
propiedades:\n\nSuma de vectores:\n</string>

<string name= >\nProducto de un numero por
un vector:\n</string>

<string name= >\nUna serie de n numeros
reales dados en un cierto orden se llama una n-upla. El conjunto de todas
ellas de numeros reales forman un espacio vectorial, R”n.\n\n
Tanto las filas como las columnas de las matrices son n-uplas de
nimeros reales. A una n-upla de dos elementos se le denomina "par", una
de tres elementos "terna", de cuatro "cuaterna"..\n\n
Algunos ejemplos de espacios vectoriales son R"2, que es el conjunto
de todos los pares de nuUmeros reales, R"3, de todas las ternas, R"4 de
todas las cuaternas..\n\n
Ademéds, el conjunto M<sub>m,n</sub>, de las matrices de dimension mxn
es un espacio vectorial, pues también cumple todas las propiedades
anteriores.\n\n</string>
<string name= >2. Combinacién lineal de
vectores\n</string>
<string name= >Dados: <b>v<sub>1</sub></b>,
<b>v<sub>2</sub></b>, <b>v<sub>3</sub></b>, ..,
<b>v<sub><i>n</i></sub></b> € <i>V</i> y <i>a<sub>1</sub></i>,
<i>a<sub>2</sub></1i>,
<i>a<sub>3</sub></1i>, .., <i>a<sub>n</sub></i> € R </string>

<string name= >se le llama combinaciébn
lineal (C.L) de los vectores anteriores al vector formado del siguiente
modo: \n</string>

<string name= >\n3. Dependencia e
independencia lineal\n</string>
<string name= >Se dice que un conjunto de
vectores (elementos de V) son linealmente dependientes (L.D) si alguno de
ellos se puede poner como C.L de los deméds. A aquellos vectores que no se
puedan poner como C.L de los deméas
se dice que son linealmente independientes (L.I).\n\n
Por ejemplo, la terna (0, 0, 0) es C.L de cualquier conjunto de
ternas ya que se obtiene sumando el resultado de multiplicar cada una de
ellas por cero. Sin embargo las ternas (1, 0, 0), (0, 1, 0) vy
(0, 0, 1) son L.I porque ninguna de ellas se puede poner como C.L de
las demés.\n\n
Aunque esto es evidente, hay una propiedad fundamental que
permite averiguar si un conjunto de vectores es L.D o L.I:\n</string>

<string name= >\nSi los vectores son L.D,
existen numeros x<sub>1</sub>, x<sub>2</sub>,.., x<sub>n</sub> no todos
nulos para los cuales se cumple la igualdad anterior, mientras que si los
vectores son linealmente independientes,

la UGnica combinacién lineal de ellos que da como resultado el vector
nulo es que x<sub>n</sub> = 0.\n\n

Si x<sub>n</sub> = 0, \u2200n = 1, 2, .., n se dice que V es un
sistema libre, mientras que si existe un x<sub>n</sub> \u2260 0 se dice
que

el sistema V es ligado, es decir, existe un vector de V que es
combinacién lineal del resto de vectores de V.\n\n

Si se relaciona esta propiedad con el &lgebra matricial, se puede
deducir que un conjunto de vectores <i>V</i>, subconjunto de un espacio
vectorial <i>E</i>, es un sistema libre si y solo si en la matriz
<i>A</i>,

que tiene por columnas los vectores del sistema <i>V</i>, existe un
menor de orden <i>n</i> no nulo, es decir, si rang (<i>A</i>) =




<i>n</i>.\nPor otra parte, un conjunto de vectores <i>V</i> de un espacio
vectorial <i>E</i> es ligado si y solo si al menos uno de los vectores de
<i>V</i> se puede expresar como combinacién lineal de los otros
vectores de <i>V</i>, es decir, existe un vector <b>w</b> que pertenece
a <i>V</i> tal que <b>w</b> pertenece a
\u27E8<1>V</i>\ {<b>w</b>}\u27E9.\n\n
Como consecuencia de las anteriores propiedades, se puede decir
que dado un espacio vectorial <i>E</i> se cumple:\n\n
1. Si <i>V</i> es un sistema ligado de <i>E</i> y <i>V</i> \u2286
<i>T</1>, entonces <i>T</i> también es ligado.\n\n
2. Si <i>T</i> es un sistema libre de <i>E</i> cualquier subconjunto
<i>V</1i> \u2286 <i>T</i>, también es libre.\n\n
3. Si <i>V</i> es libre y <b>w</b>\u2260 \u27E8<i>V</i>\u27E9,
entonces <i>V</i>\u222A{<b>w</b>} es libre.\n</string>
<string name= >4, Bases de un espacio
vectorial\n</string>
<string name= >+ Envoltura lineal y sistema
generador.\n</string>
<string name= >Dado un espacio vectorial E,
la envoltura lineal de un conjunto de vectores V = {vl, v2, .., vn} \u2286
E es el conjunto de todas
las posibles combinaciones lineales de los vectores de V que se
denota por \u27E8V\u27E9.\n\n
Se dice que un conjunto de vectores V \u2286 E es un sistema
generador de E, o que V genera E, si todo vector de E es combinacidn
lineal de vectores de V, es decir,
\u27E8V\u27E9 = E, la envoltura lineal de V es E.\n\n
Si <i>V</i> es un sistema generador de <i>E</i> y <i>V</i> \u2286
<i>T</1> \u2286 <i>E</i>, entonces <i>T</i> también es un sistema
generador de <i>E</i>.\n</string>
<string name= >+ Base: definicidén y
caracteristicas.\n</string>
<string name= >Se llama <b>base</b> de un
espacio vectorial <i>E</i> a un sistema de vectores <i>V</i> que sea
sistema libre y generador de <i>E</i>\n\n
Se llama base candénica de R™n o C”n al tipo de base cuyo conjunto de
vectores es {(1, O, O, .., O0), (0O, 1, O, .., O), .., (0, O, O, ..,
1)} .\n</string>
<string name= >\nDado un conjunto de
vectores \u2286 <i>E</i>, planteamos el sistema que expresa cuaquier
elemento vector x \u2208 <i>E</i> como combinacién lineal de
ellos:\n</string>

<string name= >\nentonces:\n\n

- Si el sistema es incompatible \u21D4 el conjunto de vectores no es
generador de <i>E</i> y por tanto no es base.\n\n

- Si el sistema es compatible \u2lD4 el conjunto de vectores es
generador:\n\n

\t - Si es compatible indeterminado \u2lD4 el conjunto de vectores
ademds de generador, es ligado y por tanto no es base.\n\n

\t - Si es compatible determinado \u2lD4 el conjunto de vectores
ademas de generador es libre y por tanto es una base de
<i>E</i>\n</string>

<string name= >5. Dimensidén de un espacio
vectorial\n</string>

<string name= >En un espacio vectorial
<i>V</i> que no sea nulo, llamamos dimensidén de <i>V</i>, expresada como
<i>dim (V) </i> al numero de elementos de cualquiera de sus bases. Si el
espacio vectorial es nulo, la dimensién es 0\n\n</string>

<string name= >+ Teorema de la base
incompleta.\n</string>

<string name= >Sea <1>V</1i> \u2260
{<b>0</b>} un espacio vectorial de dimensidn <i>n</i> y sea <i>S</i>




{<b>v<sub>1</sub></b>, <b>v<sub>2</sub></b>, .., <b>v<sub>r</sub></b>}
\u2286 <i>V</i> un sistema libre de vectores, tal que <i>r</i> \u003C
<i>dim(V)</i> = <i>n</i>, entonces existen <i>n - r</i>

vectores <b>v<sub>r+1</sub></b>, ..,<b>v<sub>n</sub></b> \u2208
<i>V</1i> tales que {<b>v<sub>1</sub></b>, <b>v<sub>2</sub></b>,
.., <b>v<sub>n</sub></b>} es una base de <i>V</i>\n\n

Dado un espacio vectorial de dimensién <i>n</i>, si S es un sistema
libre o generador del espacio vectorial y su numero de vectores es el
mismo que <i>n</i>, entonces ese sistema es una base del espacio
vectorial.\n\n

Si el espacio vectorial tiene una dimensidén <i>n</i> entonces
cualquier conjunto de <i>n+1</i> vectores del espacio vectorial son
linealmente dependientes.\n</string>

<string name= >6. Coordenadas en una
base\n</string>

<string name= >S1 <i>B</i> =
{<b>v<sub>1</sub></b>, <b>v<sub>2</sub></b>, .., <b>v<sub>n</sub></b>} es
una base del espacio vectorial <i>V</i>, entonces para cada vector
<b>v</b> perteneciente a <i>V</i>, existen <i>n</i> escalares
x<sub>1</sub>, x<sub>2</sub>, ..,x<sub>n</sub> llamados <b>coordenadas</b>
de <b>v</b>

respecto a <i>B</i>, tales que:\n</string>

<string name= >\nLas coordenadas en una
base son uUnicas, se puede identificar cada vector de un espacio vectorial

con sus coordenadas en una base.</string>
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// Strings del Tema 6 de Teoria de Algebra - Matemdticas (Subespacios
vectoriales)

<string name= >Tema 6. Subespacios
Vectoriales\n</string>
<string name= >1. Subespacios
Vectoriales\n</string>
<string name= >Sea <i>E</i> un espacio
vectorial y sea <i>V</i> \u2286 <i>E</i>. Se dice que <i>V</i> es un
subespacio vectorial de <i>E</i> si con las operaciones inducidas de
<i>E</1>, <i>V</i> también es un espacio vectorial.\n\n
Para que <i>V</i> sea un subespacio vectorial de <i>E</i> se deben
satisfacer las siguientes condiciones:\n\n
\t - <b>0</b> \u2208 <i>V</i>\n\n
\t - <i>V</i> con las operaciones de <i>E</i> cumple que:
\u03B1l<b>u</b> + \u03B2<b>v</b> \u2208 <i>V</i> para cualquier vector
<b>u</b>, <b>v</b> \u2208 <i>V</i> y para cualquier escalar
<i>\u03B1l</1i>, <i>\u03B2</i> \u2208 \u2l1lD\n\n
</string>
<string name= > Subespacios vectoriales
propios\n</string>
<string name= >E1l espacio vectorial trivial
{<b>0</b>} y el espacio total <i>E</i> son subespacios vectoriales de
<i>E</i> denominados <b>subespacios impropios</b>. Los deméds subespacios
vectoriales se denominan <b>propios</b>.\n\n
Algunos ejemplos se pueden encontrar en las matrices diagonales de
orden <i>n</i>, que son un subespacio vectorial de las matrices cuadradas
M<sub><i>nxn</i></sub>. \n\n
Otro ejemplo es cualquier recta de \u2llD<sup>2</sup> que pasa
por (0, 0), es también un subespacio vectorial de \u2llD<sup>2</sup>.\n\n




</string>

<string name= > Subespacio clausura o
envoltura lineal\n</string>

<string name= >Dado <i>S</1i> =
{<b>v<sub>1</sub></b>, <b>v<sub>2</sub></b>, .., <b>v<sub>p</sub></b>} un
conjunto de vectores del espacio vectorial <i>E</i>, se cumple:\n\n

\t - \u2329<i>S</i>\u232A = \u2329<b>v<sub>1</sub></b>,
<b>v<sub>2</sub></b>, .., <b>v<sub>p</sub></b>\u232A es un subespacio
vectorial de <i>E</i>\n\n

\t - \u2329<b>v<sub>1</sub></b>, <b>v<sub>2</sub></b>, ..,
<b>v<sub>p</sub></b>\u232A contiene a los vectores {<b>v<sub>1</sub></b>,
<b>v<sub>2</sub></b>, .., <b>v<sub>p</sub></b>}, es decir, <i>S</i> \u2282
\u2329<i>S</i>\u232A\n\n

\t - Ademéas \u2329<i>S</i>\u232A es el menor subespacio vectorial que
contiene a <i>S</i>, por tanto si <i>T</i> es un subespacio vectorial de
<i>E</1> que contiene a <i>S</i>, entonces \u2329<i>S</1i>\u232A \u2286
<i>T</i>\n\n

\t - Dado <b><i>w</1></b> \u2208 <i>E</1i>, entonces
\u2329<i>S</1i>\u232A = \u2329<i>S</i>\u222A{<b><i>w</i></b>}\u232A si y
solo si <b><i>w</i></b> \u2208 \u2329<i>S</i>\u232A\n\n

</string>

<string name= >2. Ecuaciones de un subespacio
vectorial\n</string>

<string name= >Un subespacio vectorial
<i>H</1i> de \u2llD<sup><i>n</i></sup> se puede expresar de tres formas
distintas:\n</string>

<string name= >\n - Ecuaciones
paramétricas\n</string>

<string name= >Para expresar un subespacio
<i>H</i> dado como envoltura lineal en ecuaciones paramétricas:\n\n

\t - Se extrae la base del subespacio <i>H</i> de la envoltura

lineal, es decir, del sistema generador de <i>H</i>.\n\n

\t - Se expresan los vectores <b><i>x</i></b> \u2208 <i>H</i> como
combinacién lineal de la base que se ha encontrado y se obtiene de ese
modo la forma paramétrica de <i>H</i>.\n\n

A continuacién se muestra un ejemplo:\n\n

Supongamos un subespacio vectorial <i>S</i> = \u2329(3, 2, 0), (1,
0)\u232A \u2282 \u2llD<sup>3</sup>\n\n

\t - Construimos la matriz que tiene los vectores de <i>S</i> como
columnas:\n</string>

//mathv

<string name= >\ncomo tiene un menor de
orden 2 distinto de cero, los vectores forman una base y por tanto
cualquier vector de <i>S</i> es combinacidén lineal de (3, 2, 0) y (1, 2,
0) .\n\n

Asi se puede encontrar dos numeros reales <i>\u03Bl</i> vy

<i>\u03B2</i> tales que:\n</string>

//mathv

<string name= >\nLuego <i>S</i> =
{ (3<i>\u03Bl</i> + <i>\u03B2</i>, 2<i>\u03Bl</i> + 2<i>\u03B2</i>, 0)
<i>\u03B1</1i>, <i>\u03B2</i> \u2208 \u2l11lD} es la forma paramétrica del
subespacio vectorial <i>S</i>.\n\n</string>

<string name= > Ecuaciones
implicitas\n</string>

<string name= >Para expresar un subespacio
<i>H</i> dado en forma paramétrica en ecuaciones implicitas:\n\n

\t - Se plantea el sistema de ecuaciones paramétricas y se escalona
la matriz de coeficientes.\n\n

\t - Se estudia la compatibilidad del sistema. Las relaciones que
hacen al sistema compatible son las ecuaciones implicitas de
<i>H</1i>.\n\n

</string>




<string name= >+ Envoltura lineal y
ecuaciones paramétricas a partir de las implicitas\n</string>
<string name= >Las ecuaciones implicitas
un espacio vectorial <i>H</i> = {<i>x</i> \u2208 \u2llD<sup>n</sup>:
<I>A</1i> - <b><i>x</1i></b> = <b><i>0</i></b>} son
un sistema homogéneo cuyas soluciones definen los vectores de
<i>H</1i>.\n\n
\t - Para pasar un subespacio expresado en ecuaciones implicitas a
forma paramétrica se resuelve el sistema <i>A</i> - <b><i>x</i></b> =
<b><i>0</1></b>.\n\n
\t - Para pasar un subespacio de forma paramétrica a envoltura lineal
se separan los parametros.\n\n
Algunas observaciones:\n\n
\t - Los vectores que determinan la envoltura lineal obtenida de las
ecuaciones implicitas siempre seran una base del subespacio vectorial, y
no solo un sistema generador.\n\n
\t - E1 conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineal
homogéneo <i>A</1> - <b><i>x</i></b> = <b><i>0</i></b> <i>m</1i> x
<i>n</i> es un subespacio vectorial de \u221D<sup>n</sup> que tiene como
dimensién el numero de parametros del sistema.\n\n</string>
<string name= >3. Interseccidédn de subespacios
vectoriales\n</string>
<string name= >+ Subespacio
interseccién\n</string>
<string name= >Sean <i>F</i> y <i>G</i> dos
subespacios vectoriales de un espacio vectorial <i>E</i>.\n\n
El subespacio interseccidédn de <i>F</i> y <i>G</i>, que se denota
por <i>F</i> \u2229 <i>G</i>, viene dado por <i>F</i> \u2229 <i>G</i> =
{<b><i>v</i></b> \u2208 <i>E</1> : <b><i>v</i></b> \u2208 <i>F</i> y
<b><i>v</i></b> \u2208 <i>G</i>}\n\n
</string>
<string name= >4 . Suma de subespacios
vectoriales\n</string>
<string name= > Suma de subespacios
vectoriales\n</string>
<string name= >Si <i>F</i> y <i>G</i> son
dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial <i>V</i> entonces:\n
</string>
//mathv
<string name= >\nSi <i>F</i> =
(<i>S</i><sub>1</sub>) y <i>G</i> = (<i>S</i><sub>2</sub>), entonces
<I>F</i> + <i>G</i> = (<i>S</i><sub>1</sub> U <i>S</i><sub>2</sub>)\n
</string>
<string name= > Férmula de
Grassman\n</string>
<string name= >S1 <i>F</1i> y <i>G</i> son
dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial <i>V</i>
entonces:\n</string>
//mathv
<string name= >\n - Suma directa\n</string>
<string name= >S51 <i>F</1i> y <i>G</i> son
dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial <i>E</i>, se dice que
la suma <i>F</i> + <i>G</i> es directa, y se denota por
<i>F</1i> @ <i>G</i>, si <i>F</i> N <i>G</i> = {<b>0</b>}.
Entonces se dice que los subespacios <i>F</i> y <i>G</i> son
suplementarios o complementarios.\n\n
\t - Si <i>V</i> = <i>F</i> @ <i>G</i> es una suma directa de
subespacios, entonces todo vector de <b><i>v</i></b> € <i>V</i> se
escribe de manera Unica como suma <b><i>v</i></b> = <b><i>x</1></b> +
<b><i>y</i></b>, donde
<b><i>x</1i></b> € <i>F</1i> y <b><i>y</i></b> € <i>G</i>, por tanto
<i>B<sub>F</sub></1i> U <i>B<sub>G</sub></i> es una base de <i>V</i>.\n\n
\t - Sean <i>F</i> y <i>G</1> dos subespacios vectoriales de un




espacio vectorial <i>V</i> tales que la suma <i>F</i> + <i>G</i> es
directa, entonces:\n</string>
//mathv

// EJERCICIOS

N

// Strings del Tema 7 de Teoria de Algebra - Matematicas
(Diagonalizacién)

<string name= >Tema 7. Diagonalizacidén\n</string>
<string name= >1. Semejanza de matrices y
matrices diagonalizables\n</string>
<string name= >+ Matrices
semejantes\n</string>
<string name= >Dos matrices cuadradas
<i>A</1> y <i>B</i> se dice que son semejantes si existe una matriz
invertible (regular)
<i>P</1i> de manera que <i>B</i> = <i>PA</i><i>P</i><sup>-
1</sup>.\n
</string>
<string name= > Matriz
diagonalizable\n</string>
<string name= >Una matriz cuadrada <i>A</i>
se dice que es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal, es
decir, si se puede
hallar una matriz invertible <i>P</i> y una matriz diagonal
<i>D</1> de manera que <i>A</1i> = <i>PD</i><i>P</i><sup>-1</sup>\nLas
matrices diagonales son diagonalizables.\n
</string>
<string name= >2. Valores, vectores y
subespacios propios\n</string>
<string name= > Valores y vectores
propios\n</string>
<string name= >Dada <i>A</i> una matriz
cuadrada de orden <i>n</i>\n\n
\t - Un escalar <i>A</i> es un <b>valor propio</b> (o
<b>autovalor</b>) de <i>A</i> si existe un vector no nulo <b>x</b> tal
que <1>A</i><b>x</b> = <i>A</i><b>x</b>.\n\n
\t - En este caso, cada vector <b>x</b> # <b>0</b> con esta
condicidén se dice que es un <b>vector propio o autovector</b> de <i>A</i>
asociado a A.\n\n
\t - Se llama <b>espectro</b> de <i>A</i> y se denota por
<i>o</1i>(<i>A</1>) al conjunto de los autovalores de <i>A</i>.\n\n
</string>
<string name= > Propiedades de los valores
y vectores propios\n</string>
<string name= >Si A es un valor propio de
<i>A</1> & existe <b>x</b> # 0 tal que <i>A</i><b>x</b> = A<b>x</b> o
equivalentemente
(KI>A-AI</1i>)<b>x</b> = 0 © el sistema homogéneo (<i>A-
AI</1>)<b>x</b> = 0 tiene soluciones no nulas, es decir, es un sistema
compatible indeterminado & det (<i>A-AI</i>) = 0\n
</string>
<string name= >+ Subespacio
propio\n</string>
<string name= >E1 <b>subespacio propio</b>
asociado a <i>A</i>, que se denota por <i>E</i><sub>A</sub>, es el
subespacio vectorial formado por
<b>0</b> y todos los vectores propios asociados al valor propio
<i>A</i>\n</string>




// mathv
<string name= >\n+ Polinomio
caracteristico\n</string>
<string name= >Dada una matriz cuadrada
<i>A</1> se denomina <b>polinomio caracteristico</b> de <i>A</i> al
determinante de la matriz <i>A-AI</i>\n</string>
//mathVv
<string name= >\nLa <b>ecuacidn
caracteristica</b> de <i>A</i> es det (<i>A-AI</1i>) = 0\n</string>
<string name= >: Calculo de los valores y
vectores propios de una matriz <i>A</i>\n\n</string>
<string name= >\t - Los valores propios de
<i>A</i> son las raices de su polinomio caracteristico
<i>p</i><sub><i>A</i></sub> (<i>A</i>), es decir, las
soluciones de su ecuacibébn caracteristica.\n\n
\t - Los vectores propios asociados a <i>A</i> son las soluciones del
sistema homogéneo (<i>A-AI</i>)<b>x</b> = 0.\n
</string>
<string name= > Propiedades del polinomio
caracteristico\n</string>
<string name= >Dada una matriz cuadrada
<i>A</1i> de orden <i>n</i>\n\n
\t - El polinomio caracteristico
<i1>p</1i><sub><i>A</i></sub> (<i>A</i>) es de grado <i>n</i>.\n\n
\t - Existen, a lo sumo, <i>n</i> valores propios distintos.\n\n
\t - Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio
caracteristico.\n\n
\t - Si la matriz es triangular, los valores propios son los
elementos de su diagonal.\n\n
\t - A y A<sup><i>t</i></sup> tienen los mismos valores propios.\n\n
No se pueden realizar operaciones elementales en la matriz
<i>A</1> antes de calcular sus valores y vectores propios.\n
</string>
<string name= >+ Orden y multiplicidad
geométrica de un valor propio\n</string>
<string name= >Sea <i>A</i> una matriz
cuadrada de orden <i>n</i> y <i>A<sub>i</sub></i> un valor propio:\n\n
\t - Se llama <b>orden</b> de <i>A<sub>i</sub></i> y se denota por
<i>0</1> (<i>A<sub>i</sub></i>) a su multiplicidad como raiz del polinomio
caracteristico de <i>A</i>, es decir, el mayor
exponente <i>a<sub>i</sub></i> para el cual el factor (<i>A -
A<sub>i</sub></i>)<sup><i>a<sub>i</sub></i></sup> aparece en la
descomposicidén factorial de <i>p<sub>A</sub>(A)</i>.\n\n
\t - Se denomina <b>multiplicidad geométrica</b> de
<i>A<sub>i</sub></i> a la dimensidén <i>d<sub>i</sub></i> de su subespacio
propio asociado, es decir, <i>d<sub>i</sub></i> = dim
<i>E<sub>A<sub>i</sub></sub></i> = n - rang(<i>A -
A<sub>1i</sub>I</1>) .\n\n
</string>
<string name= >Sea <1>A</i> una matriz
cuadrada de orden <i>n</i> y <i>A<sub>i</sub></i> un valor propio:\n\n
\t - 1 £ dim <i>E<sub>A<sub>i</sub></sub></i> <
<i>0</1i> (<i>A<sub>i</sub></i>) para todo <i>i</i>.\n\n
\t - Los vectores propios asociados a valores propios diferentes
son linealmente independientes.\n\n
\t - La suma de los subespacios propios
<i>E<sub>A<sub>1</sub></sub></i> + .. + <i>E<sub>A<sub>r</sub></sub></i>
es directa, es decir: <i>E<sub>A<sub>i</sub></sub></i> N
<i>E<sub>A<sub>j</sub></sub></i> = {<b>0</b>} si <i>i</1i> # <i>j</i>.\n\n
</string>
<string name= >3. Diagonalizacidén de
matrices\n</string>
<string name= >+ Problema de la




diagonalizacidén de matrices\n</string>
<string name= >Dada una matriz cuadrada
<i>A</i>:\n\n
\t - ;Cémo sabemos que <i>A</i> es diagonalizable?\n\n
\t - Si es diagonalizable, ;cémo encontramos la matriz diagonal
<i>D</1> y la matriz regular <i>P</i> tales que <i>P<sup>-1</sup>AP</i> =
<i>D</1i>?\n
</string>
<string name= >+ Criterio de
diagonalizacién\n</string>
<string name= >Sea <i>A</1i> una matriz
cuadrada de orden <i>n</i> y {<i>A<sub>i</sub></i>, ..,
<i>A<sub>r</sub></i>} los valores propios de la matriz, entonces <i>A</i>
es <b>diagonalizable</b> si y sbélo si se verifica:\n\n
\t - <i>0</i> (<i>A<sub>1</sub></i>) + <i>0</1i> (<i>A<sub>2</sub></1i>)
+ .. + <i>0</i> (<i>A<sub>r</sub></i>) = <i>n</i>.\n\n
\t - dim(<i>E<sub>A<sub>i</sub></sub></i>) =
<i>0</1> (<i>A<sub>i</sub></i>) para todo <i>i</i> = 1, 2,
<i>r</i>.\n\n
Como consecuencia:\n\n
Si <i>A</i> es una matriz cuadrada de orden <i>n</i> y tiene
<i>n</i> valores propios distintos entonces es diagonalizable.\n
</string>
<string name= >+ Pasos para determinar si
<i>A</i> es diagonalizable\n</string>
<string name= >Para determinar si una
matriz cuadrada <i>A</i> de orden <i>n</i> es diagonalizable:\n\n
\t - Se calcula el polinomio caracteristico
<i1>p<sub>A</sub></i> (<i>A</i>) .\n\n
\t - Se descompone el polinomio caracteristico en factores,
obteniendo los valores propios <i>A<sub>1</sub></i>, ..,
<i>A<sub>r</sub></i> y se calculan sus O6rdenes
<i>0</1> (<i>A<sub>1</sub></1>), .., <i>0</1> (<i>A<sub>r</sub></1i>).\n\n
\t Si <i>0</1>(<1i>A<sub>1</sub></i>) + .. +
<i>o</1i> (<i>A<sub>r</sub></i>) \u003C <i>n</i> entonces la matriz NO es
diagonalizable aplicando el primer apartado del criterio de
diagonalizacidén.\n\n
\t En otro caso se continua con el paso siguiente.\n\n
\t - Se calculan las dimensiones de los subespacios propios:\n\n
\t dim (<i>E<sub>A<sub>i</sub></sub></i>) = <i>n</i> -
<i>rang</i> (<i>A - A<sub>i</sub>I</i>) .\n\n
\t Si para algun <i>i</i> dim (<i>E<sub>A<sub>i</sub></sub></i>)
# <i>0</1> (<i>A<sub>i</sub></i>), entonces la matriz NO es diagonalizable
aplicando el segundo apartado del criterio de diagonalizacidn.\n\n
\t En otro caso la matriz <i>A</i> es diagonalizable.\n\n
</string>
<string name= >+ Pasos para encontrar las
matrices <i>P</i> y <i>D</i>\n\n</string>
<string name= >Si <i>A</i> es
diagonalizable para encontrar las matrices <i>P</i> y <i>D</i> tales que
<i>D</i> es diagonal y <i>P<sup>-1</sup>AP</i> = <i>D</i> consideramos
que:\n\n
\t - Los elementos de la diagonal de <i>D</i> son los valores propios
de la matruz repetidos las veces que indica su orden.\n\n
\t - Se obtienen bases B<i>i</i> de los subespacios propios
<i>E<sub>A<sub>i</sub></sub></i>.\n\n
\t - La matriz <i>P</i> tiene como columnas las coordenadas de
los vectores de las bases B<i>i</i> de <i>E<sub>A<sub>i</sub></sub></i>
colocados en un orden acorde al de los valores propios en la diagonal de
<i>D</1i>.\n\n
A continuacién se muestra un ejemplo:\n\n
Calcula si la matriz <i>A</i> descrita méas abajo es
diagonalizable y en tal caso, encuentra las matrices <i>P</i> y




<i>D</1i>.\n
</string>
//mathv
<string name= \n - Propiedades\n\n</string>
<string name= >\t - Si <i>A</i> es una
<b>simétrica</b>, ' 1 >7 ' <i>A<sup>t</sup></i>,
5 agonalizable.
Si <i>A</1i> es una matriz tria entonces sus valores
son los elementos 1 rincipal.\n\n
\t - Si <i>A</i> es un valor propio de <i>A</i> entonces
<i>A<sup>n</sup></i> es un valor propio de <i>A<sup>n</sup></i> para todo
<i>n</i> € N.\n
</string>
<string name= 4. Apli iones de
matrices\n\n</string>
Potencias <i>k</1i:
izables\n\n</string>
es una matriz
0s que <i>P</1i> es una m i invertible y <i>D</i>
ur matriz di 11 tales que <i>A</i> = i >-1</sup></1>.
Entonces si <i>k</i> es un ntmero natural:\n\n
\t - <i>A<sup>k</sup></i> = (<i>PDP<sup>-
1</sup></1i>) <sup><i>k</i></sup>\n\n
\t = (<i>PDP<sup>-1</sup></i>) (<i>PDP<sup>-
1</sup></i>)..(<i>PDP<sup>-1</sup></1i>) \n\n
\t = <i>PD</i> (<i>P<sup>-1</sup>P</i>)<i>D</i> (<i>P<sup>-
1</sup>P</1i>)..(<i>P<sup>-1</sup>P</1i>)<i>DP<sup>-1</sup></i>\n\n
\t = <i>PDIDI...IDP<sup>-1</sup></i>\n\n
= <i>PD<sup>k</sup>P<sup>-1</sup></i>\n\n
Se calculz: jole e de <i>A</1i> g
i>D</i> que se

u
<

onal.\n\n
A continuacid
Encuentra una f&
matriz:\n
</string>
//mathv
</resources>
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https://developer.android.com/docs
https://normasapa.co/como-referenciar-las-clases-del-profesor-en-normas-apa/
https://normasapa.co/como-referenciar-las-clases-del-profesor-en-normas-apa/
https://www.java.com/es/about/
https://techcrunch.com/2019/05/07/kotlin-is-now-googles-preferred-language-for-android-app-development/
https://techcrunch.com/2019/05/07/kotlin-is-now-googles-preferred-language-for-android-app-development/

e RODRIGUEZ, MARIA JOSE
e TRUJILLO GUILLEN, MACARENA

Realizados por canales de YouTube

1A CON BERNI (https://www.youtube.com/channel/UCq5YIKN6STUHKBolxhnAhgQ)
8CIFRAS (https://www.youtube.com/user/8CIFRAS)

CANAL MISTERCINCO (https://www.youtube.com/user/holamistercinco)

CLASSESAMIDA (https://www.youtube.com/user/classesamida)

JULIOPROFE (https://www.youtube.com/user/julioprofe)

KHANACADEMYESPANOL (https:/www.youtube.com/user/KhanAcademyEspanol)
LASMATEMATICAS.ES (https://www.youtube.com/user/juanmemol)

MATEFACIL (https.//www.youtube.com/user/Arquimedes1075)

MATES CON ANDRES (https:/www.youtube.com/channel/UC73702acnOQ0OmriWMzFRHeg40A)
UNICOOS (https.//www.youtube.com/user/davidcpv)
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https://www.youtube.com/channel/UCq5YfKN6SfUHKBoIxhnAhgQ
https://www.youtube.com/user/8CIFRAS
https://www.youtube.com/user/holamistercinco
https://www.youtube.com/user/classesamida
https://www.youtube.com/user/julioprofe
https://www.youtube.com/user/KhanAcademyEspanol
https://www.youtube.com/user/juanmemol
https://www.youtube.com/user/Arquimedes1075
https://www.youtube.com/channel/UC73702acnOOmrWMzFRHe4oA
https://www.youtube.com/user/davidcpv

